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Résune
Nous pésentons un méde itratif inspire du moéle CIFS (Controlled Iterative Function System) de
PRUSINKIEWICZ [PH94] - encore apped RIFS (Recurrent Iterative Function System) BARNSLEY
ou MRIFS (Mutually Recursive Iterative Function Systent) @aLik [CD93] -."Le principe de ces
mockles est deé&finir des familles de figureggnétriques avec deggles de production et des systes
d’équations. Dans cet article, nous erépentons deuxégéralisations, qui permettent de codler la
géonetrie et la topologie des formes produites.

Mots-clés : architecture, modele itératif, automate, schéma ddisidion, topologie, courbe, surface.
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FiG. 1 — Application en architecture : panneau d’'ombrage fiastaarton découpé, EPFL 2006

1 Introduction

Dans le cadre du projet de recher¢ha géongtrie fractale et ses applications dans la construction

en bois” nous étudions un formalisme mathématique général gumnptte la représentation de formes

géomeétriques abstraites (voir figure 1). Ces formes sestites a I'architecture selon deux aspects
principaux : design/architecture intérieure ou struetmnstructive et porteuse [BRS90] [WEIO4]. Tres

schématiquement, le premier aspect exige surtout unieigeade la géométrie des formes, alors que le
second exige un contrble supplémentaire, celui de lalogj®- ces formes doivent &étre munies d’'une

structure car elles doivent étre constructibles-. Nooegpsons un modeéle itératif qui permet d’aborder
ces deux aspects de maniére complémentaire.



2 Controle de la geometrie

Dans le modele CIFS, un automate controle les itératinsIéFS [PH94]. En nous basant sur I'aspect
langage de ce modéle, appelé LRIFS (Langage-Restrigtedéd Function System), nous avions défini
des opérations sur les figures fractales [THO97]. Panaslenous avions développé un modele d’'IFS
projeté qui permettait de définir des formes a poles e¢tteuver les formes CAO classiques [ZT96]. Le
principe de ce modele était de distinguer deux espacespdce de modélisation et I'espace d'itération
(ou de “mélange”). En utilisant une famille de figures et ssogiant & chaque figure son propre espace
de définition, le modele CIFS peut étre généralisat&grer les formes a poles.

2.1 Description
2.1.1 Automate

Le principe de représentation est le suivattant donné un automate , %, 3), chaque état de cor-
respond a une figure - notégs,a,b, f,g, ... - chaque symbole de I'alphabetdésigne un opérateur de
subdivision; les mots finis désignent les composantesafigure. L'état initialy correspond a la figure
globale.

La fonction de transition exprime des régles de décontiposi 6(x,i) =y signifie qu’un opérateur
élémentaire indexé parfait passer d’'une figure de typea sa composante de typel’automate se
met sous forme d’'un graphe orienté. Chaque nceud correspom@taix, chaque arc correspond a une
transition(x, i), son origine est I'état de déparét son extrémité est I'état d’arrivge= 3(x,i). A chaque
nceudx est associé le sous-ensemble de symboles sur I&@stldéfinie 2, = {i € /3y d(x,i) = y}.

2.1.2 Description gecomeétrique

A chaque nceud - ou étak-est associé un espace affleedéfini par des coordonnées barycentriques :

B =BR”) = {(Aj)jer/ 3 Aj=1}.
jer

A chaque arc - ou transition(x,i) avecy = &(x,i), est associé un opérateur affifié qui permet de
passer d’un espace a l'autr&* est une fonction d&Y danse*, notéeT,* : EX — EY.
Les opérateur§* sont identifies a des matricd$x J¥ verifiantvk € ¥ 3 jcx Tk = 1.
Les classes d’opérateurs sont déterminés par les espée¢E” :
— siEX=EY - ce qui est en particulier vrai gi= x - TX opére SUE* et la matrice est carrée;
— SiEX#£ EY - ce qui implique qug # X - on a en général difE*) > dim(EY), et T.* est un plongement

deEY dansE* qui positionne une composante dans une figure plus grande.

Mais on peut avoir diftE*) < dim(EY) et T.* est une projection de¥ surE*.

2.2 Calculs

A partir d'une famille initiale de figures (segments, faestipolygones, polyédres, ...) vont &tre calculées
des suites de figures. Ces suites sont destinées a prathariormes géomeétriques utilisables pour
réaliser des objets (voir figure 1). Sur un plan théorigueesont des approximations de solutions d'un
systeme d’équations : des maillages de plus en plus fingecgent vers des figures lisses ou fractales.
Ces calculs ont deux aspects complémentaires : un aspetrique avec le calcul de produits de
matrices, un aspect formel avec le calcul de transitiotatB&dans un automate.

2.2.1 Syskme iteratif

L'automate décrit un systeme itératif génerant urieeste familles de figurekK, = (KX)xe, a partir
d’une famille initiale de figures. La famille intial&o = (K*)xc, Sera composée de primitives gra-
phiques. Les figures géomeétriques que nous utilisonstemntompacts de I'espace métridtie c.a.d.
des ensembles de points fermés et bori€se # (EX).
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FIG. 2 — Figure générée par automate.

A chaque noeud est associée une équation de passage d’un niveau de isidrdéd/|'autre :

K= U Tke™ (2)

ieZy

L’automate décrit également un systéme d’équatidrhague nceudest associée la figus € s (EX)
vérifiant I'équation :
Af = U -I—ixAé(x,i) (2)
ieZy
La famille A = (A¥)xe, correspond au passage a la limite de la sKite= (KX)xe, . SOus réserve de
certaines hypotheses sur les opérateurs de subdivigiapl{e a circuits contractants), cette limite existe.

2.2.2 Composantes@ometriques

Tout mot finiO tel qued(x,8) = y décrit une suite d'opérations éléementaiées 6;...6, permettant de
produire une composante de typa partir d'une figure de type

Ces mots sont regroupés dans les langages suivants :

— Ly={6/3yd(x,8) =y} ensemble des mots obtenus a partixge

L = {8 € Ly/|6] = n} ensemble des mots de longueur

Tout couple(x,08) avecB € Ly, notéx.0 dans la suite, désigne un chemin dans le graphe associé a
'automate. Son origine estet son extrémité egt= d(x, 8). Sur chaque chemin est calculé un opérateur
Tg - EX « EY défini par récurrence :

TX=1 et T = 0

A chaque chemimn.f est associée une composarig = TBXK5(X79).
A chaque niveau de subdivisionlesKg sont les composantes de la figie:

Ki= U K§ ®3)
9€L>(<”)

La visualisation de<j se fait a travers celle de chacune de ses composKpiesest-a-dire a travers
Iaffichage de la primitive<®*®) dans un repére calculé a partir @ (voir figure 2).

La modeélisation itérative que nous proposons est basékasiressage formel des composantes des
figures. Chaque composante géomeétriggeest identifiee par le chem®, son espace de définition
estE¥, son type géométrique e3{x,0) et son positionnement g}’



2.3 Exemples
2.3.1 Attracteur a condensation

Etant données les regles de production :

f — I ? et 9 — 9
'automate et le systeme itératif sont :
{6m®ﬁ&tnﬁ&tat&ﬁ$qzﬁ{KQ1= Ty Ki UTY KA UT) Kl UTSKS,
5(9,0) =g. K, = Ki.
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FiG. 3 — Attracteur a condensation.

Le résultat est un attracteur & condensation [BAR88] :

AT = a(r Hu(s )T Al
Al = K.

aveca (7 ") attracteur associé a I'lF8 " = {Tof,Tlf,Tzf} ; dans ce cas, il s'agit d’'un triangle dee®-

PINSKI (voir figure 3).

2.3.2 Figurea pentagone de contdle

La famille de figures - figure “pentagonale” projetée, attear dans I'espace barycentridl’i(aRS) - est
définie par le systeme itératif :

3(p,0)=a , L Kpy = ToKE
d(a,i)=a pouri €. Ka,1 = UesTK3

Le pentagone de contrdle donne la forme générale de leefigu
Toh = (Po, P1, P2, P3, Pa) avec pj € R? oulR®.

L'IFS de subdivision(T;?)ics est composé de matrices dont les colofijiej; sont des combinaisons
convexes des sommets du pentagone. Certaines colonneshsisies sur les arétes du polygone de
controle : T2ej = (1 —r)ec+re; avec 0< r < 1. Cette propriété de convexité donne une structure
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FIG. 4 — Figure pentagonale.

d’emboitement (voir figure 1). En posaconyTs) = con{T'ej/j = 0,...,4} enveloppe convexe des
colonnes ddg = T¢'...T¢! , on a les inclusionscony(T§) € cony(Tg).

Pour avoir un contrle geométrique plus précis de cdi@tmament, nous identifions certaines colonnes
(voir figure 4) :T;%ej = T2g. La donnée de I'IFS est alors équivalente a la donnéeeigrille de points

de subdivision T2 = (qp, ...,0m) avecq; € ]B%(Rs) dont on extrait les matricég? = (qy,(q), - Oy, () )-

3 Controle de la topologie

Pour controler la topologie des figures définies par susidi, il faut partir d’'une famille de figures
munie d’une structure topologique (complexe cellulaiet)ytiliser des opérateurs qui modifie cette
structure de maniére cohérente (opérateurs/dHR).

Les schémas de subdivision classiques génerent desdigont le type topologique est donné par la
figure initiale (courbes ou surfaces d’un certain genrajplit de nouveaux points aux maillages per-
mettant de raffiner la géométrie. Mais la décomposition@lules n’est pas connue. Or a chaque étape,
la figure globale est composée de “pieces” (carreaux, aimmgletons) raccordées entre elles selon une
certaine relation d'incidence. En précisant les regkegrbduction, il est possible d’associer a chaque
étape de raffinement un complexe cellulaire.

Nous avions montré que le contrdle de la topologie passdgmcontraintes sur les matrices de subdi-
vision [TOS99] [TOS04]. Nous montrons ici que ces contiegrgont le reflet de la relation d’'incidence
exprimée dans un automate. Ceci est obtenu en intégranbdeéle CIFS une Brep (Boundary repre-
sentation). Nous obtenons alors un nouveau modele, queapapelons BCIFS (Boundary Controlled
Iterative Function System).

3.1 Principe du mockle BCIFS

La relation d’incidence entre composantes peut s’exprigé@métriguement au moyen d’opérateurs
analogues aux opérateurs de subdivision. Pour la repeysge maniére formelle, il suffit d’ajouter a
'automate de subdivision des symboles supplémentaires.



3.1.1 Automate

L'automate générdle ,Z,0) est la superposition des deux automates :

1. L'automate “géométriquelq ,Z-,8) décrivant un schéma de subdivision, c.a.d. le raffinement
de la geométrie et le changement de résolutioohacun de ses arcs est associé un opérateur de
subdivision x.i € @ x 3. — R‘'=TX

2. Lautomate “topologiquelq ,%,6) décrivant une structure Brep, c.a.d. une relation d’ienizk
entre composanteé.chacun de ses arcs est associé un opérateur repréderui@tie d’'une figure :
XUEQ XZy — R =P

Les états sont typés suivant la classe topologique deef@ssociées. Sont distingués :
— les états correspondant aux cellules :

— qs={st,...} sommets;

— qa={a,b,...} arétes;

- qf ={f,q,...} faces triangulaires ou quadrangulaires;;

— les états initiaux correspondant aux figures composémsrbes ou surfaces.

Les symboles de subdivision sont typés par la classe tgple d'arrivée :ix avecX = S A F et
i=012..:2. =3sUXpUZF.

A chaque étax sont associés les sous-ensemble de symbalgset 3. = ZysUZaU Zxr.

Dans cet automate, les chemipB s’interpretent comme des expressions : les composanmesaio
culées palR)éKf’(X’B) avec mot mélangeant les symboles de subdivision et de cotéx Beemins -

deux expressionsx3 etx.y, seront dites équivalents, - not§ = x.y - si elles ont la méme évaluation,
c.a.d. le méme type et le méme positionnement et par suit€éme composante :

8(x,B) = 8(x,y) et Rf =R = REKIP) = RKAY = KX =K.

Cette relation d’équivalence va permettre de formulerctastraintes sur les états et les matrices pour
que l'automateq , %, 0) produise des figures a topologie contrdlée.

3.1.2 Expression formelle de la relation d’incidence

Les cotés des cellules classiques peuvent étre formetienumeérotés :

— pour les aréteg o3 = {05, 13} etd(a,ig) € Qs;

— pour les faces, di est amcdtésZ¢y = {is/i =0,...m— 1} etd(f,is) € qa.
La relation d’adjacence reliant sommets, arétes et faqEst:

u ——c—— t
| |
s ——a—— t d f b
| |
r ——a—— s
peut étre représentée par le graphe :
f.25
i
a.Oa — a — a.la f3a — f— fla
1
f.0y

Le premier décrit un complexe cellulaire comportant ugdes.€ et deux sommeis.0;,a.1;. Le second
décrit un complexe cellulaire comportant une fdcg quatre arétes.i; pouri = 0,1,2,3 et quatre
sommets donnés par les expressiongd; et f.izly. Pour décrire ces sommets, il faut introduire les
équivalences d’expression suivantes :

C f.3ala = f.ZaOa — f20 — f.Zala = f.lala
u — t 1 ] 1
rr— s 1 l 1

a £.3;0; =.0,05 «— .05 — f.0315=.150,




Les équivalences.vw= f.v'w vont se traduire par les contraintes :

8(f,vw) = 8(f,Vw) et RIP3=PLP, )

3.1.3 Expression gométrique de la relation d’incidence

Les figures cellulaires sont des formes paramétrEedD* — E* dont les domaines de paramétrisation
sont des polytopes standard :
— singletons de domairi2® = {0} ;
— arcs de courbe de domaibé = [0,1] ;
— carreaux quadrangulaire de domaie= [0, 1]?;
Les cotés de ces domaines sont représentés par degeapsraffines :
- ng extr'emvi%és de l'intervallb? = [0, 1] sont donnés par les plongemeﬁis {0} — [0,1]
- Pp,0=0,P,0=1
— Les cotés du pav' = [0, 1]2 sont donnés par les plongemeRs [0,1] — [0, 1]2
SPg,t = (1,0), PLt=(Lt), Pt =(t,1), Pit=(0.t).
Les cellules “gauches” s’expriment comme des images degsqpas standard par des fonctions conti-
nuesH* controlées par des grilles de contrdle. Dans le casya ihterpolation des sommets, ces grilles
sont :
— le singleton de controld® = {0} ;
— le polygone de contrdle+ 1 sommets 32 = {0,...,m};
— la grille de contrdle &m+ 1) x (n+ 1) sommets 3" = {0,...,m} x {0,...,n}.
La relation d’'incidence de ces cellules s’exprime a traves grilles de contrdle. Les cdtés des grilles
de contrble sont donnés par des suites extraites d'indice
— pour les arcs, les singletons de contrdle des extreradat les extrémités du polygone de controle :

S __ S
P5,& = € et P &5 = en,
— pour les carreaux, les polygones de contrdle des cotééides cotés de la grille de controle :
fa_f pf a Af fa_f pf a Af
Poaej =€y PlaeJ = €nj> PzaeJ =€, P3aeJ = €j-

Dans les deux cas, les op’eratelvafgs IV:’?B vérifient les contraintes (4).

3.2 Subdivision et relation d’incidence
Les maillages obtenus par subdivision se raccordent deamesanitomatique. Nous explicitons et généralisons

cette propriété. Grace a une regle formelle, la retedfdncidence des composantes est définie a chaque
niveau.

3.2.1 Relation d’incidence entre composantes

La famille des composantes est munie de la relation d’imzddormelle suivante :
x.0 estincidenté x.9 si en posant y= §(x,0) il existe un été ve Z,5 tel que xbv =x.9, c.a.d.

3(x,0v) = 8(x,9) et TERO®) = p%.
Sous de bonnes hypothéses de raccord, la compdsgirt@ KY est alors bordée par les composantes :
ng = RgvKé(y’v) = TSXF%K&(YN)-

Grace a une regle de subdivision que doit vérifier I'audtanla relation d’'incidence de niveau- 1 se
déduit de la relation de niveau
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FiG. 5 — En haut : & gauche subdivision d’'un cdté, a droiteritian d’'une nouvelle composante; en
bas : les contraintes correspondantes sur les états ealeses.

3.2.2 Regle de subdivision

Le passage d'un niveau de subdivision a I'autre s’expriomméllement par une regle de commutation

entre symboles de subdivision et symboles de coté.

Au cours d'une subdivision dg la composantgi ne peut posséder que deux types de cdtés (voir figure

5):

— Soit c’est une subdivision d’'un composant existant : il yeatage du niveau précédent et transport
de la relation d'incidence :

I(u,j) €Ty x Z. yiv=yuj < d(y,iv) =d(y,uj) et TR = PﬁTja(y’“).

— Soit c’est un nouveau composant: il y a création par rafoniveau précédent et ajout d’'un raccord
interne a la relation d'incidence :

ke, yiw=yk < 3(y,iv) = 8(y,k) et TR =T,

4 Etude de cas

4.1 Singletons

Dans la subdivision des singletons, un seul arc est issualpuemceud, on&; = 2. = {0Os}.

Le cas le plus simple est celui d’'un sommet qui est le pointdx&opérateur de subdivision :
3(s,0s) =s = p°=To.p°.

Si I’opérateurTOSS est une fonction constante, le schéma est interpolantessohmet. On a 3° =

{0}, E® = {1} et Tg, = (1). Si 'opérateur nest pas constant, on a autourpdeun comportement
“differentiel” commun aux arétes et faces incidentes.

4.2 Arcs
4.2.1 Subdivision et relation d’incidence

Aun arc est associé un complexe cellulaire composé d'téteas bordée par deux sommet9),,a.1; :
a0y—ae—aly

La subdivision de cet arc en deux donne un nouveau compldxeage. || est composé de cellules
internes - deux arétes0a,a.1a et un sommed. 1s - et de deux sommets externes issus de la subdivision
de sa bordura.0;0s,a.1;0s. Ces cellules sont liees par la relation d’'incidence :

a.OaOs —alp—alsg—als— a.laOs



Le passage d’une relation d’'incidence a I'autre s’expritaes le graphe :

! e ! N !
a.0;0s=a0a0;; «—alp— alply=als=alpdy —alp— alply=alyls

Ces équivalences de chemins se traduisent par des cdesraur les états et les matrices.

4.2.2 Contraintes

En supposara autosimilaire, c.a.d. en prenad(a,0a) = aetd(a,1p) =a,0na:

La famille de figures - arc, singleton - est définie par le&yst d'équations :

0(a,04) = &, &(a,1p) = &; N AP = TEATUTEAY
9(s,05) =s. AS = TSAS

La relation d’incidence se traduit par les contraintesantigs sur les matrices de subdivision :

T6Po, = Po,Tow
a __Ta _ a
TOAP?B - TlA Pga - Tls’
TP, = P, Tés'

Avec ces contraintes, I'arc paramétré est en généradlifterentiable. L'™“ordre de raccord” des sommets
étant di{E®), on retrouve les schémas de subdivision classiques dbewstractales avec difEs) =0
et des schémas analogues a ceux des B-splines aveEY{im 0.

4.2.3 Sclema fractal classique

Le schéma classique de définition d’un arc fractal par sigidn est donné par la figure 6.
Les espaces associés aux composantes sont :

— singleton £ =< &} >={€}};

— arc:E? =< &j,€],& >, cotes : B = () et P, = (€&).

Etant donneés les points de subdivision :

T2 = (€5,01,02,03,€5) avecqi = | § etri+s+t=1;

FIG. 6 — Raccord simple d'arc.

les matrices de subdivision sont :
— singleton T° = (€5);



— arc:T§ = (€5,01,02) et T, = (02,03,€5) ;
etla relat|0n d’incidence est :
TOaAPSB = PSaTS = (%)7
Toil:?a = T]iF%a = T.‘Fg = (q2)7
T]iﬁia = P?BTS = (eg)

4.2.4 Sclema type B-spline

La famille de figures - arc, singleton - est définie par leéyst d'équations :

O(ai)=a pouri =0,a,1a,25;
0(s,0s) =s

{ “

En prenant pour ordre de raccord des sommetgfim= 2,

les espaces associés sont :
— singleton ES =< €,€7,65 >;

Aa
AS

TEARUTRARUTRAY,
ToAS.

et pour “degré” des arétes diE?) = 3

— are B? =< ef,€],6,6§ >, cotes : B = (€,€],65) et F, = (€],65,€5).
Etant donnés les points de subdivision :
I 0
I S r
T7 = (907915925q07q17q2) a.Vecqi = S ’ gi = F%aqi = t: ) QI = Fyi,qi = SI et r+s +t| - 1)
t 0 t
|
les matrices de subdivision sont :
— singleton T° = (qo,ql,qz)'
— arc:Tg = (4,,9,,9,,G0), T, = (4;,9,,G0,G1), T3, = (9, G0, 1, 02) ;
etla relat|0n d’incidence est
TOaAF%a = F%BTS = (q07ql7q2)a
TP, =TLR, =T, = (9;.9,.G0),
Tla/_\P?a = TZiF%a = T]i = (q QO7Q1)a
TP, =PLT° = (Go,G1,G2).
Lles courbes de7la figure 7 sont obtenues agee ;.S = 20,t0 = 211 = 54,51 = my,t1 = 5512 =
%2 = 5.2 = 75
1 3 1 &
0.8 ) 7 03 -"‘"‘
0.6 I & J 08
0.4 /// 3 — 07
0zt \\\ 1 06
ot \ 05
-02 g ’ 04
04 £ g 03
0.6 02
0.8 i s i 3 0.1 ;
i s \5( 05 1 o g 3 H 5 E 7

FiG. 7 — Courbes fractales : a gauche courbe fermée, a droimaposeé.



4.3 Surfaces
4.3.1 Subdivision et relation d’incidence

A un carreau guadrangulaire est associé un complexeaietiidomposé d’'une facke ; quatres arétes
f.ig aveci = 0,1, 2,3 et quatres sommefsiz0y aveci =0,1,2,3.

u c t u «—c— t
T T T
d f b d «f— b
i ! i
r a S r «—a— S

La subdivision de ce carreau en quatre donne un nouveau epezllulaire. Il est composé de cellules
internes - quatre facelsOr, f.1¢, f.2¢, f.3¢ ; quatres aréte.0a, f.1a, .0, f.15 et un sommef.1s -

et de cellules de bordure - huit aréteg0a, f.igla aveci = 0,1,2,3; et huit sommets.i;0;0s, f.izls
aveci =0,1,2,3 - . Ces cellules sont liees par la relation d’incidence :

UOs| «—c0p— ¢€0s «—cla— |t.0g
T T T T T
dla| «f.lg— flg «— f.3r — | bl
! ! ! ! !
AL AL ; d.0s| — f.0n— fils < fla— | bOs
foe | f.2 T T T T i
il S dOa|—fOr— fOg «—f2r — |bOa
! ! ! ! !
rOs| «aln— als <« ala— |s0Os

4.3.2 Contraintes

Si f est autosimilaire, c.a.@(f,ig) = f, on a deux types d’arétes et un type de sommets :

s —c-— —-S- —Cc— S
| | |
d f b=d f b
| | |
S a=C¢c —-S- a=c S
| | |
d f b=d f b
| | |
s —-a— —-S- —a— S
Les contraintes de bordure externe sont :
fof  of fof  _ of ob
TOfF P?a = P?a T8, T2fF P%a = P%a .
. b.
T2fF P(f)a = P(f)a Tﬁ : T3F Pla = P%a TlA,
_ _ b
TlfF P%a = P%a 8. TOfF F{?a = F{?a .
) b
T3F PZa = PZa Tf/: : TlF P3a = P3a TlA.

Les contraintes de raccord interne sont :

fof _f pof f
TofF P%’ B TlfF P?" - TO? 7 f f f
L O R
T2|: P3a = TOF Pla = TOfB’ TOB F*ia = TlBF% - Tls

fof f of )
T3F Psa = Tl|: Pla = T



+
+

+ + (+
'l 5

FIG. 8 — Grille de subdivision quadrangulaire.

4.3.3 Sclema debpe CASTELJAU

Dans le schéma dee CASTELJAU, le maillage de contrble est une subdivision du compleXalege.
Aux sommets de chaque chaque cellule sont ajoutés des dsrsupplémentaires :

[ — @] — [

JP=e, JB=0e——0——0, Jf =

| |
[¢] [¢]
| |
@] [

® — O —

Les contraintes de raccord interne se traduisent par lesifidations de colonnes données par la figure
8. La description d'un schéma ax33 points de contrdle se raméne a une grille &% points de
subdivision. Les contraintes de bordure se traduisentg@aldngement sur les cétés des points de

subdivision des arcs(a/p, dj;, 0}, A3, dj) = Py, (63,07, 63,65, €3) ...

FIG. 9 — Carreau quadrangulaire.

4.3.4 Sckema deCATMULL -CLARK

Dans le schéma deATmULL -CLARK, il y a une bijection entre sommets du maillage de contrble e
sommets du complexe cellulaire. La grille de contrdle dagele cellule correspond a son voisinage



dans le complexe cellulairel® = ,J2 VI =

FiG. 10 — Tore fractal obtenu par un schéma dg@uLL -CLARK. .

Comme il y a correspondance entre types de figugasb, f- et masques d'interpolatiop®, 2, p°, -
la grille des points de subdivision est donnée par les mesgypartir du complexe cellulaire :

f - b - f — b — f

| | | | |

a — s = a = s — a
o 1 | 3 | |
T'=ft - b - f — b — f
| IO [ 20 | |

a — S = a = s — a

| | | | |

f — b - f — b — f

Les matrices de subdivision sont extraites de cette grille :

f — b — f
| | |
— singleton TS= a — s — a ;
| | |
f — b — f
f — b - f — b b - f — b - f
| | | | | | | |
—arcs:T&:a s = a - s,Tf/:—s—a:s—a, ;
| | | | | | | |
f — b - f — b b - f — b - f
a — s — a — s f — b - f — b
| | | | | | | |
. f — b = f — b . a — s = a = s
- carreau T = | IO |l | T = | [ |
| | | | | | | |
f — b — f — b a — s — a — s



La relation d’incidence est :

f — b — f — b
f of f +a | |OF| |
To.Po, =PL TS = T\—T:T\—T,.,
f — b — f — b
a — S — a — S
f of fpf  of | |1F| |
To P =TPh =Ty, = T_tI)OZ f| —t|>,.
F
a — s — a — S

4.3.5 Sclema tridimensionnel

Un schéma de subdivision peut étre décrit dRs Les opérateurs de subdivision sont des cisaille-
ments verticaux. Pour I'exprimer, il est plus aisé d's#li des coordonnés mixtes : tout point peut se

décomposer dans un repé{&é,e{,eﬁ,é;) aveceé,e{,ez points indépendants du plan horizontaéét
vecteur vertical g = re(f) + se{ +te£ + hég avecr +s+t=1.

"""‘Q-ﬂﬁ i T '&,%,e- A
VIR ) R s r

A ./‘ I il

i i SN

B
£ g \. "

FiG. 11 — Composition triangulaire.

Avec un carreau triangulaire (figure 11), les espaces assaaix cellules sont :
— singleton E° =< &3,& >;
— arc :E?=< eg,e§,€> cotes: B = (€f,8) et I} 13 (€.,8);

— carreau Ef —<e0 e1 e2 %> cotes |5 e0 el,é3) 1, = e{,eﬁ,é‘f,,) et B, =(e£,eo,é;).

En prenant =s= %, he R,0<Ah< 1, Ies matrices de subdivision sont :

— singleton T® = (€}, U) avecl = APhe; ;
— arc:T§ = (&, p,V), T, = (p,ej‘,V) avecp rej+ s€ + heg, V= A?e;
f f - oo f [ -
— carreau :TOF = (e07q ,qC,W), T1F = (q 7e1vq 7W)v T2F = (qcvqbve27W)v T3F = (qbvqcaqavw) avec
oF = reg + s + hgj, o = re; +s€, + hej, o° = re} + s+ ha}, W= Ahg;;
La relation d’incidence s’exprime avec une mise en commula d@ection verticale :
— arc:

f
TOiPOa = PgaTS = (&),
f f
f )
TliPla = Pi‘eTS = (,V);



— Ccarreau :

f of f f o
TO|: POB = POBTOaA = (e05 qa7W)7
f of f of -
T0|: Pla = T3|: Plasa = (qaa qC, )7
f of f f -
TOF PZa = PlaTch = (qc760’ )

5 Conclusion

Nous avons ramené la description d’'un modele itératiha formulation en terme d’automate. Dans

I'avenir nous pensons proposer une “grammaire de formest.aun systéeme de régles de production de
figures avec un contrdle au choix de la géométrie ou deplalégie. Pour cela nous devrons élaborer un
langage qui décrive cette grammaire. Cette formulatiompéégalement d’envisager une classification
des schémas de subdivision.
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