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Résuḿe
Nous pŕesentons un modéle it́eratif inspiŕe du mod̀ele CIFS (Controlled Iterative Function System) de
PRUSINKIEWICZ [PH94] - encore appeĺe RIFS (Recurrent Iterative Function System) parBARNSLEY
ou MRIFS (Mutually Recursive Iterative Function System) par CULIK [CD93] -. Le principe de ces
mod̀eles est de d́efinir des familles de figures géoḿetriques avec des règles de production et des systèmes
d’équations. Dans cet article, nous en présentons deux géńeralisations, qui permettent de contrôler la
géoḿetrie et la topologie des formes produites.

Mots-clés : architecture, modèle itératif, automate, schéma de subdivision, topologie, courbe, surface.

FIG. 1 – Application en architecture : panneau d’ombrage fractal en carton découpé, EPFL 2006

1 Introduction

Dans le cadre du projet de recherche“La géoḿetrie fractale et ses applications dans la construction
en bois” nous étudions un formalisme mathématique général qui permette la représentation de formes
géométriques abstraites (voir figure 1). Ces formes sont destinées à l’architecture selon deux aspects
principaux : design/architecture intérieure ou structure constructive et porteuse [BRS90] [WEI04]. Très
schématiquement, le premier aspect exige surtout une maı̂trise de la géométrie des formes, alors que le
second exige un contrôle supplémentaire, celui de la topologie - ces formes doivent être munies d’une
structure car elles doivent être constructibles-. Nous proposons un modèle itératif qui permet d’aborder
ces deux aspects de manière complémentaire.



2 Contrôle de la ǵeométrie

Dans le modèle CIFS, un automate controle les itérations d’un IFS [PH94]. En nous basant sur l’aspect
langage de ce modèle, appelé LRIFS (Langage-Restricted Iterated Function System), nous avions défini
des opérations sur les figures fractales [THO97]. Par ailleurs, nous avions développé un modèle d’IFS
projeté qui permettait de définir des formes à pôles et deretrouver les formes CAO classiques [ZT96]. Le
principe de ce modèle était de distinguer deux espaces : l’espace de modélisation et l’espace d’itération
(ou de “mélange”). En utilisant une famille de figures et en associant à chaque figure son propre espace
de définition, le modèle CIFS peut être généralisé et intégrer les formes à pôles.

2.1 Description

2.1.1 Automate

Le principe de représentation est le suivant.Étant donné un automate(Q ,Σ,δ), chaque état deQ cor-
respond à une figure - notéess,t,a,b, f ,g, ... - chaque symbole de l’alphabetΣ désigne un opérateur de
subdivision ; les mots finis désignent les composantes d’une figure. L’état initial\ correspond à la figure
globale.
La fonction de transition exprime des règles de décomposition : δ(x, i) = y signifie qu’un opérateur
élémentaire indexé pari fait passer d’une figure de typex à sa composante de typey. L’automate se
met sous forme d’un graphe orienté. Chaque nœud correspondà un étatx, chaque arc correspond à une
transition(x, i), son origine est l’état de départx et son extrémité est l’état d’arrivéey= δ(x, i). À chaque
nœudx est associé le sous-ensemble de symboles sur lequelδ est définie :Σx = {i ∈ Σ/∃y δ(x, i) = y}.

2.1.2 Description ǵeométrique

À chaque nœud - ou état -x est associé un espace affineEx défini par des coordonnées barycentriques :

Ex = B(R
Jx

) = {(λ j) j∈Jx/ ∑
j∈Jx

λ j = 1}.

À chaque arc - ou transition -(x, i) avecy = δ(x, i), est associé un opérateur affineTx
i qui permet de

passer d’un espace à l’autre :Tx
i est une fonction deEy dansEx, notéeTx

i : Ex← Ey.
Les opérateursTx

i sont identifiés à des matricesJx×Jy vérifiant∀k∈ Jy ∑ j∈Jx Tjk = 1.
Les classes d’opérateurs sont déterminés par les espacesEx etEy :
– si Ex = Ey - ce qui est en particulier vrai siy = x - Tx

i opère surEx et la matrice est carrée ;
– siEx 6= Ey - ce qui implique quey 6= x - on a en général dim(Ex) > dim(Ey), etTx

i est un plongement
deEy dansEx qui positionne une composante dans une figure plus grande.
Mais on peut avoir dim(Ex) < dim(Ey) et Tx

i est une projection deEy surEx.

2.2 Calculs

À partir d’une famille initiale de figures (segments, facettes, polygones, polyédres, ...) vont être calculées
des suites de figures. Ces suites sont destinées à produiredes formes géométriques utilisables pour
réaliser des objets (voir figure 1). Sur un plan théorique,ce sont des approximations de solutions d’un
système d’équations : des maillages de plus en plus fins convergent vers des figures lisses ou fractales.
Ces calculs ont deux aspects complémentaires : un aspect numérique avec le calcul de produits de
matrices, un aspect formel avec le calcul de transition d’états dans un automate.

2.2.1 Syst̀eme it́eratif

L’automate décrit un système itératif génèrant une suite de familles de figuresKn = (Kx
n)x∈Q à partir

d’une famille initiale de figures. La famille intialeK0 = (Kx)x∈Q sera composée de primitives gra-
phiques. Les figures géométriques que nous utilisons sontdes compacts de l’espace métriqueEx - c.a.d.
des ensembles de points fermés et bornés :Kx ∈ H (Ex).



FIG. 2 – Figure générée par automate.

À chaque nœudx est associée une équation de passage d’un niveau de subdivision à l’autre :

Kx
n+1 =

[

i∈Σx

Tx
i Kδ(x,i)

n (1)

L’automate décrit également un système d’équations.À chaque nœudxest associée la figureAx∈H (Ex)
vérifiant l’équation :

Ax =
[

i∈Σx

Tx
i Aδ(x,i) (2)

La famille A = (Ax)x∈Q correspond au passage à la limite de la suiteKn = (Kx
n)x∈Q . Sous réserve de

certaines hypothèses sur les opérateurs de subdivision (graphe à circuits contractants), cette limite existe.

2.2.2 Composantes ǵeométriques

Tout mot finiθ tel queδ(x,θ) = y décrit une suite d’opérations élémentairesθ = θ1...θn permettant de
produire une composante de typey à partir d’une figure de typex.
Ces mots sont regroupés dans les langages suivants :
– Lx = {θ/∃y δ(x,θ) = y} ensemble des mots obtenus à partir dex ;

– L(n)
x = {θ ∈ Lx/|θ|= n} ensemble des mots de longueurn.

Tout couple(x,θ) avecθ ∈ Lx, notéx.θ dans la suite, désigne un chemin dans le graphe associé à
l’automate. Son origine estx et son extrémité esty= δ(x,θ). Sur chaque chemin est calculé un opérateur
Tx

θ : Ex← Ey défini par récurrence :

Tx
ε = I et Tx

θi = Tx
θ Tδ(x,θ)

i .

À chaque cheminx.θ est associée une composante :Kx
θ = Tx

θ Kδ(x,θ).
À chaque niveau de subdivisionn, lesKx

θ sont les composantes de la figureKx
n :

Kx
n =

[

θ∈L
(n)
x

Kx
θ (3)

La visualisation deKx
n se fait à travers celle de chacune de ses composantesKx

θ , c’est-à-dire à travers
l’affichage de la primitiveKδ(x,θ) dans un repère calculé à partir deTx

θ (voir figure 2).
La modélisation itérative que nous proposons est basée sur l’adressage formel des composantes des
figures. Chaque composante géométriqueKx

θ est identifiée par le cheminx.θ, son espace de définition
estEx, son type géométrique estδ(x,θ) et son positionnement estTx

θ .



2.3 Exemples

2.3.1 Attracteur à condensation

Etant données les règles de production :

f
→

f g
f f

et
g

→
g

l’automate et le système itératif sont :

{

δ( f ,0) = f ,δ( f ,1) = f ,δ( f ,2) = f ,δ( f ,3) = g;
δ(g,0) = g.

⇒

{

K f
n+1 = T f

0 K f
n ∪T f

1 K f
n ∪T f

2 K f
n ∪T f

3 Kg
n ,

Kg
n+1 = Kg

n .

FIG. 3 – Attracteur à condensation.

Le résultat est un attracteur à condensation [BAR88] :
{

Af = A (T f )∪ (T f )∗T f
3 Ag,

Ag = Kg
0 .

avecA (T f ) attracteur associé à l’IFST f = {T f
0 ,T f

1 ,T f
2 } ; dans ce cas, il s’agit d’un triangle de SIER-

PINSKI (voir figure 3).

2.3.2 Figureà pentagone de contr̂ole

La famille de figures - figure “pentagonale” projetée, attracteur dans l’espace barycentriqueB(R
5
) - est

définie par le système itératif :

{

δ(\,0) = a ,
δ(a, i) = a pouri ∈ Σ.

⇒

{

K\
n+1 = T\

0 Ka
n ,

Ka
n+1 =

S

i∈Σ Ta
i Ka

n .

Le pentagone de contrôle donne la forme générale de la figure :

T\
0 = (p0, p1, p2, p3, p4) avec p j ∈R

2 ouR
3
.

L’IFS de subdivision(Ta
i )i∈Σ est composé de matrices dont les colonneTa

i ej sont des combinaisons
convexes des sommets du pentagone. Certaines colonnes sontchoisies sur les arêtes du polygone de
contrôle :Ta

i ej = (1− r)ek + rel avec 0< r < 1. Cette propriété de convexité donne une structure



FIG. 4 – Figure pentagonale.

d’emboitement (voir figure 1). En posantconv(Ta
θ ) = conv{Ta

θ ej/ j = 0, ...,4} enveloppe convexe des
colonnes deTa

θ = Ta
θ1

...Ta
θn

, on a les inclusions :conv(Ta
θi)⊆ conv(Ta

θ ).
Pour avoir un contrôle géométrique plus précis de cet emboitement, nous identifions certaines colonnes
(voir figure 4) :Ta

i ej = Ta
k el . La donnée de l’IFS est alors équivalente à la donnée d’une grille de points

de subdivision :Ta
÷ = (q0, ...,qm) avecq j ∈B(R

5
) dont on extrait les matricesTa

i = (qνi(0), ...,qνi(4)).

3 Contrôle de la topologie

Pour contrôler la topologie des figures définies par subdivision, il faut partir d’une famille de figures
munie d’une structure topologique (complexe cellulaire),et utiliser des opérateurs qui modifie cette
structure de manière cohérente (opérateurs d’EULER).

Les schémas de subdivision classiques génèrent des figures dont le type topologique est donné par la
figure initiale (courbes ou surfaces d’un certain genre), l’ajout de nouveaux points aux maillages per-
mettant de raffiner la géométrie. Mais la décomposition en cellules n’est pas connue. Or à chaque étape,
la figure globale est composée de “pièces” (carreaux, arcs, singletons) raccordées entre elles selon une
certaine relation d’incidence. En précisant les règles de production, il est possible d’associer à chaque
étape de raffinement un complexe cellulaire.
Nous avions montré que le contrôle de la topologie passe par des contraintes sur les matrices de subdi-
vision [TOS99] [TOS04]. Nous montrons ici que ces contraintes sont le reflet de la relation d’incidence
exprimée dans un automate. Ceci est obtenu en intégrant aumodèle CIFS une Brep (Boundary repre-
sentation). Nous obtenons alors un nouveau modèle, que nous appelons BCIFS (Boundary Controlled
Iterative Function System).

3.1 Principe du mod̀ele BCIFS

La relation d’incidence entre composantes peut s’exprimergéométriquement au moyen d’opérateurs
analogues aux opérateurs de subdivision. Pour la représenter de manière formelle, il suffit d’ajouter à
l’automate de subdivision des symboles supplémentaires.



3.1.1 Automate

L’automate général(Q ,Σ,δ) est la superposition des deux automates :

1. L’automate “géométrique”(Q ,Σ÷,δ) décrivant un schéma de subdivision, c.a.d. le raffinement
de la géométrie et le changement de résolution.À chacun de ses arcs est associé un opérateur de
subdivision :x.i ∈ Q ×Σx÷→Rx

i = Tx
i .

2. L’automate “topologique”(Q ,Σ∂,δ) décrivant une structure Brep, c.a.d. une relation d’incidence
entre composantes.À chacun de ses arcs est associé un opérateur représentant le côté d’une figure :
x.u∈ Q ×Σx∂→ Rx

u = Px
u

Les états sont typés suivant la classe topologique des figures associées. Sont distingués :
– les états correspondant aux cellules :

– QS = {s,t, ...} sommets ;
– QA = {a,b, ...} arêtes ;
– QF = { f ,g, ...} faces triangulaires ou quadrangulaires ;

– les états initiaux correspondant aux figures composées :courbes ou surfaces.
Les symboles de subdivision sont typés par la classe topologique d’arrivée :iX avecX = S,A,F et
i = 0,1,2, ... : Σ÷ = ΣS∪ΣA∪ΣF .
À chaque étatx sont associés les sous-ensemble de symboles :Σx∂ et Σx÷ = ΣxS∪ΣxA∪ΣxF.

Dans cet automate, les cheminsx.β s’interprètent comme des expressions : les composantes sont cal-
culées parRx

βKδ(x,β) avecβ mot mélangeant les symboles de subdivision et de côté. Deux chemins -
deux expressions -x.β etx.γ, seront dites équivalents, - notéx.β≡ x.γ - si elles ont la même évaluation,
c.a.d. le même type et le même positionnement et par suite la même composante :

δ(x,β) = δ(x,γ) et Rx
β = Rx

γ ⇒ Rx
βKδ(x,β) = Rx

γK
δ(x,γ) ⇒ Kx

β = Kx
γ .

Cette relation d’équivalence va permettre de formuler lescontraintes sur les états et les matrices pour
que l’automate(Q ,Σ,δ) produise des figures à topologie contrôlée.

3.1.2 Expression formelle de la relation d’incidence

Les côtés des cellules classiques peuvent être formellement numérotés :
– pour les arêtes,Σa∂ = {0∂,1∂} et δ(a, i∂) ∈ QS ;
– pour les faces, sif est àmcôtésΣ f ∂ = {i∂/i = 0, ...m−1} et δ( f , i∂) ∈ QA.
La relation d’adjacence reliant sommets, arêtes et faces typés :

s −−a−− t

u −−c−− t
| |
d f b
| |
r −−a−− s

peut être représentée par le graphe :

a.0∂ ←− a −→ a.1∂

f .2∂
↑

f .3∂←− f −→ f .1∂
↓

f .0∂

Le premier décrit un complexe cellulaire comportant une arêtea.ε et deux sommetsa.0∂,a.1∂. Le second
décrit un complexe cellulaire comportant une facef .ε, quatre arêtesf .i∂ pour i = 0,1,2,3 et quatre
sommets donnés par les expressionsf .i∂0∂ et f .i∂1∂. Pour décrire ces sommets, il faut introduire les
équivalences d’expression suivantes :

c
u −→ t

d ↑ f ↑ b
r −→ s

a

⇒

f .3∂1∂ ≡ f .2∂0∂ ← f .2∂→ f .2∂1∂ ≡ f .1∂1∂
↑ ↑ ↑

f .3∂ ←− f −→ f .1∂
↓ ↓ ↓

f .3∂0∂ ≡ f .0∂0∂ ← f .0∂→ f .0∂1∂ ≡ f .1∂0∂



Les équivalencesf .vw≡ f .v′w′ vont se traduire par les contraintes :

δ( f ,vw) = δ( f ,v′w′) et Pf
vPa

w = Pf
v′P

b
w′ (4)

3.1.3 Expression ǵeométrique de la relation d’incidence

Les figures cellulaires sont des formes paramétréesHx : Dx→ Ex dont les domaines de paramétrisation
sont des polytopes standard :
– singletons de domaineDs = {0} ;
– arcs de courbe de domaineDa = [0,1] ;
– carreaux quadrangulaire de domaineD f = [0,1]2 ;
Les côtés de ces domaines sont représentés par des opérateurs affines :
– Les extrémités de l’intervalleDa = [0,1] sont donnés par les plongementsP̆

a
u : {0}→ [0,1]

- P̆
a
0∂

0 = 0, P̆
a
1∂

0 = 1

– Les côtés du pavéD f = [0,1]2 sont donnés par les plongementsP̆
f
u : [0,1]→ [0,1]2

- P̆
f
0∂

t = (t,0), P̆
f
1∂

t = (1,t), P̆
f
2∂

t = (t,1), P̆
f
3∂

t = (0,t) .
Les cellules “gauches” s’expriment comme des images des polytopes standard par des fonctions conti-
nuesHx contrôlées par des grilles de contrôle. Dans le cas où ily a interpolation des sommets, ces grilles
sont :
– le singleton de contrôleJs = {0} ;
– le polygone de contrôle àm+1 sommets :Ja = {0, ...,m} ;
– la grille de contrôle à(m+1)× (n+1) sommets :J f = {0, ...,m}×{0, ...,n}.
La relation d’incidence de ces cellules s’exprime à travers les grilles de contrôle. Les côtés des grilles
de contrôle sont donnés par des suites extraites d’indices :
– pour les arcs, les singletons de contrôle des extrémités sont les extrémités du polygone de contrôle :

Pa
0∂

es
0 = ea

0 et Pa
1∂

es
0 = ea

m.

– pour les carreaux, les polygones de contrôle des côtés sont les côtés de la grille de contrôle :

Pf
0∂

ea
j = ef

j0, Pf
1∂

ea
j = ef

m j, Pf
2∂

ea
j = ef

jn, Pf
3∂

ea
j = ef

0 j .

Dans les deux cas, les opérateursP̆
f
i∂

, P̆
a
j∂

vérifient les contraintes (4).

3.2 Subdivision et relation d’incidence

Les maillages obtenus par subdivision se raccordent de manière automatique. Nous explicitons et généralisons
cette propriété. Grace à une règle formelle, la relation d’incidence des composantes est définie à chaque
niveau.

3.2.1 Relation d’incidence entre composantes

La famille des composantes est munie de la relation d’incidence formelle suivante :
x.θ est incidentèa x.ϑ si en posant y= δ(x,θ) il existe un ĉoté v∈ Σy∂ tel que x.θv≡ x.ϑ, c.a.d. :

δ(x,θv) = δ(x,ϑ) et Tx
θ Pδ(x,θ)

v = Px
ϑ.

Sous de bonnes hypothèses de raccord, la composanteKx
θ = Tx

θ Ky est alors bordée par les composantes :

Kx
θv = Rx

θvK
δ(y,v) = Tx

θ Py
vK

δ(y,v).

Grace à une règle de subdivision que doit vérifier l’automate, la relation d’incidence de niveaun+1 se
déduit de la relation de niveaun.



f
u
→ a

i ↓ ↓ j

g
v
→ | b

f
i ↓

c
g

u
f −→ a

i ↓ ↓ j
g −→ b

v

Pf
u

E f ←− Ea

T f
i ↑ ↑ Ta

j

Eg ←− Eb

Pg
v

f
i ↓ ↘ k

g −→ c
w

E f

T f
i ↑ ↖ T f

k
Eg ←− Ec

Pg
w

FIG. 5 – En haut : à gauche subdivision d’un côté, à droite insertion d’une nouvelle composante ; en
bas : les contraintes correspondantes sur les états et les matrices.

3.2.2 R̀egle de subdivision

Le passage d’un niveau de subdivision à l’autre s’exprime formellement par une règle de commutation
entre symboles de subdivision et symboles de côté.
Au cours d’une subdivision dey, la composantey.i ne peut posséder que deux types de côtés (voir figure
5) :
– Soit c’est une subdivision d’un composant existant : il y a héritage du niveau précédent et transport

de la relation d’incidence :

∃(u, j) ∈ Σ∂×Σ÷ y.iv≡ y.u j ⇔ δ(y, iv) = δ(y,u j) et Ty
i Pδ(y,i)

v = Py
uTδ(y,u)

j .

– Soit c’est un nouveau composant : il y a création par rapport au niveau précédent et ajout d’un raccord
interne à la relation d’incidence :

∃k∈ Σ÷ y.iw≡ y.k ⇔ δ(y, iv) = δ(y,k) et Ty
i Pδ(y,i)

w = Ty
k .

4 Etude de cas

4.1 Singletons

Dans la subdivision des singletons, un seul arc est issu de chaque nœud, on aΣs = Σs÷ = {0S}.
Le cas le plus simple est celui d’un sommet qui est le point fixede l’opérateur de subdivision :

δ(s,0S) = s ⇒ ps = Ts
0S

ps.

Si l’opérateurTs
0S

est une fonction constante, le schéma est interpolant sur le sommet. On a :Js =

{0}, Es = {1} et Ts
0S

= (1). Si l’opérateur n’est pas constant, on a autour deps, un comportement
“différentiel” commun aux arêtes et faces incidentes.

4.2 Arcs

4.2.1 Subdivision et relation d’incidence

À un arc est associé un complexe cellulaire composé d’une arêtea.ε bordée par deux sommetsa.0∂,a.1∂ :

a.0∂←− a.ε−→ a.1∂

La subdivision de cet arc en deux donne un nouveau complexe cellulaire. Il est composé de cellules
internes - deux arêtesa.0A,a.1A et un sommeta.1S - et de deux sommets externes issus de la subdivision
de sa bordurea.0∂0S,a.1∂0S. Ces cellules sont liées par la relation d’incidence :

a.0∂0S← a.0A→ a.1S← a.1A→ a.1∂0S



Le passage d’une relation d’incidence à l’autre s’exprimedans le graphe :

a.0∂ ←−−−− −−−−−a.ε−−−−− −−−−→ a.1∂
↓ ↙ ↓ ↘ ↓

a.0∂0S≡ a.0A0∂ ← a.0A→ a.0A1∂ ≡ a.1S≡ a.1A0∂ ← a.1A→ a.1A1∂ ≡ a.1∂0S

Ces équivalences de chemins se traduisent par des contraintes sur les états et les matrices.

4.2.2 Contraintes

En supposanta autosimilaire, c.a.d. en prenantδ(a,0A) = a etδ(a,1A) = a, on a :

s ←−− a −−→ t
↓ ↙ ↓ ↘ ↓
s ← a→ t = s ← a→ t

La famille de figures - arc, singleton - est définie par le système d’équations :
{

δ(a,0A) = a, δ(a,1A) = a;
δ(s,0S) = s.

⇒

{

Aa = Ta
0A

Aa∪Ta
1A

Aa;
As = TsAs.

La relation d’incidence se traduit par les contraintes suivantes sur les matrices de subdivision :

Ta
0A

Pa
0∂

= Pa
0∂

Ts
0S

,

Ta
0A

Pa
1∂

= Ta
1A

Pa
0∂

= Ta
1S

,

Ta
1A

Pa
1∂

= Pa
1∂

Tt
0S

.

Avec ces contraintes, l’arc paramétré est en général non différentiable. L’“ordre de raccord” des sommets
étant dim(Es), on retrouve les schémas de subdivision classiques de courbes fractales avec dim(Es) = 0
et des schémas analogues à ceux des B-splines avec dim(Es) > 0.

4.2.3 Sch́ema fractal classique

Le schéma classique de définition d’un arc fractal par subdivision est donné par la figure 6.
Les espaces associés aux composantes sont :
– singleton :Es =< es

0 >= {es
0} ;

– arc :Ea =< ea
0,e

a
1,e

a
2 >, côtés : Pa0∂

= (ea
0) et Pa

1∂
= (ea

2).

Étant donnés les points de subdivision :

Ta
÷ = (ea

0,q1,q2,q3,e
a
2) avec qi =





r i

si

ti



 et r i +si + ti = 1;

→ ⇒

FIG. 6 – Raccord simple d’arc.

les matrices de subdivision sont :
– singleton :Ts = (es

0) ;



– arc :Ta
0A

= (ea
0,q1,q2) et Ta

1A
= (q2,q3,ea

2) ;
et la relation d’incidence est :

Ta
0A

Pa
0∂

= Pa
0∂

Ts = (ea
0),

Ta
0A

Pa
1∂

= Ta
1A

Pa
0∂

= Ta
1S

= (q2),

Ta
1A

Pa
1∂

= Pa
1∂

Ts = (ea
2).

4.2.4 Sch́ema type B-spline

La famille de figures - arc, singleton - est définie par le système d’équations :

{

δ(a, i) = a pouri = 0A,1A,2A;
δ(s,0S) = s .

⇒

{

Aa = Ta
0A

Aa∪Ta
1A

Aa∪Ta
2A

Aa,

As = TsAs.

En prenant pour ordre de raccord des sommets dim(Es) = 2, et pour “degré” des arêtes dim(Ea) = 3,
les espaces associés sont :
– singleton :Es =< es

0,e
s
1,e

a
2 > ;

– arc :Ea =< ea
0,e

a
1,e

a
2,e

a
3 >, côtés : Pa0∂

= (ea
0,e

a
1,e

a
2) et Pa

1∂
= (ea

1,e
a
2,e

a
3).

Étant donnés les points de subdivision :

Ta
÷= (q

0
,q

1
,q

2
, q̂0, q̂1, q̂2) avecqi =





r i

si

ti



 , q
i
= Pa

0∂
qi =









r i

si

ti
0









, q̂i = Pa
1∂

qi =









0
r i

si

ti









et r i +si +ti = 1,

les matrices de subdivision sont :
– singleton :Ts = (q0,q1,q2) ;
– arc :Ta

0A
= (q

0
,q

1
,q

2
, q̂0), Ta

1A
= (q

1
,q

2
, q̂0, q̂1), Ta

2A
= (q

2
, q̂0, q̂1, q̂2) ;

et la relation d’incidence est :

Ta
0A

Pa
0∂

= Pa
0∂

Ts = (q
0
,q

1
,q

2
),

Ta
0A

Pa
1∂

= Ta
1A

Pa
0∂

= Ta
1S

= (q
1
,q

2
, q̂0),

Ta
1A

Pa
1∂

= Ta
2A

Pa
0∂

= Ta
1S

= (q
2
, q̂0, q̂1),

Ta
2A

Pa
1∂

= Pa
1∂

Ts = (q̂0, q̂1, q̂2).

Les courbes de la figure 7 sont obtenues avecr0 = 7
24,s0 = 16

24,t0 = 1
24; r1 = 9

24,s1 = 6
24,t1 = 9

24; r2 =
1
24,s2 = 16

24,t2 = 7
24.

FIG. 7 – Courbes fractales : à gauche courbe fermée, à droite arc composé.



4.3 Surfaces

4.3.1 Subdivision et relation d’incidence

À un carreau quadrangulaire est associé un complexe cellulaire composé d’une facef .ε ; quatres arêtes
f .i∂ aveci = 0,1,2,3 et quatres sommetsf .i∂0∂ aveci = 0,1,2,3.

u c t

d f b

r a s

u ← c→ t
↑ ↑ ↑
d ← f → b
↓ ↓ ↓
r ← a→ s

La subdivision de ce carreau en quatre donne un nouveau complexe cellulaire. Il est composé de cellules
internes - quatre facesf .0F , f .1F , f .2F , f .3F ; quatres arêtesf .0A, f .1A, f .0B, f .1B et un sommetf .1S -
et de cellules de bordure - huit arêtesf .i∂0A, f .i∂1A aveci = 0,1,2,3 ; et huit sommetsf .i∂0∂0S, f .i∂1S

aveci = 0,1,2,3 - . Ces cellules sont liées par la relation d’incidence :

f
→

f .1F f .3F

f .0F f .2F

u.0S ← c.0A→ c.0S ← c.1A→ t.0S

↑ ↑ ↑ ↑ ↑
d.1A ← f .1F → f .1B ← f .3F → b.1A

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
d.0S ← f .0A→ f .1S ← f .1A→ b.0S

↑ ↑ ↑ ↑ ↑
d.0A ← f .0F → f .0B ← f .2F → b.0A

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
r.0S ← a.0A→ a.0S ← a.1A→ s.0S

4.3.2 Contraintes

Si f est autosimilaire, c.a.d.δ( f , iF ) = f , on a deux types d’arêtes et un type de sommets :

s −c− −s− −c− s
| | |
d f b= d f b
| | |
s a= c −s− a = c s
| | |
d f b= d f b
| | |
s −a− −s− −a− s

Les contraintes de bordure externe sont :






















T f
0F

Pf
0∂

= Pf
0∂

Ta
0A

,

T f
2F

Pf
0∂

= Pf
0∂

Ta
1A

;

T f
1F

Pf
2∂

= Pf
2∂

Ta
0A

,

T f
3F

Pf
2∂

= Pf
2∂

Ta
1A

;























T f
2F

Pf
1∂

= Pf
1∂

Tb
0A

,

T f
3F

Pf
1∂

= Pf
1∂

Tb
1A

;

T f
0F

Pf
3∂

= Pf
3∂

Tb
0A

,

T f
1F

Pf
3∂

= Pf
3∂

Tb
1A

.

Les contraintes de raccord interne sont :






















T f
0F

Pf
2∂

= T f
1F

Pf
0∂

= T f
0A

,

T f
2F

Pf
2∂

= T f
3F

Pf
0∂

= T f
1A

;

T f
2F

Pf
3∂

= T f
0F

Pf
1∂

= T f
0B

,

T f
3F

Pf
3∂

= T f
1F

Pf
1∂

= T f
1B

;

{

T f
0A

Pa
1∂

= T f
1A

Pa
0∂

= T f
1S

,

T f
0B

Pb
1∂

= T f
1B

Pa
0∂

= T f
1S

.



FIG. 8 – Grille de subdivision quadrangulaire.

4.3.3 Sch́ema deDE CASTELJAU

Dans le schéma deDE CASTELJAU, le maillage de contrôle est une subdivision du complexe cellulaire.
Aux sommets de chaque chaque cellule sont ajoutés des sommets supplémentaires :

Js = •, Ja = •−−◦−−•, J f =

• − ◦ − •
| | |
◦ − ◦ − ◦
| | |
• − ◦ − •

.

Les contraintes de raccord interne se traduisent par les identifications de colonnes données par la figure
8. La description d’un schéma à 3× 3 points de contrôle se ramène à une grille á 5× 5 points de
subdivision. Les contraintes de bordure se traduisent par le plongement sur les côtés des points de
subdivision des arcs :(qf

j0,q
f
j1,q

f
j2,q

f
j3,q

f
j4) = Pf

0∂
(ea

0,q
a
1,q

a
2,q

a
3,e

a
2) ...

FIG. 9 – Carreau quadrangulaire.

4.3.4 Sch́ema deCATMULL -CLARK

Dans le schéma de CATMULL -CLARK , il y a une bijection entre sommets du maillage de contrôle et
sommets du complexe cellulaire. La grille de contrôle de chaque cellule correspond à son voisinage



dans le complexe cellulaire :Js = , Ja = , J f = .

FIG. 10 – Tore fractal obtenu par un schéma de CATMULL -CLARK . .

Comme il y a correspondance entre types de figures -s,a,b, f - et masques d’interpolation -µs,µa,µb,µf -
la grille des points de subdivision est donnée par les masques à partir du complexe cellulaire :

T f
÷ =

f − b − f − b − f
| | | | |
a − s = a = s − a
| ‖ 1F | 3F ‖ |
f − b − f − b − f
| ‖ 0F | 2F ‖ |
a − s = a = s − a
| | | | |
f − b − f − b − f

Les matrices de subdivision sont extraites de cette grille :

– singleton :Ts =

f − b − f
| | |
a − s − a
| | |
f − b − f

;

– arcs :Ta
0A

=

f − b − f − b
| | | |
a − s = a − s
| | | |
f − b − f − b

, Ta
1A

=

b − f − b − f
| | | |
s − a = s − a
| | | |
b − f − b − f

, ... ;

– carreau :T f
0F

=

a − s − a − s
| | | |
f − b = f − b
| ‖ 0F ‖ |
a − s = a − s
| | | |
f − b − f − b

, T f
1F

=

f − b − f − b
| | | |
a − s = a = s
| ‖ 1F ‖ |
f − b = f = b
| ‖ | |
a − s − a − s

, ...



La relation d’incidence est :

T f
0F

Pf
0∂

= Pf
0∂

Ta
0A

=

f − b − f − b
| | 0F | |
a − s = a − s
| | | |
f − b − f − b

, ...;

T f
0F

Pf
2∂

= T f
1F

Pf
0∂

= T f
0A

=

a − s − a − s
| | 1F | |
f − b = f − b
| | 0F | |
a − s − a − s

, ...

4.3.5 Sch́ema tridimensionnel

Un schéma de subdivision peut être décrit dansR
3. Les opérateurs de subdivision sont des cisaille-

ments verticaux. Pour l’exprimer, il est plus aisé d’utiliser des coordonnés mixtes : tout point peut se
décomposer dans un repère(ef

0,ef
1,ef

2,~ef
3) avecef

0,ef
1,ef

2 points indépendants du plan horizontal et~ef
3

vecteur vertical :q = ref
0 +sef

1 + tef
2 +h~ef

3 avec r +s+ t = 1.

FIG. 11 – Composition triangulaire.

Avec un carreau triangulaire (figure 11), les espaces associés aux cellules sont :
– singleton :Es =< es

0,~e
a
1 > ;

– arc :Ea =< ea
0,e

a
1,~e

a
2 >, côtés : Pa0∂

= (ea
0,~e

a
2) et Pa

1∂
= (ea

1,~e
a
2) ;

– carreau :E f =< ef
0,ef

1,ef
2,~ea

3 >, côtés : Pf0∂
= (ef

0,ef
1,~ef

3), Pa
1∂

= (ef
1,ef

2,~ef
3) et Pa

2∂
= (ef

2,ef
0,~ef

3).

En prenantr = s= 1
2, h∈R,0 < ∆h < 1, les matrices de subdivision sont :

– singleton :Ts = (es
0,~u) avec~u = ∆?h~es

1 ;
– arc :Ta

0A
= (ea

0, p,~v), Ta
1A

= (p,ea
1,~v) avecp = rea

0 +sea
1+h~ea

2, ~v = ∆?h~ea
2 ;

– carreau :T f
0F

= (ef
0,qa,qc,~w), T f

1F
= (qa,ef

1,qb,~w), T f
2F

= (qc,qb,ef
2,~w), T f

3F
= (qb,qc,qa,~w) avec

qa = ref
0 +sef

1 +h~ef
3, qb = ref

1 +sef
2 +h~ef

3, qc = ref
2 +sef

0 +h~ef
3, ~w = ∆h~ef

3 ;
La relation d’incidence s’exprime avec une mise en commun dela direction verticale :
– arc :

Ta
0A

Pf
0∂

= Pa
0∂

Ts = (ea
0,~v),

Ta
0A

Pf
1∂

= Ta
1A

Pf
0∂

= Ta
0S

= (p,~v),

Ta
1A

Pf
1∂

= Pa
1∂

Ts = (ea
1,~v);



– carreau :

T f
0F

Pf
0∂

= Pf
0∂

Ta
0A

= (ef
0,qa,~w),

T f
0F

Pf
1∂

= T f
3F

Pf
1∂

Sa = (qa,qc,~w),

T f
0F

Pf
2∂

= Pf
1∂

Tc
1A

= (qc,ef
0,~w).

5 Conclusion

Nous avons ramené la description d’un modèle itératif àune formulation en terme d’automate. Dans
l’avenir nous pensons proposer une “grammaire de formes”, c.a.d. un système de règles de production de
figures avec un contrôle au choix de la géométrie ou de la topologie. Pour cela nous devrons élaborer un
langage qui décrive cette grammaire. Cette formulation permet également d’envisager une classification
des schémas de subdivision.
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