CONCENTRATION ET INEGALITE DE POINCARE

MARC TROYANOV - EPFL

ABSTRACT. Ce texte est un exposé donné le 21 juin 2001 dans le cadre du séminaire Borel, I1leme
Cycle Romand de Matématiques. Le theme général était 2001 : An mm-space odyssey : Conver-
gence and Concentration of Metrics and Measures after Misha Gromov.

Le présent exposé porte sur la notion de concentration de mesure et les inégalités de Poincaré.

Dans tout 'exposé, (X,d, ) désigne un espace métrique muni d’une mesure Borélienne telle que
n(X) = 1.

1. MEDIANE

1. On dit que m est une médiane de la fonction mesurable f: X — R si
1 1
p(fzm)> s et p(f<m) >y

2. Il n’y a pas nécessairement unicité de la médiane. En fait si on pose

|

N =

m’:zsup{a:u(fkoz)Zé} et m”::inf{a:u(fgoa)z

alors
i) m’ et m” sont des médianes;
i) m’ <m”;
iii) m est une médiane de f s.si m' <m < m'.
3. On définit la médiane centrée de f (aussi appelée moyenne de Levy) par
m/ + m/l
myg = 72

Propriétés :
1) my est homogene : m.y = cmy,
2) my est monotone : f < g = my < my.

En général, on n’a pas additivité: mgy ¢ # mg +my .

2. LA FONCTION ISOPERIMETRIQUE
Pour tout A C X mesurable et non vide, on note A; = Uy(A) = {z : d(z, A) < t}.

4. Définition La fonction

ax(t) = sup{u(Af)\AcX et u<A>z;}
_ 1—inf{p(At)|ACX etu(A)z;}

définie pour 0 < ¢ < diam(X) s’appelle la fonction isopérimétrique du mm espace X.

Date: 21 juin 2001.
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ax est donc la plus petite fonction telle que
1
pu(A) > 5 = w(Ay) > 1 —ax(t).

Remarquons que oy est continue, décroissante, ax (0) = % et ax(diam(X)) = 0.

Motivation : On verra plus loin le role joué par cette fonction. A ce stade, mentionnons simplement que la dérivée
% ] =0 u(Ay), lorsqu’elle existe, s’appelle le contenu de Minkowski et généralise la notion d’aire (dans le cas euclidien,
si A CR"™ est un domaine & bord lisse, alors le contenu de Minkowski coincide avec 'aire du bord dA. Cela est
encore vrai dans une variété riemannienne).

5. Exemple Sur la sphere S™ (avec mesure normalisée) on a
agn(t) = Ce~ (=12
(c’est I'inégalité isopérimétrique de Levy).

6. Proposition Pour tout C C X mesurable on a :

N | =

w(C) > ax(t) = w(C) >

Preuve : Supposons par 'absurde que u(C;) < 1. Comme 3 > p(Cy) = lim._g u(Ciie), on peut

donc trouver € > 0 assez petit pour que 1 — u(Ciye) > %
Notons A := (Ci4.)° = {z]| d(z,C) >t +¢c} le complémentaire de Cii.. Alors u(A) =1 —
1(Ciye) > 4. Ceci entraine p(A4;) >1—ax(t);or 4,NC =10 donc

12> p(C) + pu(Ar) > ax(t) + (1 —ax(t) =1

ce qui est impossible.

7. Corollaire Pour tout C C X mesurable on a :
w(C) >ax(t) = p(Cyu)>1—ax(t)
O

Ce corollaire nous dit que la fonction ax permet d’estimer la croissance du volume de toutes les parties de X et
non seulement de celles de mesure > % .

3. LA FONCTION DE CONCENTRATION

On note Fj, = Fi(X) l'ensemble des fonctions Lipschitziennes bornées f : X — R de constante de
Lipschitz & (i.e. telles que d(f(x), f(y)) < kd(zx,y)).

8. Définition La fonction
Bx(t) :==sup{pu(|f —m|>1t)| feFi et m est une médiane}
s’appelle la fonction de concentration du mm-espace X.
Cette fonction estime dans quelle mesure une fonction f € Fj est concentré vers sa médiane :
u(lf —ml <) > 1- Bx(t) .
Remarquons que Bx est continue, décroissante, Sx(0) = 1 et Bx(diam(X)) = 0.

9. Lemme Supposons que u(|f —c| >1) < % pour une certaine constante c, alors pour toute
médiane m de f ona
|m —c| < t.

Prewve. De p(f>c—t) <3 ondéduit que m' > (c—1t), et de u(f <c+t)<1ion déduit que
m” < (c+t) (m' et m” sont définis au numéro 2). On a donc montré que (c—t) <m' <m” <

(c+1). O
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10. Corollaire Si f € Fy et si p(|f —c| >t) <1, alors on a
pllf —ml = 2t) < p(lf —ef = 1).
pour toute médiane m de f.
Ainsi, le phénomene de concentration se produit toujours & proximité des médianes.
Prewve. Si |f —m]|>2t, alors |f —c¢|>|f—m|—|c—m|>2t—t=t, dou le résultat. O

11. Proposition Pour tout mm-espace on a

’axéﬂxé%éx-‘

Preuve. Montrons ax < fx : Soit A C X wune partie mesurable t.q. u(A) > %, et posons

fa(x) := min{d(x, A),a}. Alors f, € Fi , fo > 0et m =0 est une médiane. D’autre part, si
a>t,alors (A;)¢ = {z : fu(x) > t}, donc
1(AF) = p(fa(x) > 1) = p(|fa(z) — 0] > t) < Bx(t).
Comme A est arbitraire, on en déduit que «ax < Bx.
Montrons maintenant que [y < 2ax : Soit f € F; et m une médiane.

Notons A :={z € X| f(z) <m }; comme m est une médiane, on a p(A) > % et comme f
est 1-Lipschitzienne, on a

{xeX| flx)<m+t} DA,

donc {f > m+t} C A, dou lon tire pu(f >m+1t) < p(A9) < ax(t).
De méme u(f <m—t) < ax(t), don

w(|f —m| >t) <2ax(t).

Comme f est arbitraire, on conclut que Bx < ax.
O

12. Proposition Supposons qu’il eriste une fonction ¢ telle que pour toute f € Fy on ait
p(lf = fI =1t) <o(t), ot f = [y fdu est la moyenne de f. alors

[Bx(t) < 20(t/2).]

Preuve. On doit montrer que pour toute médiane m de f, on a wu(|f —m| > ?)
¢(t/2) > 3, alors il n'y a rien & monter. Si ¢(t/2) < &, alors u(|f — f| > t/2) < ¢(t/2) < 5 et le
corollaire 10 entraine

u(|f—m| =t) < p(lf = f1 > t/2) < ¢(t/2) < 20(t/2).

13. Corollaire Supposons que pour toute fonction f € F1 on ait
[ coshs(sr = P < (s

ou f:= fX fdu est la moyenne de f et s> 0 est un parameétre. Alors

2¢(s)
5X (t) < m-
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Preuve. Puisque s > 0, on a
1 (’f - ﬂ >t) = p(cosh(s(f — f)) > cosh(st))
cosh(s(f — f))
a < cosh(st) = 1)
1 N U(s)
cosh(st) /XCOSh(S(f P = cosh(st).

On conclut avec la proposition 12. O
14. Proposition Soit 1 : (X,d,u) — (Y,d,v) wune application K-lipschitzienne entre deux
espaces mm, et supposons que v = u. Alors

a.) By (Kt) < Bx(1);
b) ay(Kt) < 2ax(t).

Preuve. Soit ¢g:Y — R une fonction 1-Lipshitzienne, m une médiane de g et f := %g o1
X — R. Alors f est 1-Lipschitzienne et on a donc

v(lg—ml = Kt) = plzeX] |lgoy(z)—m| > Kt}
= p{z| [Kf(z) —m| > Kt}
= plz| [f(z) —m/K| >t}
< Bx(t)
ce qui prouve (a). On déduit (b) de (a) et de la proposition 11. O

15. Proposition Notons A\X le mm espace obtenu a partir de (X,d, p) en multipliant les distances
par . Alors

a.) Bax(At) = Bx(1);
b.) axx(At) = ax(t).

Preuve. L’assertion (a) découle de la proposition 14 et (b) est facile a vérifier. O

4. SUITE DE LEVY

16. Proposition Soit {(Xp,dg, pux)} une suite de mm espaces. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
a.) klim ax(t) =0 pour tout t > 0;
—00
b.) klim Br(t) =0 pour tout t > 0;
—00
c.) Si Ap C Xy est une suite de parties telle que ux(Ag) > 6 > 0 pour tout k, alors
klirn pr(U(Ag)) =1 pour tout t > 0.
—00

Preuve. L’équivalence (a) <= (b) se déduit immédiatement de la proposition 11.
(a) = (c¢) découle du corollaire 7 et (c) = (a) est immédiat a partir des définitions. O

17. Définition Une suite de mm espaces vérifiant I'une de ces conditions s’appelle une suite de
Lévy.

18. Exemples dégénérés

a) Si diam(Xjy) — 0, alors Xj est une suite de Levy.

b) Si Xj =X estfixeet pup — 6, (= Dirac au point p € X), alors (X,d, ux) est Lévy.

Plus généralement, on dit qu’une suite X est une suite de Lévy dégénérée s’il existe Dy C Xj
tel que diam(Dyg) — 0 et ug(Dg) — 1.

19. Un exemple non dégénéré Soit X une suite de mm espaces telle que

Bx, () < (1)
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pour tout k o1 ¢ est une fonction telle que tlim ©(t) =0. Si ap — oo, alors la suite Yy := iX’f
—00
est une suite de Lévy (cette suite sera en en général non dégénérée si diam(Yy) > 6 > 0).

Preuve. Par la proposition 15, on a fy, (t) = Bx, (axt) < p(art) — 0 lorsque t >0 et k — oco. O
5. Energie de Dirichlet

On note Fj, = Fi(X) lensemble des fonctions f : X — R qui sont k—Lipschitziennes et bornées
F = UgsoFi I'ensemble de toutes les fonctions Lipschitziennes bornées sur X.

20. Définition. On appelle énergie de Dirichlet une application & : F — Ry U {oo} vérifiant
les deux conditions suivantes .

D1.) Si¢:R — R est une fonction convexe et f € Fy, alors

£@o N <K [ (60 pld
X
D2.) (Inégalité de Poincaré). Il existe une constante C > 0 telle que

V(f) = CE(f)

2 2
ou V(f) :—/X [f— </deu>] du—/Xdeu— </de,u> est la variance de f.

21. Remarques : (i) De (D1), on déduit que pour toute fonction f € Fi, on E(f) < k2. En
effet si @(t) =¢, alors ¢/ =1 et donc E(¢o f) < k? [ (1)*du = k*.
(ii) Dans de nombreux exemples, la condition (D1) est vérifiée pour toute fonction ¢ : R — R de

classe C! (ou méme Lipschitzienne); mais en n’exigeant cette condition que pour les fonctions
convexes, on obtient beaucoup d’autres exemples intéressants.

22. Loi d’échelle : Si X’ = AX (i.e. X’ est Pespace obtenu en multipliant les distances d(z, y)
dans X par 7; la mesure p restant inchangée) et si € est une énergie de Dirichlet dans X,
alors £'(f) := 3E(f) est une énergie sur X’ (le facteur 5 est nécessaire pour que &’ vérifie la
condition (D1) car Fi(X) = Fp/n(X")).

On en déduit que la constante de Poincaré de (X', E’) est donnée par

C'= X C
ou C' la constante de Poincaré de (X', &’.

Dans le cas ou le diametre est fini, on peut exprimer cela en disant que C (diam(X))
invariant par changement d’échelle.

2 st

23. Exemples d’énergies de Dirichlet :

a) Si X est une variété riemannienne close et p est la mesure volume normalisée, alors 1’énergie
de Dirichlet

E(f) = /X IV 2y = — /X (f - Af)dp

vérifie les conditions (D1) et (D2).
Dans cet exemple, la constante de Poincaré est donnée par

C=1/M
ol A7 est le premiere valeur propre non nulle de —A.

b) Si X = (V,E) est un graphe fini et p est la mesure de comptage normalisée, alors 1’énergie
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vérifie les conditions (D1) et (D2).

c) Soit X un espace métrique quelconque muni d’une mesure de Probabilité . Pour tout f €
L?(X), notons HDI[f] I'ensemble des fonctions mesurables g: X — Ry U {oo} telles que

[f(y) — f(2)] < d(z,y) (9(x) + g(v))

presque-partout (on dit qu’un élément de HD[f]| est un pseudo — gradient au sens de Hajlasz de
la fonction f ).
L’énergie est alors définie par

an:ﬂﬁ{ég%ﬂgeHDm}-

On peut vérifier qu’elle vérifie toujours les conditions (D1) et (D2) (dans la seconde condition, il
faut utiliser que ¢ est convexe; cela ne marcherait pas pour une fonction C? quelconque).

d) Pour une fonction lipshitzienne f € F, on définit en chaque point la “dilatation infinitésimale”
de f par

Lf(l') -— lim sup ’f(y) — f(l’)”

=0 d(zy)<r r

puis ’énergie par

suwzéfuﬂwfm.

e) On dit qu'une fonction Borel mesurable ¢ : X — Ry U {oco} est un sur-gradient (au sens de
Heinonen-Koskela) de la fonction lipshitzienne f € F, si pour toute courbe rectifiable ~ : [0,1] — X
on a

uwu»—ﬂwmng/mw@m&

Y

L’énergie est alors définie par

E(f) :=inf {/ deu‘ g est un sur-gradient de f} .
X

Remarque Dans les deux derniers exemples, I’énergie vérifie toujours la condition (1), mais il
est facile de construire des espaces mm tels que la condition (2) n’est pas vérifiée. L’inégalité de
Poincaré doit donc étre démontrée ou supposée.

24. Définition (Espace de Sobolev) L’espace de Sobolev W2?(X) associé & une énergie de
Dirichlet est par définition le complété de F pour la norme

I llwrzco = 1 f 20 + VEF).

Il existe donc une grande variétés de notions d’espace de Sobolev sur les espaces métriques mesurés.
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6. LE THEOREME PRINCIPAL

25. Théoréme : Soit €& wune énergie de Dirichlet sur le mm espace X. Alors

Bx(t) < 16e7/V2C

ou C estla constante de Poincaré.

Nous aurons besoins de 2 lemmes.
26. Lemme: Si f e L>*(X), alors

1/t B
lim ( /X etf(”)du> =exp (f) .

Preuve. Posons L := limy_.g log ( [y e x € ), alors en utilisant le théoreme de convergence
dominée et la regle de I’Hospital, on a

fX etf(w)dﬂ) o foetf(x)dM _ fodM 3

i (
L= lim % =f.

=1 =
20 [ el @dpy 1m0 [ el @dp [y ldp

2k
. E[ ( c4fil>

De plus, s — ~y(s) est croissant sur l'intervalle [0, %) et pour s = \/g on ay(s) ~1.681 < 2.

27. Lemme : Le produit infini

converge pour tout s € (—%, %)

2
Preuve. Notons ay = ax(s) = <10132> le terme général de ce produit. Alors pour |s| < %,
- 4k+1

etk>1, ona a; > 1.
Notons by, := log(ax) = —2F log (1 — Cﬁ%); pour k assez grand, on a xj :=

7 < % et donc

s 1 /1

(car 0 < —log(l —x) < (2log(2)) -z pour tout 0 <z < 3).
Ainsi /by, < % : (§Cs log 2) YF et donc
1

lim ¥/b, == <1

k—oo 2
ce qui entraine que Y ;- by converge et donc y(s) = [[r2 ar(s) = exp (> peq br) < 0.
La croissance de 7(s) est évidente puisque chaque ag(s) est une fonction croissante de s.
La valeur 7(\/g) ~ 1.681 est obtenue numériquement. O

28. Preuve du Théoreme 25. Soit f € F; quelconque et posons fs := exp (% f), alors les
conditions (D1) et (D2) entrainent

V(1) < CE(f) < <c‘f) [ et

(car ¢(t) =e2! est convexe et ¢/(t) = Sezt).

[\
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. 2
Or V(fs) = (fX esfd,u) — (fX eifdp) , on peut donc récrire cette inégalité sous la forme

/Xesfdu < (1_1042) (/X e (1) du>2

N .. 2 .
(a condition que (1 - C%) >0, ie |s| < \%)

En itérant cette inégalité (i.e. en I'appliquant & 5;) on obtient

n—1 2k on
1 s
sf
e’ du < _— e —f)d
/x ns 1l (1—04,§L> (/x @ (5:/) ”)

k=0

En passant a la limite (lorsque n — oo) dans I'inégalité précédente et en utilisant les lemmes 27 et

28, nous obtenons
/ =Dy < v(s)
X

S 2
1-C%
pour tout s € (—%, %) Cette inégalité entraine
- 1 7 1 7 s
/ cosh(s(f — f))du = / =Ny + / e U=Nau < L)s?
X 2 Jx 2 Jx 1-C%
Par le corollaire 13, on a donc
2v(s
Bx(t) < S 7(s) o
cosh(5t) (1 — CZ)
- _ /2 2 _
Choisissons s = 4/ &, alors @ =4 et y(s) < 2 donc
8
Bx(t) < —————— < 16e71/V2C,

cosh(t/\/2C) ~

7. APPLICATIONS

Variétés riemanniennes

29. Théoreme : Soit X wune variété Riemannienne compacte sans bord, u la mesure riemanni-
enne normalisée (i.e. uw(X)=1) et A1 la premiére valeur propre du Laplacien. Alors on a

Bx(t) < 16 eV H

30. Exemple Si X = S™, alors A\; =n et on obtient la loi de concentration sur les spheres :
p(|f —m| > 2t) < 12e V2

Remarque : Comparer avec I'estimation u(|f — m| > &) < Ce~De*/2 obtenue par une autre

méthode.

31. Corollaire Si X} est une suite de variétés telle que A;(Xj) — oo, alors c’est une suite de
Lévy.
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32. Corollaire Si Yj est une suite de variétés telle que A1(Yx) > A > 0 pour tout k, et si
ap — 00, alors la suite iYk est une suite de Lévy.

Preuve. On sait que Al(iYk) = ai\(Yy) > ai\ — oo. On conclut par le théoréme précédent.

A
(Autre argument : par le théoreme 17, on a Py, (t) < 126_\/; pour tout k. On conclut a partir
de I'exemple 16.)

U
33. Exemple Soit 7% = S'x S xS ...x S le tore de dimension k. Alors A\ (T%) = A\(S') =1
pour tout k et diam(7T*) = 7v/k. Donc ﬁT’“ est une suite de Lévy de diametre constant (et

non dégénérée puisque T* est homogene).
[l

Graphes expanseurs

34. Définition Un “graphe expanseur” d’ordre m est une suite de graphes {Xj = (Vi, Ei)} ey telle
que

(1) Chaque X} est un graphe fini et §V}, — oo;

(2) chaque sommet de X est de valence m;

(3) pour tout A C Vj, avec HA < 1#Vj, on a l'inégalité isopérimétrique

FOA > (co — 1)1A
ou ey > 1 est indépendant de A et de k (eg s’appelle la constante d’expansion).

La métrique sur chaque X} est donnée par le nombre minimal d’arétes séparant deux sommets.
Chaque X} est donc un mm-espace (la mesure est la mesure de comptage normalisée).

Il est alors facile de montrer qu’un graphe expanseur possede une constante de Poincaré uniforme.
En utilisant le théoreme 25 et I'exemple 19, on obtient donc :

35. Proposition : Si {Xj = (Vi,Ei)}cny  est un graphe expanseur, alors {Yk = ﬁ%Xk}k .
€

est une suite de Lévy.

O



