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Résumé

Ce travail est consacré a I’étude des minima euclidiens des ordres maximaux
dans les algebres centrales simples.

Dans un premier temps, nous définissons la notion de réseau idéal dans un
cadre non nécessairement commutatif. Soit A une algebre semi-simple sur
Q. Un réseau idéal sur A est un triple (I, a, 7) ou I est un idéal de A, 7 est
une involution positive sur Ag, autrement dit, vérifiant tr4, /R(xaxT) >0
pour tout = € Ig et a est un élément inversible de Ag = A ®g R fixe par
7. Nous étudions ensuite les propriétés des réseaux idéaux, notamment les
invariants d’Hermite, afin de lier la notion de minimum euclidien d’un ordre
maximal A a celle des réseaux idéaux de la forme (A, a, 7). Explicitement,
nous démontrons qu’il est possible de borner le minimum euclidien de A a
I’aide des invariants d’Hermite associés aux réseaux idéaux de A.

Cette borne nous permettra, entre autres, de calculer les minima euclidiens
de plusieurs familles infinies d’ordres maximaux, dans le cas des corps de
quaternions sur Q.

Dans un deuxieme temps, nous développons d’autres méthodes pour calcu-
ler ou borner, inférieurement et supérieurement, le minimum euclidien d’un
ordre maximal d’un corps de quaternions. Ces méthodes nous permettent
de donner une liste exhaustive des corps de quaternions euclidiens sur Q,
ainsi que leur minimum euclidien. Les mémes méthodes nous permettent de
résoudre partiellement le cas des corps de quaternions sur un corps quadra-
tique.

Nous donnons, pour finir, des bornes des minima euclidiens de certains ordres
maximaux de corps de quaternions sur un corps cyclotomique.

Mots clés : minimum euclidien, algebre centrale simple, algebre & division,
quaternions, corps de quaternions, ordre maximal, réseau idéal, anneau eu-
clidien.






Abstract

This work concerns the study of Euclidean minima of maximal orders in
central simple algebras.

In the first part, we define the concept of ideal lattice in the non-commutative
case. Let A be a semi-simple algebra over Q. An ideal lattice over A is a
triple (I, o, 7) where I is an ideal of A, « is a unit in Agx = A®g R fixed by
7 and 7 is a positive involution on Ag, in other words, tr 4, /g (zaz™) > 0 for
all x € Ig. We study ideal lattices, especially their Hermite invariant, to link
the concepts of Euclidean minimum of a maximal order and ideal lattices
of the form (A, «, 7). Namely, we show that we can bound the Euclidean
minimum of A by the Hermite invariant of the ideal lattices of A.

This upper bound allows us to calculate the Euclidean minima of some in-
finite families of maximal orders, when A is a quaternion skew field over Q.

In the second part, we look for other ways to find upper and lower bounds
of the euclidean minimum of a maximal order in a quaternion skew field.
This research leads us to an exhaustive list of euclidean quaternion skew
fields over Q, and their euclidean minima. The quadratic case has also been
studied but remains partially unsolved.

At the end, we give bounds for Euclidean minima of some maximal orders
of quaternion skew fields over cyclotomic fields.

Keywords : Euclidean minimum, central simple algebra, division algebra,
quaternions, quaternion skew fields, maximal order, ideal lattice.
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Introduction

L’objet de ce travail est I’étude du minimum euclidien des ordres maximaux
dans les algebres a division sur un corps de nombres.

Un anneau A est dit euclidien (a droite) pour l'algorithme N : A — N si
pour tout a,b € A avec b # 0, il existe ¢, € A tels que

a=bg+r et N(r)<N(b).

Les premiers exemples de tels anneaux sont Z avec la valeur absolue pour
I’algorithme N et 'anneau des polynomes sur un corps avec le degré des po-
lynomes pour ’algorithme. Dans le cadre de 'arithmétique il y a également
certains anneaux d’entiers de corps de nombres, avec la norme pour 'algo-
rithme, par exemple Z[i], Z[/2] et Z[HT\/E] Dans ce contexte arithmétique,
on dira qu’un corps de nombres K, c’est-a-dire une extension algébrique de
Q, est euclidien si son anneau des entiers est euclidien pour la norme.

En arithmétique, l'intérét historique pour 'euclidianité réside dans le fait
qu’un anneau euclidien est principal, donc factoriel. Par conséquent la notion
a préoccupé les mathématiciens du XIX®™® dans l'infructueuse tentative,
entre autres, de trouver une démonstration au théoreme de Fermat-Wiles.

L’étude des corps de nombres euclidiens s’avere étre un sujet difficile. Il
audra attendre plus d’un siecle pour avoir une liste exhaustive des corps
faud ttend lus d’ 1 list haustive d
quadratiques réels euclidiens. Le cas quadratique imaginaire, en revanche,
peut-étre rapidement résolu par des arguments géométriques. La liste ex-

v . . c .
haustive des corps cyclotomiques ou cubiques euclidiens n’est toujours pas
connue.

Lorsque l'on s’intéresse a ’euclidianité pour la norme, une notion de mini-
mum euclidien, qui “mesure” le fait d’étre euclidien, s’impose naturellement.
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On définit alors, pour un corps de nombres K, le minimum euclidien de K
de la fagon suivante :

M(K)=inf{AeR |V e K, 3ye Ok tel que [Ng (£ —7)| <A}

ou Ok est 'anneau des entiers de K. Afin d’illustrer en quoi cette notion
“mesure” l’euclidianité de K, remarquons que, pour tout a,b € Ok avec
b # 0, il existe g, € O tels que

a=bq+1 et Ng,g(r) < M(K) - Ng/q(b).

De plus, pour tout k& < M(K), il existe a,b € A avec b # 0 tels que, pour
tout ¢, € A avec a = bg + r,

Nx/o(r) > k- Ngq(b).

En particulier, si M(K) < 1 alors K est euclidien et si M(K) > 1 alors K
n’est pas euclidien pour la norme.

Les travaux anciens sur le minimum euclidien sont nombreux et une bonne
partie d’entre eux sont résumés dans [Lem95]. La plupart de ces résultats
s’appuient sur des considérations géométriques. C’est justement pour pou-
voir approcher le probleme géométriquement que les mathématiciens ont
introduit la notion de minimum inhomogene, qui est une extension du mi-
nimum euclidien a Kgr = K ®g R. Explicitement, on définit

M(Kg) =inf {A e R |V { € Kg, 3 v € Ok tel que [Ny, o(§ —7)| < A}.

Comme M(K) < M(KR), il est naturel de s’intéresser au minimum inho-
mogene de K. Parmi les questions encore ouvertes sur le minimum inho-
mogene, citons 'importante conjecture de Hermann Minkowski (1864-1909) :

Pour tout corps de nombres totalement réel K de degré n,

M(Kg) < 27"\/dk.

Plus récemment, il convient de citer les résultats obtenus par Eva Bayer-
Fluckiger ainsi que ceux obtenus par Jean-Paul Cerri. Eva Bayer-Fluckiger
démontre dans [BF99] et [BF06] qu’on peut borner le minimum inhomogene
de K al’aide des invariants d’Hermite associés aux réseaux idéaux construits
sur les idéaux principaux de K. Explicitement, un réseau idéal est un couple
(I,a) ot I est un idéal de K, a € K vérifie T, o(zaz) > 0 pour tout
x € Kg non nul et ~ est 'involution canonique sur Kg. Le résultat, simplifié,
s’énonce alors de la facon suivante :
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Soit (O, «) un réseau idéal. Alors

(1)

M) < (TORY

“Ymin ( OK )

En s’appuyant sur ce résultat, Eva Bayer Fluckiger démontre dans [BF06],
la conjecture de Minkowski pour les corps cyclotomiques, c’est-a-dire les
corps de la forme K = Q(&,) ot &, est une n®° racine de I'unité dans C.
Elle démontre également ce résultat pour les corps Q(,x + 5};1) ou p est un
premier impair.

Dans [Cer06], Jean-Paul Cerri démontre que si le rang rang des unités de
K est strictement supérieur a 1, alors le minimum inhomogene et le mini-
mum euclidien de K coincident et sont rationnels. Dans [Cer| se trouve la
description d’un algorithme qui permet de calculer le minimum inhomogene
ainsi qu'une importante table de minima euclidiens illustrant cet algorithme
(jusqu’en degré 8).

Apres ce rapide survol des résultats relatifs a ce domaine, venons-en a ce qui
nous préoccupera dans ce travail.

Nous nous placerons dans le cadre ot K est un corps de nombres, A un corps
gauche central sur K et A un ordre maximal de A. L’ordre A possede des
propriétés s’approchant de celle de Ok, autrement dit A peut étre vu comme
“un anneau des entiers” de Ok a la différence prés qu’il n’est pas unique. La
notion de norme sur K est remplacée par celle de norme réduite sur A. Nous
pouvons donc définir, comme dans le cas commutatif, les minima euclidien
et inhomogene de A :

M(A) =inf{AeR|VEe A TyeAtel que nry g€ —7) <A}
et
M(Agr) =inf {fA € R |V & € Ar, I v € A tel que |nry, (€ — )| < A}.

Comme les minima euclidiens de deux ordres maximaux de A ne coincident
pas nécessairement, on ne peut pas définir le minimum euclidien de A.

Le but de ce travail est d’abord de définir la notion de réseau idéal dans ce
cadre non commutatif et d’étudier le comportement de ses invariants afin
de démontrer une formule similaire & (1). Cette étude sur les réseaux idéaux
fait I’objet du premier chapitre et le théoreme sur la borne supérieure du



Introduction

minimum inhomogene est énoncé dans la section 2.5 du chapitre II :

2

Soient A une algebre a division de dimension m~ sur un corps de nombres

K de degré n et A un ordre maximal de A, alors

Tmin(A) > nm/2

'Ymin(A) (2)

M(Ar) < (

Nous démontrons également, dans le chapitre II, que sous certaines condi-
tions sur K, les minima euclidien et inhomogene de A coincident et sont
rationnels.

Le dernier chapitre est entierement consacré au cas particulier des corps
de quaternions. Nous y obtenons des résultats généraux qui seront ensuite
utilisés pour calculer ou borner des minima euclidiens. I’essentiel de ces
résultats se résume de la facon suivante :

i) si K = Q, alors M(A) = 2201,

ii) si A est totalement définie, alors M(A) > M(K)?,

iii) si K est principal et A totalement indéfinie, alors
M(A) < M(K)

avec égalité sous certaines conditions sur les points critiques de K,

iv) on peut donner une liste de conditions nécessaires et suffisantes sur A
pour réaliser Eg comme réseau idéal de A.

Les points i) a iv) ainsi que l'inégalité 2 nous permettent de donner ex-
plicitement, pour certaines familles infinies d’ordres maximaux, une liste de
minima euclidiens, lorsque K = Q. Ils nous permettent également de donner
une liste exhaustive des corps de quaternions euclidiens sur Q (résultat connu
dans le cas défini) et de donner leur minimum euclidien. Nous déterminons
encore ’ensemble des corps de quaternions euclidiens sur un corps quadra-
tique imaginaire, ainsi que leur minimum euclidien. Nous traitons également
le cas des corps quadratiques réels qui reste partiellement ouvert. En dernier
lieu, nous donnons une liste de résultats concernant le minimum eucliden des
corps de quaternions sur un corps cyclotomique.

our obtenir les résultats résumés jusqu’ici, nous avons du, & maintes re-
P bt 1 Itat ici, di, t
prises, trouver des familles infinies d’ordres maximaux. Ces recherches ont
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été menées avec ’aide des logiciels Magma et Pari. Nous avons en particulier
travaillé avec un ensemble de fonctions Magma développées par Markus Kir-
schmer lors de son travail de diplome sous la direction de Gabrielle Nebe. Ces
fonctions permettent de calculer I’ensemble des ordres maximaux d’un corps
de quaternions totalement défini. Afin de trouver des familles infinies, nous
avons développé une série de méthodes Magma qui permettent d’étudier le
comportement de ces ordres maximaux lorsqu’on leur introduit des variables.

Dans le cadre du calcul du minimum euclidien des corps de quaternions
sur Q, nous avons également développé des méthodes, en Magma, qui per-
mettent, sous certaines conditions, de calculer une cellule contenant la cellule
de Voronoi d’une famille de réseaux. Explicitement, nous sommes en mesure
de borner, sous certaines conditions, le rayon de recouvrement d’un réseau
de petite dimension dont la matrice du produit scalaire dépend d’un pa-
rametre. Dans tous les cas traités, la borne est en fait atteinte.

D’autres procédés informatiques, toujours en Magma, ont été implémentés,
notamment pour exclure l'euclidianité de certains corps de quaternions sur
un corps quadratique réel et pour calculer la forme standard d’une algebre
de quaternions.






Chapitre 1

Réseaux 1déaux

Ce chapitre met en place les notions dont nous aurons besoin dans la suite
du travail. Les quatre premieres sections contiennent de nombreux résultats
connus qui forment les bases de la théorie des ordres dans les algebres
centrales simples, ainsi que des résultats techniques sur la forme bilinéaire
“trace”. Les sections suivantes introduisent la notion de réseaux idéaux dans
ce cadre et traitent des propriétés de ces objets. En particulier, dans la sec-
tion 1.7, nous démontrons un résultat analogue a I'inégalité entre norme
et trace d’un corps de nombres dans le cadre des algebres centrales simples.
Les deux dernieres sections sont consacrées au déterminant et aux invariants
d’Hermite d’un réseau idéal.

Nous nous placerons parfois dans un cadre plus général que nécessaire.
Pour le lecteur qui n’est pas familiarisé avec les notions d’algebres centrales
simples et d’ordres dans ces algebres, nous conseillons de garder en téte les
exemples qui suivent lors de la lecture de ce chapitre.

Le corps K est un corps de nombres (par exemple K = Q (\/5 )), I’algebre
A est une algébre de quaternions (par exemple, A = (=1, —1)x). L’anneau
R est ’anneau des entiers de K (dans cet exemple R = Z[+/2]). Un exemple
d’ordre de A est

A=R&iR®jR®ER.

Ici A n’est pas maximal. Pour avoir en téte un ordre maximal, on peut
prendre, dans ce cadre,

A=ziVie Vi avie Vi lova e %Z[ﬂy

Les notions de norme et trace réduite se résument comme suit :

i) la norme réduite de x € A est le produit de = par son conjugué :
DI‘A/K(CC) = xx,y’
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ii) la trace réduite de x € A est la somme de x et de son conjugué :
tra x(r) =2 +27,

ou v est I'involution canonique sur l’algebre de quaternions A (voir la pro-
position 3.1.3).

1.1 Ordres et idéaux

Dans cette section, R désigne un anneau integre et ncethérien, K son corps
des fractions et A une K-algebre de dimension finie 7.

Définition 1.1.1. Un élément o € A est dit entier sur R s’il existe un
polynéme unitaire f, a coefficients dans R tel que f(a) = 0. La cléture
intégrale R% de R dans A est Uensemble des éléments de A entiers sur R.

Si A est commutative alors R est un anneau. Sinon, par exemple pour les
algebres centrales simples, ce n’est pas nécessairement le cas (c.f. [Vig80]
p.20).
Théoreme 1.1.2. Soit « € A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) L’élément o est entier sur R.
it) Le module R[a] est de génération finie sur R.

i11) Il existe un sous-anneau B de A tel que B est un module de génération
finie sur R et « est un élément de B.

PREUVE : Voir [Rei03] p. 3 thm. 1.10 (par exemple).

Notation 1.1.3. Soit M un R-sous-module de A, on pose

KM = {ka | ki e K, m;j € M,|I| < oo}.
el

Définition 1.1.4.

i) Un R-réseau complet de A (ou un idéal de A) est un R-sous-module de
type fini M de A vérifiant KM = A.

it) Un ordre (ou un R-ordre) A de A est un sous-anneau de A qui est
également un R-réseau complet. Un ordre mazimal est un ordre qui est
mazximal pour 'inclusion.



1.1 Ordres et idéaux

111) L’ordre o gauche d’un idéal M est donné par
O(M)={zxe€A|zMC M}
et son ordre a droite est défini, de la méme maniére, par
O, (M)={x€A| Mz C M}.

On vérifie facilement que ce sont bien des ordres.

iv) Un idéal a gauche d’un ordre A est un idéal I de A vérifiant A = Oy(I).
Un idéal a droite de A est un idéal I de A vérifiant A = O,(I) et I est
dit bilatére si A = Oy(I) = O,(I).

REMARQUE : Dans le cas ou A est un corps de nombres, les idéaux de A,
avec la définition précédente, sont exactement les idéaux fractionnaires de
A au sens usuel.

Définition 1.1.5. Soient A une K-algébre de dimension r, a un élément
de A et
Ha: A — A
r — ax

l’endomorphisme de K -espace vectoriel de multiplication a gauche par a. Le
polynome caractéristique de a, noté Cy g q, €st le polynome caractéristique
de pg. Le polynome minimal de a, noté mg, est le polynome minimal de pig.
Ces deuz polynomes sont a coefficients dans K. Le terme constant de Cy/k o
est appelé la norme de a et on le note NA/K(a). Le coefficient de degré r—1
de Cy /o est appelé la trace de a et on le note T 4 x (a).

Proposition 1.1.6. Tout élément d’un ordre A est entier sur R. De plus, si
R est intégralement clos, le polynéme minimal et le polynome caractéristique
d’un élément de A sont a coefficients dans R.

PREUVE : Voir [Rei03] p. 110 thm. 8.6.

Cette proposition met en évidence le rapport entre les notions de cloture
intégrale et d’ordres maximaux. En particulier, R est un ordre si est seule-
ment si R est 'unique ordre maximal dans A.
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1.2 Norme et trace réduites sur une algebre semi-
simple

Soient K un corps et A une K-algebre de dimension finie. On dit que A est
centrale si son centre est K (i.e.si K = {z € A | xy = yx pour tout y € A}).
On dit que A est simple si les seuls idéaux bilateres de A sont A et {0} (ici
“idéal bilatere” est entendu au sens d’idéal de A en tant qu’anneau et non
pas au sens de la définition 1.1.4).

Proposition 1.2.1. Soit A une algébre centrale simple sur un corps K. Les
affirmations suivantes sont vérifiées :

i) il existe un corps gauche D, de centre K, tel que A = M, (D) et si D’
est un corps gauche avec A = M, (D’), alorsr=n et D = D'

it) Il existe une extension E de K telle que A®x E = M,,(E). On dit que
FE est un corps déployant de A. Si F' est une extension de E alors F' est
encore un corps déployant de A. Il existe toujours un corps déployant
séparable sur K.

i11) La dimension de A comme K-espace vectoriel est un carré. Plus pré-
cisément, si E est un corps déployant de A avec A @ E = M,,(E)
et si D est un corps gauche (de centre K) tel que A = M, (D), alors

dimg (A) = n?m?.

PREUVE : La premiere affirmation est une conséquence du théoréeme de
structure de Wedderburn (voir, par exemple, [Rei03] p.91 théoreme 7.4).
Les deux suivantes découlent directement des résultats de la section 7b du
chapitre 1 de [Rei03] (voir, en particulier, le théoréme 7.15 p.97).

Définition 1.2.2. Soient A une algébre centrale simple sur un corps K, E
un corps déployant et a un élément de A. Soit encore h un isomorphisme
entre A @i E et M,,,(F). Le polynéme caractéristique réduit de a est le
polynéme caractéristique de h(1 ® a). La trace réduite de a est la trace de
h(1 ® a) et la norme réduite, son déterminant. On les note respectivement
7Ca(t), tra i (a) et nry/k(a). Le polynome rCqy(t) est a coefficients dans K
et try i (a) et nry i (a) sont des éléments de K.

REMARQUE : 1l faut vérifier (voir [Rei03] section 9 du chapitre 2) que ces
notions ne dépendent ni du choix de E ni du choix de h et que rC,(t) € K|[t].

Afin d’étendre les notions de norme et trace réduite, nous avons besoin de
définir les algebres semi-simples et séparables.
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1.2 Norme et trace réduites sur une algébre semi-simple

Notation 1.2.3. Soient A un anneau et M un module a gauche sur A. On
note

ann M ={a € A | aM =0}
Uannulateur de M. C’est un idéal bilatére de A. Soit

M = {[M] | [M] est une classe d’isomorphisme de A-modules simples } ,

on note
rad A = ﬂ ann M
[M]eM

le radical de Jacobson de A.

Définition 1.2.4. Un anneau A est dit semi-simple si son radical de Ja-
cobson est nul.

Définition 1.2.5. Une algébre A sur un corps K est dite semi-simple si
elle est semi-simple en tant qu’anneau.

REMARQUE : Si A est un anneau artinien & gauche (c’est le cas d'une K-
algebre de dimension finie) alors A est semi-simple si et seulement si A est
une somme directe finie de sous-anneaux simples : A = A; & --- @ A; avec
A;A; = 0 (en particulier, si a,b € A alors ab = a1by +- - - +a;b;) et on appelle
les A; les composantes simples de A.

Définition 1.2.6. Une algébre A de dimension finie sur un corps K est dite
séparable si elle est semi-simple et si le centre de chaque composante simple
de A est une extension de corps séparable de K.

REMARQUE : Si A; désigne une composante simple de A, alors son centre est
toujours une extension de corps finie de K. La seule exigence de la définition
précédente est donc que cette extension soit séparable.

Proposition 1.2.7. Soient A= A1 & --- D A; une algébre séparable sur K,
K le centre de A; et R; la cloture intégrale de R dans K;. Alors les R-ordres
de A sont de la forme A=A & --- B Ay ot les A; sont des R;-ordres de A;.
De plus A est mazimal si et seulement si A; est maximal pour tout i.

PREUVE : Voir [Rei03] thm 10.5 p.128.

11



Chapitre I. Réseaux idéaux

Définition 1.2.8. Soit K un corps et L une extension de K de degré n. A
tout élément a de L, on associe a € M, (K), la matrice de la multiplication
a gauche par a par rapport a une K -base fizée de L. De la méme maniére a
un polynéme f(X) =" a; X" € L[X] on associe
FX)=>a;X" € Mp(K[X]).

Finalement, on définit

f —  det(f).
et

;o ).

On appelle Ny /i la fonction norme et T,k la fonction trace.

Le lecteur pourra se référer au paragraphe 9b p.117 de [Rei03] pour plus de
détails et propriétés.

REMARQUE : Les fonctions norme et trace restreintes au corps L sont sim-
plement les fonctions usuelles de norme et trace sur une extension de corps.

Nous allons maintenant définir les notions de polynoéme caractéristique réduit,
trace réduite et norme réduite sur une algebre semi-simple.

Définition 1.2.9. Soit A= A1 ®---® As une algébre semi-simple de dimen-
sion finie sur K. Pour tout i, notons K; le centre de A;. Soita = a1+---+a,
un élément de A. On définit le polynome caractéristique réduit de a :

t
rCA/Ka = H Ng/x (rCa, /K1)

i=1

ot 7C4, /K, .q; €5t le polynome caractéristique réduit de a; (au sens de la
définition 1.2.2). Pour définir la norme et la trace réduite on pose

rCaia(t) =t" + am_1t™ '+ 4 art +ag € K[t

et on définit nry i (a) = ag, la norme réduite de a et try g (a) = am—1, la
trace réduite de a.

NOTATION : Les composantes simples d’une algebre semi-simple A sont des
algébres centrales simples sur K;. On notera r; = m? = [A; : K;] la dimen-
sion de A; sur K;.

12



1.2 Norme et trace réduites sur une algébre semi-simple

Proposition 1.2.10. Avec les mémes notations que ci-dessus et celle de la
définition 1.1.5, les relations suivantes sont vérifies :
i) trA/K(a) = Zle TKi/K(trAi/Ki (a;)).
2.2.) nrA/K(a) - HE:I NKi/K(nrAi/Ki (al))
i) Ca/ka = lie1 Nici /i (rCay i a;)™ -
i) Tajr(a) =iy miTr i (tra, /i, (@) et
Na/x(a) =TI ; Nk, x (nra,/x, (a;)™).
v) trar(ab) = tra/g(ba), tra g (a+b) = try, g (a)+tra x(b) et try g (ka) =
ktra/x (a).
vi) 14/ (ab) = nr 4/ (a)nrg/x (b) et nry g (ka) = kM nry /i (a)
vii) CA/K,a = le?:l CAi/Km = le?:l TCZi/K7ai
pour tout a,b € A et tout k € K.
Si de plus A est séparable, alors application

T7: AxA — K
(CL, b) — tI‘A/K(CLb)

définit une forme bilinéaire symétrique non dégénérée.

PREUVE : voir [Rei03] paragraphe 9b (p. 121 et p. 116).

Proposition 1.2.11. Soient A une algébre centrale simple de dimension
r=m? sur K, L un corps et 0 : K — L un homomorphisme de corps.
Soit encore B une algébre simple de méme dimension sur L. L’application
o induit naturellement une structure de K-algébre sur B. Supposons qu’il
existe 2 : A — B, un homomorphisme injectif de K -algébres tel que E‘K =

o. Alors
V“CB/L,z(a) = U(V”CA/K,a)

ou o agit sur les coefficients de 7C 4/ 4
En particulier

o(tra/r(a)) = trg/r(X(a))
et

o(nra/k(a)) = nrg,r(3(a)).
PREUVE : Observons d’abord comment se comporte le polyndme caracté-
ristique, plutét que le polynome caractéristique réduit. Soient B = {eq, ..., e, }
une K-base de A et a un élément de A. Pour tout 1 < ¢ < r, il existe

ai, ..., ar; € K tels que

ae; = ajer + - + ariey

13



Chapitre I. Réseaux idéaux

d’out
Y(ae;) = X(a)X(e;) = o(a)X(e1) + -+ + olar)X(ey)
de sorte que la matrice de la multiplication a gauche par a par rapport a la
base B est donnée par
(aij)i<ij<r
et celle de la multiplication & gauche par X(a) par rapport a la base X(B)
est donnée par
(o(aij))r<ij<r-
Comme le polynome caractéristique est une fonction polynoémiale des coef-
ficients de la matrice,
CB/Ls) = 0(Ca/k.a)-
Or, par la proposition précédente, Cp/1, 50) = (TCp/L5(a))™ €t Ca/k 5(a) =

(rCa/K 5(a))™; ce qui nous permet de conclure.

0

De facon similaire au cas commutatif, on peut définir les notions de dis-
criminant, de différente, de norme d’un idéal, etc. On retrouve également
beaucoup de propriétés similaires au cas commutatif, notamment celle selon
laquelle un idéal bilatére d’un ordre de A se décompose de fagon unique en
produit d’idéaux bilateres premiers. Le but de ce travail n’étant pas de dis-
cuter ces questions, nous ne donnerons ici que les définitions et les résultats
utiles pour la suite. Pour les autres notions, nous renvoyons le lecteur a

[Rei03].
Définition 1.2.12. Soit A un ordre de A, I un idéal a droite de A et
b:IxI—K

une forme R-bilinéaire non dégénérée, qu’on étend linéairement a A.

i) Le dual de I par rapport a b est l’idéal
Iy ={ac A|ba,I)C R}

ii) L'inverse de I est lidéal I7' ={a € A | Ial C I}.
111) La différente de A est l'idéal entier

D(A) = A1

ot .
A={a€ A|tr(aA) C R}

est la différente inverse de A.

14



1.2 Norme et trace réduites sur une algébre semi-simple

iv) Le déterminant de b est
det(b) = (det(b(:ﬂi,xj)lgi,jgr) | X1y..., Ty € I>

c’est-a-dire l'idéal fractionnaire de R engendré par le detérminant des
matrices b(z;, x;)1<i j<r 0U les x;,x; parcourent I.
v) Le discriminant de A est l'idéal d(A) = det(r) ot 7 est la forme bi-

linéaire trace définie dans la proposition 1.2.10. C’est un idéal entier
de R.

REMARQUES : Si A est un R-module libre de base {eq, ..., e}, alors d(A) est
l'idéal principal engendré par det((tr(e;e;))i<ij<r) (c’est une conséquence
de la proposition 1.2.13). Autre fait important : le discriminant est indépen-
dant de l'ordre maximal choisi (voir [Rei03] p.218).

Si I est un R-module libre de base B = {e1, ..., e, }, alors il existe une unique
base B* = {e],...,e;} de Ij vérifiant b(e;, e}) = d;5. On l'appelle la base
duale de B.

La notion habituelle de déterminant d’une forme bilinéaire b sur un module
libre M de dimension n est le déterminant de la matrice (b(e;, €;))1<i j<n OU
{e1,...,en} est une base de M. La proposition suivante permet de faire le
lien entre cette définition et celle donnée au point iv) de la définition 1.2.12.

Proposition 1.2.13. Si I est un module libre sur R et b: 1 x I — K une
forme bilinéaire non dégénérée, alors

det(b) = det(b(e;, ej)lgid‘gﬂ) ‘R
ou B={e1,...,e.} est une R-base de I.

PREUVE : Il est clair que det(b(e;, €j)1<4,j<r) - R C det(b). Réciproquement
si X = det(b(z;,j)1<i j<r) €t que 'on exprime x = typeq +- - - +t,pex dans
la base B. Posons B = b(ei, ej)lgi,jgr et T = (tij)lgi,jgr- Alors X = TtBT
et donc det(X) € det(B) - R.

]

Il nous reste, dans cette section, une notion a définir. Il s’agit de la norme
d’un idéal I d’une K-algeébre semi-simple A.

Définition 1.2.14. Soient R un anneau commutatif nethérien, M un R-
module a gauche de type fini et m un élément de M. On définit les notions
sutvantes :

15



Chapitre I. Réseaux idéaux

i) Le spectre de R, noté Spec(R) est I’ensemble des idéaux premiers de R.

it) L’annulateur de m est l'idéal de R donné par
ann(m) = {a € R | am = 0}.
i11) Le support de M est l’ensemble
Supp(M) = {P € Spec(R) | Mp # 0}.
iv) L’ensemble des idéaux premiers associés a M est

Ass(M) = {P € Spec(R) | P = ann(m) pour un m € M}.

Théoreme 1.2.15. Soient R un anneau commutatif neethérien et M un
R-module de génération finie. Alors il existe une chaine de modules

0=M,C---CMy=M
avec M;/M;+1 = R/P; ou les P; sont des idéaux premiers de R. De plus,
Ass(M) C {Po,...,Pn} C Supp(M).

La suite (M;)o<i<n est appelée une suite de composition de M.

PREUVE : Voir [Bou85] chapitre IV, §1,n°4, théorémes 1 et 2.

Proposition 1.2.16. Soit R un anneau commutatif nethérien et M un R-
module de type fini. Supposons que R est de dimension 1 (c’est-a-dire que
les idéaux premiers non nuls de R sont mazimauz) et que M est un module
de torsion. Soit {Py,...,Pn} comme dans le théoréme précédent. Alors

Ass(M) ={Po,...,Pn} = Supp(M).

PREUVE : D’apres [Bou85] chapitre IV, §1,n°4, théorémes 2, les éléments
minimaux de ces trois ensembles coincident. Dans notre cas, ces ensembles
ne contiennent que des idéaux maximaux ; I’idéal premier nul étant exclu de
Ass(M) grace au fait que M est un module de torsion. Ces trois ensembles
n’ont donc que des éléments minimaux.

0
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1.2 Norme et trace réduites sur une algébre semi-simple

Définition 1.2.17. Soit M un module de génération finie sur un anneau
neethérien R de dimension 1. On définit l'idéal ordre de M, noté ordrM,
comme suit. Si M = 0 alors ordgM = R, si M est sans torsion alors
ordgM = 0. Si M est un module de torsion et (M;)o<i<n est une suite de
composition de M avec M;/M;11 = R/P;, on pose

ordRM = ﬁ Pz
=0

Le théoreme de Jordan-Holder nous assure que les R/P; et donc les P; ne
dépendent pas du choix de la suite de composition.

A partir d’ici, sauf mention du contraire, R est un anneau de Dedekind, A
désigne une algebre séparable sur un corps K = Frac(R), A un ordre de A
et I un idéal a droite de A.

Définition 1.2.18. Soient A un ordre de A et I un idéal de A. Alors il
existe B € R avec BI C A. On définit la norme de I, que [’on note NA/K(I),
par

Na/x(I) = B "ordr(A/BI).

On vérifie que NA/K(I) ne dépend pas du choix de (B et que ¢’est une fonction
multiplicative pour les idéaux.

REMARQUE : Cette définition est une généralisation de la définition natu-
relle dans le cas commutatif. En effet, si K est un corps de nombres, O
son anneau des entiers et I un idéal de Ok, alors on vérifie que ordzOx /I
est I'idéal engendré par |Of /I| = N g(I). Plus généralement si N et M
sont des Z-modules libres de méme rang avec N C M, alors ordz(M/N) =
|M/N| - Z.

Théoréme 1.2.19. Soient A une algébre centrale simple et I un idéal de
A. On aNyjg(I) =nry/,(1)™ ounry/k(I) est lidéal de R engendré par
{nrg/ i (x) | @ € I}. De plus nr 5k est une fonction multiplicative pour les
idéau.

PREUVE : Voir [Rei03] thm 24.11 p.214. et corollaire 24.12 p.215.

Proposition 1.2.20. Soient A un ordre de A et I un idéal a droite de A.

i) Si0 — N — M — P — 0 est une suite exacte courte de modules
a gauche sur R, alors

ordgM = ordr N - ordgrP.

17



Chapitre I. Réseaux idéaux

1) Le discriminant de A est la norme de la différente de A :
d(A) = Ny g (D(A)).

PREUVE : Voir [Rei03] p.50 et p.218

Soit I un idéal & droite d’un ordre maximal A, et b: [ x I — K, une forme
R-bilinéaire non dégénérée. Soit encore P un idéal premier de R. Nous no-
tons Ip (respectivement Rp) le localisé de I (respectivement de R) en P
et nous étendons b par linéarité a Ip (en considérant I C Ip) et méme a
A. Comme R est un anneau de Dedekind, Rp est un anneau de valuation
discrete. En particulier, ¢’est un anneau principal et comme I est un R-
module de type fini sans torsion (car I C A), alors Ip est un Rp-module
libre. De plus rang(lp) = dimg(A) = r. On a méme mieux :

Proposition 1.2.21. I existe une K-base B = {e1,...,e.} de A dont les
éléments appartiennent a I et qui est également une Rp-base de Ip.

PREUVE : Soit {f1,..., f,} une K-base de A. Alors il existe a € R tel que
{afi,...,af,} C I (car f; € A = KI). Il est clair que {af1,...,af.} est
libre sur Rp (car libre sur K) et que la dimension de Ip est inférieure ou

égale a celle de A. En d’autres termes, {afi,...,af,} est la base cherchée.
O

REMARQUE : Si B = {ej,...,e,} est une K-base de A contenue dans I,
alors il existe une unique K-base de A, notée B* = {ej,..., e’} vérifiant
b(ei, €j) = 6ij. Cest la base duale de B.

On montre facilement les résultats suivants, avec I, b et P comme ci-dessus.

Proposition 1.2.22. On a les résultats suivants :

i) Soit {e1,...,e;} une Rp-base de Ip contenue dans I (comme dans la
proposition précédente). Alors

det(b)p = det(b(ei, €j)1<i,j<r) - Rp.
ii) Soit I* =If ={x € A | b(xz,I) C R}. Alors
(Ip)" = (I")p.
111) Pour tout R-module M de type fini, on a
(ordgM)p = ordr, Mp.
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1.2 Norme et trace réduites sur une algébre semi-simple

PREUVE : Les deux premieres affirmations se vérifient facilement et pour
la troisieme se référer a [Rei03] thm 4.20 p. 53.

Lemme 1.2.23. Soit R un anneau principal. Soient M et N deur R-
modules libres de méme rang r. Soient {my, ..., m,} une base de M, {ny,...,n,}
une base de N et B € R tel que BN C M. On considére la matrice

A = (aij)1<ij<r € GLr(R)
définie par n; =375 _ ajjm;. Alors

B~ "ordgM /BN = det(A) - R.

PREUVE : Comme {fnq,...,0n,} est une base de SN et que (n; =
2921 Ba;jm;, 'exercice 2. p.65 de [Rei03] nous assure que ordgM /BN =
det(BA) - R, ce qui est le résultat cherché.

]

Corollaire 1.2.24. Soient I un R-module projectif de rangr, b: IxI — K
une forme bilinéaire non dégénérée et I* = {x € A | b(x,I) C R}. On
suppose encore qu’il existe 3 € R tel que I C I*. Alors

B "ordp(I*/BI) = det(b).

PREUVE : Observons 'égalité localement. Soit P un idéal premier de R.
On a

(ordg(1*/BI))p = ordg, (Ip/BIp)
et

det(b)p = det(b(es, €5)1<ij<r) - Rp
ou {e1,...,e -} est une Rp-base de Ip (voir la proposition 1.2.22). Il suffit
donc de montrer ’égalité

B~ "ordr, (Ip/BIp) = det(b(e;, e5)1<ij<r) - Rp

pour tout idéal premier P de R. Il est donc possible de se restreindre au
cas ou I et I* sont des modules libres de rang r sur un anneau principal.
Dans ce cas, désignons par B = {ej,...,e,} une base de I et par B* =
{e1,...,er} la base de I* duale de B c’est-a-dire vérifiant b(e;, ej) = d;;.
Alors e; = Z§:1 b(ej, ei)ej, et le lemme précédent nous permet de conclure.

O

REMARQUE : Ce corollaire s’applique en particulier aux idéaux d’une algébre
centrale simple.
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Corollaire 1.2.25. Soient I un idéal a droite d’un ordre maximal A d’une
algébre séparable A sur un corps K = Frac(R), b: I x I — K une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée et I* = {x € A | b(x,I) C R}. On
suppose encore que b(A,I) C R. Alors

Na/x(I) = det(b) - Na/rc(I7)

PREUVE : Soit A = O,(I). Nous savons qu'il existe 3 et v dans R tels que
vBI C BI* C A. Nous pouvons donc écrire la suite exacte courte de R-
modules

0 — BI*/yBI — AJyBI — A/BI* — 0.
Alors par la proposition 1.2.20

ordr(A/~BI) = ordr(A/BI)ordr(BI* /vBI)

Le terme de gauche est par définition (v3)"N4 i (I), le premier terme de
'expression de droite est par définition "Ny, g (I*) (car A = O, (I*) vu que
A est maximal) et, par le corollaire précédent, le deuxieme est 7" det(b), d’ou
le résultat.

0

1.3 Le cas des corps de nombres

Dans cette section nous abordons le cas qui nous préoccupera dans la suite
de ce travail, c’est-a-dire le cas ou K est un corps de nombres et R = Ok
est son anneau des entiers. Nous noterons n = [K : Q] le degré de K sur
Q. Comme avant, A est une K-algebre centrale simple de dimension finie
r =m?, A un ordre maximal de A, I un idéal & droitede Aetb: I x] — K
une forme bilinéaire non dégénérée.

Proposition 1.3.1. L’algébre centrale simple A est une algébre séparable
sur Q et on a tryg = Tkyg o tra/x. De plus les O -ordres (mazimaux)
de A sont également des Z-ordres de A (mazimauz) et les idéauz de A sont
aussi des Z-idéauxr de A, vue comme algébre séparable sur Q. Ces idéaux
sont des Z-modules libres de rang rn.

PREUVE : C’est une conséquence des propositions 1.2.10 et 1.2.7.

]
REMARQUE : Si {ey,..., e} est une K-base de A contenue dans un idéal I
(qui existe pour tout idéal, voir la proposition 1.2.21) et {w1,...,w,} une

20



1.3 Le cas des corps de nombres

Z-base de Ok alors {wyeq, ... ,wpe1,wies...,wye,} est une Z-base de I. Le
fait de pouvoir considérer M a la fois comme module sur Z et sur Ok nous
permet de calculer d’une part ordz(M) et d’autre part ordg(M). Le lien
entre ces deux idéaux est donné par le résultat suivant.

Lemme 1.3.2. Si J C I sont des idéaux de A, alors
|1/ J|-Z = ordz(I/J) = Nk g(ordr(I/J)) - Z.
PREUVE : La premiere égalité est facile. Pour la seconde, nous savons qu'’il
existe des idéaux F1,..., Fs; de R avec
I/J = &;_ R/E;

et
ordgr(I/J)=FE;--- E;

(voir [Rei03] p.49), de sorte que

Ng/qlordr(I/J)) = Nk /q(E1) - - - Nijo(Es) = | &1y R/ Ei| = |1/J].

Corollaire 1.3.3. Soit I un idéal d droite d’une algébre centrale simple A
sur un corps de nombres K. Alors

N4/o() = Ng/o(Nayk (1))
et si I est un idéal entier d’un ordre A, alors
Naso(I) = [A/I].
PREUVE : Soit A = O, (1) et 5 € Z tel que I C A. Alors
Nyjo(I) = g~ "ordz(A/BI) = 87" Nk g(ordo, (A/BI)) =
Ng /(B8 "ordoy (A/BI)) = Ngo(Na/x (1))

La deuxieme affirmation découle directement du lemme précédent.

Soit b : I x I — K une forme bilinéaire non dégénérée. Alors b permet de
définir une forme Z-bilinéaire de la facon suivante :

Tb : IxI — Q
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On vérifie facilement que T3 est non dégénérée. Considérons
Iy, ={z € A|Ty(z,I) CZ}

c’est encore un Z-module libre de rang rn ; en revanche ce n’est pas nécessai-
rement un Og-module. L’idéal I} est également un Z-module de rang rn et
il est contenu dans L}b.

Proposition 1.3.4. Le cardinal du quotient de I}b par Iy ne dépend que du
corps de base K. Plus précisément, on a

17, /15| = |dk["
ou, de maniére équivalente,
ordz (I3, /1) = di 2
ot dg est le discriminant de K.

PREUVE : Soient B = {ej,...e,} une K-base de A contenue dans I, B* =
{e1,...,er} la base de I} duale de B, Q = {wi,...,wy} une Z-base de O,
E ={wiey,... ,wper,wreq,. .. ,wpe,y} la Z-base de I construite avec B et €.
Grace a cela nous obtenons des Z-bases de I} et de Ii bien particulieres. Il
s’agit de

F ={wie], ..., wpel,wael, ... ,wper}

(pour I;) et de
E* = {(wlel)*7 ey (wnel)*a (WQel)*7 ey (wner)*}

la base duale de E (pour I7, ).

Comme [; C I, il existe une matrice S € My, (Z) N GL,r(Q) qui est la
matrice de changement de base de F' vers E*. Cette matrice est constituée
de 72 blocs de méme taille n x n :

s glr
S = : :
st ..o8mr

ou Sij = (Sg)lgk,lgn S Mn(Z) Ainsi,

wier = E sié(wlej)* (I.1)
1 n
1 r

ININ

l
J

INIA

D’une part (en remplagant wye] par sa valeur dans I.1) nous obtenons

Ty(wre;,wiey) = S%
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1.4 Nombre de classes d’idéaux et nombre de types des ordres maximaux

et d’autre part

Ty(wrej, wiew) = T gwrwib(e]; eu)) = 6uiT  jg(wiwr)-

Par conséquent

S — (Tr/o(wiwr))1<tk<n sid=]
0 sinon.

Ainsi det(S) = []i_; det(S5%) = d%. De plus le lemme 1.2.23 nous dit que
ordz (17, /1) = det(S)Z, ce qui termine la preuve.
U

Proposition 1.3.5. Avec les mémes notations que ci-dessus, on a :

| det(Th)| = N jq(det(b)) - [d(K)["

PREUVE : Soit v € Z tel que vI C Ij. Alors vI C Iy C I, et, d’apres le
corollaire 1.2.24,
[y™ det(Ty)| = |17, /1]

il faut donc calculer |I7, /yI|. Nous savons que
(I7,/71) / (I /4D) = 17, /I

de sorte que |[y"" det(1y)| = |17, /I;|-|I; /1| Ainsi, par la proposition précédente
et le lemme 1.3.2,

Y™ det(Tp)| = |d(K)"| - N q(ordr(ly /7))
Mais ordg(I; /vI) = 4" det(b) (toujours par le corollaire 1.2.24), ce qui nous

permet de conclure.
O

1.4 Nombre de classes d’idéaux et nombre de types
des ordres maximaux

Dans cette section K désigne un corps de nombres, A une algebre centrale
simple sur K et A un ordre de A.
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Définition 1.4.1. Soient A et I' deux ordres de A, on dit que A et I" sont
conjugués s’il existe v € A* tel que

A=z'Tz.
Définition 1.4.2. Considérons la relation d’équivalence ~ définie par
A~T siA et sont conjugués.
Le nombre de types de A, noté ta, est le cardinal de ’ensemble

{A | A est un ordre maximal de A} [ ~ .

Définition 1.4.3. Deuz idéaux I et J de A sont dit équivalents a droite s’il
existe a € A* tel que

I=Ja

et on note I ~ J et on remarque que c’est une relation d’équivalence.
Le nombre de classes d’idéauz a gauche d’un ordre A, noté hi(A), est le
cardinal de l’ensemble

{I | I est un idéal a gauche de A}/ ~

On définit symétriquement le nombre de classes d’idéaux a droite de A (et
on le note h,(A).

Proposition 1.4.4. Soit A un ordre maximal de A. Notons t4 le nombre
de type de A, hi(A) le nombre de classes des idéauz a gauche de A et h.(A)
le nombre de classe des idéaux a droite de A. Alors

i) Les quantités ta, hy(A) et h,(A) sont finies.

i1) Les nombres entiers hi(A) et h,.(A) sont indépendants de ’ordre mazi-
mal A et sont égaux. On note alors ha le nombre de classes d’idéaux
(a droite ou a gauche) d’un ordre mazimal quelconque de A.

i11) L’ordre mazimal A est principal (a gauche et a droite) si et seulement
sthy =1.

iv) Si A est une algébre de quaternions (voir chapitre III) alors

ta<hag
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PREUVE : Pour i) et ii) voir [Rei03] p.228 théoreme 26.4 et exercice 8 p.232,
et pour iii) voir [Vig80] p.26 corollaire 4.11 et théoreme 5.4 p.87.

Nous terminons cette section en donnant le théoreme qui lie les ordres maxi-
maux entre eux.

Théoreme 1.4.5. Soit A et T' des ordres mazimaux de A. Soit I(A) et I(T")
les groupes des idéaux bilatéres de A et de I'. Alors il existe un idéal M a
gauche de A et a droite de I" tel que

ov: I(A) — I(T)
J — MlJM

est un isomorphisme de groupe. Si N est un idéal vérifiant les mémes pro-
priétés que M alors oy = pn. Lisomorphisme @y est donc indépendant
du choiz de M, on le notera . En particulier

A=MTM.

PREUVE : Voir [Rei03] théoreme 22.21 p.198.

1.5 Réseaux et réseaux idéaux

Dans cette section nous définissons les réseaux idéaux ainsi que les constantes
associées a ces réseaux qui nous permettront de borner le minimum euclidien
d’un ordre maximal.

Définition 1.5.1. Un réseau est une paire (L,q) ot L est un Z-module libre
de rang fini et q : Lg X Lg — R, une forme bilinéaire symétrique définie
positive, ot Lg = L ®7z R.

Définition 1.5.2.

i) Deuz réseaux (L,q) et (L',q") sont dit isomorphes s’il existe un isomor-
phisme ¢ de L sur L tel que ¢'((¢ @ id)(z), (¢ ®id)(y)) = q(x,y) pour
tout x,y € L.

it) Le réseau dual de (L,q) est défini par

(L*,q) ={x € Lr | q(z,y) € Z pour tout y € L}.
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REMARQUE : Sirang(L) = n, alors ¢ est un produit scalaire sur R" de sorte
que la notion de réseau est équivalente a celle de sous Z-module de R™ de
rang maximal (ou ¢ est le produit scalaire usuel).

Soit (L, q) un réseau. On pose q(x) = q(x,z) pour tout z € Lg. On définit
alors les invariants suivants.

Définition 1.5.3. Soit (L,q) un réseau de rang n. Alors
i) Le minimum du réseau est min(L,q) = inf,cp\ (0 q(2)-
it) Le maximum de x € Lg par rapport au réseau est
maxy, (z) = inf{q(z — ¢) | c € L}.
iii) Le mazimum du réseau est max(L,q) = sup{maxr(z) | x € Lg}.

iv) Le déterminant du réseau est le déterminant du produit scalaire q. C’est
un nombre réel positif.

v) Le premier invariant d’Hermite est y(L,q) = %.

vi) Le second invariant d’Hermite est 7(L,q) = %.

REMARQUE : Si aucune confusion n’est possible, on notera parfois L au lieu
de (L, q). Tous les invariants définis ici ne dépendent que de la classe d’iso-
morphisme du réseau. Intuitivement, et en tenant compte de la remarque
précédente, det(L,q) est le volume d’une maille du réseau, min(L, q) est la
longueur minimale des éléments de L et max(L,q) est le carré du rayon de
recouvrement de L (c’est-a-dire le rayon r minimal pour lequel la réunion
de toutes les boules, de rayon 7, centrées sur les points de L, recouvrent R™).

On peut également définir le maximum de L comme suit :

max(L,q) = inf{\ € R| pour tout z € Lp il existe y € L avec q(x—y) < A\}.

Notation 1.5.4. Soit A une algébre munie d’une involution. On notera F
Uensemble des éléments de A stables par Uinvolution et Fy = FaNA*. Sl
n’y a pas de confusion possible, on notera F au lieu de F4.

Proposition 1.5.5. Soient R un anneau de Dedekind, A une algébre sépara-
ble sur Frac(R) = k munie d’une involution k-linéaire v, A un R-ordre
de A stable par Uinvolution, I un idéal d droite de A et b : I x I — k
une forme R-bilinéaire symétrique non dégénérée. On suppose encore que
b(Ax,y) = b(x, \Vy) pour tout x,y € I et tout X\ € A. Alors il existe a € F*
tel que b(w,y) = trq ,(ray”) pour tout x,y € I.
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PREUVE : Tout d’abord nous étendons b a tout A par k-linéarité (car
kI = A) et nous remarquons que b(Ax,y) = b(z, \7y) pour tout A € A (car
v est k-linéaire et A = kA). Comme b et tr sont des formes bilinéaires non
dégénérées, elles induisent des isomorphismes de A vers A" = Homy (A, k).
Explicitement :

oA — At
r — by: A — Kk
y +— bz,y)
et
tr*: A — Af
r — 1p,: A — Kk

y o trag(y)

sont des isomorphismes. En particulier, pour tout x € A il existe un unique
yr € A tel que b, = t,,. Ainsi nous avons

tra/k(yz2) = b(x, 2) = b(1,272) = tra/p(y1272)
pour tout z € A. De sorte que y, = y1x7 et
b(w,2) = b(z,2) = tra/,(y127w) = tra/,(2y127)

pour tout z, z € A. Il suffit donc de poser a = y;. Le fait que « est inversible
découle du fait que b est non dégénérée. La stabilité de a par I'involution
découle de la symétrie de b et du fait que

tra/(27) = try () pour tout x € A.

On obtient immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1.5.6. Soit k un corps, A une algébre séparable sur k avec une
inwvolution k-linéaire v et b : Ax A — k une forme bilinéaire non dégénérée
vérifiant

b(Az,y) = b(x, \y)

pour tout x,y,\ € A. Alors il existe o € F* tel que

b(w,y) = tra/,(zay”)

pour tout x,y € A.
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Définition 1.5.7. Soit A une Q-algébre semi-simple de dimension finie et A
un Z-ordre. On suppose encore que Ar = A®qR est muni d’une involution
R-linéaire v. Un réseau idéal de A est un triplet (I,b,7y) ou I est un idéal
(généralisé) a droite de A et b : Ar x Ax — R une forme R-bilinéaire
symétrique définie positive vérifiant,

b(Az,y) = b(z, \7y)
pour tout x,y € Ir et tout A € Ag.

Par idéal généralisé nous entendons un Ix ou I est un idéal fractionnaire
de A et x € Ar. En général nous nous bornerons a considérer des idéaux
fractionnaires. Cependant, nous verrons par la suite qu’il y un cas ou il est
utile de remarquer que cette définition fonctionne dans le cas généralisé.

REMARQUE : Le lien entre l'idéal I et le réseau (I,b,y) n’apparait pas
clairement dans la définition d’un réseau idéal. En fait, on a

Ir =1®zR=Ag

ce qui prouve que (I,b,7) est bien un réseau au sens de la définiton 1.5.1.

On peut d’ores et déja distinguer deux classes d’algebres sur Q possédant un
réseau idéal : celles dont 'involution sur Ar provient d’une involution sur
A et les autres. L’existence d’une involution sur A pour laquelle il existe un
réseau idéal possible restreint le choix de A ; nous étudierons par la suite la
mesure de cette restriction. Sauf mention du contraire lorsque A est munie
d’une involution, on considérera toujours I'involution de Ag induite par celle
de A.

Nous pouvons maintenant définir les invariants d’Hermite liés directement
a l'idéal I.

Définition 1.5.8. Soit A un ordre et I un idéal & droite de A. Le premier
imwvariant d’Hermite de I est défini par

Ymin (1) = min{~(1,b) | (I,b) est un réseau idéal }
et le second invariant d’Hermite est défini par

Tmin(I) = min{7(1,b) | (I,b) est un réseau idéal }.

REMARQUE : Nous donnerons par la suite une borne supérieure de ymin (1)
et une borne inférieure de iy ().
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Proposition 1.5.9. Soit (I,b,7) un réseau idéal de A. Alors il existe o €
f:R tel que

b(w,y) = tra, r(zay”)
pour tout x,y € Ar oi try, r désigne la trace réduite de la R-algebre
séparable Ar (voir la définition 1.2.9).

PREUVE : Comme A est séparable, c’est une conséquence du corollaire
1.5.6.
O

Nous allons maintenant étudier quelques propriétés des involutions sur les
algebres semi-simples. Comme la question est tres vaste, nous ne mention-
nerons que les résultats directement utiles a la suite de ce travail. Pour plus
de détails voir [KMMT98|.

Proposition 1.5.10. Soient A et B des algébres simples sur un corps k et
v une involution k-linéaire sur A ® B. Deux cas sont possibles :

i. Soit |4 est une involution sur A. Dans ce cas y|p est également une
involution et

v: A®B — A®B
(a,b)  +—  (a7,b7).

it. Soit |4 n'est pas une involution sur A. Dans ce cas il existe un anti-
isomorphisme d’algébres f: A — B avec

v: A®B — AGB
(a,0) = (f7H(), f(a)).

PREUVE : Le cas ol une des algebres est réduite a 0 est clair. Supposons

donc A # 0 et B # 0. Notons

v: A@B — A®B
(a,b) +—  (g(a,b),h(a,d)).

Alors g: A® B — Aet h: A® B — B sont des anti-homomorphismes
d’algebres et comme ~ est d’ordre 2,

g(g(a,b),h(a,b)) =a

et
h((g(a, b)’ h(a’ b)) =b

pour tout a € A et b € B. En particulier (g(0,b),h(0,b)) € ker g pour tout
b€ Bet (g(a,0),h(a,0)) € ker h pour tout a € A. Ainsi ker g+kerh = A®B
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(car (g(a,b), h(a,b)) = (g(0,b),h(0,b))+ (g(a,0), h(a,0)) et v est surjective).
Remarquons encore que ker gNker h = {0} (car vy est injective). Finalement
A @ B = ker g & ker h, mais les noyaux de g et h sont des idéaux bilateres
propres (car g et h sont surjectives) et non nuls, de sorte qu’il n’existe plus
que deux possibilités : soit ker g = B et ker h = A, soit c’est I'inverse.

Dans le premier cas g induit

g: A — A
a +— g(a) = g(a,b)

et h induit

>
Sy

B —

b — h(b) = h(a,b)

avec (a,0)Y = (g(a), h(b)) pour tout a € A et b € A. Il suffit alors de
remarquer que g = y|4 et que h = v|p.
Dans le second cas, g induit

g: B — A
b — g(b) = gla,b)
et h induit ~
h: A — B
a +— h(a) =h(a,b)

avec (a,b)” = (§(b), h(a)). Il suffit alors de poser f = h, et de vérifier que
c’est un anti-isomorphisme d’algebres et que h™! = g.
U

Corollaire 1.5.11. Soit A = Ay @ --- @ A; une algebre semi-simple de
dimension finie sur un corps k munie d’une involution v k-linéaire. Alors,
a renumérotation prés des composants simples, on peut trouver 1 < s < t,
avec s pair, et des anti-isomorphismes d’algebres fo;_1.9; : Agi—1 — Az ot
1 <4< 3 tels que :

(ala e aat)fy = (fin(a2)a f1,2(a1)5 ey ;1175(018)7 fsfl,s(asfl))aerl, e ,CL;/).

PREUVE : Immédiat par la proposition précédente.

Ce résultat nous permet de restreindre les involutions qui peuvent donner
lieu a des réseaux idéaux.
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Corollaire 1.5.12. Soit A= A1 & ---® A; une algebre séparable sur k = Q
(ou k = R) munie d’une involution y k-linéaire. Supposons qu’il existe o €
F* tel que la forme bilinéaire symétrique

bo: AXA — k
(a,b)  +——  tra/p(acd?)

est définie positive. Alors, avec les notations du corollaire précédent, s = 0.
En d’autres termes, v induit une involution sur chaque composante simple
et pour tout a = (a1, ...,a;) on obtient a7 = (ai,...,a}).

PREUVE : Supposons s > 0 et posons f = fi 2 (voir le corollaire précédent).
Soient By = {e11,...,€1,} une k-base de A; et

By = fﬁl(Bl) = {fﬁl(eu) =€21,... ,fﬁl(elu) = €2u}
la base de Ay image de B;. Alors
ba(e11,e11) = tr(enae])) = tr(ennaf " (enn)) = tr(enaear) =0

car A1As = 0, ce qui est impossible car b, est définie positive.

Dans le cas ou « est dans le centre de A, on peut énoncer un résultat plus
précis.

Corollaire 1.5.13. Soit A = A1 ®--- D A, une algébre séparable surk = Q
(ou k = R) munie d’une involution ~y k-linéaire. Soit « € F* NZ(A) et

bo: AXA — k
(a,0)  +—  try(aad?).

Alors, avec les notations du corollaire 1.5.11,

t
. s S .
sign by, = (5, 5) + E signbq |4,
i=s+1

PREUVE : Choisissons 822;1 et BQZ' = f2i71,2i(82i71) des bases de Agz;l res-
pectivement Ag; comme dans la preuve du corollaire précédent (1 <i < 3)
et B;, des bases de A; pour s + 1 < j < t. Alors la matrice de b, par rap-
port a la base B = Ule B; est une matrice diagonale par blocs dont les 5

premiers blocs sont de la forme

0 Ba;_1,2; )
S= ,
( Baoi_1,2i 0
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ou les By;_1 2; sont des matrices symétriques de taille dimg(Ag;).
Les t — s blocs restants (de taille dimg(A4;) avec s +1 < j < t) sont les
matrices de bq|a;-

U

Corollaire 1.5.14. Soit A = A1 & --- ® A; une algébre séparable sur Q
munie d’une involution v, A un ordre de A et (I,b,7) un réseau idéal de A.
Alors il existe a = a1 + -+ oy € A tel que

t
b(z,y) =Y Tr,jo(tra,/x, (wicuy]))
i=1
pour tout x,y € I. De plus (I,b,y) = (I1,b1,m) ® -+ & (It,br, ) ou
(Iiybi,vi) = (INA;,bla;,v]4,) est un réseau idéal sur A; vue comme algébre
centrale simple sur son centre K;.

PREUVE : La premiere affirmation est une conséquence directe des pro-
positions 1.5.9 et 1.2.10. Soit e; € A; tels que 1 = e; + --- + ;. Alors
I=1Ie;+---+1e et Ie; = A; N 1. Posons I; = Ie;. 1l est clair que I; est
un idéal de A; = Ae; et, par la proposition 1.2.7, A; est un Og;,-ordre de
I’algebre centrale simple A;. De plus, comme b est définie positive, le corol-
laire 1.5.12 nous assure que 7y |4, est une involution sur A,.

Soit B; une Z-base de I;. Alors la matrice de b par rapport a la base B =
U§:1 B; est diagonale par blocs et les blocs diagonaux sont les matrices de
bla, par rapport aux bases B;. En d’autres termes, (I,b,7) = (I1,b1,71) @
<o @ (L, bey ).

O

Dans ce corollaire, A est munie d’une involution et I'involution sur Agr est
induite par celle de A. Il est aussi possible de formuler ce corollaire dans le
cas général.

Corollaire 1.5.15. Soit A= A1P---® A; une algebre séparable sur Q, A un
ordre de A et (I,b,7y) un réseau idéal de A. Il existe « = a1+ -+ € A
tel que

t
b(a,y) =D tria,, m(Ticiy]))
=1
pour tout T,y € IR' De plUS (I,b,'}/) - (Il7b1771) S D (Itabhfyt) ou

(i biyvi) = (I N Aisbl(a,),, YI(ay),) est un réseau idéal sur A; vue comme
algébre centrale simple sur son centre K;.
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Notation 1.5.16. Les deuz corollaires qui précédent nous permettent d’in-
troduire une nouvelle notation pour un réseau idéal (I,bqipha,v). En effet,
la forme bilinéaire b, ne dépend que de o € F*. On notera donc parfois
(I,c,7) a la place de (1,b,7).

REMARQUE : Ces corollaires nous assurent que pour étudier les réseaux
idéaux sur une Q-algebre séparable, il suffit d’étudier les réseaux d’une
algebre centrale simple sur un corps de nombres.

vant d’étudier plus en détails les réseaux idéaux, nous devons donc nous
Avant d’étud 1 détails 1 d , d d
pencher sur les algébres centrales simples sur un corps de nombres.

1.6 Algebre centrale simple sur un corps de nombres

Soit A une algebre centrale simple sur un corps de nombres K. On note
r = m? = dimg A la dimension de l'algébre A, n = [K : Q] le degré de
K, Ok P'anneau des entiers de K et o1, ..., 0, les n plongements complexes
de K. Nous conviendrons que les r; premiers plongements sont réels, les o
suivants sont complexes et les derniers 5 sont leurs conjugués, de sorte que
n = r1 + 2ry. Soit P un idéal premier de Ok. On notera Kp le complété de
K pour la valuation P-adique. De méme si o est un plongement (un premier
infini de K'), on notera K, le complété de K pour la valuation induite par le
plongement o. Le terme de “place de K” désigne un premier de O ou un
plongement de K dans C. On parlera de place infinie lorsqu’il s’agit d’'un
plongement et de place finie dans le cas contraire.

Soit P une place de K, considérons la Kp-algebre centrale simple Ap =
A®pk Kp et soit S un corps gauche de centre Kp tel que

Ap =M, (S)
(voir la proposition 1.2.1). Soit m% la dimension de S sur Kp. On dit que

mp est l'indice local de A en P et kp est la capacité locale de A en P.

L’algebre Ap est matricielle si est seulement si mp = 1. Si mp > 1 on dit
que A ramifie en P ou que P est ramifiée dans A.
Définition 1.6.1. On note
Ram(A) = {P | P est ramifiée dans A}
l’ensemble des places ramifiées,

Rams(A) = {0 | o est ramifiée dans A}
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I’ensemble des places infinies ramifiées et
Ramy(A) = {P € Spec(Ok) | P est ramifié dans A}

Uensemble des places ramifiées finies de A. On pose encore w = |Ramqo (A)|.

Comme il n’y a aucun corps gauche au dessus de C, aucune place complexe
n’est ramifiée. Cela nous permet d’adopter une nouvelle convention pour
I’ordre des places infinies. Les w premieres places infinies réelles sont celles
qui sont ramifiées et les r; — w suivantes celles qui ne le sont pas.

Définition 1.6.2. Soit A un ordre de A. Un idéal B bilatére de A est dit
premier si pour toute paire d’idéaux bilatéres S, T de A tels que ST C B, on
a soit S C B soit T C B.

Théoréme 1.6.3. Soit A une algébre centrale simple comme ci-dessus, A
un ordre maximal de A. Alors
i) Les idéaux premiers non nuls de Ok sont en bijection avec les idéaux
premiers de A. Cette bijection est donnée par :

¢: Spec(Og) «—  Spec(A)
P —— ANrad Ap
BNOg +— B

it) Pour presque tout idéal premier P de Ok, mp = 1.
i) Pour tout idéal premier P de O, PA = B5” (ot Bp = o(P)).

i) On peut exprimer le discriminant et la différente de A en fonction des
premiers Tamifiés :

D) =[BT et d(A)z(HP(W’_l)’“’> .
P

P

v) On a les équivalences suivantes :
mp>1 < P|dA) — Bp | D) < B%|PA.

PREUVE : Voir [Rei03] théoréme 32.1, p.272-273.

Proposition 1.6.4. Si o est une place infinie de K, on peut donner expli-
citement A,. Plus précisément :

M,,(R)  si o est réel et n’est pas ramifié dans A,
Ay = M%(H) st o est réel et est ramifié dans A,
M, (C)  si o est complexe A,

ot H = (—=1,—1)r désigne le corps des quaternions de Hamilton (voir les
définitions 3.1.1 et 3.1.2).
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PREUVE : Il n’y a que deux possibilités pour K, ; soit o est réel et alors
K, =R, soit ¢ n’est pas réel et K, = C. Nous savons qu’il existe un corps

gauche S, de dimension mg sur K, tel que

As = My, (So).

Si K = Ret my =1 (i.e. 0 n’est pas ramifiée dans A), alors S, = R et

donc A, = M,,(R).

Si K, = R et mg > 1 (i.e. o est ramifiée dans A), alors S, est un corps

gauche au-dessus de R donc S, = H. Ainsi Ay = Mm (H).

Si K, = C, alors nous avons nécessairement m, = 1 et donc A, = M,,(C).
O

Soit ¢, un isomorphisme entre A, et My, (Sy). On consideére la composition
suivante :

Y :ACL> ARk K, BRAAN M, (S5)

a——a® 1l——p,(a ®1)

C’est un homomorphisme injectif de K-algebres. A chaque plongement o
de K dans C on peut donc associer un plongement Y. (défini ci-dessus). On
dit que X est réel (respectivement ramifié) si le o correspondant est réel
(respectivement ramifié).

Remarquons que la structure naturelle de K-algebre sur K, est donnée par
k-k =o(k)konk € K et ke K, de sorte que, si o1 et oy sont deux
plongements de méme nature, on n’a pas nécessairement K,, = K., comme
K-algebres. En conséquence les R-algebres A, et A,, ne sont pas non plus
nécessairement isomorphes comme K-algebres.

Nous avons déja constaté que A peut étre vue comme une algebre séparable
sur Q. Nous pouvons donc considérer l'algebre Ar = A ®g R qui est une
R-algebre de dimension nm?. Nous noterons d I'injection naturelle

d: A — Ap

a — a®l

Nous pouvons donner une description précise de Agx comme produit d’algebres
de matrices. En effet, les applications
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i: Ap — AQx K®gR
a®Rr — a®R1Rr

a A®KK®QR — A®KH;;J{T2KJZ,
aRkr — a® (roy(k),..., 700 1y (k))

i Aok I[N K, — [ Aok Ko,
a®(k17"‘ak7'1+1) — (a®kla"'aa®krl+r2)

B " Ak Ke  — Ma(H)” x MR x My (C)
(a®k17---7a®kr1+r2) — (¢01(a®k1)7"'7()00"r1+'r2(a’®k7"1+7"2))

sont toutes des isomorphismes de R-algebres. De plus si 6 = fojoaoi est la
composition de ces isomorphismes, alors  od = H:;L” >;. Posons ¢ = d od.
Nous obtenons alors le résultat suivant.
Proposition 1.6.5. Avec les notations ci-dessus, ’application

6: Arp — M%(H)w X My, (R)™=% x M, (C)"2

est un isomorphisme de R-algébres et I’application

c: A — Mua(H)" x My (R)" ™ x M,y (C)2
a = (El(a)’ s 727’1+7’2 (a))

est un homomorphisme injectif de Q-algébres.

Par commodité de calcul, nous allons identifier Mo (H) avec une sous-algebre
de M,,,(C).

Notation 1.6.6. Soit m = 2k un entier pair. On pose

ME(C) = {( g _AB > eM,,(C)| A Be Mk((C)}.

Proposition 1.6.7. Il eziste un isomorphisme ® de R-algébres entre Mm (H)
et ME(C).
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PREUVE : Soit ¢ = qo+q1i+¢2j + g3k € H un quaternion quelconque. Alors
q=(qo+1iq1) + j(q2 — iq3) = 1 + jzo avec x1,z2 € C. Avec ces notations
I’application

f: B — MEQ)

q T —%2
Ty T

est un isomorphisme de R-algebres. Cet isomorphisme induit un isomor-
phisme f, entre M (H) et M%(Mg{(C)) Une permutation appropriée des
vecteurs de bases permet de construire le dernier isomorphisme ¢ entre
Mm (MEY(C)) et ME (C). L’application ® = o f, est I'isomorphisme cherché.

O

REMARQUE : L’isomorphisme donné est en fait également un homéomor-
phisme (pour la topologie naturelle des deux espaces). C’est donc un iso-
morphisme d’algebres topologiques.

On montre facilement que les inversibles de M (C), qu’on note GLE (C),
sont exactement les inversibles de M,, (C) contenus dans M (C). En d’autres
termes GLE (C) = M (C) N GL,,(C).

Si ¥ est réelle et ramifiée dans A, on note encore X la composition ¢ o 3.
De méme (J];2; ® xid x id) 0§ est encore noté d. Avec cet abus de notation
nous pouvons réécrire la proposition 1.6.5 de la maniére suivante.

Proposition 1.6.8. L’application
§: Agp — ME(C)¥ x M,,,(R)"~% x M,,(C)™
est un isomorphisme de R-algébres et I’application

c: A — Mp(C)¥ x My (R)" x My, (C)"
@ (Z1(0):- .. Srira(a))

est un homomorphisme injectif de Q-algébres.

Notation 1.6.9. Comme chacun des r1+ry composants simples de ’algébre
ME(C)? x M, (R)"~% x M,,(C)"2 correspond a un unique plongement o,
on notera aussi bien §; que d, pour les composantes de § et si a € Agr alors
a; désignera toujours 0;(a). De la méme fagon, nous noterons parfois M; ou
M, lalgébre de matrices 6;(Ar).
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Proposition 1.6.10. Avec les notations ci-dessus, on a

r1 r1+r2
tragm(a) = > Tr(a) + Y. (Tr(ay) + Te(ar))
i=1 i=r1+1
et
1 1472
nr 4, /r(a) = Hdet(ai) . H (det(ai) . det(ai))
i=1 i=r1+1

ot Tr(a;) est la trace de la matrice a;.

PREUVE : L’algebre Agr (via d) est un produit d’algebres de matrices. Le
point i) de la proposition 1.2.10 nous dit que

r1 r1+72
tragm(a) =Y tragm(a) + Y Toym(try cla)-
i=1 i=r1+1

De plus, la trace réduite sur M, (R) est la trace matricielle ; idem sur ME (C)
et sur M, (C). Quant & la trace de C sur R, nous avons T¢/p(r) = = + 7. il
faut procéder de méme pour la norme réduite.

0

Corollaire 1.6.11. Soient T une involution sur Ag et a € F} . La forme
bilinéaire trace

trg,: Ar X Ag — R
(a,b) — trAR/R(aosz)

est définie positive si et seulement si les formes trace des différentes compo-
santes matricielles de Ar sont définies positives. Autrement dit, si et seule-
ment si trq|m est définie positive pour toute composante matricielle M de
Ag.

PREUVE : La proposition précédente nous dit que

r1+re

try, = Z troln;
i=1

ou Ap = @g{m M;. Si try|wm, est définie positive pour tout 1 < i < r; +
ro alors tro, l'est également. Si tro |y, n’est pas définie positive pour un
certain ¢, alors il existe x € M;, non nul, tel que try|um, (x,z) < 0. Posons
a=610,...,0,2,0,...,0) ot § est I'isomorphisme entre Ag et @11 M;
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donné dans la proposition 1.6.8. Il vient alors tr,(a,a) = trq|m, (z,z) < 0.
U

Proposition 1.6.12. Soient a € A et tr : A — K la trace réduite de
lalgébre centrale simple A. Soient encore o un plongement et ¥ le plonge-
ment associé, alors

0(rCa/k.a) = Cs(a)

ot Cxyq) désigne le polynéme caractéristique de la matrice ¥(a). En parti-
culier

o(tra/k(a)) = Tr(X(a))
et
o(nry/r(a)) = det(X(a))

pour tout a € Ag.

PREUVE : Comme Y| = o pour les 71 +79 plongements X, nous appliquons
la proposition 1.2.11 et nous obtenons

TCMm(]R)/]KE(a) si o est réel et n’est pas ramifié dans A,
U(TCA/K,a) = TCM%‘;L(C)/R,E(G) si o est réel et est ramifié dans A,
rCM,,.(C)/C,5(a) S1 0 est complexe A.

Il suffit donc de voir que rCy,, k)R, = Cs(a), que rCy,,()/C,2(0) =
Cx(a) et que rCy= cyr = Cx(a). Les deux premieres affirmations sont
claires. Pour la derniere il faut calculer le polynéme caractéristique réduit
de la R-algebre centrale simple M (C). Comme C est algébriquement clos,
nous avons nécessairement ML (C) @g C = M,,(C). Mais C = R @ iR, donc

M. (C) ®g C = My (C) @ iM (C)
et I'image par cet isomorphisme d’un élément de la forme z® 1 est la matrice

x vue dans M,,(C), d’ou le résultat.
U

Corollaire 1.6.13. Soit a € A. Alors

Tr/gltrasx(a)) = tra,r(d(a))

1 ri1+r2
=3 Te(Si) + Y (Tr(Ei(a)) + Tr(Ei(a)))
i=1 i=r1+1
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et

N g(nra;x(a)) = nra, r(d(a))

r1 14712
= Hdet(Ei(a)) . H <det(2,~(a)) : det(Ei(a))> .
i=1 i=r1+1

PREUVE : Nous faisons la preuve pour la trace, 'autre est similaire. La
deuxieme égalité est une conséquence du fait que é; od = ¥; et de la propo-
sition 1.6.10. La proposition précédente nous donne

1 r1+re
S mEi@) + Y (Te(Sila) + (%) ) =
i=1 i=r1+1
1 r1+72
Zaz tra/r(a)) + Z (Uz‘(th/K(a)) + Ui(tTA/K(a)))
i=1 i=ri1+1

et cette derniére expression est exactement T g g (tra,x (a)), d’ott le résultat.

O

Proposition 1.6.14. Soit A une algébre centrale simple sur un corps de
nombres K, A un ordre de A et (I,a,T) un réseau idéal sur A. Identifions
encore Ar a ME (C)” x M,,,(R)""~% x M,,(C)"2. Alors
i) L’involution sur Ar restreinte a chacune des composantes est une in-
volution R-linéaire que I’on notera encore T.
i) c(A) = @ 5;(A) et chaque X;(A) est un Z-module libre de rang
dimg (M;) contenu dans M;. De plus ¢(\) est un Z-réseau, dans le sens
ot c’est un Z-module libre de rang mazximal de R™™.

iii) c(I) = @1 %i(I) et chaque %i(I) est un idéal a droite de $;(A). De
plus c(I) est un Z-réseau, dans le sens ou c’est un Z-module libre de
rang maximal, de R™.

iv) Les formes bilinéaires traces

Tr: Ml X Mz — R
(ai,bi) — Tr(aiaib[)

sont définies positives pour tout 1 < i < rq.
Les formes bilinéaires traces

Tr: M;xM, — R
(ai,b;) +— Tr(a;oub]) + Tr(a;a;b])

sont définies positives pour tout ri +1 < i < ry +ro.
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PREUVE : Comme by(7,y) = tra, /r(ray”) est définie positive i) est une
conséquence directe du corollaire 1.5.12.
i1) et 1) sont de simples vérifications et iv) est une conséquence de la

proposition 1.6.10.
O

Cette proposition nous dit que le choix de I'involution sur
Ar = ME(C)¥ x M,,,(R)™ ™% x M,,(C)"

pour qu'un réseau (I,b,) existe, se restreint aux choix d’involutions sur M;
telles que la forme trace soit définie positive. Cela nous amene donc a étudier
les involutions sur les M;. C’est le but de la prochaine section.

1.7 Involutions sur M2 (C), M,,(R) et M,,(C)

Soit 7 une involution R-linéaire sur M,,(R). On sait (voir [KMMT98] pro-
position 2.19 p.24) qu’il existe une matrice u € M,,(R), symétrique ou anti-
symétrique telle que 7 = Int(u) o t ou Int(u) est 'automorphisme intérieur
de M,,(R) donné par la conjugaison par u :

Int(u) : M, (R) — M, (R)

a — u lau

et t est la transposition matricielle. De plus ‘u = u si et seulement si 'invo-
lution est orthogonale.

Proposition 1.7.1. Soient T une involution R-linéaire sur M, (R) et a €
F* ={zx e GL,(R) | 2™ = z}. Alors
la forme bilinéaire trace

Tra: Mn(R) x Mp(R) — R
(a,b) —  Tr(aad™)
est définie positive si et seulement si
i) 1l existe un automorphisme intérieur o = Int(S) tel que o(y™) = Ypo(y).
it) La forme bilinéaire p(av) est symétrique et définie positive.
De plus, dans ce cas,
i11) L’involution T est orthogonale.

i) On a7 = Int(u) ot ot u € M,,(R) est symétrique et définie positive
ou définie négative.
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PREUVE : Supposons 4) et i) et notons (z) = x, pour tout x € M, (R).
Alors Tr(zax™) = Tr(z,0,'2y,). De plus, ay, est orthogonalement diagonali-
sable et ses valeurs propres sont strictement positives. Soit s € GL, (R) telle
que g = 5_10@,8 est diagonale et s~1 = s. Alors

Tr(zpa,'r,) = Tr(zys8s™Hr,) = Tr(s laysBs  y,s) =

m
= Tr(yoByy) = Y viilii
i,k

est un nombre réel strictement positif. Cela prouve que i) et i) impliquent
que Tr, est définie positive.

Supposons maintenant que Tr, est définie positive. Nous savons que 7 =
Int(u) ot ot u € GL,(R) est une matrice symétrique ou antisymétrique.
Supposons d’abord que ‘u = —u. Soit {E;; | 1 <i,j < m} la base canonique
de M,,(R). Définissons encore B = au~"! et calculons Tr(EijaE])

TI‘(EZ]OéEZT]) = TI'(EZ‘jBtEZ'ju) = Bjjuii. (12)

Comme u est antisymétrique, u; = 0 donc Tr, est dégénérée, ce qui est
absurde. Ainsi u est symétrique (ce qui prouve que 7 est orthogonale, et
régle en méme temps le point ii7)). Soit S € GL,,(R) tel que

I 0
t _ N . r
SuS-DouD-(O _IS>.

Considérons l'automorphisme intérieur ¢ = Int(S), et l'involution o =
Int(D) o t. Un rapide calcul permet de voir que ¢ est un isomorphisme
d’algebres a involution entre (M,,(R),7) et (M,,(R), o), c’est-a-dire :

e(x") = p(z)? pour tout x € M,,,(R).
En particulier,
Tr(zay™) = Tr(p(z)e(a)p(y)?) pour tout z,y € M, (R).

Pour terminer la preuve de i) il suffit de voir que o est en fait la transposition
matricielle, en d’autres termes que D = =£I,,. Dans ce but, nous vérifions
que

ajiBy sty <roui,j>r+1
—ajjE;;  sinon.

Ej;aD'E;D = { (1.3)
Mais
Te(EyjaB]) = Te(p(Eij)p(a)p(Ey)7) = Tr(ByaD ™ EjD) > 0
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pour tout 1 < 4,5 < m. Nous avons donc forcément r = 0 ou r = m, autre-
ment dit D = +1,,,. Donc o est la transposition matricielle. En particulier u
est définie positive ou définie négative, ce qui montre le point iv).

Il ne reste plus qu’'a prouver ii). Comme ‘“p(a) = p(a”) = p(a), p(a) est
symétrique. Posons ¢(a) = ay,. Soit T € GL,,(R) telle que 7! = T et
T_lozg,T = D ou D est une matrice diagonale. Posons X;; = E;; T+ alors

Tr(Xj0'Xi5) = Djj

donc Dj; > 0 pour tout 1 < j < m et donc a, est définie positive.

Définition 1.7.2. Une involution sur My, (R) vérifiant les conditions de la
proposition 1.7.1 (pour un certain o) est dite positive. Plus simplement dit,
une involution positive sur M, (R) est une involution sur M,,(R) isomorphe
a la transposition matricielle.

Corollaire 1.7.3. Sous les hypothéses de la proposition précédente,

(L(mxm)m > det(zaz™)

m

pour tout x € My, (R).

PREUVE : Si z n’est pas inversible alors le terme de droite est nul et
I'inégalité découle du fait que Tr, est définie positive. Si x est inversible,
alors, d’apres la proposition précédente,

Tr(zax™) = Tr(e(z)p(e) (z))

ou ¢ est un automorphisme et @(a) est symétrique et définie positive.
Comme x est inversible, ¢(z)¢(a)'p(z) est encore une forme bilinéaire sy-
métrique définie positive. Elle est donc orthogonalement diagonalisable et
I'inégalité entre moyennes arithmétique et géométrique nous assure que

(Tr(w(fﬂ)so(a)tso(w)) ) "

i > det(p(x)p(a)lp(x)).

Comme det(¢(z)p(a)lp(r)) = det(zaz™) nous obtenons le résutat escompté.

0

Soit maintenant 7 une involution R-linéaire sur M,,(C). Deux cas sont pos-
sibles :
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1. L’involution 7 est C-linéaire. Dans ce cas, il existe u € GL,,,(C) symétrique
ou anti-symétrique telle que 7 = Int(u) o t.

2. L’involution 7 n’est pas C-linéaire. Dans ce cas, il existe u € GL,,(C)
hermitienne telle que 7 = Int(u) oto™.

(voir [KMMT98|] proposition 2.19 et 2.20, p.24)

Proposition 1.7.4. Soient T une involution R-linéaire sur M,,(C) et a €
F* ={x € GL,(C) | 2" = z}. La forme bilinéaire trace

Tre : My, (C) x M, (C) — R
(a,b) —  Tr(aar(b)) + Tr(aat(b))

est définie positive si et seulement si

“o(y)-

i) Il existe un automorphisme intérieur ¢ = Int(S) tel que p(y™) =
it) La forme bilinéaire o(«v) est définie positive et hermitienne.
De plus, dans ce cas, les affirmations suivantes sont vérifiées :

iii) L’involution T n’est pas C-linéaire.

iv) Les quantités Tr(aat(a)) et det(aar(a)) sont des nombres réels pour
tout a € M, (C).

v) On a1 = Int(u)oto™ ou u € My, (C) est hermitienne et définie positive

ou définie négative.

PREUVE : De la méme maniere que dans la proposition 1.7.1nous montrons
que 1) et i) impliquent que Tr, est définie positive.

La réciproque est également tres similaire a la proposition 1.7.1. Nous nous
convainquons, en utilisant les équations 1.2 et 1.3 (dans la preuve de 1.7.1)
et I’équation :

Tr(iElet(iEkl)u) = —Bjyugroui=+v—-1€C (1.4)

que u est hermitienne. Cela signifie que 7 n’est pas C-linéaire et que 7 =
Int(u)oto™ avec 4 = u. Pour le reste de la preuve nous procedons de la méme
maniere en utilisant le fait que u est une forme sesquilinéaire hermitienne.

0

Définition 1.7.5. Une involution sur M,,(C) vérifiant les conditions de la
proposition 1.7.4 (pour un certain o) est dite positive. Plus simplement, une
involution positive est une involution sur My, (C) isomorphe a la transcon-
jugaison matricielle.
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Corollaire 1.7.6. Sous les hypothéses de la proposition précédente,

(Lr(f:ﬂ))m > det(zaz”)

pour tout x € M, (C).

PREUVE : Nous procédons comme dans le corollaire 1.7.3 en utilisant le fait
qu’une forme hermitienne définie positive est unitairement diagonalisable et
que toutes ses valeurs propres sont réelles et positives.

0

Il reste & étudier le cas de Mum (H) = ME(C). Nous avons déja vu dans la

section précédente que

HI“M%(H)/R(@ = det(®(x))
et

trM%(H)/R(m) = Tr(®(x))

pour tout z € M (H) (ot ® est 'isomorphisme entre M (H) et ME(C)
défini dans la proposition 1.6.7). Il est facile de montrer que si 7 est I'involu-
tion canonique sur les coefficients des matrices de M% (H) et ~la conjugaison

complexe sur les coefficients des matrices de ML (C), alors

Potoy=to.

Soit T une involution R-linéaire sur M= (H) ; alors il existe (voir [KMMT98]
proposition 2.20, p.24) un automorphisme intérieur Int(u) de M%(H) tel
que

7=Int(u)otory

avec Y = +u. De plus 7 est symplectique si et seulement si Y = w.

Vu ce qui précede, les involutions sur ME (C) sont de la forme Int(u)oto ~
ot i = +u et u € GLE(C).

Proposition 1.7.7. Soient T une involution R-linéaire sur ML (C) et o €
F* ={x € GLE(C) | 7(z) = z}. La forme bilinéaire trace

Tr,: ME(@©C)xMEWC) — R
(a,b) —  Tr(aat(b))

est définie positive si et seulement si les deux conditions suivantes somt
vérifiées :
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i) Il existe un automorphisme intérieur ¢ = Int(S) de ME(C) tel que
p(y7) = "ey).

it) La forme sesquilinéaire p(a) est définie positive et hermitienne.

De plus, dans ce cas, les conditions suivantes sont vérifiées
i11) L’involution T est symplectique.

iw) On a 7 = Int(u) oto ~ ou u € ML(C) est hermitienne et définie
positive ou définie négative.

PREUVE : Une fois de plus la démonstration est analogue a celle de la pro-
position 1.7.1. La partie “si” se démontre comme dans 1.7.1 sans présenter

de difficultés.

Pour la partie “seulement si”, posons m = 2k et considérons 7 = Int(u)o ot

avec 4 = Zu. Supposons que % = —u. Alors, par un théoréme spec-
tral classique, il existe T € GL,,(C) avec 'T = T7!, telle que T~ 'uT =
D ou D = Diag(iby,...,i0,) avec les 0; réels. Remarquons de plus que
si v = (v1,..., U Vps1,---,0Up) est un vecteur propre de w alors v/ =
(—Uk41y.+-y—Upm,U1,-..,0k) est encore un vecteur propre de u. Il est donc
possible de choisir, quitte & réarranger les colonnes, T € GLE (C) de sorte
que D = Diag(ify,...,i10, —ib,...,—i0). Nous procédons comme dans

1.7.1 pour voir que I'involution 7 est isomorphe a l'involution Int(D)oto™.
Nous allons maintenant voir que cette involution est incompatible avec le
fait que Tr, est définie positive.

Considérons les ensembles

Bi={E;+Ejrjw|1<rj <k}
BQ:{ET,]'—ET,]C,TJF]g ’ k+1<r<m, 1§j§k}
By ={ilj — iy i | 1 <1 j <k}

By ={iE,j+iE,_j ik | k+1<7rj<m}

et

alors B est une R-base de ML (C). Pour tout D € M (C)
Tr(blothl_)lD) = Dijn’(Oéjj + d]’j)
pour tout 1 <i,j < k et tout by € By et

Tr(baaD'baD) = DjypjsrDi g i-r(ajj + ajj)
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pour tout i > k+ 1, j < k, et tout by € Bs.

En particulier, si Tr, est définie positive, alors sign(D;;) = sign(Djik, j+)
pour tout j < k, ce qui est faux dans notre situation. Donc 7 = Int(u) o ot

avec ‘4 = u et donc 7 est symplectique.

En suivant la méme démarche que ci-dessus (et en s’inspirant de 1.7.1) nous
démontrons que 7 est isomorphe & “ot ce qui prouve 7). Le point i) se traite
comme dans 1.7.1).

O

Définition 1.7.8. Une involution sur ML (C) vérifiant les conditions de la
proposition 1.7.7 (pour un certain o) est dite positive. Plus simplement, une
involution positive est une involution sur ME (C) isomorphe & la transcon-
jugaison matricielle.

Corollaire 1.7.9. Sous les hypothéses de la proposition précédente,

(L"(mﬂ)m > det(zaz™)

m

pour tout x € MEL(C). Autrement dit

m

0y (e /R (TOT)\
< = ZHTM%(H)/R(CUO@T)

pour tout x € M (H).

PREUVE : Nous procédons comme dans la preuve du corollaire 1.7.3.

0

Comme conséquence de ces résultats, nous pouvons énoncer un théoréme
M

qui est une généralisation de l'inégalité entre norme et trace sur un corps de

nombres.

Théoréme 1.7.10. Soit A une algébre centrale simple de dimension r = m?>

sur un corps de nombres de degré n. Soit T une involution R-linéaire sur
Ar. On suppose qu’il existe o € fXR tel que la forme bilinéaire

Tal ARXAR — R
(a,0)  +—— tra, /r(aad”)
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est définie positive. Alors

tr 4, /r(Tax)\ "™ .
<Rn—m> Z HI'AR/R(.%'O(.T )

pour tout x € Ag.

PREUVE : Rappelons que 7 induit sur chaque composante matricielle de
Ap une involution R-linéaire que nous noterons 7;. Par la proposition 1.6.10,

(2222 (G o)

1 & -
v = — Z Tr(z;042]")
m i=1

T1

1 .
Vg = — Z Tr(z;ouz]")
m
i=w+1
1 r1+712
vy = — Z Tr(ziax]) + Tr(z;0q2]")
m i=r1+1

ou 7; = 7|y, L'inégalité entre moyennes arithmétique et géométrique nous
dit que cette derniere expression est supérieure ou égale a

P —— m
<ﬁ Tr(ziciz]’) ﬁ Tr(ziciz]') rﬁQ Tr(ziouz]') Tr(xmm?))
. m ‘ m , m m
i=1 i=w+1 i=r1+1
qui, par les corollaires 1.7.3, 1.7.6, 1.7.9, est elle-méme supérieure ou égale a
w 1 r1+r2
H det(z;0qz]") - H det(z;0qx]") - H det(z;0qx]") - det(z;ouz]’)
i=1 i=w+1 i=r1+1

qui est exactement nr 4, /g (zaz’).

Le théoreme est énoncé ici sous la version qui interviendra par la suite. Il
est possible d’en donner une version qui rappelle I'inégalité entre norme et
trace dans le cas des corps de nombres :
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Théoreme 1.7.11. Soient A une algébre centrale simple de dimension
r = m? sur un corps de nombres de degré n, a € Ag tel que a; est (a
automorphisme prés) symétrique et définie positive pour tout w+1 < i <r;
et (a automorphisme preés) hermitienne, définie positive pour tout 1 <i < w

et toutr1 +1<1i<ry+rsy, alors

<trAR/R(a)

- ) > nry, ()

PREUVE : La démonstration se fait comme dans le théoreme précédent.

0

1.8 Déterminant d’un réseau idéal
Si nous résumons une partie des résultats des deux sections précédentes en
termes de réseaux idéaux, nous obtenons le théoréme suivant.

Théoréme 1.8.1. Soit A une algébre centrale simple de dimension finie sur
un corps de nombres et (I,by) un réseau idéal de A. Alors

ba(z,y) =
w 71 T2
Z Tr(xiaitﬂ) + Z Tr(z;q; tyl-) + Z (Tr(:viait%) + Tr(z;q; t@))
i=1 i=wt1 i=r141

ot les x;, a;,y; désignent (4 automorphisme intérieur prés) les images de
x,a,y par 6; (voir la notation 1.6.9) dans l'algébre matricielle correspon-
dante.

REMARQUE : Pour simplifier les notations et en méme temps parce qu’il
s’agit du cas qui nous préoccupera par la suite, nous nous sommes limités
dans ce théoreme aux algebres centrales simples sur un corps de nombres,
c’est-a-dire aux algebres séparables sur Q avec une seule composante simple.
Pourtant le théoreme se généralise facilement a toute algebre séparable sur

Q.

Corollaire 1.8.2. Soit I un idéal de A. Alors (I,by) est un réseau idéal.
PREUVE : 1l suffit de vérifier que by(x,z) > 0 si x # 0, ce qui découle du

théoreme précédent.

O
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Nous allons maintenant donner une caractérisation du déterminant d’un
réseau idéal. Pour cela nous avons besoin de quelques résultats supplémen-
taires dont certains généralisent les résultats obtenus a la section 1.2.

Définition 1.8.3. Soient R un anneau de Dedekind, k = Frac(R), L un
corps contenant k, A une k-algébre séparable de dimension r, I un idéal de
Aetb: I x It — L une forme bilinéaire non dégénérée.

i) On définit le dual de I par rapport a b de la fagon suivante :
Iy ={x € AL | b(z,I) C R}.

it) Le déterminant de b est lidéal fractionnaire de R engendré par le
déterminant des matrices b(x;, x;)1<ij<r oU les x; parcourent I. Au-
trement dit

det(b) = (det(b(xi, xj)1<ij<r) | 1,..., 2, € I).
i11) Si b est la forme bilinéaire trace, on note
Iy ={x €Ay | tra, L (x]) C R}
le dual de b. C’est la différente inverse de 1.

REMARQUE : Si
d: I — 1Ip

r — T®1

est l'inclusion canonique, alors I est simplement I'idéal dual d(/); défini
dans 1.2.12.

Proposition 1.8.4. Soient R un anneau de Dedekind, k = Frac(R), L un
corps contenant k, A une k-algébre séparable, I un idéal de A et

b: I x I, — L

une forme bilinéaire non dégénérée. Alors I est un R-réseau complet de
Ar, et pour tout B € R avec 31 C Iy,

B Tordp(I;/BI) = det(b).

PREUVE : Soit B = {ej,...,e,} une k-base de A contenue dans I. Alors
B*, la base duale de B, est une L-base de Ay. Comme I est un idéal de A,
il existe une base B’ = {fi,..., fr} de A avec

Reiy®--- @& Re, CICRf1®- @ Rfr
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1.8 Déterminant d’un réseau idéal

En passant au dual, nous obtenons
Rff®---®RffCI"C Re] & - & Rey,
donc I* est contenu dans un R-réseau complet. De plus
Lff®--@®Lff CLI"CLei®--- @ Le

donc I} est bien un module de génération finie tel que LI = Ay. La méme
démarche montre que Ig|1><1 = I*N A est un idéal de A, donc il existe 3 € R
tel que I C I*NA C I*.
Pour la deuxieme affirmation, nous procedons comme dans le corollaire
1.2.24.

O

Le dual, I}, de I est donc un R-réseau complet de la L-algebre séparable
Apr, pourtant nous ne pouvons parler d’idéal de Ay, pour Ij;. En effet, dans
ce cas, L # Frac(R), en particulier nous n’avons pas de notion de norme de
I

b

Afin de simplifier les notations nous introduisons ici la notion de norme dans
un cadre plus général.

Définition 1.8.5. Soient R un anneau de Dedekind, k = Frac(R), L un
corps contenant k, A une k-algebre séparable de dimension r, I un R-réseau
complet de Ay, et A= O)(I) ={x € AL | I C I} l'ordre a gauche de I. On
suppose que Oy(I) C LI et qu’il existe a € Ay, tel que ol C A. La norme de
I est l'idéal fractionnaire généralisé de R donné par :

N, /n(I) =Ny, /r(2) lordg(A/al).

On vérifie que cette norme est indépendante du choiz de a et qu’elle vérifie
les mémes propriétés que la norme des idéauz.

Il est clair que si I est un idéal de A on a
Na/u(I) =Ny, /(1)

On suppose maintenant que Aj est muni d’une involution L-linéaire 7 et
que la forme bilinéaire b est donnée par

b(w,y) = ba(w,y) = tra, ;p(xay”)

ou o € f:L.
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Proposition 1.8.6. Soient R un anneau de Dedekind, k = Frac(R), L un
corps contenant k, A une k-algébre séparable et A un ordre de A. Soient
encore T une involution sur Ay, et I un idéal o droite de A. Alors

i) Op(I7) = O((I)7 et O)(I7) = A".
i) Iy, =I""ATa" L.

PREUVE : simples vérifications.

Corollaire 1.8.7. Sous les hypothéses de la proposition précédente A7 est
un ordre de la k-algebre A™ et I} o (respectivement I7) est un idéal a droite
(respectivement a gauche) de AT. De plus

Na, /L") = Nyr ) (I™) = Ny (1) (I.5)
et
Na, () =Na, (@ d(A) TN (1) (1.6)

PREUVE : Les premieres affirmations sont claires. Pour les affirmations sur
les normes, remarquons d’abord le résultat général suivant. Si J est un idéal
de A7, alors il existe # € R avec J C AT de sorte que, par définition,

Na,/o(J) = Na, (B~ ordr(AT/BJ) = " ordr(AT/BJ) = Nygr ji ().

En d’autres termes, la norme sur Ay, d’un idéal de A" coincide avec sa norme
sur A”. Pour montrer 1.5 il suffit donc de vérifier la seconde égalité. Celle-ci
découle du fait que

AT/BIT = A/BI.
Pour 1.6, nous avons
N, (i) =Na, n(a Ny, /(I o).
Le calcul de Ny, , (I b «) est facilité par le fait que 1, 5, @ est un idéal de A7 :
N, /(i) = Nar g (AT)N g (1) 77 = d(A) !Ny (1)

ol la premiere égalité découle de la proposition 1.8.6 et la seconde de la
suite d’égalités

Nar k(A7) = Ny (A) = N(D(A)) " =d(A)

Afin de calculer le déterminant de b,,, nous avons besoin d’un dernier résultat.
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Proposition 1.8.8. Soient A comme ci-dessus et I un idéal a droite de A,
un ordre de A. On sait que I « et I™ sont des idéauz de AT, donc il existe
B € R avec BI" C Ij a. On a

Ny, /r(a ) det(b) = B~ ordp(L; a/BI7).

PREUVE : Nous procedons comme dans le corollaire 1.2.24 pour nous ra-
mener au cas ou les idéaux sont libres. Dans ce cas posons B = {eq,...,e.}
une R-base de I et B* sa base duale. Alors

T
e = Z b(ej,ei)e;.
j=1

Observons le changement de bases entre les bases B” de I” et B*a de I a.
Le changement de base se fait en deux temps. Tout d’abord, la matrice de
passage M’ de B™ a a(B*)™ est donnée par la matrice de la multiplication par

o~ ! multipliée par la matrice b(e;, e;) (car €] = > et atb(e;, e;)a(e;)T).

Ensuite, la matrice de passage M de «(B*)" a B*« est son propre inverse
(car T est d’ordre 2).

Finalement, la matrice de passage entre B” et B*« est donnée par P = M'M.
Le lemme 1.2.23 nous assure que

det(P)- R = B~ "ordr(I; a/BI7).

det(P) = det(M'M) = +det(M’') = :I:NAL/L(ofl) det(by).

Corollaire 1.8.9. Soient A une algébre séparable de dimension r sur k,

L un corps contenant k, A un ordre de A, I un idéal a droite de A et

by : I, x I, — L, la forme bilinéaire symétrique non dégénérée donnée par
b(w,y) = try, /p(ray”)

ou T est une tnvolution L-linéaire sur Ay, et o € fZL. Alors

det(ba) = N, /r.()N 4/, (I)*d(A/R).
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PREUVE : Soient 8,7 € R tels que y8I" C vI; o C A". Considérons la
suite exacte courte de R-modules

0— Iy a/BI" — AT /481" — A" /yI; o — 0
alors (voir proposition 1.2.20)

ordr (A" /yBIT) = ordr(A" /vI; a)ordgr(Iy o/BIT)
autrement dit,

Y B Nask(I) =Na, /p()y N, /r (15 )N 4, (e 1) 8" det(bg)
Oou encore
NA/k(I) = NAL/L(Iga) det(ba).

En remplagant la valeur de Ny, , L(Iga) par celle donnée dans le corollaire
1.8.7, nous obtenons

Na/i(I) =Ny, jr(@A(A/R) ™ Ny (1)~ det(ba)

d’ou le résultat.

Nous allons maintenant appliquer ces résultats au cas qui nous intéresse,
c’est-a-dire R = 7Z, k = Q, A est une K-algebre centrale simple de dimen-
sion r = m? ot K est un corps de nombres de degré n, L = R et (I,b,) est
un réseau idéal sur A.

Commencons par un résultat qui lie le discriminant d’un ordre A en tant
que Z-ordre et son discriminant en tant que Og-ordre.

Proposition 1.8.10. Soient K un corps de nombres, A une algébre centrale
simple de dimension r =m? sur K et A un ordre de A. Alors

d(A/Z) = Nk /o (d(A/Ok))dk
ot d(A/Z) désigne le discriminant de A vu comme Z-ordre de la Q-algébre
séparable A, d(A/Ok) = d(A) est le discriminant de A (vu comme O -ordre
de A) et dg est le discriminant de K.

PREUVE : Voir [Rei03] exercices 1 et 2, p.223

Ce dernier résultat nous permet d’énoncer le résultat final qui donne une
expression du déterminant d’un réseau idéal.
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Proposition 1.8.11. Soient K un corps de nombres de degré n, A une
algébre centrale simple de dimension r = m? sur K, A un ordre de A, I un
idéal o droite de A et (I,a) un réseau idéal de A. Alors

det(I, ) = Ny, /r(a)Ng/o(Na/x (1)*d(A/Ok))d
ou encore

det([, Oé) = HI'AR/R(Ck)mNK/Q(HI“A/K(I)2md(A/OK))d;(.

PREUVE : La premiere affirmation est une conséquence directe du corollaire
1.8.9 et de la proposition précédente. Pour la seconde affirmation, il suffit
d’observer que

N /r(a) = nry, /g ()™
Cette égalité est toujours vraie dans le cas d’une algebre centrale simple de

dimension m?, cependant Ar n’est pas une algebre centrale simple sur R
mais seulement séparable. Pourtant, par la proposition 1.2.10, nous avons

r1+7r2

N /r(a) = H nr g, /g ()™
=1

ol les A; sont les composantes simples de Ag avec mf = [A; : K;] ou K est le
centre de A;. Mais toutes les composantes simples de Ar sont de dimension

m? sur leur centre respectif (voir section 1.6) de sorte que

r1+r2

Ngp/r(a) = H nr 4, g(Q)™ = nry, r (@)™
=1

ol la seconde égalité découle encore de la proposition 1.2.10.

On préférera parfois, pour la simplicité de certains calculs, utiliser le résultat
sous sa forme quasi originale :

Proposition 1.8.12. Soient K un corps de nombres de degré n, A une
algebre centrale simple de dimension r = m? sur K, A un ordre de A, I un
idéal bilatere de A et (I,b,) un réseau idéal de A. Alors

det(I,ba) = nr 4, /R () "N 4 0(I)*d(A/Z).

Dans le cas particulier ot @ € A et ou l'involution sur Ag est induite par
une involution sur A, on peut réécrire ce résultat et en donner une preuve
différente.
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Proposition 1.8.13. Soient K un corps de nombres de degré n, A une
algébre centrale simple de dimension r = m? sur K munie d’une involution
7, A un ordre de A, I un idéal a droite de A et (I,c,T) un réseau idéal de
A avec o € A. Alors

det(I, o, 7) = Nyjo(Na i ()N 4 /5 (1)*d(A/ Ok )
ou encore

det([, «, T) = NK/Q(HI'A/K((X)mHI'A/K(I)2md(A/0K))d%

PREUVE : C’est bien str une conséquence directe de la proposition précé-
dente. Cependant, dans ce cas

ba(7,y) = Tk g(tr(zay™))

pour tout x,y € A et cette forme bilinéaire a abondamment été étudiée dans
la section 1.3. Sachant que I* = AI""a~! (comme A est maximal et comme
7 est une involution sur A, A™ = A) en combinant les résutats 1.3.5 et 1.2.25
nous obtenons le résultat cherché.

0

1.9 Invariants d’Hermite

Toujours dans 'optique de déterminer les invariants des réseaux idéaux nous
allons calculer l'invariant d’Hermite vpin(A), oit A est un ordre maximal, et
borner inférieurement ~pin(Z), ot I est un idéal a droite de A. Nous don-
nerons également une borne supérieure de Ty, (I). Dans cette section A est
une algebres centrales simples de dimension = m? sur le corps de nombres

K

Rappelons que si (I, a,n) est un réseau idéal de A, alors

min(7,c,n)

1 (I —

Ymin(I) = min {y(I, o, n) | (I,,n) est un réseau idéal de A}
9. I _ max(l,an) t
T = ©

Tmin (1) = min {min (I, @, n) | (I, @,n) est un réseau idéal de A}
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Définition 1.9.1. Soient I, J des idéauzx dans une algébre séparable A. On
dit que I est équivalent a J s’il existe x € A* tel que xI = J. Le minimum
d’un idéal I, noté min(I), est défini par

min(/) = min{Nyq(J) | J est équivalent a 1.

Proposition 1.9.2. Soient K un corps de nombres de degré n, A une K-
algebre centrale & division de dimension m = m?, A un ordre de A et I un
idéal a droite (ou a gauche) de A. Alors
Z) erin(I) > W mln(I)Q/rn = NK/Q(d(A/TOnZ))l/T"d}(/n mln(I)Q/rn;
mn
Nic/g(d(A/Or)) /™

’”) fymln(A) = d(A/n%;LI/rn =

PREUVE : Soient o € Ag et 7 une involution sur Ag tels que (I, a,7) est
un réseau idéal. Nous notons g (7) = tr, /r (zaz™) pour tout x € Ag. Pour
tout = € Ag,
da(x) = trAR/R(:Uosz) > nm(nrAR/R(xaxT))l/"m

ou l'inégalité découle du théoreme 1.7.10. Le terme de droite de I'inégalité est
nm - nrAR/R(x)Q/"mnrAR/R(a)1/"m, mais l'expression de nry, /g (a) en fonc-
tion du déterminant de (I, a,7) nous est donnée par la proposition 1.8.12.
Par conséquent,

Ga(2) nm_ - nra ()
det(I,a, 7)Y/ = d(A/Z)/™ Ny (1) -

Observons l'inégalité lorsque x € A. Dans ce cas, nry, /g(z) = nry/g(z) =

NA/Q(x)l/m et il vient

Ga(x) nm
det(I,a, 7)1/ = d(A/Z)Y/™

NA/Q(CCI_l)Q/rn.
Comme N(zI~!) > min(I) pour tout z € AX et que

~(I,a,7) :min{% | x EI\{O}}

nous obtenons ).
Pour ii), il suffit de voir que ymin(A) < (1(/\/7%% (Pautre inégalité découle de
i)). Considérons le réseau (A, 1), nous avons det(A,1) = d(A/Z) et q1(1) =
nm de sorte que

nm
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d’ou le résultat.

Soit (I, a, 7) un réseau idéal de A. Remarquons que (I*, a, 7) est un réseau
idéal de A™ (au sens de la définition 1.5.7). Afin de borner 7y, (), nous avons
besoin d’énoncer la proposition précédente pour le réseau (I*,«, 7). Cette
proposition ne peut s’appliquer telle qu’elle est, car I'* est un idéal généralisé
de A™. Bien que tous les résultats utilisés dans la proposition précédente
s’étendent facilement aux idéaux généralisés, nous préférons donner ici une
preuve du résultat qui nous intéresse en utilisant uniquement ce qui précede.

Corollaire 1.9.3. Soient K un corps de nombres de degré n, A une K-
algébre centrale & division de dimension r = m?, A un ordre de A et I un
idéal a droite de A. Alors

: () > mn : *\2/rn _ mn : *\2/rn
Y Yuin(I") 2 7z gy min(l) Ny @ 0y gy i)

i) Ymin(A") = g/ = Ni/g(d(A/Og ) V/rrdy/™

PREUVE : Nous savons que [*a est un idéal a gauche de A”. De plus
(I*a,a™t, 1) = (I*,a, 7). 1l suffit donc de montrer la proposition pour le
réseau idéal (I*a,a~!, 7). Ainsi

Y(I*o,a7!,7) > min {y(I*o, 8,7)} = Ymin([Fr) >
ﬁeij

mn mn

""" min(I* 2/rn TR0 I* 2/rn
d(AT/Z)l/rn mln( Oé) d(AT/Z)l/rn mln( )

Comme d(A7/Z) = d(A/Z) on obtient ). Le second point s’obtient comme
dans la proposition précédente.

O

Lemme 1.9.4. Pour tout réseau (L,q) de rang n,

’I’L2

(L, q)v(L*,q) < R

PREUVE : voir [BF06] lemme 4.4, p.8

Corollaire 1.9.5. Soient K un corps de nombres de degré n, A une K-
algébre centrale & division de dimension m = m2, A un ordre de A et I un
idéal a droite de A. Alors

nt

Tmin(I) < T . d(A/Z)l/rn
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PREUVE : Nous avons

7“2n2 mn

T 2 T ba)y (I ba) 2 7(1 bQ)W

ou les inégalités proviennent du lemme précédent (pour la premiere) et du
corollaire 1.9.3 (pour la seconde).

0
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Chapitre 11

Minimum euclidien des
ordres maximaux

Dans ce chapitre, nous définissons le minimum euclidien et le minimum in-
homogene d’un ordre dans une algebre centrale simple. Nous montrons, dans
la section 2.3, que ces minima coincident et sont rationnels sous certaines
conditions. Dans la section 2.4, nous énoncons les résultats qui permettent
de comparer le minimum euclidien de deux ordres d’une méme algebre. C’est
dans la section 2.5 que se trouve le théoreme principal du chapitre qui lie le
minimum euclidien d’un idéal aux invariants d’Hermite des réseaux idéaux
que l'on peut construire sur cet idéal. La section 2.6 classifie les algebres a
involution sur lesquelles la construction d’un réseau idéal est possible.

2.1 Anneaux euclidiens

Dans cette section nous allons définir un anneau euclidien et donner quelques
résultats généraux. Les anneaux seront quelconques, sauf mention du con-
traire. Les propositions sont énoncées pour un anneau euclidien a droite mais
reste vraies pour un anneau euclidien a gauche.

Définition 2.1.1. Soient A un anneau et ¢ : A — N une application. On
dit que A est euclidien a droite pour ¢ si, pour tout a,b € A avec b # 0, il
existe q,r € A tels que a = bq + 1 et p(r) < o(b).

L’application ¢ est alors appelée un algorithme d’Fuclide. On définit, de
maniére analogue, un anneau euclidien a gauche en remplacant bq par qb.

Les preuves des résultats suivants se trouvent dans [Sam71]. L’hypothese de
commutativité de A n’est jamais utilisée.
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Proposition 2.1.2. Soient A est un anneau euclidien a droite pour @ et
beA. Ona
©(b) =0 si et seulement si b= 0.

Proposition 2.1.3. Soient A un anneau euclidien a droite pour ¢ et b € A
tel que p(b) = min{p(A) \ {0}}. Alors b est inversible dans A.

Proposition 2.1.4. Soit A un anneau euclidien o droite pour . Alors tout
idéal a droite dans A est principal.

Proposition 2.1.5. Soit A un anneau euclidien a droite pour . Posons
p1(a) = infpeqa\foy p(b). Alors A est euclidien pour o1 et

a) ¢1(ca) = p1(a) pour ca # 0,
b) pi(ca) = pi(a) si et seulement si caA = aA,
¢) p1(a) < p(a) pour tout a € A.

Corollaire 2.1.6 (réciproque de la proposition 2.1.3). Sip; est comme
dans la proposition ci-dessus, alors u est inversible dans A si et seulement
si p1(u) est le plus petit élément de ¢1(A) \ {0}.

Proposition 2.1.7. Soient I un ensemble d’indices et (pq)acr une fa-
mille d’algorithmes d’Euclide pour ’anneau euclidien o droite A. Alors ¢ =
infocr o est encore un algorithme d’Fuclide pour A.

Cette proposition montre I'existence d’un algorithme minimal pour un an-
neau euclidien.

Proposition 2.1.8. Soit 0 'algorithme minimal pour un anneau euclidien
a droite A. Pour tout n € N, on pose

Ap={z€A|0x)<n} et A, ={xrecA]|lx)<n}

Alors Ay, est la réunion de {0} et des éléments b € A tels que l'application
canonique A, — A/bA est surjective.
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PREUVE : Soient b € A, non nul, a € A et a € A/bA. Comme A est eu-
clidien pour 6, il existe ¢, € A tels que a = bg + r (c’est-a-dire a = 7) et
6(r) < 0(b) < n; autrement dit r € A, et r est un représentant de la classe
de a dans A/bA, ce qui signifie que A}, — A/bA est surjective pour tout
b € A, non nul.

Réciproquement, considérons b € A non nul tel que A}, — A/bA est sur-
jective et supposons que b ¢ A, (i.e. (b) > n). Définissons P'application
0, : A — N de la fagon suivante :

1) Hb(b) =n,
ii) Oy(z) = 0(x) pour tout z € A différent de b.

Nous allons voir que 8, est un algorithme d’Euclide pour A plus petit que
0 (ce qui est absurde). Soient x,y € A avec y # 0. Il existe ¢, € A tels
que z = yq + r et O(r) < O(y). Si, dans cette relation, ¢ # b et r # b
alors 0(r) = 0(r) < 0(q) = 0p(q). Si ¢ = b, alors nous savons que la classe
T € A/bA admet un représentant r € A,, autrement dit z = by + r avec
Op(r) = 0(r) < n = 0y(b). Finalement, si r = b, Op(r) = n < 0(b) < 0(y) =
0p(y). Nous avons donc prouvé que 6, est un algorithme d’Euclide pour A.
De plus il est clair que 6, < 6, ce qui est absurde, donc b € A,,.

O

Cette proposition nous amene a la définition suivante.

Définition 2.1.9. Soit A un anneau. On définit une suite de sous-ensembles
(A)ien de A récursivement de la fagon suivante :

CL) AO = {0};
b) A, =UiSy A,
c) A, ={be A| A, — A/bA est surjective } U{0}.

Proposition 2.1.10. Un anneau A est euclidien a droite si et seulement si
lim A, = A et, dans ce cas, l’algorithme 0 défini par

O(z)=n < z€ A, \ A,
est Ualgorithme minimal pour A.

PREUVE : Supposons que A est euclidien a droite d’algorithme minimal 6.
Par la proposition précédente, nous savons que

O(z)=n < z€ A, \ A4,.
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Ainsi, pour tout x € A, il existe n € N tel que x € A4,, et donc lim 4,, = A.
Réciproquement, supposons que lim A, = A. Soient a,b € A avec b # 0.

Alors il existe (un unique) n € N tel que b € A, \ U:‘L;ol A;. Par hypothese,
il existe r € A/, = U?:_()l A; tel que r+bA = a+ bA. Autrement dit, il existe
re Al et g € A tel que a = bg + r. Comme r € UZ-L;OI A; 1l est clair que
O(r) <n—1<n=40(b). Cela prouve que A est euclidien pour 'algorithme
f. La minimalité de 6 découle de la proposition précédente.

]

REMARQUE : Si A; C A] (i.e. si A;\ A, = 0), alors Ay, = A; pour tout k > 1.
Dans ce cas A est euclidien si et seulement si A = A;.

On utilisera parfois le résultat plus simple suivant.

Corollaire 2.1.11. Soit A un anneau euclidien a droite. Alors il existe
be A\ A* tel que lapplication canonique A*U{0} — A/bA est surjective.

PREUVE : Nous excluons le cas ou A est un corps (gauche), car dans
ce cas b = 0 fait l'affaire. Remarquons d’abord que A4; = A* U {0}. En
effet, {0} — A/bA est surjective si et seulement si b € A*. Nous avons
donc A, = A* U {0}, de sorte que, si un tel b € A n’existe pas, alors
Ay = A; = A* U{0}. Plus généralement A,, = A; pour tout n > 1. Comme
A est euclidien, on doit avoir A = lim A4, = A; = A* U {0} ce qui est

impossible car A n’est pas un corps.

0

2.2 Minimum euclidien et minimum inhomogene

Dans cette section K est un corps de nombres de degré n, A une algebre
centrale & division m? sur K, A un ordre de A et I un idéal & droite de
A. Nous noterons 71 le nombre de plongements réels de K dans C et 2ry le
nombre de plongements complexes. La dimension de A sur QQ sera notée r
(r = nm?). Les définitions et résultats de cette section s’inspirent de ceux
obtenus dans le cas commutatif par Jean-Paul Cerri dans [Cer06].

Nous allons nous intéresser a l’euclidianité de A pour la norme réduite. En
d’autres termes nous nous demandons si A est euclidien pour 'algorithme
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Inr4 /gl : A — N. Pour cela il faut que nry g(a) = 0 si et seulement si
a =0, ce qui n’est possible que si A est une algebre & division.

Nous allons définir les notions de minima euclidien et inhomogene de A,
qui nous renseigne sur l'euclidianité de A. Lorsqu’il s’agit de ces minima
I’algebre est toujours supposée a division.

Définition 2.2.1. Soient A une algébre centrale o division sur un corps
de nombres K, I un idéal a droite d’un ordre de A et & € A. Le minimum
euclidien de & par rapport o I (relativement a la norme réduite) est le nombre
réel my(&) donné par :

mp(§) = inf {|nra/(€ —7)| [ v € I}.

Notons les propriétés élémentaires suivantes de my :

Proposition 2.2.2. Les propriétés suivantes sont vérifiées :
i) Pour toutu € A*, (€ Aetyel, on amp(u—-y)=mr(§).
ii) Pour tout § € A, il existe v € I tel que my(§) = [nr4,0(§ — )|
i11) Pour tout £ € A, mi(§) € Q et my(§) =0 <— e l.

PREUVE : Montrons 7). Nous avons
my(€u—~) =inf {|{nryg€u—v—c) | cel}.
comme v+ I = I = Tu, il vient
my(§u—~) =inf {|Inryg(u—cu) | cel} =
= inf{\nrA/Q(g —¢c)|ce I} =my(§)

car nry/q(u)| = 1.

Montrons i) et 4ii). Soit £ € A. Il existe 3 € I et d € N* tels que & = %. Par
conséquent,

my(€) = ﬁinf{\nr/;/@(ﬂ —dy)| |y eT}

ot n = [K : Q] est le degré du corps de nombres K et m? = dimg(4), la
dimension de A sur K. Comme [nr4,q(8 — dv)| € N, cette borne inférieure
est atteinte par un vy € I et

1
—[nra,0(8 — dyo)| € Q.

mi(§) = -
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De plus nr 4 /g (B—dvo) = 0si et seulement si 3 = do, c’est-a-dire { = o € 1.

0

Définition 2.2.3. Soient A et I comme dans la définition 2.2.1. Le mi-
nimum euclidien (par rapport a la norme réduite) de I est le nombre réel
M(I) donné par :

M(I) = sup {m(§) | { € A}.

En vue d’établir le lien entre le fait d’étre euclidien et le minimum euclidien
d’un ordre, énoncons le résultat suivant.

Lemme 2.2.4. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) L’ordre A est euclidien a droite.
it) L’ordre A est euclidien d gauche.

i) Pour tout £ € A, il existe v € A tel que [nry,9(§ — )| < 1.

PREUVE : Supposons que A est euclidien & droite. Alors pour tout a,b € A
avec b # 0 il existe ¢,r € A tel que

a=bc+ret0<|nrygr)| <|nrygd)

Soit £ = b~ a. Nous avons |nr 4 g(€ — ¢)| = [nry (b~ 'r)| < 1. La démarche
est analogue si A est euclidien & gauche.

Réciproquement, si pour tout élément £ de A il existe c¢ € A tel que
Inr 4/0(§ — c¢)| < 1, nous voulons démontrer que A est euclidien a droite
et & gauche. Soient a,b € A avec b # 0; posons £ = ab™ ', n = b~ la,
r=(§—ce)bet s =0b(n—cy). Alors a = ccb+1 = be, + 5 et |nryo(r)| =
Inr 4/q(b)] - Inrag(§ — c¢)| < [nra/q(b)|- Nous montrons de la méme maniere
que |nr4,g(s)| < |nry/q(b)], ce qui prouve que A est euclidien & gauche et a
droite.

U

On peut maintenant donner le lien classique entre le minimum euclidien et
le fait d’étre euclidien pour la norme réduite.

Proposition 2.2.5. Soient A un ordre de A et I un idéal a droite de A.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :
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2.2 Minimum euclidien et minimum inhomogéne

- Si M(A) < 1 alors A est euclidien (pour la norme réduite).
-« Si M(A) > 1 alors A n'est pas euclidien (pour la norme réduite).
- SiM(A) =1 alors il existe £ € A avec M(A) = mp(§), si et seulement

?

si A n’est pas euclidien (pour la norme réduite).

. M(I):inf{)\eR\V§eA, Iy el tel que \nrA/Q(f—*y)]<)\}.
PREUVE : Pour tout £ € A, il existe v € A tel que

Inra/q(€ =)l = ma(§) < M(A)

ce qui prouve le premier point (voir le lemme précédent).

Pour tout € > 0, il existe £ € A tel que
Inra/(§ — )| +€>ma(€) +€> M(A)

pour tout v € A, ce qui prouve le second point (voir le lemme précédent).

Si M(A) =1 =mp (&), alors il existe v € A tel que pour tout § € A,

L=mp(§) = [nry,0(§ — )| < [nry0(§ —6)

ou la seconde égalité provient de la proposition 2.2.2. Le lemme précédent
nous assure alors que A n’est pas euclidien. Réciproquement, si A n’est
pas euclidien, alors il existe & € A tel que, pour tout § € A, nous avons
Inr4/0(§ — &) > 1 et done my(§) = 1.

Pour la derniere affirmation, notons
My =inf{AeR|VEeA Tyeltel que|nry g —7)] <A}.

Soit k > M. Alors, pour tout § € A, il existe v € I tel que [nr4,0(§—7)| < k.
Nous avons donc my(§) < k pour tout £ € A, de sorte que M (I) < k. Ainsi,
M (I) < M. Supposons maintenant que cette inégalité est stricte et posons

€= M > 0. Pour tout £ € A, il existe v € I tel que
M, + M(I
/(€ — )| < mi(€) + ¢ < M(1) = LMD,
Par définition de M, cela ne peut arriver que si My < MI%M(I), autrement

dit si e = Ml%M(I) < 0, ce qui est en contradiction avec '’hypothése. Ainsi,

I'inégalité stricte est impossible et donc M (I) = M;.
U
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Nous pouvons maintenant passer a la définition du minimum inhomogene.

Nous avons vu dans le chapitre précédent (voir proposition 1.6.8) que A
se plonge (comme Q-algebre) dans un produit d’algebre de matrices via
I’application :

c: A — ME(C)wXMm(R)n_wXMm(C)m
a — (Z1(a),..., X 4rp(a))

ol m? est la dimension de A, w est le nombre de places réelles ramifiées
dans A, r1 le nombre de place réelles et 2ry le nombre de places complexes
de K. Les ¥ sont définis dans la section 1.6.

Pour simplifier la suite, nous allons modifier 1égérement ce plongement. On
choisit dorénavant d’ordonner les places infinies de K de sorte que les w
premieres sont réelles et ramifiées dans A, les v — w suivantes sont réelles et
non ramifiées dans A, les ro suivantes sont complexes et les r9 dernieres sont
les conjuguées des précédentes (c’est-a-dire o; = ,,4; pour tout 1 < i < ry).
On note X le plongement de A dans M,,(C) correspondant & .

Lemme 2.2.6. Soient o un plongement complexe de K et & le plongement
conjugué. 1l existe S, € GL,,(C) tel que

(a) = S, '%(a)S,
pour tout a € A.

PREUVE : Soient A, = A ®k K,, ¢, un isomorphisme entre A, et M,,(C)

et
0: A, — Az

a®RU — a®T
Alors pzofop ! est un R-automorphisme de M,,(C) qui n’est pas C-linéaire.
C’est donc un automorphisme intérieur a conjugaison pres. C’est ce que nous
voulions.

0

Définition 2.2.7. Soit
M =My (C)" x My (R) 7% x {2 € My (C)*"2 | 2pp45 = S, %S0, }

ou S, est comme dans le lemme précédent. On note ® le plongement de A
dans M défini par

®(a) = (Z1(a),...,Xn(a))
pour tout a € A, oun = [K : Q] =ry+2ry est le degré du corps de nombres
K.

68
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Avec cette définition, on a

nr 4 /g(a) = H det(®(a);)

pour tout a € A. En effet, le corollaire 1.6.13 nous assure que

T2

nrasga) = [[det(Si(a) - [] <det(2i(a))-det(2i(a))).
i=1

i=ri1+1
REMARQUE : L’algebre M est en fait isomorphe a Agr. En effet,

{z € Myu(C)* | 2ppqi = S5 175, } = M,y (€)™

Considérons maintenant A un ordre de A, I un idéal a droite de A et
{e1,...,€enm2} une Z-base de I. On peut identifier A a Q" via lisomor-
phisme d’espaces vectoriels suivant :

2

U Qm

2
T = (xly--wxan) L Z?:Wi Ti€;

% A

En tensorisant par R on peut prolonger ’homomorphisme ® o ¥ en un iso-
morphisme continu (pour les topologies usuelles) de R-espace vectoriel de
R dans M :
P : R — M
2 2
= (T1,..  Tpm2) +— (Z?:Wi zi21(€), ... xizn(ei)>

2

L’application ® est bien un isomorphisme, car ¥ ® id et ® ® id sont des
isomorphismes par exactitude de la tensorisation.

On peut encore étendre ® & cnm® ; on obtient alors un isomorphisme continu,
-/ 2
¢, de C" dans M,,(C)™ :

I G M, (C)"
x+iy — @(x)+iP(y)

oll z,y € R et j = +/—1 € C.

On a alors le diagramme commutatif suivant :

Qnm2 (_>.i1 anQ (—>i2 (Cnm2

N

AS M——= M, (C)"

[ i3
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ou 41,19 et i3 sont les inclusions canoniques.

On peut munir M d’une structure de R-algebre. Soit a = (a;)1<i<n, b =
(bi)1<i<n € M. On pose ab = (a;b;)1<i<n. Avec cette multiplication, ® est
un homomorphisme de R-algebres ; autrement dit on a :

D(&162) = 2(£1)2(&2)
pour tout &1,& € A.
On peut prolonger la norme réduite nr4 /g en une application de R dans
R donnée par
N: R™ — R
z — [ det(Z"ml 2;%5(e5))

L’identification de A avec Q™" (via I'isomorphisme W) nous suggere une
o ey .. c 1. /s 2
définition d’un mimimum euclidien prolongé a R™"

Définition 2.2.8. Soient I un idéal a droite d’un ordre de A, z € M et
t € R, Les minima inhomogénes de z et t par rapport a I sont définis
respectivement par

mr,(z) = inf {

m(t) = inf {w(t —s)| | se ZW}

H det(z

| Z € @(1)}

Proposition 2.2.9. On a les propriétés suivantes :
i) mp, o ® =m.

i) mp, o ® =my.

PREUVE : Soient = = (21, ..., Zpm2) € R™ ct a € A. Calculons mp, o®(z).

mp(®(z)) = mp, szﬁl (e;), ZxE ei)
(IL1)

n an
=inf ¢ (] det [ Y 2;5(e;) = Zi || | Z € (D)
i=1 j=1
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mais @ : ZMm° — ®(I) est un isomorphisme. Nous pouvons donc reprendre
I’équation II.1 en écrivant :

m (@(x)) = inf ¢ [[Jdet [ Y 2;5(e;) = Zi || | Z € (D)
4 pa

nm? nm? )
= inf Hdet Z iji(ej) — Z szi(ej) ‘ ze 7™
; j=1 j=1

:inf{|N(:U—z)| |z € Z"mQ}

=m(x).

ce qui démontre 7). Nous procédons de la méme maniere pour démontrer
i)
mi (®(a)) = mr (Z1(a), ..., Xn(a))

[ det (Si(a) - 2)
=1

| Z € @(I)}

|ze[}

Hdet(@(a— 2)i)| | z € I}
i=1

= infﬂnrA/Q(a - z)| | zel}

=my(a)

= inf { Hdet (Zi(a) — 2i(2))

Nous allons voir, dans la proposition suivante, que le minimum inhomogene
vérifie les mémes propriétés que le minimum euclidien.

Proposition 2.2.10. L’application m a les propriétés suivantes :
i) Pour tout z € R"™ et tout X € Z"™*, on a m(z — X) = m(z).

ii) Pour tout u € A* et tout x € R on q

—1 ,—

(®(2)®(w))) = m(z).

. . L. 2
ii1) m est semi-continue supérieurement sur R .

m(®
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PREUVE : Le premier point découle directement de la définition de m. Pour
montrer le deuxieme point, il suffit de calculer :

—1 =

m(®(2(x)®(w))) = M (P(z)8(u) =

:inf{

[ det(®(2)i®(u); — Zi®(u);)
=1
car ®(1)®(u) = ®(I). Comme 1 = |nryg(u)| = [[;2, det(®(u);), il vient

| Z € cI)(I)}

m(® " (B(z)®(u))) = inf {

[ det(@(2); — 2)
=1

|Z6<1>(I)} -

— mi, (B(2)) = m(x).

Pour prouver #i) nous nous appuyons sur la continuité de A. Il faut montrer
que pour tout € > 0 et tout z € anQ, il existe un voisinage V,, de x, tel que
pour tout y € V,,

m(y) < m(z) +e

Par définition de m, il existe X € Znm* tel que
€
W = X)| < m(z) + 5

et, par continuité de N, il existe un voisinage V, de z tel que pour tout
yevy
€
WV (y — X)| < [N(z - X) +3

Ainsi .
m(y)S\/\/(x—X)\+§§m(x)+e

La propriété i) de la proposition précédente nous permet de définir une ap-
plication induite par m sur le tore Tnm® = Rnm® / znm?
Proposition 2.2.11. L’application

7% . ’]I‘TL'I’YLQ — an2 /an2 N R

T —  m(x)

est bien définie et semi-continue supérieurement. De plus, m et m sont
bornées supérieurement et atteignent leur mazimum.
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PREUVE : Le fait que m est bien définie et semi-continue supérieurement
découle de la proposition précédente. L’application m est alors bornée et
atteint son maximum, car le tore T est compact. Nous en déduisons que
m vérifie les mémes propriétés.

0

On peut maintenant donner la définition du minimum inhomogene d’un idéal

a droite (d'un ordre A) de A.

Définition 2.2.12. On appelle minimum inhomogéne de I, et on note
M(Ir), le nombre réel

M(Igr) = sup {m(m) | z € R"mQ} = sup {ﬁz(a) | a € T"mQ} .

Donnons encore le résultat suivant qui lie le minimum euclidien et le mini-
mum inhomogene d’un idéal I.

Proposition 2.2.13. Soit I un idéal o droite d’un ordre A dans A. On a
i) M(I) < M(Ir).
i) M(Ig) =inf{A € R |V 2 € Ag, Iy € I tel que nry m(x — )| < A}
(lidéal I est contenu dans Ag via 6~' o ¢, voir proposition 1.6.8).

PREUVE : La premiere affirmation découle directement des définitions. Pour
la seconde, remarquons que, si on identifie M et Ar, nous pouvons écrire

N(t) = nr g, r(B(1)).
Posons
My =inf{A € R |V x € Ag, 3 v €I tel que |nry, r(z—7)| <A}
Soit k > M;. Alors pour tout & € A, il existe v € I tel que

IN@ (€ =) = [nragm (€ — 1) < k

de sorte que m(® (£)) < k et, comme ® est un isomorphisme,
M(Ig) = sup {m(ﬂ:) |z € ang} = sup {m@*l(x)) |z € M= AR} < k.

Ainsi M (Ig) < M;j. En procédant comme dans la preuve du dernier point
de la proposition 2.2.5 nous voyons que M (Ig) < M; est impossible.
O
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2.3 Rationalité du minimum euclidien et du mini-
mum inhomogene

Dans cette section nous nous inspirons des résultats de Jean-Paul Cerri dans
[Cer06] pour montrer que le minimum euclidien et le minimum inhomogene
d’un idéal I sont rationnels, sous certaines conditions. Comme dans la sec-
tion précédente, A est une algebre & division centrale (de dimension m?) sur
un corps de nombres K de degré n, A est un ordre de A et I un idéal a
droite de A.

Considérons

_ 1 1 1 1 1 n n
B = {v11a012"-'>v1m’v21a'--avmm’--‘>v11a'--avmm}

la base canonique de M,,(C)". Cest-a-dire, pour tout 1 < i < n, v}
est la matrice composée de zéros avec un unique 1 en position (k,l) (et
1<kl <m).

On note
—r—1

wiy =@ (vfy) € CM

I'image réciproque des éléments de la base B, et B/ = {wi; | 1 <i<n,1 <
k,l <m} la base de C"™” formée des images réciproques des vfcl.
Soit u € A*. On définit

fu: an2 _ an2

(@ ()@ (u)).

x — D
. . 2
C’est un automorphisme continu de R™™",

Remarquons que la proposition 2.2.10 nous assure que le minimum inho-
mogene m est invariant par I'action de f,, c’est-a-dire que

mo fu=m pour tout v € A*.

La matrice de f, par rapport a la base canonique est a coefficients entiers,
de sorte que, pour tout x € R’ ot tout X € Z"mQ, on a

fulzr+ X) = fu(x) mod 7
On peut alors définir un automorphisme continu de T induit par fy :

Gu : Tnm2 _ Tnm2
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2.3 Rationalité du minimum euclidien et du minimum inhomogene

Le comportement de g, vis-a-vis de m est le méme que celui de f, vis-a-vis
de m, c’est-a-dire :
mo g, =m.

On pose
T ={gu|uecA*}.

Comme ¢, 0¢y = guv, 7 est un sous groupe de Aut(']I'"mQ) (isomorphe & A™).

Nous allons maintenant nous intéresser au sous-groupe suivant de 7 :
Su={9.€7 |ucl}

oul ={u € A* | £(u) est une matrice diagonale pour tout plongement >},
et particulierement aux vecteurs propres communs & tous les automorphismes
de Sy. Plus généralement, si G est un sous-groupe de U, on pose

Sa={9u€T |ueG}
et on définit
evecSg = {x € T |  est un vecteur propre de g, pour tout u € G}

et, si x € evecSg,

spec,Sg = {)\x c ¢ | Az est valeur propre de gx} .

Notons encore que Sy est non vide, car O C U.

Proposition 2.3.1. Soit B' = {w}, | 1 <i <n,1 < k,l < m} la base de
crm? définie plus haut. Alors

ﬁ:{w_lzcl |1<i<n, 1<kl <m}CevecSg
pour tout sous-groupe G de U.

PREUVE : Notons encore f, 'automorphisme C-linéaire de C"” dont la

TN 2 PP
restriction & R™" est f, (défini ci-dessus). Nous avons
/=1 =

fu(z) =0 (D (2)P(u)) pour tout z € crm’,
Soit u € G. Calculons f,(w,) :
fulwly) =27 (@ (wh) 2(w) =T (v} B(u)) = (Sil)uwly

de sorte que wf'd est un vecteur propre de f, correspondant a la valeur propre

(3i(u))y. Par définition de gy, w};l est également un vecteur propre de g,.
O
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Chapitre II. Minimum euclidien des ordres maximaux

Proposition 2.3.2. Soit ¢ € evecS. Il existe 1 <i<netl<Il<m tels
que

spec,Sa = {(Zi(u))y | v e G}

pour tout sous-groupe G de

U= {u € A | X(u) est une matrice diagonale pour tout plongement E} .

PREUVE : Soit = € evecSg, un vecteur propre commun a tous les éléments
2 , .
de Sg. Comme B’ est une base de C™", nous pouvons écrire

xr = L Wi -

1<i<n,1<k,I<m
, oy . . 2
Par définition, pour tout u € G, il existe A, € C"™ avec

ful@) = Z T fulwyy) = Z i (Z(w)i)uwiy

1<i<n,1<k,I<m 1<i<n,1<k,I<m
— i i
=\ E L1 Wki-
1<i<n, 1<k, I<m

Comme x # 0, il existe des indices ig, ko, lg tels que mgf) I # 0, et comme B’

2
est une base de C™*", nous obtenons
io A _ io
xkolo(z(u)lo)lolo - )‘uwkolo

et donc
Ay = (Eio (u))lolo

d’ou le résultat cherché.

Théoréme 2.3.3. Soit A une algébre centrale a division (de dimension m?)
sur un corps de nombres K de degré n = r1 4+ 2ry. Soient A un ordre de A
et I un idéal a droite de A. Supposons que r1 + ro > 3, alors il existe £ € A
tel que

M(Ir) = M(I) = mp (®(£)) = my ().
En particulier

M(Ig) est un nombre rationnel.

PREUVE : Posons G = OF.

Remarquons que Sg est un groupe abélien d’automorphismes de T"* Nous
allons montrer que Sg possede les deux propriétés suivantes :
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2.3 Rationalité du minimum euclidien et du minimum inhomogene

1. Pour tout vecteur propre x € evecSg, il existe A € spec,Sg tel que
|A| # 1. Alors S est dit hyperbolique.

2. Pour tout vecteur propre x € evecSg, il existe A1, Ao € spec, S tels que
MM =1 = s =t =0, autrement dit, A\; et Ay sont rationnellement
indépendantes. Alors Sg est dit multi-paramétreé.

Montrons d’abord 1.
Si S n’est pas hyperbolique, alors il existe 1 <i<mnet 1 <[l <m tels que
|(2;(v))u| =1 pour tout v € G. Pour € € O, nous avons

|(Zi(€))ul = loi(e)]

pour tout 1 <1 < m. Sii > r; + ra, alors |05, (y)| = |0i(y)| pour tout
y € K. Nous pouvons donc supposer que ¢ < 1 + ro et que

loi(e)] =1 pour tout € € OF. (I1.2)
Considérons le plongement suivant de K* dans R™7"2 :

L: K* — RO
y — (o)l o Y))

Rappelons que, par le théoréme du rang des unités de Dirichlet, £(O ) est
un réseau de 'hyperplan d’équation > 7L, y; + 22;1:”;71"11 y; = 0. Par I1.2,
nous avons également que £(Oj ) est contenu dans '’hyperplan d’équation
y; = 0. Comme 11 + 19 > 2, ces deux hyperplans sont distincts, de sorte
que L(OF) est contenu dans l'intersection des deux hyperplans, qui est de
dimension r1 419 — 2. Ceci est en contradiction avec le théoreme de Dirichlet,
donc Sg est hyperbolique.

Montrons maintenant la propriété 2.

Il existe deux éléments de G rationnellement indépendants (car le rang des
unités de K est rp + 7o — 1 > 2). Soient donc €1,e2 € G rationnellement
indépendants. Pour tout x € evecSg, il existe 1 <1¢ < n tel que

oi(€1),04i(€2) € specySq.

Soient k,l € Z tels que

O'Z'(Gl)k = O'Z‘(Eg)l.

Par injectivité de oy, e’fegl =1 et donc k =1 =0, ce qui prouve que S est
multi-paramétré.

Posons maintenant

S = {a e T | in(a) = M(IR)} .
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Chapitre II. Minimum euclidien des ordres maximaux

Comme m atteint son maximum (voir proposition 2.2.11), S est non vide.
Par semi-continuité supérieure de m, si (a)ren est une suite de S conver-
geant vers (3, alors
M(Ir) = klim sup m(ag) < m(f5)
—00

et donc B € S. Cela prouve que S est une partie fermée de Tnm?, Remarquons
encore que, pour tout g. € S et tout T € .5,

m(ge(7)) = m(fe(z)) = m(fe(x)) = m(x) = m(z).

Alors S est dit Sg-invariant. Soit S’ C S un ensemble Sg-minimal (c’est-
a-dire qui ne contient pas de sous-ensemble fermé, propre, non vide et Sg-
invariant). Grace au caractere hyperbolique et multi-paramétré de S¢, nous
savons que les éléments de S’ sont de torsion (voir [Ber84] et [Ber83]). Soit
T € 5. 1l existe k € Z tel que kT = 0 € T = Rnm” / Z"™ | autrement dit
il existe un représentant  de T avec € Q™. Posons £ = U(z) € A. Alors
il vient

M(Ir) = m(T) = m(z) = mp (2(x)) = mp (2(¥(x)) = m(8)
et, comme M(I) > my(§) = M(Ig) > M(I), nous obtenons
M(Ir) = M(I) = mp (®(£)) = my(§)

comme annonceé.

Corollaire 2.3.4. Avec les hypothéses du théoréme précédent, si A est un
ordre de A et que M(A) = 1, alors A n’est pas euclidien pour la norme
réduite.

PREUVE : C’est une conséquence directe du théoreme précédent et de la
proposition 2.2.5.
O

Il faut remarquer que le théoreme 2.3.3 s’appuie uniquement sur le fait que
G est un sous-groupe abélien de

U = {ue A" | S(u) est une matrice diagonale pour tout plongement X}

et que Sg est hyperbolique et multi-paramétré. Nous pouvons donc énoncer
le théoreme suivant.
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2.3 Rationalité du minimum euclidien et du minimum inhomogene

Théoreme 2.3.5. Soient A une algébre centrale a division sur un corps de
nombres K, I un idéal a droite d’un ordre A de A et G un sous-groupe de

U={ue AN |Z(u) est une matrice diagonale pour tout plongement %} .

Si le groupe G est abélien et si l’ensemble de fonctions Sg (voir ci-dessus)
est hyperbolique et multi-paramétré, alors il existe £ € A tel que

M(Ig) = M(I) = mp,(®(€)) = m(§).

En particulier M(Ir) est un nombre rationnel.

Ce théoréme nous permet, dans certains cas, de nous passer de certaines hy-
potheses du théoréeme 2.3.3. Nous allons donner un exemple ot I’hypothese
r1 4+ ro > 3 du théoreme 2.3.3 n’est pas vérifiée pour lequel le minimum
euclidien est quand méme rationnel. Nous renvoyons le lecteur aux chapitre
III pour la définition du corps de quaternions A = (a,b)x apparaissant dans
le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.6. Soient K un corps quadratique réel, a,b € K* tels que a
est totalement positif et A = (a,b)x un corps de quaternions sur K. Soient
encore A un ordre de A et I un idéal a droite de A. Alors, il existe £ € A
tel que

M(Ir) = M(I) = mp, (®(£)) = mi(£).

En particulier M(Ir) est un nombre rationnel.

PREUVE : Par le théoreme précédent, il suffit de trouver un sous-groupe
abélien G de U tel que Si est hyperbolique et multi-paramétré.

Soit L = Q(y/a). Le corps L est totalement réel et de degré supérieur ou
égal & 2 (car si a est un carré dans K alors A n’est pas un corps). Par le
théoreme des unités de Dirichlet, il existe une unité

w=u+vvaecO] —0OF
qui est d’ordre infini dans O} . Posons
G = (0%, u+ vi)

ol i € A vérifie i2 = a, le groupe engendré par u + v et les unités de K.
Le groupe G est évidement abélien et S est hyperbolique, car O Dest et
O C G (voir la preuve du théoreme 2.3.3). Il reste & voir que G est bien
un sous-groupe de U et que Sg est multi-paramétré.
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Chapitre II. Minimum euclidien des ordres maximaux

Soient oy et o3 les deux plongements de K dans R. Il existe deux plongements
Y1 et 39 de A dans Ma(R) donnés par :

EZ’(CCQ + iz + jxo + k‘:ﬂg) =
( 0i(z0) + 0i(21)/7:(a) X )
Y oi(xg) — oi(x1)/0i(a)
X = O'Z'(m'g)\/ ‘O’Z(b)‘ + O'i(x?,) O'Z(a)lo'l(b)‘
et

Y = sign(@i(6)) (oi(22)v/[:®)] - i) oi(@)lo B)])

Ainsi ¥;(u + v) est bien une matrice diagonale et u + iv est bien une unité
de A car (u+ i)(u —iv) = £1, donc G est un sous-groupe de U.

Montrons que Sg est multi-paramétré.

Soient €; € O \ {1,—1} et €2 = u + iv. Pour tout = € evecSg. 1l existe
1<i<2et1<1<2tels que 3;(e1)y, Xi(€2)y € spec,Sa. L’application

Yu: U — R
xr Ei(m')”

est injective (car \/a ¢ L). 1l suffit donc de montrer que €; et ez sont ration-
nellement indépendants pour montrer que Sg est multi-paramétré, ce qui
est clair puisque €] € K est €5 € A\ K quels que soient les entiers 7, s.

O

REMARQUE : Soit A un corps de quaternions totalement indéfini sur un
corps quadratique réel K. Alors il existe a et b, satisfaisant aux hypotheses
du corollaire, tels que A = (a,b)x. Le résultat du corollaire précédent est
donc vrai pour tout corps de quaternions totalement indéfini sur un corps
quadratique réel.

2.4 Propriétés du minimum euclidien

Dans cette section, A est une algebre a division de dimension r» = m? sur un
corps de nombres K, A est un ordre de A et I un idéal a droite de A. On note
n=[K:Q)], le degré de K sur Q; M(J) et M(Ig) désignent respectivement
le minimum euclidien et le minimum inhomogene de 1.
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Proposition 2.4.1. Soit A’ un ordre non mazximal de A. Alors
M(A) > 1
et A’ n’est pas euclidien pour la norme réduite.

PREUVE : Soit A un ordre maximal de A contenant A’. Il existe x € A\ A,
et pour tout v € A/,
Inr4/0(z — )| € N.

En particulier [nr4/q(x — )| > 1. Ainsi,
M(A) = sup{my/(§) | £ € A} = mp(2) > 1.
De plus si M(A’) = 1, alors les inégalités ci-dessus sont des égalités, donc
M(A') = mpi(x).

La proposition 2.2.5 nous assure alors que A’ n’est pas euclidien.

Proposition 2.4.2. Soient I C J deux idéauzx de A. Alors

M(J) < M(I).

PREUVE : Comme

my(§) = inf{|nr4o(§ — )| | v € J} <inf{|nry (6 — )| | v € I} = my(€)

nous obtenons

M(J) = sup{m,(§) | £ € A} <sup{m;(§) | £ € A} = M(I).

Proposition 2.4.3. Soient A et I' deux ordres conjugués de A. Alors

PREUVE : Soit x € A* tel que A = z~'T'z. Pour tout & € A,
ma(€) = my-1ry(€) = inf{|ura g€ — 2 'ya)| |y €T} =
= inf{|nrA/Q(x£x_1 — || v €T} =mp(ztz™t)
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et comme la conjuguaison par x est un automorphisme de A, il vient
M(A) = sup{ma(€) | € € A} = sup{mr(zé2™") | £ € A} =

= sup{mr(£) [ £ € A} = M(T).

Cette proposition nous permet, si le nombre de type est 1, de parler du mi-
nimum euclidien de 'algebre A plutét que de celui d’un ordre maximal de A :

Définition 2.4.4. Soit A une algébre centrale & division sur un corps de
nombres K. Supposons que t4 = 1. Alors tous les ordres mazximaux de A
ont le méme minimum euclidien. On définit donc le minimum euclidien de
A comme le minimum euclidien de n’importe lequel de ces ordres mazrimauz.
On le note M(A). De la méme maniére on note ma(£€) a la place de mp(€),
si A est un ordre mazximal de A.

Nous verrons dans le chapitre III que deux ordres maximaux non conjugués
d’une méme algebre & division A n’ont pas nécessairement le méme mini-
mum euclidien (voir le corollaire 3.7.8). Nous pouvons donner un intervalle
contenant le rapport des minima euclidiens de deux ordres maximaux en
fonction des idéaux qui les lient.

Proposition 2.4.5. Soient A et I' deux ordres mazimauxr de A et T l’en-
semble des idéaux a gauche de A et a droite de I'. Posons

= inf inf .
5 }IelI (zg[\{o}l,;lel—l\{o} {|nrA/Q(xy)|}>
Alors

(A)
()

W | =
=

< <s.

=

PREUVE : Nous savons que I~'AT =T pour tout I € Z (voir le théoréme
1.4.5). Pour tout I € Z, tout = € I, y € I~ et tout £ € A,

mp(€) = my-1p7(€) = inf {|nra /(€ —7)| | vy € 1AL}
< inf {|nryq(€ — yAx)| | A€ A}

= |nrag(zy)| - maly~ ™).
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Comme les multiplications a gauche par y et a droite par x sont bijectives
sur A, il vient

M(T') = sup{mr(&) | £ € A}
< Inry q(zy)[sup{ma(€) | € € A}
= |nry g (2y)| - M(A).

En remplacant I par I~ dans ce qui précede, nous obtenons :
M(A) < [nrg g (zy)| - M(I).

Comme ces inégalités sont valables pour tout I € Z et tout x € I, y € 11,
nous avons le résultat voulu.

O

REMARQUE : Le nombre s est toujours un nombre entier positif. En effet,
siz€letye I ! sont tels que s = Inr 4 /0 (zy)|, alors zy € II™' = Aet
yr € I71 =T, donc nryg(zy) = nryg(yz) € nryp(ANT) C Z.

En pratique, la détermination de s n’est pas forcément aisée. Toutefois, on
peut facilement calculer un r > s de la maniere suivante : si A et I' sont
donnés, on cherche un idéal entier I a gauche de A et a droite de I' et on
calcule INZ = rZ. Comme 1 € A C I™!, on obtient

2
nm 1 M(A) )
= < < I ()] = [r[™™
Inrgq(r)| — M(I) (] = Ir

1

r

oitn = [K : Q] est le degré de K sur Q et m?, la dimension de A sur le corps
de nombres K.

2.5 Borne supérieure du minimum euclidien

Théoreme 2.5.1. Soient A une algébre centrale a division de dimension

r =m? sur un corps de nombres K de degré n et I un idéal & droite d’un

ordre A de A. Alors

. nm/2
M(Iz) < (—,ngf)) ur g (1),

PREUVE : Soit (I, «, 7) un réseau idéal de A, ou 7 est une involution positive
sur Ag (voir la définition 2.6.8). Un tel réseau sur I existe toujours, voir le
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corollaire 1.8.2. Pour tout x € Ag, posons g, () = tra, jr(zaz™). Alors pour
tout z € Ag,

nrAR/R(x)2 = nrAR/R(a)ilnrAR/R(xaxT).

Ainsi, par le théoreme 1.7.10,

tr 4, /R (TOXT) nm
nm ’

nry, g (2)” < nryy p(e) ™ <
Or la valeur de nrAR/R(oz)_l nous est donnée par la proposition 1.8.12 et il

vient
Nayo)?™A(A/Z)™ [ go(z)\™™
det(I, o, 7)1/m nm '

En utilisant la valeur de ~yin(A) donnée dans la proposition 1.9.2, nous
obtenons

HI‘AR/R(@Q <

Najo(H)™ 0o () e
3 .
waato) < U ()

Pour tout x € Ag, il existe ¢ = ¢, € I tel que go(x — ¢) < max(I,«,T).
Ainsi, en reprenant la derniére inégalité, nous obtenons

NA/Q(I)l/m max ([, o, T) nm/2
Wmin(A)nm/2 det(I’ «, T)l/rn

nr 4, k(7 —c) <
c’est-a-dire

(I,a,7)\"™? m
aeela =) < (TR ) Nyo(n)Y

et cela pour tout réseau idéal (I, c, 7). Donc
Tmin(I) nm/2 . Tmin(I) nm/2
—0) < N4 /(D)Y™ = I
HI'AR/R(-%' C) — <’Ym1n(A)> A/Q( ) ’len(A) nrA/@( )

ol la derniere égalité découle du fait que A est une Q-algebre simple. Par
définition du minimum euclidien, nous avons donc

. nm/2
M(I) < (%fljgf)) nrasg(7).

Malheureusement, le calcul de 7y, (I) s’avere tres difficile, c’est pourquoi
nous utiliserons souvent un résultat plus faible pour borner le minimum eu-
clidien dans les cas concrets. Ce résultat découle directement de la preuve
du théoreme précédent.
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Corollaire 2.5.2. Soient A une algebre centrale o division de dimension
r = m? sur un corps de nombres K de degré n, I un idéal & droite d’un

ordre A de A et (I,a,7) un réseau idéal. Alors

T o, T nm/2

Corollaire 2.5.3. Soient A une algebre centrale o division de dimension
finie sur un corps de nombres et A un ordre maximal de A alors, si Ymin(A) >
Tmin(A), A est euclidien.

PREUVE : Il suffit d’appliquer le théoreme 2.5.1 :

Tmin(A) nm
vmmm)) mrajelh) <1

Donc le minimum euclidien de A est strictement inférieur & 1, ce qui prouve
que A est euclidien.

M(A) < M(Agr) < (

0

Dans le cas ot A = K est un corps de nombres et A = O, on retrouve le
théoreme 5.1 énoncé dans “Upper bounds for Kuclidean minima” par Eva
Bayer-Fluckiger (voir [BF06]).

Les bornes que nous avons vues de Tyin €t Ymin (voir la proposition 1.9.2 et
le corollaire 1.9.5) permettent de donner une borne générale de M(Ig).

Proposition 2.5.4. Soit A une algébre centrale a division de dimension

r =m? sur un corps de nombres K de degré n, et I un idéal & droite d’un

ordre A de A. Alors
m\ nm m
M) < () d(A/Z)" g (1),

mn
d(A/Z)l/rn
3

d’autre part Tmin(1) < 22 - d(A/Z)Y/"™ (c’est le corollaire 1.9.5). Nous
avons également la borne principale de M (Ig) :

_ nm/2
M) < (2220 ) T aa o)

(c’est le théoréme 2.5.1). Le tout mis ensemble donne le résultat annoncé.
O

PREUVE : D’une part, ymin(A) = (c’est la proposition 1.9.2),
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2.6 Les algebres a involution

En complément a la section 1.6 du chapitre I, nous allons étudier les algebres
centrales simples sur un corps de nombres munies d’une involution. En par-
ticulier, si (A, 7) est une telle algebre a involution, nous déterminerons sous
quelles conditions A possede un réseau idéal avec Agr munie de I'involution
induite par celle de A. Comme précédemment, A désigne une algebre cen-
trale simple de dimension m? sur un corps de nombres K.

Rappelons qu’une involution sur une algebre est un anti-automorphisme
d’anneaux d’ordre 2. Il y a deux types d’involution distincts sur une K-
algebre centrale simple :

I. Les involutions K-linéaires (c’est-a-dire celles qui fixent K point par
point). Ce sont les involutions de type I.

II. Les involutions qui ne fixent pas le corps de base K point par point.
Ce sont les involutions de type II.

Nous adopterons les notations suivantes.

Notation 2.6.1. Le couple (A, T) désigne une algébre centrale simple munie
d’une involution. Soit x € A; on note 7 l’image de x par l'involution T.

L’étude des involutions est un vaste sujet (voir en particulier [KMMT98])
que nous n’allons pas traiter ici dans les détails. Nous nous contenterons de
rappeler les quelques résultats standards suivants :

Proposition 2.6.2. Soit (A, T) une algébre centrale simple sur un corps de
nombres K, alors

i) Le corps de base K est invariant par l'involution (c’est-a-dire K™ = K )

i1) Si Uinvolution est de type II, alors F = {x € K | ™ = x} est un corps
et [K : F] = 2. De plus, si K = F(v/8), alors VO = —/8.

PREUVE : Pour i), il suffit de voir que k"2 = (2"k)” = (kz™)™ = zk™ pour
tout k € K et tout x € A, de sorte que K7 est contenu dans le centre de A.
Donc K™ C K et 7|x est un automorphisme de corps. Ainsi K7 = K.
Pour i) il est facile de voir que F' est un corps (différent de K, puisque 7
est de type II) ; de plus pour tout k € K le polynéme X2 — (k+ k™)X +k"k
est a coefficients dans F' et il annule k, ce qui prouve que [K : F] = 2.
Posons maintenant K = F(v/). Nous avons § = 7 = (v/8')? de sorte que
\/ET = 4+/0. Le résultat découle du fait que K et F sont distincts.

O
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Cette proposition nous permet d’introduire quelques notations utiles.

Comme d’habitude (voir section 1.6 du chapitre I), on notera oy, ..., 0y, les
w places réelles de K qui sont ramifiées dans A, oy41,...,0., les 11 — w
places réelles qui ne sont pas ramifiées dans A et oy 41,...,07, 47, les 1o

places complexes (& conjugaison pres). On notera encore W = Ramq(A)
I’ensemble des places réelles qui sont ramifiées dans A, R l’ensemble des
places réelles de K et C' l’ensemble des places complexes (un représentant
par paire de places conjuguées) de K.

Si A est munie d’une involution 7 de type II, on note F = {z € K | 2™ = x}
et K = F(+/0). Alors une place infinie o : F — C s’étend en deux places
infinies de K — C. La proposition suivante donne le comportement de ces
extensions et les notations que nous adopterons.

Proposition 2.6.3. Soit (A, T) une algébre centrale simple sur un corps de
nombres K. On suppose Uinvolution T de type II et on note K = F(\/0) (ot
F={zxeK|ax" =z}) Soit o : F — C une place infinie de F.

i) Si o estréelle et o(0) > 0, alors

o1 : K — R
a+b/0 — o(a)+o(b)\/o(6)
et
o9 : K — R
a+b/0 — o(a)—o(b)\/o(0)
sont des places réelles de K qui étendent o. De plus, o1(z™) = oa(x) et

o9(x™) = o1(x) pour tout © € K, et 01 € Ramyo(A) si et seulement si

o9 € Ramy,(4).
1) Si o n’est pas réelle, alors
o1 K —s C
a+b/0 — o(a)+o(b)\/o(0)

et
o9 : K —s C
at+b/l — o(a)—a(b)\/o(0)
sont des places complexes de K qui étendent o. De plus o1(z7) = oo(x)
et oa(x7) = o1(z) pour tout x € K.

i11) Si o est réelle et o(0) <0, alors

o1 : K — C
a+b/0 — ola)+io(b)\/|o(0)]
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est, a conjuguaison pres, l'unique place infinie de K qui étend o. De plus
o1(x7) = o1(x) pour tout x € K (ot ~ désigne l'involution canonique

sur C).

iv) Toutes les places infinies de K sont décrites dans i), ii) et iii).

PREUVE : Nous vérifions facilement que tous les prolongements proposés ont
bien les propriétés requises pour étre des places de K. Le fait que o(27) =
oa(x) (et vice versa) dans i) et ii) découle directement des définitions, de
méme que laffirmation oy(z7) = o1(z). Pour se convaincre du point iv),
il suffit de compter les places de K obtenues dans la proposition. La seule
assertion qui n’est pas claire est “o; € Ramy(A) si et seulement si o9 €
Ramy(A)” dans le point i). Pour montrer cette affirmation, fixons une K-
base B = {eq,...,e.} de A. Il suffit alors de vérifier que I’application définie
par
P A®KK01 — A®KK02
ke; @1 — kTe; @7

prolongée par linéarité définit un isomorphisme de R-algebres.

Notation 2.6.4. Dans la situation de la proposition précédente, on numé-
rotera les places de K de facon qu’elles se trouvent par paire de places qui
prolongent une méme place de F. En d’autre termes les w premieres places
O1,y...,04 de K sont ordonnées de sorte que oo;i—1|p = o09i|p pour tout
1<i< %, les 1 —w suivantes sont ordonnées selon les mémes critéres. Soit
Crp ={o:F — C | o nlest pas réelle } et c = §Cp. Alors les ¢ premiéres
places complezes de K sont ordonnées de sorte que o9;—1|p = 09| pour
tout 11 + 1 < i < 5. Aucun ordre particulier ne peut étre introduit pour les
ro — ¢ places restantes.

Il existe encore une distinction que l'on peut faire facilement pour classer
les involutions de type I. Considérons une forme bilinéaire non dégénérée b
sur un K-espace vectoriel V,

b:VxV —K.

Soit R
b:V —V*

définie par b(z)(y) = b(z, y) I'isomorphisme induit par b entre V et son dual.

On peut alors définir 'anti-automorphisme de 'anneau Endg (V') suivant :

ap EndK(V) — PndK(V)A
f — b_lotfob
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ot tf est la transposée de f (c’est-a-dire {f(p) = ¢ o f pour tout ¢ € V*).

Proposition 2.6.5. Posons
B={b:V xV — K | b est une forme bilinéaire

non dégénérée symétrique ou alternée } /K>

et
I ={o | o est une involution sur Endg(V)}.

Alors, Uapplication
s: B — 1

b — oy

est une bijection.

PREUVE : Voir [KMMT98] p.1.

Soient maintenant (A, o) une algébre centrale simple (de dimension m?) sur
un corps K, munie d’une involution de type I et L un corps déployant de A.
Posons o, = o ® idy, ¢’est une involution sur Ay, et V = L™. Alors

(AL, O'L) = (EndL(V), O'b)

pour une certaine forme bilinéaire non dégénérée b (symétrique ou alternée).
On vérifie que la symétrie (ou l'alternance) de b est indépendante du choix
de l'isomorphisme et du corps déployant (voir [KMMT98] p.16 définition
2.5).

Définition 2.6.6. Si b est alternée, on dit que linvolution o sur A est
symplectique.
Si b est symétrique, on dit que l'involution o sur A est orthogonale.

Remarque 2.6.7. Si L est une extension de corps de K, Uinvolution or,
sur Ay, est symplectique si et seulement si o est symplectique sur A.

Nous pouvons maintenant passer aux cas qui nous préoccupent.

Remarquons d’abord que si (A, 7) est une algebre a involution, alors 7 induit
une involution sur Ag. En effet,

T=7®idg: Ar — Agr
a®r — aQr

est une involution R-linéaire.
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Définition 2.6.8. On dit qu’une involution T’ sur
Ar = ME(C)? x M,,,(R) ™% x M,,(C)™

est positive, si la restriction de T’ a n’importe quelle composante matricielle
de AR est encore une involution qui, de plus, est elle-méme positive (voir
section 1.6 du chapitre I).

Une involution T sur A est dite positive, si 'involution induite 7' sur Ag
lest.

Proposition 2.6.9. Soit 7 une involution sur l’algébre centrale simple A.
Munissons Ar de Uinvolution 7' induite par celle de A. Il existe un réseau
idéal (I1,b,7") sur A, si et seulement si l'involution T est positive.

PREUVE : Supposons qu'’il existe un réseau idéal (I,b,7’) sur A. Les pro-

/

positions 1.5.9 et 1.5.12 nous assurent que 7; = 7’|y, est une involution

pour toute composante matricielle M; de Ag. Il existe a € fXR tel que

b(z,y) = trAR/R(xayT/) pour tout z,y € Agr. Par le corollaire 1.6.11, pour
que b soit définie positive, il faut et il suffit que les formes bilinéaire traces :

TI‘Z‘ : Mz X Mz — R
(ai, bz) [ — Tr(aiaibzi) (1 < 1 < 7“1)

et

TI']'Z M]XM] — R

(aj,b5) +— Tr(ajajb;j) + Tr(ajajb;j) (rMm+1<j<r+mr)

soient définies positives. Les M; désignent les composantes matricielles as-
sociées a 0;. Ces formes bilinéaires sont définies positives si et seulement si
7/ est une involution positive sur M; (voir propositions 1.7.1, 1.7.4 et 1.7.7)
pour tout 1 < i < rq + r9, en d’autres termes si et seulement si I'involution
7/ est positive.

O

Il suffit donc d’observer les involutions positives sur une algebre centrale
simple munie d’une involution 7 pour comprendre les réseaux idéaux (avec
involution induite) sur A. La proposition suivante permet de mieux com-
prendre le comportement d’une telle involution de type I.
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Proposition 2.6.10. Soient T une involution de type I sur A et 7/ l'in-
volution induite sur Ag = ME(C)¥ x M,,(R)™~% x M,,(C)" par 7. La
restriction de ™' a une composante matricielle de Ar est une involution R-
linéaire sur cette algébre de matrices. Si la composante choisie est M, (C)
alors Uinvolution est méme C-linéaire.

PREUVE : Soient k € K et a € A. Posons ¢ = ka ® r € Ar. L’'image de
x par l'isomorphisme § : Ag — M (C)* x M,,(R)"*~% x M,,,(C)"2 (voir
proposition 1.6.8 et précédentes) est donnée par

6(z) = (po, (a @ro1(K)), ... » Por g (a® 1o tr,(k))).

Pour 2™ = ka™ ® r, nous obtenons

6(z7) = (¢o, (a” @ ro1(K)), . .. » Por g (@” @ 10y 4ry (K)))-

Ainsi I'involution, restreinte & la composante matricielle M; correspondant
au plongement o;, est donnée par

/ .

Po(a®s) — @5 (a" @)

Comme ¢, est un isomorphisme de R-algebres, il est clair que 7/|y, est une
involution. Cette involution est bien C-linéaire si M; = M,,(C).

O

Cette proposition nous permet d’introduire la notation suivante.

Notation 2.6.11. Si 7 est une involution de type I sur A et que 7' désigne
Vinvolution induite sur Ar, on note 7, = 7'|m, ot M; est la composante
matricielle de Ag correspondant au plongement o;. On appelle T/ l’involution
restreinte.

Corollaire 2.6.12. Soit 7 une involution positive de type I sur A. Alors
deux cas sont possibles :

i) L’involution T est symplectique et dans ce cas
le corps de nombres K est totalement réel, autrement dit ro = 0, et
lalgebre A est totalement définie sur K (c’est-a-dire que toutes les
places infinies de K sont ramifiées dans A), autrement dit 11 = w.

i1) L’involution T est orthogonale et dans ce cas
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Le corps de nombres K est totalement réel, autrement dit ro = 0,
et l'algebre A est totalement indéfinie sur K (c’est-a-dire qu’aucune
place infinie de K n’est ramifiée dans A), autrement dit w = 0.

PREUVE : La proposition précédente nous dit que I'involution induite sur les
composantes matricielles M,,,(C) de Ag est C-linéaire ce qui est impossible
puisque 7 est positive (voir proposition 1.7.4), donc 9 = 0 dans tous les
cas. Supposons que l'involution 7 est symplectique; alors 7/ est encore une
involution symplectique (remarque 2.6.7). La proposition 1.7.1 nous assure
alors qu’il ne peut y avoir de composante matricielle de la forme M,,(R)
dans Ag (i.e. 71 = w). De la méme facon, si 7 est orthoghonale alors ce sont
les composantes de la forme M (C) qui ne peuvent apparaitre (i.e. w = 0).

O

Ce corollaire nous donne une liste de conditions nécessaires sur K pour
qu’'une K-algebre a involution de type I admette un réseau idéal. Il reste a
voir ce qui se passe avec une involution de type II.

Proposition 2.6.13. Soient T une involution de type II sur A et ' l'in-
volution induite sur Ag = ME(C)” x M,,(R)" % x M,,,(C)"2. On ordonne
O1s. .., 0p 4, les places infinies de K de la méme fagon que dans la notation
2.6.4.

Si1<i<eg,
la restriction de linvolution 7' & une composante matricielle M; n’est
pas une involution sur M;. Plus précisément, 7', échange les com-
posantes issues de la méme place de F :

/ )
T|M2i71 i Mg;1 — My
/ )

7'My, i My — Mo

Sic+1<i<ry+ry,
la restriction de linvolution 7' a une composante matricielle M; =
M,,,(C) est une involution R-linéaire sur M,,(C). Cette involution n’est
pas C-linéaire. On la note 7.

PREUVE : Réglons d’abord le cas ou i < ¢. Sans perte de généralité, nous
pouvons faire la démonstration d’abord pour o1, 09 (deux places réelles de
K qui étendent la méme place o de F), puis pour oy, 41,0y, +2 (deux places
complexes de K qui étendent la méme place réelle o’ de F).
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Considérons x = ka ® o3(l) —la ® o3(k) € Ag ot a € A et k,l € K. Un
calcul montre que

0(z) = (1,0,23,...,Tr,4r,) avec x; # 0 pour tout 1 < i <rj +ro.

De plus, en utilisant la relation o1(k™) = o3(k) pour tout k& € K, nous
observons que

/

6(z7) = (0,25, a5,..., 2. 4,,) avec x; # 0 pour tout 1 <i <rq +ro.

Cela prouve que Im(7’'|p,) € My. La proposition 1.5.10 nous assure des lors
que Im(7’|p1,) € My. Ce qui résout le cas des places réelles de K.

La démarche est la méme pour les places complexes de K :

K

Orq+1

=K,

Orq+2

=C.

Considérons les éléments
1ie A C
et
y=1(0,...,0,05, ., (1®1%),05, ,,(1®1),0,...,0) € Ag.

Posons z = 6~ !(y). Nous vérifions que z” = z. En utilisant

x = ka ® Re(o,,42(1)) — la ® Re(oy,12(k))
+ 2z (ka @ (o, 42(1)) — la @ (o, 4+2(k)))

et en répétant le raisonnement fait dans le cas réel nous obtenons que 7;,
7
n’est pas une involution.

Il reste a voir que la restriction de 7/ aux composantes matricielles M; avec
i > c est bien une involution sur M;. Soit ¢ = o; (avec i > ¢). Un rai-
sonnement similaire a celui qui précede permet de voir que Im(M;) C M;.

La proposition 2.6.3 dit que o(k™) = o(k) pour tout k € K, de sorte que
I’involution restreinte a M, est donnée par

Ti/: Mz — Mz
Yo (a®2) +— @5(a" ® 2)

qui n’est pas C-linéaire.

Corollaire 2.6.14. Soit 7 une involution positive de type Il sur A et F' le
sous-corps de K = F(\/@) fixé par Uinvolution. Alors F' est totalement réel
et o(0) < 0 pour toute place o de F. Autrement dit K est un corps CM.
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PREUVE : Comme 7 est une involution positive, 7’|y, est une involution (po-
sitive) sur chaque composante matricielle de Ag. La proposition précédente
nous dit alors que les places de F' = {z € K | 7 = x} sont toutes réelles et
qu’en plus o(#) < 0 pour toute place o de F' (c’est la traduction de ¢ = 0
dans la notation 2.6.4).

O

Ce corollaire nous donne une liste de conditions nécessaires sur K pour
qu’'une K-algebre a involution de type II admette un réseau idéal.

Nous verrons plus tard que ces conditions peuvent étre encore précisées dans
le cas d’une algebre de quaternions.

2.7 Reéseaux idéaux particuliers

Afin de construire des exemples de bornes supérieures du minimum eucli-
dien, nous aurons besoin de résultats plus précis sur les réseaux entiers.
Cette section donne 'essentiel de ces résultats.

Proposition 2.7.1. Soient A une algébre centrale a division sur un corps
de nombres K, A un ordre mazimal et (I,o,7) un réseau idéal de A. Le
réseau (I,q) est entier si et seulement si

Iol™ C D(AJZ)77.

PREUVE : Par définition, (I, «) est entier si et seulement si I C I*, mais
I* = D(A/Z)""I""a~! (voir proposition 1.8.6). Donc l'inclusion I C I*
devient I C D(A/Z)" "I "a L.

U

Corollaire 2.7.2. Soient A et A comme dans la proposition précédente et
(I,,7) un réseau idéal entier de A. Alors

det(I,a,7) =1 < Ial” =D(A/Z)7".
PREUVE : D’apres la proposition 1.8.12,
det(l,a,7) =1 <= Ny, gr(Ial"D(A/Z)7) = 1.
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Par la proposition précédente Ial™ C D(A/Z)~ 7, donc la seule possibilité
est Ial™ =D(AN/Z)".
g

Remarquons encore le fait suivant qui permet de modifier I'idéal sans chan-
ger le réseau.

Proposition 2.7.3. Soient A et A comme dans la proposition précédente,
(I,a,7) un réseau idéal de A et s € A*. On a

(I,a,7) = (sI,s tas™, 1)

PREUVE : Considérons I'automorphisme ¢ de A donné par la conjuguaison
par s. Pour tout sz, sy € sl,

tra/q(szs s (sy)") = tragle(@)ap(y)”),

ce qui prouve que les réseaux sont isométriques.

Pour terminer nous allons décrire un cas particulier dans lequel le réseau
(I,,7) est un produit tensoriel de réseaux plus simples. Cela nous sera
utile, en particulier lorsque ’algebre considérée est une algebre de quater-
nions.

Soient A un ordre de A, I un idéal de A libre comme Og-module, o € A et
7 une involution positive sur A telle que la forme bilinéaire

tro,: IxI — K
(z,y) +— trag(ray”)

est a coefficients rationnels et définie positive (en d’autres termes (I,try)
est un réseau). Dans cette situation, (I, af3), ou § € K, est caractérisé de la
maniere suivante.

Proposition 2.7.4. Soient (I,try) comme ci-dessus et § € K tel que
(Ok, B) est un réseau. Alors

(I,Oéﬁ,T) = (I’tra) 7z (OKaﬁ)
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PREUVE : Soient E = {ej,...,e,} une Og-base de I et F' = {f1,..., fn}
une Z-base de Ok . La base EQ F = {fie1,..., fn€1,.--, f1€r,. .., fner} est
une Z-base de I. Or

Trjo(tra/x(fiejaB(fre))”) = Tro(Bfife)tra/k(ejae))

car tr, est a coefficients rationnels. De plus nous savons que 7 est soit de
type I, et dans ce cas K est totalement réel et 7|x = idg, soit de type II,
et dans ce cas K est un corps CM et 7|k est la conjugaison complexe (voir
section précédente). Dans les deux cas (T x/q(8fiff))1<ik<n st une matrice
de Gram du réseau (Og, f3).
Cela nous assure qu'une matrice de Gram de (I, a3) est donnée par le pro-
duit tensoriel des matrices de Gram des réseaux (I,tr,) et (Og, ).

O
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Chapitre 111

Minimum euclidien des corps
de quaternions

Nous allons voir dans ce chapitre quelques exemples, dans le cas des qua-
ternions, de la borne du minimum euclidien donnée dans la section 2.5 du
chapitre II. Nous donnerons en particulier une liste de conditions nécessaires
et suffisantes pour réaliser le réseau Eg et les conséquences que cela engendre
sur le minimum euclidien des corps de quaternions quadratiques. Nous don-
nerons également une liste exhaustive des corps de quaternions euclidiens
sur Q et sur un corps quadratique imaginaire. La détermination des corps
de quaternions euclidiens sur un corps quadratique fait 'objet des sections
3.11 et 3.13 mais reste partiellement ouverte.

La détermination des corps de quaternions euclidiens, que ce soit sur Q ou
sur un corps quadratique, s’appuie sur trois résultats importants, dont deux
se trouvent dans ce chapitre.

i) Le premier est le théoréme 2.5.1 du chapitre II qui permet de borner
supérieurement le minimum euclidien d’un ordre maximal A dans une
algebre a division, en fonction des invariants d’Hermite des réseaux
idéaux associés a A.

ii) Le deuxiéme est le théoreme 3.4.10. Il permet de borner supérieurement
le minimum euclidien d’un corps de quaternions principal totalement
indéfini sur K par le minimum euclidien de K.

iii) Le dernier est le corollaire 3.10.3. Il permet de borner inférieurement le
minimum euclidien d’un corps de quaternions totalement défini sur K
par le carré du minimum euclidien de K.

Les sections 3.5 a 3.7 donnent des formules explicites du minimum euclidien
de certaines familles infinies d’ordres maximaux dans les corps de quater-
nions définis sur Q.
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Tout au long du chapitre nous verrons apparaitre des familles infinies d’ordres
maximaux. Ces ordres ont, pour la plupart, été découverts en s’appuyant
sur des moyens informatiques.

Nous commencons par rappeler une liste de définitions équivalentes d’une
algebre de quaternions et quelques propriétés fondamentales.

3.1 Définitions et propriétés fondamentales

Pour simplifier et rester dans le cadre qui nous préoccupe, nous suppo-
sons que K est un corps de caractéristique différente de 2 (bien que toutes
les définitions et tous les résultats donnés dans cette section puissent étre
généralisés au cas d’un corps de caractéristique 2).

Définition 3.1.1. Soient K un corps et K une cloture algébrique de K. Une
algébre de quaternions sur K est une K-algébre vérifiant une des conditions
équivalentes suivantes :

i) L’algébre A est une algébre centrale de dimension 4 sur K engendrée
comme K -espace vectoriel par la famille {14, j,k = ij} vérifiant
? 2=b, ij=—ji
ou a,b sont des éléments fixés de K.

i1) L’algebre A est une algébre centrale de dimension 4 sur K, telle qu’il
existe une algebre L = K(a) C A, séparable et de dimension 2 sur K,
un élément inversible 0 de K et un élément u de A avec

A=L+Lu, v’=0, un=Tmu

pour tout m € L, ou ~ : L — L est le K-automorphisme non trivial de

L.

iii) L’algébre A est la sous-K -algébre de My(K) engendrée par les matrices

sutvantes :
1 0 i \/5 0
0 1)’ o 0 —\/5 ’

(=) e (A )

ot a,b sont des éléments fizés de K.

iv) L’algébre A est une algébre centrale simple de dimension 4 sur K.
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On montre facilement I’équivalence des quatre définitions. Sans entrer dans
les détails, si L = K (y/«) est comme dans la définition ) alors le couple
(ar,0) correspond au couple (a,b) de la définition 7). De méme, les couples
(a,b) des définitions i) et i4i) se correspondent.

On note 'algebre de quaternions A = (a,b) g, et, six = xg+iz;+jre+kas €
A, on appelle z( le terme constant de x.

Définition 3.1.2. Le corps gauche (—1,—1)gr, noté H, est appelé le corps
des quaternions de Hamilton.

La liste des propriétés connues des algebres de quaternions est énorme et
impossible a énoncer ici. Nous ne donnons que les propriétés indispensables
pour la suite de ce travail.

Proposition 3.1.3. Soient A = (a,b)x une algébre de quaternions et

v A — A
o +ix1 + jro + kg —— x0 —ix1 — jTo — kI3.
Alors :

i) L’application ~y est l'unique involution symplectique sur A (appelée in-
volution canonique et notée aussi~). Si T est une involution orthogonale
sur A alors il existe un unique u € {z € A | 27 = —z}, a multiplication
par un élément de K* pres, avec T = Int(u) o ~.

it) Soient T une involution de type 11 sur A = (a,b)x et v = 7|k le
F-automorphisme non trivial de K (ou F est le sous corps de K fixé
par Uinvolution). L’algébre Ag = {x € A | 7 = 27} est l'unique algébre
de quaternions sur F', contenue dans A, vérifiant

A=Ar K, e T7T=v%®¢L

ot vy est linvolution canonique sur Ag. De plusa,b € F et Ag = (a,b)p.

i11) La norme et la trace réduite de A sont données par :
nry i (z) =z’ et try(z) =z +a7

pour tout x € A.

i) L’algébre A est soit une algébre de matrices sur K, soit une algébre a
division sur K.

PREUVE : Pour i) et ii) voir [KMMT98| proposition 2.21 et 2.22, p.26.
Pour i) il suffit de voir que le polynéme caractéristique réduit de = € A est
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X? — (x4 27)X + x27. Le point iv) découle du fait que A = M, (D) ou D
est un corps gauche. Pour des raisons de dimension, soit D = K et n = 2,
soit A = D.

Proposition 3.1.4. Soit A = (a,b)x un corps de quaternions sur un corps
de nombres K. Supposons que A est muni d’une involution 7, alors l’in-
volution T est positive si et seulement si on est dans une des situations
sutvantes :

L’involution T est symplectique.
Alors 7 = v est Uinvolution canonique, K est totalement réel et A est
totalement défini. Dans ce cas, (I,a,T) est un réseau idéal de A si et
seulement si o € K et « est totalement positif.

Linvolution T est orthogonale.
Alors K est totalement réel et A est totalement indéfini.

Linvolution T est de type II.
Alors K est un corps CM et, si F est le sous-corps de K fixé par
Vinvolution et Ag = {x € A | 27 =7}, alors Ay = (a,b)r est une
algébre de quaternions totalement définie sur F (a et b sont totale-
ment négatifs). Dans ce cas, (I,a,T) est un réseau idéal sur A, si et
seulement si o = ag + ivoa, + j\/§a2 + k:\/gag ou K = F(\/g) et
a; € F pour tout 0 <1 <3 et

2

0 < o(ura/x(a)) <o (M)

pour tout plongement o de F dans R.

PREUVE : Si l'involution est symplectique nous avons vu (voir corollaire
2.6.12) que K est totalement réel et A totalement définie. L’unique invo-
lution symplectique sur A est l'involution canonique «, donc 7 = ~. Soit
(I,,7) un réseau idéal. Alors a” = a, donc a € K. nous vérifions que
Iinvolution induite par v sur Ag = M5/(C)¥ est I'involution ~o ¢ sur chaque
composante matricielle (ot w est le nombre de places réelles de K, c’est-a-
dire w = [K : Q]). La proposition 1.7.7 nous assure que chaque composante
de 'image de o dans Ag est définie positive. Comme « € K, cela revient &
dire que « est positif a toutes les places infinies.

Si I'involution est orthogonale, alors le résultat découle directement du co-
rollaire 2.6.12.

Si I'involution est de type I nous savons déja que K est un corps CM (voir
corollaire 2.6.14). Remarquons que l'involution induite par 7 sur

A Qg Kgs = MQ(C)
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est positive si et seulement si o(a) et o(b) sont négatifs (dans ce cas l'in-
volution sur Ms(C) est ~ot). Autrement dit, A est totalement définie. Par
la proposition précédente, 7 = 9 ® ¢ ou g est 'involution canonique sur
Ag et ¢ est le F-automorphisme non trivial de K. Ainsi o = o si et seule-
ment si « est de la forme annoncée. De plus si (I, «, 7) est un réseau idéal,
alors (voir la proposition 1.7.4) I'image de o dans chaque composante de
M3 (C) est définie positive. Nous vérifions que cela arrive si et seulement si

o(nry g(a)) < 0(%) pour tout plongement o de F' dans R.

0

Notation 3.1.5. Soit x = xg + ix1 + jaxo + kxs € A = (a,b)x et ¢ le
F-automorphisme non trivial de K, alors v agit sur les coefficients de x. On
note x* = xg + 1x] + jrs + kxg, et avec cette notation on a T =yoL =yt

3.2 Réseaux pairs et réseaux primitifs

Définition 3.2.1. Soit (L,q) un réseau entier. On dit que (L,q) est pair
st q(z) € 27 pour tout x € L, qu’il est primitif si q(L) = Z et qu’il est
unimodulaire si det(L,q) = 1.

Proposition 3.2.2. Soient A = (a,b)x un corps de quaternions, A un ordre
mazimal de A, T une involution symplectique ou de type II sur A et (I, o, T)
un réseau idéal entier de A. Si T est de type II, on suppose encore qu’aucun
premier de F' au-dessus de 2 n’est ramifié dans K. Alors (I,a,T) est pair.

PREUVE : Comme A est modérément ramifié il existe z € A tel que
trA/K(z) = z + 27 = 1. Supposons d’abord que 7 est une involution de
type II. Alors

tra/k(vox’) = tra g (zoox’) + tra g (2 zaz”).

Soient F' le sous-corps totalement réel de K fixé par 7 et soit ¢ le F-
automorphisme non trivial de K. Comme 7 = ¢ = 7y, nous obtenons

trA/K(xT) =z 4+2" =2+ = (a7 + ) = trA/K(m)L.

Ainsi
tr /5 (zwazT)’ = trp i ((zrax”)7) = trp k(2 waz")

et
tra g (2Tzax’)" = try k(2 zax’).
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De plus (z 4 27)" = 27 + 2* = 1, donc
tra/x(zaxT) = try (2" zax’) +try g (2 zax”) =
tra k(zrax”)" +try g (2Tzax™)" = trg g (vaz”)’,
autrement dit try, g (zaz”) € F, de sorte que
trajg(zax”) = Tp/Tr/r(tra/k (zax”)) = 2T p/g(tra/k (zaz’)).
D’autre part,
Trotrayx(Ial™)) = Tgtra/x(Ial")Ok) C Z,

autrement dit
tI‘A/K(IOéIT) CDgNF =Dp

ou I'égalité vient du fait que K/F est modérément ramifié (car sans ramifi-
cation dyadique). Donc

Trgtra/k(zax”)) € Z

ce qui nous permet de conclure.

Si I'involution 7 est symplectique, alors 7 = 7y et
trajg(rar”) = tryg(zrar”) + try g2 zax) = 2tr 4 g (2rax”)

Nous concluons, comme avant grace au fait que rax? € D(A/Z)~ L.

Remarque 3.2.3. La condition qui exige que les premiers de F au-dessus
de 2 ne sont pas ramifiés dans K est plus forte que nécessaire. En effet, il
suffit d’avoir

tra/x(zax”) € {a € F | Tpg(a) € Z}  pour tout x € I.

Nous utiliserons parfois cette condition moins forte dans la suite.

Proposition 3.2.4. Soient A, A, 7 et (I,a,7) comme dans la proposition
précédente. Alors (I, o, ) est primitif si et seulement si Ial™ ¢ pD(A/Z)™1
pour tout nombre premier p € Z.
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PREUVE : Remarquons d’abord que
tra(J) CnZ <= JC nD(A/Z)~1

pour tout idéal J de A et tout entier n. En effet, considérons la différente
inverse de J, donné par J = {x € A | tryg(zJ) C Z}. Alors

traj(J) CnZ <= ACnl.

Mais J = J1A = J'D(A/Z)~* (voir [Rei03] théoreme 25.1, p. 217), d’ol le
résultat. Cela implique la proposition car (I, a, 7) est primitif si et seulement
sitra/g(fal™) n’est contenue dans aucun idéal premier de Z.

O

3.3 Ordres maximaux dans les algebres de quater-
nions

Toujours dans le but de borner leur minimum euclidien, nous allons donner,
dans cette section, des exemples d’ordre maximaux d’un corps de quater-
nions sur un corps de nombres.

Rappelons d’abord la notion de symbole de Legendre généralisée.

Définition 3.3.1. Soient K un corps de nombres, P un idéal premier de
Ok et a € Og. On définit le symbole de Legendre (généralisé)

a —1 siaOg n’est pas un carré modulo P et (aOk,P) =1,
(—> = 1 siaOg est un carré modulo P et (aOk,P) =1,
0 si(aOk,P)#1.

Lorsque (%) =1, on dit que a est un résidu quadratique modulo P.

La proposition suivante donne une description de la forme (a,b)rx d’une
algebre de quaternions.

Proposition 3.3.2. Soit A une algébre de quaternions sur un corps de
nombres K ramifiée aux places finies Ramy(A) = {P1,..., P} et aux places
infinies réelles Ramoo(A) = {01,...,05} (ces ensembles de places peuvent
étre vides). Supposons qu’il existe des entiers impairs ni,...,n, € N tels
que Pyt - Pl est un idéal principal (disons engendré par d’'). On choisit
un b € Ok tel que :
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~ pged(d’,b) =1,

— d =d'b est positif en chaque place de Ramy,(A),
— b n’est divisible par aucun premier dyadique.

1l existe alors a € Ok tel que

i) L’idéal aOk est premier dans O distinct de P; pour tout 1 < i <.

ii) o(a) <0 si et seulement si 0 € Ramy(A).

a

i11) Le symbole de Legendre (5) vaut —1 pour tout P € Ramy¢(A) tel que
P ne divise pas 20k .

iv) L’élément a n'est pas un carré dans (O )p mais c¢’est un carré dans
(Or)p/4OK)p, pour tout idéal dyadique P.

a

v) Le symbole de Legendre (f) vaut 1 pour tout P divisant b.

Un tel a satisfait alors
A= (a,—d)g.

PREUVE : voir [LJ] proposition 2.10, p.18.

Proposition 3.3.3. Soit A comme dans la proposition précédente. On sup-
pose encore que Pip--- P, est un idéal pincipal, on choisit a et d comme

dans la proposition précédente de facon a ce que A = (a,—d)g. Il existe

alors z,c € Ok tels que a = > mod 40k et —d = ¢ mod aOk. De plus,

x+ioK@ci—|—koK®(m+i)(ci+k)
2 a 2a

A=0Or® Ox
est un ordre mazimal de (a,—d)x. Si, de plus, d =3 mod 40k et sic=1
mod 20k, alors

—ct—k

. 1+
I =0x®i0Or& —2ogae "2 " "o,
2 2a

est également un ordre maximal de (a, —d)k .

PREUVE : Le fait que A est un ordre maximal se trouve dans [L.J] proposition
6.9 p.31. Pour I il suffit de constater que c’est un anneau pour voir que c’est
un ordre et que d(I') = d? pour en déduire qu’il est maximal.

0

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons souvent l’algebre de quater-
nions usuelle A = (—1,—1)x sur un corps de nombres K. Les propositions
précédentes ne donnent pas d’information sur ce cas. Nous allons donc don-
ner quelques résultats concernant spécifiquement (—1,—1)x et ses ordres
maximaux.
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Proposition 3.3.4. Soit K un corps de nombres et A = (—1,—1)x lalgébre
de quaternions usuelle sur K. Alors A est ramifiée en P si et seulement si
P est un premier dyadique et e(P)f(P) est impair (ou e(P) et f(P) sont
respectivement le degré de ramification et le degré résiduel de P).

PREUVE : Seuls les premiers dyadiques peuvent ramifier dans A. En effet,
nous savons que si P n’est pas un premier dyadique et si a,b € (OK);
alors (a,b)p = 1 (voir [LJ] proposition 2.8). Soit P un premier dyadique.
Alors P est ramifié dans A si et seulement si (—1, —1)g,, est un corps. Nous
savons que (—1,—1)g, est un corps (voir [Ser77] théoreme 1 chapitre I) et
que (—1,—1)g, est un corps si et seulement si [Kp : Q] est impair (voir
[Vig80] théoreme 1.3, chapitre 2). On conclut en rappelant que [Kp : Q3] =
e(P)f(P).

O

Nous aurons besoin du lemme suivant qui est, sans doute, bien connu mais
que nous rappelons ici, faute de le trouver explicitement dans la littérature.

Lemme 3.3.5. Soient K un corps de nombres, p un nombre premier et
pOg =Pt ... P, Alors

Ok /P = (Ok/Pi) [X]/X“

pour tout 1 < i < r. En particulier Ok /P;* est un Ok /P; espace vectoriel
de degré e; et

Ok /PO = (Ok [P1) [X]/ X x - x (O [Pr) [X]/X*

PREUVE : Sans perte de généralité, nous pouvons raisonner sur P = P;.
Posons e = e1. Soient Q, le corps complété de Q pour la valuation p-adique
et Kp le complété de K pour la valuation P-adique. Notons Of,, 'anneau
de valuation de Kp. Nous savons (voir [Nar04] corollaire 3, p. 223) qu'il
existe une extension intermédiaire L (Q, C L C Kp) telle que L/Q,, est non
ramifiée et K'p/L est totalement ramifiée. Soit O, 'anneau de valuation de
L. Remarquons que pOy, est I'idéal maximal de Or, et que pOf,, = P¢. De
plus Or/pOr = Fyr = Ok, /P, ot f = [L : Q] = f(P,p) est le degré
résiduel de P sur p. Soit a € O, tel que Ok, = Op[a]. Il vient

Okp /P = OL[a]/pOL[a] = (OL/p) [X]/ma(X)

ol my(X) désigne la classe dans Or,/p du polynéme minimal m, de « sur
Or.
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Supposons maintenant que mq(X) n’est pas scindé. Alors il existe un entier
n > 1 et une surjection de O /P¢ sur Fyns. Ainsi Fnr est un quotient
de Ok, ce qui est absurde car P est I'unique idéal maximal de Ok, et
Okp/P = TF,. Donc

(O1/p) [X]/ma(X) = (01 /p) [X]/X°
puisque my, est de degré e = [Kp : L]. Finalement, il vient
Ok /P = O, /P = (O /p) [X]/ X =

~ Ok, /P) [X]/X° = (O /P) [X]/X°

ce qui termine la preuve.

Proposition 3.3.6. Soient K un corps de nombres et A = (—1,—1)g un
corps de quaternions. Le degré résiduel de P est pair pour tout premier P
au-dessus de 2 si et seulement s’il existe s € Ok tel que s> +s+1 € 20k.
Dans ce cas,

s+ (s+1)i+j 14+i+j+k
( 2) Jog® 2]

est un ordre maximal de A, et A est non ramifiée aux places finies.

A=0k &iOk &

Ok

PREUVE :

Ecrivons 20k = P;'... PS¢ et supposons que f; = [Ok/P; : Fa] est pair
pour tout 1 < ¢ < r. Le lemme précédent nous dit que R = Ok /20k
est un produit cartésien de [F4-espaces vectoriels, donc il existe s € R avec
s2+s5+1€20k, car X? + X + 1 est réductible dans F4[X].

Inversément, supposons f(P) impair. L’anneau R = Ok /20K contient
S =0k /PO = (Ok/P) [X]/ X =TF,;[X]/ X"

vu le lemme précédent. Or Y2 + Y + 1 est irréductible dans S[Y]. En effet,
si x désigne la classe de X dans S et que ag + a1z + -+ + ae_12° " est
une racine de Y2 +Y + 1, alors a% +ap+ 1 = 0. Ce qui est impossible car
Y2 +Y + 1 est irréductible sur Fy; (puisque f est impair).

Il est facile de vérifier que A est un anneau (avec la condition s? + s+ 1 €
20k) et que son discriminant est Og. Cela prouve que A est un ordre
maximal de A et que A n’est pas ramifiée aux places finies.

O
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Proposition 3.3.7. Soient K un corps de nombres et A = (—1,—1)g une
algébre de quaternions. On suppose que 20k = 731261 ... P2er et on pose
I =P ---Per. Alors A est non ramifiée auz places finies. De plus, si I est
principal, alors
141 147 1+i+j+k
A=Op+ -t -l 2T

O
2 2 2 K

est un ordre mazximal de A.

PREUVE : Comme e(P) est pair pour tout premier dyadique P, A est non
ramifiée aux places finies (voir la proposition 3.3.4). Pour montrer que A est
un ordre, il suffit de vérifier la stabilité pour la multiplication, ce qui est
facile. Soit D(A/Ok) le discriminant de A. Par définition,

D(A/OK) = (det(tr(mimj)1§i7j§4) ‘ T1,...,24 € A>

Il existe o, 8 € I tels que aff = 2 (car I est principal). Posons z7 = 1,
To = ozlJQ”, T3 = ﬁ%, T3 = W Nous pouvons alors vérifier que

det(tr((x;z;)1<ij<a) = 1. Ainsi, 1 € D(A/Ok) et donc D(A/Ok) = Ok, ce

qui démontre que A est un ordre maximal.

O

Proposition 3.3.8. Soient K un corps de nombres et A = (—1,—1)g une

algébre de quaternions. On suppose que e(P) et f(P) sont impairs pour tout

premier dyadique P, alors

1+i+j+k
2

est un ordre mazximal de A, et A est ramifié en P pour tout premier dyadique

P.

A=0g ®i0Og ® jOr ® Ok

PREUVE : La proposition 3.3.4 nous assure que tout premier dyadique
ramifie dans A. Il suffit alors de vérifier que A est un ordre et que son

discriminant est 40k .
O

3.4 Borne supérieure du minimum euclidien dans
le cas totalement indéfini

Nous avons déterminé, dans le chapitre II, une borne supérieure du mini-
mum euclidien d’un ordre maximal dans une algebre a division sur un corps
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de nombres. Dans le cas particulier des corps de quaternions totalement
indéfinis (c’est-a-dire non ramifiés aux places infinies réelles), on peut com-
parer le minimum euclidien d’un ordre maximal & celui de K (& condition
que K soit principal). C’est le but de cette section.

Dans cette section, A est un corps de quaternions totalement indéfini sur un
corps de nombres K et A est un ordre maximal de A.

Proposition 3.4.1. Soient A un corps de quaternions totalement indéfini
sur un corps de nombres K. Notons hi le nombre de classes d’idéaux de K
et ha le nombre de classes d’idéauz a gauche (ou a droite) de n’importe quel
ordre mazimal de A. On a

ha=hg.

PREUVE : Le théoréme d’Hasse-Schilling-Mass (voir [Rei03] théoréme 33.15,
p.289) nous dit que o € K* est la norme réduite d'un élément de A, si et
seulement si o(a) > 0 pour toute place réelle o ramifiée dans A. Dans notre
cas, cette condition est toujours vérifiée (car Rams(A) est vide), donc la
norme réduite est surjective.

Le premier point du corollaire 5.7, p.89 de [Vig80] nous dit que hy = h
ol h est le nombre de classes d’idéaux de K au sens restreint (c’est-a-dire
h = |I(K)/ ~ | ot I(K) est le groupe des idéaux de K et [ ~ J si IJ™!
est un idéal principal de K admettant un générateur dans nry g (A)). Dans
notre cas, comme nry4 /i est surjective, on a h = h.

0

Lemme 3.4.2. Soient R un anneau et I un idéal a droite de R. Soient a,
b € R tels que bR et I sont premiers entre euz (c’est-a-dire bR + 1 = R).
Alors les ensembles

I1={z€R|a—-brel} e Io={rx€R|a—-brxgl}
sont non vides.

PREUVE : Il existe x € R tel que a — bx € I (car b et I sont premiers entre
eux), ce qui prouve que Z; est non vide. Considérons maintenant = € Z; et
z = x + 1. Supposons que a — bz € I, alors b = (a — bx) — (a — bz) € I, ce
qui est absurde puisque bR et I sont premiers entre eux. Cela montre que
I5 est non vide.

O
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Lemme 3.4.3. Soient R un anneau, a, b € R et Iy,..., I, des idéaux a
droite de R tels que bR et I; sont premiers entre eux pour tout 1 < i < n.
Alors ’ensemble

I={x€R|a—-bxrgU L L}

est non vide.

PREUVE : Considérons I'idéal J = N}*_,I;. Remarquons d’abord que I'idéal
J est premier a bR. En effet, bR + I; = R pour tout 1 <14 < n, donc

R=()OR+IL)CbR+ ()L =bR+.J.
=1 =1

Par le lemme précédent, il existe donc x € R tel que a — bx € I;, pour tout
1 < i < n desorte que a — b(z + 1) & I; pour tout 1 < i < n (car sinon
b= (a—bx)—(a—blx+1)) €.

O

Corollaire 3.4.4. Soient R un anneau principal a droite, a, b € R sans
diviseur commun a gauche et Iy = 1R, ..., I, = ¢, R des idéaux de R tels
que pour tout 1 < i < n, soit b € I;, soit bR et I; sont premiers entre eux.
Alors

I={zeR|a—brg U I}

est non vide.

PREUVE : Supposons que b € I;. Alors a—bx & I; pour tout x € R. En effet,
sia—bx € I, alors a € I; = ¢;R, donc il existe r et s € R tels que a = ¢;r
et b = ¢;s, ce qui contredit le fait que a et b n’ont pas de diviseur commun a
gauche. Les idéaux I; tels que b € I; n’interviennent donc pas; il suffit alors
d’appliquer le lemme précédent.

O

Nous pouvons également énoncer ce résultat dans le cas d’un anneau non
principal. Dans ce cas il faut ajouter une hypothese sur A.

Corollaire 3.4.5. Soient R un anneau, a, b € R et Iy,...,1I, des idéauz
de R tels que pour tout 1 < i < n, soitb e I; et a € I;, soit bR et I; sont
premiers entre eux. Alors

I={z€R|a—bxrgU' I}

est non vide.
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PREUVE : Supposons que b € [;. Alors a — bz ¢ I; pour tout z € R. En
effet, si a — bx € I;, alors a € I;, ce qui est absurde. Les idéaux I; tels que
b € I; n’interviennent donc pas; il suffit alors d’appliquer le lemme 3.4.3.

O

Proposition 3.4.6. Soient A un ordre maximal principal d’un corps de
quaternions A et x un élément de A. Alors il existe a,b,c € A tels que
r=b"la+ec, et nrg/x(a) et nr g i (b) sont premiers entre euz.

PREUVE : Nous savons qu’il existe u,b € A tels que z = b~ u. Remarquons
d’abord qu’on peut supposer que u et b n’ont pas de diviseur commun a
gauche. En effet, siu = ru/ et b=V, alors ¢ = b~ lu = b/"lr—1ru = b/~10/.
Posons max = {my, ..., m,} 'ensemble des idéaux maximaux a droite de A,
qui contiennent nry, g (b)A. Comme les m; sont maximaux, nous avons soit
bA +m; = A, soit b € m;. Par le corollaire précédent, il existe donc ¢ € A tel
que

u — be € m pour tout m € max. (I11.1)

Supposons que nry, i (b) et nry i (u — be) ne sont pas premiers entre eux.
Alors il existe un idéal premier bilatere 8 de A tel que

nr /g (b)A,nr 45 (u — be)A C 3.

Notons que I’ensemble des idéaux maximaux a droite au-dessus de [ est
contenu dans maz. Nous pouvons décomposer nr 4, x(u — be)A en produit
d’idéaux premiers :

nry (= be)A = BBy - B
pour des idéaux premiers bilateres 3i,..., ;. Soient
I=(u—>bc)A et maxl={My,..., M}
I’ensemble des idéaux maximaux a droite de A contenant I. Posons
[ =annpaM; = {z € A | Az C I}

I'unique idéal premier bilatere contenu dans 9t; (voir [Rei03] théoreme 22.15,
p.195). Comme nr 4 /g (u — be) A est bilatere et contenu dans 9; pour tout 4,

nry /i (u —be)A C ﬂ r;.
1=1

Sans perte de généralité, il est donc possible de supposer que I'y = (3, et
comme 3 =Ty C My, il existe 1 < i < n tel que M; = m;, ce qui est en
contradiction avec III.1 puisque

u—bceM =m; et m;Dnry g(b)A.
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Nous avons donc démontré que nr g (u — bc) et nry g (b) sont premiers
entre eux. Pour terminer, posons a = u — be. Alors

b latec=blu—ct+e=2x

ce qui est le résultat annoncé.

Nous pouvons aussi énoncer ce résultat pour certains éléments de A, lorsque
A n’est pas principal.

Proposition 3.4.7. Soient A un ordre maximal d’un corps de quaternions
A et a,b € A. Soit max ’ensemble des idéaur maximaux a droite de A qui
contiennent nry ;i (b)A. Supposons que si m € max et si b € mazx, alors
a & max. Posons x = b~ la. Alors il existe u,v,c € A tels que x = v 'v +c,
et nry i (u) et nry g (v) sont premiers entre euz.

PREUVE : 1l suffit de reprendre la preuve de la proposition précédente en
utilisant le corollaire 3.4.5 a la place du corollaire 3.4.4.

Il nous reste deux lemmes a énoncer avant de passer au résultat principal de
cette section. Le premier concerne le lien entre la norme réduite d’un idéal
I et lintersection de I avec Ok. Le second donne certaines propriétés en
relation avec l'additivité de la norme.

Lemme 3.4.8. Soient A une algébre de quaternions sur un corps de nombres
K, A un ordre mazrimal de A et I un idéal entier a droite de A. Posons

INOg =P P

ou les P; sont des idéaux premiers de Ok et les f; des entiers strictement
positifs, alors il existe r entiers e; avec f; < e;, tels que

nry g (I) =Pt Prr.

PREUVE : Il existe des idéaux entiers maximaux m; ;41 tels que
I'=mpomo3z-- My o, 1My 1,

et
Al = Ol(m12) = Ol(I)7 Or(mn—l,n) = OT‘(I) = A7

Or(Mi41) = Op(Myg1i42) = N1
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(voir [Rei03] théoreme 22.18 et suivants, p.196). Posons P; = m; ;11 N Ok
(les P; ne sont pas nécessairement distincts). Alors

PirPnaa CINOKg CP;

pour tout 1 < i < n — 1. Autrement dit, chaque P; apparait dans la
décomposition de I N Og. D’autre part,

nr g/ (1) =nrgg(miz) - nry g (Mp—1n) =Pr- Poot

ce qui prouve que les premiers apparaissant dans les décompositions de I N
Ok et de nry k(1) coincident. Soit € I. Comme = € A, 27 € A, donc
nry /g (z) = x27 € I, de sorte que nry, g (I) C I N Ok, ce qui prouve que
fi < e

O

REMARQUE : Des calculs explicites permettent de voir que e; < 2f; et de
déterminer complétement les f;, en fonction des e;, si I est bilatere. Si m est
un idéal maximal de A, alors nry/(m) = m N Ok (autrement dit e; = f;
pour tout 1 <i <r).

Lemme 3.4.9. Soient A un corps de quaternions totalement indéfini sur un
corps de nombres K, A un ordre maximal de A, x € A et I un idéal bilatére
de A. On suppose que nr g () et nrg i (I) sont premiers entre euz. Alors

nry /g (z+ 1) =nryk(r) + 10N 0k.

PREUVE : Voir proposition 5.8, p.90 de [Vig80].
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat important de la section.

Théoréme 3.4.10. Soient A un corps de quaternions totalement indéfini
sur un corps de mombres principal K et A un ordre mazximal de A. Soit
¢ =bla—ce A (otabc e A sont comme dans la proposition 3.4.6).
Posons &€ = b ta. Alors

ma(€) = ma(§) < mi(nra i (b~ a)).
En particulier,
M(A) < M(K).
Si, de plus, bA est bilatére alors
nr 4/ (a)

Cb-mK< i

) < ma€) = ma(©)

ty

-1
ou ty est un générateur de bA N Ok et Cy = ‘NK/Q <M)‘ .
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PREUVE : Nous savons que mp(xz) = ma(z — ¢) pour tout € A et tout
¢ € A (voir la proposition 2.2.2). Nous avons donc bien mp (§') = ma (€).
Nous allons d’abord démontrer la seconde inégalité. Nous pouvons donc
supposer que bA est bilatere. Soit v € A tel que

ma(§) = [nra (& —7)I-
Par le lemme précédent,
nry /i (a—by) €nry/g(a) —bAN Ok =nry/k(a) — 64,0k
de sorte qu’il existe v € Ok avec
nry i (a —by) =nry/k(a) — tyv.

Calculons mp (§) :

ma(€) = |nra(b~")] - nra gla — b))
= [Ngomra k(b )ty )| - Ngjg(nra, x(a) — tyo)]
= ’NK/Q(HYA/K(bfl)tb)\ . \NK/Q(tb_lnrA/K(a) — )]
> Cy - mic(t, 'nr i (a)).

Cela prouve la seconde inégalité. Montrons maintenant que
ma(§) < mg(nra k().
Soit u € Ok tel que
mp(nrg/x(§)) = Ngo(nra (&) — u)l.
Nous avons,
nr g /g (a) —nry g (b)u € nry i (a) —nry x(b)Ok C

Cury/g(a) —nry g (b)ANOf.

Comme nry/k(a) et nrA/K(b)2 sont premiers entre eux et que nry /i (b)A
est bilatere, le lemme précédent nous dit que

nr /g (a) —nrg g (0)AN Ok =nry/x(a —nry i (b)A).
Donc il existe v € A tel que
nry (@) —nrg g (b)u =nry g (a —nry /g (b)7).
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Nous pouvons maintenant borner my (nr4/x(§)) :

m(nr gk (§)) = [Nggra g (§) —u)
1

/
= nray(b™ )| - INk/g(nra K (a) —nra K (b)u)]
= |nr4/0(b" )| - Nk /(1K (@ — nr /5 (b)7))]
= [nry/q(b” 1)| nry q(a — bby)]
= nr4,0(§ — bv)|
> ma(§)-

Nous avons donc démontré que

ma(§) < mp(nrg/(€))-

Comme la norme réduite est surjective,

M(A) = sup{ma(£) | € € A} < sup{mx(nra/k(§)) | £ € A} = M(K)

ce qui prouve la derniere affirmation du théoreme.

Ce théoreme a des conséquences importantes pour la classification des corps
de quaternions euclidiens (voir les sections 3.5, 3.11 et 3.13).

Remarquons que ’hypothese de principalité sur A n’est nécessaire que dans
I'utilisation de la proposition 3.4.6 qui nous dit que pour tout £ € A, il existe
a,b,c € Aavec (nry/x (b),nr 4k (a)) = 1 et & = b~ 'a+c. Nous pouvons donc
énoncer le théoréme suivant.

Théoreme 3.4.11. Soient A un corps de quaternions totalement indéfini
sur un corps de nombres K et A un ordre maximal de A. Soient a,b € A
tels que (nry/x(a),nrq/5 (b)) = 1. Alors

ma(§) < mp(nrg/(€))-
Si, de plus, bA N Ok est principal et bA est bilatére, alors

Cy-mg (M) < ma(§)

b

ty

-1
ot ty est un générateur de bA N Ok et Cp = ‘NK/Q <M)‘ .

En particulier :
Supposons que M(K) est atteint et posons

S(K) = {z € K | M(K) = mg(2)}.
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S’il existe € = b~ta € A avec a,b € A comme ci dessus tels que
Cy=1 et nryg(§) € S(K)

alors

M(A) > M(K).

PREUVE : Pour la premiere partie le procédé est le méme que dans le
théoréme précédent. Si les hypotheses de la seconde partie sont vérifiées,
alors

ma(§) = mr(nra k(§)) = M(K).

Nous avons donc
M(A) = sup{ma(z) | z € A}
> sup{ma(b~'a) | a,b € A et (nra/x(a),nrq/x (b)) = 1}

(nrg/c(b"a)) | a,b € A et (nry p(a),nry k(b)) =1}
(z) |z € K}

— sup{m
— sup{m
= M(K).

3.5 Algebres de quaternions sur QQ

Nous allons nous intéresser, dans cette section, au minimum euclidien des
ordres maximaux sur des corps de quaternions sur Q. Nous verrons qu’on
peut alors calculer explicitement le minimum euclidien d’un ordre maximal.

Commencons par régler le cas des corps de quaternions indéfinis (c’est-a-dire
non ramifiés a l'infini) sur Q.

Proposition 3.5.1. Soient A un corps de quaternions indéfini sur Q et A
un ordre mazximal de A, alors A est euclidien pour la norme réduite et

<M(A) <

=
N |

Si, de plus, 2 est ramifié dans A alors M(A) = %
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PREUVE : Posons b = 2 et a = 1. Avec les mémes notations qu’au théoreme
3.4.10, tp = nry (b)) =4 et Cp = % De sorte que,

1 1
§mK <§> > mA(b_l),

ce qui prouve que i < M(A). L’autre inégalité découle également directe-
34

ment du théoréme 3.4.10, en effet, M(A) < M(Q) = 3.

Supposons maintenant que 2 est ramifié alors il existe un unique idéal pre-
mier bilatere 9 tel que B2 = 2A, de plus cet idéal est maximal (voir le lemme
3.12.6). Soit b un générateur de P. Comme P est maximal, P NZ = 27 et
nr4/o(P) = 2Z. Nous pouvons donc supposer nry,g(b) = t, = 2 et donc
Cp = 1. Posons a = 1. Le théoreme 3.4.10 nous dit alors que

mi (%) <mpa(bh) <mg (%) -

Autrement dit m(b~!) = 3. De sorte que M(A) > 3. L’inégalité inverse
étant toujours vraie, le théoreme est démontré.
O

Nous pouvons maintenant nous intéresser au cas des corps de quaternions

définis sur Q.

Proposition 3.5.2. Soient A = (a,b)g un corps de quaternions défini
(c’est-a-dire ramifié a linfini) sur Q, A un ordre maximal de A et (A, 1)
le réseau idéal trace sur A. Alors

PREUVE : Remarquons tout d’abord que pour tout =z € A,

tr g 0(zz?) 2
najalia) = majole?) = (TG

Nous pouvons ainsi calculer M(A) :

M(A) = sup <mf Inr 4 g2 — c)|>

€A

t _ A
= sup (mf rA/@ z =)@ =) >
zEA \CEA 2
max(
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3.6 Ordres maximaux des algébres de quaternions sur Q

REMARQUE : L’hypothese de ramification a I'infini est nécessaire. En effet,
si A n’est pas ramifié a U'infini, alors (A, 1,v) ne forme pas un réseau idéal
de A. Il faut donc choisir une involution orthogonale 7 sur A pour former un
réseau idéal. Avec un tel réseau idéal, il est facile de trouver des exemples

r zz™)\ 2
ot nrg(a?) # (T2

Cette proposition nous permet de calculer le minimum euclidien de n’im-
porte quel ordre maximal d’un corps de quaternions A sur Q donné. Mal-
heureusement, le nombre de classes d’ordres maximaux de A augmente, en
moyenne, avec le nombre de places ramifiées de A. Il nous est donc impossible
d’espérer donner explicitement le minimum euclidien des ordres maximaux
de tous les corps de quaternions sur Q.

En revanche, nous allons nous intéresser a certaines familles infinies de corps
de quaternions pour lesquels nous pouvons exhiber au moins un ordre maxi-
mal.

Afin de calculer des minima euclidiens précis, nous allons étudier en détail
certaines algebres de quaternions sur Q. C’est le but des sections suivantes.

3.6 Ordres maximaux des algebres de quaternions

sur Q

Considérons le cas d’une algebre de quaternions sur Q ramifiée a Uinfini et
aux places finies {pi,...,ps} (avec s impair). Une telle algebre est unique
a isomorphisme preés (a condition de fixer ’ensemble des places ramifiées).
Le résultat suivant donne une maniere de représenter une telle algebre ainsi
qu’un ordre maximal.

Proposition 3.6.1. Soit A une algébre de quaternions sur Q ramifiée aux
places Ramy¢(A) = {p1,...,ps} et a linfini. Posons d = py---ps et soit

q =3 mod 4 un premier tel que <;—iq) = —1 pour tout p; > 2. Alors
et, si ¢ = —d mod g,
1+14 —ci — k —(14+d)(ci+k
A—7Zo —HZ@ cimk, o (141i)(ci + )Z
2 q 2q
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est un ordre mazimal de (—q, —d)q.

PREUVE : C’est une conséquence de la proposition 3.3.3.

Définition 3.6.2. On appelle forme standard d’une algébre de quaternions
A, Valgébre (—q, —d)q isomorphe a A ou q et d sont définis dans la propo-
sition précédente.

En distinguant certains cas particuliers on peut obtenir un résultat encore
plus précis.

Proposition 3.6.3. Soit A = (—q,—d)g la forme standard d’une algébre
de quaternions. Supposons d = 3 mod 4 et choisissons un entier impair c

tel que —d = ¢* mod q. Alors
141 —ci—k —(14+3)(ci + k
A—7Za +ZZ@ ci 70 (L+1)(ci + )Z
2 q 2q
et 1 ) Lk
r-zeize —Jze % kg
2 2q

sont des ordres mazximaux de A. De plus

1 ¢ 1 1
I1=2Z2(1+0)Z(14+j))Z (=+—i+—=j+—k)Z
©1+49)Zo®(1+7) @(2+2qz+23+2q )
est un idéal entier mazximal a gauche de A et a droite de I.
L’idéal I est principal si et seulement si les deuz idéaux premiers (conjugués)
au-dessus de q dans K = Q(v/—d) sont principauz. Dans ce cas I est en-
gendré par
14+ % - %k
q q
ou x,y € 7 vérifient ¢ = y*> + dz? et cx +y =0 mod q.

PREUVE : Le fait que A et I" sont des ordres maximaux de (—¢, —d)g découle
directement de la proposition 3.3.3. 1l est facile de vérifier que AI C I et
IT" C I. Comme A et I' sont maximaux, nous avons méme O;(I) = A et
O,(I) =T ce qui prouve que I est un idéal a gauche de A et a droite de T
L’idéal I est propre, car il ne contient pas 1. Déterminons la norme réduite

de I :

nr(I) = (nr(2),nr(1 +14),nr(1 —}—j),nr(l iz + %j + 2iqk)> =

5+
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+d+qd+q
b 4q

En effet, les quatre générateurs sont pairs et 1 — ¢ n’est pas divisible par
4. Comme I est propre et que nr(l) = 27 est maximal, cela force I a étre
maximal dans A (et dans I'). Pour que I soit principal il faut qu’il existe
z € I tel que nr(z) = 2 (—2 étant exclu a cause de la ramification a l'infini).
Posons z = 2xo+(1+4)z1+ (145)z2+ (3 + Tian i+ 2—1qk)x3 et nous calculons
sa norme réduite. Pour simplifier, excluons manuellement les deux seuls cas
pour lesquels d < 7 (c’est-a-dire d = 3 ou d = 7). Pour ces cas, le générateur
proposé engendre bien I. Un calcul montre que nr(z) = 2 si et seulement si
q — dx3 est un carré dans Z, disons y? = q — dr3. Nous déterminons ensuite,
parmi les deux choix possibles de y, celui qui vérifie cx +y =0 mod g, cela
est toujours possible car (cx+y)(cz—y) = c?2?—y? = —dz?—y?> =0 mod q.
11 suffit alors de vérifier que 1+ %7 — £k est bien un élément de I de norme 2
qui engendre I comme idéal & gauche de A. Pour compléter la démonstration
de la proposition telle qu’elle est énoncée, il faut encore rappeler, d’une part
que ¢Ox = QQ ot K = Q(v/—d) car —d est un résidu quadratique modulo
q (voir [Sam67] paragraphe 5.4, proposition 1) et d’autre part que @ est
principal si et seulement si '’équation de Pell (¢ = 22 + dy?) admet une
solution entiere.

(4,1—¢q,1—d ) =27

O

Corollaire 3.6.4. Soient ' et A les ordres mazximauz de la proposition
précédente. Les minima euclidiens de I' et A sont liés par la relation

Ry
Z =

(A)
()

< < 4.

PREUVE : Soit I I'idéal de la proposition précédente. Remarquons que 2 €
et que 1 € I~1. La proposition 2.4.5 nous dit alors que

1 M(A

(A)
e = M) S e

Si I et A sont donnés, on peut calculer explicitement leur minimum eucli-
dien (voir la proposition 3.5.2). Dans le cas de I' on peut obtenir facilement
une borne explicite du minimum euclidien. C’est 1'objet de la proposition
suivante.
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Proposition 3.6.5. Avec les hypothéeses et notations de la proposition 3.6.3,

(d+1)2 n max(Z?2, b)

M(T) =
(L) 16d 2

ou b est la forme bilinéaire donnée par la matrice

2q c
2+d .
c CQq

PREUVE : Remarquons que le réseau idéal (I', 1) est isomorphe a

(Z? © 7% by @ by)

2 1 2q c
by = < d+1 > et by = 244
L 5= ¢ S

de sorte que max(I',1) = max(Z2,by) + max(Z?,by). Il est facile de vérifier

2
que max(Z2,by) = % (car la forme by est réduite) et de conclure grace

(F) _ maxénl).

ou

a la proposition 3.5.2, qui nous dit que M
O

Etudions maintenant le cas ou d =1 mod 4.

Proposition 3.6.6. Soit A = (—q,—d)qg la forme standard d’une algébre
de quaternions A’. Supposons d =1 mod 4 et choisissons ¢ impair tel que
—d=c¢*> mod q. Posonsl =1 sic=3 mod 4 etl=3 sinon. Alors

Lt ik (1Mot k
A—7Za +ZZ@ ci 70 (L+1)(ci + )Z
2 q 2q
et
P:Z@iZ@Z;]Z@q+(agc)z+kz
q

sont des ordres mazximauzx. De plus

la+ci+qj+k
2q

I=220(1+0)Z0(1+j)Z( )Z

est un idéal entier maximal a droite de A et a gauche de I.
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PREUVE : Nous procédons comme dans la preuve de 3.6.3. Autrement dit,
nous vérifions d’abord que A et I" sont bien des anneaux, que leur discrimi-
nant est d?Z, et que I'T = I et IA = I. Finalement nous nous assurons que
HI‘A/Q(I) = 27.

O

Il semble plus difficile de déterminer, dans ce cas, a quelles conditions les
ordres I' et A sont dans la méme classe de conjuguaison, c’est-a-dire quand
I est principal. C’est au moins le cas si d = 5, comme nous le verrons a la
fin de cette section.

Le probleme de la représentation standard d’un corps de quaternions est,
d’une part, qu’elle dépend de deux parametres et, d’autre part, que les ordres
maximaux proposés dépendent de deux ou trois parametres. Le réseau idéal
(A, 1) associé & un de ces ordres dépend également de ces trois parametres.
I1 est donc tres difficile de calculer explicitement le maximum de (A, 1) et
par conséquent, nous ne pouvons pas donner explicitement le minimum eu-
clidien de ces ordres.

En précisant les hypothéses sur la ramification de A, il est parfois possible
de trouver des représentations plus simples de A, et surtout des ordres maxi-
maux de A dont le réseau idéal associé ne dépend que d’un parametre. Il
devient alors raisonnable d’espérer calculer le maximum du réseau et donc de
donner le minimum euclidien de 'ordre. C’est le but de la section suivante.

3.7 Minimum euclidien des corps de quaternions
sur Q : cas particuliers

Nous nous limitons aux corps de quaternions A définis, ramifiés en {py,...,ps}
(avec s impair), tel que p; = -+ = ps mod 4.

Proposition 3.7.1. Soit A une algebre de quaternions sur Q ramifiée a
Uinfini et aux places finies Ramy¢(A) = {p1,...,ps} avec s impair, et soit
d=mp1---ps le discriminant réduit de A. On a

Sid=2
A = (—1,-1)g et l'unique ordre maximal (a conjugaison prés) est
donné par
1+i4+j+k
Ay :Z@ZZ@;Z@%Z.

121



Chapitre III. Minimum euclidien des corps de quaternions

Sip; =3 mod 4 pour tout 1 <i<s
A= (—1,—-d)qg et un ordre maximal est donné par
I+ 1+k
ez

As =2 iZ
3= LSED — 2

De plus, sid =11 mod 16 alors un autre ordre maximal (non conjugué
a A) est donné par

1+2i47 2—i—k

MZ @ 2 t

7o ——71.

A16:ZEB 1

En particulier ha > 2.

Sip; =5 mod 8 pour tout 1 <i<s
A= (-2,—d)qg et un ordre maximal est donné par
L+i+j 2 4i+k

s L®JLe — —L.

A5:Z€B 1

Sip; =1 mod 8 et que p; =2 mod 3 pour tout 1 <i<s
A = (=3,—d)g et un ordre mazimal est donné par

A=Za 1—1—1'2@ i—i—kz@ (1+i)(i+k)Z.
2 3 6

PREUVE : Nous commencons par vérifier les isomorphismes annoncés. Si
d = 2, alors 2 est I'unique place ramifiée de A et donc A = (—1,—1)g
et I'ordre donné est bien un ordre maximal. Pour les autres cas rappelons
d’abord le résultat suivant (voir, par exemple, [LJ] proposition 2.8, p.17) :
Si p est un premier différent de 2, a,b des entiers tels que que p ne divise
pas a, alors p est ramifié dans (a, pb)g si et seulement si a n’est pas un carré
modulo p. De plus p n’est pas ramifié dans (a,b)qg si p ne divise ni a ni b.

Soit B = (—1,—d)g ou d = pj...ps est un produit de nombres premiers
congrus & 3 modulo 4 et s est impair. Comme —1 n’est pas un carré modulo
p; pour tout 1 < i < s, les seuls premiers impairs ramifiés sont pq,...,ps. Il
est clair que A est ramifié a I'infini, de sorte que B ne peut étre ramifié en
2 puisqu’il doit étre ramifié en un nombre pair de places. Nous avons donc
démontré que B est ramifié en 'infini et aux premiers pq,...,ps. Donc B
est isomorphe a A.

Soit B = (—2,—d)g ot d =p;...ps avec p; =5 mod 8, alors

(2)-G) @)

donc les p; sont ramifiés et ce sont les seuls premiers impairs ramifiés. Comme
avant, B est ramifié a I'infini et ne peut donc pas étre ramifié en 2 par parité
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du nombre de places ramifiées.

Soit B = (—3,—d)g avec d = p;...ps, ot p; =1 mod 8 et p; =2 mod 3.

2)-()-0)-¢)--

donc les p; sont ramifiés. Le seul premier impair qui peut ramifier (en dehors
des p;) est 3. Nous avons

—d -1 Hs Di s
donc 3 n’est pas ramifié.

Comme deux algebres de quaternions ramifiées aux mémes places sont iso-
morphes, cela prouve les isomorphismes annoncés. Nous vérifions que les
ordres proposés sont bien des anneaux et que leur discriminant est d2, ce
qui prouve que ce sont des ordres maximaux. La derniére chose a voir, c’est
que les ordres A3z et A1g du deuxiéme cas ne sont pas conjugués. Nous al-
lons voir que les minima euclidiens de Ag et A different (voir le corollaire
3.7.8). Or deux ordres conjugués ont le méme minimum euclidien (voir la
proposition 2.4.3), donc A3 et Ajg ne sont pas conjugués.

0

Cette proposition couvre les cas ot A est ramifiée en une seule place finie p,
a exception du cas p =1 mod 8 qui n’est traité que partiellement.

Nous allons maintenant calculer le minimum euclidien de chacun de ces
ordres maximaux. Pour cela nous devrons, a chaque fois, calculer le maxi-
mum du réseau (A, 1).

Corollaire 3.7.2. Soient A= (—1,—1)g et

1+i+75+k&
AFZ@ZZ@JZ@%Z
comme ci-dessus. Alors
1
M(A) = =.
() =3

En particulier A est euclidien pour la norme réduite.
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PREUVE : Il suffit d’observer que le réseau (A, 1) est isomorphe au réseau Dy
dont le maximum est 1. Le résultat vient alors du fait que M(A) = %

(voir la proposition 3.5.2).
g

Corollaire 3.7.3. Soient d = p1---ps avec s impair et p; = 3 mod 4

premiers pour tout 1 < i < s, A = (—1,—d)g le corps de quaternions
ramifié aux places p; et a l'infini et

i+ j 1+k

A3:Z@iZ@—H2_]Z®—;— Z

un ordre mazimal de A. alors

(d+1)?
M(A3) = ————.

(A3) ¥
PREUVE : Nous observons que le réseau (A3, 1) est isomorphe au réseau
L ® L ou L est le réseau donné par la matrice de Gram suivante :

<21>
d+1 |-
L5

I est facile de calculer max(L) = (d;g;)Q et donc max(A,1) = (dE)Q. La

max(As,1)
—

proposition 3.5.2 nous permet de conclure. En effet, M(A3) =
O

Jusqu’ici le calcul du maximum de (A, 1) était treés facile; dans le premier
cas parce que (Ag,1) = Dy est un réseau bien connu, et dans le second cas
parce que (Ag, 1) est décomposable. Les trois derniers cas, Ajg, A5 et Aq sont
beaucoup plus difficiles & traiter car les réseaux (A;, 1), pour ¢ € {1,5,16},
sont indécomposables.

Commengcons par étudier le cas de As.

Dans ce cas, d = p1---ps avec s impair et p; = 5 mod 8 premier, A =
(—2,—d)g est l'algebre de quaternions sur Q ramifiée & l'infini et en p;
(1<i<s)et

1+i+7 2+i+k

s LOJLH — L

A5:Z@ 1
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est un ordre maximal de A. Le calcul de la matrice de Gram du réseau
(A5, 1) nous donne le résultat suivant :

(As,1) = (Z*,q) on q est le produit scalaire donné par la matrice

2 1 0 1
1 & g 1
0 d 2d 0
d+3
1 1 o0 4B

Pour calculer le minimum euclidien de As, il faut donc calculer le maximum
du réseau (L, q). C’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 3.7.4. Soit (L,q) ou L = Z*, et ou la forme bilinéaire q est
donnée par la matrice

2 1 0 1

d+3

1 42 4 1

0 d 2d 0
d+3

1 1 o0 42

d étant, soit un entier plus petit ou égal a 5, soit un nombre rationnel plus
grand que 5. Alors le maximum du réseau (L, q) est donné par

3d% 4+ 10d + 3

PREUVE : Pour des raisons calculatoires, commencgons par exclure les cas
oud € {1,2,3,4}. Dans ces quatre cas, il est possible de calculer & la main
(ou a lordinateur) la cellule de Voronoi du réseau et de constater que les

sommets de cette cellule les plus éloignés de 'origine sont bien de norme

2
?’d%#. Nous pouvons donc supposer que d > 5.

Considérons maintenant ’ensemble suivant de 24 vecteurs du réseau :

P={p1=(1,-2,1,0),p2 = (1,0,0,0) , p3 = (0,0,0,1),
pa=(0,1,0,0),p5 = (0,1,-1,0) ,ps = (1,-1,0,0),
p7=(0,1,0,-1) ,ps = (=1,2,-1,0) ,pg = (-1,1,-1,0),
po = (0,—2,1,1),p11 = (1,—-2,1,1) ,p12 = (1,—-1,1,0),
p13 = (1,0,0,—1) ,p14 = (0,2,—1,-1) ,p15 = (0,—1,0,1) ,
p16 = (—1,0,0,1) ,p17 = (—=1,0,0,0) ,p15s = (0, —1,1,1),
pio = (0,1,—1,—1) ,p20 = (0,0,0,—1) , pa1 = (0,—1,0,0),
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pa2 = (—1,2,—1,-1) ,pa3 = (0,—1,1,0) , pos = (—1,1,0,0)} .
Notons
V={z¢ R* | g(z,z) < gz — 1,z — 1) pour tout [ € L}
la cellule de Voronoi du réseau L, et
P={z¢c R* | g(z,z) < q(xz — p,z — p) pour tout p € P}.

L’ensemble P est une partie de R* contenant la cellule de Voronoi V. Nous
allons voir que P est convexe et bornée.

Notons §P le bord de P ; alors
0P = {x e R | il existe p € P avec q(z,2) = q(z — p, = —p)} =

q(p,p) }

2

ce qui prouve la convexité de P car, pour p fixé, ¢(z,p) = q(’;’p ) est un hy-

perplan de R%.

{x eR* | il existe p € P avec q(x,p) =

Considérons maintenant

Q= {xeR|q(z,2) < q(z — p,x — p) pour tout p € {p1,p2,p7,po. P16} }

alors P C Q et nous allons voir que Q est borné. Remarquons d’abord que
{p1.p2,p7,po} est une base de R* et que p1g = —(p1 + p2 + pr + pg), de sorte
que pour tout x € Q, x = x1p1 + T2p2 + T3p7 + T4p9. Considérons les quatre
premiéres inéquations qui définissent Q :

) < WP gy 1,2,7.9).
Ces inéquations nous donnent un systeme d’inéquations linéaires qui admet
une unique solution, de sorte qu’il existe ¢; € R (1 < i < 4) tels que

x; < ¢ pour tout 1 <¢ < 4.
En combinant ce résultat avec la derniere inéquation définissant Q :

Z pi) > _q(zi€{1,277,9} pi7zz'e{1,2,7,9} i)
1) 2 ,

q(,
i€{1,2,7,9}

nous obtenons 'existence de b; € R (1 < i < 4) tels que

b; < x; < ¢ pour tout 1 < i <4,
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ce qui prouve que Q et P sont bornés.

Ainsi P est un domaine convexe borné et fermé dont le bord est 'intersection
de 24 hyperplans, c’est donc un polytope a 24 faces de dimension 3. Un calcul
(effectué avec Magma) permet d’obtenir les 52 sommets de ce polytope et
d’observer que 28 d’entre eux sont de norme

3d?> +10d + 3
n=———————
! 16d
et les 24 autres de norme
3d% + 2d + 43
ng = ————.
2 16d

Sid > 5, alors n; > ng. Comme la cellule de Voronoi V est contenue dans
P, cela prouve que le maximum de L est borné supérieurement par nj. Il
reste donc a voir que max(L,q) > nj.

Soit

1/143d 1-d -3—-d —1+d
V==
d 8 7 4 7 8 7 2
un des sommets de P de norme nj. Pour vérifier que max(L, q) > nq, il suffit
de voir que la distance entre v et L est n;. Considérons la fonction

f(X)=q(X —v, X —v) —nq.

Alors max(L, q) > nj si et seulement si minyez4 f(X) = 0. Afin de pouvoir
étudier agréablement ce minimum, nous allons faire un changement de va-
riables (qui est simplement une orthogonalisation de la forme bilinéaire q).
Posons

! 2 2zt
x:m'—i-y’—z, y:—2y’—§, z:y'+z+§, t=2 (IIL.2)
et Y = (z,y,2,1), alors
fY) =
, 1N\, df, 1—=d\® d(, d+1\* 3d2+10d+3
2<x—§> + 4y +Z<z +7> +§<t— 2d> - T6d .

Les formules de changement de variables donnée dans II1.2, combinées avec
le fait que z,v,z,t € Z impliquent que 2/, € iZ, Z e, t e %Z (ces
conditions sont nécessaires mais pas suffisantes).
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On sait que miny¢zs f(X) <0 car f(0) = 0. Supposons donc f(Y) < 0. Un
rapide calcul combinant I'inéquation f(Y) < 0 et le fait que z,y,2,t € Z
permet de voir que

1
27 e{0,1}, te {—1,—5,0}

et que la valeur ¢ = —% est exclue. En effet, supposons que 2/ = 0 et t’ = —%.
Alors z =y — i et y = —2y sont des entiers, ce qui est absurde. Supposons
maintenant 2’ = 1 et ¢/ = —%. Alors z =y et y = —2y' — 1 sont des entiers,

ce qui est impossible. Finalement les valeurs possibles de 2’ et ¢’ sont :
2 €{0,1} et t' €{-1,0}.

Ces quatre cas fournissent un nombre fini de possibilités pour z’ et 3. Nous
obtenons alors, pour X € Z*, que

f(X) <0 si et seulement si X € {(1,0,0,0),(0,0,0,1),(0,1,—1,0),
(15 _15 0’ 0)’ (0’ _1, Oa 1)? (15 _1, Oa 1)5 (0’ 0’ 0’ 0)}
et dans tous ces cas, f(X) = 0. Par conséquent

in £(X) =0,
)rgg;lf( )

donc max(L,q) > nj.

Corollaire 3.7.5. Soient d = p1---ps ot s est impair et ou les p; sont
des nombres premiers congrus ¢ 5 modulo 8, A = (—2,—d)q lalgébre de
quaternions sur Q ramifiée a linfini et en p; (1 <i<s) et

1+i+3 2+i+k

N =2 ——Z&j2 —7
5 S 5 DL D 1

un ordre maximal de A. Alors le minimum euclidien de A est égal a

3d? +10d + 3
M(As) = ———.
(As5) 394
) . L . _ 3d2+10d+3
PREUVE : La proposition précédente nous dit que max(A, 1) = #.
Donc 9
As, 1 d* + 10d
M(A5):max( 5 ):3 + 10 —|—3.
2 32d
O
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Etudions maintenant le cas ou d = p;---ps = 11 mod 16 avec p; = 3
mod 4. L’algebre de quaternions A = (—1, —d)g est ramifiée a I'infini et en
p; pour 1 <17 < s. De plus,

14+2i+7 2—1—k

LOxuLD ———17%

N =7
16 5 1

est un ordre maximal de A. On calcule facilement la matrice de Gram du
réseau (Ayg, 1) ce qui nous donne le résultat suivant :

(Agg, 1) = (Z4, q) ou q est le produit scalaire donné par la matrice

2 1 0 1
d+5
1 o4 0
0 4 8 -1
d+5
1 0 -1 48

Pour calculer le minimum euclidien de Aqg, il faut donc calculer le maximum
du réseau (L, q).

Proposition 3.7.6. Soit (L,q) ou L = Z* et la forme bilinéaire q est donnée
par la matrice

2 1 0 1
d+5
1 H5 4
0 4 8 -1
d+5
1 0 -1 &2

d étant, soit un entier compris entre 3 et 21, soit un nombre rationnel plus
grand que 21. Alors le mazimum du réseau (L,q) est donné par

5d? + 34d + 45

PREUVE : Nous procédons exactement comme dans la preuve de la propo-
sition 3.7.4 en utilisant :

P ={p1 =(1,0,0,0),p2 = (0,0,0,1) ,p3 = (-1,1,0,0),
ps=(0,0,1,0),p5 = (1,0,0,-1) ,ps = (=1,0,0,1),
pr =(-1,0,0,0),ps = (0,0,0,—1) ,py = (1,-1,0,—1)
po = (—1,1,0,1) ,p11 = (1, 100) pi2 = (1,—-1,1,0),
p13 = (-1 ,p14a = (1,0,-1,-1) ,p15 = (=1,0,1,1),
D16 = (0, 1,-1,-1),p17 = (O, -1,1,1) ,p1g = (0,1, -1,0),
p19 = (0,—1,1,0) ,p9o = (0,1,0,0) ,pe1 = (0,—1,0,0),

)
,0)
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Pb22 = (0707 _170) y P23 = (070717 1) , P24 = (0707 _17 _1)}7
Q={zeR"|q(z,z) < q(z — p,x — p) pour tout p € {p1,p2, 3, P19, P24} }
et

v_1<—3+d 3—d —9+11d 3+d>

d 2 727 16 2
Nous avons d’une part que max(L, q) < g(v,v) = MQ%# et d’autre part

que

, 5d* 4 34d + 45
)r(rél%q(X—v,X—v)—T:O

De plus ce minimum est atteint aux points suivants, pour d > 21 :
{(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,1),

(0,-1,1,1),(1,0,0,0),(1,—-1,1,1),(1,-1,1,0)}

Corollaire 3.7.7. Soientd =p1---ps =11 mod 16 ou s est impair et ou
les p; sont des nombres premiers tels que p; = 3 mod 4, A = (—1,—d)g
lalgebre de quaternions sur Q ramifiée a Uinfini et en p;, pour 1 <i <s, et
14+2i+3 2—i—k
A :Z@%Z@%Z@+Z

un ordre mazrimal de A. Alors le minimum euclidien de Aig est donné par

5d? + 34d + 45

M(Ay6) = 64d
PREUVE : La proposition précédente nous dit que max(Ajg,1) = %#,
done max(A,1)  5d? + 34d + 45
M) = === 64d
O

Grace a la détermination des minima euclidiens de A3 et Aig, nous allons
pouvoir vérifier que ces ordres ne sont pas conjugués.

Corollaire 3.7.8. Soient Az et Ag les ordres mazimauz de A donnés dans
la proposition 3.7.1. Les minima euclidiens de Az et de A1g me coincident
jamais. En particulier A3 et Aig ne sont pas conjugués.
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2
PREUVE : Nous savons maintenant que M(A3z) = (d;r;) et que M(Ag) =
%# (voir corollaire 3.7.3 et 3.7.7). Ces minima ne coincident jamais.
La proposition 2.4.3 nous dit que deux ordres conjugués ont le méme mini-

mum euclidien, ce qui prouve que Ag et A1g ne sont pas conjugués.
O

Etudions, pour finir, le cas d = p1---ps = 1 mod 8 et p; = 2 mod 3.
L’algebre A = (=3, —d)q est le corps de quaternions sur Q ramifiée a I'infini
et en p;, pour 1 <i < s et

141 1+ k (1+i)(i—|—k)Z

ANM=7Z 7 7
1 @2@369 5

est un ordre maximal de A. On calcule facilement la matrice de Gram du
réseau (A1, 1), ce qui nous donne le résultat suivant :

(A1,1) = (Z*, q) ol q est le produit scalaire donné par la matrice

2 1 0 0
1 2 1 0
d+1
01 2(41) —a
0 0 —d 2d

Pour calculer le minimum euclidien de A; il faut donc calculer le maximum
du réseau (L, q).

Proposition 3.7.9. Soit (L,q) ou L = Z* et la forme bilinéaire q est donnée
par la matrice

2 1 0 0
12 1 0
01 2(%) —d

0 0 —d 2d

d étant égal a 1 ou 2 ou a un nombre rationnel plus grand que 2. Alors le
mazimum du réseau (L,q) est donné par

2(d +1)?

max (L, q) = od

PREUVE : Le procédé est le méme que dans la preuve de la proposition 3.7.4
en utilisant :

P = {pl = (150,050) y P2 = (051,050) yP3 = (050,150)5

P4 = (1’ _2’27 1) yP5 = (1, _1,050) yP6 = (_15 1,050) )
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pr = (_1707070) , P8 = (07 _17070) yD9 = (_1727 _27 _1)7
P10 = (17 _17 170) , P11 = (_17 17_170) s P12 = (17 _17 171) )
P13 = (_ 1 _1 _1) y P14 = 1,_1 2 1) P15 = (_1,15 _25 _1),

(
(0,-1,2,1) ,p1s = (0,1, -1, 1),
(

p16 = (0, =1),p17 =

P19 = ( _1, 15 1) y P20 = 0) 15 ) P21 = (Oa _15 1a0) 5

p22_( 1,0),]923:(0 07171) P24 = (0707_17_1)}7
Q={zeR'|g(z,2) < q(z — p,z — p) pour tout p € {p1,p2,p15, P19, P21} }
et

1 1+d 2—-4d —24+d
= - —.,—1+d, .
YT < 3 3 3 )

Nous obtenons, d'une part que max(L,q) < g(v,v) = W, car les som-
mets du polytope P = {x € R* | g(z,7) < q(z — p,z — p) pour tout p € P}

2
sont tous de norme Q(d;;ll) et P contient la cellule de Voronoi de (Z4, q), et

d’autre part que

2 1)?
min q(X—v,X—v)—M

=0.
Xez4 9d

De plus ce minimum est atteint aux points suivants, pour d > 2 :
{(Oa 0, Oa 0) ) (1, Oa 0’ 0) ) (Oa 1’ Oa 0) ) (1’ _1, 25 1) 9

(1,-1,1,0),(0,0,1,0),(1,0,1,0)}

Corollaire 3.7.10. Soient d = p1---ps ot s est impair et ou les p; sont des

nombres premiers tels que p; =1 mod 8 et p; =2 mod 3, A = (-3, —d)g

Palgebre de quaternions sur Q ramifiée a Uinfini et en p; (1 <i<s) et
1+ i+kz®(1+i)(i+k)z

AN =7 7
1 692693 5

un ordre maximal de A. Alors le minimum euclidien de A est donné par

(d+1)2

M(Ay) = od
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PREUVE : La proposition précédente nous dit que max(Aj,1) = Q(dgzll)Q.
Donc
max(A1,1)  (d+1)?
(A1) 5 od
O

Les corollaires 3.7.3, 3.7.5, 3.7.7 et 3.7.10 nous donnent explicitement le
minimum euclidien d’un ordre maximal dans les familles de corps de quater-
nions de la proposition 3.7.1. Nous pouvons toutefois faire deux objections
a la généralité de ces résultats :

— La premiere concerne le choix des ordres maximaux. En effet, il existe
dans A de nombreuses classes d’ordres maximaux, alors que les résultats
énoncés ne s’appliquent qu’a 'une d’entre elles.

— La seconde concerne le choix des corps de quaternions A. En effet, nous
nous sommes limités aux algebres qui sont ramifiées en des premiers qui
ont la méme congruence modulo 4.

Pour répondre partiellement a la premiére objection, rappelons que les mi-
nima euclidiens de deux ordres non conjugués sont relativement proches.
En effet, si A et I" sont des ordres maximaux de A, il existe un entier s,
relativement petit, tel que

(A)
=T S

VI
=

(Voir la proposition 2.4.5).

Pour répondre partiellement a la seconde objection, nous pouvons observer
que les résultats obtenus nous donnent quand méme de I'information sur un
ordre maximal contenu dans d’autres corps de quaternions qui ne sont plus
soumis aux mémes hypotheses de ramification. C’est ’objet de la proposi-
tion suivante.

Proposition 3.7.11. Soient d3 = 3 mod 4, dig = 11 mod 16, d5s = 5
mod 8 et dy =2 mod 3 des entiers et A3 = (—1,—d3)q, A1 = (—1, —dis),
As = (—2,—ds) et Ay = (—3,—dy) des corps de quaternions sur Q. Alors il
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existe dans A; un ordre maximal T'; tel que :

(d+1)2
8d
5d% 4 34d + 45
64d ’
3d? +10d + 3
32d ’
(d+1)2
9d

M(T3) <
M(T'y6) <
M(T5) <
M) <

PREUVE : Nous faisons la preuve pour Aj, les autres preuves sont similaires.
Le Z-module
141 i+ k 1+0)(i+k
N-7Za —HZ@H- 7 (144 + )Z
2 3 6
est un ordre de A; (pas nécessairement maximal), le réseau (A, 1) est iden-

tique au réseau (L,q) de la proposition 3.7.9, de sorte que max(A’,;1) =

2
Z(d;;ll) . Soit A D A’ un ordre maximal de A. Alors (A, 1) est un sous-réseau

de (A, 1), donc

max (A, 1 max(A’, 1 d+1)?
M(A) = ;)g (2 ):(9d).

Pour conclure cette section nous donnons les résultats obtenus sur les corps
de quaternions euclidiens totalement définis sur Q.

Proposition 3.7.12. Soit A = (a,b)g un corps de quaternions défini de
discriminant d?. Alors A est euclidien pour la norme réduite si et seulement
sid=2,3 oub. La valeur du minimum euclidien de A est donnée par

Tsid=2
M(A) = % st d=3
3 sid=>5.
PREUVE : Soit A un ordre maximal de A et Iy, ..., I des représentants des

classes d’idéaux a droite de A. Une formule de masse classique (voir [Vig80]
corollaire 2.3 p.142) nous dit que



3.8 Le cas des corps quadratiques : réalisation du réseau Eg

= M. Pour que h soit égal a 1, il faut donc que d = 2,3,5,7,13;
sinon le terme de droite n’est pas l'inverse d'un entier (compte tenu du
fait que |A*| est pair pour tout ordre maximal A). Ce sont donc les seuls
cas ou A peut étre principal et, a fortiori euclidien. Il ne reste plus qu’a
calculer le minimum euclidien d’un ordre maximal dans chacun de ces cas.
Nous utilisons les corollaires 3.7.2, 3.7.3 et 3.7.5 pour calculer ces minima
euclidiens. Pour d = 2, M(4) = %, pour d = 3, M(A) = ;, pour d = 5,
M(A) = %, pour d =7, M(A) = %, et pour d = 13, M(A) = 1—g.

ol wy,

0

3.8 Le cas des corps quadratiques : réalisation du
réseau Eg

Le but de cette section est de donner une condition nécessaire et suffisante
a la réalisation du réseau Eg comme réseau idéal sur une algebre de quater-
nions.

Définition 3.8.1. Le réseau Eg est le réseau (Z8,q) ot q est le produit
scalaire donné par la matrice

2 -1. 0o 0 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 0 0 O
o -1 2 -1 0 O 0 O
o 0 -1 2 -1 0 0 O
o o0 o0 -1 2 -1 0 O
o o0 o0 o0 -1 2 -1 0
o o0 o0 o0 o0 -1 2 -1
o o0 o0 o0 o 0 -1 2

Par la suite nous utiliserons uniquement les propriétés suivantes :

Le réseau Eg est 'unique (& isométrie pres) réseau unimodulaire pair de di-
mension 8. Le maximum de Eg est 1.

Avant d’aller plus loin, nous allons énoncer quelques résultats utiles, propres,
pour la plupart, aux algebres de quaternions. Rappelons que I’ensemble des
idéaux bilateres d’un ordre maximal dans une algebre centrale simple est le
groupe abélien libre engendré par les idéaux premiers (voir [Rei03] théoréme
22.10, p.193). Si I = P7* ... P est un tel idéal, alors on notera vg, (1) = e;
(la valuation ;-adique de I).

135



Chapitre III. Minimum euclidien des corps de quaternions

Lemme 3.8.2. Soient A = (a,b)x une algébre de quaternions sur un corps
de nombres K, A un ordre mazximal de A et I,J des idéauzx bilatéres de A.
Notons v linvolution canonique de A. On a

i) I"=1.
’i’i) I=J <— NA/K(I):NA/K(J) = nrA/K(I):nrA/K(J).

iii) Soit P un idéal premier de A et P =P N Ok. Alors nry/x(8) = PP,
avec fp =1 si P est ramifié dans A, et fp =2 sinon.

iv) La valuation P-adique de I est donnée par

vp(I) = fpup(nr(D))

ou P et fp sont comme dans iii).

PREUVE : Commengons par vérifier laffirmation 4ii). Nous savons que
Na/x(B) = Pl avec f = k%mp, ol kp est la capacité locale de A en
P et mp l'indice local de A en P (voir [Rei03] thm 24.6, p.213 et la preuve
du thm 24.13, p.215). Comme k%m3 = [A: K] =4,

2 .
P simp = 2,

Na®) = { P

si mp = 1.

De plus, nrA/K(&B)2 = N4/k(PB), et P est ramifié dans A si et seulement si
mp > 1. Ce qui prouve iii).

Nous allons maintenant démontrer i) et i) dans le cas particulier ou I et
J sont des idéaux premiers. Soient P et Q deux idéaux premiers de A,
P=PN0Ok et Q=09N0Ok. L’idéal P est premier. En effet, si M et N
sont deux idéaux bilateres de A tels que MN C P, alors NYM? C P donc,
soit N7 C B, soit M7 C PB. En appliquant a nouveau l'involution v, nous
obtenons

soit N C 7, soit M C R7,

donc P est un idéal premier de A. De plus,
P'NOk = (‘BQOK)W/ =PNOkg =7P.

L’ensemble des idéaux premier de A est en bijection avec l’ensemble des
idéaux premiers de Ok (voir le théoreme 1.6.3), donc P = P”. Vérifions
maintenant ;) pour nos idéaux premiers P et Q. Il est clair que si P = Q
alors Ny /i (B) = Ny /k(Q). Supposons que Ny x(B) = Ny/x(Q). Alors
P = Qf2 pour des entiers, donc f; = fo et P = Q, de sorte que P = Q.
Pour montrer i), dans le cadre des idéaux premiers, il faut encore vérifier
la deuxiéme équivalence. Nous savons que nr4 /g (P)? = Na/x(B) = P2,
I’équivalence est alors évidente. Passons maintenant au cas général. Soient
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I et J des idéaux bilateres. Il existe des idéaux premiers B; et Q; et des
entiers e; et g; tels que I =P+ P et J = QJ" --- Q. Alors

—me €17 _ me1 €s _
[‘/_g]gss’Y... 1= 1...&]358_[’

ce qui démontre i). Supposons maintenant que nr 4 /g (I) = nr4/x (J). Posons

P:=B;NOk et Q; =Q;NOk. Alors

Pl plre Qlers ... gfers,

=nry/g(I) =nry/k(J) =

Donc r = s et on peut supposer que P; = Q; et e; = g; pour tout 1 < i < s.
Cela prouve que I = J et que N4 /g (I) = Ny g (J). L’implication

Na/g(I) =Nyg(J) = 1=J
ce montre de la méme fagon. Le point iv) est une conséquence directe de

iii).

0

Lemme 3.8.3. Soient A = (a,b)x une algébre de quaternions sur un corps
K, A un ordre mazimal et I un idéal a droite de A. Alors

DI =1I"=nry/k(1)A.

PREUVE : Remarquons d’abord que 171 est un idéal bilatere de A. En effet,
O,(I"I) D O,(I) = A.
Donc O, (I"T) égal A par maximalité de A. De plus par la proposition 1.8.6,
O(I"I) D O (I7) = O,.(I)" = A7 = A,

ce qui prouve que I71 est un idéal bilatere de A. Par le lemme précédent, il
suffit donc de vérifier que

Na/g(I"T) = N/ (nra i (I)A).

Un calcul rapide montre que ces deux termes sont égaux a nr 4 /g (1 )4
O

Lemme 3.8.4. Soit K un corps de nombres quadratique réel. La différente
de K est un idéal principal et cet idéal posséde un générateur totalement
positif si et seulement si l'unité fondamentale de K est de norme —1.
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PREUVE : Soit K = Q(\/E) Sid=2,3 mod 4, alors Dg = 2V/dOk et si
d =1 mod 4, alors Dg = vdOx (voir [Sam67] § 2.5 et 4.6 et [Lan94] chap.
3 § 2 proposition 3). Nous faisons la preuve dans le cas ot d =1 mod 4, les
autres cas sont similaires. Supposons qu’il existe une unité v dans K avec
Ng/g(u) = —1. Alors, soit 2v/du, soit —2v/du est un générateur totalement
positif de Dg. Réciproquement, s’il n’existe aucune unité de K de norme
—1, alors pour tout unité u, NK/Q(Q\/EU) < 0, donc Dk n’admet pas de
générateur totalement positif. Pour conclure, rappelons qu’il existe une unité
de norme —1 dans K si et seulement si I'unité fondamentale w est elle-méme
de norme —1. En effet, pour tout unité v de K, u = £w" pour un certain
entier n.

0

Lemme 3.8.5. Soit A = (a,b)x un corps de quaternions sur un corps
quadratique réel. Si aucune place finie de K n’est ramifiée dans A, alors A
est totalement définie.

PREUVE : Comme A est un corps gauche, il existe au moins une place
infinie ramifiée dans A. De plus, le nombre de places ramifiées dans A est
pair donc la seconde place infinie est également ramifiée.

0

A Taide de ces quelques lemmes nous pouvons maintenant énoncer le résultat
qui nous intéresse.

Proposition 3.8.6. Soient A = (a,b)x un corps de quaternions muni de
Uinvolution canonique v, A un ordre mazimal de A et (I,a,7y) un réseau
idéal de A. Alors (I,a,vy) = Eg si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées :

i) Le corps K est quadratique réel.
it) Aucune place finie de K ne ramifie dans A.

i41) La norme réduite J = nry i (I) de l'idéal I est un idéal principal de
K.

iv) L’élément a~! est un générateur totalement positif de Dy .J.

PREUVE : Supposons les quatre conditions vérifiées. Alors d’une part
D(A/Z) = D(A/Ok)Dk = DkA.
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En effet, D(A/Ok) = A car aucune place finie de K n’est ramifiée dans A.
D’autre part,

Tal) — [D;(E]_lﬂ = D;(lJ_lLTv = D;(lJ_lnrA/K(I)A = D;(IA

ol la troisitme égalité provient du lemme 3.8.3. Donc Ial” = D(A/Z)7!, ce
qui signifie que (I, «v,7y) est unimodulaire (voir proposition 2.7.1 et corollaire
2.7.2) et pair (voir proposition 3.2.2). Comme K est quadratique, (I, a,"y)
est un réseau de dimension 8 ; il est donc isomorphe a Eg.
Réciproquement, supposons que (I, «,7y) = Eg. Pour des raisons évidentes
de dimension, K doit étre un corps quadratique et K doit étre réel par la
proposition 3.1.4. De plus

Ial" = D(A/Z)7!

car (I,a,7) est unimodulaire et pair. En appliquant N4,k a la derniere
égalité, nous obtenons

044NA/K(I)2 =d(A/Ok) DL

car a € K (voir la proposition 3.1.4). Rappelons que

dn/ok)= [ P>

PERamy(A)

En comparant les exposants, nous remarquons que la seule possibilité est
qu’il existe un idéal J de Ok tel que

NyxD)= J[ PP et aOx=DgJ"
PERamy(A)

Mais l'idéal Ny, () est le carré de lidéal nry (1), donc Ramg(A) = ()
et nry /(1) = J. Comme aOk et D;(l sont des idéaux principaux J, I'est
également. Le point iv) découle directement du fait que « est totalement
positif (voir proposition 3.1.4).

O

Dans le cadre de la construction d’une borne du minimum euclidien de
lordre maximal A, il est intéressant de savoir quand on peut obtenir le
réseau Eg sur un idéal principal ou, de maniere équivalente, sur A lui méme.
Ce résultat est donné par le corollaire suivant.

Corollaire 3.8.7. Soient K un corps quadratique réel, A = (a,b) g un corps
de quaternions sur K et A un ordre mazximal de A. Alors il existe o € A tel
que (A, ,7) est le réseau Eg si et seulement si les conditions suivantes sont
veérifiées :
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i) L’unité fondamentale de K est de norme —1.

i1) Le corps de quaternions A est non ramifié auz places finies de K.

PREUVE : Supposons @) et i) vérifiées. Par le lemme 3.8.4, il existe o €
K totalement positif tel que aOg = D;(I. Il suffit de choisir I = A puis
d’appliquer la proposition précédente pour voir que (A, «,7y) est le réseau
Eg. Réciproquement si (A, «, ) est le réseau Eg, alors il existe un élément
totalement positif o € K qui engendre DI_(l. Le lemme 3.8.4 nous dit alors
que 'unité fondamentale de K est de norme —1.

0

Une autre possibilité d’obtenir le réseau Eg comme réseau idéal sur une
algebre centrale a division apparait lorsque ’algebre est une algébre de qua-
ternions sur un corps quadratique imaginaire. Il semble alors que les choix
possibles d’idéaux sont plus nombreux que dans le cas réel, c’est pourquoi
nous n’arrivons pas & donner un critere aussi précis que dans le cas réel. Les
deux propositions suivantes résument ce que nous avons obtenu.

Proposition 3.8.8. Soient d = 3 mod 4 un entier positif, A = (a,b)k
ot K = Q(v/—d), A un ordre marimal de A et T = 17y la composition de
Vinvolution canonique de A avec la conjuguaison complexe. Soit 1 un idéal
bilatére de A et (I,,T) un réseau idéal de A. Alors

(I, o, 7) = Eg si et seulement si Ial™ = D(A/Z)~L.

PREUVE : Comme —d = 1 mod 4, l'extension K/Q n’a pas de ramifi-
cation dyadique. Par la proposition 2.7.1, le corollaire 2.7.2 et la propo-
sition 3.2.2, (I,,7) est un réseau unimodulaire pair si et seulement si
Ial™ = D(A/Z)~ 1.

O

Lescas —d =2 mod 4et —d =3 mod 4 exigent une hypothese supplémentaire.

Proposition 3.8.9. Soientd =2 mod 4 oud =1 mod 4 un entier positif,
A = (a,b)g ot K = Q(v/—d), A un ordre mazimal de A et 7 = 1y la
composition de linvolution canonique de A avec la conjuguaison compleze.
Soit I un idéal bilatére de A et (I, o, T) un réseau idéal de A. Alors (I, o, T) =
Eg si et seulement si Ial™ = D(AJZ)™" et tr g/ (zax™) € Z pour tout x € I.

PrREUVE : 1l s’agit du méme résultat que la proposition précédente assorti
de la remarque 3.2.3.

O
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Ces deux derniers résultats sont moins satisfaisants que dans le cas réel.
Nous allons maintenant expliciter les choix possibles pour a,b, I et a dans
les deux propositions précédentes.

Lemme 3.8.10. Soient A = (a,b)x une algebre de quaternions sur un corps
de nombres K munie d’une involution T de type II, F' le sous-corps de K fixé
par Uinvolution et v le F-automorphisme non trivial de K. Soit B un idéal
premier de 'ordre mazimal A. Alors P = BT si et seulement si P = PN Ok
est un idéal premier ramifié ou inerte dans F.

PREUVE : Remarquons que * est un idéal au dessus de P*, de sorte que
PB* =P si et seulement si P* = P. Or cette derniere égalité n’est vraie que
si P est ramifié ou inerte dans F'. Finalement, comme 7 = L7 = P nous
obtenons le résultat annoncé.

0

Lemme 3.8.11. Soient A, K, F et 7 comme dans le lemme précédent
et P un premier de Op. Alors P est ramifié dans A si est seulement si
pOg = PP* ou p est un premier totalement décomposé de Op qui ramifie
dans Ag={z € A |27 =2"}.

PREUVE : Supposons d’abord que p n’est pas ramifié dans Ag. Soit P un
idéal premier de Ok au dessus de p. Nous avons

Ap =A@k Kp = Ay @p K @k Kp =2 Ay ®p F, ®p, Kp = (Ao), @, Kp
de sorte que, si p n’est pas ramifié dans Ay, alors
Ap & My (F)) ®F, Kp = Ma(Kp).

Supposons maintenant que p est ramifié dans Ag. Dans cette situation trois
cas se présentent :

i) L’idéal p est ramifié dans K. Dans ce cas, si P est l'idéal premier au-
dessus de p, [Kp : Fp] = e(P,p)f(P,p) =2-1 = 2, ou e(P,p) est
I'indice de ramification et f(P,p) le degré d’inertie.

ii) L’idéal p est inerte dans K. Dans ce cas, si P = pOk est I'idéal premier
au dessus de p, [Kp : F,| = e(P,p)f(P,p) =1-2=2.

iii) L’idéal p est décomposé dans K. Dans ce cas, si PP* = pOg, [Kp :
F,|=e(P,p)f(P,p) =1-1=1, donc Kp = F),.
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Dans les cas i) et ii),
Ap = (Ao)p ®F, Kp = My(Kp).

En effet, 'extension Kp de F}, neutralise (Ap), si et seulement si le degré de
Kp sur F), est pair (voir le théoreme 1.3 du chapitre 2 de [Vig80]). Dans le
cas iii), Ap = (Ao)p ®F, Fp = (Ao)p qui est un corps de quaternions puisque
p est ramifié dans Ag.

g

Corollaire 3.8.12. Soient K une extension quadratique de Q, A = (a,b)k
avec a,b € Q et P un idéal premier de Ok . L’idéal P est ramifié dans A si
et seulement si le premier p tel que pZ = PNZ est ramifié dans Ay = (a,b)g
et décomposé dans K.

PREUVE : La composition de I’automorphisme non trivial de K avec l'in-
volution canonique de A définit une involution 7 de type II sur A. De plus
Ay ={z € A| 27 = 27} = (a,b)g. 1l suffit alors d’appliquer le lemme
précédent.

O

Lemme 3.8.13. Soient A, K, F, 7 et A comme dans le lemme précédent. Si
P est un premier de O ramifié dans A, alors P* est également un premier
ramifié dans A. De plus si P;, P! (1 < i < s) désignent tous les idéauz
premiers de O ramifiés dans A et si B; est l'unique idéal premier de A
au-dessus de P;, alors

D(A/Ok) = [ [ B:F7-
=1

PREUVE : Le lemme 3.8.11 nous dit que si P ramifie alors P* également.
La différente de A est le produit des idéaux premiers ramifiés et ¢ = L7,
d’ou le résultat.

0

Les lemmes ci-dessus suggerent le résultat suivant.

Corollaire 3.8.14. Soient K = Q(v/—d) un corps quadratique imaginaire,
A= (a,b)g (avec a,b € Q) un corps de quaternions muni d’une involution
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T = vy de type I et A un ordre maximal de A. Soient P1,Ps,..., Py, Pt les
places finies de K ramifiées dans A. Notons encore d le générateur usuel de
la différente de K et supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :

i) Il existe x € A* de norme négative tel que o = d~ 'z vérifie

0 <nr(a) < <@) et a=a’

1) Pour tout x € I,
tra/k(zaz™) € Z

ouI=T[_, ‘,Bi_l et les P; sont comme dans le lemme ci-dessus.

Alors (I,c,7) est le réseau Eg.

PREUVE : Les conditions de i) exigées sur « impliquent que (I, o, 7) est un
réseau idéal. Comme I = [[;_, 3 L est un idéal bilatere,

Ial™ = ﬁﬁ;lazxﬁﬁf = f[ﬁ;lD;}lAf[ﬁf =D(A/Z)7!
=1 =1 =1 =1

En combinant ce résultat avec I'hypothese de i) et en appliquant les pro-
positions 3.8.8 et 3.8.9, nous trouvons le résultat.
O

REMARQUE : Dans le cas —d = 1 mod 4 la condition 4i) du corollaire
précédent est automatiquement vérifiée puisqu’il n’y a pas ramification dya-
dique.

Nous allons maintenant donner les conséquences des réalisations du réseau
Eg sur les corps quadratiques en terme de bornes du minimum euclidien. La
encore le résultat est plus précis dans le cas réel que dans le cas imaginaire.

Corollaire 3.8.15. Soient K = @(\/E) un corps quadratique réel dont
lunité fondamentale est de norme négative, A = (a,b)x un corps de quater-
nions totalement défini et non ramifié aux places finies de K et A un ordre
mazximal de A. Alors

M(A) < 9K,
16

PREUVE : La proposition 3.8.6 nous assure qu’en choisissant « un générateur
totalement positif de Dk, le réseau (A, «,7) est le réseau Eg. D’autre part
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nous savons que max(Fg) = 1 et det(Eg) = 1, de sorte que le corollaire 2.5.2

nous dit que
1\ [d@nyz)e\’
M < (5 :< i )

ou I'égalité découle de la proposition 1.9.2. Comme les places finies de K
sont non ramifiées dans A, d(A/Z) = d(A/Ok)d} = d}., d’ou le résultat.
O

Enoncons maintenant le résultat correspondant dans le cas quadratique ima-
ginaire.

Corollaire 3.8.16. Soit A, A, I, 7 = i et a vérifiant les mémes hypothéses
que dans le corollaire 3.8.14. Soient P, Pj ... Ps, P les idéaux premiers de
K ramifiés dans A. Supposons que P; est principal pour tout 1 < i < s et
posons q; = P; N Z. Alors

- 16 ’

PREUVE : Nous savons que P;A = PB? ol les ; sont des idéaux premiers
de A (car P; ramifie dans A) et que nry/x (P;) = P; pour la méme raison.
Comme les P; sont principaux, d’apres le théoreme 34.9 p.298 de [Rei03], les
B, sont des idéaux principaux. L’idéal I est donc un idéal bilatere principal.
D’apres le corollaire 3.8.14, on a donc que (I, a, 7) est le réseau Eg. Notons
I =tA. Alors

(I,a,7) = (A tat™, 7)

(voir proposition 2.7.3), de sorte que Eg est un réseau idéal sur A. Le raison-
nement s’acheve comme dans le résultat précédent, grace au corollaire 2.5.2,
en constatant que D(A/Z) = N /g(d(A/Ok))dj = (q1 ... qsdk)*.

O

3.9 Ordres maximaux des algebres de quaternions
quadratiques

Dans cette section, nous donnons des familles d’ordres maximaux d’une
algebre de quaternions sur un corps quadratique ainsi qu’une borne de leur
minimum euclidien dans les cas ou cela est possible. Cette borne utilisera

144



3.9 Ordres maximaux des algébres de quaternions quadratiques

souvent les résultats de la section précédente.

Nous allons observer les corps de quaternions A sur K = Q(v/d) ramifiés
uniquement aux deux places infinies de K (dans ce cas K est donc totale-
ment réel).

Proposition 3.9.1. Soit A’ = (a,b)x un corps de quaternions sur un corps
quadratique réel K = Q(\/E) Supposons A’ ramifié uniquement aux places
infinies de K.
Sid=2 mod4, d=3 mod 4 oud=5 mod 8 alors
Ualgébre A’ est isomorphe ¢ A = (—1,—1)k.
Sid=1 mod 8 alors
Ualgébre A’ est isomorphe ¢ A = (—1,—p)k ou p est un nombre pre-
mier, congru & 3 modulo 4, choisi de telle sorte que d n’est pas un
carré dans IFp, ou que p divise d.

PREUVE : Deux algebres de quaternions sur un corps K sont isomorphes
si est seulement si leurs places ramifiées coincident (voir [MRO03] théoréme
2.7.5, p.100). 11 suffit donc, dans chaque cas, de montrer que Ram(A4) =
{01,092} ol 01 et o9 sont les deux places infinies de K.

Dans tous les cas, il est clair que 01,09 € Ram(A) puisque A = (a,b)x
avec a,b des nombres rationnels négatifs. Il faut donc se convaincre que ce
sont les seules places qui sont ramifiées. Nous savons que la seule place finie
ramifiée de Ag = (—1,—1)g est 2 (voir proposition 3.7.1), et, par le corol-
laire 3.8.12, les seuls premiers ramifiés possibles de A = (—1,—1)x sont
au-dessus de 2. Dans les cas d =2 mod 4 ou d =3 mod 4, 2 n’est pas to-
talement décomposé dans A, donc aucun premier de K n’est ramifié dans A.

Il reste & voir le cas d =1 mod 8. Comme d n’est pas un carré dans F,, (ou
que p divise d), p est inerte (ou ramifié) dans K (voir [Sam67], proposition 1,
§ 5.4). De plus, par la proposition 3.7.1, le seul premier ramifié¢ de (—1, —p)g
est p. Le résultat est alors une conséquence directe du corollaire 3.8.12.

0

Proposition 3.9.2. Soient K = @(\/8) un corps quadratique réel avec
d =2 mod 4 (sans facteur carré) et A = (—1,—1)k le corps de quaternions
non ramifié aux places finies. Notons Po lunique idéal premier de Ok au-
dessus de 2. Précisément, Py = (2,/d) et P? = 20k . Alors

1+i 1+ 1+i+j+k

Ai(d) = O + 5 Po + 5 Po + 5 Ok
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est un ordre maximal de A. o
Si, de plus, d = 0 mod 6 on pose w = W et P3 = (3,V/d), lunique
idéal premier de Ok au dessus de 3. Alors

1+w Jj—1i (14 w)(5 —1)
3 Ps + 5 Py + 5

est un ordre maximal de A non conjugué au précédent.
Si d vérifie encore d = 6d' avec d # 3 mod 4, alors

1+ |+ k+Vd 1+i)(j+k+Vd
Ag(d) = O + =Py + T O+ Z)(J4 )

As(d) = Ok + PyPs

Py
est un troisieme ordre maximal de A, non conjugué aux précédents.

PREUVE : Si A C I sont des ordres d’une algebre de quaternions, alors
d(A) € d(I") (voir par exemple [Vig80]). De plus, les ordres maximaux ont
tous le méme discriminant (voir théoreme 1.6.3). Dans notre cas, nous ob-
tenons donc que

A est un ordre maximal de A si et seulement si d(A/Ok) = Ok.

Calculons d’abord d(A;(d)/Z). L’ensemble

. e ik i
B:{L\/&,Hz‘,\/& "QH,HJ‘,\/E "2”, T IER ar I }

2 2
est une Z-base de Ay(d), car Py = 27 + v/dZ. On peut donc calculer
d(A1(d)/Z) = det (trajg(B(s)B(t))1<s <) = (4d)*.
D’autre part, la proposition 1.8.10 nous assure que
d(A1(d)/Z) = Nijo(d(A1(d)/Ox ) dic
Mais dx = 4d, donc NK/Q(d(Al(d)/(’)K)) =1, c’est-a-dire d(A1(d)/Ok) =

Ok, ce qui montre que si Aj(d) est un ordre, alors il est maximal. Nous obte-
nons la preuve que c¢’est un ordre en vérifiant la stabilité de la multiplication.

Pour Ay (d) et As(d) la démarche est la méme.

Il reste a vérifier que Aq(d), A2(d) et As(d) ne sont pas conjugués dans A.
Pour cela nous allons constater que leurs groupes d’unités de norme réduite
1 ne coincident pas. C’est ce qui est fait dans la sous-section 3.9.1 (voir, en
particulier, le corollaire 3.9.14).

O
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Proposition 3.9.3. Soient d = 3 mod 4, sans facteur carré, K = Q(\/E)
et A = (—=1,-1)k, le corps de quaternions non ramifié aux places finies.
Notons Py l'unique idéal premier de Ok au-dessus de 2. Précisément, Py =

(2,Vd +1) et P3 =20k Alors

14 1+ I4+i+j+k

Ai(d) = O + 5 P + 5 Po + 5 Ok
et \/_ \/_
d+ 7 di — k
A(d) = O @ O @ ;]OK@—%?—OK

sont deux ordres maximaux non conjugués de A.

PREUVE : La démarche est la méme que dans la proposition précédente ou
il est démontré que Aj(d) est un ordre maximal de A. Nous montrons que
A4(d) est un ordre en vérifiant la stabilité de la multiplication. Pour voir
qu’il est maximal, il faut et il suffit de montrer que son discriminant est O

Le calcul du discriminant de A4(d) est facile car c’est un Ox-module libre.
En effet, une Ox-base de A4(d) est donnée par

B4: {1717\/E+j7\/81_k}

2 2

Calculons le discriminant de A4(d)
d(A4(d)/Of ) = det ((tra/ 5 (Ba(s)Ba(t))1<s,<4) O = Ok,

ce qui prouve que A4(d) est un ordre maximal.

Il faut encore vérifier que Aj(d) et A4(d) ne sont pas conjugués dans A.
Pour cela nous allons constater que leurs groupes d’unités de norme réduite
1 ne coincident pas. C’est ce qui est fait dans la sous-section 3.9.1 (voir, en
particulier, le corollaire 3.9.11).

O

Proposition 3.9.4. Soient d =5 mod 8, sans facteur carré, K = Q(\/d)
et A = (—1,—1)g, Ualgébre de quaternions non ramifiée aux places finies.
Soit encore s = 1+—2\/E Alors

sH(l+s)itj, 1+itjith
K

A5(d) =0 ®iOrg & 5 5

Ok

est un ordre mazximal de A.

147



Chapitre III. Minimum euclidien des corps de quaternions

PREUVE : La proposition 3.3.6 nous dit qu’il suffit de vérifier que s?+s+1 €
20k . Comme ss = %d et que 1 —d =4 mod 8§, %d est un entier impair.
Considérons ¢ : O — Ok /20 la surjection canonique ; alors ¢(s5) = 1,

car Ok /20 contient Fo. Par conséquent,
p(3(s* +5+1)) = p(s +1+3) = 9(2) =0,

ce qui prouve que s2+ s+ 1 € 20, car (3) est inversible dans O /20
O

S

REMARQUE : Si 'unité fondamentale de K est de la forme w = “+g avec

a, b impairs, alors on peut également choisir s = w. Si, au contraire, 'unité
fondamentale est de la forme a + bv/d, on peut choisir s = WTH

Proposition 3.9.5. Soient d = 1 mod 8, sans facteur carré, tel que d
nest pas un carré dans Fz3, K = Q(v/d) et A = (—1,-3)g, lalgebre de
quaternions non ramifiée aux places finies. Alors

Ao(d) = O & iOx & (\/8+3)+(;/E+1)i+2j0K@
6+3(x/8+3)z'—(\/8+3)j—2k0K

12

est un ordre mazimal de A.

PREUVE : La démarche est la méme que dans les propositions précédentes :
il faut vérifier que c’est bien un ordre en observant la stabilité de la multi-
plication et qu’il est maximal en calculant son discriminant.

O

Dans le cas ou la norme de 'unité fondamentale de K est négative, le co-
rollaire 3.8.15 nous dit que les ordres maximaux de A = (—1,—1)x ont un
minimum euclidien inférieur a %. C’est en particulier le cas des ordres A;(d)
des quatre propositions précédentes.

Proposition 3.9.6. Soient K = Q(\/E) avec d = 2,5 ou 13, et A =
(—=1,—-1)g, alors les ordres maximaux de A sont euclidiens pour la norme
réduite.

C’est en particulier le cas des ordres A1(2), A5(5) et As5(13) définis dans les
propositions ci-dessus.
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PREUVE : Dans les trois cas de I’énoncé, la norme de I'unité fondamentale
est —1. En effet, I'unité fondamentale de Q(v/2) est 1++/2 et NK/Q(l—l—ﬂ) =

—1, celle de Q(1/5) est # et NK/Q(H—Q*/E) = —1 et celle de Q(v/13) est

HT\/E et NK/@(B‘JFT\/E) = —1. Le corollaire 3.8.15 nous dit alors que le
minimum euclidien d’un ordre maximal de A est inférieur ou égal a %.

Dans les trois cas cette quantité et strictement inférieure & 1 (pour d = 2,
dxg =8, et pour d=5et d =13, dg = d).
O

REMARQUE : Ce sont les trois seuls cas pour lesquels la réalisation du réseau
Eg comme réseau idéal de A = (—1,—1)x nous permet de montrer que les
ordres maximaux sont euclidiens.

3.9.1 Unité de norme réduite 1 dans les corps de quaternions
quadratiques

Pour que la démonstration des propositions 3.9.2 et 3.9.3 soit complete, il
reste & voir que les groupes des unités de norme 1 de A;(d), Aa(d), As(d)
sont tous distincts et qu’il en va de méme pour A;(d) et A4(d). Ces résultats
sont donnés dans cette section.

Lemme 3.9.7. Soient K un corps de nombres totalement réel, A un corps
de quaternions sur K avec au moins une place infinie o ramifiée dans A et
A un ordre maximal de A. Notons

Y:A—H

Uinclusion de A dans les quaternions de Hamilton. Soit A' le groupe des
unité de A de norme réduite 1. Alors X(A') est conjugué a un des groupes
finis suivants :

(1) Un groupe cyclique d’ordre n engendré par s, = cos(2m/n)+isin(27/n).
(2) Un groupe dicyclique d’ordre 4n engendrés par

Sop, = cos(m/n) + isin(w/n) et j.

(8) Le groupe binaire tétraédral (d’ordre 24)

+1+itj Lk
Egy — {il,ii,ij, +k, %}
qui est isomorphe a SLa(F3).
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(4) Le groupe binaire octaédral (d’ordre 48)
2
Eus = Eoq U {%x}

ou x parcourt toutes les sommes et différences possibles de deux éléments
distincts parmi {1,147, k}.
(5) Le groupe binaire icosaédral (d’ordre 120)

x

E120 = E2q U {5}
ot x parcourt tous les produits possibles d’un élément de Eoq par

i+Ti4+17k ouT = # C’est un groupe isomorphe a SLa(F5).

PREUVE : Remarquons d’abord que A! est fini. Il est possible d’identifier H*,
les quaternions usuels de norme réduite 1, & la sphere S, plongée dans R?.
Comme A est un Z-module libre, I'image par ¥ de A!, et donc A! lui-méme,
est un sous-groupe discret de S3. La sphere S3 est un groupe compact, donc
A est un sous-groupe discret d’un groupe compact ; il est donc fini.
Par le théoreme 3.7 du chapitre I (p.17) de [Vig80], les sous-groupes finis
de H* sont donnés par la liste de I’énoncé du lemme. Il faut encore vérifier
les deux affirmations restantes : Ej99 = SLa(FF5) et Eoy = SLa(F3). Clest ce
qu’affirme la proposition 3.4 du chapitre V (p.148) de [Vig80].

O

Corollaire 3.9.8. Soient K = @(\/3) un corps quadratique réel, A un corps
de quaternions sur K admettant au moins une place infinie ramifiée, A un
ordre mazimal de A et A le groupe des unités de norme réduite 1. Les
assertions suivantes sont vérifiées.

i) Sid#b5 etd#2, alors A* n’est conjugué ni ¢ Eyg ni a Eqgg.

ii) Si Ab est cyclique, alors il est conjugué au groupe d’ordre n engendré
par cos(2m/n) + isin(2xw/n). Les valeurs possibles de n sont les sui-
vantes :

(a) n=1,2,3,4,6.

(b) n=>5,10 et dans ce cas d =5,
(c) n =28 et dans ce cas d = 2,
(d) n =12 et dans ce cas d = 3.

iii) Si A' est conjugué au groupe dicyclique d’ordre 4n engendré par
cos(m/n) + isin(w/n) et j, alors les valeurs possibles de n sont :

(a) n=1,2,3.
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3.9 Ordres maximaux des algébres de quaternions quadratiques

(b) n =4 et dans ce cas d = 2,
(c) n =5 et dans ce cas d =5,
(d) n =6 et dans ce cas d = 3.

PREUVE : Supposons que Al est conjugué a Eyg. Alors il existe z € H*
tel que L(A!) = 27 1Eg;g2 ott X|g = o est la place infinie ramifiée. Or X
est un homomorphisme de Q-algebres de A dans H, en particulier, il existe
c=co+ici + jea + keg € AL tel que

2 2
= £ + ixflix.

Y(c) 5 5

Notons A = K @ A’ ot A’ est l'espace vectoriel, engendré par {i,j, k}, des
quaternions purs. Nous avons L (K) = o(K) C R et X(A") NR = {0}. No-
tons encore que z~liz a un terme constant nul pour tout x € H*, ce qui
prouve que o(cp) = @ De plus o(cg) € K, car K est galoisien. Finalement,
I’élément /2 appartient & K, ce qui n’est possible que lorsque d = 2. Le
raisonnement dans le cas de E19 est identique. Ainsi le premier point de la
proposition est démontré.

Supposons maintenant que Y(A!) est conjugué au groupe cyclique d’ordre
n engendré par cos(27/n) +isin(27/n). Le méme raisonnement que dans la
premiere partie de la preuve nous permet de dire que cela force I’élément
cos(2m/n) a appartenir & K. En d’autres termes, Q(cos(27/n)) C K. Posons
¢ =™/ (ici i € C). Alors

Q(cos(2m/n)) = Q¢ +¢7Y).

Pour que cos(m/n) € K, il faut que [Q(¢ + ¢~1) : Q] soit égal & 1 ou & 2,
mais nous savons que [Q(¢ +¢71): Q] = @, ou ¢ est la fonction d’Euler.

Par conséquent

[Q(¢ + C_l) : Q] =1 si et seulement sin =1,2,3,4,6
et

[Q(¢C+¢71) : Q] = 2 si et seulement si n = 5,8,10,12.

Dans les cas ot n = 5,8,10,12, pour que Q(¢ + ¢~') ¢ K = Q(\/d), il faut
encore que d =5 (sin=50u10),d =2 (sin=8) et d =3 (sin = 12).
Ceci démontre le deuxieme point.

Pour le dernier point, il suffit de suivre la démonstration de la deuxieme
partie, en remplagant n par 2n.
O
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Lemme 3.9.9. Lorsque d # 2 est un entier positif, sans facteur carré,
congru a 2 ou d 3 modulo 4, le groupe des unités de norme réduite 1 de
A1(d) est Eoq. Sid =2, alors le groupe des unités de norme 1 de Ai(d) est
Eug. (Voir section précédente pour la définition des A;(d)).

PREUVE : Rappelons d’abord que Aj(d) n’est un ordre maximal de A =
(-1, _1)(@(\/8) que lorsque d = 2,3 mod 4. Il faut donc se placer dans ce
contexte. Il est facile de vérifier que le groupe des unités de norme réduite 1,
noté A', de A = A;(d) contient Egy. Le corollaire 3.9.8 nous assure, si d # 2,
que A n’est pas conjugué a Eyg ou a Eq9. Il est donc égal a Eqy. Le cas ou
d = 2 se régle en remarquant que Eyg C Aq(2)1.

O

Lemme 3.9.10. Soit d =3 mod 4 un entier positif sans facteur carré.
Si d # 3 alors le groupe des unités de norme réduite 1 de Ay(d) est égal a

Qs = {£1, £i, +5, tk}.

Le groupe des unités de norme réduite 1 de Ay(3) est le groupe dicyclique a
VB4 o k.

27 2 . /
24 éléments engendré par s19 = *5

PREUVE : Remarquons d’abord qu’aucun conjugué de w = W n’ap-
partient & Ay(d)!. En effet, si x € H*, alors 2~ lwz = % + ai + bj + ck ou
a,b,c € @(\/E) Autrement dit, 27wz est de terme constant % pour tout
z € H*. Or aucun élément de A4(d) n’a pour terme constant 3. Cela nous
permet d’affirmer que A4(d)! n’est pas conjugué & Eoy (ni & Eyg ni & Eyg).
De plus A4(d)! contient Qg = {£1, 44, +j, £k}, donc il n’est pas cyclique.
La seule possibilité est donc que A4(d)! est conjugué & un groupe dicyclique
engendré par Sg, = cos(m/n) + isin(w/n) et j.

Le corollaire 3.9.8 nous dit que, si d # 3 alors n = 1,2 ou 3. Supposons que
n = 3. Alors il existe x € H* tel que s = z~!(cos(7/3) + isin(n/3))x =
%—l—x*lix? € A4(d). Cela est impossible, car aucun élément de Ay(d) n’a 1
comme terme constant. Il ne reste donc que n = 1 ou 2 comme possibilités,

mais Qg est le groupe engendré par s4 et j, donc Ay(d)! = Qs.

Si, au contraire, d = 3, il faut vérifier que le groupe G engendré par s}, =
cos(m/6) + jsin(m/6) = @ et k est conjugué au groupe engendré par
s12 = cos(m/6)+isin(m/6) et j. Nous vérifions encore que G est bien contenu
dans A4(3). Comme G est le plus grand groupe possible, étant donné les
criteres du corollaire 3.9.8, G = A4(3)!.

U
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Corollaire 3.9.11. Les ordres maximauz Aq(d) et Ay(d) de la proposition
3.9.83 ne sont pas conjugués.

PREUVE : Les deux lemmes précédents nous assurent que les groupes des
unités de norme réduite 1 de ces deux ordres ne sont pas isomorphes.

0

Lemme 3.9.12. Soit d =0 mod 6 un entier positif sans facteur carré.
Si d # 6, alors le groupe des unités de norme réduite 1 de Az(d) est cyclique
d’ordre 6, engendré par w = W

Le groupe des unités de norme réduite 1 de Ay(6) est le groupe dicyclique a

12 éléments engendré par s}y = H%ﬁ'k et %(2 —j—k).

PREUVE : Des calculs explicites sur un élément générique de As(d) per-
mettent de remarquer que s'il existe z € Ay(d) avec 22 = —1, alors d < 24.
Comme d est un multiple de 6 sans facteur carré, cela ne se produit que
si d = 6. Voila qui prouve, si d # 6, que As(d) ne contient aucun élément
d’ordre 4. En particulier, il ne contient aucun conjugué de Eo4 et aucun
conjugué du groupe dicyclique d’ordre 12 ou d’ordre 8. Les autres groupes
dicycliques possibles sont également exclus par le corollaire 3.9.8. Le groupe
cherché est donc un groupe cyclique d’ordre 1,2,3,4 ou 6 car les autres
ordres sont exclus par le corollaire 3.9.8. Le résultat provient alors du fait
que w = H%M € Ay(d) est de norme réduite 1 et d’ordre 6.

Pour d = 6, observons que %(Z—j—k) € Ao(6)!, ce qui signifie que A (6) ne
contient aucun conjugué de Eqo4, E4g ou Eq99, car les conjugués des éléments
de ces groupes ne peuvent pas avoir de terme constant dans Q(v/6). Donc
A2(6)! est dicyclique d’ordre au maximum 12, par le corollaire 3.9.8. Nous
pouvons conclure en constatant que w et ?(2 —j—k) engendrent un groupe
d’ordre 12.

O

Lemme 3.9.13. Soit d avec d = 6d’ et d' # 3 mod 4 un entier positif sans
facteur carré.
Le groupe des unités de norme réduite 1 de Ag(d) est égal a

Qs = {1, +i, +j, £k}
PREUVE : Vérifier que Qg est contenu dans As(d)! est facile. Le corollaire
3.9.8 nous assure que les seules possibilités pour Az(d) sont, & conjuguaison

pres, les trois suivantes :
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— Le groupe des quaternions Qsg,
. . ‘ 1+ivV3
— Le groupe dicyclique engendré par ~5>

— Le groupe binaire tétraédral Eoq4.

et J,

Supposons que Az(d)! n’est pas Qg. Il possede alors un élément d’ordre 6 de
la forme w = % + at + bj + ck et son inverse w”. Des calculs explicites, en
utilisant un élément générique de cette forme dans A3(d), permettent de voir
qu’il n’existe aucun couple (w,w?) avec w € Az(d) satisfaisant les propriétés
demandées. Cela prouve que A3(d)! = Qs.

O

Corollaire 3.9.14. Soit d un entier positif multiple de 6 et sans facteur
carré. Les ordres mazimaux Aq(d), Ao(d), As(d) donnés dans la proposition
3.9.2 ne sont pas conjugués deur d deut.

PREUVE : Les lemmes 3.9.9, 3.9.12 et 3.9.13 nous assurent que les groupes
des unités de norme réduite 1 de ces trois ordres sont toujours non iso-
morphes deux a deux.

0

3.10 Borne inférieure du minimum euclidien dans
le cas totalement défini

Dans le chapitre II, nous avons donné une borne supérieure pour le mini-
mum euclidien d’un ordre maximal d’une algebre & division sur un corps de
nombres. Dans le cas particulier des corps de quaternions totalement défini
sur un corps de nombres, il est possible de donner une borne inférieure de
ce minimum. C’est le but de cette section.

Lemme 3.10.1. Soient K un corps de nombres totalement réel, a et b des
éléments totalement positifs de K. Alors

avec égalité si et seulement si b = 0.

PREUVE : Sin désigne le degré de K sur Q et {01, ...,0,} les n plongements
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de K dans R, alors

Nisqla+b) =[] (oi(a) + (b))
i=1

I
s

oi(a) + Z termes positifs

i=1
= Ng/gla) + f(a,b)

ou f(a,b) est positif, et nul seulement si b = 0.

Proposition 3.10.2. Soient A = (a,b)x un corps de quaternions tota-
lement défini sur un corps de nombres totalement réel K et A un ordre
mazimal de A. Pour tout x € K,

ma(z) = mx(z)?.

PREUVE : Ilexiste a € A tel que [nryg(z—a)| = ma(z) (voir la proposition
2.2.2). Posons a = ag + iag + jag + kas. Nous obtenons

nry g (z—a) = (z— ap)? — aai — baj + abaj3
avec —a, —b, ab totalement positifs dans K. Par le lemme précédent,

Inr 4/ (z — ag)| = Ng oz — ag)?
< INgjora /g (z — a))l

= mp(z);

or mg (z)? < Nyg(z — ag)?, donc mg (x)* < ma(x).

Réciproquement, il existe a € Ok tel que

N /o(x = a)l* = mx(2)*.

De plus
ma(z) < nrg gz — a)l
= [Ng/q(z - a)?|
= mg(z)2

155



Chapitre III. Minimum euclidien des corps de quaternions

Corollaire 3.10.3. Soient A et A comme dans la proposition précédente.
Alors
M(A) > M(K)?.

PREUVE : Nous avons

M(A) = supmp(x) > sup mp(z) = sup mK(ulc)2 = M(K)2
€A rzeK reK

Nous pouvons maintenant exploiter cette borne pour discuter ’euclidianité
de certains ordres maximaux d’algebres de quaternions totalement définies.
C’est ce que nous allons faire dans la section suivante.

3.11 Corps de quaternions quadratiques réels eu-
clidiens

Dans cette section, A est un corps de quaternions totalement défini sur un
corps quadratique réel K, et A est un ordre maximal de A. Le but est, dans
ce cadre, de déterminer les corps de quaternions qui sont euclidiens pour la
norme réduite.

Dans le cas ou A est euclidien (ou méme seulement principal), il n’existe
qu’un seul ordre maximal, & conjuguaison pres, dans A. On parlera alors du
minimum euclidien de A plutot que de celui de A.

Proposition 3.11.1. Si A est un corps de quaternions euclidien totalement
défini sur un corps quadratique réel, alors K = Q(y/n) avec

n € {2,3,5,6,13,17,21,29,33} .
en particulier, K est euclidien.

PREUVE : Comme M(A) > M(K)?2, vu le corollaire 3.10.3, il faut que
M(K) < 1 pour que A puisse étre euclidien. Soit d = df, le discriminant
de K. Nous savons que si M(K) < 1 alors d < 192v/6 + 472 < 943 (voir
[Lem95], théoréme 4.2). Supposons donc que A est principal et que d < 942.
Une formule de masse classique (voir [Vig80], corollaire 2.3, p.142) nous dit
que
005 = Shik(-1) [T (- Ngo(P))
PID(A/OK)
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3.11 Corps de quaternions quadratiques réels euclidiens

ou A est un ordre maximal de A, hx est le nombre de classes d’idéaux de
K et ou le produit est effectué sur les idéaux premiers de K qui divisent le
discriminant de A.

Pour que cette égalité soit vérifiée, il faut que

2
hiCr(—1)
Dans le cas contraire la formule ci-dessus n’est pas vérifiée et A n’est pas

principal. Nous avons vérifier par ordinateur (avec Pari) que pour 2 < n <
942 et n sans facteur carré,

€.

2
ho(ym Sy (—1)

€7Z sietseulement si n€{2,3,5,6,13,17,21,29,33} .

dans tous les autres cas A ne peut étre principal et, a fortiori, pas euclidien.
d

REMARQUE : Les valeurs de n données sont les valeurs (inférieures & 943)
pour lesquelles A peut étre principal.

La formule de masse utilisée dans la preuve de la proposition précédente
nous permet de calculer précisément les corps de quaternions totalement
définis sur un corps quadratique réel qui sont principaux.

Corollaire 3.11.2. Soient K = @(\/E) un corps quadratique réel euclidien
et A un corps de quaternions totalement défini et principal sur K. Alors A
est isomorphe a une des 13 algebres apparaissant dans le tableau I11.1.

REMARQUE : Si A est un corps de quaternions totalement défini, euclidien

sur un corps quadratique réel, alors A est isomorphe a une des 13 algebres
apparaissant dans le tableau III.1.
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Nom D A A Euclidien
21 Ox (-1, - 1) { Y214 4), L1+ ), 1+2+J+k} < M(A) < oui
2123 PoPs = (V2) - (3) (—4v2 = 11,-3V2 — 6)g { Lid V2Ll (46 4 k), Y2111 1 §) (463 + k‘)} 1< M(A) < non
2125 = (v2) - (5) (—12v2 — 19, -5v2 — 10)¢ { i (2V2219) (9 4 gy 14 12V3219 (9 4 k:)} 1< M(4) < non
2127 = (V2)-(2vV2+1) (=42 —11,—V2 — ) {1,%,%9—“(33“@,% i+ 4‘/1_7811(33z'+k)} 1<M(A) <4 non
2027 Pr=(W2) - (-2v2+1) (—12v2 - 19,2 - 4)k {1, i 12\/%_19(161' +k), 4+ 12‘[ 122219 (164 + k)} 1 <M(A) <4 non
51 Ox (-1, - 1) {1, j, el 1“?’”“} oui
5125 = (2)- (v/5) (—12b — 11, -2b — 4)x {1 L VBT (105 4 k), 3 + 35 + ST (105 + k‘)} non
51211 PaPry = (2) - (—3b+1) (3b — 10, —4b — 6)x {1 VEES 4 1y =BVESIT(j g gy 14 S13YE33 (k4 } non
512110 PPy = (2) - (—3b+ 2) (—3b—7,-2b— 6) { Va1 L 3VET (43 4 k) L4 STYESL (435 4 k) 4 } non
131 Ox (-1, - 1) {u wh(tw)ity 1”;1”“} oui
13123 PaPs = (2) - (b) (—db —7,—4b — 6) {1, L 213295 4 gy 14 2VIB9 5y oy 4 L non
13123b PPy = (2) - (—b+1) (—5b—8,—2b —4) {1,3+T“ﬁ + 1q, VIR (184 4 k), =3YIBEL (18 4 k) 4 non
171 Ok (—1,-3)k ?

1.4 i 33VITiHV1Tj+k
e

TaB. III.1 — Les 13 corps de quaternions totalement définis principaux sur un corps quadratique réel K avec M(K) < 1.




3.11 Corps de quaternions quadratiques réels euclidiens

Dans le tableau de la page précédente, la premiere colonne donne le nom de
I'unique ordre maximal A de A, la deuxieme colonne désigne le corps de base
K du corps de quaternions A, la troisieme colonne est le discriminant réduit
de A, c’est-a-dire D? = D(A) et, dans cette colonne, b désigne un générateur
de Og comme Z-module. La quatrieme colonne donne un couple (a,b) tel
que A = (a,b) g, la cinquieme colonne donne une Og-base d’un ordre maxi-
mal (unique & conjuguaison pres) de (a,b)x et, dans cette colonne, w désigne
I'unité fondamentale de O . L’avant-derniere colonne donne les bornes du
minimum euclidien.

REMARQUE : La borne supérieure du minimum euclidien de A donnée dans
le tableau est obtenue en appliquant le corollaire 2.5.2 au réseau (A, 1), a Uex-
ception des cas ou A n’est pas ramifiée aux places finies (i.e. D = O). Dans
ces cas, on obtient la borne supérieure en réalisant le réseau Eg comme on
I’a vu dans la section 3.8 de ce chapitre. La borne inférieure, lorsque elle est
strictement inférieure & 1, découle du corollaire 3.10.3. Dans le cas contraire
elle provient des résultats généraux sur les ordres euclidiens donnés dans la
section suivante (voir le corollaire 3.12.5 et les propositions 3.12.9 & 3.12.12).
Ces propositions justifient également les “non” de la derniére colonne.

Notons encore que, parmi les 13 corps de quaternions possibles la sixiéme et
la septieme colonne nous donnent le résultat suivant.

Corollaire 3.11.3. Soit A un corps de quaternions euclidien totalement
défini sur un corps quadratique réel K.
Si A n’est pas isomorphe a (—1, _3)Q(\/ﬁ)7 alors

A (-1,-1)k
oi K = Q(v2),Q(V5) ou Q(VI3).

Afin d’étre complet, nous devrions traiter deux cas supplémentaires d’algebres
de quaternions sur un corps quadratique réel. Il s’agit des cas ou A est ra-

mifié en au plus une place infinie. Nous ne traiterons pas ces deux situations

en détail. Dans le cas ol aucune place infinie n’est ramifiée, on peut tout de

méme énoncer le résultat partiel suivant :

Proposition 3.11.4. Soient K un corps quadratique réel et A un corps
de quaternions totalement indéfini sur K. Si A est euclidien alors K est
principal et si K est euclidien alors A est euclidien.

PREUVE : On sait que le nombre de classes d’idéaux a droite de A et de
K sont les mémes (voir la proposition 3.4.1), ce qui montre la premieére

159



Chapitre III. Minimum euclidien des corps de quaternions

affirmation. La seconde affirmation est une conséquence du fait que, si K
est principal, alors M(A) < M(K) (voir le théoreme 3.4.10).
O

Nous terminerons par un cas particulier qui nous fournit a la fois un exemple
ou le minimum euclidien atteint la borne supérieure donnée dans la section
2.5 du chapitre II, et un exemple de corps de quaternions quadratique (non-
euclidien) de minimum 1.

Proposition 3.11.5. Soient K = Q(\/3), A= (—1,—1) et

I4+i+j+k

A=0g® 5

1414
(@]
5 K

(VB+1)0x & 2L (VB+1)0x ©

Pun des deux ordres maximauzx non conjugués de A. Alors
M(A) = 1.

De plus A n’est pas euclidien pour la norme réduite

PREUVE : Considérons « l'involution canonique sur A et le réseau L =
(A, %,fy). Alors L est un réseau irréductible, pair, de minimum 2, de déter-
minant 81 et de maximum 2. Par le corollaire 2.5.2,

2
MM)S( m?“» ) =——g§—7=1-
det(L)8 ymin(A) 16 det(L)4

D’autre part, A n’est pas principal donc M(A) > 1.

3.12 Ordres maximaux non euclidiens

Dans cette section K désigne un corps de nombres totalement réel et A =
(a,b)k est une algebre de quaternions sur K admettant au moins une place
infinie ramifiée.

Proposition 3.12.1. Soient Ok lanneau des entiers de K, A un ordre
mazimal de A et A' le groupe multiplicatif des unités de norme 1 de A.
Soit m un idéal mazximal o droite de A. Notons I, l'image de ’application
canonique O — O /(m N Ok). Si les conditions suivantes sont vérifiées
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3.12 Ordres maximaux non euclidiens

1. pour tout idéal maximal m a droite de A tel que m N Z = pZ et p est un
premier 1mpair, on a

| - [AT] - [A: AMOE] +1 < Ny jg(m),

2. pour tout idéal mazximal m a droite de A tel que m NZ = 27, on a
L] - [AY] - [A: AOR] 42 < 2Ny g (m),

alors A n’est pas euclidien a droite.

PREUVE : Supposons que A est euclidien & droite. Par le corollaire 2.1.11,
il existe b € A\A* tel que Papplication canonique A* U {0} — A/bA est
surjective. Soit m un idéal maximal & droite de A tel que bA C m. Alors
I’application canonique

Om: ACU{0} — A/m
est encore surjective. Remarquons d’abord que

|om(AOX)] = |em(AD)] - [om(OF))].

En effet, o : A — A — A/m et la deuxiéme application est un homo-

morphisme de Ox-modules. Soient s1,...,s, des représentants des classes
de AX/ALO%. Alors

A = sintog,
=1

de sorte que
om(M) <D lom(siA OF)] = [em(OF)] - D lpm(siAh)]. (I11.3)
i=1 i=1
Finalement, comme Al est fini, |¢m(s;A')| < |A!|. Nous avons donc que
| om(AX)] < L] - [AT] - [ : ATOE].
Comme ¢y, est surjective,
[Tl - [AY] - [A - ATOR] +1 2 (M) + 1 = [A/m] = Ny g (m).

Cette inégalité est en contradiction avec la premiere condition de I’énoncé.
Autrement dit, si 1. est vérifiée, alors pour tout idéal maximal m tel que mNZ
est un premier impair, ¢, n’est pas surjective. Comme A est euclidien, il
existe un idéal maximal m tel que ¢ est surjective. Nous pouvons donc
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Chapitre III. Minimum euclidien des corps de quaternions

supposer qu'un tel idéal maximal est au-dessus de 2. Dans ce cas, pn(1) =

(1), done
1
POSTELY

pour tout s € A*. L’inégalité I11.3 devient alors
A"

A
| o(A)] < L] -

T . [AX . AIOIX(]

Pour avoir la surjectivité il faut donc que

| - [AT] - [A - ATOK]
2

+12Jp(A)[+1 = [A/m| = Ny/q(m)

ce qui est impossible si la deuxieme condition de I’énoncé est vérifiée. Nous
avons donc démontré que si 1. et 2. sont vérifiées, alors ¢, n’est jamais
surjective, et donc A n’est pas euclidien & droite.

O

Corollaire 3.12.2. Soit A un ordre maximal de A. Notons f(P|p) le degré
résiduel de l’idéal premier P de Ok au-dessus de p € Z. Supposons que les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour tout idéal premier P au-dessus d’un premier impair p,
AL [A% A OR) < pf PP 41,
2. pour tout idéal dyadique P,
AT [ AR < 24 (2FP1D ),
Alors A n’est pas euclidien a droite.

PREUVE : Soient p un nombre premier impair, m un idéal maximal a gauche
de A au-dessus de p et P =m N Ok. Nous savons que N4/ (m) = P? (voir
[Rei03], théoreme 24.13, p.215), de sorte que N 4 g(m) = p2f(PIP) De plus I,
I'image de l'application canonique O — Og/(mN O : K), est de cardinal
inférieur ou égal a |Og/P| — 1, ou le“—1” vient du fait que P ne contient
pas d'unité, et |Ox /P| = Ng/o(P) = pf(PIP) | Supposons que
AL A AYOX] < pf PP g,
Alors

AT [ AOR] - | < |AY] - [A AOR] - (0P PP — 1) < p¥ PIP) -1
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3.12 Ordres maximaux non euclidiens

et il en va de méme avec la seconde condition. Le résultat est alors une
conséquence directe de la proposition précédente.

0

Il est important de noté que nous avons donner, au passage, une caracté-
risation de la surjectivité de 'application canonique A* U {0} — A/m, ou
m est un idéal maximal & droite de A. Cette caractérisation s’énonce de la
facon suivante.

Corollaire 3.12.3. Soit A un ordre maximal de A. Notons f(P|p) le degré
résiduel de l’idéal premier P de Ok au-dessus de p € Z. Soit mp un idéal
maximal a droite de A contenant PA. Si p est impair et que

AL [AX: ALOR] < pfPIP) 41
ou sip=2 et que
AL A D ATOX] < 2 (2/P1R) 41,
alors application canonique
pmp + A U{0} — A/mp
n’est pas surjective.

PREUVE : En suivant la preuve des deux résultats précédents, nous consta-
tons que nous avons démontré ce résultat intermédiaire.

0

Ces deux corollaires vont nous permettre de prouver que certains des ordres
maximaux apparaissant dans le tableau III.1 ne sont pas euclidiens. Com-
mencons par le résultat suivant qui simplifiera les calculs.

Lemme 3.12.4. Soit A ['un des ordres de la table II1.1. Alors
A = N0

PREUVE : Soit w = [A* : OF]. Comme A est principal, nous savons, par
une formule de masse classique, que

-1

w= [ Ge(-1) [[¥P) - 1)

P|D
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Chapitre III. Minimum euclidien des corps de quaternions

ot D est le discriminant réduit de A, autrement dit d(A) = D?. Remarquons

que
2w
AX IAl X1 = _—
S Y
En effet, le noyau de I’homomorpisme surjectif A*/Ox — A*/ Al(’)lx( est
A O JOX = AL J(AY N O%) = A /{#1}, donc

[AX - OF] = [A : ALOF] - [AY/{1}].

Nous vérifions que pour tous les ordres du tableau, % = 1.

Ce lemme nous permet d’appliquer le corollaire 3.12.2 en ne tenant compte
que de la cardinalité de Al

Corollaire 3.12.5. Les ordres mazimaux 2125, 51211, 51211b de la table
II1.1 ne sont pas euclidiens a droite. En particulier leur minimum euclidien
pour la morme réduite est supérieur ou égal a 1.

PREUVE : Un calcul permet d’obtenir les unités de norme 1 de ces différents
ordres. Nous avons 2025! = {41}, 51211! est le groupe cyclique d’ordre 4
engendré par 1+ %(2 + k), et 51211b! est le groupe cyclique d’ordre 4

engendré par 1 + 7\{% Li+ 3\/152517/<:. 11 suffit alors d’appliquer le corollaire

3.12.2.

1. Pour A = 2125, |A'| =2 et 2 < pf + 1 pour tout premier p et tout entier
positif f, ce qui prouve que 2[25 n’est pas euclidien a droite.

2. Pour A = 51211, |A'| = 4 et 4 > pf +1 si et seulement si 1 < p/ < 3, mais
3 est inerte dans K = Q(v/5), donc f(30k|3) = 2 et donc 4 < p/PIP) 11
pour tout premier impair p. De plus 4 < 2(27 4 1) pour tout entier positif
f, ce qui prouve que 5[211 n’est pas euclidien.

3. Le cas A = 512115 est identique au précédent.

Dans certains cas, la borne sur les unités de norme 1 est insuffisante pour
conclure que 'ordre n’est pas euclidien. En affinant le résultat, on peut par-
fois arriver facilement a la méme conclusion. Dans ce but, énongons d’abord
le résultat suivant sur le nombre d’idéaux maximaux a droite de A contenant
un premier P donné de O.
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3.12 Ordres maximaux non euclidiens

Lemme 3.12.6. Soient A une algébre de quaternions sur un corps de nom-
bres galoisien K et A un ordre mazximal de A. Soient p un nombre premier
et f = f(p) le degré résiduel de p. Notons encore Pi,..., P, les idéaux
premiers de O au-dessus de p. Posons

B(n) ={I C A | I est un idéal a droite de A et nry(I) =n}
et b(n) = |B(n)|. Définissons encore ’ensemble d’idéaux premiers suivants :
Ramy(A) = {P C Ok | P divise p et P € Ramy(A)}

et notons s le cardinal de Ramy,(A). Alors

1. B(p') est I’ensemble des idéaux mazimauz & droite de A qui contiennent
P:A pour un certain 1 < i <r.

2. Le cardinal de B(p') est donné par
b(p') = s+ (1 +p/)(r—s).

3. Soit P; un idéal au-dessus de p, ramifié dans A. Alors il existe un unique
idéal mazimal m o droite de A contenant P;A. De plus m est un idéal
premier bilatére et P;A = m?>.

4. Soit a(P) le nombre d’idéaur maximauz & droite de A contenant PA.

Alors
Y aP)=(01+p)r—s).

Plp,P¢Ramy(A)
PREUVE : Montrons d’abord la premiere assertion.
Soit I un idéal & droite de A tel que nry,q(f) = pl. Alors nry i (1) = P;
puisque nr4 /g = N gonry/x et que NK/@(J) = p/ si et seulement si J = P;
pour un 1 < ¢ < r. Donc I est maximal. En effet, dans le cas contraire, il
existerait un idéal M 2 I propre, et alors nr /(1) = P; G nry g (M) G Ok

ce qui est absurde. Réciproquement, si m est un idéal maximal contenant
PiA, alors nry g (m) = P; (voir [Rei03] théoreme 24.13, p. 215), et donc

nrA/Q(m) =pf.

Montrons la troisiéme assertion.

Soit m un idéal maximal & droite de A contenant P;A. On sait que
P =anny A/m

est I'unique idéal premier bilatére contenu dans m (voir [Rei03], théoreme
22.15, p.195). De plus, comme P; est ramifié dans A, on a P;A = P2 (voir
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[Rei03], théoreme 32.1, p.273), de sorte que nry/x (P) = P; et donc P est
maximal comme idéal & droite de A (voir preuve de 1.). Nous avons donc
montré que m = L.

Montrons la deuxiéme assertion.

Considérons

Cals) =Y Nyjg(D)™*

ICA

ou s est un nombre complexe avec Re(s) > 1, et I parcourt les idéaux a
droite de A, et

Cap(s) = Z NAP/@p(I)_S

ICAp

ou s est un nombre complexe avec Re(s) > 1, I parcourt les idéaux a droite
de Ap et P est un idéal premier de O.

Soit bp(p®) = ﬁ{[ C Ap | I idéal & droite de Ap tel que nry,, /g, (1) = p°}.
Notons que bp(p®) = 0 si f ne divise pas e. Nous savons que nrA/Q(I)2 =
N4 q(I) pour tout idéal I (et de méme localement). De plus

Cals) = [T Canls)
P

(voir [Vig80], chapitre III, §2, p.64). Avec les notations ci-dessus, il vient

alors
. b(n > bp(p©
Ca(s) = Z 7”525) = HZ ’:;51; )

n=1 P e=0

En comparant les coefficients et en utilisant le fait que bp(p®) est nul si f
ne divise pas e, nous voyons que

b(p’) =D bp).
Plp

Le lemme 4.1 du § 4 du chapitre III de [Vig80] (p.48) nous donne la valeur
de bp(p!) :

1 si P € Ramy(A)
fy — f
bp(p’) = { 1+pf sinon

ce qui nous permet de conclure.
Montrons la quatrieme assertion.

En utilisant 1., 2. et 3., on trouve

s+A+ph)r—s)=b00p") =) aP) =
Plp
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3.12 Ordres maximaux non euclidiens

= Z a(P) + Z a(P) = s+ Z a(P)

PeRam, (A) Plp,P¢Ramp(A) Plp,PZRamy(A)

d’ou le résultat.

Nous utiliserons également le résultat suivant :

Lemme 3.12.7. Soient A une algébre séparable sur un corps K, A un ordre
maximal de A, m un idéal maximal a droite de A. Si I et J sont des idéaux
bilatéeres de A tels que IJ C m, alors I C m ou J C m.

PREUVE : Soit 8 = anny A/m 'unique idéal bilatére premier contenu dans
m (voir [Rei03], thm 22.15, p.195). Si IJ C m, alors I.J C P et comme P
est premier soit I C P C m soit J C P C m.

O

Enoncons encore un résultat technique que nous utiliserons abondamment
dans les preuves des résultats 3.12.9 a 3.12.12.

Lemme 3.12.8. Soient A une algébre de quaternions sur un corps de nom-
bres K, A un ordre mazimal de A, m un idéal maximal a droite de A et sA
un idéal bilatére de A. On considére encore la surjection canonique

p:A— A/m

et un sous-ensemble T de A. Supposons qu’il existe a € Ok tel que

o(s?) =a% € Ok /P
ot P =0rg Nm et supposons que a1 C T. Alors

P(T UST) = o(T).
PREUVE : Par hypothese, (s—a)(s+a) € m. Comme (s—a)A et (s+a)A sont
des idéaux bilateres, s —a € m ou s+a € m (voir le lemme précédent). Sans
perte de généralité, supposons que s—a € m. Remarquons que ¢(su) = p(au)

pour tout u € A. En effet, p(au) — ¢(su) = p(au — su) = ¢((a — s)u) =0
car (a — s)u € m. Ainsi

p(sT) = ap(T) = p(aT) € (1)
Finalement o(T' U sT) = ¢(T) U o(sT) = o(T).

167



Chapitre III. Minimum euclidien des corps de quaternions

Proposition 3.12.9. L’ordre 2123 de la table III.1 n’est pas euclidien a
droite. En particulier son minimum euclidien pour la norme réduite est
supérieur ou €gal a 1.

PREUVE : Dans toute la preuve, mp désigne un idéal maximal & droite de A
contenant PA et P est un idéal premier de O . Posons A = 2[23. Le groupe
A' des unités de norme 1 est le groupe cyclique d’ordre 6 engendré par % +

12\{%;332' + 4\/29711 k. Dans la section 2.1 du chapitre II, nous avons défini des

suites de sous-ensembles de A notées (A;)ien et (Al)ien. Ici, Ag = {0}, Ay =
A*U{0} et AL, = Ay (voir la définition 2.1.9 et la preuve du corollaire 2.1.11).
L’ensemble Ay est I'ensemble des s € A tels que 'application canonique

s Ny — A/sA

est surjective. Les premiers 3 et 5 sont inertes dans K = @(\/5), donc de
degré résiduel 2, et |[Al| = 6 < 32 + 1 < 52 + 1. Le corollaire 3.12.3 nous
assure que, si sA C mg ou sA C ms, alors p,; n’est pas surjective. De plus
A = 6 < pf +1 pour tout p > 7 et tout f > 1. Donc que @s ne peut
étre surjective que si s € m 5. Mais Al = 6 = 2(2 + 1) donc, si sA est
proprement inclus dans M /3 alors g n’est pas surjective. Nous pouvons
ainsi nous restreindre a l’étude de m /.-

Comme (v/2) est ramifié dans A (voir le tableau IT1.1), v/2A = 2 ol P est
'unique idéal maximal & droite de A au-dessus de (v/2) et P est bilatere
(voir le lemme 3.12.6). Soit ¢ un générateur de P (il est possible de choisir
t = _6g_28i + _4‘?9“11{), Nous vérifions que ¢ est effectivement surjec-
tive. Nous avons donc démontré que A = tA* U A} = tA* UA* U {0}.

La démarche est la méme pour calculer Agz.

Nous avons A% = Ay et nous cherchons les s € A, qui ne sont pas déja dans
Ao, tels que I'application canonique :

s Ay — A/sA

est surjective. Si sA contient 2 et aucun premier impair, qu’il est proprement
inclus dans B, alors sA C V/2A, car 32 = v/2A. Ainsi, si @5 est surjective,
alors ¢ 5 l'est. Nous allons voir que [Imy \/5\ < 10. En effet,

Al
(e8] < (j0x/vB0x] - 1) ) =3
et donc |p 5({0} UAX UsAX)[ <1+ 3+ 3 =10. Comme

‘A/\/§A‘ — Nag(V2) = 16
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3.12 Ordres maximaux non euclidiens

cela veut dire que ¢s n’est pas surjective si sA contient 2, aucun premier
impair et qu’il est proprement inclus dans ‘.

Nous pouvons donc nous intéresser aux idéaux qui sont contenu dans un mp
ol P est au-dessus d’un premier impair. Soient P un idéal premier de O =
Z[v2] et mp = xA un idéal maximal & droite de A tel que zA N O = P.
Notons encore pZ = P N Ok et supposons p impair. Pour les mémes raisons
que dans le cas dyadique,

Tme,| < 1+ [AY- (PP — 1) 4 |AY - (p/PIP) — 1) = 12p/PIP) — 11,

D’un autre coté,
AJzA| = Ny g (mp) = p*/PIP),

donc pour que ¢, soit surjective, il faut que 1 < p/ < 11 ce qui n’est possible
que sip=3ou 7 (les cas 5 et 11 sont exclus car f(50k|5) = f(110k|11) =
2).

Nous allons voir que @, n’est pas surjective. Commencons par le cas p = 3.
Comme (3) est ramifié dans A, 3A = B2 ot P est I'unique idéal maximal &
droite de A contenant 3A, et P est bilatere (voir le lemme 3.12.6). Soit s un
. . . . . _ 12v/2-33.; |, 8/2-22
générateur de P (il est possible de choisir s = “=Y5=2i + S2=2k). Nous
vérifions que |ps({0} U A* UtAX)| = 16, donc ¢, n’est pas surjective, car
|A/sA| = Ny (%) = 3! = 81. Par conséquent si z € mg, alors ¢ As.

Considérons maintenant le cas p = 7. Nous avons
70K = (1 n 2\/5) Ox (1 _ 2\/§> Ox = PP

Soit u un générateur de mp,. Nous pouvons identifier Ok /P7 a F7. Rappe-
lons que Ay = tAXUA; et que (tA)? = v/2A. Explicitement, t2(1—+/2) = /2
etl—ﬁEOIX(. On a

3= qu(\/g) = Spu(tQ(l - \/5)) = 590u(t2)

ce qui prouve que ¢, (t?) = 2 = 42. De plus il existe v € O tel que
ou(v) = 4 : v =1+ /2 fait Paffaire. Le lemme 3.12.8 nous dit alors que
Ou(A*) = @y (A UtAX) et, comme u & Ag, alors u & As.

La démarche est la méme avec mp_. Si u est un générateur de mg,

4= qu(\/i) = Spu(tQ(l - \/5)) = 490u(t2)

et donc ¢, (t?) = 1 = 12, comme ¢, (1) = 1. En procédant comme aupara-
vant, nous obtenons que u & Ags.

169



Chapitre III. Minimum euclidien des corps de quaternions

Finalement, nous avons montré que Ag = Ay = Ay # A. Par la proposition
2.1.10, A n’est pas euclidien & droite.

0

Proposition 3.12.10. L’ordre 5125 de la table III.1 n’est pas euclidien a
droite. En particulier son minimum euclidien pour la norme réduite est
supérieur ou égal a 1.

PREUVE : Comme la preuve est essentiellement la méme que celle de la
proposition précédente, nous ne donnons pas les détails des calculs. Posons
A = 5125 et vérifions, a I’aide du corollaire 3.12.2, que si ¢ : {0} UA* —
A/m est surjective, alors m est un idéal maximal au-dessus de 2, de 3 ou de
v/5. Nous démontrons que ¢n, n’est pas surjective si m est un des dix idéaux
maximaux a droite de A contenant 3A (il y a exactement dix idéaux de ce
type par le lemme 3.12.6) ou si m est I'unique idéal maximal contenant v/5A.

—12/6434;: 1., 6/5-17

: _ 6v5—17 sz P .
En revanche, si s = 00t 515k est un générateur de l'unique

idéal maximal a droite de A contenant 2A, alors ¢s(A* U {0}) = A/sA, de
sorte que Ag = {0} UAX UsA*.

Nous vérifions ensuite que les seuls candidats pour Ag sont au-dessus de
3,5,11 ou 19. Dans ces quatre cas l'application ¢, n’est pas surjective. En
effet, soit u un générateur de ms, un idéal maximal & droite de A au-dessus
de (3). Nous avons

1= pu(~2) = pu(s?)

ce qui exclut le cas 3 (voir la preuve précédente pour les détails).

Soit u un générateur de I'unique idéal maximal au-dessus de (v/5). Vérifier
que |@y(A2)] =9 < 25 exclut le cas 5.

Soit u un générateur de mp, un idéal maximal & droite de A au-dessus de P

(ot PP = 110k). Alors
3% = pu(—2) = wu(t?)

et 3 € v, (Of) ce qui exclut le cas 11.

Soit u  un générateur de mp, un idéal maximal & droite de A au-dessus de P
(ou PP =190k). Alors

6% = pu(~2) = pu(t?)
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3.12 Ordres maximaux non euclidiens

et 6 € (O ) ce qui exclut le cas 19.

Finalement, A3 = As # A et donc A n’est pas euclidien a droite.

Proposition 3.12.11. Les ordres 13123 et 13123b de la table I1I1.1 ne sont
pas euclidiens a droite. En particulier leur minimum euclidien pour la norme
réduite est supérieur ou égal a 1.

PREUVE : Dans les deux cas, le corollaire 3.12.3 nous dit que s’il existe
s € A, ou A désigne un des ordres 13123 ou 13123b, tel que I'application
canonique

s : A U{0} — A/sA

est surjective, alors sA C mg, ou m3 est un idéal maximal & droite de A au

dessus de (1+‘/_)A ou au-dessus de (PT\/E)A
Il faut donc étudier le cas de mgs. Distinguons les deux ordres.

Posons d’abord A = 13123. Soit s = ‘/2_9 104 1 5]+ 2\/_+9/<: Alors 3 = sA
est I'unique idéal maximal & droite de A contenant %A (I"unicité est as-
surée par le lemme 3.12.6). Nous vérifions que ¢ n’est pas surjective. Nous
savons qu’il y a exactement quatre idéaux maximaux a gauche distinct conte-
nant %A (voir lemme 3.12.6). Ils sont engendré par les quatre éléments

suivants :

Loty =14,
2.ty =1,
3.t3:2+2‘/_9 %j+2‘/ﬁ_9k

4ty =L 4 =By L5 —2VI340,

I1 suffit de vérifier encore que les applications ¢y, ne sont pas surjectives, car
le corollaire 2.1.11 nous dit alors que 13[23 n’est pas euclidien a droite.

Posons maintenant A = 13[23b. Nous procédons de méme avec 1'unique
idéal maximal & droite contenant %A (engendré par s = #‘B_Ni —

% 7+ _3\1/1; 1k) et les quatre idéaux maximaux a droite contenant %A,

engendrés par :
1.ty = —4 + /1343,

= 13+3,L'
1 )

NI= N

2. tg = —
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3.ty = b+ =3B+l 4 VI35 S5VIB4RN

1 —23v/134-83 ; —5v/13-21
4. t4:—§+ 116+ 7+ 53 k.

Proposition 3.12.12. Les ordres 2127 et 2127b de la table III.1 ne sont pas
euclidiens a droite. En particulier leur minimum euclidien pour la morme
réduite est supérieur ou égal a 1.

PREUVE : La preuve est la méme que dans la proposition précédente. Il faut
voir que g ne peut étre surjective que lorsque sA est un idéal maximal au
dessus de (v/2), (2¢/2 +1) ou (—2v/2 + 1). Dans ces trois cas il faut vérifier
que @ n’est pas surjective.

0

3.13 Corps de quaternions quadratiques imaginaires
euclidiens

Dans la section 3.11, nous avons donné une liste presque exhaustive des
corps de quaternions totalement définis sur un corps quadratique réel qui
sont euclidiens. Dans cette section nous donnons un résultat semblable pour
le cas quadratique imaginaire.

Proposition 3.13.1. Soient d un nombre entier positif sans facteur carré et
K = Q(v/—d) un corps quadratique imaginaire. Alors le minimum euclidien
de K est donné par

% sid=1ou2 mod4
M(Kr) = M(K) ={ (4412

164 stmon.

Sid=1 ou 2 mod 4, alors M(K) = mg(x) pour tout z = H—\Q/jd mod Ok.

1
Sid=3 mod 4, alors M(K) = mg(x) pour tout z = + 4\(/1_15) mod Ok.

PREUVE : voir [Lem95]|, propostions 3.1 et 3.2, p.7

Corollaire 3.13.2. Soit A un corps de quaternions sur un corps quadratique
imaginaire K = Q(v/—d) (ot d est un entier positif sans facteur carré).
Supposons que A n’est pas isomorphe a (—2, _5)Q(\/—719)‘ Alors

172



3.13 Corps de quaternions quadratiques imaginaires euclidiens

A est euclidien si et seulement si d € {1,2,3,7,11}

On peut encore donner les bornes suivantes du minimum euclidien
; i — — d+1 d+1
i) Sid=1 oud=2, alors %= < M(A) < .

ii) Side {3,7,11,19,43,67,163}, alors S < M(A) < G

PREUVE : Comme le nombre de classes d’idéaux a droite d’un ordre maxi-
mal de A est égal au nombre de classes d’idéaux de K (voir proposition
3.4.1), si A est euclidien, alors K est principal. Les corps quadratiques
imaginaires principaux sont bien connus; il s’agit de Q(v/—d) pour d =
1,2,3,7,11,19,43,67,163. Ces neuf corps sont les seuls candidats possibles
pour que A soit euclidien.

Observons d’abord K = Q(i). Nous avons M(K) = 3 = mg (ﬁ) Fixons
un ordre maximal A de A et posons b =1 —17 et a = 1. Le théoreme 3.4.10

nous dit alors que
1 1
- <mp(b!
2" <1+i> smalt™)

ce qui prouve que % < M(A). L’autre inégalité provient de M(A4) < M(K).
Le procédé est le méme pour d = 2, en utilisant b = 2 et a € A tel que

nryg(a) =1+ v—2.

Les sept cas restants se réglent de la méme maniere : nous choisissons a € A

tel que nry /K(a) = 1+2\/8 et b = 2. Nous avons donc, avec les notations du

théoreme 3.4.10,

1 1
nry (b)) =4, t,=2, C,=Ngp <§> =7

Nous avons alors

De plus on voit facilement que

1++v—=d 1+v=d\ 1+d
MK 1 = Nk/g 1 ~ 16

Donc % < M(A). L’autre inégalité provient de

M(A) < M(K).
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Nous avons démontré toutes les inégalités voulues et, en particulier, que
si d € {1,2,3,7,11} alors A = (a,b)g/=g est euclidien. Les inégalités
démontrent également que si d € {67,163} alors A n’est pas euclidien.

Il nous reste a démontrer que si d € {19,43} et A Z (=2, —5)g( /=19 alors
A n’est pas euclidien. Notons pour la suite que (—2, —5)Q( J/—To) st le corps

de quaternions ramifié exactement aux premiers s = LEv-19 V2_19 et 5 =119 V2_19.
Par commodité nous considérons Q(v/—d) plongé dans C et nous notons

I=+-1€eC.

Soit P1,...,Po les premiers ramifiés de A. Soit b;A = P; 'unique idéal
maximal de A au-dessus de P;. Rappelons que PB; est bilatere, que 2]312 =P;A
(voir le lemme 3.12.6) et que nr 4,k (b;) est un générateur de P; = P; N Of.
Supposons qu'il existe un indice iy (1 < ip < 2t) et a € A tel que nrA/K(a)
et nr 4 /x (bi,) sont premier entre eux et

mK(nrA/K(b;Ola)) >1,

alors A n’est pas euclidien. En effet, dans ce cas, en reprenant les notations
du théoreme 3.4.10, nous avons

ty, = nrA/K(bi) et Cp, =1
donc

HTA/K(G)

1< mK(nrA/K(bi_ola)) =mg < i

) < mA(bi_Ola).

0

Il n’est pas difficile de voir que si € K est a U'intérieur (ou au bord) du
parallélogramme ) défini par les sommets

1 Vd—2 Vid—2 1 3vVd—2 Vid—2
{WJFI, i +I< 5 )’ﬁ+1+1’ 7 +I< 5 )}

alors my (z) > 1.

Soient P un des P; et t, un générateur de P. Soit a € A tel que nry i (a) =

ty + 1, si Re(P) > v/d, alors nr%f(a) € @ et donc A n’est pas euclidien. De
méme si a’ € A est tel que nry /g (a’) = tp + vV —d et si Im(P) > \%‘/_82, alors

m%f(“) € @ et donc A n’est pas euclidien.

Comme t; est un générateur de P, il est toujours possible de supposer que,
soit la partie réelle de t, est positive, soit la partie imaginaire de ¢, est
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3.13 Corps de quaternions quadratiques imaginaires euclidiens

positive. Nous avons donc démontré que si A est euclidien alors les premiers
ramifiés de A vérifient

4/d 4/d
vd < Im(t) < Vd .
Vd—2 Vd—2

Pour d € {19,43} il n’y a qu’un ensemble fini E de tels idéaux premiers.
Notons E’ I’ensemble des générateurs de ces idéaux. Il est facile de vérifier
par ordinateur que pour tout P € E’, & l'exception de P = s et P = 35

lorsque d = 19, il existe a € A, dont la norme réduite est premiere a P, tel
nry /i (a)
P

—\/& < Re(tb) < \/g et —

que mpg > 1. Cela prouve que le seul candidat restant qui peut

étre euclidien est le corps de quaternions ramifié exactement aux premiers s

et s lorsque d = 19
O

Nous savons que, lorsque K est principal, M(A) < M(K). Nous avons déja
vu qu’il est possible que M(A) = M(K), c’est le cas lorsque K = Q, A
est indéfini et que 2 ramifie dans A. Il est alors naturel de se demander
si M(A) < M(K) est possible. La proposition suivante, sans répondre a la
question, donne un candidat pour cette inégalité.

Proposition 3.13.3. Soient K = Q(v/—2), A un corps de quaternions sur
K ramifié en /—20g et A un ordre mazximal de A, alors

col w
e~ w

<M(4) <
et,
mal€) < 5

pour tout £ € A

PREUVE : Par le corollaire 3.13.2, la seule chose qu’il faut montrer c’est que
ma(§) # % pour tout £ € A. Soit £ € A. Nous savons qu’il existe a,b,c € A
tels que

E=bta+e, (nrg/k(a),nra/k (b)) =1 et map(§) < mK(nrA/K(bfla)).

Supposons, dans un premier temps, que nrA/K(b_la) e HT\/TQ mod Og.
Autrement dit, mg(nrg/x(b"'a)) < M(K). Alors, par le théoréme 3.4.10,

ma(§) < mi(nra (b~ 'a)) < M(K) = Z
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# mod Of. 1l existe alors
k=ko+ kiv—2 € Ok tel que nrA/K(bfla) _ @ Comme
(ra/p(a),nra /(b)) = (2,14 V=2 +2k) =1,

nous devons avoir nry /g (b) = 2 et nry/g(a) = £(1 + V=2 + 2k). Soit
bA l'idéal a droite de A engendré par b. Il existe des idéaux maximaux
{my,...my} tels que bDA = m; - - - my, et donc

Supposons maintenant que nrA/K(b_la) =

20k =nry/ (M) -+ 014/ (My).

Cela n’est possible que si s = 2 et nry/x(my) = nry x(my) = vV—20k.
Comme P = /=20 est ramifié dans A, il n’y a quun idéal maximal au-
dessus de P, de plus cet idéal est bilatere et son carré est v/—2A (voir le
lemme 3.12.6). Nous avons donc démontré que bA = /—2A. Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que b = /—2.

Posons t = b~ la = \/“_—2 Comme /—2A est un idéal bilatere, le lemme 3.4.9,

nous dit que
nry (a) = V=20g =nry k(e — V=-2A).
Posons v = 1 + 2k — v/—2kq. Il existe v € A tel que
nr g (a) = V=20 = nry kg (a —vV=27).
Calculons nry /g (t —7) :

nr g (t—7) = nra i (V=2)""nr g k(0 — vV=27)

1

= —§(DTA/K(CL) - \/—_2U)

=1 = V=2 2ko — 2k =2+ (14 2k1)V/—2 + 2k
N 2

5.
Ainsi
1 1 3
ma(©) = alt) < rajalt =) =Niga (3 ) = 1 < § = M)
Nous avons donc démontré que pour tout & € A, mp(§) < M(K) = 3

Sid=3 mod4 et que K n’est pas principal nous pouvons nous servir du
théoréeme 3.4.11 pour borner le minimum euclidien d’un ordre maximal A.
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Proposition 3.13.4. Soient d = 3 mod 4, K = Q(v/—d), A un corps
de quaternions sur K et A un ordre mazximal de A. Supposons que A est
ramifié en v/ —d et que l'unique idéal mazimal P de A au-dessus de /—d est

principal. Alors

M(A) > M(K).

PREUVE : Il existe a € A tel que nry g (a) = %l. Notons P = bA. Nous
savons que nr 4 /i (bA) = bANOk = V—dO¥ . Avec les notations du théoreme
3.4.11,
ty = \/—_d et Cp=1
de plus (nry,x(a),nr4/k (b)) = 1. Il suffit alors d’appliquer le théoreme
3.4.11, qui nous dit que M(A) > M(K).
]

3.14 Corps de quaternions sur les corps cycloto-
miques

Nous allons, dans cette section, donner une borne du minimum euclidien
de certains ordres maximaux d’algebres de quaternions sur des corps cyclo-
tomiques et cyclotomiques réels. Dans ce but nous allons énoncer quelques
résultats généraux.

Proposition 3.14.1. Soient a,b € Z négatifs, K un corps de nombres
totalement réel ou CM de degré n, A = (a,b)x un corps de quaternions.
1l existe, dans A, un ordre mazximal A tel que

MM)gﬂ—a—b+@W<%§£%%>.

PREUVE : Soit Ag = O ® iOr @ jOg & kOg un ordre de A et A un
ordre maximal de A contenant Ag. Soit 7 une involution positive sur A.
L’involution 7 est I'involution canonique 7y si K est totalement réel et 7 = vy
si K est CM, ou ¢ est la conjuguaison complexe. Par la proposition 2.7.4,

(Ao, B) = (Ao, tr1) @z (Ok, B)
pour tout € F={z € K | 2" =z}. Or

2 0 0 0
0 —2a O 0
0 0 =2 0
0 O 0 2ab
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est une matrice de Gram du réseau (A, try) (avec la base {1,14, j,k} de Ag) ;
ainsi

(Ao, B) = (Ok,28) ® (Ok, —2a3) ® (Ok, —2b03) & (Ok, 2abp).

Comme

max(A, 8) < max(Ag,3) =2(1 —a — b+ ab) max(Ok, )
nous obtenons, par le corollaire 2.5.2 :

M(A) < <M>" . <2(1 —a-b+ ab)max(OK,lﬁ)/det(A,ﬁ)ﬁn)n.
Ymin(A) 2n/d(A/Z)an
La valeur de det(A, 3) nous est donnée par la proposition 1.8.13 :
det(A, ) = Ng/g(8'd(A/Ok))df = Ngg(d(A/Ok)) det(Ok, B)*
et la valeur de d(A/Z) nous est donnée par la proposition 1.8.10 :
d(A/Z) = Ngj(d(A/ Ok ))dic.

Par conséquent,

n

2(1 — a — b+ ab) max(Ok, )/ det(Ok, B) =
2n/d;'lg

7(Ok, ) )n

Wmin(oK)

et comme cette borne est valable pour tout réseau idéal (Og, 3), nous ob-
tenons le résultat annoncé.

M(A) <

:(l—a—b+ab)”<

0

Ce résultat est directement applicable a beaucoup de cas apparaissant dans
les sections précédentes, mais il donne une moins bonne borne que celles
proposées jusqu’ici.

Si K est un corps cyclotomique, ou cyclotomique réel, nous pouvons d’ores
et déja énoncer les résultats suivants.

Proposition 3.14.2. Soit K = Q({r)" = Q(¢r +§p71) ou p est un nombre
premier et (pr une racine primitive p-éme de l'unité. Soit encore, A =
(a,b)k ot a etb sont des nombres entiers négatifs. Il existe un ordre mazimal
A de A tel que

d
M(A) < (1_a—b+ab)"4—f
oun=[K:Q]= W est le degré de K sur Q.
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PREUVE : Le lemme 8.5 de [BF06] nous dit que 7in(Ox) < 7. 11 suffit
alors d’appliquer la proposition 3.14.1.
O

Dans les résultats 3.14.3 & 3.14.7 nous supposerons toujours que I'algebre A
est un corps de quaternions, sinon le minimum euclidien n’est pas défini.

Proposition 3.14.3. Soit K = Q((;,) ot m est un nombre entier et (p,

une racine primitive m-éme de l'unité. Soit encore A = (a,b)x ot a et b

sont des nombres entiers négatifs. Il existe un ordre maximal A de A tel que
dg

M(A) < (1—a—b+ab)" 35

oun=[K:Q] =¢(m) estle degré de K sur Q.

PREUVE : La preuve de la proposition 9.1 de [BF06] nous dit que Tmin(Ok ) <
7- Il suffit alors d’appliquer la proposition 3.14.1.
U

Dans le cas a = b = —1, nous pouvons parfois donner une meilleure borne.

Proposition 3.14.4. Soient p > 5 un nombre premier et K = Q(Cp—kgp_l) le
corps cyclotomique réel correspondant. Considérons le corps de quaternions
A= (-1,-1)g. Il existe un ordre maximal A de A avec

PREUVE : Soit Ag = O ®iOg ® jOx & WOK un ordre de A. Le
lemme 8.2 de [BF06] nous dit que (O, o), avec a = %(1 —(p)(1— Cp_l), est
isomorphe au réseau unité Z". D’un autre coté le réseau (Ag, 1) est isomorphe
a Dy. La proposition 2.7.4 nous dit alors que

(AO,O‘) = (Ao,trl) Rz (OK,OZ) = @D‘l
i=1

1

ot n = [K : Q] = &= est le degré de K sur Q. Soit A un ordre maximal

contenant Ag, alors

max(A, a) < max(Ag, «) = nmax(Dy) = n.
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En procédant comme dans la proposition 3.14.1 nous obtenons

n

n/ det((’)K,a)% _dg
I = on”
2n/dp 2

M(A) <

Dans la section 3.6, nous avons vu quelques exemples d’ordre maximaux
sur (a,b)g et calculé leur maximum. Nous allons donc pouvoir utiliser ces
résultats.

Proposition 3.14.5. Soient ¢ =3 mod 4 un nombre premier, K = Q((,+
Cljl) ot p > 5 est un nombre premier. Considérons A = (—1,—q)x, alors il
existe un ordre maximal A de A avec

oun =K :Q)] estle degré de K sur Q.

PREUVE : Meéme démarche que dans la proposition 3.14.4, avec l'ordre

P 2

Ag = (’)KEBZ'(’)KEB%(’)KEB#OK ainsi que la valeur de max(Ag, 1) = %
donnée dans la preuve du corollaire 3.7.3.

O

Proposition 3.14.6. Soient ¢ =5 mod 8 un nombre premier, K = Q(({,+
Cp_l) ot p > 5 est un nombre premier. Considérons A = (—2,—q)x, alors il
existe un ordre maximal A de A avec

2 n
M(A) < 3¢ +10g + 3 d_K
164 on

oun =K :Q)] estle degré de K sur Q.

PREUVE : Méme démarche que dans la proposition 3.14.4, avec 'ordre
A =0 @ H%(’)K @ JjOK & W(’)K ainsi que la valeur de max(Ag, 1) =

3¢%+10g+3

T6q donnée dans la proposition 3.7.4.

O
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Proposition 3.14.7. Soient p > 7 un nombre premier, r un entier positif et
K = Q((pr). Considérons A = (—1,—1)k. Alors il existe un ordre mazimal

A de A avec L\
D+
M(A) < d
(A) < (31)’”1) .
oun=p Yp—1)=[K:Q] est le degré de K sur Q.

r—1
PREUVE : D’aprés la proposition 9.1 de [BF06], le réseau @;_; A% ; est
un réseau idéal sur Ok ; notons-le (O, ). Nous savons, par la proposition
3.14.1, qu’il existe un ordre maximal A de A tel que
7(Ok, @)

M(A) < 47 (W) . (I11.4)

2
Le maximum de A5_; est donné par max(A4; ;) = 1’1—21)1 et Ymin(Ok) = dl%.

11 suffit alors de calculer I11.4 pour obtenir le résultat. "

O

Afin de compléter les résultats précédents, nous allons donner des exemples
des ordres maximaux qui interviennent dans ces propositions.

Proposition 3.14.8. Soient n un entier, K = Q((,) et A = (—1,-1)k
lalgébre de quaternions usuelle sur K. Supposons qu’il existe un diviseur m

de n avec m = £3 mod 8. Si m = —3 mod 8, posons s = % € Ok
sinon posons s = /=™ " € Ok. Alors
) s+(s+1)t+7 1+i+j5+k
A= Ok @i0x & 5 ) L0k & ——— 10k
est un ordre maximal de A et A est non ramifié aux places finies.
Sim = —3 mod 8 est un diviseur de n, alors le résultat est encore vrai pour

K =Q(¢)™, et A satisfait aux hypothéses des propositions 3.14.2 et 3.1/.4.

PREUVE : Il suffit de montrer que s2+s+1 € 20k (voir proposition 3.3.6).
Comme s+ 35 =1 et que sS est un entier impair,

(s’ +s5+1)=5+1+5=0 mod 20k.
Et comme 5 est inversible modulo 20k, cela implique le résultat pour

Dans le cas ou m = —3 mod 8, s € Ogc,)+ et donc le résultat est encore

vrai pour Q(¢,)™.
U
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Corollaire 3.14.9. Soit K = Q({,) ou n satisfait les hypothéses de la
proposition précédente. Alors

(=1, -1)g = Ma(K).

PREUVE : Le corps K est totalement imaginaire et, d’apres la proposition
précédente, A = (—1, —1)x n’est pas ramifiée aux places finies, de sorte que
A est non ramifiée. C’est donc une algebre de matrices.

O

Pour résoudre le cas ol n n’a pas de diviseurs congrus a +3 modulo 8 nous
avons besoin du résultat suivant.

Lemme 3.14.10. Soit n un entier impair. L’ordre de 2 dans (Z/nZ)* est
impair si et seulement si l'ordre de 2 dans F) est impair pour tout diviseur
premier de n.

PREUVE : Supposons que l'ordre de 2 dans (Z/nZ)* est un entier impair,
disons f. Alors 2/ = 1 mod p pour tout diviseur premier p de n, donc
lordre de 2 dans F, est impair. Réciproquement, supposons que 2fr =1
mod p pour tout diviseur premier p de n ou f, est I'ordre de 2 dans IF‘;. 11

suffit de constater que 2/»f¢ =1 mod pq et que 2P'fr = 1 mod p't! pour
conclure.

0

Corollaire 3.14.11. Soit n un entier dont les diviseurs premier sont congrus
d +1 modulo 8. Sip =1 mod 8 est un diviseur premier de n, on suppose en-
core que 2 est d’ordre impair dans F). Soient K = Q((n) (ou K = Q(¢a) ")
et A =(—1,—1)g le corps de quaternions usuel sur K, alors tous les pre-
miers dyadiques sont ramifiés dans A et

I4+i+j+k

2 Ok

A=0kg ®iOkg & jOK ®

est un ordre maximal de A. De plus, l'ordre A satisfait aux hypothéses des
propositions 3.14.2, 3.14.4 et 3.14.7.

PREUVE : Rappelons que le degré résiduel de 2 dans Q((,) est l'ordre de 2
dans (Z/nZ)* (voir [Was82], théoreme 2.13, p.14) et que 2 est non ramifié
dans Q((,) (voir [Was82] théoreme 2.3, p.10). La proposition 3.3.4 nous dit
que si P est un premier dyadique et que f(P) est impair, alors P ramifie
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3.14 Corps de quaternions sur les corps cyclotomiques

dans A. Par le lemme précédent si le degré résiduel de 2 dans Q((,) est
impair pour tout premier p divisant n, alors les premiers dyadiques sont
ramifiés dans A = (-1, —1)(@((”). Par hypothese, c’est le cas des premiers
congrus a 1 modulo 8. Pour les autres, nous constatons que p(p) =p—1=6

mod 8, donc que ¢(p)/2 est impair, et que Q(¢p) contient Q(y/—p). Nous
avons donc 20q /=5 = PP et 20q(c,) = P1 -+ Pos.

Il vient
2sf = p(p) = [Q(¢) : Q)

ce qui force f & étre impair. Cela régle le cas K = Q(¢,). Pour K = Q(¢,) ™,
le degré résiduel de 2 dans Q(¢,)™ divise celui de 2 dans Q((,,), ce qui prouve
qu’il est également impair.

Nous avons donc prouvé que A est ramifié aux places dyadiques. Pour mon-
trer que A est un ordre maximal de A, il suffit de voir que ¢’est un anneau
et qu’il est de discriminant 40.

d

Le cas des premiers p =1 mod 8 semble plus compliqué a résoudre.

Observons maintenant ce qui arrive dans le cas cyclotomique réel.

Proposition 3.14.12. Soient p un nombre premier congru a¢ 3 modulo 4
ou a 9 modulo 16, r un entier, K = Q({yr)" et A= (—1,—1)k. Alors tous
les premiers dyadiques de K sont ramifiés dans A et

. . 1+i4+5+k
A:OKEBZOK@]OK@%OK
est un ordre maximal de A. De plus l'ordre A satisfait aux hypothéses des
propositions 3.14.2 et 3.14.4.

PREUVE : Dans tous les cas cités, le degré de K sur QQ est impair ; en parti-
culier le degré résiduel de 2 est impair et I'indice de ramification également
puisqu’il n’y a pas de ramification dyadique. Le résultat est alors une con-
séquence immédiate de la proposition 3.3.8.

O
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Conclusion

Tout en rappelant les différents résultats obtenus dans notre étude sur le
minimum des ordres maximaux dans les algebres centrales a division, la
conclusion va établir dans chaque cas les directions susceptibles de prolon-
ger cette recherche.

Les résultats obtenus dans ce travail nous ont permis, entre autres choses,
d’obtenir des informations sur les corps de quaternions euclidiens sur Q
et dans le cas quadratique. Le cas des corps de quaternions sur Q est
completement résolu. Dans le cadre des corps de quaternions sur un corps
quadratique imaginaire, seul (—2, —5)(@( J/—19) Teste en suspens. Dans le cas
quadratique réel totalement défini, seul (—1, —3)Q( J/T7) Teste en suspens.
Nous avons tenté, en collaboration avec Jean-Paul Cerri, de résoudre ce cas
de fagon algorithmique, mais sans succes jusqu’a présent. Le cas indéfini sur
un corps quadratique réel n’a été que peu étudié. Une approche possible uti-
liserait une généralisation du théoreme 3.4.10 qui lie le minimum euclidien
du corps de quaternions A & celui du centre K.

Afin de mieux comprendre les minima euclidiens d’une algébre & division, il
faudrait chercher une amélioration de la proposition 2.4.5 qui lie les minima
d’ordres maximaux qui ne sont pas conjugués. Dans un premier temps il
conviendrait de mieux comprendre les idéaux qui lient deux ordres maxi-
maux et en particulier sous quelles conditions ces ordres sont liés par un
idéal de petite norme.

Nous avons vu que la réalisation du réseau Fg comme réseau idéal nous
permettait de donner de bonnes bornes du minimum euclidien dans le cas
quadratique. Il est donc naturel de se demander sous quelles conditions on
peut réaliser des réseaux simples dont le maximum est petit. Nous avons
également tenté d’explorer cette voie, mais sans entrer dans les détails, il
semble impossible de réaliser d’autres réseaux de racines que Fg et Dy. 11
conviendrait de s’assurer de la véracité de ce résultat.

Dans ce travail, nous nous sommes limités a 1’étude des ordres maximaux.
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Conclusion

Il est naturel de se demander quels résultats reste vrais si 'ordre n’est pas
maximal. Cette question ne concerne pas le théoreme 2.5.1 sur la borne
supérieure du minimum euclidien d’un ordre, qui est déja énoncé dans le
cadre général.
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(1,b), (I, b,’y) voir réseau idéal
(a, b) i, voir algébre de quaternions
Ao, 99

Ap, 33

Ag, 35

A, 63

C A/K,a» VOIT polynome caractéristique

I*, voir idéal dual

Esg, 135

E199, voir binaire icosaédral
Eoy4, voir binaire tétraédral
Eyg, voir binaire octoédral
F, 26

F*, 26
GLE(0), 37
H voir quaternions de Hamilton
A1(d), 145
As(d), 145
As(d), 145
Au(d), 147
As(d), 147
Ag(d), 148
M(A), 82
M(1), voir minimum euclidien d’un
idéal
M(IR), voir minimum inhomogéne
d’un idéal

M(K), voir minimum euclidien
M(KR), voir minimum inhomogéne
M;, 37

ME(C), 36

M, 68

N4,k voir norme

Ny /K, voir norme
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Pa, 145, 147

Ps, 145

o, 36, 68

v, 69

Q(¢p), voir corps cyclotomique

Q(¢n) T, voir corps cyclotomique réel

Ram, voir place ramifiée

S-invariant, voir invariant

S-minimal, voir minimal

>, voir plongement

Ta/K, voir trace

Tr K, voir trace

ann , voir annulateur

d;, 37

D, voir différente

v, voir invariants d’Hermite
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min, voir idéal minimum

v, voir valuation *B-adique

rad , voir radical de Jacobson
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7/, 92

A, voir différente inverse
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d, 35, 50
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Ju, T4
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my, voir minimum euclidien d’'un
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myp, voir indice local

mr,, Voir minimum inhomogeéne d’un
point
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capacité local, 33
central, 10
cloture intégrale, 8
composante simple, 11
corps
cyclotomique, 179
réel, 179
déployant, 10

défini, voir totalement
déployant, 10
déterminant

réseau idéal, 28, 55, 56
dicyclique, 149
différente, 14
différente inverse, 14, 50
discriminant, 14, 54
dual, 14, 50

base, 15

entier, 8
euclidien
a gauche, 61

anneau, 61
algorithme, 61

forme bilinéaire
déterminant, 14
forme standard, 118

groupe
binaire icosaédral, 149
binaire octaédral, 149
binaire tétraédral, 149
dicyclique, 149

Hamilton
quaternions de, 34, 99
hyperbolique, 76

idéal, 8
équivalent, 57
norme, 17
norme réduite, 17
dual, 14, 50
invariants d’Hermite, 28, 57
inverse, 14
minimum, 57
norme, 51
ordre, 17
premier, 34
indéfini, voir totalement
indice local, 33
invariant, 76
invariants d’Hermite, 26, 28, 57
involution, 86
canonique, 99, 100
induite, 89
orthogonale, 89
positive, 43, 44, 47, 90
restreinte, 91
symplectique, 89
type LII, 86

Jacobson
radical de, 11

Legendre

190



INDEX

symbole de, 103

minimal, 76
minimum
euclidien, 2, 82
d’un idéal, 66
d’un point, 65
inhomogene, 2
d’un idéal, 73
d’un point, 70
multi-paramétré, 76

nombre de classe d’idéaux, 24
nombre de type, 24
norme, 9, 11, 17

idéal, 17

polynome, 12

réduite, 10, 12, 17

ord, 17
ordre(s), 8
a droite, 8
a gauche, 8
conjugués, 24
différente, 14
discriminant, 14
maximal, 8, 105-107
orthogonale, voir involution

place, 33

place ramifiée, 33

plongement, 35

polynome caractéristique, 9

polynéme caractéristique réduit, 10,
12

positive, voir involution

premier, voir idéal

quaternion, 98
quaternions de Hamilton, 34

radical de Jacobson, 11
ramification, 33, 35

rayon de recouvrement, 26
réseau, 25

Eg, 135

R-, 8

déterminant, 26

dual, 25

idéal, 28, 49

déterminant, 28, 55, 56

invariants d’Hermite, 26

isomorphisme, 25

maximum, 26

minimum, 26

pairs, 101

primitif, 101

unimodulaire, 101
résidu quadratique, 103

séparable, 11
semi-simple
algebre, 11
anneau, 11
simple, 10
suite de composition, 16
symplectique, voir involution

terme constant, 99
totalement

défini, 91

indéfini, 91, 159
trace, 9, 11

polyndéme, 11

réduite, 10, 12
transposée, 89
type LII , voir involution

valuation
P-adique, 135






Jérome Chaubert

Grey 64

1018 Lausanne
Jerome.Chaubert@epfl.ch
Tél. prof : 021 693 55 66

Né le 11.10.1976 a Lausanne

Formation

depuis 2002 Préparation d’une these de doctorat a 'EPFL.

- Recherche en théorie non commutative des nombres

1996-2002 Diplome de mathématicien, Université de Lausanne.
- Travail de dipléome en topologie algebrique.
1996-2001 Licence es sciences, mathématiques et informatique, Université

de Lausanne.

- Réalisation de divers projets en programmation et programmation génétique.

1993-1996 Certificat de maturité, type C (mathématiques-sciences),
Gymnase de la cité & Lausanne.
1985-1993 Ecoles primaires et secondaires, Lausanne.

Expériences professionelles

2002-2006 Assistant diplomé en mathématiques a I’Université de Lausanne et a
I’EPFL.

- Encadrement des étudiants lors de séances d’exercices (francais et anglais)
dans divers domaines des mathématiques.

- Directions de divers travaux de semestre d’étudiants en mathématiques.

- Prime de rendement décernée par 'EPFL en octobre 2005.

- Expertises d’examens & 'EPFL et au secondaire I (maths-physique).
2002 Assistant diplomé en informatique a I’Université de Lausanne.

- Création d’une page internet et travail en collaboration avec 'entreprise “Etat
de la planete”.

2000-2001 Assistant-étudiant en informatique a 1’Université de Lausanne.

- Encadrement des étudiants lors de séances d’exercices en informatique (pro-
grammation Java).



Autres expériences

2004-2005 Projet a caractére humanitaire a Quito, en collaboration avec la
fondation suisso-équatorienne Sol de Primavera.

- Breéve découverte du travail d’éducateur a la fondation Sol de Primavera a
Quito.

- Recherche de fonds et de matériel, organisation d’un projet en collaboration
avec une fondation s’occupant de jeunes (7 & 16 ans) défavorisés du quartier
du Placer a Quito.

- Réalisation d’un camp de découverte de 4 jours dans les Andes avec les enfants
de la fondation (11 & 16 ans).

1997-1998 Projet inter culturel au Mali.

- Recherche de fonds et de matériel, organisation et réalisation d’un projet en
collaboration avec un groupe scout de Bamako : création de panneaux indica-
teurs dans un quartier de Bamako.

- Gestion du budget et des comptes du projet.
1996 Formation de moniteur Jeunesse et Sport 1, excursion en plein air.
1994-2005 Responsable au groupe scout de Notre-Dame, Lausanne.

- Encadrement d’enfants et d’adolescents lors de diverses activités souvent en
pleine nature.

- Organisation et réalisation de plusieurs camps d’hiver ou d’été avec des enfants
et des adolescents.

- Gestion administrative des budgets et comptes de diverses unités scouts.





