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Résumé

Dans cette thése on dédie notre attention & trois questions différentes qui sont toutefois reliées
entre elles. La premiere (cf. Chapitre 2) est celle de faire un étude systématique des notions de
convexité au sens généralisé pour les ensembles. On a étudié les notions d’ensemble polyconvexe,
quasiconvexe et rang un convexe. On note que ces notions sont aujourd’hui bien connues dans
le contexte des fonctions, mais pas dans le contexte des ensembles. On suit I’approche classique.
Ainsi, apres avoir donné des définitions précises de convexité généralisée pour les ensembles, on
étudie, dans ce sens généralisé, des questions comme le concept d’enveloppe convexe, des théoréemes
de Carathéodory et de séparation et les notions de point extréme.

Dans une deuxiéme partie de ce travail on tourne notre attention vers la résolution de certaines
inclusions différentielles de la forme

Du(z) € E, p.p. x € Q
u =, sur 0f.

La méthode utilisée est la méthode des catégories de Baire développée par Dacorogna-Marcellini
[14]. Les conditions suffisantes d’existence connues pour ce type de problémes sont liées aux enve-
loppes convexes au sens généralisé de 'ensemble F. Ainsi, dans le Chapitre 3, on calcule I'enveloppe
rang un convexe de certains ensembles de matrices pour obtenir, dans le Chapitre 4, des résultats
d’existence de solution. On a considéré, entre autres, le probleme de trouver u : ¢ R® — RV
tel que

O (Du(x)) € {a, B}, p.p. x € Q,

ou ® est une fonction quasiaffine quelconque et ot 'on prescrit la valeur de u sur 99Q2. On a aussi
considéré le probleme de trouver u :  C R™ — R” tel que

det(Du(z)) € {a, 8}, p.p. x € Q,
Ai(Du(z)) =i, pp-x €Q, 1 =2,...,m,

ot \;(Du) < ... < A\ (Du) désignent les valeurs singulieres de Du € R™*™,

Finalement, dans le Chapitre 5, on considere plusieurs problemes de minimisation de la forme

(P) inf{/ f(Du(x)) dx : uELp—l—Wol’OO(Q;RN)}.
Q
En dénotant par @ f 'enveloppe quasiconvexe de f, on vérifie que la résolution de ’équation

Qf(Du(z)) = f(Du(z)), pp. v € Q (1)

est, dans certaines conditions, suffisante pour assurer I'existence de solution de (P). La résolution
des inclusions différentielles considérées dans le Chapitre 4 nous permet alors de résoudre certaines
équations de la forme (1) et d’ailleurs des problemes de la forme (P). On a considéré notamment
le cas ou

f(&) = g(@(€)), ¥ € e RVX™
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Résumé

ou ® est une fonction quasiaffine arbitraire.

Mots-clés : Ensemble quasiconvexe et rang un convexe, enveloppe rang un convexe, inclusions
différentielles, méthode des catégories de Baire, problemes de minimisation.
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Abstract

In this thesis we deal with three different but connected questions. Firstly (cf. Chapter 2) we
make a systematic study of the generalized notions of convexity for sets. We study the notions
of polyconvex, quasiconvex and rank one convex set. We remark that these notions are nowadays
well known in the context of functions, but not in the context of sets. Following the classical
approach, we give precise definitions of generalized convex sets and we study several issues, in this
generalized sense, as the concept of convex hull, Carathéodory and separation theorems and the
notion of extremal point.

Secondly we have studied some differential inclusions of the form

Du(z) € E, a.e. z € Q
u =, on ON.

The method we have used to solve this kind of problems is the Baire categories method developed
by Dacorogna-Marcellini [14]. Known sufficient conditions for this problem are connected to the
generalized convex hull of the set E. In Chapter 3, we compute the rank one convex hull of some
matrix sets to obtain, in Chapter 4, existence results. Namely, we have considered the problem of
finding u : Q € R® — R with Dirichlet boundary condition such that

®(Du(z)) € {o, 8}, a.e. z€Q,
® being an arbitrary quasiaffine function. We have also considered the problem of finding u : Q C
R™ — R"™ such that
det(Du(x)) € {a, 5}, a.e. x € £,
Xi(Du(x)) =4, ae. z €Q, i=2,..,n,

where A1 (Du) < ... < A\, (Du) are the singular values of Du € R™*"™,

Finally, in Chapter 5, we deal with several minimizing problems of the form

(P)  inf {/ f(Du(z))dz : ue @+ W(}’OO(Q;RN)}.
Q
Denoting by Qf the quasiconvex envelope of f, we verify that solving the equation

Qf(Du(z)) = f(Du(x)), a.e. x € Q (2)

is, under some conditions, sufficient to ensure the existence of solution of (P). The differential
inclusions that we consider in Chapter 4 are helpful to solve some equations of the form (2) and
thus, it allows us to solve problems of type (P). In particular, we have considered the problem (P)
with

F(6) = g(@()), ¥ € € RN *»

® being an arbitrary quasiaffine function.

Key-words : Quasiconvex and rank one convex set, rank one convex hull, differential inclusions,
Baire categories method, minimizing problems.
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Notations

coE

Pco B
Qco FE
Rco E
R;coE

intY, oYy

Le produit scalaire dans un espace R™.

Pour N,n € N, N An = min{N,n}.

Si & e RV*™ T (&) = (& adjsé, . .. adjyané), cf. NoTaTion 2.1.
Ag={A=(\1,..,As) 0 A >0, Y7, Ay =1}, cf. NoTaTion 2.1.

Pour a € RY et b € R" on dénote a ®b la matrice de RV X" dont la composante
(i,4) a la valeur a;b;.

Les valeurs singulieres d’une matrice £ € RV*" sont notées par \;(€), i =
1,.,NAnavec 0 < A (§) <+ < Anan(§), cf. DEFINITION 3.17.

Ensemble des matrices réelles orthogonales d’ordre n (P € O(n) < PPT =
PTP=1).

Ensemble des matrices réelles spéciales orthogonales d’ordre n (P € SO(n) &
P eO(n), detP = 1).

Enveloppe convexe de ' C R™.

Enveloppe polyconvexe de E C RN*" cf. DEFINITION 2.21.
Enveloppe quasiconvexe de £ C RV*", cf. DEFINITION 2.21.
Enveloppe rang un convexe de E C RV*"_ cf. DEFINITION 2.21.
On a Rco ' = UjenRjicoF, cf. notations du THEOREME 2.27.

On note par int Y et 9Y respectivement 'intérieur et le bord de Y. On remarque
que parfois ces notions doivent étre interprétées comme l'intérieur et le bord de
Y pour la topologie induite par un ensemble qui le contient et qui est mentionné
toutes les fois que cette notation est utilisée dans ce sens.

Soit Q un ouvert de R™. Si Q est borné Wy > (Q) = WL (Q) n W, ' (Q). Dans
le cas ot Q n'est pas borné u € Wy () veut dire que uyp € Wy (Q N
int supp ¢), pour tout ¢ € C§°(R™). On note que QN intsupp v est borné et
donc on revient au premier cas pour cette définition.

Une application u € Aff,,,.(Q;RY) si u € WHo(Q;RY) et, pour certains
ouverts disjoints €, de © avec mes(Q \ UrenQ;) = 0, Papplication u est affine
dans Qk.
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Notation

S

Cl

mor

C

Whoe(C;RY)

per

Wer

Diff(

Ugo

Q

(G RY)

)

Une application u € CL . (RN ) siu € W2 (Q; RN) et, pour certains ouverts

mor

disjoints Q de Q avec mes(Q \ UgenQsi) = 0, Papplication u est C dans Q.
L’hypercube 10, 1[* de R™.

L’espace des applications périodiques dans W (C;RY), c’est-a-dire I'espace
des applications u satisfaisant u(x) = u(z + e;) pour tous les vecteurs e; de la

base canonique de R™ et pour tout z € R"”.

Le sous-espace de W]}éic’(C;RN ) des applications dont les gradients prennent

un nombre fini de valeurs.

Si 2 est un ouvert borné de R™, 0 < o <1 on note parﬁDiffl’a () I'espace des
difféomorphismes ¢ : 2 — Q tels que ¢, p~! € CL*(Q;R™).

Pour & € RVxn, ug, dénote une application affine telle que Dug, = &o.

xii
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Chapitre 1

Introduction

Le sujet principal de cette these est 'étude de quelques inclusions différentielles et ses applica-
tions aux problemes de minimisation du calcul des variations. Les problemes considérés sont des
problemes vectoriels et donc la convexité au sens généralisé (polyconvexité, quasiconvexité et rang
un convexité) est un concept important dans notre travail.

Les notions de fonction polyconvexe, fonction quasiconvexe et fonction rang un convexe ont
été introduites en 1952 par Morrey et c’est plus récemment que les notions analogues pour les
ensembles ont manifesté leur importance. En effet, ce sont les développements dans 1’étude des
inclusions différentielles obtenus par Dacorogna-Marcellini et Miiller-Sverak dans les années ’90
qui ont révélé I'importance de ces notions. De plus, vu le contexte dans lequel la convexité au sens
généralisé pour les ensembles est apparue, on trouve parfois un manque de cohérence par rapport
aux concepts de la convexité classique. On juge donc importante une systématisation des résultats
concernant la convexité pour les ensembles ce qui a été notre propos dans le Chapitre 2. Le contenu
de ce chapitre est le résultat d’un travail avec B. Dacorogna publié dans [19].

On commence par l'introduction des notions d’ensemble polyconvexe, ensemble quasiconvexe
et ensemble rang un convexe. Ceci a déja été fait dans les cas polyconvexe et rang un convexe
par Dacorogna-Marcellini [14]. Pour la quasiconvexité c’est beaucoup plus difficile de trouver la
bonne définition. Néanmoins, on a réussi a établir une définition d’ensemble quasiconvexe (cf.
DerFINITION 2.8) qui a des caractéristiques importantes qu’'on souhaite pour une telle définition.
En fait, on obtient le résultat suivant qui montre que nos notions de convexité pour les ensembles
sont cohérentes avec celles pour les fonctions.

THEOREME 1.1. Soit E C RVX™. On a les implications
FE convere = FE polyconvexre = FE quasiconvere = E rang un convexe.
Toutes les contre-implications sont fausses, pour N,n > 2.

Ce résultat n’est pas trivial et pour le démontrer il faut faire appel a ’existence de solution pour
certaines inclusions différentielles. De plus, ce résultat est méme meilleur que celui qu’on connait
pour les fonctions, puisqu’on ne sait pas si, pour f: R¥*" — R, lorsque n > N = 2,

f rang un convexe = f quasiconvexe.

Une fois introduites ces notions de convexité, on définit, comme dans le cas classique, ’enveloppe
polyconvexe, quasiconvexe et rang un convexe d’un ensemble E respectivement comme le plus
petit ensemble polyconvexe, quasiconvexe et rang un convexe qui contient E et qu'on dénote
respectivement par Pco F, Qco E et Rco E.

Notre fagon de définir les enveloppes, méme en étant la plus cohérente avec le cas classique,
est nouvelle par rapport a ce qu’on trouve dans la littérature. Ceci est di au fait que le concept
d’enveloppe a mérité jusqu’a présent plus d’attention que les notions de convexité en elles mémes.



1. Introduction

Avec notre définition, ’enveloppe quasiconvexe qu’on obtient est différente des enveloppes
considérées jusqu’a maintenant. Par contre, en ce qui concerne Pco E et Rco E, on retrouve des
ensembles déja utilisés. En effet, on a les caractérisations suivantes :

Pco E = {§ € RV*™ . £(€) <0, pour toute fonction polyconvexe f € ?E}
Rco E = {f e RV*" . f(£) <0, pour toute fonction rang un convexe f € ?E}

Fep={fRV*" S RU{+oo}: f|z <0}.

On note qu’'une caractérisation analogue dans le cas quasiconvexe n’est pas possible vu qu’on
n’a pas une bonne définition de fonction quasiconvexe & valeurs dans R U {4+00}. Si on considére
les fonctions f a valeurs finies on obtient un autre type d’enveloppes, évidemment plus grandes
que les précédentes et qui sont souvent utilisées dans la littérature (cf. Miiller-Sverak [31], Sversk
[39], Zhang [43]). Soit

Fo={f RN SR ], <0},

on définit
cop BE={£eRV*": f(£) <0, pour toute fonction convexe f € Fr}

Pcoy E = {5 e RV*" . f(€) <0, pour toute fonction polyconvexe f € ]-"E}
Qco, B = {§ e RV*™ . f(€) <0, pour toute fonction quasiconvexe f € fE}

Rcoy B/ = {f e RNxn . f (&) <0, pour toute fonction rang un convexe f € fE} .

Comme, par définition, les fonctions dans Fg sont finies, les enveloppes qu’on vient de définir sont
des ensembles fermés. De plus, dans le cas convexe on a co ' = coy F, ol co I/ désigne ’enveloppe
convexe de E. On pouvait penser obtenir des identités analogues pour les autres enveloppes, mais
on trouve qu’en général

Pco G Peos E, Qo E'G Qeoy E et RcoE & Reoy E.

Dans le cas ou F est compact
PcoE = Pcoy E.

Encore dans le but d’avoir une théorie pour la convexité au sens généralisé au plus proche de la
théorie de convexité classique, on consideére aussi dans le Chapitre 2, d’autres questions habituelles
en convexité. Dans le cas polyconvexe, qui est celui qui s’approche le plus du cas convexe, on a
réussi & établir des résultats de séparation et du type du théoréeme de Carathéodory (ce dernier
avait déja été considéré dans Dacorogna-Marcellini [14]). On considére aussi pour les différentes
notions de convexité les notions de point extréme, des résultats qui généralisent le théoreme de
Minkowski ainsi que des généralisations de la fonction de Choquet (ces sujets avaient déja été
abordés par Dacorogna-Tanteri [20], Matousek-Plech4¢ [28], Zhang [42]).

On s’intéresse ensuite a la résolution de quelques inclusions différentielles de la forme

{ Du(z) € E, p.p. x € Q

(1.1)
u = @, sur 0f)
ot E C RN*" est un ensemble donné et ¢ est la donnée au bord. Les inclusions qu’on a considérées
se traduisent par des équations aux dérivées partielles de type implicite et on applique une méthode
due a Dacorogna-Marcellini basée sur le théoreme des catégories de Baire.
Dans le cas scalaire (N = 1) on sait qu’une condition suffisante pour 'existence de solution de
(1.1) est
Dy € EUint(co E). (1.2)
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De plus, la condition (1.2) est une condition optimale si ¢ est affine. Dans le cas vectoriel, jusqu’a
présent on ne connait pas une condition aussi simple que celle ci. Néanmoins, les approches connues
pour traiter ce type de problemes montrent que c’est I’enveloppe convexe de E au sens généralisé
qui joue le réle important. Une condition optimale doit étre liée a I'enveloppe quasiconvexe. On
note que, si ¢ est affine, une condition nécessaire pour l’existence de solution de (1.1) est que

Dy € Qeoy E.

Une question ouverte est celle de savoir si avec notre définition de quasiconvexité pour les ensembles
Panalogue de la condition (1.2), avec co E remplacé par Qco E, est une condition suffisante d’exis-
tence dans le cas vectoriel.

Dans les applications on se restreint a travailler avec Rco F/, I'enveloppe rang un convexe de E.
Vu I'importance de cette enveloppe dans la résolution des inclusions différentielles, on consacre le
Chapitre 3 de cette thése au calcul de ce type d’enveloppes pour plusieurs ensembles de matrices
qui seront importants dans les applications. Les inclusions différentielles sont alors traitées dans le
Chapitre 4.

En particulier on considere ’ensemble

E= {§ eR™™: deté € {a, B}, (&) =i, i = 2,...,n},

ot A1(€) < ... < A\ (&) désignent les valeurs singulieres de £ € R™*", c’est-a-dire les racines des
valeurs propres de la matrice £€7.
On trouve, pour des constantes données a < 3, 0 < 9 < ... <, vérifiant

’YQH’YZ > max{|a| ) |/8|}7

=2

Rco E = {5 eR™M: deté € [, B, [N < []w, =2, n} .

i=T
Les résultats abstraits d’existence pour les inclusions différentielles dus & Dacorogna-Marcellini
[14], nous ont permis alors d’obtenir le théoréme suivant.

THEOREME 1.2. Soientn > 2, Q C R™ un ouvert borné et des constantesa < 3,0 < v < ... <y,
vérifiant la condition

2] [ > max {lal, ]}

i=2
Soit encore ¢ € CL. (4 R™) tel que Dp(z) € int Reo E, p.p. = € Q.

Alors, il existe u € p + Wy ™ (Q; R") tel que
det(Du(x)) € {a, B}, p.p. x € Q,
{ Ai(Du(z)) =i, pp-x €Q, i =2,...,n.
Ce résultat étend des résultats de Dacorogna-Marcellini [14] et Dacorogna-Tanteri [20] ou

avaient été considérés respectivement le cas o @ = —f3 et le cas o = 3 # 0.
Si on est seulement intéressé a l'inclusion

det(Du(z)) € {a, 8},

(c’est-a-dire si on ne veut pas prescrire certaines valeurs singulieres) alors on a démontré l’existence
de solution pour un probleéme plus général ou la fonction déterminant peut étre remplacée par une
fonction quasiaffine arbitraire (retrouvant en cela un résultat de Cellina-Zagatti [8] obtenu par
d’autres méthodes).



1. Introduction

THEOREME 1.3. Soient Q un owvert borné de R, oo < 3 des constantes, ® : RVN*" — R une

fonction quasiaffine non constante et ¢ € C} (Q;RN) une fonction telle que

(Dy(x)) €], Bl pp- @ € Q.
Alors il existe u € @ + Wy ™ (RN tel que

®(Du(z)) € {o, 8}, p.p. z € Q.

Dans ce travail on a aussi dédié notre attention aux problémes de minimisation du calcul
des variations dont la résolution est intimement liée & la résolution d’inclusions différentielles (cf.
Chapitre 5). Les problémes de minimisation qu’on a considéré ont la forme

(P) 1nf{/f (Du(z)) dx : u€u50+W01’0°(Q;]RN)}

ot  est un ouvert borné de R, f : RVX" — R est une fonction non quasiconvexe donnée et ug,
est 'application affine {yx ou §0 € RNX" est donné.

La méthode utilisée pour résoudre ce type de problemes passe par la résolution de 1’équation
différentielle

f(Du(z)) = Qf (Du(z)), pp. x €9, (1.3)

ou Qf désigne lenveloppe quasiconvexe de f. En effet, la condition (1.3), qui est une condition
nécessaire pour 'existence de solution de (P), devient une condition suffisante si

/ Qf (Du(x)) de = Qf (§) mes . (1.4)

Evidemment I’équation (1.3) peut étre écrite sous la forme d’une inclusion différentielle :

Du(z) € {€ € RY*™ 1 f(§) = Qf(&)}, pp. w € Q.

Cette méthode avait déja été utilisée par Dacorogna-Marcellini [13]. Les développements récents
au niveau des inclusions différentielles nous permettent maintenant de traiter d’autres probléemes
de la forme (P) et d’établir des résultats d’existence généraux. En particulier, la résolution de
Iinclusion différentielle

®(Du(x)) € {«a, 5}, pp. x € Q,

considérée dans le THEOREME 1.3, nous permet de traiter le probleme

(P)  inf {/Qg(@(Du(x)))d:c U € ug, + W(}’“(Q;RN)}

o g: R — RU{+o0} et ® est une fonction quasiaffine non constante. On a trouvé comme
conditions suffisantes d’existence de solution pour (P;) celles qu’on décrit ensuite.

THEOREME 1.4. Soient Q C R™ un ouvert borné, g : R — RU{+o0} une fonction semi-continue
inférieurement vérifiant
g9(t)

lim = +o0.
\t|~>+oo |t|

Alors (Py) a une solution.

Ce résultat avait déja été obtenu, dans le cas ou @ est la fonction déterminant et la donné
au bord est un homeomorphisme, par Mascolo-Schianchi [27] et dans le cas général par Cellina-
Zagatti [8]. Cependant notre méthode est générale et le résultat précédent s’insére dans le cadre
d’un théoréme d’existence qu’on a établi pour des problémes de la forme (P). Le résultat est le
suivant. (Voir le COROLLAIRE 5.3 pour une version plus générale.)
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THEOREME 1.5. Soit f : RNX" — R une fonction non quasiconvexe et

K={¢cRN"": Qf(&) < f(&)}).

Supposons qu’il existe Ko C RN*™ borné et H C Ko N K¢ (K¢ =RN*"\ K) compact tels que
* & € Ko,
o Ky a la propriété de relaxation par rapport a H,
o Qf est quasiaffine dans K.

Alors, le probléme (P) a une solution.

On note que la propriété de relaxation mentionnée dans le théoréeme a été introduite par
Dacorogna-Marcellini [14] et est la condition essentielle pour assurer l’existence de solution pour
les inclusions différentielles. La vérification de cette condition est I’aspect le plus difficile lorsqu’on
travaille avec des applications. Dans le cas du présent théoréme, I’hypotheése concernant la propriété
de relaxation permet d’assurer ’existence de solution de

Due HC K¢

qui entraine d’ailleurs la vérification de la condition (1.3). La condition (1.4) est assurée par
I’hypothese de quasiaffinité de Qf.

Un autre probléme déja considéré par Dacorogna-Marcellini [13] est le probléeme de minimisation
de Iénergie de Saint Venant-Kirchhoff, ¢’est-a-dire le probleme (P) avec

v
1-—2v

2
F© = g€ 1"+ =5 (kP —n) ", g ermn,
Les développements au niveau des inclusions différentielles nous ont permis de traiter complétement
ce probleme en dimension 2 étendant ainsi les résultats de [13]. En fonction de & on a assuré
I’existence ou la non existence de solution pour le probleme de minimisation. Quelques progres ont
aussi été faits en dimension 3.

Les résultats mentionnés précédemment concernant la résolution d’inclusions différentielles et
les problémes de minimisation résultent des travaux avec B. Dacorogna et G. Pisante (Dacorogna-
Ribeiro [18] et Dacorogna-Pisante-Ribeiro [17]).






Chapitre 2

Les notions de convexité au sens
généralisé

On discute dans ce chapitre les extensions de la notion de convexité aux notions de convexité
au sens généralisé qui apparaissent dans les problemes vectoriels du calcul des variations et des
équations aux dérivées partielles. Ces notions sont la polyconvexité, la quasiconvexité et la rang un
convexité introduites par Morrey, en 1952, pour les fonctions. Ici, nous sommes surtout intéressés
au concept plus récent de convexité au sens généralisé pour les ensembles.

Effectivement, 'importance de la convexité au sens généralisé pour les ensembles s’est révélée
plus récemment avec les travaux de Dacorogna-Marcellini et Miiller-Sverdk sur les équations et
inclusions différentielles aux dérivées partielles. Dans leur théorie le concept de convexité au sens
généralisé apparait avec I'utilisation des enveloppes convexes généralisés de certains ensembles. On
trouve ainsi, dans le contexte des ensembles, la terminologie d’enveloppe convexe au sens généralisé
sans avoir des notions précises du concept premier qui est la convexité au sens généralisé.

Notre but est de systématiser la théorie d’analyse convexe au sens généralisé en suivant au plus
proche la démarche habituelle pour la convexité classique.

La premiere section de ce chapitre est une section préliminaire ou 'on rappelle les notions
de convexité généralisées pour les fonctions ainsi que quelques résultats qui seront utiles dans les
chapitres suivants. Pour plus de détails, le livre de référence est celui de Dacorogna [11].

Les notions de convexité pour les ensembles, ot réside notre intérét, sont alors considérées dans
la Section 2.2. En suivant I’approche classique de I'analyse convexe, on commence par introduire les
notions d’ensemble convexe au sens généralisé. Notamment on propose une définition d’ensemble
quasiconvexe qui sera soutenue par le fait que pour tout ensemble £ C RVX",

FE convexe = F polyconvexe = FE quasiconvexe = F rang un convexe

étant les contre-implications fausses, pour N,n > 2.

Une fois données les définitions d’ensemble convexe au sens généralisé on définit les enveloppes
convexes généralisés d’un ensemble d’une facon plus cohérente avec le cas classique. Dans le cas de
la polyconvexité, des théoremes de séparation et de Carathéodory seront aussi considérés. On finira
le chapitre en discutant la notion de point extréme, des théoremes du type Minkowski et ’existence
de la fonction de Choquet, toujours dans le contexte de la convexité généralisée. Certains résultats
connus sont inclus dans la suite dans le but de la systématisation de cette théorie.

2.1 Notions de convexité pour les fonctions

La notion de fonction quasiconvexe, introduite par Morrey [29], a permis de traiter les problémes
vectoriels du calcul des variations (voir Dacorogna [11]). Pour mieux comprendre cette notion et
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

du a la difficulté de la tester dans la pratique, des conditions nécessaires et suffisantes ont été aussi
introduites (cf. Morrey [29], Ball [4]). Ces conditions sont, respectivement, la rang un convexité
et la polyconvexité. On rappelle, dans cette section, toutes ces notions, qui nous aideront a bien
formuler dans la Section 2.2 des notions analogues pour les ensembles.

On commence par introduire une notation utile dans le contexte de la polyconvexité (cf. Daco-
rogna [11]).

NotaTion 2.1. (i) Pour £ € RV*" soit
T (€) = (€,adjsE, . . ., adjyp,6) € RTH)
o, pour 1 < s < N An=min{N,n}, adj,£ est la matrice des mineurs de £ d’ordre s et
NAn
N\ /n N N!
= N = U = —-—-——
=3 ()0 (0) -5

En particulier, si N =n =2, alors T (§) = (§,det&).
(i) Pour s € N, soit

As = {)\: ()\1,...,)\3) : )\,L' > O, Z)\Z = 1}
=1

On rappelle alors les différentes notions de convexité pour les fonctions.

DEFINITION 2.2. (i) Une fonction f: R™ — R U {+o0} est conveze si

JAE+H A=) SAfE+A=A) fF(n)

pour tout A € [0,1] et tous &, n € R™.

(ii) Une fonction f : RV*" — R U {+oo} est polyconveze s’il existe une fonction convexe
g:RTWV1) L RU {400} telle que
f(&) = g(T(€))-

(iii) Une fonction f : RV*" — R mesurable au sens de Borel est quasiconvere si

£ () mes(U) < /U f (€ + Do (2)) da

pour tout ensemble ouvert borné U C R, £ € RVNX" et ¢ € I/Vol’oo (U;RN) .

(iv) Une fonction f: RV*" — R U {+o0} est rang un conveze si

FOAEHA=Nn) <AfEO+L—A) f(n)

pour tout A € [0,1] et tous &, € RNX" tels que rang(¢ —n) = 1.

(v) Une fonction f: R™ — RU {+o0} est séparément conveze si

SAE+H M=) SAfE+A=A) f(n)

pour tout A € [0,1] et tous &, € R™ tels que £ — n = se;, pour certains s € Ret i € {1,...,m} (e;

-eme

dénote le i®"¢-vecteur de la base canonique de R™).

(vi) Une fonction f : RNX" — R mesurable au sens de Borel est quasiaffine si f et —f sont
quasiconvexes.



2.1. Notions de convexité pour les fonctions

REMARQUE 2.3. L’importance de la notion de fonction quasiconvexe vient du fait que celle ci
équivaut a la semi-continuité inférieure de la fonctionnelle intégrale correspondante. Si I'intégrand
de cette fonctionnelle prend la valeur +oo, il n’y a aucune définition de fonction quasiconvexe
équivalente a la semi-continuité inférieure de la fonctionnelle intégrale. De plus, si 'on permet que
f prend la valeur 400 dans la définition ci-dessus, alors I'implication connue dans le cas fini

f quasiconvexe = f rang un convexe

n’est pas vraie. Considérez, par exemple, la fonction indicatrice d’un ensemble {&, n}, oli rang(£ —
n) =1.

Dans le résultat suivant des conditions équivalentes pour la polyconvexité et la quasiconvexité
d’une fonction sont établies. La condition (¢) est démontré dans Dacorogna [11, page 106] dans
le cas ou f peut prendre la valeur +o0o, mais sous 'hypothese de f étre minoré par une fonction
polyconvexe. La condition (i) a été démontrée par Sverdk [38].

THEOREME 2.4. (i) Une fonction f: RNX" — R est polyconvere si et seulement si

T+1 T+1
f (Z Ai@) <> NS (&) (2.1)
i=1 i=1

pour tout (A1, ..., Ar41) € Ary1 tel que

T+1 T+1
T (Z m) =Y AT (&) (2:2)
i=1 i=1

(ii) Une fonction f : RN*X" — R mesurable au sens de Borel est quasiconvexe si et seulement
St

f@%géf@+D¢@DM

pour tous & € RNX" et o € Whoo (C;RN), ot C :=]0, 1[™.

per

DEMONSTRATION. On ne démontre que (7). C’est immédiat que si f est polyconvexe alors la condi-
tion (2.1) est vérifiée lorsqu’on a (2.2). Supposons maintenant que (2.1) est satisfaite. On définit
g: R L RU{—o0} par

I I
g(X) = inf {Z Aif(&): X =D NT(&), (M, A1) €Ap, T€ N} .
=1 i=1

On note que g est bien défini, vu que R7V'") = co T(RNVN*") (cf. Dacorogna [11, page 109]). On
vérifie par la suite que g(T'(€)) = f(&), V € € RVX" g est convexe et qu'en fait g > —oo ce qui
entraine que f est polyconvexe. On divise le reste de la preuve en trois étapes.

Etape 1: g(T(€)) = f(€), V € € RV™,

Par définition de g, g(T(€)) < f(£), V & € RVN>*". En utilisant I'hypotheése (2.1) on obtient
I'inégalité inverse.

Etape 2 : g est convexe. Soient X,Y € R™(V:") et t €]0,1[. On veut vérifier que

g(tX + (1 -1)Y) <tg(X) + (1 —t)g(Y).

Cas1:g(X),g(Y)eR.
Pour £ > 0 il existe &,n; € RN*" i =1,..,1, j=1,..,J, A€ A;, p € Ay tels que

I J

X =Y NT(&), Y=Y wT(n)

i=1 j=1



2. Les notions de convexité au sens généralisé

et
I J
tg(X)+ (A =t)g(Y)+e =t > Nf (&) + A=) > i f(n)-
i=1 j=1
Comme
I J
EX+ (1= t)Y =D tNT(E) + Y (1=t T(ny),
i=1 j=1
alors

gtX + (1 —t)Y

HM~

J
Jrz 1—t)u;f(
7j=1

et par ailleurs
X + (1 =1)Y) <tg(X)+ (1 -t)g(Y) +e.

On obtient 'inégalité désirée en passant a la limite en ¢.
Cas2:g(X)eR, g(Y)=—oc0.

Dans ce cas on considere des suites £/, 77 € RVN*? =11, j=1,...J,, \Y €A, u* €
Ay, telles que

I, Ju
X =Y NTE), Y=Y T
i=1 j=1

et
I, Ju
Tim Y ONFE) =9(X),  lim Yl f(nf) = —co.
i=1 j=1
Pour chaque v,
I, Ju
P+ — Y = ST + 30 - 0T
i=1 j=1
et donc
Ju
g(tX + (1 —t)Y) < lim th’f &)+ (A=) f(nf) = —00 = tg(X) + (1 — t)g(Y).
j=1
Cas 3: g(X) =g(Y) = —0.
Ce cas est analogue au Cas 2.
Etape 3 : g > —o0.
Si g(X) = —o0 pour certain X € R™N:") alors, comme g est convexe, g serait identiquement
égal & —o0, ce qui n’est pas vrai puisque f est réel et g(T(&)) = f(£), ¥V & € RNXn,
On conclut ainsi que f est polyconvexe. ]

On rappelle ensuite quelques caractérisations des fonctions quasiaffines. Les conditions (i),
(#3i) et (iv) sont démontrées dans Dacorogna [11, page 117] et la condition (v) dans Ball [4].

THEOREME 2.5. Soit f: RVX" — R. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est quasiaffine;
(i) f est rang un affine, i.e. f et —f sont rang un convezres :

FOE+ A =Nn) = Af(E) + 1 =N f(n),
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2.1. Notions de convexité pour les fonctions

pour tout X € [0,1] et tous &,m € RV*" tels que rang(& —n) = 1;

(iii) f(€+n) = f(&)+ < Df(£)in >, pour tous & n € RN*", rang(n) =1;
(iv) f(&) = f(0)+ < B;T(€) >, pour certain f € R™N") oy d'une autre fagon

NAn

F©) =10+ > < Afadj€ >,

k=1

ott N An = min{N,n}, A¥ € R°F) g(k) = &) x (}) et adj & est la matrice des mineurs de &
d’ordre k ;
(v) [ est un Lagrangien nul :

/Qf(Dgo(x) + Dv(z))dx = /Qf(Dgo(x)) dz, ¥ o € WH(Q:RN), v € W(}’OO(Q;RN) (2.3)

quelque soit Q ouvert, borné non vide de R™.

DEMONSTRATION. On ne présente que la démonstration de I’équivalence entre la quasiaffinité et la
condition (v). On refait la démonstration de Ball [4] qui a considéré le cas de la dimension trois
(N =n = 3). La méme démonstration est encore vraie pour une dimension quelconque.

C’est clair que si f est un Lagrangien nul alors f est quasiaffine. On vérifie 'autre implication.
On note que par densité il suffit de démontrer (2.3) pour v € C§°(;RY).

On commence par vérifier que

Z Z/ agz WV(z)dz =0,V p € WH(QRY), ve CP(QRY).  (24)

i=1 a=1

On remarque que, par la condition de Legendre-Hadamard, cf. Dacorogna [11, Theorem 1.1
page 102],

N n
Z Z AN N pigps =0,V XERY, neR", AeRV*™,
j=la,f=1 afﬁ

Donc, en particulier,

cr ___ % (2.5)
96,08, 9gy08
Si g € C2(QRY),
N n N ;
f 7 _ aZSDJ 7
>3 | G D@D @y s )3 2; aggae( (¥)) o @' ) do

—(Do(x T
i,j=1a,p=1"% 5‘5&3% 8xaaxﬁ

=22 /- 27 (D2(e) Do (@) da-
i=1 =1

Donc on obtient l'identité (2.4) pour ¢ € C?(2,RY) et par densité aussi pour ¢ € W1>°(Q; RY).
Pour v € C§°(;RY), on définit alors la fonction

_ /Qf(Dcp(x) +tDv(x)) dz, ¥ t € [0,1].
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

On a par (2.4) que

) N n 6f ;
gt = Z Z DT (Dp(x) + tDv(x))Dyv*(z) dx = 0.

=1 a=1

Donc g est constante dans [0, 1]. En particulier g 0) = g 1 ui est précisément ce qu’on voulait.
’ p » d p q
O

Ran

Il est bien connu que, si f : — R, alors

f convexe = f polyconvexe = f quasiconvexe

= f rang un convexe = f séparément convexe
et, si f:RV*" — RU {400}, alors
f convexe = f polyconvexe = f rang un convexe = f séparément convexe

(voir pour les preuves Dacorogna [11]). Les contre-implications sont en générale fausses, restant
inconnue, pour n > N = 2, la véracité de

f rang un convexe = f quasiconvexe.

Pour N > 3 et n > 2 ce résultat a été démontré par Sverdk [38].

On définit les enveloppes convexe, polyconvexe, quasiconvexe, rang un convexe et séparément
convexe d’une fonction f par, respectivement, la plus grande fonction convexe, polyconvexe, qua-
siconvexe, rang un convexe et séparément convexe qui minore f. On les dénote, respectivement,

par Cf, Pf, Qf, Rf, Sf et on a

(x) (x): g convexe, g < f},

(2) (z) : g polyconvexe, g < f},
Qf(x) =sup{g(z): g quasiconvexe, g < f},
Rf(x) (z): g rang un convexe, g < f},

(2) (2)

: g séparément convexe g < f}.
Par la discussion faite avant
Cf<P<Qf<Rf<SfF< S

On a ainsi rappelé les définitions et résultats principaux qui concernent la convexité pour les
fonctions au sens généralisé. Avant de finir cette section nous démontrons un résultat concernant
les fonctions quasiaffines qui sera utile dans le Chapitre 3.

PROPOSITION 2.6. Soit f : RN*" — R une fonction quasiaffine non constante. Alors f n’a pas
d’extrema relatifs.

DEMONSTRATION. On vérifie que si f a un extremum relatif alors f doit étre constante. On procede
en deux étapes.

Etape 1 : On vérifie que si £ est un point de minimum relatif de f, alors f est constante dans
un voisinage de €.

On admet que € est un point de minimum relatif de f (le cas d’'un maximum relatif est traité
de fagon analogue). Il existe ¢ > 0 tel que

F(&) < f(€+0), Voe RV tel que |vi| <e. (2.6)

12



2.1. Notions de convexité pour les fonctions

On va démontrer que cela implique que
(&) = f(€ +v), Yve RV tel que |v;| <e. (2.7)
On écrit

Z we & e;

1<i<N
1<j<n

et on note que, une fois que f est quasiaffine, alors

1
f(&) = *f(f+v16 ®e1)+ §f(§ —viet ®ep)
et comme (2.6) est satisfait on déduit que

fle£vie! ®er) = f(€),

vi| <e. (2.8)
En appliquant & nouveau le fait de f étre quasiaffine, on écrit
1.1 1 1.1 11 1 1.1 11
€ +vie' @er) = Sf(E+vle' @er tvje! @ea) + S f(E+vle! @er —vje! ).
De (2.6) et (2.8) on conclut alors que

f€+vie! ®ertve @es) = f(E+vie @er) = f(€), v, |va] <e.

En répétant cette procédure dans chaque composante, on obtient (2.7).
Etape 2 : On vérifie maintenant que si f est constante dans un voisinage d’un point & € RV*",
alors f est constante dans RY*™. On admet donc que

fE+v) = f(&), Vve RV tel que |v§| <e (2.9)

et on va vérifier que
FE+w) = f(£), VweRV*™ (2.10)

Le processus est similaire a celui de I’Etape 1. On commence par montrer que pour tous les
w%eRet |v§-’§sona
fErwiet@et Y v ®e) = f(E+wie' @er) = f(€). (2.11)
(,4)#(1,1)

Si ’wﬂ < ¢ la condition précédente est la méme que (2.9), donc on peut admettre que |wﬂ > €.
Comme f est quasiaffine on déduit que

f§+s e®el+ ve®eJ =
Jwi|
(4,5)#(1,1)
i 3 i
,ﬁ fE+wie' ®@er + Z vje ®ej)+(1|w1|>f(£+ Z vie' ®ej).
(1) #(11) ! (1) #(11)

De (2.9) et par I'égalité précédente on obtient (2.11). Si on procede d’une fagon itérative et
analogue avec les autres composantes : (w3, w3, ...) on arrive & (2.10) ce qui conclut la démonstration
de la proposition. O
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

2.2 Notions de convexité pour les ensembles

Le but qu’on se propose ici est de formaliser la théorie de la convexité pour les ensembles au
sens généralisé. Ces concepts, mais surtout ceux de quasiconvexité et de rang un convexité, ont été
largement utilisés dans le contexte des inclusions différentielles, parfois dans I’absence de définitions
précises.

2.2.1 Définitions et propriétés

On donne par la suite les différentes définitions de convexité et on étudie les relations entre
elles. On commence par introduire quelques notations qui seront utiles pour définir un ensemble
quasiconvexe.

NoTaTIiON 2.7. — C est hypercube ]0,1[" de R™;
~ WLeo(C; RY) dénotera I'espace des applications périodiques dans W1 (C;RY), i.e. applications

per
u satisfaisant u(z) = u(z + e;) pour tous les vecteurs e; de la base canonique de R™ et pour tout

xz € R™;
~ Wher dénotera le sous-espace de W:>°(C; RY) des applications dont les gradients prennent un
nombre fini de valeurs.

On introduit ensuite les différentes notions de convexité pour les ensembles.
DEeFINITION 2.8. (i) On dit que E C R™ est convezxe si, pour A € [0,1] et £, € E, alors
AX+(1-XANneE.
(ii) On dit que E C RVN*™ est polyconveze s'il existe un ensemble convexe K C R™(V:™) tel que
(K NTRY*") = E,

ou 7 dénote la projection orthogonale de (la premiere composante de) R™(N>) dans RV*", De
facon équivalente, F est polyconvexe s’il existe un ensemble convexe K C R™(N:7) tel que

{¢eRN*":T(() e K} = E.
(iii) On dit que E C RV*" est quasiconvere si

E+ Dp(z)R€EE, pp. xeC=]0,1",
={e k.
pour certains ¢ € Wy, et R € O(n)
(iv) Soit E C RN*", On dit que E est rang un convere si, donnés A € [0,1] et &, n € E tels que

rang(§ —n) = 1, alors
M+ (1—-NneE.

(v) On dit que E C R™ est séparément conveze si, pour tout A € [0,1] et {,n € E tels que

£ —n=se;,avec s € Retic{l,...m} (e dénote le i®™“-vecteur de la base canonique de R™),

alors
A+ (1—-XNneE.

REMARQUE 2.9. (i) L’opérateur m, introduit dans la définition ci-dessus, peut étre mieux précisé
de la facon suivante. Si

X = (X1,..., X (vn)) alors m(X) = (X1, ..., XNxn)-

En particulier, si N =n =2 et X = (£,§) € R?*2 x R, alors 7(X) = €.
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(ii) Les définitions d’ensemble convexe, rang un convexe et séparément convexe sont les définitions
qu’on trouve habituellement, cf. par exemple Dacorogna-Marcellini [14].

(iii) En ce qui concerne la polyconvexité, la facon la plus courante de la définir est via la
condition (ii) du THEOREME 2.10 ci-dessous. Cependant les deux conditions sont équivalentes et la
définition adoptée est plus cohérente avec la définition analogue pour les fonctions.

On note qu’on pourrait penser, vu la DEFINITION 2.2 (i), qu'un ensemble E est polyconvexe si
T(E) est convexe. Cela n’est pas vrai. Considérez, par exemple, ’ensemble polyconvexe E = {I, ¢},
ol I dénote la matrice identité et £ = diag(2,0). Alors T(E) = {(I, 1), (£,0)} qui n’est pas convexe.

(iv) Il n’est pas clair quelle est la meilleure définition d’un ensemble quasiconvexe. Plusieurs
définitions ont été considérées (cf. Dacorogna-Marcellini [14], Miiller [30], Zhang [42]), ici nous en
proposons une qui vérifie les propriétés quun tel ensemble doit avoir (cf. THEOREME 2.13).

On donne ensuite des conditions équivalentes pour la polyconvexité.

THEOREME 2.10. Soit E C RV*"™. Les conditions swivantes sont équivalentes.
(i) E est polyconveze.

(ii)
I I
Z NT(&) =T (Z A@) !

=1

fi SR ()\1, ...,)\[) € A;
De plus, on peut faire I = 7(N,n) + 1.
(iii) En dénotant par coT(E) ’enveloppe convexe de T(E),

E = 7(coT(E) N T(RN*™))

ou, de fagon équivalente,
E={¢cRV": T(¢) € coT(E)}.

DEMONSTRATION. (i) = (i4). Supposons

I I
Y NTE) =T (Z w) : (2.12)
i=1 i=1
avec & € E et (M1, ..., A1) € A;. Par I'hypothese, & € m(K NT(RY*™)) pour un certain ensemble
convexe K C RTN) et dailleurs T(&;) € K. Alors 21, AT(&;) € coK = K et, de (2.12), on
conclut que Zle A& € E.

Le fait qu’on peut prendre I = 7(N,n) + 1 dans (i) est une conséquence du théoreme de
Carathéodory et a été démontré dans Dacorogna [11, Théoréme 1.3, page 106].

(ii) = (4ii). 11 faut vérifier que E = 7(co T(E) NT(RY*")). Evidemment E est contenu dans

I'ensemble du membre de droite. Pour I’autre inclusion, considérons ¢ € m(coT(E) N T(RN*n)).
Alors, T(€) € coT(E) et on peut écrire

I

7(6) = STANT(E)

=1

avec &; € F et (A\1,..., A7) € Ar. On applique alors (i7) pour obtenir £ € E, comme désiré.
(791) = (i). Cette implication est immédiate. O

Le résultat élémentaire suivant montre la relation entre les notions de convexité pour les en-
sembles et les notions correspondantes pour les fonctions.
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

PropPoOsITION 2.11. Soit E C RV*™ et xg la fonction indicatrice de E :

0 sié€E

xe (§) = .
+oo si ¢ E.
Alors E est, respectivement, conveze, polyconvexe, rang un convexe ou séparément conveze,
si et seulement si xg est, respectivement, convexe, polyconvexre, rang un convexe ou séparément
convexe.

REMARQUE 2.12. On aimerait avoir le méme résultat pour le cas quasiconvexe, mais, comme
déja discuté, on n’a pas considéré des fonctions quasiconvexes prenant la valeur +oo.

Comme pour les fonctions, les conditions de convexité sont enchainées de la fagon suivante.

THEOREME 2.13. Soit E C RYX™. On a les implications

E convere = FE polyconvexe = FE quasiconvezxe

= F rang un convere = E séparément convere.

Toutes les contre-implications sont fausses, pour N,n > 2.

REMARQUE 2.14. (i) On tire attention sur le fait que ce résultat est meilleur que I’analogue
pour les fonctions. Ici on a que la convexité de rang un n’implique pas la quasiconvexité méme en
dimension 2 x 2.

(ii) On verra (cf. PROPOSITION 2.29) que, comme pour le cas convexe : F, respectivement,
polyconvexe, quasiconvexe, rang un convexe ou séparément convexe implique que int E est aussi,
respectivement, polyconvexe, quasiconvexe, rang un convexe ou séparément convexe. Toutefois, cela
n’est pas vrai pour E. En effet on présentera (cf. PROPOSITION 2.29) un exemple d'un ensemble
polyconvexe E C R?*2 tel que E n’est méme pas séparément convexe.

(i) A D’évidence, si N =1 ou n = 1 alors tout ensemble rang un convexe est convexe et dans
ce cas les notions de convexité, polyconvexité, quasiconvexité et rang un convexité coincident.

Avant de démontrer ce théoréme on va énoncer un résultat connu qui est important pour trouver
des contre-exemples.

THEOREME 2.15. Soit E C RNX™ (N n > 2) un ensemble avec deuz, trois ou quatre éléments
tels que

rang(§{ —n) > 2, VE{n € E, {#.
Alors, si Q est connexe et

Dy(x) € E, pp. x € Q,

nécessairement @ est affine.

Ce résultat a été démontré par Ball-James [5] si le nombre d’éléments de E est deux, par Sverdk
[36], [37] et Zhang [41] si E a trois éléments et par Chlebik-Kirchheim [9] dans le cas de quatre
éléments. Pour des ensembles avec cing éléments le résultat n’est plus vrai et cela a été démontré
par Kirchheim-Preiss (cf. [22]).

On démontre alors le THEOREME 2.13.

DEMONSTRATION du THEOREME 2.13. Partie 1. On ne démontre que les implications lies a la

notion de quasiconvexité puisque les autres sont faciles et bien connues.
(i) On démontre que si E est polyconvexe alors E est quasiconvexe. Supposons que

E+Dp(x)ReE, pp.xeC
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2.2. Notions de convexité pour les ensembles

avec ¢ € Wy, et R € O(n). On peut écrire Dp(x)R € {n1,...,mx}, p.p. * € C pour certains 7; tels
que {+m; € B, 1 =1,...,k. On définit

Ai =mes{z € C: Dy(x)R =mn;}.

Alors \; > 0, Zle A; = 1. Puisque ¢ est périodique et chaque composante de adj, est quasiaffine
(s=1,..,N An)on a, par le THEOREME 2.4,

k
7(6) = [ T+ Dela)R)de = Y NT(E+ ).

De la polyconvexité de F résulte que £ € F.

(ii) On démontre maintenant que si ’ensemble E est quasiconvexe alors E est rang un convexe.
Soient &, € E tels que rang(§ —n) = 1 et A €]0, 1[. On va voir que A\ + (1 — \)n € E. 1l suffit de
trouver ¢ € Wpe, et R € O(n) tels que

A+ (L= Nn+ Do(x)R € {€,n}, pp.v€C

ou de fagon équivalente

Do(@)R € {(1=N)(§—n),—AE—n)}, pp.veC.

De la quasiconvexité de E suivra le résultat. La construction d’un tel ¢ est standard dans le
contexte des théorémes de relaxation (voir, par exemple, Dacorogna [11]). Puisque rang(§ —n) = 1,
on peut écrire £ — 1 = a ® v pour certains a € RV et v un vecteur unitaire de R™. Choisissons
R € O(n) une transformation orthogonale telle que e!R = v (el le premier vecteur de la base
canonique) et définissons la fonction h : R — R 1-périodique telle que

(I=X)s, 0<s<A
h(s)—{ “A(s—1), A<s<1.

Alors p(z) = ah(xy) est dans les conditions souhaitées. En effet,
Dp(z)R =N (z1)a®@erR=h'(z1)a®@v € {(1-N)(—n),—AE—n)}.

Partie 2. On verra ensuite que les contre-implications, en général, ne sont pas vraies.
(i) Il y a des ensembles polyconvexes qui ne sont pas convexes. Considérons, par exemple, ’ensemble
E = {¢,n} C R**? ol £ = diag(1,0) et n = diag(0, 1).

(ii) La quasiconvexité n’implique pas la polyconvexité. Considérons les matrices (cf. Dacorogna

1)
a=(o) &=( 1) «=( 7)

’ 77:(2(/)3 1(/)3>'

On a

T() = 3T(6) + 5T(€) + 5T(E)

donc, vu que n ¢ E, 'ensemble E = {£1,&,£3} n'est pas polyconvexe. Néanmoins, E est quasi-
convexe. Supposons & + DpR € E pour certains ¢ € Wy, et R € O(2). Puisque rang(§; — &;) = 2
pour ¢ # j, on a (cf. THEOREME 2.15) que les solutions de ce probleme de trois gradients sont des
fonctions affines; c’est-a-dire £ + DpR coincide avec une des matrices &;. De la périodicité de ¢
suit que £ = &; € E et donc on conclut que E est quasiconvexe.
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

(iii) Il y a des ensembles rang un convexes qui ne sont pas quasiconvexes. On fait la preuve en deux
étapes.

Etape 1. Par le THEOREME 4.29 il existe des matrices 1, ..., ni, € R?*? telles que rang(n; —1;) =
2, Vi # j, une matrice £ ¢ {1, ...,m% } et une application u € ug —|—W01’°°(]0, 1[%R?) (ou ue dénote
une application affine vérifiant Dug = &) telle que Du(z) € {n1,...,nx}, p.p. x €]0, 1[%

Etape 2. Soit E = {n, ..., }. Puisqu’il n’y a pas des connections de rang un parmi les matrices
71;, ensemble E est rang un convexe. Pourtant, comme on verra, E n’est pas quasiconvexe. Soit
u Papplication mentionnée dans IEtape 1. On peut écrire u = ug + ¢ avec ¢ € W, >°(]0, 1[%; R?).
Alors Du(z) = £+ Dy(z) € E, p.p. dans |0, 1[%, mais & ¢ E, ce qui entraine la non quasiconvexité
de E.
(iv) Il y a des ensembles séparément convexes qui ne sont pas rang un convexes. En effet, tel est le
cas pour l'ensemble E = {£,n} € R?*2, ol

2 2 11
=68 =)

Nous démontrons ensuite qu’on peut construire un ensemble quasiconvexe, mais non polycon-
vexe a partir d’'une fonction quasiconvexe, mais non polyconvexe. Comme on sait que de telles
fonctions existent (cf. Alibert-Dacorogna [1] et Dacorogna-Marcellini [12]) on a ainsi une preuve
alternative au fait que la quasiconvexité des ensembles n’implique pas sa polyconvexité. De plus,
cela établit évidemment des relations entre certaines notions de convexité pour les ensembles et les
fonctions.

O

THEOREME 2.16. Soit f : RVX" — R une fonction non polyconveze. Alors il existe ¢ : RN X" —
R quasiaffine telle que

E={ecRY": f(¢) < (&)}

n’est pas polyconveze.
De plus, si [ est quasiconvexe, resp. rang un convexe, alors E est quasiconvexe, resp. rang un
convexe.

REMARQUE 2.17. Ce résultat s’inspire du cas convexe ol, en utilisant une fonction non convexe,
on peut construire de fagon élémentaire un ensemble non convexe qui a la forme précité. On aurait
aimé aussi construire un ensemble rang un convexe, mais non quasiconvexe & partir d’une fonction
rang un convexe, mais non quasiconvexe. A cet effet, la forme de I’ensemble E ne semble pas
adéquate.

On démontre d’abord un lemme préliminaire.

LeEMME 2.18. Soit f : RVX" — R et considérons des matrices &1, ....&, et A\i,..., \p € R avec
Ai >0 et Ef:l A = 1.

Alors il existe r < k et une injection o : {1,...,r} — {1,...,k} telle que, pour certains yq ;) > 0
avec Y 1 Ya(i) = 1,

k r k r
S NTE) =D Yo T(aw): S NFE) 2D Yo [ Eaw)
i=1 i=1 i=1 i=1
et le systeme d’équations

a une solution.
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2.2. Notions de convexité pour les ensembles

DEMONSTRATION. Considérons les matrices

T(&) 1 f&1)
. S

T() 1
Il suffit de considérer le cas ou le systeme d’équations

n’a pas de solution, c’est-a-dire, rang(A) < rang(A|B). Sinon, on prend pour « I’application identité
et on obtient le résultat.

Supposons rang(A4) < rang(A|B). On va vérifier qu’on obtient le résultat en prenant pour r le
rang de la matrice A. On raisonne par récurrence sur k — rang(A).
Etape 1. rang(A4) = k — 1.

Alors, par 'hypothese, rang(A|B) = k et on peut écrire, pour certains u; € R, i = 1,...,k pas
tous nuls

k k k
DowTE) =0, Y =0, Y pf&)=05#0.
i=1 i=1 i=1
Sans perte de généralité on peut supposer & > 0. On divise la preuve en deux parties.
Partie 1. Soit
I={ie{l,..,k}: u;, >0}

On note que, puisque Zle u; = 0 et les p; ne sont pas tous nuls, ’ensemble I est non vide. On
vérifie ensuite 'existence de 7 € I tel que

(Notons que, si I est un ensemble unitaire, alors le seul élément de I vérifie la condition précédente.)
Fixons [ € I et définissons

J:{jEI: jA1 Aj>“ﬂ} et S:{SEI: A<“}
N Al

Si S = () alors ¢ = I. Supposons S # (). On vérifie que, pour m € S

#{jeI:j¢m,j>“ﬂ'}>#J+1, (2.13)
Am Hm

ou # dénote la cardinalité d’un ensemble. Alors, en répétant le processus un nombre fini de fois
on trouve l'indice ¢ souhaité.

Soit m € S. Alors

>\m m A
< a = ! > A
)\l 1% )\m Mm

et donc
musclicr: jrm M1
' " Am T Hm )
En effet, soit j € J alors j # m et

Ai NN gy
- - J - S 2
)\m >\l )\m M1 Hm Hm

On obtient ainsi (2.13) vu que I ¢ J.
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

Partie 2. Soit i tel que pu; > 0 et

ﬁ>&,Vj: i > 0.
>\i 0
On a
k » k »
T(&)= Y -H2TE), &> Y =)
j=1.g#i " j=1g#i
D’ailleurs
k k k [
Z/\jT(fj): Z §J )+ A Z ng Z (A — i j> (gJ)
j=1 J=1,j#i j=tg#i J=1,j#i a

De la fagon comme on a choisit ¢ on a A; — )\Z’;—’ >0, j#iet

Xk: ()\ —A“J>_1—A—A Z i =1.

1223 i

J=1, j#i J=1, j#i
De plus
. 0
fosj_ Z A F(&5) + A Z Bireny="Y (A — i J)f(@)
Jj=1, j#i Jj=1,j#i ‘ J=1, j#i H

On obtient alors le résultat souhaité avec a(j) =4, sij=1,..,i—1; a(j) =j+1sij=1i,....k—1
et Ya@j) = >‘a(j) — )\iilL;i]).

Etape 2. En admettant que le résultat a été établi pour k — rang(A) = s — 1 on va le démontrer
pour k —rang(A) = s.

Par hypothese, rang(A|B) > k — s = rang(A). Sans perte de généralité, disons que A, ..., AF~¢
sont linéairement indépendants ainsi que (A|B)L, ..., (A|B)*~**1. Alors, pour certains y; € R, i =
1,...,k — s+ 1 pas tous nuls

k—s+1 k—s+1 k—s+1
> wT(&) =0, > =0, > wif(&)=6>0.
i=1 =1 i=1

Si on procede comme dans le cas k — rang(A4) = 1 avant considéré, on trouve 1 <i <k — s+ 1 tel
que p; >0 et

%7% Vit >0
Alors,
k k—s+1 k k
YNTE) = ). (/\j - Aif) TE)+ Y, NT(E) = >, AT
j=1 J=1, j#i ! j=k—s+2 J=1, j#i

by ;:Ajf&%zo, =1 k—s+1, j#i Ni=X, j=k—s+2 ..k

() 2

J=1, j#i j=k—s+2
k k—s+1 k k _
> ONF(G) > (A —A”J)f(fg) DoONfE) = Y N
j=1 j=1, j#i H j=k—s+2 j=1,j#i



2.2. Notions de convexité pour les ensembles

De plus, en définissant

rE) 1 f(&1)
i T(&-1) 1 > f(&-1)
A= t B =
T(&i+1) 1 ¢ f(&it1)
(&) 1 f(&k)
onak—1—rang(A) =k—1—(k—s) =s—1. En appliquant 'hypothése de récurrence on obtient
le résultat. O

On peut maintenant démontrer le THEOREME 2.16.

DEMONSTRATION du THEOREME 2.16. Voyons qu’on peut construire ¢ quasiaffine de fagon que E
ne soit pas polyconvexe. Comme f n’est pas polyconvexe, il existe & € RVX", \; > 0,i=1,....k
(k <7(N,n)+1), tels que

k

k k k k
=1, T (Z Aifi) =Y ANT(&) et f (Z Az‘fi) > (&)
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
Par le lemme précédent on sait qu’on peut se réduire au cas ot le systeme d’équations

a une solution ; c’est-a-dire il existe une fonction quasiaffine ¢ telle que ¢(&;) = (&), i =1,..., k.
Cela entraine le résultat vu que pour I’ensemble E défini dans I’énoncé du théoréme on aura §; € F,
mais Zle Az&z ¢ FE.

Si f est rang un convexe, c’est élémentaire que E est rang un convexe, vu (ii) du THEOREME
2.5.

Dans le cas ou f est quasiconvexe, la quasiconvexité de E suit de I'inégalité

1) < /C F(€+ Dop(@)R) dz, ¥ ¢ € WL (C;RY), Re O(n), (2.14)

valable pour tout f quasiconvexe. En fait, d’une facon plus générale que dans (ii) du THEOREME
2.4, si f est quasiconvexe,

f) < /ch(sww (1) dy, ¥ € € RN, € Wh= (QCSRYN), Q € O(n).

Alors, si on fait Q = R' et ¥(y) = ¢(Ry), ¥V y € R'C, on obtient (2.14).

2.2.2 Résultats de séparation pour les ensembles polyconvexes

On connait des résultats de séparation pour les ensembles convexes. Nous établissons ensuite ce
méme type de résultats pour les ensembles polyconvexes. On note qu’il est déja connu un résultat
de séparation du graphe de fonctions polyconvexes (cf. Dacorogna [11, Théoreme 1.3, page 107]).

THEOREME 2.19. Soit E un ensemble polyconveze de RN*™,
(i) Sin¢ E oun € OF, alors il existe f§ € RTN:m)\ {0} tel que

(B;T(n) —=T(£) <0, VE€E.
(ii) Si E est compact et n ¢ F, alors il existe § € RTN-")\ {0} tel que

(BT () < inf (BT ().
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

DEMONSTRATION. (i) Comme FE est polyconvexe, si n ¢ E alors T(n) ¢ coT(FE); dans le cas ou
1 € OF on obtient T(n) € dcoT(E). Dans les deux cas, et par le théoréme de séparation d’un
convexe, résulte I’existence de ( vérifiant

(B;T(n) —X) <0, VX €coT(E).

En particulier, on peut prendre X € T(E), pour obtenir la condition souhaitée.
(i) Cette assertion peut étre obtenue par application du théoreme de séparation dans sa version
pour les ensembles convexes fermés, ici I’ensemble coT(E). a

Le théoreme précédent permet la représentation d’'un ensemble polyconvexe comme dans le
résultat suivant. Cela est une extension d’un résultat classique en analyse convexe qui assure qu’un
ensemble convexe fermé est I'intersection des demi-plans qui le contiennent.

THEOREME 2.20. Un ensemble compact E C RVN*™ est polyconveze si et seulement si
E={¢cRV*": (&) >0, pour tout ¢ quasiaffine, avec oip >0}

DEMONSTRATION. Vu que toute fonction quasiaffine ¢ peut étre représentée par (&) = (5;T(€))+c
pour certains 3 € RTWV:) et ¢ € R, c’est évident qu’un ensemble E de la forme de 1’énoncé est
polyconvexe.

Voyons ensuite l'autre implication. Soit E un ensemble polyconvexe compact et & tel que
©(&) > 0 pour tout ¢ quasiaffine satisfaisant ¢z > 0. On va voir que § € E. Si ce n’était pas le
cas, alors, du THEOREME 2.19 (i7),

(B:T (&) < e < LB T(E))

pour certains B € R™™:m) \ {0} et ¢ € R. On définit C' = ¢ — infeep{(B; T(€))} et la fonction
quasiaffine

Y(&) = (B;T(E)) +C = (B;T(&))-

Puisque 9|5 > 0 on devrait avoir (&) > 0, mais ¢(§p) = C < 0 ce qui est une contradiction.
L’inclusion inverse est évidente. O

2.2.3 Les enveloppes convexes d’ensembles au sens généralisé

Une fois définies les différentes notions de convexité, on peut maintenant introduire les concepts
d’enveloppe convexe au sens généralisé. On procede de la méme fagon que pour la convexité clas-
sique.

DeriNITION 2.21. L’enveloppe polyconvexe, quasiconveze, rang un convexe et séparément convexe
d’un ensemble E C RVX™ est, respectivement, le plus petit ensemble polyconvexe, quasiconvexe,
rang un convexe et séparément convexe qui contient £. On les dénote, respectivement, par Pco E,
Qco E, Rco E et Sco E.

Par la discussion faite dans la Section 2.2.1, on a les inclusions suivantes
ECScoFE CRcoFE C QcoE CPcoE CcoFE.
Comme on notera plus loin (cf. REMARQUE 2.33) certains auteurs ont adopté d’autres définitions
pour l’enveloppe rang un convexe d’un ensemble, mais celle-ci est plus consistante avec le cas

convexe. De plus, avec la définition précédente on a le résultat suivant (cf. Dacorogna-Marcellini
[14]) dont la preuve découle du THEOREME 2.31.
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2.2. Notions de convexité pour les ensembles

PROPOSITION 2.22. Soit E un sous-ensemble de RN*™ et xg sa fonction indicatrice. Alors

PXE = XPco E
RXE' = XRco E
SXE = XSco E

ou Pxg, Rxg et Sxg sont, respectivement, l’enveloppe polyconvexe, rang un convexe et séparément
conveze de Xg-

Dans ce qui suit on donnera quelques représentations des enveloppes définies ci-dessus. On com-
mence par deux représentations de I’enveloppe polyconvexe. La deuxieme, qui a été établie par
Dacorogna-Marcellini [14], est 'analogue du théoréme de Carathéodory.

THEOREME 2.23. Soit E C RN*". Alors
(i) Pco E = w(co T(E) N T(RN*")),

T+1
(it) Pco B = {f eRVXM: T(¢) = ZMT(&)» GEE, (M, A1) € Ar+1} .
i=1
En particulier, si E est compact, alors Pco E est aussi compact et si E est ouvert, alors Pco E est

aussi ouvert.

DEMONSTRATION. (i) On démontre la premiere représentation de Pco E. Evidemment Pco E C
n(coT(E) N T(RN*™)). Pour I'autre inclusion on commence par noter que, puisque Pco E est
polyconvexe, par définition,

Pco E = (K N T(RY*™))

pour un certain ensemble convexe K C R™V:") . Comme E C PcoE, K doit contenir T(E) et,
d’ailleurs, K doit contenir coT'(E), d’out suit I'inclusion désirée.

(#i) Pour cette deuxieéme représentation de Pco E, si on dénote par Y I'ensemble du membre
de droite, il suit, par la définition d’ensemble polyconvexe, que ¥ C Pco E. De plus, on vérifie
aisément que Y est un ensemble polyconvexe qui contient E ce qui implique que PcoE C Y.

Pour I'assertion concernant les ensembles compacts, il est élémentaire que Pco E est borné si
est compact. Soit alors &, € Pco E avec &, — . De la premiere représentation de Pco E, T'(§,) €
coT(FE), qui est un ensemble compact puisque T'(E) est compact. Alors T'(§) = limT'(§,) € coT(E)
et donc £ € Pco E comme on voulait.

Finalement, par le LEMME 2.24 ci-dessous, si

T74+1

T() = Z NT(&i),

pour certains &,& € RVX™ et (A1,...,A\r41) € Aryq, alors

T+1
T(f + T]) = Z)"LT(gz + 77)’ v ne RNXn.

i=1
De ce qui précede et de (i¢) suit facilement que Pco E est ouvert si E est ouvert. ad

Maintenant on prouve le LEMME 2.24 mentionné dans la démonstration précédente. En parti-
culier, ce lemme assure que la polyconvexité d’un ensemble est conservée par translation.

LEMME 2.24. Soient £ € RV*" et & € RVNX™ pour i =1, ...,k tels que

k
() = Z AT (&),
i=1
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

pour certain (A1, ..., \g) € Ag. Alors

k
T(E+n) =Y NT(&+mn), ¥VneRV™
i=1

En particulier, si E C RN*" est polyconvexe alors E+1 est aussi polyconvexe pour tout n € RNX™,

DiMonsTRATION. 11 suffit de vérifier que

det(§+ 1) = Z)\ det(&; + 1),

i=1

—_

ou £ + 1 et & + n représentent des sous-matrices (carrées) quelconques d’ordre s < min{N,n} de
€+ n et de & + 1, respectivement. On remarque que, par 'hypothese, on a T'(§) = Zle MNT(&).
Donc, et pour ne pas charger les notations, il suffit de montrer que, pour A, A; € R¥*5,

k k
T(A) = Z/\iT(Ai) = det(A+ B) = ZAi det(A; + B), VB € RS*s.

i=1 =1

On va utiliser le fait que la fonction déterminant est une fonction multi-linéaire des lignes de la
matrice. On désigne par la suite ATBY on TUJ = {1,...,5} et INJ = (), la matrice d’ordre s dont
les lignes d’indice ¢ € I sont les lignes respectives de A et les lignes d’indice j € J sont les lignes
respectives de B. Dans les sommes > r.7» 1 et J parcourent tous les sous-ensembles de {1, ..., s}
vérifiant TUJ ={1,...,s} et INJ =0. On a

k
det(A+ B) =) det(A'B’) et Y Aidet(4; + B) Z Ai Z det(A;'B).

I,J i=1 i=1
En faisant une décomposition de chaque det(A’ B7) par le théoréme de Laplace dans les lignes .J
et en appliquant I’hypotheése on obtient que

det(A'B7) = ZA det(A4;' BY),

ce qui entraine le résultat désiré.
La derniere assertion du lemme suit maintenant facilement. O

Ensuite on donne une autre représentation de ’enveloppe polyconvexe, en utilisant, maintenant
les résultats de séparation de la Section 2.2.2.

THEOREME 2.25. Soit E C RVNX" tel que Pco E est compact. Alors
Pco E = {€ ¢ RVNX" . (&) > 0, pour tout ¢ quasiaffine tel que o|p >0}

DEMONSTRATION. L’ensemble du deuxieme membre est polyconvexe et contient F, donc contient
aussi Pco E. D’autre part, puisque Pco E est polyconvexe et compact alors, du THEOREME 2.20 on
peut écrire

PcoE = {¢€ € RN : (£) > 0, pour tout ¢ quasiaffine tel que ©|peor > 0}.
Comme une fonction quasiaffine ¢ telle que ¢ pco g > 0 vérifie aussi ¢z > 0, on obtient

{€ e RVX™ . p(€) > 0, pour tout ¢ quasiaffine tel que g >0} CPco &,

24



2.2. Notions de convexité pour les ensembles

ce qui finit la démonstration. O

On considere dans le théoreme suivant une représentation de ’enveloppe quasiconvexe similaire
a (#) du THEOREME 2.23. On remarque que, contrairement au cas polyconvexe, on n’a pas de
formule ou ’ensemble Qco E est obtenu en un nombre fini d’étapes. Cependant une telle formule
n’existe probablement pas.

THEOREME 2.26. Soit E C RYN*". On dénote I’hypercube 10,1[" par C. Soit QycoE = E et
définissons par récurrence les ensembles

1> 0.

Que160B {5 C g 3 ¢ € Wper, R € O(n) tels que }
i+1 = : )

&4+ Dy(x)R € Q;coFE, p.p. x € C

Alors Qco E = U;enQicoE.
En particulier, si E est ouvert, alors Qco E est aussi ouvert.

DEMONSTRATION. Par définition d’ensemble quasiconvexe et par récurrence, on a Q;coFE C Qco F,
pour tout ¢ et donc U;enQ;coFE C Qco E. L’inclusion inverse suit du fait que U;enQ;coF est, comme
on le verra, un ensemble quasiconvexe.

Soient ¢ € Wyer, R € O(n) tels que £ + Dp(z)R € U;enQ;coE, p.p. x € C. On a

Dy(z)R € {m,....,n} p.p. ¢ € C, avec

mes{z € C: Dyp(x)R=mn}>0,i=1,...k.

De plus, £ +1; € Qq(i)coF pour certains (i) € N. Soit s = max{a(1),...,a(k)}. Puisque Q;coE C
Qit1coF, on a, pour tout ¢ = 1,..., k, £+1; € QscoE. Donc £+ Dy(x)R € QscoF et, par définition,
on obtient £ € Qsy11c0FE C U;enQicoFE. On a d’ailleurs la quasiconvexité de ce dernier ensemble.
Sous I'hypothese de E étre ouvert, on obtient facilement par récurrence que chaque Q;coFE est
ouvert. Donc Qco F, étant une union d’ouverts, est aussi ouvert. O

Une représentation analogue pour l’enveloppe rang un convexe est donnée ensuite (pour la
démonstration voir Dacorogna-Marcellini [14, page 136]).

THEOREME 2.27. Soit E C RV*", Soit RocoE = E et définissons par récurrence les ensembles

=AM+ (1-NB, e [0,1], } .

RijicoE ={ & € RVX" .
A, B € R;coF, rang(A—B) =1

Alors Rco E = UjenR;coE.
En particulier, si E est ouvert, alors Rco E est aussi ouvert.

REMARQUE 2.28. (i) Des constructions similaires peuvent étre obtenues pour Sco E.

(ii) La derniére assertion du théoréme suit, comme dans le cas quasiconvexe, du fait que chaque
R,;coF est ouvert si E est ouvert lui méme.

(iii) En général, il n’est pas vrai que les enveloppes rang un convexes ou séparément convexes
d’ensembles compacts soient compacts (voir Aumann-Hart [3] et Kolar [24]).

Avant de poursuivre avec d’autres représentations pour les enveloppes convexes au sens généralisé,
on démontre, comme déja mentionné dans la REMARQUE 2.14, que l'intérieur d’ensembles convexes
au sens généralisé conserve la notion de convexité afférente, mais que, contrairement au cas convexe
classique, cela n’est pas vrai pour la fermeture.

ProposITION 2.29. (i) Soit E C RNX" | respectivement, un ensemble polyconveze, quasiconveze,
rang un convexe ou séparément convexe. Alors int E est aussi, respectivement, polyconvexe, quasi-
conveze, rang un convexe ou Séparément convexe.

(ii) Il existe un ensemble polyconvere borné E C R?*2 tel que E n’est pas séparément conveze.
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

DEMONSTRATION. (i) On présente la démonstration dans le contexte de la polyconvexité, puisque
les autres sont analogues. Il suffit de démontrer que Pco(int £) = int E. L’inclusion non immédiate
est Pco(int F') C int E. Comme E est polyconvexe, évidemment

Pco(int F) C PcoE = E. (2.15)

D’autre part, int E est ouvert et donc (cf. THEOREME 2.23) Pco(int F) est aussi ouvert. De (2.15),

vient l'inclusion désirée.
E{ﬁ:< Lo ) O<x<1}.
0 =z

(74) On définit
Cet ensemble est borné et . E n’est pas séparément convexe. En effet, soit §; = diag(1,0) et & =
diag(—1,0), on a &1,& € E, mais A\ + (1 — A& ¢ E pour aucun 0 < A\ < 1.

On vérifie ensuite que E est polyconvexe. Soient &1, ...,& € E et supposons que

6
T¢) = ZNT(&% pour certain (Aq, ..., Ag) € Ag. (2.16)
i=1

On doit vérifier que £ € E. On peut écrire {1,...,6} = I, UI_, ol les ensembles I et I_ sont tels

que
1 0 . -1 0 .
§i—<0 xi)suebretfi—( 0 xi>S”€I’

avec 0 < z; <1, 1 =1,...,6. On a toujours det¢; = z;.
Si I =0 oul_ =0 alors c’est clair que £ € E. Il reste le cas ot I # () et I_ # (), qu’on verra
ne pas étre admissible. En effet, de (2.16), on peut écrire

SN=D> N 0

¢ = am i€l _ ( a 0 )
i€l el
6
et det{ =af =) A
i=1
Comme |a| < Z?zl Ai=1let |0 < Z?zl Aix;, alors |af] < Z?zl Ai%;i, qui est une contradic-
tion. a

On considére maintenant quelques représentations des enveloppes convexes d'un ensemble au
sens généralisé a l'aide de fonctions avec le méme type de convexité.

NotaTioN 2.30. Soit £ C RV*™, on considere les ensembles de fonctions suivants

Frp={f:RV*" 5 RU{+oo}: f|p <0}
]—'E:{f:RanHRZf‘ESO}'

Avec la notation précédente, on a, pour E C RV*",
coE={¢e RN . f(€) <0, pour toute fonction convexe f € Fe} (2.17)
coE = {€ e RV*™: f(£) <0, pour toute fonction convexe f € Fr} (2.18)

oll co E dénote la fermeture de I'enveloppe convexe de E.

Des représentations analogues a (2.17) peuvent étre obtenues dans les cas polyconvexe, rang
un convexe et séparément convexe. Evidemment une telle représentation n’a pas de sens dans le
cas quasiconvexe puisqu’on n’a pas défini les fonctions quasiconvexes dans Fg.
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2.2. Notions de convexité pour les ensembles

La représentation (2.18) ne peut étre généralisée qu’au cas polyconvexe si les ensembles sont
compacts (voir THEOREME 2.34). Pour les autres notions de convexité, (2.18) n’est pas vrai méme
si des ensembles compacts sont considérés.

THEOREME 2.31. Soit E C RY*"™ qglors

Pco E = {5 e RV*" . £(€) <0, pour toute fonction polyconveze f € ?E}

Rco F = {§ e RV . f (&) <0, pour toute fonction rang un conveze f € ?E}

ScoE = {f e RVX": £(€) <0, pour toute fonction séparément conveze f € ?E} .
DEMONSTRATION. On ne vérifie que la premiere identité, vu que les autres sont similaires. Soit
X T'ensemble du membre de droite. Evidemment X est un ensemble polyconvexe qui contient

E et d’ailleurs contient Pco E. Considérons maintenant § € X. Puisque xpco g est une fonction
polyconvexe de F g, on a xpeo (§) < 0 et donc € € Pco E résultant I'inclusion souhaitée. O

On introduit ensuite quelques ensembles qui permettront de mieux comprendre la fermeture
des enveloppes convexes au sens généralisé.

DEFINITION 2.32. Soit E C RY*™, on définit

cop BE={£eRV*": f(£) <0, pour toute fonction convexe f € Fr}
Pcoy E = {f e RVX™: £(€) <0, pour toute fonction polyconvexe f € fE}
Qeop E = {£ e RV : f(
(
(

)
)
) <0, pour toute fonction quasiconvexe f € F E}
Rcoy B = {f e RV f ¢) <0, pour toute fonction rang un convexe f € .7:E}
)

0
Scop B = {f e RV*" . f(€) <0, pour toute fonction séparément convexe f € fE} .

REMARQUE 2.33. (i) Comme mentionné avant,

cof B =cok.

(ii) Les ensembles ci-dessus sont tous fermés parce que toute fonction séparément convexe &
valeurs dans R est continue. De plus, ces ensembles sont, respectivement, convexe, polyconvexe,
quasiconvexe, rang un convexe et séparément convexe.

(iii) Certains auteurs (voir, par exemple, Miiller-Sverak [31], Sverdk [39], Zhang [43]), ont adopté
les définitions précédentes pour l’enveloppe quasiconvexe et rang un convexe. Ils appellent enve-
loppe laminé convexe ce qu’on a dit étre Rco F.

(iv) Comme dans le THEOREME 2.23, on peut démontrer aisément que

Pcos E = 7(coy T(E) N T(RY*™)).

On étudie ensuite les relations entre les différentes enveloppes convexes et les ensembles intro-
duits ci-dessus.

THEOREME 2.34. Soit E C RV*", on denote par PcoE, QcoE, RecoE et ScoE la fermeture,
respectivement, de ’enveloppe polyconvexe, quasiconvere, rang un convexe et séparément convexe
de E. On a

Pco E C Pcoy

Qeo £ C Qeop E

RcoE C Reoy B

ScoE C Scoy E.
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

En général, les inclusions sont strictes, mais, si E est compact, alors
PcoE = Pco E = Pcoy E.

De plus,
Scoy E ¢ Reo E, Reoy E € Qeo E et Qco; E € PcoE.

REMARQUE 2.35. On attire ’attention sur le fait que, au contraire de ce qui est mentionné dans
Dacorogna-Marcellini [14, page 132], en général, PcoE # Pcoy E, sauf si E est compact. On
remarque aussi (cf. PROPOSITION 2.29) que, en général, les ensembles Pco E, Qco E, Rco E, Sco E
ne sont méme pas séparément convexes.

DEMONSTRATION. Puisque Pcoy E est un ensemble polyconvexe fermé qui contient = alors Pco I/ C
Pcoy E. De fagon analogue on obtient les inclusions dans les cas quasiconvexe, rang un convexe et
séparément convexe.

On vérifie ensuite que les inclusions sont en général strictes. La premiere suit (cf. PRoPOSITION
2.29) du fait qu’il y a des ensembles polyconvexes dont la fermeture n’est pas polyconvexe tandis
que Pcos E l'est toujours. En admettant que F est compact on a, comme on verra,

Pco E' = Pco I = Pcoy E.

Si E est compact alors, du THEOREME 2.23, Pco F est aussi compact et donc PcoE = Pco E.
Voyons que Pcoy E C Pco E. On commence par noter que, comme E est compact, T'(E) est aussi
compact et d’ailleurs co T'(E) 'est aussi. Soit £ € Pcoy E alors, de la polyconvexité de la fonction
n +— dist(T'(n),coT(E)), il vient que dist(T'(§),coT(E)) = 0. Vu que coT(FE) est fermé, on peut
déduire que T'(€) € coT(E) et donc, £ € Pco E.

On utilise ensuite un exemple diit & Casadio [7] (des exemples équivalents ont aussi été donnés
par Aumann-Hart [3] et Tartar [40]) qui montrera d’un seul coup que

QcoE G Qcop E, RcoE G Reop E, ScoE G Scop E

et
Scof E ¢ RcoE, Rcoy E € QeoE.

La deuxiéme non-inclusion avait déja été observée par Dacorogna-Marcellini [14, page 133].
Considérons les quatre matrices diagonales de R?*? suivantes

51 = dlag(_la 0)7 52 = dlag(L _1)3 &3 = dlag(2v 1)7 54 = dlag(07 2)

Comme rang(§; — &) = 2 si ¢ # j, Uensemble E = {£1,£2,£3,£4} est rang un convexe.
Avec le méme argument qu’on a utilisé dans la preuve du THEOREME 2.13, on conclut que F
est aussi quasiconvexe. En effet, supposons que, pour certains ¢ € Wi, et R € O(2), on a

4+ Dy(x)ReE, pp.x€C,

ici C =]0,1[%. Alors, par le THEOREME 2.15, en utilisant le cas des quatre gradients on obtient
&+ Dp(x)R = &; pour certain i € {1,...,4}. De la périodicité de ¢ vient que £ =¢; € E.

On note ensuite que £ # Scoy £, d’ot1 suivent tous les non inclusions vu que Scoy £ C Rcoy E C
Qco; E. Effectivement, toutes les fonctions séparément convexes f € Fg et donc toutes les fonctions
rang un convexes ou quasiconvexes de Fg, ont f(0) < 0 (voir [14]). Donc 0 € Sco; E, mais
0¢ F=ScoE =RcoFE =QcoFE.

Finalement il reste a vérifier que Qco, F ¢ Pco E. 11 suffit de considérer I'ensemble E de la

démonstration de (ii) de la PropostTiON 2.29. On a vérifié que E est polyconvexe donc Pco £ = E.
On a aussi que 0 € Qco; F, mais 0 ¢ E. ]

28



2.2. Notions de convexité pour les ensembles

En résumant, on peut écrire

ScoEl CRcol C QcoEl C PcoE Ccol =coy E,

Scof £ C Reoy E C Qeop EE C Pecog E C coE =cop B
et
Scoy E ¢ Reo E, Reoy E ¢ Qco E, Qcop E € Pco E.
Si E est compact alors Pcoy E'= Pco E et donc Qcoy E C Pco E.

Notons que plusieurs caractérisations des ensembles dans la DEFINITION 2.32 ont été utilisées
dans la littérature. Ces ensembles peuvent étre décrits & 'aide de mesures (cf. Kirchheim [23],
Miiller [30]) ou & I'aide de la fonction distance (cf. Zhang [42]) : si E C RYX" est compact, alors

Qeop E = {& e RN*™: Qdist(¢, E) =0},

ou Qdist(-, E) est 'enveloppe quasiconvexe de la fonction dist(-, F).

2.2.4 Points extrémes, théoreme de Minkowski et fonction de Choquet

La notion de point extréme joue un role important dans I’analyse convexe. De facon analogue
on introduit cette notion pour les autres notions de convexité (cf. Dacorogna-Marcellini [14, page
138]).

DEerFINITION 2.36. (i) Si E C R™ est convexe, £ € F est un point extréme de F au sens convexe
si

E=XG + (1= N)&
A€, &, € E };‘fl =&H=¢

Pour un ensemble arbitraire E C R™, I’ensemble des points extrémes de co E sera noté E_,.
(ii) Si E C RV*™ est polyconvexe, ¢ € E est un point extréme de E au sens polyconvexe si

I
T = AZT i)y
© = ATE e i 1T

(>‘17"'7)\I) GAI» )\1 >07 gz er

quelque soit I € N. Pour un ensemble arbitraire E C RY*"_ ’ensemble des points extrémes de

Pco E sera noté EY_,.

(iii) Si B C RV*" est quasiconvexe, £ € F est un point extréme de E au sens quasiconvexe si

4+ Dp(x)REE, pp.x € C,

= Dp =0.
C =]0,1[", ¢ € Wpepr, R € O(n)

Pour un ensemble arbitraire E C RV*" I’ensemble des points extrémes de Qco E sera noté EZ,.
(iv) Si E C RVX" est rang un convexe, £ € F est un point extréme de E au sens rang un
convexe si

E=X1+(1-N)&

A €J0,1], &1,& € B, rang(& — &) <1 } =4 =8=¢

Pour un ensemble arbitraire E C RV*" I'ensemble des points extrémes de Rco E sera noté ET,,.
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

(v) Si E C R™ est séparément convexe, £ € E est un point extréme de E au sens séparément
convexe si

E=Xa+ (1-N)&
A€0,1], &,6 € E, & —& = se;, =6 =86=¢

avec s € R et e; un vecteur de la base canonique de R™

Pour un ensemble arbitraire £/ C R™, ’ensemble des points extrémes de Sco E sera noté E?_,.

REMARQUE 2.37. (i) La définition du point extréme au sens convexe est équivalente a

I
= )\2 (2]
6 ; f @fi:f,i:L...,I
()\1,...,/\1)€A], )\i>07 fiEE

quelque soit I € N.
(ii) Comme on verra dans la REMARQUE 2.41, si F est un compact polyconvexe, on peut faire
I =7+ 1 dans la définition du point extréme au sens polyconvexe.

On voit ensuite les relations entre les différents ensembles de points extrémes.
PRroOPOSITION 2.38. Soit E C RV*™, Alors

c
Eewt

CE',CEl,CEl,CE;,CE.

ext

DEMONSTRATION. Les inclusions non triviales sont celles liées & EZ,, 'ensemble des points extrémes
de Qco E. Les arguments sont les mémes employés dans la preuve du THEOREME 2.13, Partie 1.
Voyons que EY,, C EZ,. Soit £ € E? ,. Par la représentation de Pco E donnée dans (ii) du

ext" ext*

THEOREME 2.23, £ € E C Qco E. Supposons que, pour certains ¢ € Wy, et R € O(n),
E+ Dy(x)R € Qco E, pp. x € C.

Soient n;, i =1,...,k tels que A\; ;=mes{z € C: Dp(x)R=1n;} >0.0naé+n € QooE C PcoE

et, par la périodicité de ¢,
k
T() = SONT(E + 7).
i=1
Donc, comme & € EY ,, vient que £ +1; =&, Vi=1,...,k et d’ailleurs Dy = 0.

On vérifie ensuite que EL, C E7 . Soit £ € E,. Par le THEOREME 2.26, £ € E C Reo E.

exrt ext*

Supposons que £ = A&14(1— )& pour certains A €]0, 1[ et &1, &> € Reo E, tels que rang (€1 —&) < 1.
Comme on a vu dans le THEOREME 2.13, il existe ¢ € W, et R € O(n) tels que

E+ Dy(x)R € {&1,6} CReoE C Qeo E, p.p. x € C.

Comme £ € EZ_, on obtient Dy = 0 et donc & = & = &. O

ext

Le résultat suivant met en rapport les points extrémes au sens polyconvexe d’un ensemble F
avec les points extrémes au sens convexe de T'(E).

ProPosITION 2.39. Soit E C RNX™. Alors
T(E)izt = T(Egmt)a
ot T(E)

¢ désigne lensemble des points extrémes de coT(E) au sens conveze.
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2.2. Notions de convexité pour les ensembles

DEMONSTRATION. On commence par Uinclusion T'(E)¢,, C T(E?,,). Soit X € T(E)¢,;. En particu-
lier, X € T(E) et on peut écrire X = T'(n) avec n € E. 1l suffit de vérifier que n € E¥ ,. Supposons
que

I
T(n) = Z AT (ns)

pour certains (A1,..., A7) € Ar, A\ >0, n; € PcoE. Comme n; € Pco E alors T'(1;) € coT(E), et
il suit que, du fait que T'(n) est un point extréme de coT(E), n; = n pour tout i, c’est-a-dire 7 est
un point extréme de Pco E.

) C T(E)S,,. Soit £ € EY_, et supposons que

Voyons maintenant que T'(E” C ot Lt

ext
T(E) =AX + (1= \)Y
avec X,Y € coT(F), 0 < A < 1. Alors, par le théoréme de Carathéodory,

T+1 T+1

X = Z AT(&), Y= ZHiT(m)

avec (A1, ey A1)y (1, ooy hra1) € Argn, Aiy i >0, &,m; € E. Donc,

T74+1 T+1

T(¢) = Z AT (&) + Z(l — N T ().

Comme £ € E?,, alors £ = & = n; pour tout i et donc T'(§) = X = Y. On conclut ainsi que

T(€) € T(E)yr o

ext*

Le théoreme de Minkowski, parfois nommé comme le théoreme de Krein-Milman qui en est
toutefois sa version en dimension infinie, assure que ’enveloppe convexe d’'un compact coincide
avec 'enveloppe convexe de ses points extrémes. On discute par la suite la généralisation de ce
résultat aux autres notions de convexité. On commence par le cas polyconvexe qui a déja été
analysé par Dacorogna-Tanteri [20].

THEOREME 2.40. Soit E C RN*™ un ensemble compact. Alors
Pco E = Pco EY,.

REMARQUE 2.41. Ce résultat et le THEOREME 2.23 permettent de conclure que pour les ensembles
polyconvexes compacts on peut prendre I = 7 + 1 dans la définition des points extrémes au sens
polyconvexe.

DEMONSTRATION. On commence par noter que

Pco E = n(coT(E) N T(RN*™))
Pco B, = m(co T(EY,,) N T(RN*™)).

exrt

Par le théoreme de Minkowski, et du fait que T'(E) est compact, on a

coT(E) = co(T(E)¢.),

ext

ou T(E)S,, est I'ensemble des points extrémes de coT(F) (au sens convexe). Comme par la
ProrosrTion 2.39
T(E)(Cﬂct - T(E(fmt)a

on conclut le résultat. O
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

Comme il a été observé par Kirchheim dans [23], le résultat précédent n’est pas vrai pour les
enveloppes quasiconvexes, rang un convexes ou séparément convexes (voir 'EXEMPLE 2.43 plus
bas). Pourtant, pour ces cas, un résultat plus faible peut étre démontré (cf. THEOREME 2.42). On
reproduit ci-dessous la démonstration de Matousek-Plechac [28], qui, comme on le verra, est aussi
applicable au cas quasiconvexe. Pour ce dernier, voir aussi Zhang [42].

THEOREME 2.42. Soit E C RN*™ un ensemble borné. On dénote par B4, E' | EI, respecti-
vement, l’ensemble des points extrémes de Qcoy B (au sens quasiconvexe), 'ensemble des points
extrémes de Rcoy E (au sens rang un conveze) et l'ensemble des points extrémes de Scor E (au
sens séparément convexe). Alors

Qcoy E = Qcoy EY. Rcos E = Reoy ELY, et Scos E = Scoy E,.
DEMONSTRATION. Comme déja mentionné, la preuve est due & Matousek-Plechdé [28]. On la divise
en deux étapes. La premiere est identique dans les trois cas considérés et on la présente dans le
contexte de la quasiconvexité. Dans la deuxieme étape on considere séparément les cas quasiconvexe
et rang un convexe (ce dernier étant analogue au cas séparément convexe). Dans tout ce qui suit

on dénote par EZL la fermeture de B4/, o
Etape 1. On note que, pour tout ensemble K C RNM*n, Qcoy K = Qcoy K. Alors, il suffit

de prouver que Qco; E' = Qcoy EZL. L’inclusion Qcoy EZL C Qcoy E est élémentaire. 11 reste a

vérifier ’autre inclusion. On procede par ’absurde.

Supposons qu'’il existe n € Qco; F \ Qcoy EZL,

siconvexe f : RVX" — R telle que f € Fgar et f(n) > 0. On note que Qco; E, en étant un
ext

alors, par définition, il y a une fonction qua-

sous-ensemble de I’ensemble borné co E, est compact.
Soit
M = max f et A={£€Qcos E: f(§) =M}
Qcoy E
Cet ensemble est compact (vu que Qcoy E est compact et f est continue) et non vide . Alors,
considérant RYV*"™ avec I'ordre lexicographique (les éléments de RV *" vu comme vecteurs) on peut

assurer 'existence de I’élément maximal de A, disons &. On a &y ¢ Egg]:t puisque

0< ) < guas f = M = f(&).

Comme on verra dans ’Etape 2 cela entraine 'existence d’un élément dans A plus grand que
&o dans P'ordre lexicographique, qui est une contradiction.
Etape 2. Cas quasiconveze. Comme §y € Qco E\EZL, il existe certains ¢ € Wpe, et R € O(n)
tels que
§o + Dp(x)R € Qeoy B, pp. x € C, avec Dy # 0.

On peut écrire
Dyp(z)R € {&,....&}, pp-x € Cet \y =mes{z € C: Dy(z)R=¢} > 0.

Comme &y +¢; € Qcoy B, on a f(§o+§;) < M. Conséquemment, de la quasiconvexité de f (comme
on a vu dans la démonstration du THEOREME 2.16), on obtient

k
M = f(é) < /C F(60+ Dp()R) dw = D" Af (€0 + &) < M

ce qui implique f(§o+&;) = M, i =1,..., k c’est-a-dire {, +&; € A. Finalement, du fait que Dy # 0
et 0= [, Do(z)Rdx = Zle A& on conclut que parmi les éléments &y + &; il existe au moins un
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2.2. Notions de convexité pour les ensembles

qui est plus grand que &y (pour l'ordre lexicographique) ce qui contredit le fait que &y est I’élément
maximal de A.

Cas rang un convexe. On rappelle que dans ce cas la fonction f est rang un convexe. Comme
& € Reoy E \ E', il existe 11,1, € Reoy E, avec rang(m — n2) = 1 tels que §o = A + (1 — X))
et & # m, & # n2. Comme dans le cas quasiconvexe on obtient f(m) = f(n2) = M et de
& = M1+ (1 — M) il suit que 71 ou 1 doit étre plus grand que &y, ce qui est absurde. O

Comme remarqué par Kirchheim [23], I'exemple de Casadio [7] (ou ceux de Aumann-Hart [3]
et Tartar [40]) déja considéré dans la preuve du THEOREME 2.34, montre qu’en général, méme si
FE est compact, on a les inégalités

QcoE!, #QcoE, RcoEl,, #RcoE et ScoE:,, # ScoE.
L’exemple est le suivant.

ExEMPLE 2.43. On considere un ensemble de matrices diagonales qu’on identifie avec des éléments
de R2. En particulier, la rang un convexité et la convexité séparée coincident.

Soit
E=FE, UE,UE;UE,UEs,

ou
Ei={(z,y) eR?: 0<2<1, 0<y<1},
Ey={(z,1)eR?: 1<2<2}, E3={0,y)cR?: 1<y<2},
Ey={(2,00€R?*: -1<z<0}, Es={(1,y) €R?*: —1<y <0}

On note que 'ensemble E est compact et rang un convexe et, de plus,

ngt - gzt = {£17§27€37§4}7

ou
51 = (_1’0)7 52 = (17_1)7 €3 = (271)a 54 = (0a2)

Donc, puisqu’il n’y a pas de connections de rang un entre les éléments &;, par le THEOREME
2.15, Qo El, = E , et Reo ET, E’.,. Néanmoins, B!, CEl,, S E=RcoE C QcoE.

ext ext — T ext £

On se tourne maintenant vers la question de 'existence de la fonction de Choquet pour les
convexités au sens généralisé. Le cas polyconvexe a été étudié par Dacorogna-Tanteri [20]. Le
résultat est le suivant.

THEOREME 2.44. Soit E C RV*™ un ensemble polyconvexe compact et non vide. Alors il existe
une fonction polyconveze p : RV*" — RU {400} telle que

Egy ={6€E: o(§) =0} et o) <0&EeE.
Ci-dessous, ce résultat est étendu au cas rang un convexe.

THEOREME 2.45. Soit E C RVNX™ un ensemble rang un convexe compact et non vide. Alors il
existe une fonction rang un convere ¢ : RN*" — R U {+o0} telle que

re=16ECE: o) =0} et pE)<0sECE.

DEMONSTRATION. Considérons la fonction f définie dans RV X" par

-l siceE,
f(g)_{ +oo, i€ ¢ E.
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2. Les notions de convexité au sens généralisé

Alors on définit
Rf(f) 7f(£)a si E S Ea
p(§) =

+o0, si§ ¢ E.

Puisque & — |¢ |2 est convexe, alors ¢ est rang un convexe. En outre, c’est évident que
p(£) <0 EeE.

Voyons que
e(§) =0 = § € E,.

Soit & tel que p(§) = 0 et supposons que § = A + (1 — A& pour certains &1,& € E avec
rang(& — &2) < 1et A €]0, 1. Alors

f(&) = Rf(§) < Af(&) + (1= A)f(&2)

et d’ailleurs

€17 = A&l + (1= N &l

La convexité stricte de la fonction |-|* entraine que & = & = &, cest-a-dire, £ € ET

ext:
On voit ensuite 'implication inverse. Soit £ € E7_,. En particulier £ € E. On a

p(€) = RF(€) — f(€) =lim Ry f(€) + ¢,
Rof(n) = f(n),
Rip1f(n) = mnf {AR; f(&1) + (1 = MR f(§2) : 1= A1+ (1 = A&, rang(& — &) <1, A €]0,1[}

(voir [11, page 202]). Comme & € E7_,, on obtient que, pour tout i, R; f(§) = f(§) = — €] puisque
¢ € E. Donc ¢(£) = 0. O

On note encore que, di a ’absence d’une définition de fonction quasiconvexe qui prend la valeur
400, on ne peut pas démontrer un résultat semblable dans le cas quasiconvexe. En effet, il n’existe
pas de fonction réelle satisfaisant les conditions de la fonction de Choquet puisqu’une telle fonction
serait continue et, en général, ’ensemble des points extrémes n’est pas fermé.
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Chapitre 3

Exemples d’enveloppes
d’ensembles et de fonctions

Plusieurs définitions de convexité pour les ensembles ont été données dans le chapitre précédent.
La rang un convexité, et plus précisément 1’enveloppe rang un convexe d’un ensemble, s’avere
particulierement intéressante vu les applications a la résolution des inclusions différentielles. On
consacre le présent chapitre au calcul des enveloppes rang un convexes de certains ensembles de
matrices. Ceci sera un outil fondamental pour la résolution des inclusions différentielles considérées
dans le Chapitre 4.

On va étudier des ensembles qui se décrivent a 1’aide d’une fonction quasiaffine. Ainsi, pour

E={¢ecRYV": &) e{a,p}, €| <l i=1,..,N, j=1,..,n},
ou ® est une fonction quasiaffine arbitraire, a < (3 et c;- sont des constantes données, on obtient
Rco E = {g eRN*": ®(¢) € [, ], |§;’ < c;', 1=1,...N, j= 1,...,n}

avec les données soumises & certaines conditions (cf. THEOREME 3.1).
Le cas ou l'on prescrit aussi les valeurs singulieres des matrices est plus intéressant et plus
difficile. Pour ’ensemble E ci-dessous

E={¢eR"™": detf € {a,B}, Ni(§) =, i=2,..,n},

oudet& et A1(€) < ... < A\, (€) dénotent respectivement le déterminant et les valeurs singulieres de
la matrice £ € R™ ™ on trouve que

Reco E = {g eR™™: deté € o, B, [N <[] 7= Qn} .

i=T

(Voir le THEOREME 3.4 pour les détails.) Dacorogna-Marcellini [14] et Dacorogna-Tanteri [20]
avaient considéré les cas a« = —f et @ = (3 # 0; ici nous avons généralisé leur résultats. De plus, au
THEOREME 3.7 nous étendons ce résultat a la situation d’une fonction quasiaffine arbitraire plutot
que la fonction déterminant.

Dans la Section 3.4 on étudie des ensembles de la forme

{€ e RFUX . 54 € e S}

On note que si une surface I' de R"*! est paramétrée par u : Q@ C R® — R alors adj,, Du
représente la normale & la surface I' = u(£2) et 1aire de cette surface est donnée par

/ ladj., Du(z)| dz.
Q
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3. Exemples d’enveloppes d’ensembles et de fonctions

A la fin du chapitre (Section 3.5) on se tourne vers le calcul des enveloppes de fonctions
dépendant des valeurs singulieres et du déterminant. Le résultat obtenu sera utile au Chapitre
5 pour exprimer le probleme relaxé d’un probléeme de minimisation particulier.

3.1 Ensemble défini par une fonction quasiaffine

On obtient, dans cette section, I’expression de I’enveloppe rang un convexe de 1’ensemble

E={{eRYV": &) €{x,f},

fﬂ SC;-, 1= 17"'7N7 ]: 1""’”}

ot ® : RVX" — R désigne une fonction quasiaffine non constante et a, 3 et ¢; sont des constantes
données. Le résultat précis est le suivant.

THEOREME 3.1. Soient o < 3, ® : RNX" — R une fonction quasiaffine non constante et
E={ecRV": &) e{a,pB}, || <, i=1,.,N, j=1,..n},
ot cz» sont des constantes strictement positives telles que
inf{|(€)|: €| = i} = max{lal, |3]}. (3.1)

Alors
RCO E = {f (S RNX” : (I)(f) S [Oé,ﬁ],

f;‘ SC;, 1= 1a-~'aNa .7: 1,...,71},

intRco E = {¢ € RN*™ . ®(¢) € o, 3],

gl <, i=1,..,N, j=1,..,n}.

REMARQUE 3.2. Pour une fonction quasiaffine ® et pour «, 5 € R, on peut toujours trouver (cf.
PRrOPOSITION 3.3) des constantes ¢ > 0 satisfaisant (3.1).

DEMonsTRATION. Partie 1. Soit
X={¢eRV": ®) €elaf], |&] <c, i=1,..,N, j=1,...,n}.
On vérifie que
int X = {£e RV : @(¢) €, B[, |&| <, i=1,..,N, j=1,..,n}:=Y.

Par continuité, il est clair que Y C int X. Inversement, on considere ¢ € int X et on suppose
par 'absurde que € ¢ Y. Il y a deux cas & considérer.
Cas 1:3 (i,5) : |&}] =d.

1l suffit de considérer une matrice de la forme £¥¢ = ¢ & ee’ ® e;. Pour € suffisamment petit,
£+° € X puisque € € int X et |€ — £+°| = ¢, mais |(§i5)§| > ¢}, ce qui est absurde.
Cas 2: ®(¢) € {a, 8}, 5;’ < cé», Y (i,7).

Disons que ®(£) = . Comme P est quasiaffine et non constante, par la PrRoposiTiON 2.6, ®
n’a pas de points de minimum local et donc

Ve>03dneBA(): () < a.

On est arrivé de cette facon a I’absurde.
Partie 2 : Avec les notations avant utilisées, on vérifie que Rco ' = X. L’expression de int Rco E
suit alors de la Partie 1.

Comme les fonctions @, —P et £ — ‘f;’ — c§ sont rang un convexes et £ C X alors RcoE C X.
Il reste a vérifier que X C Rco E.
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3.1. Ensemble défini par une fonction quasiaffine

En effet, il suffit de vérifier que si & € RV *" est tel que ®(¢) €a, 3] et |£§| < cj— alors £ € Reo E.
On considére une telle matrice £. De (3.1) on a qu'il existe (i, ) tel que |¢}| < ¢i. En écrivant

§t:£+tei®ej

on a que pour certains t; < 0 < to, £ € 90X, v = 1,2, c’est-a-dire ®(£¥) € {a, B} ou ’(ét")ﬂ =cl.
Si c’est le premier cas alors £ € E, sinon on refait le méme raisonnement avec une composante
(i,7) différente. Cela est encore possible par 'hypothese (3.1). Cette condition assure aussi qu’avant
d’avoir obtenu une matrice dont toutes les composantes valent en valeur absolue cz'-, on atteindra
des éléments de E ; ce-ci garantit que £ € Rco E. a

On vérifie ensuite que 'hypothese (3.1) du théoréme précédent est admissible pour un choix
adéquat des constantes c}.

PropoOsITION 3.3. Soient ® : RV*" — R une fonction quasiaffine non constante et K, L > 0.
Alors il existe c;>L,i=1,..,N, j=1,...n tels que

inf{|®(&)|: |&| =<} > K.

DEMONSTRATION. Une fois que @ est quasiaffine, par le THEOREME 2.5, on peut écrire

i gh
NAn . i gjl gjq
iy
SE)=0)+ Y D det :
g=1 1<i1 < <ig<N g .. ¢la
151 < <jg<n g1 Ja

Comme @ n’est pas constante, il existe 1 <s < NAn, 1 <ip < <ig<Netl<j <+ <
Js < tels que p 7' # 0 et ,u;ll','_'_lf’ =0, V ¢ > s. Sans perte de généralité on admet

Jq
pils # 0. (3:2)

On définit ’ensemble
Nxn i
0 ={0cRY*": 0, € {£1}}

et le produit A ® B € RN*" pour des matrices A, B € RV*" comme
(Ao B); = A - BL.
On veut trouver une matrice C € RV*™ de composantes cj— tels que c;- > L et
E=C00,0c0 = |2(¢|> K.
On va démontrer que cette matrice peut étre choisit de la forme C' =74 ou 7 > 0 et, pour ¢t > 0

Al=tsil1<i<s,
A;:lsinon(i.e.sii#jousii:j28+1)-

On note que

2(§) = ¢(CoI)

i1 il ... i1 il
s Ajlajl quejq
_ q i1 .
o0)+> 7 > g det -
g=1 1<i1<<ig<N igpiq . iq giq
1<j1<<jq<n Aj19j1 quejq

et que pour 7 et ¢ suffisamment grands il existe v > 0 tel que
[D(E) = y7°¢".

En choisissant 7 et t suffisamment grands on trouve cé > L et |®(¢)| > K, comme on voulait. 0O

37



3. Exemples d’enveloppes d’ensembles et de fonctions

3.2 Le cas du déterminant avec conditions sur les valeurs
singulieres

Le résultat principal de cette section est le THEOREME 3.4 ci-dessous qui généralise des résultats
déja existants (cf. REMARQUE 3.5). Ce théoréme fourni une caractérisation de I'enveloppe rang un
convexe de ’ensemble

{€ e RV ™: det& € {a, B}, Ni(§) =7, i =2,...,n}, (3.3)

ou N\ (§), i = 2,...,n désignent les valeurs singulieres de la matrice . Pour des propriétés concernant
les valeurs singulieres d’une matrice on se réfere a la Section 3.6.

THEOREME 3.4. Soientn > 2, a < (3,0 < vy < ... <7, des constantes qui vérifient la condition

n
][y = max{lal,|8]} et

i=2
E= {§ eR™™: deté € {a, B}, (&) =5, i = 2,...,n}.

Alors

n

Rco E = {g eR™V: deté € o, B, [N <[] 7=2 n} .

=T
De plus, si o < (3 alors

n

intRecoE = {§ ER™™: deté € a, [, H)\i(f) < H%, T=2, ,n}

=T

REMARQUE 3.5. (i) L’hypothése sur les constantes «, 3 et 7; n’est pas une condition restrictive
si on veut que E soit non vide et qu’il contienne a la fois des éléments dont le déterminant vaut «
et des éléments dont le déterminant vaut (.

(ii) Le théoréme ci-dessus étend les résultats de Dacorogna-Marcellini [14, Théoréme 7.18, page
187] et Dacorogna-Tanteri [20, Théoréme 10.1, page 334].

En effet, dans [14], ensemble F considéré est ’ensemble des matrices qui ont toutes les valeurs
singuliéres fixes, i.e.

E={¢cR"™: ()=, i=1,..,n}.

Alors le déterminant des éléments de E ne peut avoir que deux valeurs (qui sont symétriques) :

¢eB = |deté] =[N =]
i=1 =1

n
En posant = —a = H’yi on voit que ce cas est un cas particulier du noétre.
i=1
Pour le cas considéré dans [20], ’ensemble E s’écrit

E= {f ER™™: N(§) =i, i=1,..,n, det{ = H%}
=1

n

ce qui est équivalent a faire a = = H’yi dans le THEOREME 3.4. On note que dans ce cas
i=1

int Reco E = (). Cependant, pour les résultats d’existence de solution du Chapitre 4, on considere
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3.2. Le cas du déterminant avec conditions sur les valeurs singulieres

Iintérieur de Rco E par rapport a {f ER™": deté = a}, qu’on notera de la méme fagon par
int Rco E.

(iii) Comme cas particulier du THEOREME 3.4, on a encore le cas ou y; =7, ¢ = 2,...,n. Notons
que, dans ce cas, hypothese sur les constantes v, a et 3 devient v > max{|«/|,|5|} et on peut
écrire

Reo E = {£ € R™" : det€ € [, B], M(§) <}

(iv) On note que du THEOREME 3.4 on peut déduire que si

E={¢ecR"": detf € {a,B}, M(&) =7}
ou
E={cR"": det € {a,B}, M(§) <7},

on a encore

Rco E = {f e R™™: deté € [a, 3], \(§) < ’Y},
sous I'hypothese " > max{|al, |8}

Avant de démontrer le THEOREME 3.4, on prouve le lemme suivant.

LEMME 3.6. Soientn>2, a<(,0< v <..<~v, et

X = {5 eR™™: deté € o, 8], [N < [[re 7 =2 n}
Alors

i=T

int X = {§ eR™™: deté € o, F], HAi(g) < H%, T= 2,...,n}.
DEMONSTRATION. Soit

n n
A= {5 eR™: deté €la, B, [N <] =2, n} .
=T =T
n
On veut vérifier que A = int X. Par continuité des fonctions déterminant et H Ai(+) on a que
A C int X. 1l faut alors vérifier I'autre inclusion. On considére £ € int X et (Z)nTle suppose par
I’absurde hors de A. D’apres la REMARQUE 3.19, on peut écrire

T

£=P Q

T

ou P,Q € SO(n) et |x1| < a9 < -+ < xp. En effet, A1 (§) = |x1] et \i(§) =z, i =2,...,n.
Il y a deux cas a considérer.

Cas 1: H)\i(f) = H% pour un certain 7 € {2,...,n}.

=T =T
On note d’abord que 'égalité ci-dessus et le fait de ; > 0, ¢ = 2,...,n impliquent que
Tr-Tp_1 > 0.
Considérons
Z1

Tn—1
Ty + €
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3. Exemples d’enveloppes d’ensembles et de fonctions

Comme A, (-) est une norme (cf. THEOREME 3.20) en R™*™ et A, (£ — &) = € on sait que, pour €
n

—.

Il
Bl

suffisamment petit, £, € X. Cependant, H)\i(«fa) = H)\i(§)+€x?- X1 = | |vitexs- x>

=T 2

n
H%. De cette inégalité résulte que & ¢ X et donc on arrive & une contradiction.

i=T

Cas 2 : det¢ € {a, G}, H)\z(f) < H%’ T=2..,n

=T

=T
Supposons, sans perte de généralité, que det{ = «. On procéde comme avant. Si xo -z, > 0
on fait
r1 — €
T2
66 =P . Q

Tn

et on voit que & € X pour ¢ petit, mais que det &, < « ce qui est absurde.
Si 2 =0 pour i* € {2,...,n} et x;=11 # 0 alors z; =0, i = 1, ...,i* et donc

Tix+1

Tn

On fait alors

LTi* 41

Tn

qui est dans X pour € petit, mais dont le déterminant vérifie : det{, < 0 = « ce qui n’est pas
possible.
Des deux cas considérés on obtient que A = int X. O

On présente ensuite la démonstration du résultat principal de cette section, le THEOREME 3.4.

DEMONSTRATION du THEOREME 3.4. Soit X comme dans le LEMME 3.6, on vérifie que X = Rco F.
Une fois démontrée cette identité la représentation de int Rco E suit du LEMME 3.6.
Comume les fonctions

54>:|Zd€t€, €*>H)\l(£)7 l/:2,...,’/l

sont rang un convexes on sait que X est un ensemble rang un convexe. De plus, comme E C X on
conclut que Rco F C X. Il reste donc & démontrer que X C Rco E.

Comme X est un ensemble borné, il suffit de vérifier que X C Rco E. (L’expression de 0X
est connue par le LEMME 3.6.) Soit £ € 0X. Comme les fonctions qui définissent X sont SO(n)
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3.2. Le cas du déterminant avec conditions sur les valeurs singulieres

invariantes, par la REMARQUE 3.19, on peut supposer £ de la forme

1

Ln

ou |z <xe < -+ < .
On démontre l'inclusion souhaitée par récurrence sur n. On commence par la dimension 2. Il y
a deux cas a considérer.

Cas 1: detf € ]aaﬂ[a )\2(5) =72

Dans ce cas on écrit
="
X9 ’

ou |r1] <xe =72 et 1 € } g, — [ Alors, 71 = s +(1- s)ﬁ pour certain s €]0, 1] et donc on
Y2 V2 Y2 Y2
écrit g = S€t1 + (1 - S) €t27 ol

a N
&ty ( 3 " > et &ty < 2 72 >

Evidemment det &, € {a, B} . Comme, par hypothese, y3 > max {|a|, |3}, on déduit que A\2(&;,) =

~2. On assure, de cette fagon, que £ peut étre écrit comme combinaison rang un convexe d’éléments
de E d’ou on conclut que £ € Reco E.

Cas 2 : det€ € {a, 8}, Aa2(§) < 2.
On écrit

_ (™
5_( x2)7

avec 2129 € {«, B} et |x1] < g < 2. On considére, maintenant,

o il t
a= (%5
On a, pour tout ¢t € R, det {; = det £. D’ailleurs, comme A3(£p) = A2(€) < 72 et Aa(+) est une norme

dans R2*2 on sait qu’il existe t; < 0 < to tels que \2(&;,) = 72. Comme &, — &, a rang un, on
conclut que £ € Rco E.

On prouve ensuite que 0X C Rco E dans le cas de la dimension n. On considere deux cas.

Cas 1:deté € [a,f] et H)\i(f) = H’yi pour un certain 7 € {2,...,n}.

[ &a
f‘( @)

On peut écrire £ par blocs :
ou &y = diag(zy, ..., x7-1) et g = diag(aF, ..., z,,). Le but est maintenant d’appliquer 'hypothese
de récurrence a &4 et £g. Voyons que &4 est dans les conditions pour appliquer ’hypothese de

récurrence.
71

I |'Y' > max{ o 1A }
1 .
i=2 )T""Yn, Y7 In

41
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3. Exemples d’enveloppes d’ensembles et de fonctions

De plus, deté4 =

det & det & [ &Y g }
€ , et
TreTn e U LV ¥ n

7-1 mx© Ixe II» -
[T xicea) =57 == <F—=[[w7r=2..7-1
i=T H i (E) H Y H’Yi i=T

1=7 1=T

Regardons maintenant la matrice {g. On a det{p = ~v7-- v, et

n—71+1 n n
I Meol= ] w< II wr=2m-741
1=T7 i=74+7—1 i=74+7—1
n—7+1
Comme 741 > 7 alors, Y741 H VitT—1 = Y7 Y. Donc Ep est aussi dans les conditions

i=2
d’application de 'hypothese de récurrence et on conclut que £ € Rco E.

Cas 2 : det& € {a, 8} et H)\Z—(g) < 1_[%-7 T=2, ...,

Soit
Y = {7) € R™" : detn = deté, H)\i(n) < H%, T= 2,...,n}.

On a que, pour la topologie induite par W = {7) € R™" : detn = det 5},

intY = {7} € R™" : detn = deté, H)\i(n) < H’yi, T = 2,...,11} .

=T

n
En effet, la continuité des fonctions H)‘l() assure que int Y contient ’ensemble du deuxieme
=T

membre. Pour l'autre inclusion on raisonne par l’absurde. On considere 1 € intY (en particulier

n n
n €Y) et on admet que H)\i(n) = H% pour un certain 7 € {2,...,n}. En écrivant

i=7 i=7
Y1
n=~"r Q
Yn
pour P et @ dans SO(n) et |yi| <y2 < -+ < y,, on définit

1

niP Y71
e =

Yn
qui vérifie n. € W et \,,(n-—n) = &, ce qui assure, pour ¢ petit, que 7. € Y, puisque, par hypothese,
n

n
7 € int Y. Mais H)\i (ne) > H%- donc 7. ¢ Y qui est une contradiction. On termine ainsi la preuve
i=7 i=7

de 'expression de int Y.
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3.3. Extension du cas d’un ensemble défini par une fonction quasiaffine

On remarque, maintenant, que £ comme dans I’hypothese, appartient a int Y. Définissons

Ty

0 Tp

On a det& = det&, quelque soit ¢t € R. Alors, & € W,V t € R. Mais, comme Y est borné, on
peut assurer que & = s&;, + (1 — s)&, pour certains s €]0,1[ et &, € Y. Alors &, sont dans les
conditions du premier cas et donc &, € Rco E. On conclut ainsi que £ est aussi un élément de
Rco F. a

3.3 Extension du cas d’un ensemble défini par une fonction
quasiaffine

Dans cette section, ainsi que dans la Section 3.1, on considere '’enveloppe rang un convexe d’'un
sous-ensemble E de

{ee RV @(¢) € {a, 8}},

ou ¢ est une fonction quasiaffine et F est un ensemble borné. On veux maintenant imposer des
conditions sur les valeurs singuliéres des matrices dans la définition de E. Au contraire du cas
particulier étudié dans la Section 3.2, ot ® est le déterminant, maintenant on ne pourra qu’imposer
les valeurs singulieres de certaines sous-matrices qu’on décrira plus bas. Donc, de ce point de vue,
le résultat obtenu est moins général que celui de la section précédente.

On commence par introduire des notations qu’on va utiliser dans cette section. Soit @ :
RN*" _, R une fonction quasiaffine non constante. Par le THEOREME 2.5, on peut écrire

NAn

(&) =(0) + Y < A¥jadjé >,
k=1

ot NAn =min{N,n}, A¥ € R7®) (k) = (¥) x (), adj,& est la matrice des mineurs de ¢ d’ordre
k et < ; > dénote le produit scalaire.

Soit | = max{k : A* # 0}. On fixe (s,t) € R°® tel que (A"); # 0. On rappelle que la
composante (s,t) de adj;¢ est le produit de (—1)*T par le déterminant d’une sous-matrice carrée
d’ordre I de & qui on note par ¢ : (adj;€)$ = (—1)*tt det £.

On note encore par I I'ensemble des indices des composantes de la matrice £ qui ne sont pas
dans la matrice ¢ :

I={(,5) €{1,. N} x {1,...,n}: & ¢ &}

THEOREME 3.7. Soient ® : RVX" — R une fonction quasiaffine non constante, a < f3, C;— >
0, V (i,4) € I, v > 0 une constante. Supposons satisfaites les conditions

sup {@(€): [&f] =}, ¥ (i) €L M) =7, ¥ i= 1.l (AN (adj); <0} <o (3.4)
et
5 < inf{fb(f) el =, ¥ (g) €T, M(€) =, Yi=1,...1, (A)3(adj); > o} (3.5)
et on définit
E-= {g RV d(¢) € {a, B}, [€1] <, ¥ (i,4) €T, Mi(€) =, i = 2,...,1}.
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3. Exemples d’enveloppes d’ensembles et de fonctions

Alors _ _ R
Reo B = {€ € RV : 0(¢) € [0 8], [¢}] <}, ¥ (7)€ I, M) <7}

De plus, si a < 3 alors
int Reo B = {5 RV B(6) ela, B, |€1] < i, V (i,5) € I, M(€) < 7} :

REMARQUE 3.8. (i) Dans le cas ot ® est affine, c’est-a-dire quand [ = 1, alors 'ensemble E doit
étre interprété comme

E={geRY": 0(¢) € {a, 8}, [g] <), ¥ (i,5) € I}
et ‘ 4
Reo E={¢ e RY*™: &(¢) € [o, 8], || < b, ¥ (i,5) € I}
(ii) Si N =n et ®(¢) dépend du déterminant de ¢ alors

E={¢eR"": ¢ € {a,f}, Ni(€) =7, i=2,...,n}.

(iii) Moins généralement que dans le cas o @ est la fonction déterminant, considéré dans la
section précédente, ici la valeur imposée pour les différentes valeurs singulieres doit étre la méme.

DEMONSTRATION. Partie 1. Pour o < (3, soit
X ={eer™m: 0@ gl |g| < ¥ (ig) € L M) <.
On vérifie que
int X = {g RV B(¢) €la, B, [¢1] < ¢, ¥ (i,5) € I, M(€) < 7} .

Par continuité, c’est clair que int X contient I’ensemble du deuxieme membre. On considere
maintenant un élément ¢ € int X (donc £ € X)) et on suppose par ’absurde que £ n’est pas dans
I’ensemble du deuxieme membre. On divise le probleéme en trois cas.

Cas 1: }§;| = ¢ pour un certain (i,5) € I.

Pour obtenir absurde il suffit de considérer une matrice de la forme £+ = £ 4 c¢’ ®e; de facon
que |(§i5)§| > ¢. En fait |+ — ¢] = ¢, mais €+° ¢ X.

Cas 2 : i(€) = 1.

Dans ce cas si on écrit
T

725N
I
e

Q,

Ti—1
y

oit P,Q € SO(l) et |z1| < wy < -+ < a1 < alors il suffit de considérer £ € RV*" tel que
T

E=r Q

Tj—1
y+e

et (€)% =&, V (i,7) € 1. Comme avant on arrive & 'absurde.
Cas 3: ®(¢) € {a, B}.

La fonction ® n’a pas d’extrema relatifs (cf. PRoposiTION 2.6) donc, si un voisinage de £ est
donné, on peut trouver € RV*" dans ce voisinage tel que ®(n) ¢ [, 8], ce qui est absurde.
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3.3. Extension du cas d’un ensemble défini par une fonction quasiaffine

On a démontré ainsi I'expression de int X.

Partie 2. Avec les notations de la Partie 1, on démontre que X = Rco E.
Comme E C X et X est rang un convexe alors Rco F C X. On vérifie maintenant l'autre
inclusion. On considére trois cas.

Cas 1: ®(€) €la, B, €] < b, ¥ (i,4) €1, M() =7, Vi=2,..,1L

On commence par noter qu’on peut se réduire au cas ou ‘£;| = cj-, V (i,7) € I. En fait, on
peut faire, d’une fagon itérative, faire chaque composante &}, (i,7) € I, atteindre en valeur absolue
la valeur cj. Si dans ce processus la fonction ® prend la valeur a ou 3 alors on peut conclure
que & € RcoE. Sinon il reste & considérer le cas ou ®(§) €]a, ], ‘{;’ = cé, Y (i,5) € T et
M) =7, Vi=2,..,1

Dans ce cas, on peut écrire

Z1

785N
Il
Y

O

ou P,Q € SO(I) et |x1] <. ‘
On consideére une matrice n € RVX" telle que n; =0,V (i,j) €let

0

Si on définit p; = £+tn, quand on fait ¢ s’éloigner de 0, en prenant des valeurs positives et négatives,
on a, par les hypotheses (3.4) et (3.5), qu’avant que A1 (i) atteint la valeur v, la fonction ® doit
atteindre un des valeurs a ou (3. Donc on conclut que & € Rco F.

Cas 2: ®(¢) € [, 8], |61 < b, V (i,5) € I, Mi(§) =1

On démontre par récurrence sur k > 2 que si ®(§) € [o, 0], |§;| < c}, Y (i,7) € I, )\Z(f) =
v, Vi=k,.. lalors £ € Rco E.

Pour £k = 2 on a vu que la condition est vraie dans le Cas 1. On suppose maintenant la
condition pour un certain k et on la prouve pour k+ 1. Soit & € RV*" tel que ®(¢) € [a, 3], 5;’ <

¢V (i,g) €0, M) =7, YVi=k+1,..,0et M(E) <.
On écrit

T

Tk

v

avec P,Q € SO(I) et on considere une matrice n € RV*" non nulle telle que < D®(£);n >= 0,
rang(n) =1, i =0, V (i,5) € I et 7 ait la forme

. n* 0
ot n* € RFXk,

45



3. Exemples d’enveloppes d’ensembles et de fonctions

Par le THEOREME 2.5 (iii), on a que ®(§ + tn) = ®(§) +t < DP(§);n >= (§) € [, f] et
|(€+tn)i| = |€i] < ¢, V (i,4) € 1. Comme Ay, est une norme dans R**¥, on aura, pour certains

t1 <0 <ty, Nj(§+1tun) =7, Vj =k, ...l Donc, on peut appliquer I’hypothese de récurrence,
conclure que & + t,n € Rco E et d’ailleurs que £ € Rco E/, comme on voulait.
Cas 3 : ®(€) € o, 8], |€}] < i, ¥ (i,5) € I, M(§) <.

Dans ce cas, il suffit de prendre une matrice n € R¥>™ non nulle telle que < D®(§);n >= 0,
rang(n) = 1 et n =0, V¥ (i,5) € I. Comme \; est une norme dans RI*! ] existe ¢ < 0 < to tels

que )\l(ﬁﬁn) = ~. Par le Cas 2, les éléments £ + t,n € Rco E et donc £ € Rco F. a

On démontre maintenant que les hypotheses (3.4) et (3.5) sont admissibles dans le sens de la
proposition suivante.

PROPOSITION 3.9. Soient N,n € N, a < 3, ¢5 >0, V (i,7) € I et & : RN*" — R une fonction
quasiaffine non constante. Alors il existe v > 0 qui vérifie (3.4) et (3.5).

DEMONSTRATION. On démontre I'inégalité (3.4), Pautre est analogue. Pour une constante 7 &

déterminer, supposons & € RNX" tel que }§;| = cg-, Vo(i,j) e I, N(€) =, Vi=1,..1¢et

(AD3(adj,€); < 0. On veut vérifier que ®(¢) < a. Sans perte de généralité, on suppose £ tel que

o~
é' =
Y
On a
1
) = ®0)+ ) < Afadjé >
k=1
= +Z <AFadj e >+ Y (ADi(adj€)l + (A7 (—1)"H det .
(1,5)#(s,t)
Donc, ce qu’on veut vérifier est
1
A > AT +Z<A adj,& > + Z adjlf)
(4,5)#(s,t)

On fait maintenant quelques majorations :

< AF;adjp€ >< |< AR adjg >| < [AF]fadjg] = A% [ ((adip€)h)?.
.7
Comme pour chaque (4, j), (adj,€)’ est le déterminant d’une sous-matrice de £ d’ordre k, on peut
majorer Z((adjkg);-)2 par un polyndme en ~ de degré k2, avec coefficients positifs et qu’on va

(]
noter par pi(y). On a alors

< AFjadju€ >< | A% Vpr(9).
D’autre part, pour (i,j) # (s,t), on a (Al) (ad.]lf) < |(AY; H adji€); " mais |(adjl£)§| peut

étre écrit comme la valeur absolue du déterminant d’une sous-matrice de £ d’ordre [ différente de é ,
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3.4. Surfaces minimales

puisque (%, j) # (s,t). Donc cette sous-matrice a au moins une ligne ou une colonne de composantes
en I et alors ‘ ‘ ‘
(AN (adj;€)5 < [(AD] 4i; (),
ou g;; est un polyndme a coefficients positifs de degré plus petit ou égal a [ — 1.
Donc il suffit d’assurer qu’il existe v qui vérifie

-1
e COR SISV SN EUAPOETI B
t k=1

(4:3)#(st)

ce qui est possible pour « suffisamment grand. O

3.4 Surfaces minimales

On considére dans cette section des ensembles de la forme
{€ e ROVFDXn . qdj ¢ € S).

Comme déja remarqué, adj,, Du(x) représente la normale a la surface paramétrée par application
uw:Q CR* — R

On calcule 'enveloppe rang un convexe des ensembles de la forme précédente et, dans une
deuxie¢me étape (cf. Théoreme 3.11), on introduira des contraintes sur cet ensemble pour le rendre
borné, condition qui s’avére importante pour obtenir des résultats d’existence (cf. Chapitre 4). On
commence par le cas sans contraintes.

ProprosIiTION 3.10. Soit S C R tel que 0 € SUint(coS) ou 0 ¢ co S. Soit
E={¢e R adj ¢ € S}

alors
RcoE = {¢€ e RHDX" . adj € € coS}.

DEMONSTRATION. Soit X = {¢€ € R(t1DX7 . adj ¢ € coS}. Ona E C X. Comme co S est convexe
et adj,, est composée par n + 1 fonctions quasiaffines alors X est rang un convexe et on obtient
que Rco F C X. Ensuite on vérifie 'autre inclusion. 11 y a deux cas a considérer.
Cas 1: ¢ € X tel que adj, & # 0. On peut supposer adj,,& € coS \ S.

Soit x = adj, & # 0. Par le théoreme de Carathéodory on peut écrire

n+2 n+2
T = Z A;x; pour certains A\; > 0 avec Z Ni=1letx; €58.
i=1 i=1
n+2
Pour certain 1 < k < n+ 2, Z Aix; # 0. Supposons sans perte de généralité k = 1. On écrit
i=1, ik
alors
n+2 Nz
r=Mz1+(1-AX =Nz (1= .
1T1 ( 1);1_/\1 171 ( 1)2/1

Par le Lemme 1.11 de Dacorogna [11, page 135] et puisque adj,£ # 0, il existe des matrices
B,C € RDX7 tels que rang(B — C) = 1, adj, B = z; et adj,,C = y;. Donc B € E et pour
conclure que £ € Reo F il suffit de vérifier que C' € Rco E. Pour cela on applique le lemme avant
mentionné a y; qu’on remarque étre non nul. Apres un nombre fini d’itérations de ce proces on
conclut le résultat.
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3. Exemples d’enveloppes d’ensembles et de fonctions

Cas 2 : £ € X tel que adj,§ = 0. En particulier 0 = adj,,& € coS. Supposons que 0 ¢ S, sinon
¢ € E. Alors, par hypothese, 0 = adj,,£ € int(co S).
On écrit, pour P € O(n+1) et Q € O(n) (cf. THEOREME 3.18),

A1 (€)

o
I
N

O

An(§)
0 0

Puisque adj,§ = 0 on a A\1(§) = 0. On procede par récurrence. Si A2(§) > 0 on considere les

matrices
+e

A2(§)
§&+=P Q.

An(£)
0 0

Comme |adj,, (§4)] = €X2(&) - A (§), pour e suffisamment petit alors €&+ € X et, par le Cas 1,
&+ € RecoE. Donc £ € Reo E. Si Ap(§) = 0 et Ag+1(€) # 0 alors de la méme fagon qu’avant on
vérifie que £ peut étre écrit comme combinaison rang un convexe de deux matrices qui ont la méme
adjugé que £ et A\ # 0. Le résultat suit par induction. a

On considere ensuite le cas ou S est le bord d’un ensemble donné. Ceci sera utile pour traiter
certains problémes de minimisation étudiés au Chapitre 5. Nous aurons besoin de travailler avec
des ensembles E bornés. A cet effet on introduit une condition sur la plus grande valeur singuliere.
Comme il est difficile de calculer I’enveloppe rang un convexe de I’ensemble obtenu on se contentera
d’une partie de cet enveloppe qui s’avérera suffisante.

TuEoREME 3.11. Soit C un ensemble ouvert et borné de R" 1 et

E = {¢ e R adj g € 0T, A(6) <7},
ou v > 0 est une constante telle que

lyl <™, VyeC. (3.6)

Alors Reo E contient ’ensemble

K ={¢ e RO adj €T, A(6) <7}
De plus, sous I’hypothése 0 ¢ OC,

int K = {g e ROFDXM . adj € € int T, A\u(€) < 7} .

DEMONSTRATION. Partie 1 : K C Reo E. Soit € € K. Si adj,¢§ € 9C alors £ € E C Reo E. Sinon il
y a deux cas a considérer.
Cas 1:adj, £ €intC, \j(§) =7, i =2,...,n.

Par le théoreme de décomposition (cf. THEOREME 3.18) on peut écrire £ = PLQ, ou P €
O(n+1), Q € SO(n) et L € R"+DX" 4 ]a forme suivante

A1 (€)

o2
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3.4. Surfaces minimales

On définit {; = PL:(Q) ou

A(€) +t
~
L; =
~y
0 0
Comme .
ladj, & = [[re(9), ¥ & e RO
i=1
alors

ladj, & = M (&) + "
Dong, la condition (3.6) implique qu’il existe t; < 0 < o tels que &, € E. Comme rang(&;, —&;,) =
1, on obtient £ € Rco F.
Cas2:adj,é €intC, \(§) =, i=k,...,net \y_1(§) <~ (k€ {2,...,n+1},si k =n+1 on doit
interpréter ’hypotheése comme A, (£) < 7).
On procede par récurrence. Pour k£ = 2 on a que £ € Rco E par le Cas 1. Supposons k > 2. On
considere, comme avant, les matrices de la forme

A1(€)

&=PLQ=P ¥ Q.

Pour certains t; < 0 < t2 on trouve des matrices &, qui different de rang un et tels que A, (&, ) <~

et ou adj, (&, ) € 0C ou \;(&,) =7, j =k —1,...,n. Dans le premier cas il suit de la définition de
E que &, € E, le deuxieme suit de I’hypothese de récurrence.

Partie 2 : Calcule de int K. Par continuité il est clair que int K contient ’ensemble du deuxieme
membre. Pour 'autre inclusion, de fagon analogue au LEMME 3.6 on obtient que si £ € int K alors
A (€) < 7. 1l reste & vérifier que adj,(¢) € intC pour ¢ € int K. Supposons par 'absurde que
¢ cint K et z = adj, & € OC. En particulier, par 'hypotheése,  # 0 et donc on peut écrire

A
¢=PLQ=P Q
0O --- 0

pour certains P € O(n+ 1), Q € SO(n) et Ay, ..., Ay # 0.
Comme z € 9C' on peut trouver y = x + v ¢ C ol v est un vecteur de norme si petite comme
on le veut. Pour un tel v soit u € R"*! tel que u = (adj,, P)Tv.

On définit
M+ Sl
A2
n=FPL,Q=P Q-
An
(=)™ Ty (=) lug Ao . (=) uy A,
A2+ Ap A A H(=1) " Up 1 At A+ (=1)"upt1
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3. Exemples d’enveloppes d’ensembles et de fonctions

On note que
adj,,n = adj,Padj,L,
= adj, P (adj, L +u)
= adj,{+v=y.

Une fois que (adj,, P)” est une matrice orthogonale alors “u et v ont la méme norme. Donc pour
v de norme suffisamment petite on a n € K et adj,,n =y ¢ C, ce qui est une contradiction. O

3.5 Enveloppes de fonctions

On est concerné dans cette section par le calcul des enveloppes d’une classe de fonctions. Il
est connu que si f(§) = h(det(£)), ¥V & € R™™ alors Pf(§) = Qf(§) = Rf(§) = Ch(deté).
On connait aussi des résultats sur les enveloppes de fonctions qui ne dépendent que des valeurs
singuliéres de la matrice. Ici on considére certaines fonctions qui dépendent du déterminant et des
valeurs singulieres simultanément.

THEOREME 3.12. Soient
Q={z= (22, 2p_1) ER"?: 0< 2y < - <y},

g: QxR — RU{+oo} tel que g(-, s) soit continue et bornée inférieurement pour tout s € R. Si
on définit f : R™*"™ — R U {+o0} par f(§) = g(Aa(§),...s An—1(§),det &) alors

Pf(§) = Qf(§) = Rf(&) = Ch(det £),
ot h: R — RU{+oo} est tel que h(s) = irelng(sc, s).

REMARQUE 3.13. (i) Dans le théoreéme la fonction @ f ne doit étre considérée que dans le cas ou
f est réelle (f < +00).

(ii) L’hypothese de continuité sur g(-, s) est trop forte. En fait, dans la démonstration présentée
ici on a besoin de la continuité de g(-, s) seulement dans le cas ou

inf g(-,s) = limg(z*,s), 2* e Q = a25=0.

C’est-a-dire 'infimum de g(+, s) n’est atteint que par des suites de @ qui ont la premiére composante
nulle. Dans ce cas il faut admettre que g(-, s) est continue dans ce sous-ensemble de Q.

(iii) Les fonctions de la forme g(det&), g(A2(&), ..., A\n—1(§)) dont les enveloppes étaient déja
connues, sont des cas particuliers de fonctions f . En fait, dans Buttazzo-Dacorogna-Gangbo [6,
Theorem 3.5, page 29] est considéré le cas des fonctions qui dépendent de (A1, ..., \,—1). Il a été
démontré que si F(€) = g1 (), s An—1(€)) alors CF() = PF(E) = QF(€) = RF(€) = infg. Le
résultat présenté ici ne permet pas de considérer des fonctions qui dépendent aussi de A\; s’il y a
une dépendance par rapport au déterminant. De plus, si c’est le cas, la formule précédente n’est
plus valable, comme on le verra plus bas (ProrosiTion 3.15). S’il y a dépendance par rapport &
la plus grande valeur singuliere, par exemple f(&) = g(A,(£)), il était déja connu (cf. [6, Theorem
3.6 (i), page 31]) que, d’une fagon générale, Pf(£) > inf f.

Avant de démontrer le théoreme on va établir un résultat auxiliaire concernant ’enveloppe rang
un convexe d’un ensemble qui nous convient par la suite.
ProprosiTioN 3.14. Soient 0 <mo < --- < my_1, c€ER et
E={eR™": N =my, 1 =2,...,n—1, det& =c}.
Alors
RcoE ={£ e R™": det& = c}.
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3.5. Enveloppes de fonctions

DEMONSTRATION. C’est clair que Rco E est inclus dans ’ensemble du membre de droite puisque ce
dernier est rang un convexe et contient F. On considére, maintenant, n € R"*™ tel que detn = ¢
n

et on vérifie que n € Rco E. Choisissons m,, > m,,_ satisfaisant mQHmZ— > |c| et
i=2

ﬁmi > ﬁ)\i(n), T=2,..,n.

Alors, par le THEOREME 3.4,

n€Rco{ eR™": N(§) =my, i=2,...,n, det{ =c} C Reo E.

La preuve est finie. O

DEMONSTRATION du THEOREME 3.12. Soit F(§) = Ch(det&). Cette fonction est polyconvexe et
minore f, donc on a F(§) < Pf(§) < Qf(&) < Rf(§), V & € R 1 suffit de vérifier que
RF(€) < F(¢).

On va démontrer que Rf(§) < h(det§), V £ € R™*™. Comme Penveloppe rang un convexe de
h(det &) est précisément F on obtient le résultat. On note qu’on peut supposer h(det{) < +oo
puisque si ce n’est pas le cas I'inégalité est évidente. On fixe £ € R™*™.

On considere une suite ¥ = (25, ...,2%_|) € Q telle que

h(det £) = inf g(-, det £) = lim g(z*, det £)
oi1 I'on peut supposer que g(z*,det ¢) < 400, V k € N. Pour chaque k € N on définit

Gr(n) = Rf(n) — g(a*, det €)

qui est une fonction rang un convexe. On va démontrer que Gi(£) < 0 pour tout k& € N. Pour
chaque k fixé soit s € {1,...,n — 1} tel que 2§ = --- = zF =0 et 2%, > 0 (si s = 1 signifie que

aucune composante de 2* n’est nulle, si s = n — 1 signifie que z* = 0).
Commengons par le cas ou s = 1. Soit

Ey={neRY™: \(n) =aF i=2,...,n—1, detn = det¢}.

Clairement Fy # 0. On a que G}, est négative dans cet ensemble puisque Gi(n) = Rf(n) — f(n)
dans Ej. Comme, par la proposition précédente, ¢ € Rco Ey, la rang un convexité de G implique
que G (&) <0.

Il reste le cas ou s > 1. On définit la fonction

k k
x x
Hi(n)=Rf(n)—g (S:l’ - 5:1 7x§+1, ...7;13]:L1,det§) .

(Sis=n—1onfait H (n) = Rf(n) —g(%,..., 1,det&).)
Soit

k
x
E} = {nER"X":)\i(n)zs’;l, 1=2,...,8, )\j(n):mﬁ, j=s+1,...,n—1,detn:det§}.

Remarquons que E}, # (). Comme avant, on a que H} est négative dans cet ensemble et £ € Reco E.
Donc, de la rang un convexité de H} on obtient que H}(£) <0 :

Tii Ti g k
Rf(g) Sg T7"‘7 t 7xs+17“‘>xn717det€ .
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3. Exemples d’enveloppes d’ensembles et de fonctions

On passe a la limite dans t et on obtient que G (&) < 0.
Donc, on a vu que G(§) <0, V k € N. En passant a la limite dans k on obtient que Rf ()

<
h(det &), comme on voulait. O

Ensuite on voit que I’expression obtenue pour les enveloppes polyconvexe, quasiconvexe et rang
un convexe dans le THEOREME 3.12 n’est pas valable si ’on permet une dépendance de la fonction
par rapport a la plus petite valeur singuliere.

ProprosiTiON 3.15. Soit f : R2*2 — R définit par f(&) = [A1(€) — 1| + |det&|. Alors Pf(€) #
|det &].

DEMONSTRATION. Soit F'(§) = |det£|. Comme F est polyconvexe et F' < f alors ' < Pf. Soit
¢ € R?X2 tel que A;(€) = 0. Supposons par I'absurde que Pf(§) = F(¢) = 0.
Alors, cf. Dacorogna [11, Théoreme 1.1, page 201],

6
0 =1lim » 7 f(A})

i=1
6
avec Zt” (A}, det A7) = (&, det &), t? € [0,1] et Zt? = 1. Donc
i=1
tr M (A — 1] — 0 et t}|det AY| — 0 pour tout ¢ =1, ..., 6.

6
A une sous-suite pres, tI — t; € [0, 1] avec Zti = 1. Donc, il existe j tel que ¢; # 0 et d’ailleurs
i=1

A (A}) —1] = t—nt? |AM(A}) =1 =0 et |det A}| = t—nty |det A| — 0.

La premiere condition implique que A (A}) — 1, donc |det A;” > (M(A}))? — 1, ce qui contredit
la deuxieme condition. |

REMARQUE 3.16. On peut montrer que la fonction de la PrRoPosITION 3.15 satisfait en particu-

lier, Pf(£) = Qf () = Rf(£) = g(£), ol

© det [, Ai(€) > 1
g =
% =min f, A\2(€) <1 ou X (€)=0.
L'image de Pf, Qf et Rf est inconnue pour les matrices satisfaisant A>(£) > 1 et 0 < A1 (€) < 1.
DEMONSTRATION de la REMARQUE. Partie 1 : Pf(§) = Qf(§) = Rf(§) = |det&] si A(€) >1

Comme |det | est polyconvexe et |[det&] < f(§) on a |det&] < Pf(§) < Qf (&) < Rf(§). Il suffit
de vérifier que Rf(€) < |det&| pour A;(€) > 1. 11 suffit de considérer £ tel que A\1(£) > 1. On peut

écrire
T

ou P,Q € SO(2) et 1 < |z| < y. Soit



3.6. Appendice : valeurs singulieres

On a det & = det & et il existe t1 < 0 < o tels que A1 (&,) = M(&,) = 1. Donc £ = p&, + (1 —
W&, 1 €]0,1[ et comme rang(&;, — &,) = 1, on obtient

Rf(§) < pf (&) + (1= p)f (&) = [det ]

Partie 2 : Pf(€) = Qf(€) = RF(E) = 3 si Aa(€) < L ou Ay (€) = 0.
Etape 1 : min f = %.
Si A\; > 1 alors

= w

) = ()X = (M(§)* > 1>

Considérons maintenant le cas ot A\1(§) < 1. Dans ce cas f(§) =1 — A (&) + M (E)A2(8) > 1 —
A€ + (M(£))% La fonction g(t) = 1 — ¢ + t* définie pour ¢ > 0, a comme minimum 2 atteint
dans le point 1. Donc f(£) > 3 si A;(€) < 1. De plus, soit & = diag(1,3), alors f(¢) = 2. Donc
min f = %.

Etape 2 : Pf(§) = Qf(&) = Rf(§) = constante pour A\ (§) = 0.

Une fois que f est fonction des valeurs singulieres, alors Rf P'est aussi (cf. Buttazzo-Dacorogna-
Gangbo [6, Theorem 3.1, page 24]). Disons Rf(§) = h(A1(§), A2(§)). De plus (cf. Aubert-Tahraoui
[2]), la fonction h est convexe et croissante dans chaque variable. Comme Rf < f vient h(0,¢) < 1.
On a ainsi que h(0,-) est convexe, croissante et bornée supérieurement. Donc h(0,-) doit étre
constante.

Etape 3 : conclusion.
Soit h la fonction de I'étape précédente. On utilise ensuite la croissance dans chaque variable

de cette fonction. On a
3 1 11 3 1
4_h<0,2>_h(2,2> 4,Vte{0,2}

Donc Rf () = % pour tout & tel que \y(§) = % Fixons t € [0, %]7

3 1 3 1
- < < — | ==.V —|.
h(t,s) <h <t, 2) , Vse {t, 2}

Donc Rf(£) = 2 pour A2(¢) < i. En particulier Rf(0) = 2 et d’ailleurs Rf(€) = 3 si A(£) =0
puisque, par I’étape précédente, Rf est constante pour A\ (§) = 0. m]

3.6 Appendice : valeurs singulieres

On rappelle la définition des valeurs singuliéres d’une matrice et quelques résultats les concer-
nant. On se réfere & Ciarlet [10] et Horn-Johnson[21] pour les démonstrations et développements.

DEFINITION 3.17. Soient & € RVX™ et NAn = min{N, n}. Les valeurs singuli¢res de &, dénotées
par A;(§), 1 = 1,..., N An et satisfaisant 0 < A1(§) < ... < Ayan(§), sont, dans le cas ot N < n,
les racines des valeurs propres de la matrice symétrique et semi-définie positive €67 € RV*N, Si
n < N, les valeurs singulieres sont les racines des valeurs propres de la matrice symétrique et

semi-définie positive £7'¢ € R"*",
Le résultat qui est énoncé ensuite donne une décomposition d’une matrice en fonction de ses
valeurs singulieres. La démonstration de ce résultat peut étre trouvée en [10, page 10] ou [21, page

144).

THEOREME 3.18. Soient £ € RV*" et NAn = min{N,n}. Alors il existe des matrices P € O(N)
et Q € O(n) telles que ¢ = PLQ ou L € RV*" L;- =0sii£jetLi=X\(),i=1,..,NAn.
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3. Exemples d’enveloppes d’ensembles et de fonctions

REMARQUE 3.19. On déduit du théoreme que si & € RNX" on peut écrire ¢ = PX Q o1 P €
SO(N), @ € SO(n) et X € RNX" tel que, Xi =0sii#jet X1 = M(9), XP = \i(&),
1=2,..., NAn.

Le résultat suivant montre qu’on peut définir une norme sur RVY*" par sa plus grande valeur
singuliere (voir pour la preuve Ciarlet [10, page 16]).

THEOREME 3.20. L’application Anan : RV*® — R est une norme.

Voyons ensuite une caractérisation de la plus grande valeur singuliere d’une matrice. On se
réfere a [10, page 16] pour la démonstration.

THEOREME 3.21. Soit £ € R"*™. Alors

An(§) = max |€y] .

ly|=1

Le résultat suivant, démontré en Dacorogna-Marcellini [14, page 175], assure la polyconvexité
de certaines fonctions qui dépendent des valeurs singuliéres.

THEOREME 3.22. Soit £ € R™*™ et \;(§), i = 1,...,n leur valeurs singuliéres. Alors les fonctions
¢—J[n©, 7=1,..n

sont polyconvezes.
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Chapitre 4

Inclusions différentielles :
existence de solutions

On considere dans ce chapitre des problemes de Dirichlet qui s’écrivent sous la forme d’inclusions
différentielles. En général, dans les problemes traités, on cherche des applications v : Q C R" —
RY solutions de

a { Du(z) € E, pp. z €9,

u(z) = ¢(z), = €09,

ot E C R¥*™ est un ensemble donné et ¢ est la donnée au bord. Les différentes inclusions
différentielles étudiées correspondent toutes a des problemes vectoriels (n, N > 1).

Pour traiter les problemes d’inclusions différentielles vectorielles, deux méthodes différentes
ont été développées; une par Dacorogna-Marcellini (voir la monographie [14]) qui se base sur
le théoreme des catégories de Baire, Pautre par Miiller-Sverak [33] qui s’appuie sur la méthode
de l'intégration convexe de Gromov. C’est la premiere méthode qu’on utilisera pour obtenir des
résultats d’existence de solution pour plusieurs problémes.

On commence dans la premiere section par regrouper les résultats principaux de la théorie
développée par Dacorogna-Marcellini [14]. Grosso modo, la condition suffisante pour que (I) ait
une solution est que

Dp(z) e EUK, pp.z€Q

pour un ensemble de matrices K, vérifiant une propriété en rapport avec F, dite la propriété de
relaxation (voir DEFINITION 4.1 et THEOREME 4.2). Cette propriété dont la vérification est difficile
a été introduite par Dacorogna-Marcellini et est le point central de leur résultat d’existence.
Dans la deuxieme section de ce chapitre, on considére quelques cas particuliers abstraits pour
lesquels on assure la propriété de relaxation. La troisieme section est dédiée aux applications. No-
tamment on trouve des conditions suffisantes qui assurent ’existence de solution pour le probleme

®(Du(z)) € {o, 8}, pp. x € Q, (4.1)

ot & : RV*® — R est une fonction quasiaffine. Si N = n, ® peut étre la fonction déterminant.
Dans ce cas, des problemes plus restrictifs seront considérés, notamment

det(Du(z)) € {a, 8}, p.p. x € Q,
Xi(Du(z)) =4, pp-x €Q, i =2,..,n,

ou \;(€), i =2,...,n désignent les n — 1 plus grandes valeurs singuliéres de la matrice £ et ; sont
des constantes données.
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4. Inclusions différentielles : existence de solutions

4.1 Rappel sur le théoreme d’existence général

Dacorogna-Marcellini [14] ont développé une méthode pour résoudre des problémes différentiels
de la forme

F;(Du(x)) =0, pp.x €Q, i=1,...1,
{ (Du(x)) pp (12)

u(z) = p(x), x € 09,

pour des fonctions
F, RV LR

quasiconvexes. Plus récemment leurs résultats ont été étendus par Dacorogna-Pisante [16] de fagon
a inclure des problemes plus généraux :

u { Du(z) € E, pp. z €Q,

u(z) = p(z), = € O (4.3)

C’est ce résultat qu’on énoncera dans cette section (THEOREME 4.2) et qui nous permettra dans la
suite du chapitre d’obtenir ’existence de solution pour des problemes concrets.

On rappelle aussi dans cette section une condition suffisante due a Dacorogna-Marcellini qui per-
met, dans la pratique, d’appliquer le théoreme d’existence abstrait (DEFINITION 4.4 et THEOREME
4.5).

On commence par rappeler la notion de propriété de relaxation introduite par Dacorogna-
Marcellini et qui s’avere étre une condition suffisante pour l’existence de solution du probleme

(1)-

DEFINITION 4.1. Propriété de relaxation. Soient E, K ¢ RVY*". On dit que K a la propriété
de relaxation par rapport a E si, pour tout ensemble ouvert et borné 2 C R™ et pour toute
application affine, ug, telle que Dug(z) =€ et

Du¢(z) € K,

il existe une suite u, € Af fror(;RY) telle que

uy € ug + W(}’OO(Q;RN), Du,(x) € EUK, p.p. T € L,

u, = ug en WH(Q;RY), lim [ dist(Du, (x); E) dz = 0.

V—00 9]

On peut présenter maintenant le théoreme d’existence. On se réfere & Dacorogna-Pisante [16]
pour la démonstration.

TuEOREME 4.2. Existence de Solution. Soient Q C R™ un ouvert borné et E, K C RV*" des

ensembles tels que E est compact, K est borné et a la propriété de relazation par rapport a E. Si
© € Af frnor (G RY) est tel que

Dy(x) e EUK, pp. x € Q,
alors il existe u € o + Wy ™ (G RN) tel que
Du(x) € E, p.p. x € Q.

REMARQUE 4.3. (i) Le théoréme est encore vrai pour un ensemble 2 non borné. 11 suffit d’ap-
pliquer le résultat dans chaque ensemble borné d’une couverture de Vitali (cf. [14, Corollaire 10.6,
page 231]).

56



4.1. Rappel sur le théoreme d’existence général

(ii) On attire lattention sur la fagon dont la condition au bord dans (4.3) doit étre interprétée.
En effet, le THEORBME 4.2 assure que u € ¢ + Wy (€ RY). Si Q est borné alors Wy ™ (Q; RY) =
Whe(Q;RN)N Wol’l(Q; RY). Cependant, si Q n’est pas borné alors u — ¢ € Wol’oo(Q; RY) signifie
que
(u— @)y € Wy (2N intsuppi; RY),

pour tout ¢ € C§°(R™;RY). B
(iii) Le résultat est encore vrai pour des conditions au bord ¢ € C}  (Q;RY), si ensemble K
est ouvert. Pour cela il faut utiliser des résultats d’approximation comme le Théoreme 10.16 dans

[14].

La propriété de relaxation, nécessaire pour appliquer le théoreme précédent, n’est pas une
propriété facile & vérifier. Ainsi des conditions suffisantes plus simples ont été développées telles
que la propriété d’approximation définie ci-dessous et qui a aussi été introduite par Dacorogna-
Marcellini [14]. Dans les applications, on utilise cette derniere propriété pour assurer les hypotheses
du théoreme d’existence (voir le THEOREME 4.5).

DEFINITION 4.4. Propriété d’approximation. Soient £ C K(E) Cc RV*". On dit que les
ensembles F et K (E) ont la propriété d’approximation s’il existe une famille d’ensembles fermés
Es et K(Es), d > 0, tels que

1) Es C K(Es) C int K(E), pour tout 6 > 0;
2)Ve>030>0: dist(n, E) <e, Vne Es, §€]0,0];
3)neint K(E) = Fdp>0: ne K(Es), ¥V e|[0,d).

THEOREME 4.5. Soit E C RVX™ un ensemble compact. Si E et Rco E ont la propriété d’approzi-
mation avec K(Es) = Rco Ej alors int Reco E' a la propriété de relaxation par rapport a E.

REMARQUE 4.6. Une généralisation de ce résultat est donnée dans [14] (cf. Théoreme 6.15). Cette
généralisation est utile pour obtenir la propriété de relaxation via la propriété d’approximation
lorsqu’on ne connait pas I’enveloppe Rco E. Ceci est le cas du probleme considéré dans la Section
4.3.4.

On énonce encore un résultat dit & Miiller-Sychev [34] qui est est un raffinement d’un résultat
classique et qui sera utile dans ce chapitre.

LEMME 4.7. Soient Q C R™ un ouvert borné, t € [0,1], A, B € RN*" tels que
A—B=a®b

o a € RN et b € R™. Soient bs,...,by € R", k > n, tels que 0 € intco{b, —b,bs,...,by}. Soit ¢
affine telle que -
Do(z) =& =tA+(1—1t)B, z€Q

(iie. A=+ (1—t)a®b et B=¢& —ta®b). Alors, pour tout ¢ > 0, il existe une application
U € Af frnor(Q;RY) et des ensembles Q4,Qp C €, ouverts et disjoints tels que

|mes 24 — ¢ mes |, |mes Qp — (1 —t) mes Q] <e¢
u(z) = ¢(x), € 0N
lu(z) — p(z)| <e, z€Q

_ | A dans Qu
Du(z) = { B dans Qp

Du(z) e +{(1—-t)a®b,—ta®b,a®bs,...,a®bg}, p.p. dans Q.
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4. Inclusions différentielles : existence de solutions

4.2 La propriété de relaxation

Dans cette section on s’intéresse a la vérification de la propriété de relaxation pour des cas
ou la propriété d’approximation (cf. DEFINITION 4.4) ne s’applique pas ou bien des résultats plus
simples peuvent étre appliqués.

4.2.1 Une condition suffisante pour la propriété de relaxation

On démontre ci-dessous une condition suffisante pour obtenir la propriété de relaxation. Cette
condition, qui généralise dans une certaine mesure le THEOREME 4.5, a été motivée par un résultat
di a Kirchheim et qu’on discutera dans la Section 4.3.5.

La condition suffisante pour la propriété de relaxation est la suivante.

THEOREME 4.8. Soient E, K C RN*" des ensembles bornés vérifiant la propriété swivante.
(H) Donné e > 0, il existe k = k(e, E,K) € N tel que

VEeit K\ Bo(E) Jm,.e,ni €RNX" 4N, i <k, rang(n;) =1, j=1,...,i

E+m+ ... +ni—1—n,6+m+ ... +n-1+n] CintK, j=1,...,4,
E4+m +...+n € Bo(E).

Alors int K a la propriété de relaxation par rapport a E.

REMARQUE 4.9. Si F et Rco E sont dans les conditions du THEOREME 4.5 et si Rco Es = RycoFEys
(cf. THEOREME 2.27) pour certain I € N et pour tout § > 0, alors E et Reo E satisfont les hypotheses
du TuEorEME 4.8. Ceci est le cas dans les applications considérées dans la suite du chapitre.

On commence par démontrer le lemme suivant.

LEMME 4.10. Soient E, K C RNX" des ensembles vérifiant I’hypothése (H) du théoréme précédent.
Soient e > 0, k = k(e, E, K) comme dans (H), Q C R™ un ouvert borné et o € Af fmor(Q;RY) tel
que
Dy(z) € int K p.p. x € .
Alors il existe ¥ € © + Wy ™ (QRN) N Af frnor (B RN) et des ouverts disjoints A, B C € tels
que
Diyp(z) € int K, p.p. x €Q; dist(Dy(x),E) <e, p.p. x € B;
2
€
1% = el (o) < 5rys

€ 1
mes(2\ (AUB))=0; mes(A4) < e + (1 - Qk(a)) |,
ou ¢ est une constante.
DEMONSTRATION. On dénote par la suite, pour un ensemble U, |U| = mes(U). Par définition,

comme ¢ € Af fror(Q;RY), on a, pour certains ouverts disjoints €2; C Q avec |2\ (Ujen$2;)| = 0,
¢ affine dans chaque €2, disons Dy = ; dans ;.

Pour obtenir 'assertion du lemme on va démontrer, pour chaque j € N, l'existence de v; €
0+ Wol’oo(ﬂj; RY) N AFf frnor (€2 RY) et des ouverts disjoints A;, B; C ; tels que

Diyj(xz) €int K, p.p. x € Q;; dist(Dy;(x), E) < e, p.p. x € Bj;
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4.2. La propriété de relaxation

2e 1
DU =0 145 < 2 (1o g ) Il

Alors on aura le résultat énoncé en prenant ¢ = v; dans chaque Q;, ¥ = ¢ dans Q\ (Ujen ),
A =UjenAj et B = UjenB;. La constante ¢ sera alors ZjeN 7

Fixons j € N et construisons ;. Pour ne pas charger les notations on laisse tomber le j dans
Qy, Aj, By, ¥j et &;.

Cas 1. Si dist(Dy(x), E) = dist(&, E) < ¢ alors il suffit de faire ¢ = o, A=0 et B = Q.
Cas 2. Supposons dist(Dy(x), E) = dist(¢, E) > «.
On applique 'hypothese (H) : on a

(€ —m,&+m] Cint K.

On peut alors construire (cf. LEMME 4.7) une application u; € ¢+ Wol’OO(Q; RMYNASf fror (G RY)
telle que, pour certains ensembles ouverts disjoints A!, B! C Q vérifiant

|—1|Q|‘S _
2

1
1
‘|A ’ B 5 ]22k}(8)

on a
2

3
QOHLOO(Q) < Qk(a)kj(s) ;

€ —mn dans A!
Du1 =
& +m dans B'.

[lug — Duy(z) e it K, p.p. x €

En particulier |B'| > 1 |Q] — SR -
Dans B! on applique une deuxiéme fois le résultat d’approximation & ;. On obtient alors une
application uy avec Duy = & + 1y + 2 dans un certain ouvert B2 C B! et

3

1
2
187 - 5 15| < Sz

On répete ce processus i fois (i < k) jusqu’a avoir dist(Du;, E) < & dans un certain B®. De plus

il _ i € i—1 1 € Ly hico
—2
1 € 1 1 €
LR Z? - (mwz'“')§<1m>m”m-
O

On prouve ensuite le THEOREME 4.8.

DEMONSTRATION du THEOREME 4.8. Soient 2 C R™ un ouvert borné, u¢ affine telle que Dug(z) =
£ €int K et € > 0. On va assurer I'existence de u. € u¢ + Wol’oo(Q; RN) NAf fnor (ﬁ; RN) tel que

Du.(z) e EUIt K, pp. x € Q, ||lue — u§||Lw(Q) < a(e),

dist(Duc(x), E) dz < b(e),
o

pour certaines fonctions a, b vérifiant lim._,g a(e) = lim._¢ b(e) = 0.
Soit k() € N comme dans I’hypothése. Si k(g) est borné on peut toujours construire un autre
k(e) tel que lime_ok(e) = +oo et qui satisfait encore I'hypotheése (H). On suppose alors que
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4. Inclusions différentielles : existence de solutions

lim. o k() = +o0. On définit I(¢) € N comme la partie entiere de 1 + 2¥(%) /¢ et on consideére une
constante C' > 0 telle que dist(u,n) <C, Vue K, ne€ E.

On commence par appliquer le LEMME 4.10 & u¢ et on obtient 11 € ue + Wol’oo(Q;RN) N
Af frmor(Q; RY) et des ouverts disjoints A!, B! C Q tels que

2\ (A'uBY| =0

Dy e it K, pp. x €Q; ||¢n —uEHLw(Q) <

. 1. 1 € 1
dist(D(x), E) <e, p.p. ¢ € B"; ’A | < Ve + (1 - 2k(€)> 1] .

En particulier,

s 1 £ _ L
; dist(Dy1(z), E) dx < e Q|+ C |A ‘ <elQ+C (CQk(E) + (1 2k(5)> |Q|) .

Si |A1| > 0 on applique le LEMME 4.10 & nouveau et on obtient 1)y € ug + W&’OO(Q;RN) N
Af frnor(Q;RY) (en faisant 1o = 1y dans Q\ A!) et des ouverts disjoints A%, B2 C A" tels que

|AY\ (AU B?)| =0

. 2e?
Dips(x) € int K, pp. v € Q; |[|ihe — ue|l e ) < 2hE)

dist(Dv(2), E) <€, p.p. x € B ‘A2| <ec c + (1 L ) |A1|.

2k (e) ~ 9k(e)
D’ailleurs
/dist(Dwg(x),E)dx < |0+ C[A2] < ]|+ O (egis + (1 - 5is) [AY)
Q
< elQ+C (e + (1 - 5i) (em + (1 - z=) [9))

£ £ 2
= e|Q+ Cezim + Ccqtmy (1= 5im) +C (1= 50m) " |9

On répete ce procédé pour autant que ’AZ} > 0. Apres I(g) itérations on a ;) € wue +
Wo ™ (QGRY) N AS frnor (4 RY) et un ouvert A€ < Q tels que

62

Diyey(z) € int K, pp. x € Q; ||ty — UgHLx(Q) <I(e) Ok

dist(Diyoy(z), E) < e, p.p. x € Q\ Al

et, en dénotant &) = 1 — 5,

1 €)— l
/ dist(Dyye)(z), E)dz < €|Q[+ Cegisy (1 +0k(e) + 020y + o+ 0D 1) +C(1- 54599
Q

ok(e)
< e+ Ceis2"® + 0 (1- 55) © 9.
On note que puisque lim,_,¢ 2¥(5) = +0 alors

. 1 1
iﬂ%(lgkw) =e

et on obtient ainsi les estimations désirées. O
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4.2. La propriété de relaxation

4.2.2 Probleme d’incompressibilité

Le THEOREME 4.2 permet de traiter des problemes d’incompressibilité, c¢’est-a-dire des problemes
oll
EKC{{eR"™": det& =1} (4.4)

De tels problemes ont déja été considérés par la méthode des catégories de Baire dans Dacorogna-
Tanteri [20] dans le cadre des problemes de la forme (4.2). Miiller-Sverak [32] ont aussi traité ce
genre de contraintes par la méthode de 'intégration convexe.

Dans les applications, pour les problemes d’incompressibilité, vu que pour des sous-ensembles
de {£ e R"*™: det{ =1} on a int K = (), on ne peut pas utiliser le THEOREME 4.5 si on ne change
pas adéquatement la notion de propriété d’approximation. En fait, on démontre ensuite que, si dans
la propriété d’approximation on interprete int X comme lintérieur relatif & la variété det& = 1,
alors le THEOREME 4.5 est aussi vrai pour des ensembles E, K satisfaisant (4.4). De cette fagon on
étend le résultat de [20, Théoreme 3.2, page 318 | au cadre des problémes de la forme (4.3). De
méme temps on corrige leur preuve.

THEOREME 4.11. Soit E C {£ € R™*" : det& = 1} un ensemble compact. Si E et Reco E ont la
propriété d’approzimation (ot int Rco E doit étre interprété comme Uintérieur relatif a la variété
det ¢ = 1) avec K(E5) = Rco Es alors int Reo E a la propriété de relaxation par rapport d E.

Avant de démontrer ce résultat on énonce deux lemmes. Le premier est démontré dans Dacorogna-
Tanteri [20, Lemme 4.1] et le second dans Miiller-Sverak [32, Lemme 6.3].

LEmMME 4.12. Soient Q un ouvert de mesure fini, t € [0,1], A, B € R"*" avec rang(A — B) =1
et det A = det B = 1. Soit ¢ tel que Dp(x) = tA+ (1 —t)B, V x € Q. Alors, pour tout € > 0 il
existe u € @ + W&’OO(Q;]R") NC>®(Q;R™) et des ensembles ouverts disjoints Q4,0 C Q tels que

|mes Q4 —tmes |, |mesQp — (1 —¢t)mes Q| <e,

lw = &l oo rny <€

| Adans Qyu,
Du(*) =\ B dans Qp,
det Du(z) =1, z € Q

dist(Du(z);co{A, B}) <e¢, z € Q.

LEMME 4.13. Soient Q un ouvert borné de R™, K un sous-ensemble ouvert de
{£eR™™: deté& =1}

et u € CYGLR™) tel que Du € K. Alors pour tout e > 0 il existe v € u + Wol’oo(Q;R") A
Affmor(Q;Rn) tel que
{ Dv(z) €K, v €9,

v = ul[y1.00 (rny S €
DEMONSTRATION du THEOREME 4.11. Soient 2 C R™ un ouvert borné, u¢ affine telle que

Dug = ¢ € int Reo E.

Il faut démontrer I’existence d’une suite u,, comme dans la propriété de relaxation. Par la propriété
d’approximation on a que £ € Rco Es pour tout J suffisamment petit.

On va démontrer que, si £ € Rco Fs pour un certain 0 fixé alors, donné ¢ > 0, il existe
Ue € Af frmor(Q;R™) et des ensembles QL Q2 C Q ouverts disjoints tels que mes(Q\ (2L UQ2)) =0
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4. Inclusions différentielles : existence de solutions

et
||u6 - uEHLOO(Q;R’n,) é 28,

Ue = ug, sur OS)

det Duc(z) =1, z € Q
dist(Duc(z); Es) < e, v € Q}
Du.(z) € intReo E, x € Q2

mes 22 < 2e.

(4.5)

Une fois ceci démontré, on définit la suite u, comme suit. Pour chaque v soit 6 = §(v) > 0
suffisamment petit tel que dist(n, E) < i, V' n € Es (cf. (ii) de la propriété d’approximation) et
¢ € Reo Es. On pourra alors choisir u, € Af fmor(Q; R™) satisfaisant (4.5) avec & = %

Il reste & démontrer (4.5). On va le démontrer par récurrence sur J ot ’'on admet £ € R jcoE;.
Si J = 0 on fait u, = ue. Si J =1 alors on a £ = tA + (1 — ¢)B pour certains A, B € E; avec
rang(A — B) = 1. On applique le LEMME 4.12 construisant ainsi v. € C®(Q;R"), Q5,05 C Q
ouverts et disjoints tels que

|mes Q5 — tmes Q| , Jmes N5 — (1 —t)mesQ| < e,

Ve = ug, sur 02

||Ue - ugHLao(Q;]Rn) S g,
A dans 5,
Dv(x) =
B dans Q%,

det Dv(x) =1, z € Q
dist(Dv.(z);co{A,B}) < e, z € Q.

Alors v, est affine dans Q5 et dans Q%. Faisons u. = v, dans Q! = Q5 UQ% C Q et dans
Q\ QL = Q2 on applique le LEMME 4.13 pour obtenir we € Af fimor(Q2;R™) tel que

Dw, € int Rco F,

<e

||'LU5 - vs”wl,oo(gg;Rn) 5

we = vg, sur 9O2.

On définit alors

ve dans Q},
Ue = )
w, dans QZ,

et on obtient le résultat.
Supposons maintenant que JJ > 1. Alors { = tA+(1—t)B avec A, B € Rj_jcoFEs, rang(A—B) =
1. Par le LEMME 4.12 on obtient v, € C*°(2;R™), Q5, Q% C Q ouverts et disjoints comme en haut.

Dans €25 et 2%, v, est affine et Dv. € Rj_jcoEs. Par récurrence, il existe vf € Af frmor (QZ;R”)
et vB € Af fron (Q%:R™) comme dans (4.5). Dans Q \ (95, U Q5) on applique le LEMME 4.13 & v,
et on obtient we € Af frmor(Q2\ (25 UQ5%);R™) tel que

Dw. € int Rco F,

|[we — UEHWLQQ <g,

we = Vg, sur O(2\ (25 UQ%))
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4.2. La propriété de relaxation

On fait alors
vA dans Q5

ue = { vP dans QF,
we dans Q\ (Q5 UQS),

et on obtient le résultat. O

4.2.3 L’inclusion Du(x) € 0K

Il peut étre important de résoudre des inclusions différentielles de la forme Du(z) € 0K, x € Q,
ou 0K est le bord d'un ensemble K. En effet, la méthode utilisée pour traiter les problemes de
minimisation du Chapitre 5 passe par la résolution de telles inclusions différentielles. Supposons
qu’on impose aussi sur le bord de € la condition u = ug, olt ug, est une application affine telle
que Dug, = & € RV*". Dans ce cas, par le THEOREME 4.2, il faut vérifier qu'il existe un ensemble
borné K qui contient &y et qui a la propriété de relaxation par rapport a 0K. Si K est borné alors
cela est toujours vérifié avec Ky = K. On vérifie par la suite qu’avec des conditions plus faibles
sur K (il suffit que K soit borné dans quelques directions) on peut assurer de telles conditions. On
commence par introduire quelques notations.

NoTATION 4.14. Soit K C RV*™ ouvert et A € RV,

(i) Pour ¢ € K, on note par L (£,\) le plus grand segment de la forme [+ tA, € + s,
t<0<s, tel que |é+tNE+ s C K.

(ii) Si Lx (&, A) est borné, on note par t— (§) < 0 < t4 (§) les éléments tels que Lk (&, ) =
[E+t_N €+t Alors

E+ti A€ 0K et E+tANEK, ViEeEt_ ti].

(iii) Si H C K, on fait

£EH

DEFINITION 4.15. Soit K € RVX™ ouvert, & € K et A € RVX™,
(i) On dit que K est borné en & dans la direction X si Li(&y, \) est borné.

(ii) On dit que K est borné de facon stable en & dans la direction de rang un A = a ® 3 (avec
a € RN et 3 € R") s'il existe e > 0 tel que Li (£ +a ® B, \) est borné, ol on a noté

ota®@B.={(eRV*" E=¢ +a@bavec |b| <e}.

On donne un exemple d’un ensemble non borné, mais borné dans certaines directions de rang
un.

EXEMPLE 4.16. Soient N = n = 2 et ’ensemble non borné
K={¢eR”? a <det < p}.

(i) Si & = I alors K est borné, et méme borné de fagon stable, en &y, dans une direction de
rang un, par exemple en faisant

1 0 0 0
)\—(0 0) ou )\—(0 1).

(if) Si & = 0, alors K n’est borné en & dans aucune direction de rang un. Cependant cet
ensemble est borné en &y dans toutes les directions de rang 2.

63



4. Inclusions différentielles : existence de solutions

THEOREME 4.17. Soit K C RVN*" ouvert et & € K. S’il existe une direction de rang un \ €
RY*" telle que K est borné de fagon stable en & dans la direction N = a ® (3 alors, il existe
Ko C K borné qui contient &, avec la propriété de relaxation par rapport o Ko NOK et d’ailleurs
par rapport a OK.

DEMONSTRATION. On démontre le résultat en deux étapes.
Etape 1. On peut supposer |3| = 1, sinon on le remplace par 3/ |3|. Soient, pour j < k et
certain k > n, §; € R", avec || =1, tels que

0€ H :=intco{B,—5,03,...,0} C B1(0) ={z e R" : |z| < 1}.
On définit alors, pour € > 0 comme dans ’hypothese,

Ko:=(f+a®eH)U[0KNLg(§% +a®eH, ).

Donc & € Ky et Ky est borné puisque
Ky C Fo C LK(§0 +Oé®§5,)\).

On remarque que o o
KoNOK =0KNLkg(& +a®eH,\).

Il reste donc & démontrer que Ky a la propriété de relaxation par rapport & Ko N OK. On va le
démontrer dans la deuxieme étape.

FEtape 2. On démontre que Ky a la propriété de relaxation par rapport a Ko N oK. Soit £ € Ky
et ue tel que Dug = €. On va trouver une suite u, € Af fror (ﬁ; RN) telle que

uy, € ug + Wy (G RY) | Du, (z) € (Ko NOK) UKo, pp. © €Q
B (4.6)
uy, = ug en WhHe lim [ dist (Dul, (); KoN 3K) dr = 0.

V—00 9]

Sié€dKNLk(&+a®eH,)), c’est immédiat, on fait u, = ug. Supposons & € & + a ® eH. Par
hypothese, on peut trouver t_ (§) < 0 < t4 (£) tels que

Er =&+t A€ IK et E+tAEK ViEelt_,ty]

et donc £ € Ko N OK. On peut écrire

S R

- KoNoK. 4.7
— t+—t_€ avec &y € KoNo (4.7)

De plus, puisque € € £y + a ® eH, on peut trouver v € eH tel que
=& +a®y.
Comme H est ouvert on a B () C eH, pour § > 0 suffisamment petit. Comme § > 0, on a
0 € 0H = intco{£00,60s,...,00k}

et
+00 € co{=£ (ty —t_) B} Cco{x(t+ —t_)3,00s,...,30:},

on obtient
0 € 0H = intco{+00,003,...,00k} Cintco{=£ (t; —t_)3,00s,...,00k}.
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On applique maintenant le LEMME 4.7 a

a=oa, b=(t4 —1-)B, b;=08;, j=3,....k, t= i ;
ty —t_

t

A=g =€+ +t a@ty -t )f=E+(1—t)a®b,
+_ —
t_

B=¢ =6+ a®(ty —t)f=E—ta®b
ty —t_

et on trouve us € Af fnor (% RY), des ensembles ouverts Q4,Q_ C €, tels que

|mes (Q4) —tmes |, |mes (2_) — (1 —¢)mes Q] <46

us(z) = ug(z), = € 0N

lus(z) —ue(z)] <9, ze€Q (4.8)
Dug
Dug

) =&, pp.w €Ny
)el+{tia®pt_a®B,a®d0s,...,a® 0k}, p.p. x € Q.

(
(
Comme &4 € KgNOK et

E+a®dfjel+a@dH=+a® (y+0H) Cé&+a®eH C Koy, j=3,....k,

on déduit la propriété de relaxation de (4.8), en choisissant § = 1/v. Ce qui finit la démonstration
du théoreme. ad

4.3 Applications

4.3.1 Inclusion différentielle définie par une fonction quasiaffine

On consideére dans cette section une premiere application du théoreme d’existence général
énoncé au début du chapitre. On veut démontrer 'existence de solution pour

®(Du) € {a, B}

ou ®: — R est une fonction quasiaffine quelconque.
On aura besoin, dans cette section, des résultats démontrés dans la Section 3.1. Le théoreme
d’existence est le suivant :

RNXn

THEOREME 4.18. Soient Q un ouvert borné de R, a < (3 des constantes, ® : RN X" — R une

fonction quasiaffine non constante et ¢ € CL_ (Q;RY) une application telle que

(Dy(x)) €lev, B[, pp- @ € Q.
Alors il existe u € @ + Wy ™ (Q;RN) tel que
®(Du(x)) € {a, B}, p.p. x € Q.

REMARQUE 4.19. Dans les conditions du théoreme, si ¢’

Gt =1,.,N, j =1,..n sont des

constantes telles que |D;¢(z)] < ¢ et
|B(&)| > max{|al,[B]}, V & € RVN*™ avec |§3’ = cé, i=1,..N, j=1,..,n

alors la solution u vérifie ‘D]uz(xﬂ < cg, Y (i,7). De plus, cf. ProposiTION 3.3, il est toujours
possible de trouver de telles constantes c;
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4. Inclusions différentielles : existence de solutions

Pour démontrer le résultat on veut appliquer le théoréeme d’existence général : THEOREME 4.2.
On commence par démontrer la propriété d’approximation (cf. DEFINITION 4.4) qui permet, a laide
des résultats énoncés dans la Section 4.1, de vérifier les hypotheses du théoreme mentionné.

LeEMME 4.20. Soient a < 3, ® : RVX" — R une fonction quasiaffine non constante et

E={¢eRY": o) € {o, 0},

gl <, i=1,..,N, j=1,...,n},

ou ¢ sont des constantes strictement positives telles que

(&) > max{|al, |8}, VEERV" |¢h| =¢l, i=1,..,N, j=1,...n. (4.9)
Alors E et Rco E ont la propriété d’approzimation avec K(Es) = Rco Es.
DEMONSTRATION. Soit, pour ¢ > 0,
Es={¢ecRV™: &) e{a+6B8-0}, || <ci—6 i=1,...,N, j=1,..,n}.
On note que les ensembles Ej sont fermés et on va vérifier que

|®(&)| > max{|a+ 6] ,|8 — 8|}, ¥V & e RVX™

gl=ci =8, i=1,..,N, j=1.,n  (4.10)

On consideére a chaque fois parmi les matrices £° telles que ’(55)§| = cé — ¢ (donc (55)§ =
:E(c;'- —0)) celles dont le signe de chaque composante (i,j) est le méme. On définit, pour cet
ensemble de matrices, les fonctions f(8) = |®(¢%)| — [+ 6] et g(6) = |®(&°)| — [3—6]. On a
F(0) = |@(%)| = || > 0 et g(0) = |@(£°)| —|B| > 0, puisque £ est telle que ‘(«fo);’ = ¢/. Donc, par
continuité de f et g, il existe dg > 0 tel que f(d) > 0, g(d) > 0, ¥V § € [0,dp]. En faisant le méme
raisonnement pour tous les cas possibles de signes des composantes (4, ) (qui est en nombre fini)
on prouve (4.10), pour § suffisamment petit. Alors par le THEOREME 3.1,

Reo Es = {£ e RVN*" . ©(&) € [a+4,8 — 4],

6;’ SC;‘_& izlw"aNa j:17"'7n}5

qui est aussi un ensemble fermé.

C’est clair, en utilisant l'expression de int Rco E' calculée dans le THEOREME 3.1, que Es C
Rco Es CintReco F, si § > 0.

On vérifie maintenant que

Ve>0d6§ >0: diSt(n,E)S&V?’]EE(;, b€ [07(50].
Supposons par I'absurde que la condition précédente n’est pas vraie. Alors
de>0: (VI>03neE;s dist(n, E) > ¢).

On peut ainsi construire une suite 7, € E,/, telle que dist(n,, E) > &, pour un certain £ > 0. Si
My € Eq/p alors |(77n)§| < c§ et donc a une sous-suite pres, 1, — 7. On vérifie immédiatement que
n € E ce qui donne 'absurde.

Il reste a noter que si 7 € int Rco E alors 1 € Rco Ej, pour ¢ petit. On conclut ainsi que E et
Rco E ont la propriété d’approximation comme on voulait. O

On termine cette section avec la démonstration du théoreme principal.

Hi Lo (URY) il existe M > 0 tel que
|Dj¢i(z)| < M, ¥ z € Q. En appliquant la PROPOSITION 3.3 on trouve ¢i > M vérifiant

DEMONSTRATION du THEOREME 4.18 : Une fois que ¢ € C}

|®(&)| > max{|al,[B]}, V& € RV tel que |§;’ = 03’7 1=1,..,N, j=1,...,n.
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On définit alors I'ensemble
E={¢e RN*" . ®(¢) € {a, B}, |§; < cé, i=1,.,N, j=1,..,n}.

Par le lemme précédent, E et Rco FE ont la propriété d’approximation avec K(Ejs) = Rco Ej et
donc, du THEOREME 4.5, on conclut que int Rco F a la propriété de relaxation par rapport a E.
Finalement, de la fagon comme les constantes c; ont été choisis on a Dp(z) € int Reo E, p.p. x €

Q. Le THEOREME 4.2 permet alors de conclure qu’il existe u € ¢ + Wol’oo(Q; RM) tel que
®(Du(x)) € {a, 8}, p.p. x € Q,
|Djul(z)| < c,ppxeQ, i=1,..,N, j=1,.n
O

4.3.2 Le cas du déterminant avec conditions sur les valeurs singulieres

La fonction déterminant est une fonction quasiaffine. Donc, de la section précédente, on a un
résultat d’existence de solution pour I'inclusion

det(Du) € {a, 5} dans Q. (4.11)

On va vérifier dans cette section qu’on peut encore assurer 1’existence de solution pour l'inclusion
(4.11) si on impose d’autres conditions sur Du, notamment des conditions sur ses valeurs singulieres.
Le probleme est le suivant : on cherche u :  — R" tel que

det(Du(x)) € {a, B} p.p. x € Q,

Xi(Du(z)) =, pp-x €Q, i =2,...,m,

u = @, sur 02,

ou 2 est un ouvert de R™ et \;(Du(z)) désignent les valeurs singulieres de Du(z) (cf. DEFINITION
3.17). Le cas ot @« = 3 = 0 sera aussi considéré.

THEOREME 4.21. Soient n > 2, Q C R™ un ouvert borné et des constantes a < 3, 0 < 79 < ... <
Y VETifiant la condition

v2] [ > max{lal,|8]}.

=2

(G R™) tel que
det(Dy(x)) €la, B[, pp. x € Q,

Soit encore p € C}

mor

H)\i(Dgo(x)) < H%, pp.TxE€EQ T=2 ...n

Alors, il existe u € p + Wy ™ (Q; R") tel que

det(Du(z)) € {«o, 8}, pp. z €Q,
Ai(Du(z)) =i, pp. x €Q, i =2,...,n.

REMARQUE 4.22. (i) Le cas ot &« = —f # 0 a déja été démontré par Dacorogna-Marcellini [14,
Théoreme 7.28, page 199]. Pour plus de détails on se réfere a la REMARQUE 3.5 (i), page 38.

(ii) Le cas ol @ = [ n’est pas inclus dans le THEOREME 4.21. Cependant, si la donnée au bord
est affine le résultat est encore vrai. Ce fait a été démontré par Dacorogna-Tanteri [20, Théoreéme
10.3, page 335] pour a = 3 # 0. On note que ce probleme est dans le contexte du THEOREME 4.2
et grace au THEOREME 4.11 il peut étre résolu. Plus loin (cf. THEOREME 4.24) on considére le cas
a = (8 =0 qui se réduit a un probleme de dimension inférieure.
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On commence par vérifier la propriété d’approximation pour des ensembles adéquats.

LeEMME 4.23. Soientn > 2, a < (3, 0 < v < ... <7, vérifiant la condition

721_[%‘ > max {|al, B[}
i=2
et
E={¢ecR™": det{ € {a, B}, Ni(&) =i, i =2,...,n}.

Alors E et Reo E ont la propriété d’approzimation avec K(Es) = Rco Es.

DEMONSTRATION. On note d’abord que, par le THEOREME 3.4,

Reco E = {g eR™™: deté € o, B, [N <[] 7= 2n}

et on définit, pour § > 0 tel que 2o —d >0et a+ 0 < 3 — 9,

E5:{§€R"X": deté e {a+6,8—0}, XNi(§) =~ — 6, i:2,...,n}.

n
Pour ¢ suffisamment petit, la condition (y2 — 6)H(’Yi —§) > max {|a+4],|8 — 4|} est encore
i=2
vérifiée. Donc, par le THEOREME 3.4 on a

n

Rco Es = {f ER™™: deté € [a+4,8— 4], Hx\i(f) < H(’yi —9), T= 2,...,n}.

i=T

C’est clair que Ej5 et Rco Fs sont des ensembles fermés vérifiant Es C Rco Fs C int Rco B
(Pexpression de int Rco E est connue par le THEOREME 3.4).

Ensuite on démontre la deuxiéme condition de la propriété d’approximation. Soit ¢ > 0, on
veut trouver dp > 0 tel que dist(n,E) < e, Vn € Es, § € [0,dp]. On va utiliser la métrique de
R™ ™ induite par la norme de la plus grande valeur singuliere (voir THEOREME 3.20).

Soit n € Es, pour § €]0,dp], ot dg est & trouver. On écrit

x
Y2 — 0

=
|
3

Q.
TYn — o
avec P,Q € SO(n) et |z] < 2 — 4 et disons que detn = a + 4. On va trouver un élément dans E
qui soit proche de 7. En effet, soit

«
Y2 n

In

L’hypothese sur les constantes y; permet de conclure que £ € E. De plus, on a

3

(07

r— —
rY2...fYn

dist(n; E) < dist(n; &) = Ap(n— &) = max{
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a — a+d _ a
Y2 Yn (12=0)(yn—0) a2
suffisamment petit. On note que le choix de §y ne dépend que de «, 3, v;, i = 2,...,n et €.

Il reste a vérifier la troisieme condition de la propriété d’approximation. Soit 7 € int Rco F.

Comme )a: — = ’ — 0 lorsque § — 0 alors dist(n; E) < & pour ¢ < §y

n n
Alors detn €]a, 8] et H)\i(n) < H%, 7 =2,...,n. On a que, pour un certain §; > 0, detn €
1=T 1=T

la+ 6,8 =4[, V§ < d;. D’autre part, si on considere les fonctions continues f.(§) = H)\i(n) -

=T
n

H(’Yi —9), T=2,...,n, on sait que f-(0) < 0 et donc f-(d) < 0 pour § plus petit qu'un certain

0 >0, 7T=2,....,n.S1 6y = 1r<n,i£1 {d;} on a que n € Reo E5 pour § < §j, comme on voulait. O
<i<n

Le résultat principal de la section en découle immédiatement.

DEMONSTRATION du THEOREME 4.21 : 1l suffit de vérifier que le THEOREME 4.2 est satisfait. On
considere I’ensemble

E= {§ eR™™: deté € {a, B8}, N(&) =i, i = 2,...,n}.

Dans le lemme précédent on a assuré que E et Rco E ont la propriété d’approximation avec
K(E5) = Rco Es et donc, par le THEOREME 4.5, la propriété de relaxation est vérifiée. Finalement,
les hypotheses sur la donnée au bord ¢ permettent de conclure le résultat. |

Ensuite on considere le probleme d’existence d’une application u solution de I’équation det Du =
0, avec les valeurs singulieres de Du prescrites.

THEOREME 4.24. Soient Q) un ouvert borné de R", 1 <t <k <n+ 1, des constantes 0 < y; <
s <y, et o R — R™ une application affine telle que

AN(D) =0, i=1,.. k-1,
)\k(Dtp) >0,
H/\z(DQO) < H’}/i, T=k, .,n
(les deuz inégalités n’ayant lieu que si k < n).
Alors, il existe u € o + Wy (4 R") tel que
Ai(Du(z)) =0, pp.z€Q, i=1,..,t—1
Xi(Du(z)) =y, pp.x €Q, i =1,...,n.

REMARQUE 4.25. On note que le gradient de la solution u doit avoir au maximum le méme
nombre de valeurs singulieres nulles que le gradient de la donnée au bord .

DEMONSTRATION. On commence par noter qu’il suffit de considérer le cas ou
Dy = diag(0,...,0, Ak, ..., An).

En fait, comme on peut toujours écrire Dy = PDQ ou P,@Q € SO(n) et D est la matrice diagonale
des valeurs singulieres de Dy (cf. REMARQUE 3.19), si v € b + W™ (Q€;R") est solution du
probleme pour ¥(y) = PTp(QTy) (DY = D), alors u(z) = Pv(Qx) est solution du probléme
original.
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4. Inclusions différentielles : existence de solutions

Supposons donc que Dy = diag(0, ..., 0, Ag, ..., Ay ). Alors ¢;(z) est constante pour i =1, ...,k—1
et p;(x) = @j(z;) pour j = k,...,n. Pour obtenir une solution du probleme il suffit de faire
U= (D1, ey Pr_1, Uty ery Uy ) OU

U= (uh ,’U,n) S (th, ,QDn> + W(}’OO(Q;R”_tJrl), )\Z(Dﬂ) = Yitt—1, 7 = 1, ey U — t+ 1.

En effet, si une matrice a un nombre s de lignes nulles alors ses s premieres valeurs singuliéres sont
0 et les restantes sont les valeurs singulieres de la matrice (rectangulaire) composée par les lignes
non nulles de la matrice initiale.

L’existence de u est assurée par le Théoreme 7.28 de [14, page 199] ol des solutions dans
Whee (; R™) (2 C R™) sont considérées, mais qui est aussi valable dans W (€Q; RY). O

4.3.3 Extension du cas d’une inclusion définie par une fonction quasiaf-
fine

On aimerait étendre le résultat de la section précédente au cas plus général des fonctions
quasiaffines, c’est-a-dire, résoudre l'inclusion

®(Du) € {a, B}

(® étant une fonction quasiaffine arbitraire) en prescrivant les valeurs singulieres de Du. Comme
on a vu avant (Section 3.3), calculer I’enveloppe rang un convexe de I’ensemble lié & un tel probleme
n’est pas facile. On va donc considérer le probléme ou l'on prescrit les valeurs singulieres d’une
sous-matrice particuliere de Du. Les notations sont les mémes qu’on a utilisé dans la Section 3.3.

On rappelle que si
NAn

O(¢) = 2(0) + Y < A¥adj¢ >,

k=1

on a noté | = max{k : A¥ # 0} et pour (s,t) € R°® tel que (A")f # 0 quion a fixé, £ est la
sous-matrice carrée d’ordre I de £ qui intervient dans adj;€. De plus, on a noté I I’ensemble des
indices des composantes de la matrice £ qui ne sont pas dans la matrice é .

On considere aussi les conditions suivantes :

sup {@(€): [&5] =}, ¥ (1,5) € I, Ml€) =7, Vi= 1ol (ADi(adji€); <0} <o (412)
et

B < mf{cp(g); €| =i, ¥ (i,5) € T, M(€) =, Vi=1,.,1, (A);(adj,€); > o}. (4.13)

On va démontrer le résultat d’existence suivant.

THEOREME 4.26. Soient N,n € N, Q C R” un ouvert borné, ® : RN*" — R une fonction

quasiaffine non constante et des constantes o < 8 et v > 0 wérifiant les conditions (4.12) et
(4.13). Soit encore p € CL (G RYN) tel que

(Dg(x)) €le, Bl, pp- €,
{ N(Dg(@) <.
Alors il existe u € @ + Wy ™ (Q;RN) tel que
{ ®(Du(x)) € {a, B}, p.p. x € Q,

o —

Mi(Do(x)) =7, pp. . €Q, i=2,..,1.
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4.3. Applications

Comme d’habitude on commence par démontrer la propriété d’approximation.

LEMME 4.27. Soient N;n € N, @ : RNX" — R une fonction quasiaffine non constante, des
constantes o < [ et v > 0 vérifiant les conditions (4.12) et (4.13) et

E={ccRV": @) e {a,B), [§] <) ¥ (5) €L M) =7, i =21
Alors E et Reo E ont la propriété d’approzimation avec K(Es) = Rco Ej.

DEMONSTRATION. On considere ’ensemble

By ={¢cRY*": @(¢) € {a+8,5- o},

Gl <ch =0, V(i) el M) =7-0 i=2..1}
et on commence par vérifier que

Reo Es = {5 ERY ;. B(€) € [a+8,8— 4],

£;|§C;_5’ V(Z',j)EI, )\l(é):’}/—é},

Pour cela il suffit de vérifier que les conditions (3.4) et (3.5) du THEOREME 3.7 sont vraies quand
« est remplacé par o+ §, 3 par 8 — 6, c§ par cé —§ et vy par v — 4.

On démontre 'inégalité (3.4), 'autre est analogue. On suppose par 'absurde que (3.4) ne se
vérifie pas. Alors on peut construire &5, avec § — 0, tel que ®(&5) > a-+6, [(&)5| = 5=, V (i,5) € I,
N(&) =7 —06, Vi=1,..1et (A)3(adj&); < 0, ce qui donne Pabsurde puisqu’on a (4.12) par
hypothese.

Une fois que les ensembles Ey ont été choisis d’une fagon continue par rapport a FE, il se vérifie
immédiatement (de la méme fagon que dans les lemmes des Sections 4.3.1 et 4.3.2) que E et Rco E
ont la propriété d’approximation. O

DEMONSTRATION du THEOREME 4.26. Il suffit d’appliquer le THEOREME 4.2. De la méme fagon
que dans les THEOREMES 4.18 et 4.21, a I'aide du lemme précédent on vérifie que int Rco E a la
propriété de relaxation par rapport & F (cf. notations du lemme) et donc on obtient le résultat.O
4.3.4 Surfaces minimales

On veut étudier I'existence de u : 2 C R® — R™t! tel que

adj,,(Du) € 9C,

ou C est un ensemble de R™!. On note que si u est une paramétrisation d’une surface, alors
adj,, Du représente la normale a cette surface. Dans le Chapitre 5 on verra que, selon la méthode
adoptée, la résolution de l'inclusion précédente est fondamentale pour traiter certains probleémes
de minimisation du type des surfaces minimales.

On a le théoreme d’existence suivant.

THEOREME 4.28. Soient Q un ouvert borné de R™, C' un ouvert conneze et borné de R"*! et ug,
Uapplication affine qui vérifie Dug, = &o € R G5 &0 est tel que

ad_]n(go) eC
alors il existe u € ug, + Wy ™ (R tel que adj,(Du) € 8C p.p. dans Q.

DEMONSTRATION. On va appliquer le THEOREME 4.2. Il y a deux cas a considérer.
Cas 1 : adj,& = 0.
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4. Inclusions différentielles : existence de solutions

Comme C est ouvert, en particulier on a dans ce cas que 0 ¢ dC. En outre, puisque C' est borné
on peut considérer une constante v > 0 telle que

lyl <", Vyel (4.14)

et & € int K ou

On a vu au TuEoOREME 3.11 que
int K = {g e ROHFDXN . adj € e int T, Mi(€) < 7} .
On définit aussi le compact
E = {g e ROHDX7 . adi ¢ € 90, M\(€) < 7} .

Pour obtenir le résultat du théoreme il suffit de vérifier que int K a la propriété de relaxation
par rapport & F. On applique le Théoreme 6.15 de [14] (voir REMARQUE 4.6). On commence par
vérifier que E et K ont la propriété d’approximation. Soient

By = {¢ e RO 1 adj, 6 € 905, M) <7 -0},

Ks = {5 e ROFDXn . 4di ¢ € T, An(€) <y — 5’} ,

ou

Cs ={zeC: dist(z,0C) > ¢}
et &' =~ — (" —6)"/™ > 0. Evidemment E5 C Ks C int K. Voyons que
Ve>0360>0: dist(n,E)<e, Vne FEs, §€]0,d)]
Supposons par 'absurde que
de>0: (Vd>03ne Es: dist(n, E) > ¢).

Alors on peut construire une suite 9, € Ey /;, telle que dist(ng, ££) > €. La suite 7, est bornée donc
a une sous-suite pres on peut dire que 7 — 7 pour un certain n qu’on verra doit appartenir a E
ce qui donnera une contradiction.

On any € Eyy donc adj,nx € 361/k, ce qui implique que dist(adj,,nx, 9C) = % Par continuité,
en passant a la limite, on obtient dist(adj,,n, 0C) = 0 ce qui est équivalente & dire que adj,,n € OC.
De la méme fagon on obtient que A, (1) <~ et doncn € E.

Il reste a vérifier la condition

neint K = 3§ >0: neKs, VIel0,d)

qui est évidente par continuité des fonctions qui définissent K. Donc E et K ont la propriété
d’approximation.
Maintenant on vérifie les autres conditions du théoreme en application (Théoreme 6.15 de [14]).
On définit, pour § > 0,
E) =F;CE}C..CE}y "' CE}:=K;s

ou, pouri=1,....,n —1,
E(ZS = E(S U {g € ]R(’ﬂ+1)><n : a‘dJng € 657 Al-‘rl(f) == An(g) =7- 5/} ’
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4.3. Applications

De la méme fagon qu’on a vu que K C Rco E (THEOREME 3.11) on voit que EY C Rco Es. De
plus, on remarque que n passages suffisent pour écrire un élément de ' comme combinaison rang
un convexe d’éléments de EY (cf. démonstration du THEOREME 3.11). Donc on conclut que K a la
propriété de relaxation par rapport a E et par ailleurs ’existence de la solution u souhaitée.

Cas 2 : adj, & # 0.
On définit
K= {g e RHDXn . adj ¢ ¢ inté} .

Si on vérifie que, pour certain Ky C K borné et qui contient &y, K a la propriété de relaxation par
rapport a une partie fermée de OK alors, par le THEOREME 4.2, on obtient 'inclusion désirée. On
applique le THEOREME 4.17 pour assurer ’existence d’un ensemble Ky dans les conditions décrites.
Il faut vérifier que K est borné de facon stable en &y dans une direction de rang un A = a® [ €
R(n—i—l)Xn.
Par le théoreme de décomposition, il existe P € O(n+1), Q € SO(n) et 0 < A; < ... < Ay,
tels que

A1
& = PLQ, oun L =
An
0 --- 0
De plus
0
adjngo = adJnP adJnL et adJnL =
0
(—1)” AL

Comme adj, & # 0 on a que A; > 0.

Sans perte de généralité on suppose & = L. On choisit alors A = a®p ot a = (1,0, ...,0) € R*+!
et B =(1,0,...,0) € R™. On va vérifier que Li({o+ o ® B., A) (cf. NoTaTioN 4.14) est borné pour
certain € > 0. Soit n € Lk (& + a® B., A) alors on peut écrire n = £y + a ® . + ¢t avec 7. € B. et
t € R. Par définition de Lx (& + a ® Be,\) on a adj,n € C et comme C' est borné on peut écrire
ladj,,n| <1, pour certain | > 0 dépendant seulement de C. D’autre part

ladj,,n| = |)\1 +’751 +t| Aot Ay

Donc on a les majorations

!
[t <M 92+t + M FL] < —— + |\ Fe
Ao+ A

D’ailleurs |n| < |o] + | ® ve| + [t| |A| qui est borné pour chaque ¢ fixe. O

4.3.5 Gradient avec un nombre fini de valeurs sans connexion de rang
un

Dans [22], Kirchheim a démontré I'existence d’applications non affines dont le gradient prend
un nombre fini de valeurs sans connexions de rang un. (Voir aussi le résultat dit & Kirchheim-Preiss
cf. [23, Corollaire 4.40], ou est démontrée Pexistence d’une application non affine dont le gradient
prend cing valeurs sans connexion de rang un.) On énonce ensuite le résultat.

THEOREME 4.29. Soient N,n > 2, Q C R™ un ouvert borné. Alors il existe E = {&1,....,&m} C
RN*™ tel que

rang(&; — &;) = min{N,n} sii#j
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4. Inclusions différentielles : existence de solutions

et il existe € ¢ E et u € ue + Wy (G RY) (ug dénote une application qui vérifie Due = £) tels
que
Du(z) € E, p.p. x €.

Ce résultat a été obtenu comme application d’un théoréeme d’existence abstrait aussi du a
Kirchheim (cf. [22, Théoréme 5]). On verra par la suite qu’on peut aussi le démontrer par la méthode
des catégories de Baire. On doit alors construire les ensembles E et K satisfaisant les conditions du
théoreme d’existence général (THEOREME 4.2), ¢’est-a-dire, on doit trouver E compact et K borné
avec la propriété de relaxation par rapport a F. La construction de ces ensembles est la méme
que celle de Kirchheim. Une fois les ensembles construits, on démontre la propriété de relaxation
a 'aide du THEOREME 4.8.

On commence par rappeler un lemme établit dans [22] qui permet la construction des ensembles
ci-mentionnés. On en présentera sa preuve ci-apres.

LeMME 4.30. Soient N,n > 2. Alors il existe E = {£1,...,&m ) CRVX™ tel que
rang(&; — &) = min{N,n} sii#j

et dist(&; B1(0)) > 0, pour tout £ € E. De plus,

VEEE I M CRY . i) Mg C &€+ {peRV*": rangpu =1}
i) Mg C B%(O), #H#M¢ <4Nn
i) 8B%(O) C Ugep int(co({§} U Myg)).

DEMONSTRATION du THEOREME 4.29. Soit E I'’ensemble que le lemme précédent assure exister et
définissons
K =By (0) U [ ] int(co({¢} U Me))

£EE

ou l'on a utilisé les notations du LEMME 4.30. On obtient le résultat par application du THEOREME
4.2 aux ensembles E et K. On note que, puisque 0 € K \ E on obtiendra en particulier I’existence
de u € ug + Wy (Q;RY) tel que Du € E avec £ ¢ E.

Il faut démontrer que K a la propriété de relaxation par rapport a E. Pour cela on applique le
TuEOREME 4.8. On vérifie alors 'hypothese (H) du théoréeme. On commence par noter que K est
un ensemble ouvert.

Soit e > 0 et € K\B.(E).Sin € B1(0), on se réduit facilement au cas ou 7 € int(co({{}UMe))
vu que

33% (O) CK.

(0)-

En fait, dans ce cas, il existe n; de rang un tel que [n —n1,n+m] Cint K = K et n+m ¢ B
I reste a considérer le cas ot 7 € int(co({¢} U Me)) \ B1(0), pour certain § € E. Alors

1
2

k k
=Y N+ 1= N | &
j=1 j=1

k
pour certains A; €]0, 1] tels que Z Aj < 1et ol p; sont des éléments de Mg, d’ailleurs k£ < 4Nn.
j=1
Soit j* € {1,...,k} tel que \;« et p;- réalisent le maxi<j<i Aj|€ — p;| et considérons la direction
de rang un donnée par £ — p;+. On vérifie que, pour certain ¢ > 0 indépendant de 1, m1 = (& — p;+)
satisfait [n — n1,m + m1] C int K. En particulier on obtiendra, pour C' > 0 indépendant de 7,
[m| > C.
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4.3. Applications

Voyons comment trouver la constante c. Pour

k
|t| < min /\j*’l_z)‘j ,
j=1

k
NHHE—pye) = D A+ (Nye = e+ [ 1=D N+t | € € int(co({€} UMe)).
i7" i=1

Il reste donc a vérifier que

k
min )‘j*’l_z)‘j >c>0.
j=1

De

k
e<|n—¢ < ;/\j\ﬂj — & <ANnA-|pje — €| < ANnA- e ax, I —¢|

on obtient 'estimation pour A;-. L’autre estimation est obtenue du fait que

k k k

1

g Sl (1300 IS e DA+ (130 | e
J= J= J= J=

qui implique que

1
max, -5
Z/\j < {ckE |£| 2 <1

k
— maxeep [§| — maxuem,, ek K] .

J

On obtient ainsi la suite de matrices de rang un 7y, ...,7; en faisant maintenant le méme rai-
sonnement avec la matrice n + 1y et ainsi de suite. Reste a vérifier qu’apres ¢ itérations on obtient
n+m+..+n € B(E).

On suppose, sans perte de généralité, que |n+ n1| > |n — m| et on vérifie que

In+m| > C.
En effet,
2 2 2 2 2
2ln+ml” = n+ml”+n—ml"=2n"+2m|* >2C>

Sin+m ¢ B:(F) quand on répéte la procédure on obtient [n+n1 —n2,n+m +1n2) Cint K = K
et (en supposant [ +n1 + 72| > [n+m — n2|)
E

2(n+m + el > n+m + el +n+m — el =2+ m? +2no|? > 402

Ainsi, apres ¢ itérations, on obtient n +n; + ... +n; € int K = K avec
n4+m + .. +m] > ViC. (4.15)

Donc, |n+m + ... +1;| — 400 et comme K est borné, on conclut que pour certain i, n + 71 +
w. +m € KN B:(F). L’estimation ¢ < k(e, F, K) pour k indépendant de n vient du fait que la
constante C' est indépendante de 7.

On conclut par le THEOREME 4.8 que K a la propriété de relaxation par rapport & F et donc
I’existence d’'une solution u. ]

Pour la preuve du LEMME 4.30 qui suit on a besoin d’un résultat auxiliaire établi aussi par
Kirchheim [22].
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LeEMME 4.31. Soit n € RNX" quec rangn = 1. Alors, pour r > 0, il existe
M, C B.(n)n{p e RY*": rangpu =1}
tel que #M,, < 4Nn et n € int(coM,,).

DEMoONSTRATION. 11 suffit de montrer le résultat dans le cas oll n = e! ® e;. Dans le cas général on
peut écrire
n = Rae' ® e;Q, pour certains a # 0, R € O(N), Q € O(n).

Alors, si M est Pensemble associé a e* ® e; pour 7/ = r/|al, on peut faire M,, = RaMQ.

Supposons maintenant 7 = e! ® e; et fixons » > 0. On fixe aussi § > 0 suffisamment petit et
on définit

M, = {nf;: ke{1,2}, je{l,..,n}}u{nf: ke{l,2}, ie{l,.,N}}uU
U{nft: kle{1,2}, (i,j) € {2,...,N} x {2,...,n}}
ou
nfj =n+ (=1)ks2% ®e; pouri=1ouj=1
et

nfjl =n+ (- ®e; + (—1)'6(e’ @e; + (~1)Fe’ ®ey) pour (i,5) € {2,..., N} x {2,...,n}.

On peut vérifier que M,, C {u € RYN*™ . rang = 1} et évidemment que pour ¢ > 0 suffisamment
petit, M, C B,(n). De plus,

HMy < # {0, 5, k1)« (i,g) € {1,., N} x {1,.,n}, k,l € {1,2}} = 4Nn.

Finalement, comme 7+ §%¢’ ® e; € co M,, pour tout (i,5) € {1,...,n} x {1,..., N} (c’est évident
sii=1ouj=1; dans 'autre cas on note que 1 & §%¢’ ® e; est combinaison convexe de 77Z’?jl)7 on
obtient que 7 € int(co M,). O

Le LEMME 4.30 peut maintenant étre démontré.

DEMONSTRATION du LEMME 4.30. Etape 1. On vérifie que

V1 e€dB(0)30<d<r £€0B1(0), (€ By(0), Mg CRV*":

1) M¢ CE+{peRV*": rangp =1}
2) M¢ C B, () C B, (C) C By (0), #Mg < 4Nn
3) Bas(n) C co({&} U Me).

Soit 1 € 9B (0). Alors 17 # 0 et puisque 7 est somme de matrices de rang un, il existe une
direction de rang un pu telle que (n;u) > 0. On prend alors §& € 9B1(0) de la forme 1 + ty et
¢ € B1(0) de la forme 1) — tp. On choisit r > 0 de fagon que Bs,(¢) C B1(0).

On applique maintenant le lemme précédent a la matrice de rang un ¢ — £. On obtient alors un
ensemble N C B,.(¢ — &) N{u € RN*": rangu = 1} tel que #N < 4Nn et ( — ¢ € int(coN). Par
translation on obtient Mg := N + £ vérifiant 1), 2) et ¢ € int(co Mg).

Voyons que Bas(n) C co({£} U M) pour § > 0 suffisamment petit & déterminer. Comme
¢ € int(co M), alors, pour certain v > 0, B,(¢) C coM¢. On note aussi que n = A + (1 — N)&
avec 0 < A < 1 dépendant seulement de 7, (,&. Soit 1 € Bas(n). On peut écrire

u=n+<u—n>=A<+<1—A>s+<u—n>=A(<+i<u—n>)+<1—A>§.
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On vérifie que ¢ + 5 (1 — 1) € co M. En fait,

1 1
C“‘X(M_n)_c SXQ&

Donc, on obtient que ¢ + %(u — 1) € coMg en prenant 20 < Ay et on conclut ainsi que p €
co({&} U M).
Etape 2. On définit ’ensemble E et on conclut le résultat.

Pour chaque n € 83%(0) on l'associe 0y, 1y, &, ¢, et Mg, comme dans la premiere étape.
Alors la famille des boules B, (1) avec n € 9B (0) constitue une couverture de 9B (0) et donc
on peut considérer 1y, ..., nm tels que Bs, (i), i =
On définit € < minq<;<m{dy, }-

Pour la construction de E' on commence par remarquer que, fixé n €

{n e RV*™: adjyn, (1 —n) # 0}

est ouvert et dense dans RY*". On fait alors E = {1, ..., &}, ol

- 51 = gm;

~ On choisit & € {p € RVX" ¢ adjya, (1 — &) # 0} tel que [& — &, | < e

— Pour choisir £3 on commence par fixer p € {n € R¥*" : adjy,.(n — &) # 0} tel que
| — &py| < €/2. On prend alors & € {n € RNX" 1 adjyn,(n — &) # 0} tel que |5 — p| < /2 et
suffisamment proche de p de facon que adjyp, (&3 — &1) # 0. On note que |§3 — &,,| < €.

On poursuit de cette fagon le choix des restants &;.

1,...,m soit encore une couverture de 63% (0).

N x
R XM,

On vérifie ensuite que E a les propriétés désirées. Comme adjy, (& — &) # 0 pour ¢ # j, alors
rang(& — &) = min{N,n} sii # j.

D’autre part, comme |§ — &,,| < € et &,, € 9B1(0), alors dist(&;; B1(0)) > 5 —e > 0, pour € petit.
Finalement, pour §; € E on définit Mg, = Mg, +§—&;, et on obtient le résultat en remarquant
que
M, C Bm,iJrs(Cm) C B2rni (Cni) € B% (0)

et que
m

0B1(0) C |J Bs,, (m) € | Bas,, (m:) + & — &, C

i=1 i=1

c U int(co({&,,} UMe, ) + & — &, = | int(co({&} UMg,).

i=1 =1
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Chapitre 5

Problemes de minimisation non
quasiconvexes

On considere le probleme de minimisation
(P) inf {/ f(Du(x))dz : u € ug, + WOLOO(Q;IRN)}
Q

oll Q est un ouvert borné de R, f : R¥V*" — R est une fonction non quasiconvexe, u : Q@ — RV
et ug, = &ox avec &y € RY*" 11 s’agit donc d’un probléme vectoriel. On note que parfois, durant
I’analyse de ce chapitre, on considére des données au bord non affines et des fonctions f a valeurs
dans R U {+o0}.

Le probleme relaxé de (P) s’écrit

(QP) inf{/QQf(Du(x))dx: u € ug, + W&’“(Q;RN)}

ou @Qf désigne 'enveloppe quasiconvexe de la fonction f.

Dans ce chapitre des conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de solution pour le
probléme abstrait (P) seront établies. On traite, dans la Section 5.1, des conditions suffisantes.
Voyons comment les résultats d’existence pour les équations aux dérivées partielles considérées
dans le chapitre précédent peuvent étre appliqués dans ce contexte.

Une condition nécessaire pour Pexistence de solution de (P) est que

f(Du) = Qf(Du), p.p. dans . (5.1)

Cette condition s’avere suffisante si Q f est quasiaffine dans ’ensemble

K={¢cRY"™: Qf(&) < f(&)}.

La résolution du probleme (P) s’appuie alors sur la recherche de solutions de 1’équation (5.1).
Pour cela I'équation en question sera mise dans le cadre des inclusions différentielles considérées
dans le Chapitre 4.

La Section 5.2 sera consacrée a I’étude de conditions nécessaires pour ’existence de solution de
(P). On introduira la notion de quasiconvexité stricte qui, comme on le verra, est une condition
suffisante, mais pas nécessaire pour la non-existence de solution de (P). En fait, cette condition
équivaut & l'unicité de solution pour le probléme (QP), ce qui n’équivaut pas a la non-existence
de solution pour (P). On a des exemples ol il n’y a pas de solution pour (P), mais pour lesquels
le probleme relaxé a une infinité de solutions.
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Finalement, dans la Section 5.3 plusieurs applications seront considérées. Notamment on considere
le cas ou f(£) = g(®(¢)), £ € RV*™ étant @ : RV*™ — R une fonction quasiaffine arbitraire.

Les résultats de ce chapitre sont parus dans Dacorogna-Ribeiro [18] et Dacorogna-Pisante-
Ribeiro [17].

5.1 Conditions suffisantes d’existence
On suppose par la suite f : RV*" — R U {400}, mesurable au sens de Borel et satisfaisant

F&) 2T (€)) + 8, ¥ € e RV (5.2)

pour certains a € R et 3 € R. Pour & € RY*™ on dénote par ug, 'application affine &yx.
Alors Dug, = &o.
On rappelle que le probleme en considération est le probleme de minimisation

(P) inf {/Q f(Du(z))dx : v € ug, + Wol’OO(Q;]RN)} .

On démontre ensuite un théoreme élémentaire, mais fondamental dans cette section. Ce théoreme
donne des conditions suffisantes pour l'existence de solution du probléme (P). Les conditions
décrites dans ce résultat fournissent le fil conducteur pour établir les conditions suffisantes du
COROLLAIRE 5.3, souvent plus clair dans les applications.

THEOREME 5.1. Soient Q un ouvert borné de R™, F,f : RN*" — R U {+oo} deur fonctions
mesurables au sens de Borel avec F' < f et ug, une application affine telle que Dug, = & et

F (&) mes Q) = inf {/Q F(Du(x))dz : u € ugy + W(}’OO(Q;RN)} . (5.3)

Alors, (P) a une solution s’il existe T € ug, + Wy ™ (Q;RN) tel que

f(Du(z)) =F (Du(x)), p.p. x € Q (5.4)
/QF (D () do = F (&) mes Q. (5.5)

REMARQUE 5.2. (i) Si f est une fonction & valeurs finies satisfaisant (5.2) alors Qf (I’enveloppe
quasiconvexe de f) est bien définie et satisfait la condition (5.3). En général on travaille avec
F = Qf, mais, dans le cas ou f n’est pas finie, il sera utile d’avoir le THEOREME 5.1.

(ii) Si enveloppe polyconvexe de f, Pf(¢) = g(T(&)) pour une certaine fonction g : R™(V>m) —
R U {400} convexe et semi-continue inférieurement, alors la condition (5.3) est satisfaite par F' =
Pf.

(iii) Si f est finie et F' = Qf, alors, en fait, les conditions (5.4) et (5.5) sont (cf. THEOREME
5.7) des conditions nécessaires et suffisantes pour lexistence de solution de (P).

DiMONSTRATION. Voyons que si @ vérifie (5.4) et (5.5) alors @ est solution de (P) :

/Qf(Dﬂ(ac))dx / F(Du(x))dx = F(&)mes(2) < /QF(D’U((E))dx

Q
f(Dv(z))dz, Y v €ue + Wy (Q;RY).
Q

IN

Comme on a vu dans le résultat précédent, 'ensemble
K={¢eRV":F() < [f(9)}
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(F = Qf si f est finie) joue un réle important dans la recherche de solution de (P). Evidemment,
si F et &y vérifient (5.3), le cas intéressant & étudier est le cas ol & € K, sinon wug, est solution
trivial de (P). Ensuite on cherche des conditions qui garantissent (5.4) et (5.5), et conséquemment,
Pexistence de solution pour le probléme de minimisation. Assurer (5.4) peut étre vu comme résoudre
I'inclusion différentielle
Di(z) € K¢ =RY*"\ K, pp. z€Q

et pour cela le but est d’appliquer la théorie du chapitre précédent. La condition (5.5) sera assurée
par 'hypothése de quasiaffinité de F' dans un ensemble adéquat.

Donc, en combinant le résultat précédent avec le THEOREME 4.2 on peut établir le corollaire

suivant. On note que la propriété de relaxation mentionnée dans le corollaire a été définie dans le
Chapitre 4 (DEFINITION 4.1).

COROLLAIRE 5.3. Soient Q un ouvert borné de R™, F, f : RN*" — R U {400} deur fonctions
mesurables au sens de Borel avec F < f et vérifiant la condition (5.3). Soit

K={neRY": F(n)<f(n)}.

Supposons qu’il existe des ensembles bornés Ko C K, C RV*™ tels que
e & € Ko,
o il y a un compact H C KqN K¢ tel que Ky a la propriété de relazation par rapport ¢ H,
o F est quasiaffine dans K.

Alors, le probléme (P) a une solution.

DEMONSTRATION. Comme &y € Ky C K; en appliquant le THEOREME 4.2, on peut conclure ’exis-
tence de T € ug, + Wy ™ (Q;RY) tel que

Du € H, p.p. dans ).

Donc, puisque H C K¢, u vérifie (5.4) et, par 'hypotheése de quasiaffinité, u vérifie aussi (5.5).
Donc, par le THEOREME 5.1 on obtient que @ est la solution souhaitée. ]
REMARQUE 5.4. Si on considére dans le probleme (P) des données au bord ¢ € C} . on peut
encore obtenir ’existence de solution si, entre autres conditions, le probléme relaxé a une solution
réguliere (voir REMARQUE 4.3). Dans la Section 5.3.1 on considérera des problemes ol dans certains
cas l'existence de solution réguliere pour (QP) est assurée et on démontrera le théoréme dans ce cas
plus général. On se réfere a la démonstration du THEOREME 5.20 pour le traitement des données
au bord non affines.

Ensuite on cherche des conditions sur K qui permettent d’assurer l'existence de Koy = K;
avec la propriété de relaxation comme dans ’énoncé du corollaire. Comme on a remarqué dans le
chapitre précédent, si K est borné, alors K a la propriété de relaxation par rapport & 9K . Lorsque
K n’est pas borné, mais borné de facon stable en £y dans une direction de rang un A = a ® g (cf.
(ii) de la DEFINTTION 4.15), on a vu, cf. THEOREME 4.17, qu’il est possible d’assurer I'existence de
Ky C K avec la propriété de relaxation par rapport & Ko N OK.

On peut alors écrire le résultat suivant.

COROLLAIRE 5.5. Soient Q un ouvert borné de R™, F, f : RN*" — R U {400} deuz fonctions
mesurables au sens de Borel avec F' < f et vérifiant la condition (5.3). Soit encore &y € K ot

K={neRV":F(n < fm)}.
Si K est ouvert et il existe une direction de rang un X\ € RN*" telle que
(i) K est borné de fagon stable en & dans la direction A = a ® 3,
(ii) F est quasiaffine dans L (&g + a ® Be,A) (cf. DEFINITION 4.15),
alors le probléme (P) a une solution T € ug, + Wy (S RY).
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5. Problemes de minimisation non quasiconvexes

REMARQUE 5.6. (i) Si f est finie et semi-continue inférieurement et F' = Qf alors la condition
(5.3) est satisfaite et ensemble K est ouvert.

(ii) Comme cas particulier du corollaire on obtient le théoréme démontré par Dacorogna-
Marcellini dans [13, Théoréme 3.1].

DEMONSTRATION. Le résultat suit immédiatement du THEOREME 4.17 et du COROLLAIRE 5.3. O

5.2 Conditions nécessaires d’existence

On établit des conditions nécessaires d’existence pour le probleme
(P) inf {I(u) = / f(Du(x)) de: u € ug + W&’OO(Q;RN)}
Q

ot 2 est un ouvert borné de R™, ug, est affine, avec Dug, = & et f : RV*" — R est une fonction
semi-continue inférieurement. On remarque qu’on ne considere que des fonctions f a valeurs finies.
On suppose que Qf (&) < f(§o) sinon wug, est solution trivial de (P). L’idée fondamentale pour
assurer la non existence de solution de (P) est de garantir I'unicité de solution pour le probléme
relaxé. On obtient ainsi que ug, est la seule solution de (QP), mais comme par hypothese ug, n’est
pas solution de (P) (cf. THEOREME 5.7), ce probléme n’a pas de solution. Cette méthode était déja
utilisée par Marcellini dans [26] et Dacorogna-Marcellini dans [13]. On étend ici leur résultat.

On remarque que 'unicité de la solution pour le probleme relaxé n’est cependant pas nécessaire
pour la non existence de solution de (P). Dans 'EXEMPLE 5.29 on considére un probléme qui n’a
pas de solution, mais dont le probléme relaxé a une infinité de solutions (voir PRoPosITION 5.30).

On commence par démontrer un résultat élémentaire qui donne des conditions nécessaires
d’existence pour le probleme (P).

THEOREME 5.7. Soient Q un ouvert borné de R™, f : RN*" — R une fonction mesurable au
sens de Borel et localement bornée satisfaisant (5.2). Alors, si (P) a une solution u € wug, +
Wy ™ (RN, nécessairement

f(Du(z)) = Qf (Du(x)), p.p. v € Q (5.6)

[ @r (Du@) do = @f (&) meser (5.7
De plus, siu est solution de (P), alors u est solution de (QP).

DEMONSTRATION. On commence par noter que, par le théoreme de relaxation et puisque Qf < f,
si u est solution de (P) alors u est aussi solution de (QP) (voir la définition de (QP) dans la page
79). En effet,

/ Qf(Du(z))dx < / f(Du(z)) de = inf(P) = inf(QP). (5.8)
Q Q

Donc

| @rou@yde = [ (Duta)) ds

et comme Qf < f on obtient (5.6).
En outre, la quasiconvexité de @ f entraine que ug, est solution de (QP). De (5.8) résulte ainsi
la condition (5.7). m|

On introduit ensuite la définition de quasiconvexité stricte.
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Dg&FINITION 5.8. On dit qu’une fonction quasiconvexe f : RVX" — R est strictement quasicon-
veze en & € RV*™ si pour un ensemble ouvert borné U C R™ et pour tout ¢ € VVOLOO (U; RN) tel
que

/Uf (o + Dy (z))dx = f (&) mes(U)
alors ¢ = 0.
PRrorPosITION 5.9. La définition précédente est indépendante du choix du domaine.

DEMONSTRATION. Soit 2 un ouvert borné et supposons que

/Q £ (€ + Dw () dz = £ (€0) mes(Q)

pour certain w € W, ™ (; RY).
On choisit a > 0 suffisamment grand tel que

QCQ,:=]—a,al”
et on définit
w(x), x € Q
v(z) =
0, z € Qq \ Q.

Donc v € Wy ®(Qa; RY).
Ensuite on considere 2y € R™ et k € R suffisamment grand pour que

1 a afn
mO+EQa_$O+}—E7%[ cU.

On définit ) )
%v(k(x - l’o)), T E€xo+ EQa

P 0, x €U\ <a:0+]1€Qa).

On a bien ¢ € Wy ™ (U;RY) et

J 7o Ponaz = s mes (7 (s @) )+ [ st Dbt -

f(go) (mes(w) - 2512 ) & | st Do

f ) (mes) - m2(2e))

= f(§)mes(U)

Par la stricte quasiconvexité de f en £ on a que ¢ = 0 donc v = 0 et finalement w = 0. O

(f(éo)mes(Qa\Q /f£o+Dw( ))dx)

Suit un théoréme élémentaire de non existence :

THEOREME 5.10. Soit f : RVX" — R une fonction semi-continue inférieurement, localement
bornée et satisfaisant (5.2). Soit & € RNX™ tel que Qf (&) < f (o) et Qf est strictement qua-
siconveze en &. Alors le probléme relaxé (QP) a ug, comme seule solution tandis que (P) n’a
aucune solution.
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DEMONSTRATION. Comme ug, est solution de (QP), la stricte quasiconvexité de Q f en & et le fait
que le choix du domaine U est indépendant dans la définition, entraine immédiatement 1'unicité
de solution de (QP). D’autre part, par le THEOREME 5.7, ’il existe u € ug, + Wol’OO(Q;]RN) une
solution de (P) alors u est aussi solution de (QP). Comme par hypothese Qf (&) < f(&o), en
utilisant une autre fois le THEOREME 5.7, on conclut que ug, n’est pas solution de (P) et d’ailleurs
on obtient la non existence de solution pour (P). i

Ensuite on donne des conditions suffisantes pour la quasiconvexité stricte. On commence
par rappeler un lemme et une définition dus & Dacorogna-Marcellini (cf. [13, Etape 2 de la
démonstration du Théoreme 5.1]).

LEMME 5.11. Soient Q un ouvert borné de R et ¢ € Wy ™ (Q;RY) tels que
<o/;D<pi (x)> =0, pp.x€eQ,i=1,...N
pour certains o € R", o' #0,i=1,...,N. Alors ¢ = 0.
DEMONSTRATION. Supposons que
<ai;D<pi(x)> =0,i=1,...,N.

Fixons i € {1,..., N}, on vérifie alors que ¢! = 0. Soient * € Q et 7y € 9N de la forme
xo = x + ta’. Cela est possible puisque €2 est borné. Vu que ¢ € WOI’OO(Q; R™) on peut écrire

t
o' (x) = ' (o) — / (D' (z + sa’);a) ds = 0.
0
Comme x est arbitraire on obtient que ¢* = 0. |

DEFINITION 5.12. Soit f : RVX” — R une fonction convexe. On dit que f est strictement

conveze en & € RN*" dans au moins N directions s'il existe o = (a’)1<i<N € RVxn ol £ 0

pour tout i = 1,..., N, tel que : si pour un certain 7 € RV*" I'identité

%f(fo +mn) + %f(fo) =f <§o + ;n)

est satisfaite, alors
<oﬁ;nz> =0,i=1,...,N.

On vérifie que la stricte convexité dans au moins N directions implique la stricte quasiconvexité.
Ce résultat a été démontré par Dacorogna-Marcellini dans [13] dont on présente ici sa preuve.

PROPOSITION 5.13. Si une fonction conveze f : RNX" — R est strictement conveze en & €
RN*" dans au moins N directions, alors f est strictement quasiconveze en &.

DEMONSTRATION. Supposons que ¢ € WO1 0 (Q; RY) vérifie

/Q f(€o+ Dp()) dx = f(€0) mes(Q). (5.9)

On veut vérifier que ¢ = 0.
Par la convexité de f et par (5.9) on a

fleopmes(@) < [ (&4 300@) dr < [ 160+ Dolo) + 3i(60) o = (o) mesl).
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Donc
(60+ 306(0)) = 3160+ Dote)) + 360, pz €2
Comme f est strictement convexe dans au moins N directions on a que
<ai;D<pi(a?)> =0,i=1,...,N, pp. z €Q

pour un certain « et par le LEMME 5.11 vient que ¢ = 0. O

Evidemment la convexité stricte dans au moins N directions est une condition plus faible que
la stricte convexité. En particulier, dans le cas scalaire (N = 1) il suffit que la fonction soit non
affine pour avoir la condition précédente et donc on obtient immédiatement le résultat suivant.

COROLLAIRE 5.14. Soit f : R — R semi-continue inférieurement, localement bornée et satis-
faisant (5.2). Soit & € R™ tel que Cf (&) < f (&) et Cf non affine en &. Alors (P) n’a pas de
solution.

On veut maintenant généraliser la derniére proposition au cas des fonctions polyconvexes. Pour
mieux comprendre cette généralisation on commence par démontrer une autre caractérisation de
la convexité stricte dans au moins N directions.

On rappelle que si f : RV*" — R est une fonction convexe, le sous-différentiel de f en £,
dénoté 0f (&), est I’ensemble

Of(&) = {NeRN*™ . f(n) > F(&)+ (Nn—8), VnyeRN")

PROPOSITION 5.15. Soit f : RN*" — R une fonction convexe. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) f est strictement conveze en & € RNX"

(i) il existe o = (o/) € RV quec o # 0 pour tout i = 1,..., N, tel que, si

f o +mn)—f()—(Nn=0

pour certains n € RV et X € 0f (&), alors

dans au moins N directions,

1<i<N

(a'sm'y=0,i=1,..,N.

DEMONSTRATION. Etape 1. On va vérifier que la condition

3 @+ + 57 @) =1 (&+ 3n) (5.10)
est équivalente a
FN€Of(&o): f(& +1tn) — f(&) —t(Asn) =0, Vi e[0,1]. (5.11)
On vérifie d’abord que (5.10) implique que
tf(€o+n)+ 0 —1)f (&)= f(+tn), Viel1]. (5.12)

On va le démontrer pour t > 1/2 (si t < 1/2 la preuve est analogue). On peut écrire
1 .
5= at 4+ (1 — a) 0 = at, pour certain a €]0,1].

Par 'hypothese et de la convexité de f on trouve
1 1 1
3 @+t 57 €)= f (S0 30) <af @+ o) +(1-0)f (&),
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Supposons par ’absurde que

f(&o+tn) <tf(So+mn)+ 1 —1)f (&)

Des deux dernieres inégalités, on obtient

S+ 5f () < alif Eotn)+(1-0) @)+ (- a)f (&)
= LGt + 5l ()
qui est absurde. Donc on a bien (5.12). De plus on a

I (&0,m) = lim f (o +1tn) — f (&)

t—0+ t

=f( +n) — f(&)-

Par le Théoréme 23.4 de Rockafellar [35], une fois que f est une fonction convexe réelle on a que
df (&) est un compact non vide et

f(€o:m) =sup {(A;m) = A € 9f (&)} -

Donc il existe A € 9f (&) tel que [/ (£0,m) = (A;n), cest-a-dire f (& +1) — [ (&) = (\;n) et de
(5.12)
f (o +1tn) = f (&) —t(Nm) =0, Vtel01].

On a donc démontré que (5.10) implique (5.11). L’implication inverse est immédiate, si on prend
t=1/2ett=1dans (5.11).

Etape 2. On démontre maintenant I’équivalence des deux conditions de I’énoncé.

(i) = (ii) : On commence par noter que pour tout p € RV

Lf&+n)+35f (&) —f(&+3in) =
UG +mn) — (&) — ()] = [f (Go+3n) — F(&)— 5 (wn)].

Supposons que, pour A € df (&), on a

f (& +mn) = f (&) — (Asm) = 0.
De la convexité de f, de (5.13) appliqué a p = A et de la définition de 9f (&), on a

on a

(5.13)

0<

3@+ @) - f (6t 3n) =1 (50 30) ~ £ 60 - 5 ] <o

Donc, de (i) résulte que <ai;ni> =0,i=1,...,N, pour certain a = (a');<;j<ny € RVX".

(ii) = (i) : Supposons maintenant que

3 @+ + 376 -1 (84 31) =o.

Par ’Etape 1 on sait qu’il existe A € 9f (&) tel que
f (& +1tn) — f () —t{An)=0,Vte[0,1].

En choisissant ¢ = 1, on est dans les conditions de (ii) et on obtient <ai;ni> =0,7=1,...,N,
comme désiré. a

Ensuite on généralise la PROPOSITION 5.13 aux fonctions polyconvexes. On considere séparément
dans le résultat suivant le cas N = n = 2 pour faciliter sa compréhension.
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ProposITION 5.16. Soient f : RVX" — R une fonction polyconvexe, &g € RNX™ et X\ = X\ (&) €
RT(N1) tel que

f&+n) = f(&)— NT (& +n) —T (&) =0, pour tout n € RN*™,

(i) Soit N = n = 2 et supposons qu’il existe at'!,at? 0?2 € RZ, ol £ 0,022 £0, B € R, tels
que, pour chaque 1 € R**? qui vérifie

f&o+n)—f()—(NT (6o +n)—T (%)) =0,

on a
<a2,2;n2> =0 et <a1,1;n1> + <a1,2;n2> + 6detn = 0.
Alors f est strictement quasiconvexe en &g.

(i) Soit N,n > 2 et supposons qu’il existe, pour tout v=1,...,N,

n
a? a”v o N € R, o”Y £0, BV € R(s),2 <s<nA(N-v+1)

tel que pour chaque n € RNX"™ qui vérifie

f(o+n)—f()— (T (o +n)—T (%)) =0

ona N RA(N—v+1)
Doty + Y (8% adjs (s eon™)) =0, v =1, N,
s=v s=2

Alors f est strictement quasiconvexe en &g.

REMARQUE 5.17. (i) L'existence de A comme dans I'hypothese de la proposition est assurée par
la polyconvexité de f (voir Dacorogna [11, Théoréme 1.3, page 106]). Cela correspond & I’élément
de 9f (§) dans le cas des fonctions convexes.

(if) Sil > k > 0 alors on note Zf = 0.

ExXEMPLE 5.18. Soient N =n =2 et

F) = (B)" + (n} + detn)”.

Cette fonction est évidemment polyconvexe et, d’apres la proposition, est aussi strictement qua-
siconvexe en & = 0 : il suffit de choisir A = 0 € R®, o®2 = (0,1), o2 = (0,0), ob'! = (1,0),
g=1

DEMONSTRATION de la ProPosITION 5.16. On démontre la proposition dans le cas N =n = 2.
Supposons que pour un certain domaine U C R? et pour certain ¢ € Wol’Oo (U; Rz) on a

[ £+ Do @) de = £ (&) mes().
U
On prouve que ¢ = 0. Par hypothése, quelque soit 1 € R™22) on a

[/U (o + D (x)) — (&) = (T (S0 + Do () — T (&0)) | dz = 0.

En choisissant g = A (A comme dans I’énoncé de la proposition) dans Iidentité précédente et en
utilisant la polyconvexité de f, on obtient

[ &+ Do (x)) — f (&) = (MT (S0 + Do (2)) = T (&) =0, pp. x € U.
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5. Problemes de minimisation non quasiconvexes

Donc,
<a2’2;Dg02> =0et <a1’1;Dg01> + <a1’2;Dcp2> + Bdet Do =0, p.p. x € U.

On applique maintenant le LEMME 5.11 & la premiere équation pour obtenir ¢? = 0. Si on introduit
ce résultat dans la deuxieme équation on a

<a1’1; Dgpl> =0.
On applique une autre fois le lemme et on déduit que ¢! = 0, ce qui finit la démonstration. O

On peut alors écrire le résultat suivant qui résume les résultats précédents.

COROLLAIRE 5.19. Soit f : RVX" — R une fonction semi-continue inférieurement, localement
bornée et satisfaisant (5.2). Soit & € RNX™ tel que

Qf (§o) < f (&) -

Si une des conditions suivantes est satisfaite
(i) Qf (&) = Cf (&) et Cf est strictement conveze en & dans au moins N directions ;

(i) Qf (£0) = Pf (&o) et Pf est strictement polyconveze en &y (dans le sens de la PROPOSITION
5.16) ;

alors (QP) a une seule solution, qui est ug,, tandis que (P) n’a aucune solution.

DEMONSTRATION. La démonstration est analogue dans les deux cas considérés. On présente la
démonstration dans le premier cas. On vérifie que dans les conditions supposées la fonction @ f est
strictement quasiconvexe en &, et le résultat suit du THEOREME 5.10. On note d’abord que par la
ProposiTioN 5.13 la fonction C'f est strictement quasiconvexe en ;. On suppose que

| Q1€+ Do (@) do = @ (&) mesr
pour certain ¢ € Wy ™ (Q; RN). 1l faut vérifier que ¢ = 0. Alors

/Q Qf (€ + Do (@) dr = QF (&) mesQ = Cf (€) mes

IN

/Q Cf (& + Do (2)) da

IN

/Q Qf (€ + Dy () du

ou l'on a utilisé I'inégalité de Jensen. On conclut ainsi que

/QC’f (o + Dy (x)) de = Cf (&) mes Q.

On obtient alors que ¢ = 0 de la stricte quasiconvexité de C'f en &. ]

5.3 Applications

Dans cette section on considere quatre problemes de minimisation de la forme introduite au
début du chapitre et dont 'existence de solution sera discutée a ’aide des résultats des sections
précédentes.

Premiérement on considére une fonctionnelle ou I'intégrande dépend d’une fonction quasiaffine
et deuxiémement une fonctionnelle avec dépendance par rapport aux valeurs singulieres du gra-
dient. Ensuite on regarde un probléme du type ”surfaces minimales” et finalement le probleme de
minimisation de ’énergie de Saint Venant-Kirchhoff.
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5.3.1 Intégrandes qui dépendent de fonctions quasiaffines

On considere dans cette section le probleme de minimisation
(P)) inf {/ g(®(Du(z)))dx: u € o+ W(}’OO(Q;RN)}
Q

ot 2 est un ouvert borné de R, u: @ — RV, g: R — RU{+00} est une fonction semi-continue
inférieurement non convexe, bornée inférieurement par une fonction affine, ® est une fonction
quasiaffine non constante et ¢ € W1 (Q;RY).

Le probleme relaxé de (P;) s’écrit,

(QP) inf {/Q Cyg(®(Du(zx)))dx: uep+ W&’OO(Q;]RN)}

ou Cg désigne ’enveloppe convexe de g. On rappelle que si on note f = go ® alors Pf = Qf =
Rf = Cgo®, Qf ayant du sens si g est une fonction & valeurs finies (cf. Dacorogna [11, page 217]).

Le probleme (Py) a été étudié par Cellina-Zagatti dans [8] pour le cas ou la donnée au bord
est toutefois une application affine. Mascolo-Schianchi [27] ont aussi vérifié I'existence de solution
pour (Py), dans le cas particulier ou la fonction ® est le déterminant et lorsque la donnée au bord
¢ est un homéomorphisme de (C?(Q))" avec det Dp(z) >0, V x € Q.

La méthode utilisée ici est cependant différente de celle employée par les auteurs mentionnés ci-
dessus. On va vérifier que ce probleme est dans le cadre des problemes considérés dans la Section 5.1.
Donc, la méthode employée s’appuie sur les théoremes d’existence pour des inclusions différentielles
du Chapitre 4.

Le théoreme d’existence qu’on va démontrer dans cette section est le suivant :

THEOREME 5.20. Soient Q@ C R™ un ouvert borné, g : R — R U {+o0} une fonction semi-
continue inférieurement vérifiant

g(t)
== =400 5.14
\t\—>+oo |t| ( )
et p € WHR(Q;RN). Si le probleme (QP1) a une solution ug € CL. (GRY) alors il eriste
u € o+ Wy™(Q;RN) solution de (Py).

1 o (2 RY) solution de (QP;)
permet d’assurer l’existence de solution pour les problemes avec la donnée au bord ¢ € W1 (Q; RN )
et pas seulement ¢ = ug, affine (comme dans le COROLLAIRE 5.3). On verra dans la PROPOSITION
5.23 qu'on peut, dans certaines conditions, assurer I'existence de ug € CL,,,.(Q;RY), solution de
(QPy).

(ii) L’hypothese (5.14) sur la fonction g permet d’écrire

{teR: Cg(t) < gt)} = Jlay, Bl

JEN

REMARQUE 5.21. (i) L’hypothése concernant l'existence de ug € C}.

avec Cg affine dans chaque intervalle [a;, 5;] (voir PROPOSITION 5.41).

L’idée de la preuve est la méme qu’au COROLLAIRE 5.3. Comme on considere des données au
bord non affines, on refait la démonstration, illustrant ainsi la fagon de traiter des problémes avec
de telles conditions lorsque l'existence de solution réguliere de (QP) est assurée.

DEMONSTRATION du THEOREME 5.20 : Soit K ’ensemble
K={teR: Cg(t) < g}
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5. Problemes de minimisation non quasiconvexes

Par la ProposiTiON 5.41, K est ouvert et peut étre écrit comme union dénombrable d’intervalles
disjoints bornés :
K = [Jlay, 851
jEN

On définit des ensembles ;, j € Ny de la fagon suivante :

Qo ={z € Q: g(®(Dug())) = Cg(®(Duo(x)))},
Q; ={zeQ: ®(Dug(x)) €laj, b5}, j €N
On remarque que si Q0 = Qg alors ug est solution de (P). La régularité admise sur ug entraine
que les ensembles €;, j € N sont ouverts. On note encore que, une fois que uy € Wheo(Q; RV),

®(Duyg) est borné et donc 'ensemble {a;, 5, : Q; # 0} est borné.
Pour chaque j € N tel que ©; # ), on applique le THEOREME 4.18, avec ¢ = ug € C

mor( 33

RN)
qui est dans les conditions du theoreme. On obtient ainsi I'existence de u; € ug + VVO (QJ,RN )
tel que
®(Duj(z)) € {ej, 3}, pp. z € Q.
On définit alors,
ug, dans Qg
u =
u;, dans Q;, j €N,
qui vérifie g(®(Du(z))) = Cg(®(Du(z))), p.p. * € Q. Par la REMARQUE 4.19, et puisque {a;, §; :
Q; # 0} est borné, alors ||u;|w1.q,) < ¢ pour une constante ¢ indépendante de j. Ceci permet
de dire que u € WH>°(Q; RY).
On vérifie maintenant que u est solution du probleéme (P;). On a u € ¢ + W&’OO(Q; RY) et, en
utilisant le fait que Cyg est affine dans chaque intervalle o, §;] :

Cg(t) = aj + bjt, Vite [Otj,ﬂj],

et le THEOREME 2.5 (v) on obtient

/Q o(®(Du(2))) dr = / Cy(®(Du(x)) di
= > | Co@Dua)) ds

= Cyg(®(Dug(x dm+2/ a; + b;®(Du,(x)) dx

Qo

= Cg(®Dug(x dx—i—Z/ a; + b;®(Dug(z)) dz

Q0
- / Cy(®(Duy(x))) da.
Q

Comme ug est, par hypotheése, une solution de (QP;) et inf(QP;) < inf(Py), il en résulte que u
est solution de (Py). |

On discute brievement, par la suite, 'existence de ug solution réguliere de (QP;) comme on le
suppose dans le THEOREME 5.20. Il y a le cas élémentaire ou la donnée au bord ¢ est affine. Dans
ce cas p est solution de (QP;) et on obtient ainsi une solution réguliere du probléme relaxé. Cela
résulte immédiatement de la quasiconvexité de C'g o ® dans le cas ou g est une fonction finie, mais
c’est encore vrai pour des fonctions g plus générales comme on le verra.
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PROPOSITION 5.22. Soient Q un ouvert borné de R", g : R — R U {400} une fonction semi-
continue inférieurement telle que

i 9O

im

2 — 4o
\t|—»+oo ‘t| ’

® : RN*X" — R une fonction quasiaffine, ¢ : R® — RY une application affine. Alors ¢ est
solution de (QP).

DEMONSTRATION. Une fois que ¢ est affine, Dy est une constante &, et donc,
| co@De@)de =191 Col@(c),
Par la quasiaffinité de @,
@@@_giA@@m@»@;vue¢+wyﬂmkm.

Par le TatorEME 5.39, les hypotheses sur g assurent que C'g est semi-continue inférieurement
et donc 'inégalité de Jensen s’applique (voir la REMARQUE 5.40). On obtient alors, pour tout
u € o+ Wy™(Q;RN),

1
/QCg(q)(Dgo(:r))) dx = |Q| Cg (m/QCD(Du(x)) d:v) < /QCg(CD(Du(:U)))dx.
Ceci montre que ¢ est solution de (QP;). O

Si lon restreint le probléeme (Py) & la fonction quasiaffine du déterminant, on peut considérer le
cas plus complexe ol la donnée au bord est un difféomorphisme. Comme on vérifiera a la proposition
suivante, dans ce cas les résultats de Dacorogna-Moser [15] permettent encore d’assurer l’existence
de ug avec la régularité demandée dans le THEOREME 5.20.

PROPOSITION 5.23. Soient Q) C R™ un ouvert, borné avec 9Q en C* pour un certain 0 < a < 1,
g:R — RU {400} une fonction semi-continue inférieurement vérifiant

t
lim & = +o00.
[t|—+oo [t]

Soit encore ¢ un difféomorphisme CYH2(Q). Alors, si ® est la fonction déterminant, il existe un
difféomorphisme ug € CH*(Q) solution de (QP;).

DEMONSTRATION. Soit
7,
a=— | det Dp(x)dz.
1€ Jo

En appliquant le Théoréme 1’ de Dacorogna-Moser [15, page 4] , avec f(z) = édet Dy(x), on
assure l'existence de u € Diff"*(Q) tel que

det Du(z) = %det Dy(z), z € Q,

u(z) =z, x € 9.
1

Si ’on définit ug = @ o u™*, on obtient que ug(z) = p(x), V x € 9N et, dans Q, det Dugy = «.
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5. Problemes de minimisation non quasiconvexes

Voyons que g est solution de (QP;). Soit v € ¢ + Wy ™ (Q;RY). Par le THEOREME 2.5 (v) et
par I'inégalité de Jensen (cf. THEOREME 5.39 et REMARQUE 5.40) on obtient

1
/QCg(det(Duo(x)))dx: Q] Cg(a) = |9] Cg (m'/ﬂdet(Duo(x))daz> _

oer (&/ﬁdet(Dv(m))dx) S/QC’g(det(Dv(x)))dx

qui montre que ug est solution de (QF;). O

5.3.2 Intégrandes qui dépendent des valeurs singulieres du gradient
Dans la section précédente on a utilisé ’existence d’applications satisfaisant
®(Du) € {e, B}

afin d’assurer l'existence de minimum d’une fonctionnelle décrite par la fonction quasiaffine ®.
On note que, dans le cas ou @ est la fonction déterminant, on a encore 'existence de solution de
I'inclusion différentielle si ’on prescrit certaines valeurs singulieres de Du (cf. THEOREME 4.21). On
va considérer des problemes de minimisation pour lesquels I'information sur les valeurs singulieres
de Du peut étre utilisée.

Le probleme est le suivant :

(Py) inf {/ f(Du(z))dx : u € ugy + W&’W(Q;R")}
Q
ol  est un ouvert borné de R, u: @ — R™, f: R"*" — R U {+oo} a la forme

F(&) = g(X2(8), s An—1(§), det £),

0 < Ai(§) < -+ < Ay(§) désignent les valeurs singulieres de ¢ (cf. DEFINITION 3.17) et ug, est
une application affine avec Dug, = & € R™*". Pour rendre le probléeme plus compréhensible on
considere des fonctions f de la forme

f(€) = g(A2(8), - An—1(8)) + h(det§).

Par le THEOREME 3.12, Pf(&) = Qf (&) = Rf(§) = inf g + Ch(det &), ot Ch désigne 'enveloppe
convexe de h (Qf ayant du sens si f est finie).
Dans ce cas, le probleme relaxé de (Ps) s’écrit

(QP,) inf {/ inf g + Ch(det Du(z))dz : u € ug, + W&’OO(Q;R")} .
Q

On assure 'existence de solution du probléme (P;) sous les hypothéses du théoréme suivant.

THEOREME 5.24. Soient Q C R™ un ouvert borné, l’ensemble
Q={(z2,.,tp 1) ER"2?: 0< 2y < <y}
et g: Q — RU{+oo} une fonction semi-continue inférieurement telle que
inf g = g(ma, ..., mp_1), avec 0 < mg < -+ < Mmy_q.
Soit encore h : R — R U {+00} une fonction semi-continue inférieurement vérifiant

h(t
W _
[t]—+o0 |t‘
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et ug, une application affine telle que Dug, = & € R™™. Alors il existe u € ug, + Wy (% R")
solution de (P2) pour

f(&) = g(X2(§)s s An—1(§)) + h(det &), ¥V § € R™*".

REMARQUE 5.25. Dans le cas général ot f(§) = g(A2(§), ..., An—1(§),det &), avec g : @ X R —
R U {400}, on obtient l'existence de solution pour (P,) avec la méme démonstration si

infg(e...,.,s) =g(ma,..,mp_1,s), Vs €R
pour certains 0 < mg < --- < my,_1 et sila fonction h : R — R U {400} définie par

h(s) = min T2y ey Tn_1, S
(®) (I27~~~;$n—1)€Qg( ° n=1,9)

est une fonction semi-continue inférieurement et vérifie

h(t
lim Q =400
|t\—>+oo ‘t|

DEMONSTRATION. On démontre le résultat d’existence a I'aide des résultats de la Section 5.1 en
faisant F'(§) = inf g+ Ch(det £). On commence par noter que, par la PROPOSITION 5.22, F satisfait
la condition (5.3). Rappelons que si f est finie alors F' est quasiconvexe et cette condition est
immédiate.
Clairement, si F'(§) = f(&o) alors ug, est solution de (P,). On suppose que F(&) < f(&)-
Soit
K={¢cRV":F (&) <f(€)}.

On peut écrire K = L1 U Ly ou
L, = {5 eR™™: Ch(deté) < h(detf)}

Ly={€ e RV™: Oh(det€) = h(det &), infg < g(Aa(€), oo Ano1()) ).

De la méme fagon que dans la section précédente, par la PROPOSITION 5.41, on a

S={teR:Ch(t) <h(t)} = |Jloy. 5],

jeN

avec Ch affine dans chaque intervalle [a;, 5;]. Alors

Ly =S ¢eR™™: deté € | J]a;, 8
jJEN

Il y a trois cas a considérer.
Cas 1: f() e l.

On note que c’est le méme cas qu’on a étudié dans la section précédente. Soit |, 5;] tel que
det & €]a;, 5;[. On applique le COROLLAIRE 5.3 avec

Ky=K; = {g e R™": det¢ € lay, 351, H)\Z—(g) < Hmi, v=2, ...,n},

en choisissant m,, suffisamment grand de facon que

Mp—1 < My, (5.15)
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5. Problemes de minimisation non quasiconvexes

f[)‘z(€0) < ﬁmi, v=2 ..n, (516)

max {[ay |, 18;]} < ma] - (5.17)

=2

Alors F est quasiaffine dans K et de (5.16) vient que & € Ko. De plus, par le LEMME 4.23
conjugué avec les THEOREMES 4.5 et 3.4, K a la propriété de relaxation par rapport a

H = {fER”X”: det& € {aj, 55}, A(§) =ma, V:2,...,n} CcKoNnKe©

et donc on conclut le résultat.

Cas 2: & € Ly et det &y # 0.
On considere dans ce cas 'ensemble

Ko=K, = {5 ER™M: det& =det&, [[N(©) < [[mi v=2 n}

ou my, vérifie (5.15) avec inégalité stricte : m,, > my_1 et vérifie (5.16). Soit
H={£eR"": det{ =det&, A\(§) =my, v=2,...,n} C KgNK".

On note que K; = int Reco H. Dans [20], Dacorogna-Tanteri ont démontré que H et K; = Rco H
ont la propriété d’approximation avec K(Hs) = Rco Hs. Donc, par le THEOREME 4.5, K; a la
propriété de relaxation par rapport & H. Le résultat suit alors de la quasiaffinité de F' dans K (en
fait F' est constant dans cet ensemble) par application du COROLLAIRE 5.3.

Cas 3: & € Ly et det&y = 0.

Par le THEOREME 3.18, on peut se ramener au cas ou &y = diag(A1(&p), ..., An(€0)). En particu-
lier, comme det &y = 0, on a A1 (&) = 0. Les conditions du THEOREME 4.24 sont remplies et donc
on peut assurer existence de u € ug, + Wy ™ (Q,R") tel que Du € E ol

E={eR™™: \(§) =0, \i(§) =my, i =2,...,n}

avec m,, suffisamment grand. Le résultat suit alors du THEOREME 5.1 vu que F(&) = F(Du) et
F = f dans F.

Alternativement, si on veut obtenir le résultat en appliquant le COROLLAIRE 5.3 sans passer
par le THEOREME 4.24, une fois remarqué que & peut étre écrit comme une matrice diagonale avec
la premiere ligne nulle, on considere les ensembles

n—1 n—1
K:{geR(n—l)Xn: HAZ(§)< Hmi+1a 1/227...7’[7,—1},
H= {é'ER(nil)X”I Ai(S):mi_H, Z'ZL...,TL—l},

pour m,, > my,_1. Alors K a la propriété de relaxation par rapport a H (cf. [14, Théoreme 7.28]).
On conclut alors que si

i=v

Ko=K; = {g erR™: ¢t =0, [N < []mi, v=2, n}
H= {§ e R fl =0, )\1(6) = my, ;: 2,...,’[7,}

K7 a la propriété de relaxation par rapport a H. En choisissant m,, suffisamment grand tel que
& € Ky, le résultat suit du COROLLAIRE 5.3. O
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5.3.3 Intégrale du type surfaces minimales

On considere dans cette section le probleme
(Ps3) inf {/ f(Du(x))dz : u € ug, + WOLOO(Q;RnJrl)}
Q

ol (&) = g(adj,£), pour une certaine fonction non convexe g : R*™* — RU {400} et ug, est une
application affine telle que Dug, =& € R(+1)xn

On rappelle que si I' est une surface de paramétrisation v : Q C R” — R+ T'aire de I est
donnée par 'intégrale

[ Jadi (Du(a)| da.
Q

Celle-ci est 'intégrale qu’on obtient lorsque on pose, avec les notations ci-dessus, g = ||, qui plus
est convexe. On retrouve ainsi un probleme de surfaces minimales, ici dans un cas élémentaire, vu
qu’on considere des données au bord affines. En fait la quasiconvexité de la fonction intégrande
entraine que ug, est solution du probleme.

Comme on exclut le cas ou g est convexe, les problemes qu’on considere sont des probléemes
non quasiconvexes et donc non triviaux.

On sait (cf. par exemple Dacorogna [11]) que Pf(§) = Qf(§) = Rf(§) = Cyg(adj,&) (Qf
n’ayant de sens que si g est finie). On suppose par la suite que Cg est semi-continue inférieurement
(voir le THEOREME 5.39 pour des conditions sur g qui assurent une telle propriété).

Pour ce probleme, et avec les notations de la Section 5.1, on pose F'(§) = Cg(adj, &) et

K ={§ e RUDX L F(§) < ()} = {€ e ROV 1 adj, € € 5

S={yeR"": Cyly) <gy)}

On définit le probleme relaxé
(QP5) inf {/ F(Du(z))dz : u € ug, + W(}’OO(Q;]R”H)} .
Q

On commence par vérifier que F' satisfait la condition (5.3) nécessaire pour appliquer les
résultats de la Section 5.1. On note que si f est finie alors F est quasiconvexe et ’assertion
est immédiate.

PROPOSITION 5.26. Soient g : R — R U {400} une fonction bornée inférieurement par
une fonction affine et F(£) = Cg(adj,§). Alors, si Cg est semi-continue inférieurement, ue, est
solution de (QPs3).

DEMONSTRATION. Soit u € ug, + W, ™ (Q; R**1). Comme chaque composante de adj,(-) est une
fonction quasiaffine,

. . 1 .
| Cotadi (e s = 9] €y adi, &) = 191 Cg <|n| / adJn<Du<x>>dx) .

Le résultat suit alors de I'inégalité de Jensen vu que, par hypothese, Cg est semi-continue inférieure-
-ment (cf. REMARQUE 5.40). O

Par la proposition précédente, si adj,{o ¢ S alors ug, est solution de (Ps). On étudie le cas
ou adj,& € S. Dans ce qui suit on suppose S connexe, sinon on le remplace par sa composante
connexe qui contient adj,&o. Avec la théorie développée dans la premiere section il est possible
d’assurer lexistence de solution pour (P3) dans les conditions décrites dans le théoréme suivant.
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5. Problemes de minimisation non quasiconvexes

THEOREME 5.27. Soient g : R"™' — R U {400} une fonction semi-continue inférieurement,
bornée inférieurement par une fonction affine et f(§) = g(adj, &), V & € R(’”BX”. Si& e K, S
est ouvert borné, Cg est semi-continue inférieurement et Cg est affine dans S alors (Ps) a une
solution.

REMARQUE 5.28. L’hypothese que Cg soit affine dans S n’est pas une condition nécessaire de
minimum, comme on le verra dans la Proposition 5.30.

DMoONSTRATION. On rappelle qu’on pose F'(§) = Cg(adj,,£). Par la PRoPosITION 5.26, la condition
(5.3) est satisfaite. On considére deux cas.
Cas 1 : adj,& = 0. En particulier 0 ¢ 05 parce que, par hypothese, &, € K et S est ouvert.

On applique le COROLLAIRE 5.3 avec

Ko = {€ € RV adj g € 8, A(€) <7},
K, = {5 e RO adi € cint’S, An(€) < 7} ,
ol v est choisit tel que A, (&) < v et
lyl <", Vyes.

Cela est possible puisque S est borné. On a §y € Ko C K qui sont des bornés, Cg(adj,§) quasiaffine
dans K. De plus, comme on a vu dans la preuve du THEOREME 4.28 (Cas 1), K a la propriété
de relaxation par rapport a

H={¢ e ROV adj, ¢ € 95, Aa(6) <7}

Comme H est compact et H C Ky N K¢ on conclut le résultat.

Cas 2 : adj, & # 0.

On applique le COROLLAIRE 5.5 pour obtenir ce résultat. Comme on suppose S ouvert, K est
ouvert. Il faut trouver une direction de rang un A = a ® § € R*+D*" adéquate. On note que, une
fois que Cg est admise affine dans S, alors Cg(adj, &) est quasiaffine dans Lx (& + a ® Be, ) (cf.
DEFINITION 4.15) indépendamment du choix de A. Dong, il reste & démontrer que K est borné de

fagon stable en £y dans une direction A = a ® 8. Cela a été vérifié dans la preuve du THEOREME
4.28 (Cas 2). m|

On considere ensuite un cas particulier pour la fonction g. On démontrera ainsi que la condition
d’affinité de C'g sur S n’est pas une condition nécessaire de minimum et, en outre, qu un probleéme
(P) peut ne pas avoir de solution et son probléme relaxé en avoir une infinité.

ExeEMPLE 5.29. Fixons N =3 ,n =2et f:R3*2 — R définie par

f(&) = g(adjy€)

oug:R>—=Ret
2
gv) = (i —4)" +vi +v5.

2
Cg(v) = [V%*4i|++l/§+1/§

], = x six>0
+7 1 0 siz<O.
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On choisit la donnée au bord de la facon suivante

ug, () = (ug, (x),ugo (as),u‘go(:r)) = (121 + @222, 0,0). (5.18)
Alors
a1 Q9 0
Dug, (x) =& = 0 0 |, adjyDug (x)=adjéo=1[ 0
0 0 0

Le probleme est
(P) inf {I(u) = / f(Du(zx)) dz: u € ug, + WOI’OO(Q;R3)} .
Q

Notons que Qf (&) =0 < f (&) = 16.
Avec les notations précédentes
S={yeR’: Cgly) <gW)} ={y=(y1,92.93) €R>: |ya| <2}
K={¢eR>?: Qf(&) < f(&)} = {¢ e R¥? 1 adjp¢ € S}.

On observe que Cg n’est pas affine dans S, ce qui implique que @ f n’est pas quasiaffine dans K.

Le résultat suivant montre que I’hypotheése de quasiconvexité stricte sur @ f n’est pas nécessaire
pour la non existence.

ProposITION 5.30. Le probléme (P) décrit dans l’exemple ci-dessus avec la donnée au bord de
la forme (5.18) a une solution si et seulement si ug, = 0. De plus, Qf n’est pas strictement
quasiconveze dans aucun & € R3*2 de la forme

a1 Qo
& = 0 0
0 O

et (QP) a un nombre infini de solutions pour un tel &.

DEMONSTRATION. Etape 1. On commence par démontrer que si (P) a une solution alors ug, = 0.
Soit ug, de la forme (5.18) et supposons u € ug, + W, ™ (2; R?) une solution de (P). Alors, par le
THEOREME 5.7,

f(Du) = Qf (Du) = Qf (Dug,) = Cg (adjy Dug,) = Cg (0) = 0.
Donc, dénotant par v (§) = adj,&, on a
|v1 (Du)| =2 ,vs (Du) = v3 (Du) = 0.

Les trois équations s’écrivent

2,3 2,3 | —
|u$1uI2 o uwzuﬂh’ =2

1,3 1,3 _

Uy Uy, — Uy, Uy, =0 (5.19)
1,2 1,2 _

Uy Uz, — Uy =0

2

%,» et apres par uiZ, et en utilisant la troisieme

En multipliant la deuxiéme équation de (5.19) par u
équation de (5.19), on obtient

2 1 3 2 1 3 _ .2 1,3 1 2,3 _ .1 2 .3 2,3
0= Uy Uy Uy — Uy Ugy Uy = Uy Ugy Uy — Uy, U, Uy, = Uy (ufclurz - umuzl)
.2 .1 _3 2.1.3 _ .2 1 _3 2 1.3 _ .1 (,2 .3 2 .3
0= Uy Uy Uy — Uy U, U = Ugy U U — Uz Uy Uy = Uz, (uxlug:z — uwzuwl) .
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5. Problemes de minimisation non quasiconvexes

En introduisant la premiere équation de (5.19) dans les deux nouvelles équations, on trouve

ul = uglc2 =0, p.p. dans Q.

1

On conclut que les solutions de (P) vérifient Du! = 0 p.p. et donc u! = constante dans chaque

composante connexe de . Comme u! coincide avec uéo sur le bord de 2, on déduit que uéo =
et donc ug, = 0, comme on voulait.

Etape 2. On démontre ensuite que si ug, = 0, alors (P) a une solution. Par le THEOREME 5.1,
il suffit de choisir u' = 0 et résoudre

2,3 2,3 | _
uZ Us, — uwzuz1| =2 p.p. dans )
u? =ud =0 sur 0f).

Cela est possible par le THEOREME 4.18.

FEtape 3. On démontre finalement qu’il n’existe aucun & € R3**? de la forme donnée dans la
proposition de telle sort que @ f soit strictement quasiconvexe en £y mais que (QP) a un nombre
infini de solutions pour des telles données au bord. En effet, soient 0 < Ry < Ry < R et dénotons
par Bp la boule de centre dans 0 et rayon R. Choisissons A, u € C* (Bg) tels que

1) A =0 dans 0Bg et A = 1 dans Bg,.
2) 4 =0dans Bg \ Bgr, , p =1 dans Bg, et

’,uQ + p(@y g, + .’I,‘prz)’ < 2 pour tout © € Bg.

Cette derniere condition (qui est une restriction seulement dans Bgr, \ Br,) peut étre satisfaite
pour Ry, Ry et R convenablement choisis.
On choisit alors u (z) = ug, (x) + ¢ (z) ol

o (@) = =M (@) ug, (), ¢* (2) = p(2) 21 et ¢° () = (@) 2.
Alors on a ¢ € W™ (Bg; R3), adj,Du = 0 dans By \ Bg, et dans Bg, on a

0 0
Du= [ S ANV T1Mhay
T2 gy M + T2y,

et
adj2Du = (,U'Q +p (xl:ufm + x2,u'z2) ,0, 0) .

On a ainsi obtenu Cyg (adj,Du) = 0 et donc
Qf (o + Dyp) =Qf (§) = 0.

Comme ¢ n’est pas identiquement nulle, on déduit que @ f n’est pas strictement quasiconvexe. La
construction faite précédemment montre que le probleme (QP) a un nombre infini de solutions. O

5.3.4 L’énergie de Saint Venant-Kirchhoff

On considere le probleme de la minimisation de I’énergie de Saint Venant-Kirchhoff qui s’écrit

(Py) inf{/ﬂf(Du () dx: u € ug, + WOI’OO(Q;R”)},

ou

v 2
1@ = lgg” — 1" + =5 (I - n)
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pour un certain parametre v € ]0,1/2[ et ug, est application affine telle que Dug, = & € R"*".
De fagon équivalente, en fonction des valeurs singulieres 0 < A;(€) < --- < A\, (§) de £ € R**»

n n 2
1© =3 (n@r 1) + — (Z NG n> .

i=1 =1

Ce probleme a été étudié par Dacorogna-Marcellini [13]. Suite aux développements de leurs
résultats d’existence pour les inclusions différentielles, cf. [14], il est des lors possible de traiter des
nouveaux cas.

On commence par rappeler 'expression de I’enveloppe quasiconvexe de f pour les dimensions
n =2 et n = 3. Ces expressions ont été calculées par Le Dret-Raoult [25].

Pourn=2ona

1 2 2 1 2 2 2
Qf (&) = 1 {P\z(fﬂ - 1L + =i —2) [(1 —v) M) +v A9 - 1L
ol
r sixz>0
[””]+:{ 0 siz<O0.
De fagon équivalente
0 si f € D,
Qr©) =1 & (D@ -1)" siceD,
G $i € ¢ DyUD,
Dy = {€ € R (1= v) (OF +v (@) < 1, Xa(©) <1}
={£eR¥?: Ny(8) < 1}
Dy = {¢ e R¥*: (1 =) (OF +v MO <1, Ma(6) > 1}
Si n = 3 alors
QF© = 1+ RO 11+ [Rel@F + v Pale)f — (4] +
o V)El —oy (= @ +r(el@)) + Dal@))) - (1)
0 si&eCy
@40 (e 1)’ siEeCy
Qf (g) = 2 2
1+ (M@ 1)+ 5 (M@ +v D@ —(1+1)) sigeCy
f(ﬁ) Si§§é01UCQU03

99



5. Problemes de minimisation non quasiconvexes

olz{,sew: A(€) <1, PO +v (@) < 14v }
(1= ) O + v(Pa(©) + Pa(©)) < 1+v
={£eR™?: N8 < 1}
={§ER3X3: A(6) 21, Pa@F +v (@ <1+ }
(1= 1) ©F + v + D)) < 1+v
03:{56R3x3: D +v s =1+ }
(1= 1) O + v + D)) <1 +v

On va assurer 'existence ou la non existence de solution pour (Py) en fonction de la donnée au
bord ug,. Pour la dimension n = 2, le probleme sera completement résolu. En effet, pour chaque
valeur de &y on démontre s’il existe ou non des solutions au probleme de minimisation. Dans le cas
de la dimension n = 3 quelques cas restent encore ouverts. Les résultats sont les suivants.

THEOREME 5.31. Sin =2, le probléme (Py) a des solutions si et seulement si §o ¢ Do.

THEOREME 5.32. Sin = 3, le probléme (Py) a une solution si & ¢ CoUCs et n'a pas de solution
St fo e (.

REMARQUE 5.33. Le cas ou & € Cj est ouvert.

On commence par démontrer deux lemmes concernant des propriétés des valeurs singuliéres qui
permettront de démontrer, pour certaines valeurs de &, la non existence de solution du probleme
(Py). On note que les deux lemmes sont valables en dimension n quelconque.

LEMME 5.34. Soient § € R™ "™ tel que \,(&) = 1 et Q un ouvert de R™. Si u € wug, +
Wy ™ (Q;R™) est tel A, (Du(z)) =1, p.p. x € Q alors u = ug, .

DEMONSTRATION. Soit u dans les conditions de I’énoncé. Sans perte de généralité on écrit £y =
diag(A1(£0); - An_1(€0), 1) et u = ug, + @, avec o € Wy (Q; R™). Alors, par la caractérisation de
Apn donnée dans le THEOREME 3.21, p.p. € ), on a

(3801 dpn—1 8%1)‘

1
Ox, 7 Oz, + Oxy,

_ 8901 ? 6<Pn—1 2 3@n a@n

ou e, = (0,...,0,1) € R™.
Voyons que gf? =0, p.p. dans Q2. Comme ¢ € Wol’oo(Q;]R") alors

= M (Du(z)) > |Du(x)e,| =

Opn _ o
Q a:I:n
Si W" # 0 dans un ensemble de mesure positive, alors gi: > 0 dans une partie de , ce qui
contredlt (5.20). Donc % =0, p.p. z € Q et par (5.20) pour tout s = 1,...,n, m' =0, pp. ¢ €.
Cela implique que ¢ = 0, c’est-a-dire, u = ug,. O

Dans le deuxieéme lemme on démontre la stricte convexité de A,(-) en £ dans au moins n
directions (cf. DEFINITION 5.12), sous ’hypothese de A,—1(£) < A, (€). Ce résultat avait été obtenu
en dimension 2 par Dacorogna-Marcellini [13]. En le démontrant pour une dimension n arbitraire
on sera capable de prouver la non existence de solution de (Py) en dimension 3 dans certains cas.
En fait, comme on I’a vu dans la Section 5.2 la convexité stricte dans au moins n directions est
une condition suffisante pour la non existence de solution des problemes de minimisation.
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LEMME 5.35. Soit £ € R™ " tel que Ap—1(€) < An(&). Alors la fonction convexe A, : R"*™ — R
est strictement convexe en & dans au moins n directions.

REMARQUE 5.36. Si \,_1(£) = \,(€) le résultat n’est plus vrai. En effet, soit £ € R2*? tel que
¢ = diag(a, a) avec a > 0. Alors pour toutes les matrices symétriques n € R?*? avec leurs éléments
positifs on a A2 (26 + ) = A2(€ + 1) + A2(€) ce qui contredit la définition de convexité stricte dans
au moins 2 directions.

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, supposons que ¢ ait la forme £ = diag(y1, ..., ¥n), ol
vi = Xi(§), i =1,...,n. On démontre que si

N (6+7) = A”(é””g + A (8)

alors < a®,n',>=0,i=1,..,navecal = ... =a" ! =e, = (0,...,0,1) et o, = 1 = (1,0,...,0).
Supposons que A, ({4 %) = M, ce qui est équivalent & A\, (26 +1n) = A\, (E+n) +
An(€). On note qu’il suffit de considérer £+ # 0. Comme la fonction A, (-) peut étre écrite comme
An(€) = maxy—; [Cy| (cf. THEOREME 3.21) on considere x € R™ tel que |z| = 1 et A\, (2§ +1n) =
[(2€ + n)x|. Alors

A& +m) + A (§) = 126 +n)z| < [(E+n)z| + [E2] < Au(§+n) + An(§).

Done [(§ +n)z| + [§z| = An(§ + 1) + An(€) et comme [(§ +n)z| < An(§ +n) et [§z] < Ap(€) on
obtient |(£ + n)z| = M (E+n) et [Ex] = M (€). En outre, du fait que |(2§ + n)z| = |(€ + n)x| + [€x],
résulte que (€ +n)x et Ex sont co-linéaires. Comme |(€ + n)z| = M\ (E+ 1) # 0 et |Ex| = A (§) #0
alors on peut écrire £z = ¢(€ + n)x avec ¢ # 0.

On vérifie ensuite qu’alors |€x| = A\, (§) = 7, entraine que x = +e, = £(0,...,0,1). On
commence par noter que

Z 22 Vil 1) =

=2

n
('yf(xf ot ar —1) =y (T 4+ ah - 1)+ 2%'2—11”?—1 =

N Y0 SRV RO T NUR SR o O T
2 2
_Z’yzx _,Yn |§‘T‘ _’Ynzo

Donc on a une somme nulle dont chaque terme est négatif ou nul. On conclut que chaque terme
est en fait nul et en particulier, comme 7, > 7,_1, que 2 = 1, c’est-a-dire = +e,,.
On peut alors écrire
Tynen =Ex = c(§+n)z = £c(§+n)n

ot (£ 4+ 1), désigne la derniere colonne de ¢ + 7. En particulier ! = --- = n?~! = 0. De la méme
fagon, puisque A, (¢) = A\, (¢T) en faisant le méme raisonnement avec les matrices transposées on
obtient que nf = ... =n"_; = 0 et donc < a’,n" >= 0, pour tout les i € {1,...,n} avec les choix
des o’ mentionnés en haut. a

On démontre ensuite les résultats liés au probleme de minimisation. On commence par le cas
de la dimension 2.

DEMONSTRATION du THEOREME 5.31. On considere plusieurs cas.
(1) Si &y ¢ D1 U Dy alors ug, est solution du probléme.
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5. Problemes de minimisation non quasiconvexes

(if) Si & € D; (ce cas n’était pas inclus dans Dacorogna-Marcellini [13]) on applique le
COROLLAIRE 5.3 pour obtenir I'existence de solution. Ici F' = Qf. 1l suffit de faire

K =DiUDy = {¢ € R¥?: (1-v) (O +v Pa(©) <1}
Ko =Ky =Dy ={£eR¥>?: )\ () < M(€) < 1}
H=KynNoK = {{ e R**?: A\ (&) = \a(§) = 1}.

On note que Qf est quasiaffine dans K (en effet Q f = 0 dans cet ensemble) et que K a la propriété
de relaxation par rapport & H (ce fait résulte du LEMME 4.23 conjugué avec le THEOREME 4.5).

(iil) Si & € D2 avec A\a(&p) = 1 alors A1(&y) < 1 = A2(&). Par le THEOREME 5.7, on a que si u
est solution de (Py) alors A\ (Du(z)) = A2(Du(z)) =1, p.p. x € Q. Par le LEMME 5.34 ceci n’a pas
de solution avec la condition au bord u = ug,.

(iv) Supposons &y € Ds avec Aa(&p) > 1. Ce cas a été démontré par Dacorogna-Marcellini dans
[13]. De la définition de D, A1(&) < A2(&p) et, par le LEMME 5.35, Az(+) est strictement convexe
en &y dans au moins 2 directions. Si on définit

1

g(t) = 1= (2 = 1)

alors dans un voisinage de &g
QI (&) = g(X2(8))-

La convexité stricte de g pour ¢ > 1 implique que aussi Q) f est strictement convexe en ¢, dans au
moins 2 directions. Donc la ProrosiTION 5.13 et le THEOREME 5.10 assurent dans ce cas la non
existence de solution. O

On démontre maintenant le THEOREME 5.32.

DEMONSTRATION du THEOREME 5.32. La démonstration utilise les mémes arguments que ceux
utilisés au THEOREME 5.31.
(1) Si &y ¢ C1 U Cy U Cs alors ug, est solution de (Py).

(ii) Si & € €y il suffit d’appliquer le COROLLAIRE 5.3 avec F' = Qf,

K=CUCUC = {e R (1—») (O + m(Da(@)]® + Do) < 14}
Ko=K; =C; = {£ R : \3(¢) < 1}
H=KonNoK ={£ e R¥?: \(&) = Aa2(§) = X3(¢) =1} .

iii) Si &y € Cy avec A3(&) = 1 alors A2(&y) < 1 = A3(&p). Si u est solution de (Py) alors

(
A1 (Du(x)) = Ae(Du(x)) = Ag(Du(x)) =1, p.p. x € Q. Le LEMME 5.34 montre qu’un tel u n’existe
pas.

(iv) Si & € Cy avec A3(&) > 1 alors A2(&y) < A3(&p) et la non existence de solution résulte,
comme dans le cas de la dimension 2, de la convexité stricte de A3 en &y dans au moins 3 directions.0

5.4 Appendice : quelques résultats élémentaires sur les en-
veloppes convexes

On discute par la suite de la question : étant donnée une fonction g : R® — R U {+o00} semi-
continue inférieurement, son enveloppe convexe Cg est-elle encore semi-continue inférieurement ?

On remarque que, si Cyg est finie, alors on peut méme dire que C'g est continue puisqu’elle est
convexe (cf. [35, Théoréme 10.1, page 82]). Mais, en général, Cg n’est pas finie et, méme, C'g n’est
pas semi-continue inférieurement, comme I’exemple suivant le démontre.
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ExemPLE 5.37. Soit g : R? — R U {+oco} définie par

() = 1, sixelL,
IE= +oo, stz é L,

oun L={(0,t): t>0}U{(¢,0): 0<t<1}.Puisque L est fermé, cette fonction est semi-continue
inférieurement. D’autre part, son enveloppe convexe est la fonction

1, st x €colL,
+o0, si x ¢ colL,

Cata) = {

ouncoL ={(s,t): 0<s<1, t>0}U{(1,0)}. Comme cet ensemble n’est pas fermé, la fonction
Cg n’est pas semi-continue inférieurement.

Cet exemple est en accord avec le résultat connu suivant (cf. [35, Théoreme 7.4, page 56]).

THEOREME 5.38. Soit g : R" — R U {400} une fonction conveze. Alors g est semi-continue
inférieurement sauf éventuellement au bord relatif de son domaine effectif.

On vérifie que sous une hypothese de croissance a 'infini la semi-continuité inférieure de Cg
est assurée.

THEOREME 5.39. Soit g : R — RU{+o0} une fonction semi-continue inférieurement telle que

lim M = +4o00.
|| —+o0 |.Z"

Alors Cg est semi-continue inférieurement.

REMARQUE 5.40. En particulier, avec ces hypotheses sur g, on a Cg = g** et d’ailleurs 'inégalité
de Jensen est valable pour C'g méme si cette fonction a des valeurs dans R U {+o00}. Cela provient
du fait que C'g = ¢g** et donc est supremum de fonctions affines.

DEMONSTRATION. Soient € R™ et x, — z. Il faut vérifier que Cg(x) < liminf Cg(z,). Dans
tout ce qui suit, on considére la sous-suite de z,, qui réalise la limite inférieure de Cg(z,) et qu’on
dénote aussi par x,.

On note d’abord que, par le théoreme de Carathéodory,

n+1 ) ] ) n+1 ) n+1 o
Cy(z) = inf {Ztlg(yz) : tte0,1], th =1, Zt’y’ = z}
i=1 i=1 i=1

et donc, pour chaque v € N, il existe

n+1
t,e[0,1], yi eR", >t =1,
— =1
>ty =, (5.21)
=1
n+1 ‘ ‘ 1
Cglz,) <D tg(y’) < Cg(x,)+ =
glzy) < ; vo(yy) < Cylay) + -~

Comme les suites ¢, sont bornées on peut, & une sous-suite pres, écrire t* = lim¢;,. On considere
trois cas séparément.
Cas 1 : les suites y;, sont toutes bornées.

103



5. Problemes de minimisation non quasiconvexes

A une sous-suite pres on peut écrire y°, — y*. De (5.21) résulte que = = Z?Ill t

la convexité de Cg et la semi-continuité inférieure de g,

y' et donc, par

n+1 n+1
. .
) < Z t'g(y") < liminf Z thg(yl) < lim Cg(z,) + = lim Cg(z,),

comme on voulait.
Cas 2 : il existe j € {1,...,n + 1} tel que la suite yJ est non bornée et t/ # 0.

Dans ce cas ’yf,’ — +00 et donc, par '’hypothese de croissance de g, lim g(y)) = +oc. D’autre
part, les hypotheéses sur g entrainent que g est bornée par dessous. Alors on a

n+1
Cy(zy) + ~ >Ztygyu > ¢+t g(y]) — +oo

et d’ailleurs lim Cg(z,) = 400 > Cg(x).
Cas 3 : pour toutes les suites y’ non bornées le t* correspondant est nul. En dénotant par [
I'ensemble des indices i tels que 3’ est non bornée et par J 'ensemble des indices i tels que y°, est
bornée on considere deux sous-cas.
Sous-cas 1 : & = Y, t'y". En particulier lim )", , t,y!, = 0.

Comme |y;| est non bornée pour ¢ € I, alors, en utilisant I’hypothese de croissance a l'infini de
g, on a, pour v suffisamment grand,

gi) > i|, i€l

Donc

n+1
limCg(z,) = lim (C’g(mu) ) > hmZth yL) > lim (Z tg(yl) + th, ’y,ﬁ’) >

i€J el

> Y tig(y') = Cy(x)

iceJ

comme on voulait.
Sous-cas 2 : @ # >, t'y". On commence par noter que, comme |y/| est non bornée pour i € I,
I’hypothese de croissance a 'infini de g implique que

Diertg(y)

lim ——
‘Ziel t,@y},]

= +o00.

Cela entraine que

Cylz,)+ L -2, tha(yl)
|xv —Yiesth y,,}

v = L

lim Cg(x,) = lim (

_+Ztugyy>—

ieJ i€J
tt gy,
>hm<w ~ D> L —f+ztyg yu>:—|—oo.
|Z$€I i€J i€J
Donc Cg(z) < +oo = lim Cg(x,). O

En dimension 1 on peut obtenir encore plus d’informations sur C'g. Notamment Cg est affine
dans chaque composante connexe de Pensemble K = {z € R: Cyg(z) < g(z)}. Cet ensemble joue
un role important dans la résolution des problemes du calcul des variations et le résultat suivant
est important dans les applications considérées dans les Sections 5.3.1 et 5.3.2.
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PROPOSITION 5.41. Soit g : R — R U {400} une fonction semi-continue inférieurement telle

que
t
lim & = +4-o00.

Alors, K = {t € R : Cg(t) < g(t)} est ouvert et peut étre écrit comme union dénombrable
d’intervalles ouverts, bornés et disjoints. De plus Cg est affine dans la fermeture de ces intervalles.

DEMONSTRATION. On suppose K # (). Soit z € K. On note que Cg(x) # +oo parce que Cg < g
dans K. Par le théoréme de Carathéodory, on peut considérer des suites de nombres réels (t,,, Yn, 2n)
telles que

tn € [0,1],
toyn + (1 —tn)zn = x, (5.22)
tng(yn) + (1 = tn)g(zn) — Cg(x).

Etape 1 : Les suites y,, et z, sont bornées.
On raisonne par I’absurde. Il y a deux cas a considérer.

Cas 1 : y, est bornée et z, n’est pas bornée (ou le contraire).
Dans ce cas on peut écrire & une sous-suite pres : y, — y € R, |z,| — o0 et t,, — ¢ € [0,1].
En particulier lim g(z,,) = +00. On analyse maintenant les cas ¢t =1, ¢ = 0 et t €0, 1].
Sit=1etz+#y, alors

9(zn) _ o (L —ta)g(za) _ Cylz) —9(y)
[2n] (I =tn)zn] = fz =yl

400 = lim < +0o0

qui est absurde. Mais, si t =1 et x = y alors
lm(1 = tn)g(2n) < Cg(x) — g(y) = Cg(z) — g(z) <0,

ce qui est aussi absurde puisque (1 — ¢,)g(z,) > 0 pour n suffisamment grand vu que

lim 79('2") = 400.
|2n]

Sit =0, (5.22) implique que limt,¢(y,) = —co. Mais, comme g est bornée inférieurement,
limt,g(yn) > —o0.
Finalement, si ¢ €]0, 1] alors,
limt,g(yn) + (1 —tn)g(2n) = +00,

ce qui implique que Cg(x) = +00, qui n’est pas vrai, comme on a déja remarqué.
Cas 2 : Les suites y,, et z, ne sont pas bornées.

A une sous-suite pres, |y,| — +o0, |z,| — +o0 et t,, — ¢ € [0, 1].

Sit # 0 alors
g(zn)  Cyg(z)

9(Yn) 9(yn) Cyg(z)

lim ¢, +(1—t,) — > limt, - = +o00,
ce qui contredit (5.22).
Sit =0 alors
hmtng(yn) +a _tn)g(zn) _ Cyl) o lim(1 _tn)g(zn) ~ Cy(x) _ oo,
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ce qui contredit aussi (5.22).

) = g(z)s + y9(2) = zg(y)7 V s € [y,z] ol y et z sont, respectivement, les
y—z y—z

limites des sous-suites de y,, et z,. En particulier, Cg(y) = g(y) et Cg(z) = g(z).
Comme on a vérifié dans 'Etape 1, les suites y,, et z, sont bornées et donc, a une sous-suite

preés on peut écrire y = limy,, 2 = lim 2,, et ¢ = lim¢,,. Donc de (5.22) résulte que

Etape 2 : Cy(s) =

ty+(1—t)z==x. (5.23)
D’autre part, par la semi-continuité inférieure de g et (5.22),
tg(y) + (1 = )g(2) < Cy(x). (5.24)
Donc de (5.23) et par la convexité de Cyg , on a que
tg(y) + (1 —t)g(2) < Cy(z) = Cy(ty + (1 — t)2) < tCy(y) + (1 = 1)Cy(2). (5.25)

On note que Cg(z) < oo donc (5.24) implique que g(y), g(z) < +oo et d’ailleurs Cy(y), Cg(z) <
+o0. Alors, de (5.25),

t(g(y) — Cg(y)) + (1 = 1)(g(2) — Cy(2)) < 0.
Mais t # 0 et ¢t # 1. En fait, si ¢ = 0 (analogue pour ¢t = 1), alors = z et Cg(z) = g(z) qui est
absurde puisque z € K.
Donc t €]0,1[ et d’ailleurs Cg(y) = g(y) et Cg(z) = g(z). De plus, on obtient, par (5.25), que

et, comme z = ty + (1 — t)z, par conséquence Cg(z) = ) = g(z)x + yg(z) = zg(y)’ comme on
Yy—=z Yy—=z
voulait.
Soit h(s) := 9W) = 9(2) 5+ yo(z) = zg(y) Comme h est une droite, C'g coincide avec h en trois

y—2z y—z
points : x, y et z et par définition de C'g, on obtient que Cg = h dans [y, z].

Etape 3 : K est ouvert et peut étre écrit comme union dénombrable d’intervalles ouverts, bornés
et disjoints : pour certains «;, §; € R tels que oy < f3;,

K = Jlos, 8

i€N

et Cyg est affine dans chaque [oy, 5], 7 € N.
On note que si K n’était pas ouvert, il existerait z € K et z,, ¢ K tel que z,, — x. Par les
étapes précédentes, pour n suffisamment grand, z,, € [y, z] et Cg est affine dans [y, z]. Donc,

g(z) <liminf g(x,) = liminf Cg(z,) = liminf h(z,) = Cg(x)

qui est absurde puisque x € K. Donc K est un ouvert et donc, peut étre écrit comme union
dénombrable d’intervalles ouverts. Par les étapes précédentes, si © € K alors x = ty + (1 — t)z,
t € [0,1] avec y, z ¢ K. Donc, chaqu’un des intervalles avant mentionnés est borné et on peut écrire

K= U]ai7ﬁi[7 ou aiaﬂi €Ret o; < ﬂl

ieN
De plus, on a vérifié dans 'Etape 2 que Cyg est affine dans chaque intervalle [a, 3;] et, si
x €lay, Bi], alors Cg(z) = tg(ay) + (1 —t)g(5;), on t €]0,1[ et & = ta; + (1 — t)5;. O

106



Bibliographie

[

J.-J. Alibert et B. Dacorogna. An example of a quasiconvex function that is not polyconvex
in two dimensions. Arch. Rational Mech. Anal., 117(2) :155-166, 1992.

G. Aubert et R. Tahraoui. Sur la faible fermeture de certains ensembles de contrainte en
élasticité non linéaire plane. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. A-B, 290(12) :A537-A540, 1980.

R. J. Aumann et S. Hart. Bi-convexity and bi-martingales. Israel J. Math., 54(2) :159-180,
1986.

J. M. Ball. Constitutive inequalities and existence theorems in nonlinear elastostatics. In
Nonlinear analysis and mechanics : Heriot-Watt Symposium (Edinburgh, 1976), Vol. I, pages
187-241. Res. Notes in Math., No. 17. Pitman, London, 1977.

J. M. Ball et R. D. James. Fine phase mixtures as minimizers of energy. Arch. Rational Mech.
Anal., 100(1) :13-52, 1987.

G. Buttazzo, B. Dacorogna et W. Gangbo. On the envelopes of functions depending on
singular values of matrices. Boll. Un. Mat. Ital. B (7), 8(1) :17-35, 1994.

E. Casadio Tarabusi. An algebraic characterization of quasi-convex functions. Ricerche Mat.,
42(1) :11-24, 1993.

A. Cellina et S. Zagatti. An existence result in a problem of the vectorial case of the calculus
of variations. SIAM J. Control Optim., 33(3) :960-970, 1995.

M. Chlebik et B. Kirchheim. Rigidity for the four gradient problem. J. Reine Angew. Math.,
551 :1-9, 2002.

P. G. Ciarlet. Introduction a l’analyse numérique matricielle et a ['optimisation. Collec-
tion Mathématiques Appliquées pour la Maitrise. [Collection of Applied Mathematics for the
Master’s Degree]. Masson, Paris, 1982.

B. Dacorogna. Direct methods in the calculus of variations, volume 78 of Applied Mathematical
Sciences. Springer-Verlag, Berlin, 1989.

B. Dacorogna et P. Marcellini. A counterexample in the vectorial calculus of variations. In
Material instabilities in continuum mechanics (Edinburgh, 1985-1986), Oxford Sci. Publ.,
pages 77-83. Oxford Univ. Press, New York, 1988.

B. Dacorogna et P. Marcellini. Existence of minimizers for non-quasiconvex integrals. Arch.
Rational Mech. Anal., 131(4) :359-399, 1995.

B. Dacorogna et P. Marcellini. Implicit partial differential equations. Progress in Nonlinear
Differential Equations and their Applications, 37. Birkhduser Boston Inc., Boston, 1999.

B. Dacorogna et J. Moser. On a partial differential equation involving the Jacobian determi-
nant. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire, 7(1) :1-26, 1990.

B. Dacorogna et G. Pisante. A general existence theorem for differential inclusions in the
vector valued case. Port. Math. (N.S.), 62(4) :421-436, 2005.

B. Dacorogna, G. Pisante et A. M. Ribeiro. On non quasiconvex problems of the calculus of
variations. Discrete Contin. Dyn. Syst., 13(4) :961-983, 2005.

107



BIBLIOGRAPHIE

[18]

[19]

[23]
[24]
[25]

[26]

B. Dacorogna et A. M. Ribeiro. Existence of solutions for some implicit partial differential
equations and applications to variational integrals involving quasi-affine functions. Proc. Roy.
Soc. Edinburgh Sect. A, 134(5) :907-921, 2004.

B. Dacorogna et A. M. Ribeiro. On some definitions and properties of generalized convex
sets arising in the calculus of variations. In Recent advances on elliptic and parabolic issues,
Proceedings of the 2004 Swiss-Japanese Seminar. World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd.,
Hackensack, NJ, 2006.

B. Dacorogna et C. Tanteri. Implicit partial differential equations and the constraints of
nonlinear elasticity. J. Math. Pures Appl., 81(4) :311-341, 2002.
R. Horn et C. Johnson. Topics in Matriz Analysis. Cambridge University Press, 1991.

B. Kirchheim. Deformations with finitely many gradients and stability of quasiconvex hulls.
C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 332(3) :289-294, 2001.

B. Kirchheim. Rigidity and geometry of microstructures. Lecture Note No. 16, Max Planck
Institute for Mathematics in the Sciences, 2003.

J. Kolar. Non-compact lamination convex hulls. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire,
20(3) :391-403, 2003.

H. Le Dret et A. Raoult. The quasiconvex envelope of the Saint Venant-Kirchhoff stored
energy function. Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A, 125(6) :1179-1192, 1995.

P. Marcellini. A relation between existence of minima for nonconvex integrals and uniqueness
for nonstrictly convex integrals of the calculus of variations, volume 979 of Lecture Notes in
Math. Springer, Berlin, 1983.

E. Mascolo et R. Schianchi. Existence theorems for nonconvex problems. J. Math. Pures
Appl., 62(3) :349-359, 1983.

J. Matousek et P. Plechd¢. On functional separately convex hulls. Discrete Comput. Geom.,
19(1) :105-130, 1998.

C. B. Morrey. Quasi-convexity and the lower semicontinuity of multiple integrals. Pacific J.
Math., 2 :25-53, 1952.

S. Miiller. Variational models for microstructure and phase transitions. In Calculus of va-
riations and geometric evolution problems (Cetraro, 1996), volume 1713 of Lecture Notes in
Math., pages 85-210. Springer, Berlin, 1999.

S. Miiller et V. Sverdk. Unexpected solutions of first and second order partial differential
equations. In Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Vol. II, pages
691-702. Documenta Mathematica, Berlin, 1998.

S. Miiller et V. Sverdk. Convex integration with constraints and applications to phase tran-
sitions and partial differential equations. J. Eur. Math. Soc. (JEMS), 1(4) :393-422, 1999.

S. Miiller et V. Sverdk. Convex integration for Lipschitz mappings and counterexamples to
regularity. Ann. of Math. (2), 157(3) :715-742, 2003.

S. Miiller et M. A. Sychev. Optimal existence theorems for nonhomogeneous differential
inclusions. J. Funct. Anal., 181(2) :447-475, 2001.

R. Tyrrell Rockafellar. Convex analysis. Princeton Landmarks in Mathematics. Princeton
University Press, Princeton, NJ, 1997. Reprint of the 1970 original, Princeton Paperbacks.

V. Sverak. On regularity for the Monge-Ampere equations. Preprint Heriot-Watt University,
1991.

V. Sverak. New examples of quasiconvex functions. Arch. Rational Mech. Anal., 119(4) :293—
300, 1992.

V. Sverdk. Rank-one convexity does not imply quasiconvexity. Proc. Roy. Soc. Edinburgh
Sect. A, 120(1-2) :185-189, 1992.

108



BIBLIOGRAPHIE

[39] V. Sverdk. On the problem of two wells. In Microstructure and phase transition, volume 54
of IMA Vol. Math. Appl., pages 183-189. Springer, New York, 1993.

[40] L. Tartar. Some remarks on separately convex functions. In Microstructure and phase tran-
sition, volume 54 of IMA Vol. Math. Appl., pages 191-204. Springer, New York, 1993.

[41] K. Zhang. Rank 1 connections and the three ”well” problem, preprint.

[42] K. Zhang. On the structure of quasiconvex hulls. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire,
15(6) :663-686, 1998.

[43] K. Zhang. On various semiconvex hulls in the calculus of variations. Calc. Var. Partial
Differential Equations, 6(2) :143-160, 1998.

109






Curriculum Vitae

PRENOM ET NOM : Ana Margarida Fernandes Ribeiro

DATE DE NAISSANCE : 7 aout 1976

LIEU DE NAISSANCE : Lisbonne, Portugal

NATIONALITE : Portugaise

FORMATION

Licence en Mathématiques a la Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa en juillet
1998.
Moyenne finale : 16,2 sur 20.

Mestrado (DEA) en Mathématiques dans la branche d’Analyse fonctionnelle et équations
différentielles a la Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa en juillet 2001 avec la
mention Muito Bom (Trés Bien).

These intitulée : Fxistence et Unicité de Solution pour une Classe de Problémes en FElasticité
Adaptative, sous la direction du Prof. Luis Trabucho.

ACTIVITE

Assistante stagiaire a la Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa
entre décembre 1999 et juillet 2001.

Assistante a la Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa depuis
juillet 2001.

Doctorante en Mathématiques a I’ Ecole Polytechnique Fédéral de Lausanne sous la direction
du Prof. Bernard Dacorogna depuis mars 2003.

PUBLICATIONS

B. Dacorogna et A. M. Ribeiro. Existence of solutions for some implicit partial differential
equations and applications to variational integrals involving quasi-affine functions. Proc.
Roy. Soc. Edinburgh Sect. A, 134(5) :907-921, 2004.

B. Dacorogna, G. Pisante et A. M. Ribeiro. On non quasiconvex problems of the calculus
of variations. Discrete Contin. Dyn. Syst., 13(4) :961-983, 2005.

B. Dacorogna et A. M. Ribeiro. On some definitions and properties of generalized convex
sets arising in the calculus of variations. In Recent advances on elliptic and parabolic issues,
Proceedings of the 2004 Swiss-Japanese Seminar. World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd.,
Hackensack, NJ, 2006.



