
 
 

E
S

E
A

R
C

H
R

E
P

R
O

R
T

I
D

I
A

P

� � � � � � � � � � � � � 	 
 	 � 	 �

��
 ��
���	�� � �
	 
 � 
 � 
� �

��	���
����� • ������� ��� •
��
	
��� •����
� • ��
	��
����

� ��� +41 − 27 − 721 77 11

��� +41 − 27 − 721 77 12

�!"�
� ����������������	
��


�	�
��	 ���	�

���
����	
��

����������� �	���
�
 ��

�
������

�� ���
�	 ���	����

�����������	
����� ���� �

��	� 
���
� �

���
��
�� ������ �

��� ����������� �

�������� ����	


��
��� ��� ����

� ��������	
���� �	
��	
���� ��������
� �	
������� �� ����	��� ��� ��� ��������

���������
���
��
��
� � �!"� �" #$�� ��� �� %��&��� �� �$�' (	�
����� %)�
*���	���

�����
����������������
�����������	
��





����� ������	
 �����
 �����

����������� �	���
�
 �� �
������

�� ���
�	

���	���� �����������	

��	�� ����

���� ������

�
���
��� ���	��

� 	 !��"��"����

������� ��� 	��


��������� �� ���� ���	
 �� ������� 
 ��������
� �������� ������
���� ������ �
��� �� ��� ������

�� ��� �
�� ��
�� 
�� ��� ���� ����������� ������ �
�
 �� 
 ������� ��� ������ �������
��� ���

�������
� �
�� 
�� ���
	�� ������
���� 
��������� �� ������ ����� ���������� ������� �� �����

�� 
����� ��� 
��������
���� ������ 
� �������� ��
���
 ��� �������
��� �� ��
��
��� 
� �
�����

����� �� ��� �
�� 
�� ������ ���� �����
��� ��� ���� �����
�� ���� �� 
 	�� �
�
����� ���� ���

����
�� ��
�� �� ������� ��	� �� 
 ��
�� �
��� ��� ����������
� ������� ���� ��
� ��� ��������
�

������ 
����� �� ������ �������
���� ��� ���� �����
�� ���� ����� 	������ 
 �
����
����� ����� ��

�������
���� ����������� 
�� ��������� �� ��� ����� �������� ��������
� �
�
�
��  !"#!�



� ���
���� �
���

� ���������	��

���� ��� ����	� 
� ������
 �
���	�����
	 �	� �	�
�����
	 �
������ ��
���
� �	� ���������	�
� ����
	�

���	���� ���������
	 ���
��� �
�� �	� �
�� �	�����	���
� �	� �������
� ��
�������� ����� ��������
� �����


����
 
� ������
���
 �������������� 
� � ����
	� ���� �� �
���� ����� �	������	��� ����� ����
��
����� �	 �������� �	� �	����	�
� �
�� ��
���
� ��� �
 ����� 
�� ����
	�
 ���	�������
	 ����  �����

����
�� �	!��	�� ��� ��
��� 
� � ��
������ ����� �
� � �������
�� ���
�����
	� "�
	� ����� �����	������
	��� �	� ���� ����	�
�	��� ��� ������	
� ��� �
�� ���
���	�� #
� �����	�����	���� ��� ��
������ �����
��
�
� �� ����������� ���� � 
���� �����	�� �	���� ��� ������ �
��
���
	� "� ��� ���� ����� �� ��
�
�
����

� �����	 �
	���	� �
� � ����	 ����
	� 
� ���� ���� � ���

 �����	��� "� �
� ���� ����	�
�	���� ���
��	�
�� ���� ������� ��� ��
������ ������ ��
�
� �	������� ���� ��� ���� �� 
���
� �� �
����
�� "
�
 ���
����� ���
���	�� ��
�
� �� �
	� �	 �	 �	�
	�����	�� �	� �
	����
��� ��		��� $���� ��
 ��%������	��
��� �	��
����
� �
	�������
��� $�����
��� �� ��� ���	 ��������� �
 �
���	� 
� ���� ������
 ����
� ���
������ ��
������ ������� �	 
���� �
 ������� �	 ��������
� 
���
 
� �����	�����	��� �	� ���� ����	�
�	���
�� ��� ���� ����� $��� ����	�%�� �� &	
�	 �� �������	
� ��������
�� $�� �������� 
� ��
���
��

��
������� �
� �	������	� �
����� ���������
	 ����� 
��� �
	
�
��
 ��
������� ��� ���	 ���
	�������
�	 ������
 �����
�� �������� '��� �
� �(���
� �)�� �*�� �+�,�

" ��
����	� ���
�����
	 �
	����� �	 �
���	�	� ��
������ �-���	�� �	� ����� ���� ' ., �������� �/��
�� ��
��	� ��� ���� ����
��� 
	 �  .� 0
����� ��
���� ����� 
�  .1� �	� ���	������
	 ����� ������	
������ �	�  .1� 
����� ��� ���� ����
��� ��2�� 3� �� ������
�� ���
���	� �
 ���
���� ����
���	�� ��
� ��	���
	 
� ��� ����
��� ��2�� 3	 ���� �
�&� �� �����	� �	 ���	���� ���������
	 ������ ����� 
	
��� ����
	 
� ��� ���� ����� �	� ��(� �	����	��	� ������ ���� 
� � ����� �� �	�
��� ��� ���
���
���
�� ���
����	� ��� ����
���	�� �� ������	� ���� ����
��� ��2��� $�� ������ �����	��� �� �
��
��4
���� �
	
�
��
 �
�
����� '���� �	� ������, 
������ � ������	� ��
�� ��!����	� ��� �
	���	�� �	 ���
�������� ���	����� $�� ������	� ��
��� ��� ���	 �
	��
����� ���	� � ����
	 �
�
����� ����� 
������
��� �	�
 �����	������
	 ������
	�

5�� �	�
���� 
� ��� �(������	��
 ����
�� 
	 � ���
����� �������� ��
�� ���� ��� ����� ������ �����
������ ��%����� � ���� ���

�� 	����� 
� ���������� �
 �������	� � ���� ���	 ��� ���� �
	
�
��

�
�
����� �� ��� ���� ����
���	�� 
���
� #���
	 ��	 ������
�� ��
� �	 ������	� ��� ��
���� �����
��%����� �
� �
��	� ���� �	� ���� ����
�� ��� ���
���
��� 
� ��� ���������
	 �������

$�� ����� �� 
���	���� �� �



��� $�� �
	
�
��
 �
�
������ �	� ��� ����
	 ����	�%��� ���

���
��� �����	��� �	 �����
	 �� 3	 �����
	 )� ��� ���
���
��� �	�
���� �� ���������� $�� �������� �	� ���
�(������	��
 ��
�
�

 ��� �����	��� �	 �����
	 �� �� ������� ��� ����
�� �	 �����
	 *� �	� �� ����
�
	�
���
	� �	 ��� 
��� �����
	�


 ���	�� �
 ���� ��� ������� ���	����	�� �����	����

���	 ��� ���	���� 
� � ���� ��� �
 �� �������� ������ �	� ���� ��� ���
���� �	� �
������ �
 ����
��
��
� ������� ���� ����
���� " ��
�� ��!����	� ��� %��
��� 
� ��� ������	� ������	 ��� ����
���
�	� ��� ���� �
 ������ �� �
������� $�� ����
	 
� ��� ��
 ��
��� ����
��	� ��
� ��� ������ �	� ����
�
�
������ 
���� �
 ��� �	�
 ������
	� 0�������� �� �������� ����!� ��� ����&�� �	� ���� ���������
	
�
�
������ �	� ��� ����
	 ����	�%����
���� ���������	
 ��
	�����

$�� ���� ���� �	�

��� 

��
�����
	 �	� ����������
	 
� ��� ���� ���� �	 ��� �	��� ������ 3	 
�� ���
��
��	����
	� �� ���� �&����� ���� ���� �� ��	��

� 

����	� ��� ��� �

���	���� �	 ��� ������ ���
�

���	 �
	� �	 ��� 
���������� �� ������ 
����������

� ��� ���������
	 ����
���	��� "���� 

��
�����
	� ���
���� ����� �� ��
���� �	� ����
���� �%��
�����
	 �� ���
��� �
 ������ ��� ����� 
� 
�����	� �������
	�
$�� #��������� ����
��� �6� �� ���� �
 �(����� �������� ��
� ��� ���� 
���
 ���� ������ $��� �������
�(������
	 ����	�%�� �� ����� 
	 7��	����
 .
��
	�	� "	�
���� '7.", �	� 
	 8�	��� 9�������	�	�
"	�
���� '89",� 89" ��������
� ��
:���� ��� ���� ����
� �	�
 � �������� ����� �����	��
��� �������
	�
��� ��	������ ���
� ������	��
��� �������
	� ��� ��(������� #
���

�� ����	 � ��� 
� ���� ����
�� xi�



���
���� �
��� )

���� ��

	��	� �
 
	� 
� � �
����� ;C1� C2� ���� Cc<� �� �
����� ��� ������	��
��� ������� �����( Sb

Sb =
c∑

i=1

(µi − µ)(µi − µ)T

�	� ��� �����	��
��� ������� �����(� Sw

Sw =
c∑

i=1

∑
xk∈Ci

(xk − µi)(xk − µi)T

����� µi �	� µ ��� ����������
� ��� �
��� �
	����
	�
 ���	 �	� ��� ���	� 3� �� &	
�	 ���� ���
��
:����
	 �����( W ����� ��(������ ��� �
��� ��������
��� �������
	 J

J =
‖WT SbW‖
WT SwW‖

�� �

���
	 
� ��� ����	��
�
��
S−1

w SbW = WΛ '6,

����� ��� ����
	�
 �����( Λ �
	���	� ��� ����	��
���� 3	 
���� �
 �����	� Sw ��
� ���	� ��	��
��� �	
�	����
 ����	��
	�
��� �������
	 ���� �� ���
���� $��� �� �������� �� ��&�	� ��� ���	����
 �
��
	�	��

� ��� ���� ������� $�� ���� ��
�� sf �� �
������ �� ������	� ��� 	��
� ��%����� 89" ���� ��
:����
	

x �
 ��� ���� ����
��� xt ���	� 	
���
���� �
���
���
	 sf = xT xt

‖x‖‖xt‖ . =
�� ���� �
 �
����� ��� 89"

������ �� 
���� ��
 ������ ��� ����
	 ��� ��%������
������� ���������	
 ��
	�����

$�� ����&�� ���������
	 �
�
����� ���� �
 �
����� ��� ������ ��
�� �� ��(� �	����	��	� �	� �����

	 >������	 ?�(���� ?
��
� '>??, �@�� " ��������������
	 
� ��� ��� �
��� �� ����
����� ������	�
� ����
� 
� 8�	��� #��%��	�� .������
 .
�-���	�� '8#.., �
� ���� �����
	 
� 6A�� 
� ������� 5	 �
�

� ����� �
�-���	��� ����� ���� ������������ �� ��

 �� ��� 

� 
� ��� �	����� ��� &���� #�	�

�� � �������

���	 ���������
	 �� ����
���� �	 
���� �
 	
���
��� ��� ����� $�� ���� ����
��� �� �������	��� �� �
>?? ���� ��� ������� ���	� � ?�(���� " 7
�����
�� ����
� ��
� � ��	���
 �
�
� ?
��
 >??
����	�� 
	 � �������� �
��
���
	 
� ����&���� $�� ������ ��
�� ss �� �
������ �� ��������	� ���


��
�&�
��

� ����
 
� � ������ ��%��	�� 
� 8#.. �������� X = {x1,x2, . . . ,xT } ��
	
�	��� �� ���
����&�� i ������ ��� �
�
� 
� �

 ����&��� Ω '�
�
� �
��
,

ss = log p(X| i) − log p(X|Ω)

$�� ��	������ p(X| i) �	� p(X|Ω) ����	 ��� i�� ����&�� �	� �
�
� >?? �
��
� 
� N >������	� ��	
�� �
������ �� �



��4

p(X) =
T∏
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