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3.2 Least-squares formulation of the model
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3.3 Solution algorithms
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� �� ��
 ���	�

�
��
����
 ��	�
���

3.3.1 Kalman filter

��
 +����� "��
� ���	����� �	��
� �1�3� �� �� ��
�����
 ���� ��
 ���	����� �	�

� �
�
��� ����
�
���� �
�����!���
� ��	��
� �� �
�����
� �� �
���
��� �.GGE��

;
 �����
 ���� ��
 ��	��
� ��� �

� �	��
� �� �	 ���
 ���
���� k − 1� ����

�	����	� X��	 ��� �������
��	�������
 �����) H��	� ��
 �����
 	� ��
�
 !����

����
� �� ���
 ���	��� � ��	 ����
 ��	�
��� ��
 "��� ����
 ���	��	���
� ��


��������	� 
!����	� �	 	����� X̂� ��� Ĥ�� ����
 ��
 �
�	�� ���	��	���
� ��


�
����
�
�� 
!����	� �	 	����� X� ��� H��  	�
�
�� �� 	��
� �	 	����� ��


Æ��
�� �	�������	�� ��
 ��
���� ��������
 	� ��
 ��	��
� ���� �
 
)��	��
��

�� �
�����
� �
�	�� ��	��	������ ��
 ��������	� 
!����	� �� 
!�����
�� �	 �	��


��
 �	��	���� ��	��
�L

���


∥∥∥∥∥
(

P�	� 0

0 (Ω���
��	)

�	

)(
−F��	 I

C�����	 0

)
X −

(
0

(Ω���
��	)

�	z�����	

)∥∥∥∥∥
�

�1�./�

��
�


F��	 =
(
0 · · · 0 f

��� ′
� · · · f��	�

)
∈ R

���×���	����, �1�..�
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���

C�����	 =


C��	
	
���

C��	
���

C��	
��	

 , z�����	 =


z	
���

z���

z��	

 ,Ω���
��	 =

 Ω	 0

� � �

0 Ω��	

 . �1�.-�

��
 ���
���	�� 	� ��
�
 ������
� ��
 �
�	��
� �� ����
 1�.L

B!� �����) 4	�� (	�����

�1�./� P� n�� n��

�1�./� Ω���
��	 n�� + n� n�� + n�

�1�./� F��	 n�� (k − 1)n��
�1�./� C�����	 (k − 1)(n�� + n�) (k − 1)n��
�1�./� X��	 (k − 1)n�� .

�1�./� z�����	 (k − 1)(n�� + n�) .

�1�.1� X̂� kn�� .

�1�.3� H��	 (k − 1)n�� (k − 1)n��

�1�.3� Ĥ� kn�� kn��

�1�-1� K� kn�� n�

�1�-1� R� n� n�

����
 1�.L �����) ���
���	��

,	�
 ���� ��
 �	�
� ���� 	� �1�./� ����
�� ��
 k − 1 "��� �
��� 	� �1�3�� ���

���� ��
 �
��� �	��
��	����� �	 ��
 ��
�����	� ��	��
� ���
 �

� ��	��
��

Lemma 1 ��� ����	��� �� ������ �� �� �� �!"

X̂� =

(
I

F��	

)
X��	 �1�.1�

#�	�  
��
���$�� 
��
��� �
	��%

Ĥ� =

(
H��	 H��	F

�
��	

F��	H��	 F��	H��	F
�
��	 + Q�

)
. �1�.3�

Proof. ;
 ��
�
�� �
�
 �	� �	 �
���
 �1�.1� ��� �1�.3� ��	� �1�./�

����� ��
 �	���� 
!����	���

4
�
��
� ���� ��
 �	����	� 	� � �
�����!���
� ��	��
�

���
�

‖Ax − b‖� �1�.E�

�� 	�����
� ��	� ��
 �	���� 
!����	� A�Ax = A�b� ��
 �	����	� ��

(A�A)�	A�b, �1�.0�
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(A�A)�	. �1�.F�

��
 �	���� 
!����	� �	� �1�./� ��(
−F���	 (C�����	)

�

I 0

)(
Q�	
� 0

0 Θ�	
��	

)(
−F��	 I

(C�����	) 0

)
X =

(
−F���	 (C�����	)

�

I 0

)(
Q�	
� 0

0 Θ�	
��	

)(
0

z�����	

)
.

�1�.2�

��	� �1�.F�� �
 ���
 ����

Ĥ�	
� =

(
−F���	 (C�����	)

�

I 0

)(
Q�	
� 0

0 Θ�	
��	

)(
−F��	 I

(C�����	) 0

)
. �1�.G�

# ���
�� ������������	� 	� �1�.3� ��� �1�.G� ��	�� ���� Ĥ�Ĥ
�	
� = I� ��
 �	����	�

�1�.1� �� 	�����
� ��	� �1�.0� ��� �1�.3�� ;
 ���
(
H��	 H��	F

�
��	

F��	H��	 F��	H��	F
�
��	 + Q�

)(
−F���	 (C�����	)

�

I 0

)(
Q�	
� 0

0 Θ�	
��	

)(
0

z�����	

)

=

(
−H��	F

�
��	 + H��	F

�
��	 H��	(C

���
��	)

�

−F��	H��	F
�
��	 + F��	H��	F

�
��	 + Q� F��	H��	(C

���
��	)

�

)(
0

Θ�	
��	z

���
��	

)

=

(
0 H��	(C

���
��	)

�

Q� F��	H��	(C
���
��	)

�

)(
0

Θ�	
��	z

���
��	

)

=

(
H��	(C

���
��	)

�Θ�	
��	z

���
��	

F��	H��	(C
���
��	)

�Θ�	
��	z

���
��	

)
=

(
I

F��	

)
H��	(C

���
��	)

�Θ�	
��	z

���
��	.

;
 "����� 	����� �1�.1� �� �	���� ����

X��	 = H��	(C
���
��	)

�Θ�	
��	z

���
��	.

�
��
 �
����
�
�� 
!����	� �� ���	��	���
� �	� �� �	��	��� ����� ���
� 	�

�
���
��� �.GGE��

H� = Ĥ� + (C�
�)
�R�	� C�

� , �1�-/�

X� = X̂� + H�	
� (C�

�)
�(R�	� ∂y� − R�	� C�

�X̂�) �1�-.�

��	� ��
 &�
������	����	��;		����� �	����� �D	��� ��� I�� %	��� .GG0��

�
 ���
 ����

H�	
� =

(
I − K�C

�
�

)
Ĥ�	
� , �1�--�

��
�


K� = Ĥ�	
� (C�

�)
�
(
R� + C�

�Ĥ
�	
� (C�

�)
�
)�	

. �1�-1�
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Lemma 2
X� = X̂� + K�(∂y� − C�

�X̂�). �1�-3�

Proof. A���� �1�--� �� �1�-.� �
 	�����

X� = X̂� +
(
I − K�C

�
�

)
Ĥ�	
� (C�

�)
�R�	�

(
∂y� − C�

�X̂�

)
. �1�-E�

*
�	���� g� =
(
∂y� − C�

�X̂�

)
� �
 ��	� ����

(
I − K�C

�
�

)
Ĥ�	
� (C�

�)
�R�	� g� = Ĥ�	

� (C�
�)
�R�	� g� − K�C

�
�Ĥ

�	
� (C�

�)
�R�	� g�

= K�g�.

�1�-0�

��

�

K�C
�
�Ĥ

�	
� (C�

�)
�R�	� g�

= Ĥ�	
� (C�

�)
�
(
R� + C�

�Ĥ
�	
� (C�

�)
�
)�	

C�
�Ĥ

�	
� (C�

�)
�R�	� g�

= Ĥ�	
� (C�

�)
�
(
R� + C�

�Ĥ
�	
� (C�

�)
�
)�	 (

C�
�Ĥ

�	
� (C�

�)
� + R�

)
R�	� g�

−Ĥ�	
� (C�

�)
�
(
R� + C�

�Ĥ
�	
� (C�

�)
�
)�	

R�R
�	
� g�

= Ĥ�	
� (C�

�)
�R�	� g� − Ĥ�	

� (C�
�)
�
(
R� + C�

�Ĥ
�	
� (C�

�)
�
)�	

g�

= Ĥ�	
� (C�

�)
�R�	� g� − K�g�, ��	� �1�-1�.

�
,	�
 ���� 
!����	�� �1�.1�� �1�.3�� �1�--�� �1�-1� ��� �1�-3� ��
 
!�����
��

�	 ��
 ���	����� ��	�	�
� �� #��	� ��� �
��#���� �.GG1�� ���� �
���� ��

���	������ �� �� ��	�
� ���� 	�� ����	��� 	� ��
 ��	��
� �� �������� 
!�����
��

�	 ��
����

3.3.2 LSQR

%&H4 �� �� ��
�����
 �
��	� �	� �	����� ��
 �
�����!���
� ��	��
�

���
�∈��

‖Ax − b‖�� �1�-F�

��
� A �� ����
 ��� �����
� $�	�	�
� �� $���
 ��� &����
�� �.G2-�� �� ��

������������ 
!�����
�� �	 ��
 �	�=����
 �����
�� �
��	�� ����� �� ��
�����
 ��

�����
� �� �	��
��
��
 �� ��
	�
������� ����
�
� ������ �� �	�� n ��
����	���

%&H4� ���
� 	� ��	 �������	����:���	� ��	�
���
�� �
�
���
� � �
!�
��
 	� x�

���� ���� ��
 ���	����
� �
!�
��
 	� �
������@� �	��� �	�	�	������� �
��
��
��

� 
)������ �
��
� ���
����� ��	�
���
� ���� ��
 �	�=����
 �����
�� �
��	��


��
������ ��
� A �� �����	�����	�
�� # �
� ��	�
��� 	� ���� ���	����� �� ����

��
 �����) A �� ��
� 	��� �	 �	����
 ��	����� 	� ��
 �	�� Ax 	� A�y� ��
�


x ��� y ��
 �
��	�� 	� ����	�����
 ���
���	��� ����� �� ������������ ���������


�	� ����
 �����
 ��	��
��� ��

�� A �	
� �	� �

� �	 �
 
)�������� �	�������
�
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����
 �	� �	����� �1�3�� ���
� ���

��
��"� ��������
�

%&H4 �� �
����
� �� $���
 ��� &����
�� �.G2-�� � 	�� �	��
)� ���� ���	�

����� ��� ��	 ���������� ����� �� �� �	� �
����
� �	� �
������
 ���������	���

&
�	�� �� �� �
����
� �	 ����� ��	� /�  	�
�
�� �� ��� �
 �����
� �	 �	��


�
������
 ��	��
��� ������ ��� ��
�����
 �����
 ���	�� �	� �� 
��� �����
 	� �

��
��	�� 
������
 Qx� *
"���� y = x − Qx� �1�-F� ��� �
 �����
� ��

���
�∈��

‖Ay − (b − AQx)‖��. �1�-2�

;
 �
�	�
 ��

x∗ = %&H4(A,b, Qx) = Qx + �������∈�� ‖Ay − (b − AQx)‖��. �1�-G�

&
�	��� �� ��� �
 �����
� �� � �
������
 �	��
)� �� �	��	���

Initialize ;�
� �	 �
��	� ���� �� ��������
� ����	����� 5* ����
� ��
 ��
 �
��


������
�� ��
�
�	�
� �
 �
� X� = 0� ���� �� ∂x� = 0� h = 1, . . . ,N ���

k = 0�

For k = 1, . . . ,N #� 
��� ���
���� k� �
 ���	��	���
 �	�
 �
��	� ����� ���

�����
 ��
 
������
� ��� ��
����
� 5* ����
� ���	������� �� �	��	��

X� = %&H4

(
�∑

��	

Ω�	
� C�

�,

�∑
��	

Ω�	
� z�, X��	

)
. �1�1/�

(	�������� �	 %&H4� ��
 +����� "��
� ���	����� �� ����
�
���� �� �����
�

#� 
��� ���
 ���
���� k� �� ���	��
� 	��� ��
 ������
� C� ��� Ω�� ��� ��
 �
��	�

z�� ����
 %&H4 ���	��
� ������
� ��	� ��� ��
��	�� ���
 ���
����� �� �
�� ��



�1�1/��� (	��
!�
����� ��
 ��:
 	� ��
 ��	��
� ��	�� ���� ���
� ��� %&H4 �	
�

�	� �		� ���
 �� ���
����� ��������
 �	� �
������
 ���������	�� �� "��� �����
�

���� �� ��	����� 	�
 	� ��
 �
��	�� ��� ��
 +����� "��
� ���	����� ��� �

�

���
�� ��	�	�
� �	� �
������
 ���������	�� �� ��
 ���
�����
� 5� ��
 	��
� �����

��
 +����� "��
� ���	�
� ��� �
���	�� ��
 �������� 	� ��
 ������
� ��

 �1�.1��

�1�.3�� �1�--�� �1�-1� ��� �1�-3��� � 	��
� �	� %&H4 �	 �
 �����
� �� � �
������


�	��
)�� ��
 ����
� 	� �
��� �� �1�1/� ���� �
 �
�� �	������� ��
�
�	�
� �


��	�	�
 �	 �
����
 �1�1/� ��

X� = %&H4

(
�∑

����� ′
Ω�	
� C�

�,

�∑
����� ′

Ω�	
� z�, X��	

)
, �1�1.�

��
�
 r ′ ���� �
 ��
��
� 	� 
!��� �	 s ′� ��
 ��	��
 	� r ′ �� � ����
�	' �
��

�
�������� 	� ��
 �	����	�� ��� �	�������	� ����
�� ��

�� ���	���� ��
 �
���

�	��
��	����� �	 ���
 ���
����� . �	 k − r ′ − 1 �������� ����
� ��
 �	����	��

#�������� �� �� 
!�����
�� �	 ���	�
 ��
 
�������	� 
��	� 	� ��	�
 ���
 ���
������

�� �	� ��	�������� ��
 �������
��	�������
 �����)�
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 �������
 	� ��
 
������	��� ���� �	��� �

� ��
 �������
�

�	�������
 �����) ����	����  	�
�
�� �
 �	 �	� ���
������
 ���� �	����������

��

�� �� ���
��� ��	� ��
 
)�
���
��� �
 ���
 �	�����
� ��

 &
���	� 1�E�

���� ��
 ���� ���	����
� ���� �1�1.� �� �	� �����"����� �������� ��
 5* ��
�����	�

��	��
� �� �	� ���
���� �	��
� �� %&H4� �� �� ������ ��	���� �	 �������� ��


���	��
��
����
 ��	�
�� �	 ��
 
������
� �
�����	���

3.4 Theoretical comparisons

;
 �	����
 �
�
 ��
 ���
����� �	���
)��� 	� �	�� ���	������� �	��	����

D	��� ��� I�� %	�� �.GG0�� �
 �	��� ��
 ����
� 	� <	����� �	��� 	�
���

��	�� �<	��� ���	����
� ���� 
��� ���	������ ,	�
 ���� �� A �� �� m×n �����)�

��� B �� �� n×p �����)� ��
 ��	���� AB ���
� 2mnp <	��� � C �� �� ���
�����


�����) 	� ���
���	� n� �	������� ��� ���
��
 ���
� 2n� <	���

#� ���
� �	��� 	� ��
 �	��� ����
� 	� <	�� �	 �
��	�� p ��
����	�� 	� ��


%&H4 ���	����� ��

2Cu + 6m + 4n + p(2Cu + 6m + 10n + 25), �1�1-�

��
�
 Cu �� ��
 ����
� 	� <	�� �
!���
� �	 �	����
 ��
 �����)��
��	� ��	�����

Ω�	
� C�X ��� (Ω�	

� C�)
�X� m = (r ′ + 1)(n�� + n�) ��� n = (s ′ + 1 + r ′)n���

;
 �
�	�
 �� d� ��
 �
����� 	� � �����
 �����) A� ���� �� ��
 ����
� 	�

�	�:
�	 
����
� �����
� �� ��
 �	��� ����
� 	� 
����
�� ;
 ���
 ����

d�� =
(r ′ + 1)n�� + q ′(r ′ + 1)n���d� + (p ′ + 1)(r ′ + 1)n�n��d�

(s ′ + 1 + r ′)n��(r ′ + 1)(n�� + n�)
, �1�11�

���

d
���
�

=
(r ′ + 1)(n���d��� + n��d ��)

(r ′ + 1)�(n�� + n�)�
, �1�13�

��
�
 d� �� �� ���
� �	��� 	� ��
 �
����� 	� ������
� f


� �
"�
� �� �1�.�� ���

d� �� �� ���
� �	��� 	� ��
 �
����� 	� �������
�� ������
� a


�
�
"�
� �� �1�-��

d��� ��� d �� ��
 ��������� �
"�
�� (	��
!�
�����

Cu = 2(s ′ + 1 + r ′)(r ′ + 1)(n� + n��)n��d��
+2(r ′ + 1)�(n�� + n�)

�d
���
�

.
�1�1E�

�	� ��
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��
 �	 	����� ��
 ����
� 	� <	�� �	� 
��� 
!����	��

Eq. (3.13) n�� + q ′d�n����

Eq. (3.14) 2(q ′)�n���d� + n���d��

Eq. (3.22) (s ′ + 1)n��(2n�d� + 2(s ′ + 1)�n��� + 1)�
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Eq. (3.23) 4n�(s
′ + 1)�n���d� + n��d + 2n�� ‘ + 2(s ′ + 1)n��n�� �

Eq. (3.24) 2(s ′ + 1)n��(1 + (s ′ + 1)n��d�)�

;
 ���������
 ��
�
 �	������ �� �����
 1�.� ��
�
 ��
 ��	������� 	� ��
�

����
� 	� <	�� �	� 
��� ���	����� �� ��	��
� �� � ������	� 	� ��
 ����
� 	�

5*�� ;
 �����
 ���� n� = n��/10� ��
 �������
��	�������
 ������
� ��� ��


��������	� �����) ��
 ����	���� ��� ���� p ′ = r ′ = 10 ��� q ′ = 9� ��
 �
�����

	� ��
 �������
�� �����) �� d� = 5R�

� �����
 1�-� �
 �����:
 ��
����	� ��
�
 ��
 �
�����
 �
��	�����
 	� �	��

���	������ �� ���
�� � �����
 1�-���� �
 �����
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 ��������	� �����) ��
 ����	���� ��� ����

p ′ = r ′ = 10 ��� q ′ = 9� ��
 ��	��
� ����
� �
��
�
�� �	�������	�� 	� ����
�

�	� n�� ��� d� ���� ���� ��
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 ��	��
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� �
��
�
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�
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���� ��
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� ��
 �	������ �
�� ��

4(p + 1)(r ′ + 1)n!(q ′d� + d���). �1�10�

��
 �������� 	� ��
 ���	��
��
����
 ��	�
�� �� ��
�
�	�
 �������� �	� ��
 �
��

�	�����
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 %&H4 ���	������ # ������� �������� �	� ��
 +����� "��
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���	����� �
��� �	 ��
 �	��	���� �	������ �
��L

2(s ′ + 1)�n"(2d� + 1). �1�1F�

;
 �
���
 ��	� �1�10� ��� �1�1F� ���� �� ��
 ����
� 	� %&H4 ��
����	�� p ��

���� ����

p ≤ (s ′ + 1)�(2d� + 1)

2(r ′ + 1)(q ′d� + d���)
n�, �1�12�

���� %&H4 �� �	�
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d� ≤
(s ′ + 1)� − (r ′ + 1)�d���

(r ′ + 1)�q ′ − 2(s ′ + 1)�
. �1�1G�
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�
� �� ��
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�� �������� ���� d� = 1/n�

��� d��� = 1/n�� ��
 �	������ �
�� �	� Cu �� ��
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4(p + 1)(r ′ + 1)p ′δn�d�. �1�3/�

� ���� ���
� ��
 �	���
)��� 	� %&H4 �
�
��� 	� ��
 �
����� 	� ��
 �������
��

�����)� ��� �	� ��� �	�
 	� ��
 �
����� 	� ��
 ��������	� 
!����	���

(	����
���� ����� ��
 �	��� ���
 ��
�
 %&H4 �
��	��� (r ′+1)n� ��
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d� ≤ (s ′ + 1)�

2(r ′ + 1)�p ′δ
n. �1�3.�
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 ����
� 	� n ��� �
��	����
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 �
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3.5 Numerical comparisons
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7 5* ����
� ��
 ��	�� �� ��
 �������� ��
 	��

=
����
 �� �	 ���������
 ��
 ������ 	� ��
 ��������	� 	� ��
 ����
� 	� �
��� ��

�1�1.�� ��
�� �
 ��
�
�� ��	 ���
 �����
� �	 �	����
 ��
 �	�������	��� �
��	��

����
 	� ��
 ���	������L � �
���������
 �	�
� �	� ��
 (
����� #��
��J�����

 ���	� ����
� �(#J�� �
��	�� �� �	��	� ����� ��� � ����
�����
 �	�
� ��

����
 �(���

3.5.1 Synthetic data
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��	�� �
����
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 5* ����� ��.�E��

�.�0�� �-�0��� ��� � ���
 �	��:	� 	� N = 15 ���
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!�
����� p ′ = 3� ;
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 ���� q ′ = 2
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3.5.2 Case-studies
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 � �
�����!���
�

����	��� �	 �
!�
�� ���� ��
 �	�
� �����
� ��
 ������	� 6�� ���� �� �	�����
7�

���� ����� 	� ���	������ 
)������ � ����
� �	��
��
��
 ��� � ��
��
� �	�����
��

���� !�����,
��	� �
��	�� �	� �	�� ���
����� �
��� ���� �
 ���
 �
��	��
�

�&
���	� 3�E� �� � �	�� 	� ����������� ���
�� ���
��� �	�������	�� ��
�
�	�


�� �� �������
 ��
� ��
 �	�� 	� 
��������� F �� ���� �� �	������	� ���� ��


���
����� ���
��� 	�
��
��� � ���� �����
�� �
 ��
�
�� ��
 ����� 	� ���	������

�&
���	� 3�1� ��� ��	�
 ���� ��
� ��
 �	����� �	��
��
�� �&
���	� 3�3��
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4.2 Quasi-Newton methods

H�����,
��	� �
��	�� �	����
� �� 
��� ��
����	� ��
 ���
�� �	�
�

L�(x; B�) = F(x�) + B�(x − x�) �3�-�

���� ����	)����
� F(x) �� ��
 �
����	��		� 	� x� ��� �	����
� x��	 �� �

�	����	� 	� ��
 ���
�� ����
� L�(x; B�) = 0� (	�����
���� ���� �	�� 	� ��
 ����

������	�� 	� ���� �	���� !�����,
��	� �
��	�� ��� �
 �������:
� �� �
��	��

���
� 	� ��
 �	��	���� ��
����	��L

x��	 = x� − B�	� F(x�). �3�1�

�	��	�
� �� ��
 �	�������	� 	� B��	� 5� �	���
 ��
 �	�� ��������	�� !�����

,
��	� �
��	� �� ��
 ���
 ,
��	� �
��	� ��
�
 B� = J(x�) = ∇F(x�)
� ��

��
 8��	���� 	� F 
������
� �� x�� ���� �� � n × n �����) ���� ���� 
���� (i, j)

�� ∂F'/∂x#� ;
 �
�
� ��
 �
��
� �	 *
���� ��� &�����
� �.GG0� �	� �� 
)�
����


�������� 	� ,
��	� ��� !�����,
��	� �
��	���

��	��
� �.G0E� ��	�	�
� � ����� 	� !�����,
��	� �
��	�� ���
� 	� ��
 ��$

�
�	 ���
	����� ���	���� ��
 ���
�� �	�
� L��	 �	 
)����� ����� ��
 �	����
��

������	� �� ��
���
� x� ��� x��	� ���� ��

L��	(x�) = F(x�),

L��	(x��	) = F(x��	).
�3�3�

&���������� ��
�
 ��	 
!����	�� ��� �
"���� y� = F(x��	) − F(x�) ��� s� =

x��	 − x� �
 	����� ��
 ��������� �
���� 
!����	�L

B��	s� = y�. �3�E�

(�
����� �� ��
 ���
���	� n �� �������� ��
��
� ���� .� ��
�
 �� �� ��"���
 ����
�

	� ������
� B��	 ���������� �3�E�� #� ��������� �
����	� ���� �	��
!�
���� �


���
� ��
 6�
���������
 �
���� �����
7 �����
��� ��	�	�
� �� ��	��
� �.G0E��

�	������ �� �
�
����� ��	�� ��
 ������
� �
������� �3�E� ��
 	�
 ������:���

�������	�� �
��

� ��	 ����
����
 �	�
�� L�(x) ��� L��	(x)� � �
��� �	 ��


�	��	���� �����
 �	�����

B��	 = B� +
(y� − B�s�) s��

s��s�
. �3�0�

���� �
��	� ��� �

� �
�� ����
������ ��� ��� �

� ���
�� ��	��
� �� ��


"
���  	�
�
�� �
 �
��
�
 ���� ��
 ����	�	��� 	� ���
��	������ ��
 ���
�� �	�
�

	� 	��� ��	 ��
���
� ��� �	 �	��
����� ��� ��
 ���	�����	� ���
� �� ��
��	�� ��
��

��
� �	��� �
 �		 �
��������
� ��������� ��
 ���� ���� ��
 ����������
�� ����	���
�

�� ��
 �
��	� ����� �� 	�
��� ���	����� �	�
� ��
�
�	�
� �
 ��	�	�
 �
�
 �	

��
 �	�
 ���� ��	 ���� ��
���
� �	 ����� ��
 ���
�� �	�
�� 
)�
����� � �
��
�

����	)�����	� 	� ��
 ������ ����
�� �	�
��



���� ���
����������� 	������������� 3E

���� ��
� ��� ���
��� �

� �	����
�
�� *
���� ��� &�����
� �.GG0� ��� ����

6� ����� ������������
 �
�
����:���	�� 	� ��
 �
���� �
��	� ���
 �

� ��	�	�
�

��� ��� �	�
 	� ��
� �

� �	���� 
�	��� �	� �
�
��� ��
�7 %��
�� ��
� ����


6$
����� ��
 �	�� 	���	�� �����
�� �� �	 �
!���
 ��
 �	�
� �	 ���
��	���
 F(x)

�� 	��
� ���� �	������� 5�
 ��	��
� �� ���� ��
 ���
���	�� �
�� �	 �
 ���
����

�
�
��
�� 	� ��	�
 �	 ��� ������ ��
 �	�������	� 	� ���
 ����	)�����	� �����)�

� �		��� �	�
� ���
����� ��	��
�7�

��
�
 ��
 �
� ���
���� �	 �
�
����:
 ���� ����	��� �� ��
 ���
�����
� # "���

�
�
����:���	� 	� ��
 �
���� �
��	� �� ��
 ������	�
� ���
�	 ��	��� ��	�	�
�

�� ;	��
 �.GEG� ��� �������
� �� 5��
�� ��� 4�
���	��� �.GF/�� ��
 ��
� ��

�	 ���	�
 
)��� ���
��	����	� 	� ��
 ���
�� �	�
� 	� n+ 1 ��
���
� ����
�� 	� -L

L��	(x��#) = F(x��#), j = 0, 1, . . . , n. �3�F�

	�� 
!�����
�����

B��	s��# = y��#, j = 0, . . . , n, �3�2�

��
�
 s' = x��	 − x'� ��� y' = F(x��	) − F(x')� �	� ��� i� � ��
 �
��	��

s�, s��	, . . . , s����	 ��
 ���
���� ���
�
��
��� ��
�
 
)���� 
)����� 	�
 �����)

B��	 ���������� �3�2�� ����� ��

B��	 = TY��	TS
�	
��	 �3�G�

��
�
 TY��	 = (y�, y��	, . . . , y����	) ��� TS��	 = (s�, s��	, . . . , s����	)� H�	��

��� 5��
�� ��� 4�
���	��� �.GF/� 6�����
!�
����� �
��	��� ��
 ��	�
 �	 ������

��
 �
����	� ��� ��� �	 ���������	�� �	��
��
��
 �
����� ��� �
 ���
�7� ,
�
��

��
�
�� D���� ��� &�
���� �.GF0� ��	�	�
 � �
��	� ����� ��	�� �����������
�

�� �	����� ���� 	���	�	��� ����	��:���	�� 	� ��
 ���	��
� ������
�� ������
:

�.GFG� ���
� ���

 ����
�
�����	�� 	� ��
 ��
� ��	�	�
� �� D���� ��� &�
����

�.GF0� ��� �	�
 ���
����� 
)�
���
����

��������
� !�����,
��	� �
��	�� ���
 �

� ��	�	�
� �� �	������ �.GG1��

�	�� ��� �	������ �.GGF� ��� �	�� �.GGG� �� ��
 �	��
)� 	� �	����
�� ��	�

��������� #� ���
��	������ ���� �� ����� ���
� 	� ��
��	�� ��
���
�� ��� ��
�

�	 ��	���
 �� ���
������
 �
���� 
!����	�� ��
�
�������� ��
 �
�� ���
�����

�
����� �
�
 	�����
� ���� �	 �	�
 ���� ��	 ��
���

;
 �
��
�
 ���� ��
 �	��
��� ��	�� ��
 �		� ���
����� ��������� 	� ��	�


�
��	�� �	��� �� ��=	� �
�
�
��
 �
)�� ���� �� *
���� ��� &�����
� �.GG0� ���

5��
�� ��� 4�
���	��� �.GF/� ���
 �	� 
��	����
� �	�
 �
�
����
�� �	 ���
��

�����
 �
�
����:���	�� 	� ��	��
�@� �
��	�� ;
 ��	���
 �
�
 ���� � �
�
����:��

��	� ���� �	���� ��	�
���
� ��� 
)�������� �� 
)�
��
�� �
����	� 	� ���
�����


)����
��

4.3 Population-based generalization

;
 ��	�	�
 �
�
 � ����� 	� �
��	�� ����������� � ���
�� �	�
� ���
� 	� �
�
���

��
��	�� ��
���
�� ��
 ��'
�
��
 ���� 
)������ ����	���
� �� ���� �
 �	 �	�
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���	�
 ��
 ���
�� �	�
� �	 ���
��	���
 ��
 ������	�� ���
��� �
 ��
�
� �	

��
����� ��
 ���
�� �	�
� ����� �� �� ��	�
 �� �	�����
 �	 ��
 �	����
�� ������	��

�� ��
 �
�����!���
� �
��
�

#� 
��� ��
����	�� �
 �������� � "���
 �	������	� 	� ��
��	�� ��
���
�� ;����

	�� �	�� 	� �
�
������� �
 ��
�
�� ��
 �
��	� �������� ���� ��� ��
��	�� ��
��

��
� x�, . . . , x��	 ��
 �	����
�
�� 5�� �
��	� �
�	��� ���	 �	 ��
 !�����,
��	�

����
�	�� �
"�
� �� �3�1�� ��
�
 B��	 �� �	����
� ����� ��
 �	��	���� �
���

�!���
�L

B��	 = ������
(

(
�∑
'��

∥∥∥ω'
��	F(x') − ω'

��	L��	(x'; J)
∥∥∥�
)

)
�3�./�

��
�
 L��	 �� �
"�
� �� 3�-� ��
 �
����� ω'
��	 ∈ R

� ������
 ��
 �
���

���
 ���	�����
 	� 
��� ��
���
� � k < n ��
 �
�����!���
� ��	��
� �3�./� ��

���
��
�
����
�� �	 	�
��	�
 ���� 	������
 �
 ��
�
� �	 �	�
L

B��	 = ������
(

(
�∑
'��

∥∥∥ω'
��	F(x') − ω'

��	L��	(x'; J)
∥∥∥�
)
+
∥∥∥ΓJ − ΓB���	

∥∥∥�
)

)
�3�..�

��
�
 B̂���	 ∈ R
�×� �� �� � ���	�� ����	)�����	� 	� B��	� ��
 �	�
 	�

��
 �
�	�� �
�� �� �	 	�
��	�
 ��
 ���
���
�
�������	� 	� ��
 �
�����!���
�

��	��
� ���
� 	� ��
 "��� �
�� ��� ���	 �	���	� ��
 ���
����� ��������� 	� ��


�
��	�� ��
 �����) Γ �	������ �
����� ���	����
� ���� ��
 ��������� �
��

B̂���	� ��� ��
 �
����� ω'
��	 ∈ R

� ��
 ���	����
� ���� ��
 ��
��	�� ��
���
��

B!����	� �3�..� ��� �
 �����
� �� �����) �	�� �� �	��	��L

B��	 =

������
(

∥∥∥∥J ( S��	 I�×�
)( Ω 0�×�

0�×� Γ

)
−
(

Y��	 B̂���	

)(
Ω 0

0 Γ

)∥∥∥∥�
)

��
�
 Ω ∈ R
��	 �� � ����	��� �����) ���� �
����� ω'

��	 	� ��
 ����	��� �	�

i = 0, · · · , k� ��
 �	���� 
!����	�� 	� ��
 �
�����!���
� ��	��
� �
�� �	 ��


�	��	���� �	�����L

B��	 = B̂���	 +
(
Y��	 − B̂���	S��	

)
Ω�S���	

(
Γ� + S��	Ω

�S���	

)�	
, �3�.-�

��
�
 y' = F(x��	) − F(x') ��� s' = x��	 − x' �	� i = 0, . . . , k� Y��	 =

(y�, y��	, . . . , y�) ��� S��	 = (s�, s��	, . . . , s�)�

��
 �	�
 	� ��
 � ���	�� �����) B̂���	 �� �	 	�
��	�
 ��
 �	�����
 ���
��

�
�
�������	� 	� ��	��
� �3�..�� �	� 
)����
� ��		���� B̂���	 = B� ������

����� �	 ��������� ��	��
�����
 �
��	��� 
)������ �		� ��	�
���
�� � ���� ���
�

�3�.-� �
�	�
� �� �����
 �	������ ��� �	��� �	��
��
��
 ��� �
 ��	�
� ��



&
���	� 3�3��

��
 �
����� ω'
��	 ������
 ��
 �
�����
 ���	�����
 	� 
��� ��
���
 �� ��


�	������	�� 4	����� ��
������ ��
� ��	��� �
 �
����
� �� ��
 ���
� 	� ��




���� ���
����������� 	������������� 3F

��������	�� 	� ����	�@� ��
	�
�� ���� �� ��������� �	�
 �
���� �	 �	���� ��	�


�	 x��	� ��� �
�� �
���� �	 �	���� ����� ��
 �������� ��
 �����) Γ ������
�

��
 ���	�����
 	� ��
 ��������� �
��� �
"�
� �� B̂���	 �	� ��
 ��
���"����	� 	�

��
 ���
�� �	�
�� ��
 �
����� ���
 �	 �
 "���
� ��� Γ ���� �
 ���� ����

Γ� + S��	Ω
�S���	 �3�.1�

�� ���
�� �	�����
 �
"���
� (�
���� S��	Ω
�S���	 �� ��
	�
������� �	�����
 �
���
��

����
� ��� :
�	 	� �
�� ����� 
��
�����
� 	� ������
� �3�.1� ��
 ��	��
�����

�	� ��
 ���
����� ��������� 	� ��
 �
��	�� �	 
����
 ���� ��	�
��� �
 �
�����


�
�	� ���

 �	�����
 ����	���
� �	� ��		���� Γ�L ��
 �����	���
� 
��
���

���
� 	� ��
��"� �
	�
���� ��	�
���
� 	� ��
 �	������	�� ��
 ����
�� �����$

���	��� ����	���� �
�	��	���� R
� ���	 ��
 �������
 �����
� �� ��
 �	�����

	� S��	 ��� ��� 	���	�	��� �	���
�
��� ��� ��
 �������
� 
��
��� �
����
�

�	 �������

 � ���
������� ���
 �	�����
 �
"���
�
�� 	� �3�.1��

4.3.1 Geometrical approach

��
 �����	���
� 
��
�� �����
� ���� n+1 �
��
�� 	� ��
 �	������	� �	��

� �����
)� �	 ���� ��
 �	����� 	� S��	 ���� R
�� ��� �3�.1� �� �	�����
 �
"���


���� Γ = 0� � ���� ���
� �3�.-� �
�	�
�

B��	 = Y��	Ω
�S���	

(
S��	Ω

�S���	

)�	
. �3�.3�

� ��
�
 ��
 
)����� n + 1 ��
���
� �	����� � �����
)� ��
 �
	�
������ ����	���

�� 
!�����
�� �	 ��
 ���
��	����	� �
��	� ��	�	�
� �� ;	��
 �.GEG�� ��� �3�.3�

�� 
)����� �3�G�� �� S��	 �� �!���
 ��� �	� �������� �� ���� ���
� ���� ����	���

���
 �	� ��	�� �		� ���
����� �
����	� �� �������
 �� �
���	�
� �� &
���	� 3�-�

#��	� �� �
!���
� �� �
��� n + 1 ��
���
�� ��� ��� �	� �
 ����	�����
 �	� ����
�

����
 ��	��
���

4.3.2 Subspace decomposition

��
 ����
�� ��������	��� ����	��� �� ���
� 	� ��
 H4 �
�	��	����	� 	�

S��	� ;
 �
�	�
 �� r ��
 ���� 	� S��	� ���� r ≤ n� ��� �
 ���
 S��	 = QR�

��
�


Q =
(

Q	 Q�

)
�3�.E�

���� Q	 �� (n × r)� Q� �� (n × n − r)� ��� R �� (n × k)� ��
 r �	����� 	� Q	

�	�� �� 	���	�	��� ����� 	� ��
 ����
 	� S��	� ;
 �
"�
 �	� Γ ���� ����

Γ� =

(
0�×�
Q�
�

)
�3�.0�

���� �� Q� ��
�
 Q�
	 ��� �

� �
����
� �� � ���� �����)� ;��� ���� �	��������	�

Γ� + S��	Ω
�S���	 �� ���
�����
 ��� ��
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� ���� ��
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Generalization of the Broyden good method

;��� ��
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 �
�	��	����	� ����	���� ��
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����
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 �	����� �3�.-��

�� B̂���	 = B� ��� ��
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� �� s� = x��	 − x�� ����
 �� ��������� �
����	� �� ���
 �	�

��
 �
�� 	� ��
 �	�
�� � �
 �
"�
 ω�
��	 = 1 ��� Γ� �� ���
� �� �3�.0�� �
 ���
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 �3�.-� ��

B��	 = B� + (y� − B�s�) s��

(
Γ� + s�s

�
�

)�	
. �3�.F�
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��
 ���� �3�0� �� ��
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s��

(
Γ� + s�s

�
�

)�	
= s��

1

s��s�
, �3�.2�

	�����
� ��	� ��
 ���� ���� s��Γ
� = 0� �� �3�.0��

4.3.3 Numerical approach
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 �����) A
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� � �����) E ���� ���� A+E �� ���
�� �	�����
 �
"���
� ����
 �	������� ���
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 ��
����	�� � ���� ���
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�	 �
����
 ��
 ���� ���� A �� �	� ��������� ;
 ����� ���� �
����!�


���� A = S��	Ω
�S���	 ��� E = Γ�� &	� �� ��
 �����) S��	Ω

�S���	 �� ���
�� �	���

���
 �
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4.4 Local convergence analysis
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 ��	� ���� �� Γ� �� �
�
����
� �� ��
 ���
����� ����	��� �
�����
� �� &
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�
 B��	 �� �
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� �� �3�.-� �� ��� �����
 �	�� ���
�
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� �	 � �	����	� 	� �3�.� �� ��
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��"
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Assumptions on the problem:

�$.� F : R
� → R

� �� �	�����	���� ��'
�
������
 �� �� 	�
� �	��
) �
� D�

�$-� ��
 ����
� 	� 
!����	�� ��� � �	����	�� ���� �� ∃x∗ ∈ D ���� ���� F(x∗) =

0�

�$1� J(x) �� %�������: �	�����	�� �� x∗ ���� �	������ K*'
� ���� ��

‖J(x) − J(x∗)‖ ≤ K*'
‖x − x∗‖ ∀x ∈ D. �3�.G�

�� ��
 �
����	��		� D�

�$3� J(x∗) �� �	���������� ��� �
 �
"�
 γ > 0 ���� ���� ‖J(x∗)�	‖ < γ�

Assumptions on the algorithm:

�#.� ��
 ���	����� �� ���
� 	� ��
 ��
����	� �3�1� ���� x� ��� B� �� �������

��
���

�#-� B� �� �
�
���
� �� �3�.-� ���� B̂���	 = B��

�#1� Γ� �� �	����
� ����� ��
 �������
� 
��
���
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�#3� ∀i ≤ k� �
 ���
 ω'
��	 ≤ M+ �	� ��� k ��
�
 M+ ∈ R

��

�#E� ��
 ��:
 	� ��
 �	������	� P �� �	���
� ��	�
 �� MP ∈ N�

��
 �	����	� ‖ · ‖ �� ��
� �	� ��
 l� �
��	� �	�� ‖x‖ = (x�x)
�

� � ��� �	� ���

�����) �	�� ����� �� �	�����
�� ���� ��
 l� �	�� �� ��
 �
��
 ���� ‖Ax‖ ≤
‖A‖‖x‖ �	� 
��� x ∈ R

� ��� A ∈ R
�×�� � ����������� ��
 l� �����) �	�� ���

��
 ��	�
���� �	�� ��
 �	�����
�� ���� ��
 l� �
��	� �	��� �	� ��
 ���
 	�

������"����	�� �
 �
�	�
 ω'
��	 = ω'� S = S��	� Y = Y��	 ��� I
 = {1, . . . , p}�
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� �	�
 �
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Lemma 3 (�	 F : R
� −→ R

� �� ���	�������! ��)����	�
��� �� 	�� ���

��� �% D ⊂ R
�* x ∈ D* 
�� ��	 J �� (�����	+ ���	������ 
	 x �� 	��

������������ D #�	� ����	
�	 K*'
� ���� ��� 
�! u, v ∈ D,

‖F(v) − F(u) − J(x)(v − u)‖ ≤ K*'

‖v − x‖ + ‖u − x‖

2
‖v − u‖ . �3�-/�

Proof. &

� �	� 
)����
� *
���� ��� &�����
�� .GG0� �

Lemma 4 (�	 A,C ∈ R
�×� 
�� 
����� 	�
	 A �� �� ��	����* #�	�

∥∥A�	
∥∥ ≤

µ. ,� ‖A − C‖ ≤ β 
�� βµ < 1* 	��� C �� 
��� �� ��	���� 
��∥∥∥C�	
∥∥∥ ≤ µ

1 − βµ
. �3�-.�

Proof. ���� �
��� �� ��	�� �� ��
 ������ $
��������	� %
���� �&

� �	�
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Lemma 5 ,� 
����	���� �-.�$�-/� 
��  ������* 	���

‖SΩ�S�‖ ≤ 2MPM�
+ ��)
'∈,���

‖x' − x∗‖�, �3�--�

‖Ω�S�‖ ≤
√

2MPM�
+ ��)
'∈,���

‖x' − x∗‖, �3�-1�

#���� x∗ �� ����	��� �� �.����

Proof.

‖SΩ�S�‖ ≤ ‖SΩ‖� �3�-3�

≤
�∑
'�	

‖ω's'‖� �3�-E�

≤ k��)
'∈,�

(|ω'|‖s'‖)� �3�-0�

≤ k��)
'∈,�

(|ω'|‖x��	 − Tx + Tx − x'‖)� �3�-F�

≤ 2k��)
'∈,�

|ω'|
� ��)
'∈,���

‖x' − Tx‖� �3�-2�

≤ 2MPM�
+ ��)
'∈,���

‖x' − Tx‖� �3�-G�
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�	� ��� Tx ∈ R
�×�� �� ���������� ���� Tx = x∗ ����� ��	�
� �3�--��

‖Ω�S�‖� ≤
�∑
'�	

‖ω�
' s'‖� �3�1/�

≤ k��)
'∈,�

(
|ω'|

�‖s'‖
)�

�3�1.�

≤ k��)
'∈,�

|ω'|
!��)
'∈,�

‖x��	 − Tx + Tx − x'‖� �3�1-�

≤ 2k��)
'∈,�

|ω'|
! ��)
'∈,���

‖x' − Tx‖� �3�11�

�	� ��� Tx ∈ R
�×�� ;
 	����� �3�-1� ���� Tx = x∗L

‖Ω�S�‖ ≤
√

2MPM�
+ ��)
'∈,���

‖x' − x∗‖ �3�13�

�

Lemma 6 ,� 
����	���� ����*��0� 
�� ���� 
��  ������ 	���"

‖(Y − J(x∗)S)‖ ≤
√

2MPK*'
 ��)
'∈,���

(
‖x' − x∗‖�

)
�3�1E�

#���� x∗ �� ����	��� �� �.����

Proof. ;������ 
)�������� � �	���� 	� ��
 �����) A = Y − J(x∗)S

a·# = F(x��	) − F(x') − J(x∗)(x��	 − x') �3�10�

���� a·# �
"���� ��
 �	���� j 	� A = (a'#)�

A���� �3�10� ��� %
��� 1 �
 ��� ����
L

‖Y − J(x∗)S‖� ≤
�∑
#�	

‖a·#‖� �3�1F�

≤ k��)
'∈,�

‖F(x��	) − F(x') − J(x∗)(x��	 − x')‖� �3�12�

≤ kK�*'
��)
'∈,�

(
‖x' − x∗‖ − ‖x��	 − x∗‖

2
‖x��	 − x'‖

)�
�3�1G�

≤ 2kK�*'
 ��)
'∈,���

‖x' − x∗‖� ��)
'∈,���

‖x' − x∗‖� �3�3/�

������ ��
 �!���
 �		� 	� �	�� ���
L

‖Y − J(x∗)S‖ ≤
√

2MPK*'
 ��)
'∈,���

‖x' − x∗‖� �3�3.�
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Lemma 7 ,� 
����	��� �-�� ��  ������* 	���

‖
(
Γ� + SΩ�S�

)�	
‖ ≤ 1

τ
�3�3-�

#���� τ > 0�

Proof. %
� A ∈ R
�×�� �
 �
�	�
 �� λ�(A) ��� λ-(A) ��� �����
�� ���

����
�� 
��
�����
�� �
��
����
��� &	 �
 ��� ����
 ����� ��
 �
"����	� 	� ��
 l�

�	��L

‖(Γ� + SΩ�S�)�	‖ = λ-((Γ� + SΩ�S�)�	) �3�31�

=
1

λ�(Γ� + SΩ�S�)
. �3�33�

��	� ��������	� �#1�� Γ� �� �	����
� ����� ��
 �	��"
� (�	�
��� ����	��:��

��	�� ��	�	�
� �� &�����
� ��� B��	� �.GG.�� ���� �����
�
� τ� ��
�
�	�
�

λ�(Γ� + SΩ�S�) ≥ τ, �3�3E�

����� �	�����
� ��
 ��		�� �

��
 �����
�
� τ �� %
��� F �	���	�� ��
 ��� �
 �
����� SΩ�S�� � �����
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 �����
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�����
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� ���� τ ����

��
�
�	�
� ���
�� �	�����
 �� � "���
 ������
��� �	��
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Theorem 8 (�	 
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�� 
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���	���� �-�� 	� �-/� ���� ��� 	�� 
�����	��� ���� 	���� �%��	 	#�

���$���
	� � ����	
�	� α	 
�� α� ���� 	�
	 ��� �
�� x� 
�� B�"

‖B��	 − J(x∗)‖ ≤
(
1 + α	��)'∈,��� ‖x' − x∗‖�

)
‖B� − J(x∗)‖

+ α���)'∈,��� ‖x' − x∗‖� .
�3�30�

Proof. ��	� ��
 �����
 �	����� �3�.-�� ��� �
"����

T	 = I − SΩ�S�(Γ� + SΩ�S�)�	

T� = (Y − J(x∗)S)Ω�S�(Γ� + SΩ�S�)�	,

�
 	�����

‖B��	 − J(x∗)‖ = ‖B� − J(x∗) + [(J(x∗)S − J(x∗)S) + (Y − B�S)]Ω�S�(Γ� + SΩ�S�)�	‖
≤ ‖T	‖‖B� − J(x∗)‖ + ‖T�‖.

��	� %
��� E ��� F �
 	�����

‖T	‖ ≤ ‖I‖ + ‖SΩ�S�‖‖(Γ� + SΩ�S�)�	‖ �3�3F�

≤ 1 + α	 ��)
'∈,���

‖x' − x∗‖�, �3�32�
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���� α	 = �
�
MPM�

+ > 0� ;
 �	�����
 ��
 ��		� ����� %
��� E� 0 ��� F �	

��	� ����L

‖T�‖ ≤ ‖(Y − J(x∗)S)‖‖Ω�S�‖‖(Γ� + SΩ�S�)�	‖ �3�3G�

≤ α� ��)
'∈,���

‖x' − x∗‖�, �3�E/�

���� α� = �
�
K*'
MPM�

+ > 0� �

Theorem 9 (�	 
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�� 
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���	���� �-�� 	� �-/� ���� ��� 	�� 
�����	��� ,�* ��� 
�! r ∈]0, 1[ 	����

�%��	� ε(r) 
�� δ(r) ���� 	�
	

‖x� − x∗‖ ≤ ε(r) �3�E.�


��

‖B� − J(x∗)‖ ≤ δ(r) �3�E-�

	��� 	�� �������� x��	 = x� − B�	� F(x�) �� #��� ������ 
�� ��� ����� q$

����
��! 	� x∗ #�	� q$�
�	�� 
	 ���	 r� 1��	�������* 	�� ��������� {‖B�‖}�

��

{
‖B�	� ‖

}
�

�� ��������! ��������

Proof. ��
 ��������
 	� ��
 �
�	�������	� �� ������� �	 ��
 ��		� 	� ��
�

	�
� 1�- �� ��	��
� 
� ��� �.GF1�� ;
 ���
 ����	�
�� �����
� �	�
 ��
������

�
������� �
������

����� ��		�
 ε(r) = ε ��� δ(r) = δ ���� ����

γ(1 + r) (K*'
ε + 2δ) ≤ r �3�E1�

��� (
2α	 + α�

ε

1 − r

)
ε�

1 − r�
≤ δ. �3�E3�

;
 ���	�
 %
��� 3 ���� µ = γ ��� β = 2δ �	 ��	�
 ���� B� �� �	����������

���

‖B�	� ‖ < γ(1 + r). �3�EE�

,	�
 ���� ��������	� 2δγ < 1 �	� %
��� 3 �� ���
���� �
���
� ��	� �3�E1��

��
 ����	�
�
�� ���
� ��
 "��� ��
����	�� ���� ��

‖x	 − x∗‖ ≤ r‖x� − x∗‖, �3�E0�

�� �
���
� ��	� �
��� 1� ��

��

‖x	 − x∗‖ ≤ ‖x� − B�	� F(x�) − x∗‖
≤ ‖B�	� (B�x� − F(x�) + F(x∗) − B�x

∗ − J∗(x� − x∗) + J∗(x� − x∗)) ‖
≤ ‖B�	� ‖ (‖(B� − J∗)(x� − x∗) − F(x�) − F(x∗) − J∗(x� − x∗)‖)
≤ ‖B�	� ‖ (‖F(x�) − F(x∗) − J∗(x� − x∗)‖ + ‖B� − J∗‖‖x� − x∗‖)
≤ (1 + r)γ (K*'
��)(0, ‖x� − x∗‖)‖x� − x∗‖ + 2δ‖x� − x∗‖)
≤ (1 + r)γ (K*'
ε + 2δ) ‖x� − x∗‖,
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��
 �
���� �	� ��
����	� k �� ��	�
� ���� �� �������	� �����
�� ���
� 	�

��
 �	��	���� �
����
��
 ��������	��L

‖B� − J∗‖ ≤ 2δ �3�EF�

‖x��	 − x∗‖ ≤ r‖x� − x∗‖ �3�E2�

�	� ��� m = 1, . . . , k − 1�

;
 "��� ��	�
 ���� ‖B�−J∗‖ ≤ 2δ ����� ��
	�
� 2� ��	� �3�30� �
 �
���


‖B��	 − J(x∗)‖ − ‖B� − J(x∗)‖

≤ α	 ��)
'∈,
��

‖x' − x∗‖� ‖B� − J(x∗)‖ + α� ��)
'∈,
��

‖x' − x∗‖�

≤ α	r
����	�ε�2δ + α�r

����	�ε� �3�EG�

&������ �	�� ���
� 	� �3�EG� �	� m ������� ��	� / �	 k−1� �
 �
���
 ����

‖B� − J(x∗)‖ ≤ ‖B� − J(x∗)‖ +

(
2α	δ + α�

ε

1 − r

)
ε�

1 − r�
�3�0/�

≤ 2δ, �3�0.�

��
�
 �3�0.� �
���
� ��	� �3�E-� ��� �3�E3��

��
 ���� ���� B� �� ���
�����
 ��� ‖B�	� ‖ ≤ γ(1 + r) �� ����� � ���
�� ������

����	� 	� ��
 ������ $
��������	� %
��� 3�

�	 ��	�
 �3�E2� �	� m = k �
 ��
 ��
 ���
 �
�
�	��
�� �� �3�E0�� � ���
��

����� �
��� 1 �
 	�����L

‖x��	 − x∗‖ ≤ ‖x� − B�	� F(x�) − x∗‖
≤ ‖B�	� ‖ (‖F(x�) − F(x∗) − J∗(x� − x∗)‖ + ‖B� − J∗‖‖x� − x∗‖)
≤ (1 + r)γ (K*'
ε + 2δ) ‖x� − x∗‖
≤ r‖x� − x∗‖,

�	�������� ��
 �������	� ��		�� �

4.5 Performance evaluation
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�
 � ��
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4.5.1 Problems

��
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����� 
)�
���
��� �
�
 �����
� 	�� 	� � �
� 	� 1/ �
�� ������	��� �
�
�

���� ") ���
���	� ��� -1 ���� ���
���	� n = 6, 10, 20, 50, 100� ���� �
� ��

�	��	�
� 	� ��
 �	�� �������� �	����
�� ����
�� 	� 
!����	�� ��	�	�
� �� *
��

��� ��� &�����
� �.GG0�L ����� ��� 2%	����� ���������3 1���	���� 2%	�����

��#��� 4�����
� 1���	���� ���������	��� 1���	���� 5����
� 6
���! 1���$

	����� ���

 ������	�� ��	� ��	��
� �.G0E�� "�
 ������	�� ��	�	�
� �� +
��
�

�-//-�� �� ��� �
� �		� 	� ,
��	�@� �
��	� ����� ��� -��	
����	 1���	���� 
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��3�
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 ���
�� ����

�
�� 	� 
!����	�� 	� ��
 �	�� Ax = b� ��
� ���
 �

� �
����
� �	 �����
��


��
 �
��
� ���	�������

.� �	� ��
 "���� ��
 �����) A �� ��
  ���
�� �����)� ��� �
��	� b �� �	��	�
�

	� ��� 	�
��

-� ��
 �
�	�� ��	��
� �� ���
� 	� ��
 �����) A ���� ���� a'# = j �� i +

j = n + 1� ��� a'# = 0 	��
����
� #�� 
����
� 	� ��
 ���������� ���
 b

��
 �./� �� ��������
 �� �
����
� �	 ���� ��
 ��
����� �����) �� � �		�

����	)�����	��

1� ��
 ����� ��	��
� �� ���
� 	� � I���
��	�� �����) A(v) ���� v =

(−1,−2, . . . ,−n)� #�� 
����
� 	� ��
 ���������� ���
 b ��
 �.�

��
 �������� �	��� �	� ��� ��	�
 ��	��
�� �� x = (1, . . . , 1)��

�	� 
��� ��	��
�� �
 ���
 ��
� ��
 �������� �	��� ��	�	�
� �� ��
 	�������
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�� � 	��
� �	 �����
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 ���
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�
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4.5.2 Methods
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� �	����
�
� ��
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� ��	� ��
 ������
� !�����

,
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��	��� ����
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�� ��
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��
��
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� 	� ������	�
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�� ����	�� ����	������ � ���� ��
 �	 ��
 ��
�

�	���	� 	� ��
 ��	����:���	� �
��	�� #�� ��
 ���	������ ���
 ��
 �	��	����

��������
L

� D��
� F : R
� → R

�� x� ∈ R
� ��� B� ∈ R

�×�

� ;���
 ��	����� ����
��� �� �	� �
��"
�L

– ���� s �	����� B�s = −F(x�)�
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– B������
 F(x��	) ��
�
 x��	 = x� + s�

– (	����
 B��	�

���� ��
 �	��	���� �������
�������L ��
 ������� 8��	���� ����	)�����	� B� �� ��


���
 �	� ��� ���	������ ��� 
!��� �	 ��
 ��
����� �����)� ��
 ��	����� ����
���

�� � �	��	����	� 	� ���

 �	�����	��L ����� �
������� ���� �� ‖F(x�)‖/‖F(x�)‖ ≤
10e−6� ��)���� ����
� 	� ��
����	�� �k ≥ 200 �	� ��	��
�� 	� ��:
 n ≤ 20 ���

k ≥ 500 �	� ��	��
�� 	� ��:
 n = 50 ��� n = 100�� ��� ���
��
��
� �����	�
�

�� ‖F(x�)‖ ≥ 10e10�

(	��
!�
����� ��
 ���	������ ��'
� 	��� �� ��
 �
��	� �	 �	����
 B��	�

;
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�L

.� ��	��
�@� �		� �
��	� ������ ����� ��
 �����
 �3�0��
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� �� ��	��
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���
� 	� ��
 �	��	���� �
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!����	�L

s� = B�	��	y�. �3�0-�

��� ���
���� �	����
� ��
 ���
��
 	� B�L

B�	��	 = B�	� +

(
s� − B�	� y�

)
y��

y��y�
. �3�01�

��	��
� �.G0E� �
�����
� ���� �
��	� �� 6���7� ���� �� ���
������� ���
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�  	�
�
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 ���
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���
� �	 ������
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4.5.3 Performance profiles
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4.5.4 General results
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4.5.5 Behavior in presence of noise
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G(x) = F�(x) + φ(x) �3�0F�
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4.6 Conclusion
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Chapter 5

Large-scale systems

Contents

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.2 Existing large-scale methods . . . . . . . . . . . . . . 66

;+4+7 �����/&��"� =��&�/��>�$� ����$ & + + + + + + + + + + + ??

;+4+4 
��@���/��>�$� ����$ & + + + + + + + + + + + + + + + + ?<

5.3 Fundamentals of the algorithm . . . . . . . . . . . . 68
;+6+7 �$��& + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + :5

5.4 The algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
;+9+7 
�!"��������$� �$��& + + + + + + + + + + + + + + + + + + :4

5.5 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
;+;+7 (�"� ���$� $* ��� � �!����$�& + + + + + + + + + + + + + + :6

;+;+4 ������" !��*$������ ���".&�& + + + + + + + + + + + + + + :6

;+;+6 
�!��� $* ��� &�A� $* ��� !$!�"���$� + + + + + + + + + + <5

;+;+9 
�!��� $* ��� !�������� τ + + + + + + + + + + + + + + + + <7

5.6 Behavior in presence of noise . . . . . . . . . . . . . 82
5.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

01



03 ������� �� ���	������� �������



���� ������
����� 0E

5.1 Introduction

&	����� ����
�����
 ����
�� 	� �	����
�� 
!����	�� �� �
�	���� �	�
 ��� �	�
 �

�������� ��
� �� ��
 �������� ��� �����
�
�� 	� �	���
) ����
��� ,��
��� ��


����
����� �	�
� 	� �	����
�� ��� �	�����
� ��
 �
�
�	��
�� 	� ��������	�

�		�� �� ���� �
�
���� ��
��� � �
�
���� ��
�
 �		�� ���	��
 � ����
 ����
�

	� �����
�
��� ��� ��
 �
������� �� ($A ���
 ��� �
�	��� 5��
�� 	��� �

�����
� ����
� 	� 
�������	�� �� ��������
 �	 "�� � �	����	� 	� ��
 ��	��
��

;
 ���� �
�
� �	 ���� �����
� ����
� 	� ������	� 
�������	�� �� � ����	
	���

�����	� �	� 
)����
� ��
 (	�����
�� #��������	�� 4	��
 D������
 ��	��
�

�
�����
� �� (����
� 0 �� �
����
� �	 �
 ��
� �� � �
������
 ������� ���Æ�

�����
�
�� ����
� ���� ��
�
�	�
� ��� � �����
� �	�������	� ����
��

��
 �	�� 
Æ��
�� ����	���
� �	 �	��
 ����
�� 	� �	����
�� 
!����	�� ��


���
� 	� ,
��	�@� ��
� �	 �	�
� ��
 �	����
�� ������	� ���� � ����
�� ���

�
�����
� �	����
� ���� ��
 "����	��
� �
�������
�� (�
����� �� ��
 ������	� ��


)�
����
 �	 �	����
� ��� ��
 ����
� 	� ����	��� �� ����
� ��
 "����	��
�

�
�������
� ��
 ������� 
�
� �	�
 
)�
����
� ��� �	�
���
� �	� ��������
� ���

,
��	�@� ��
� ����	� �
 ���
���� ��
��

��	 ������
� 	� �
��	�� ���
 �

� ��	�	�
� �	 	�
��	�
 ��
 ��������������

	� ��
 �
�������
�L ��
��$:�#	�� �
��	�� ��� ���%
�	 :�#	�� �
��	��� �	�

����
�����
 ��	��
��� �� �

�� ���� ��
 �	�� 
Æ��
�� �
��	�� �
�	�� �	 ��


��
)��� ,
��	� ������ �+
��
�� -//-��� ���� �����
� �
�����
� �� ��������	�

	� D&� ���� ���
���� �
����
� ��	� �	�� ������
�� ��
�
 ��������	�� ���	� ��

�	 �
���� � �����)���

 ���	������ � ������� ��	�
��� �	� ����
�����
 ����
���

��� ��
 �	��
���	�� ���
 �	 ���	��	���
 ��
 ����
�����
 �������
������ �	 �	�

�
�
��	���
 ��
 �	�����
�� ��� ��
 
Æ��
��� 	� D&� ��
�
��
� �� �����
� 3�

�
����� �	 � �
�� �	��
�����
 ���	����� �	 �	��
 ����
�����
 ����
�� 	� �	����
��


!����	��� 
�
� �	����
� ���� �
��	�� ����� ���	�����	� ��	�� �
�������
�

�	����
� ����� "���
 ��'
�
��
��

���� �����
� �� 	�����:
� �� �	��	��� ;
 ����� �� �
�������� 
)������ �
���

	�� �	 �	��
 ����
�����
 ����
�� 	� �	����
�� 
!����	��L ����
�����
 !�����,
��	�

�
��	�� ��� ��
)��� ,
��	� �
��	��� � �
���	� E�1 �
 ��
�
�� ��
 ������

�
���� ��
�� 	� 	�� �
� ����� 	� �
��	��� � �
���	� E�3 �
 �	������ �
�����


� ��
��"� �������
 	� 	�� �
��	��� ,��
����� �
����� ��
�
��
� �� &
���	� E�E

��
 �����
� ���	 �	�� ������ ����� �
 �������
 ��
 ���
��
� ��������	�� ��	����

���� ��
 �
��	�����
� 	� D&�� ����� ��
 ���
 �
� 	� �
�� ��	��
�� ��
� ��

(����
� 3� ��
 ��
�
��
�� � �
���	� E�E�- �
 
������:
 ��
 
Æ��
��� ��� �	�

�����
�� 	� ��
 ��	�	�
� ���	����� 	� ��������� ����
�����
 ����
�� 	� �	����
��


!����	�� �	����
� ���� 	��
� �
��	�� �
����
� �	 �	��
 ����
�����
 ����
���

;
 ���������
 ��
 ������ 	� ��
 �����
�
�� 	� 	�� �
��	� 	� ���������� 
)�

����
�� ������� �� &
���	� E�0 �
 ��	� ��
 �
��������� 	� 	�� �	������	�����
�

����	��� 	� �	��� ��	��
�� �	����
� �	 �������� �
��	��� &	�
 �	������	��

��� �
���
����
� ��
 	�����
� �� &
���	� E�F�



00 ������� �� ���	������� �������

5.2 Existing large-scale methods
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5.2.1 Large-scale quasi-Newton methods
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5.3 Fundamentals of the algorithm
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5.5 Numerical results
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5.5.1 Validation of the adaptations
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5.5.2 General performance analysis
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GMRES                  
iGSM:  H0 =         Id.

iGSM:  H0 =   diag Jac.
iGSM:  H0 = 3-diag Jac.
iGSM:  H0 = 5-diag Jac.
iGSM:  H0 = 7-diag Jac.

ICUM:  H0 =         Id.
ICUM:  H0 =   diag Jac.

ICUM:  H0 = 3-diag Jac.
ICUM:  H0 = 5-diag Jac.
ICUM:  H0 = 7-diag Jac.
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iGSM:  H0 =         Id.
iGSM:  H0 =   diag Jac.

iGSM:  H0 = 3-diag Jac.
iGSM:  H0 = 5-diag Jac.
iGSM:  H0 = 7-diag Jac.
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ICUM:  H0 =         Id.
ICUM:  H0 =   diag Jac.

ICUM:  H0 = 3-diag Jac.
ICUM:  H0 = 5-diag Jac.
ICUM:  H0 = 7-diag Jac.
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GMRES                  
iGSM:  H0 =   diag Jac.

ICUM:  H0 = 3-diag Jac.
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GMRES                  
iGSM:  H0 =   diag Jac.
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iGSM:  H0 =   diag Jac.
ICUM:  H0 = 3-diag Jac.
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GMRES
iGSM: H0 = diag Jac.

ICUM: H0 = 3-diag Jac.
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 �	��L

x��	 = x� + α�(T (x�) − x�) �0�G�
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� �� � ����

����� 	� !�����,
��	� �
��	��� ��
�
 ��
 �����) B�	� �� �������
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6.3.2 Derivative free optimization methods
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6.3.3 Methods solving systems of nonlinear equations

#�	��
� ������� ��� �	 
)��
�� ")
� �	��� ��	��
�� �� �� �
�	����	� 	� ����
��

	� �	����
�� 
!����	�� �����
�L

F(x) = 0 �0�.3�

��
�
 F : R
� → R

� �� � �	�����	���� ��'
�
������
 �������� ��
 
!�����
��


	� ��
�
 ��	 �	�������	�� �� ���������	������ ��

��

x∗ �� �	����	� 	� �0�0� ⇔ x∗ �	����	� 	� �0�.3�

������ �
����� F(x) = T (x) − x�

#� �
�����
�� �� (����
� 3 ��� E �	�� �
��	�� ��
� �	 �	��
 ��	��
�

�0�.3�� �
�
��
� �� !�����,
��	� �
��	��� ��
 ��
�����
 �
��	�� ��� ��� �


�
�����
� �� �
��	�� ����� ��
 �	��	���� ��
����	��L

x��	 = x� − B�	� F(x�) �0�.E�

��� �����
 B��	� ��
 �	�� ����
����� ����� 	� !�����,
��	� �
��	�� ��
 �
�

���� �
��	��� ��� ������� ��
� ��
 �	� �
����
� �	 �	��
 ����
�����
 ����
��

	� 
!����	��� ��
 ���� ��������� 	� ��
�
 �
��	�� ��
� ��
� �
�� ����

����
�����
 ��	��
�� ��
 ��
 ��	���
 �	�� 	� ��
 �����) B��	 ��� ��
 ��Æ����

��
� 
��	���
�
� �� ��
 �
�	����	� 	� ��
 ���	����
� ���
�� ����
� �0�.E�� #�

�
�����
� �� (����
� E ���	����� �	 &�
�����	 ���  ���� �.GGF�� 4����
�	


� ��� �.GG0�� %����� ��� I��
� �.GG2� ��� ������
: �-///� ��
 �	�� 
'
��

���
 !�����,
��	� �
��	� �	 �	��
 ����
�����
 ����
�� 	� �	����
�� 
!����	��

�� ��
 ��
��
 (	�����A������� �
��	� �(A�� ����	���
� �� ������
: ���

N������� �.GG-�� A��	������
��� �� ���������
� �� &
���	� E�E�-� �������� !�����

,
��	� ��	�
�� ���� �� ��������� �����) �
�� 	��
� ����
� �������	���� �
������

��
 �	�������	� 	� �� ������� �		� ����	)�����	� 	� ��
 8��	���� �� ���	��

������ �
�
������ #� � �	��
!�
��
� �� ��
 �	��
)� 	� ��
 (#4D ��	��
�� ��
�


���	������ ��
 ��
�
�� �
����
 	� ��
 ���	��������� �	 �	����
 ���� � �		� ���

��	)�����	� ����	�� � ��� �	������� 
'	��� �	�
	�
� ����
�����
 ����
�
��

����	�� 	� (A� �

�� � ��������
� 8��	���� �� 	��
� �	 
Æ��
���� ����	��:


��
 �����) B�	��	 ��� �	 ��	�� ��� 
)������ �	��������	�� ����� ��� �
 �
�
��
��

�	� ����
�����
 ���������	��� � �������
� ��
 �	�� 
Æ��
�� ����	��� �	 �	��




���� � �����	 ������� ./1

����
�����
 ��	��
�� ��
 ��
)����,
��	� ���	������� #�	�� ��
�
 �
��	��

��
 ,
��	��+���	� ����� 	� ���	������ �
�����
� �� &
���	� E�-�-� ��
�� �� ���

���
 ����
���� +���	� �������
� ���
� 	� ���
�� �	��
�� �	 �	��
 �E�2�� ����

������ 	� ���	������� ���	���� �	 �
��	�� 	��� �����)��
��	� ��	����� �� 
��
�

������ �
�� �����
� �	� ����
�����
 ��	��
�� �� ���
����
� �� +
��
� �-//-���

,
��	��+���	� �
��	�� ��
 ������� �
�������
� ���	�����	� 
������
� ����� "�

���
 ��'
�
��
�� (	��
!�
���� ��
� ��
 	� �	 �
�� �� ��
 �	��
)� 	� ��
 (#4D

��	��
�� ��

�� ��
 �	��
 ��
�
�� �� ��
 
�������	� 	� ��
 �	��	���
 ����

���� ��
�
��� ��
 �
��	� ��	� ����� "���
 ��'
�
��
�� �� �
�	������
� �� ��


�
����	� 	� ��
�
 �
��	�� �� ��
�
��
 	� �	��
 �� &
���	� E�0�

���� �
��
� 	� ��
 ��������� �
��	�� �	 �	��
 ����
�� 	� �	����
�� 
!����	��

���
����
� ��
 �

� �	� � �	�
 ��
��"� �
��	� �	 �	��
 ��
 �	�����
�� ���������

�	�� �	��
 �������
� �� ���������� ��
 �	 ��
 ��
�
��
 	� �	��
 �� ��
 
�������	�

	� ��
 	�=
����
 ������	� ��� ��
 �
�
����� 	� � �����)���

 ���	����� �	 �
��

���� ��
 ���� ���
���	� 	� ��
 �������
�� ��
 ���	����� ��
�
��
� �� (����
� E

��� �

� �
����
� �	 �����
 ��
 ��������� �������
������� 	� ��
 (#4D ��	��
��

����� �� �� � �����)���

 ���	����� ���	���� �	 �	��
 ��	��
�� ���� ����

���
���	�� &
�	�� ���� �
��	� �	
� �	� ��
 "���
 ��'
�
��
� �	 �	����


����	)�����	� 	� �
�������
� ���	�����	�� ��� ��
� 	��� ��
 ��
��	�� ��
���
�

�� ��
 ����� �	 �	����
 ��
 �
)� ��
���
� ���� �
����
 �� ������������ ���������


�� ��
 �	��
)� 	� �	��� ��	��
�� ��� ��
� ��
 ������	� �� 
)�
����
 �	 
������


�� �
 ��
 ��� ��
 ��������
 ���	�����	� �	��
��
� ���	��� ��
 ���� ��
���
��

�	��	���� ��
 �	����	�� 	� (����
� E �D&� �� �� ��
�����
 �
��	� ���� ���

�
 �������:
� �� �	��	��� �� 
��� ��
����	�L

x��	 = x� + p� �0�.0�

��
�
 p��	 �� �	����
� ����� ��
 �	��	���� �����)���

 ��	�
���
L

&	��
 z = ������
�

‖Ay − F(x��	)‖�� �0�.F�

*
"�
 p��	 = −Cz �0�.2�

��
�
 A = (Y��	Ω Γ) ��� C = (S��	Ω ΓĤ�
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6.5 Conclusion
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6.6 Appendix

6.6.1 Irvine (equilibrium starting point)
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Chapter 7

Conclusion

7.1 Review of key results
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An alternative to alleviate traffic jam problems
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1004 Lausanne

Born October 13, 1972

EDUCATION

1992 – École Polytechnique Fédérale de Lausanne (EPFL):

2003: Postgraduate course ”Discrete Choice Analysis: Predicting Demand and Market Share”.

1999: Postgraduate course ”Operations Research and Statistics”.

1998: Diploma in mathematical engineering.

1987 – 1992 Secondary school at the Lycée Collège des Creusets, Sion: Maturity C (scientific).

PROFESSIONAL EXPERIENCE

1998 – EPFL – Institute of Mathematics, Lausanne:

Research assistant of Prof. Th. M. Liebling and Dr M. Bierlaire, chair of Operations Research.

Supervision of semester and diploma projects.

1999 – IML – Institut International de Management pour la Logistique:

Lecturer for IML (Module M7: Modeling and Simulation in Logistics.)

VARIOUS

Languages: Fluent in French and English, good knowledge of German, notions of Italian.

Radio presenter on ���	 ��	��, Sion (2000).

Volleyball and tennis player.




