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a(u0, v0) = f(v0)
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ηT1,1 0 . . . 0

ηT2,1 0 . . . 0JJJ
0 . . . 0

ηTn0,1,1 0 . . . 0

0 ηT1,2 . . . 0JJJ JJJ J J J JJJ
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Φi
J

EG�
	-HI�2���S5%A � ��� A�� ��	�13� 7�� 7�H�13��� � � ��� <�
�<*< 
:6;@?5 @�C ��B:>�@ 5%C:> 5
C > 0

@?1 ��� 5
�EC 5 5
� <�� C:@A6;@ �?14> �G5767B:>�@
{Φi}

B � 5
��< ��BGC�
A@.<#@%F�C���<#@ C$576 @
�	�

C � |Φi|2H1(Ω) ≤ C
Hd−1

0

δ0
�

��� ||Φi||2L2(Ω) ≤ CHd
0 �

��� ��� <�
�< 6;@�C�8$B /'C 6;>
Ω̂ ⊂ Ω

@A1 ��� 5
�EC 5 ∑
iΦi(x) = 1

� B�
 <�� <�
 �
x ∈ Ω̂

C >D8
supx∈Ω\Ω̂ dist(x, ∂Ω) ≤

CH0
�

{|�E'��4���9���/.��_.�'��4'5`Y'��+>Z.��� 2RU�8�v��'�)+�� !�4'
Φi
i
M��� !)0�  !�O)"�4'����0.�',�B 2'w�����9 2'Z���+�� !�4�@���

Θi
.�'�$

$��")+���F.4���"�#���<\F�+���<M� 2��� ‖∇Φi‖L∞(Ω) ≤ 1/δ0
 2'8.:1V."AU�+�
���3M� !$5���

δ0
i��z.��� !�d%/�"�������o6=�4��'�$�� �5J��5J��5J .

.�'�$ �5J��5J��5J 6sJ
KL'9�/.����� !)+��1V.��Fi=�����D'��4'5`a��;c�,�4�����"$b)F.4���:$��&%�'��"$E6ZA9�"I,�/.��� !�4'lW �5J �>=,]&i=)"�4�����"���=�4'�$5 2'�>
���
R̃0
i5M� 2121s6��� 2'�>c���*.p�0�+�g���j�v��'�)+�� !�4'�� {Φi}

M��� !)��E�0.��� !�d%/�"�������4�=�+���aA4�5J��5J��pM� 2���
δ0 = h

J
�s�+�#���g$��&%�'��o�����r�4�=�+�0.����4�

Q0 : Vh → V0
6ZA

Q0u =

n0∑

i=1

αiΦi, αi =
1

γi

∫

Θi

ηi(x)u(x)dΩ,

M����+���
γi
 !�#.p)"�Q�&(*)+ !�+'Z�
���p6��7�����")+ !�0�"$9.�'�$

ηi(x)
 !�#.:M[�+ 2>��Z�� 2'�>O�}��'�)+�� !�4'si�M��������o�������=�4���� !�#.��

;c�����
Θi
JH{|�o�������=�����

ηi(x) ∈ L2(Θi)
JI<-�� 2'�><����� & .���)0�ZA,` XQ)��,M[.���\< 2'��"I,�/.�12 2�aABMN�o>U�+�

n0∑

i=1

α2
i ≤

n0∑

i=1

1

γ2
i

||ηi||2L2(Ω)||u||2L2(Ω)

W �5J����U]



=J� � �
� ��������� � � � � �
� � � � ��� � 	 ��� ��� � ����������� � ��� ����� ��	 ����� �

W

Ω

Ω

Ω

ek 2>������ �5J �9R��
'c������1!�&�v�Fi� 2'*���/.4$��"$*)"�41!�4���Fi
ΩΓ J��
'c�������� 2>��,�FiZ 2'c���/.4$��"$O)"�41!�4���Fi Ω̌ iZ.�'�$* 2'<M��� 2����i

Ω̂
J

Ka��M[���0.�~U�
ηi
.�'�$

γi
����)0�c���/.�� 1

γ2
i
||ηi||2L2(Θi)

≤ CH−d
0

W �h�4�f�&u�.�;<��1!��i
ηi = 1

�4'
Θi

.�'�$
γi = |Θi|

]
.�'�$_�����4�=�+���� !�"� �5J��5J��c.�'�$4�5J��5J��<���41!$ni�MN�7%�'/.�1212AB>U�+�

n0∑

i=1

α2
i (u) ≤ CH−d

0 ||u||2L2(Ω).
W �5J��
=,]

{|�r)F.�'9'��FMx�����TRU�o�����7�h�4121!�FM� 2'�>*1!�+;<;*.5J
.I�98)8)1�A � ��� � � ����8 < ��>�675769B:>�@ � ��� ���=C:>D8 � ��� � �!C�
�< @.C 576 @ � < 8�
�5
� < >�5
� <�
�<#< 
 6 @ 5 @�C ��B >�@?5%C:>D5

C > 06 >D8 < F�< >D8 <?> 5 B �
H0, δ0

C:>D8
h
@A1 ���
5
�EC 5 ∀uh ∈ Vh

C � ||u−Q0u||2L2(Ω) ≤ CH2
0 |u|2H1(Ω)




��� |Q0u|2H1(Ω) ≤ C
H0
δ0
|u|2H1(Ω)

�

� 
 BGB ���
�
���
�����,���=�&uQ���+'�$���.7�� 2;< 21V.��H�����,���������4�������"$p 2' � TZ�o�E� �����aJ3KL�3 !�H����12 2�H 2'Z��� �
�/.������FJ3ek 2�����Fi
MN�
�����TRU��1!�+;<;*. �5J��5J =o 2'

Ω\Ω̂ �U�����+'siU 2' Ω̂
i4M����+���

Ω̂
 !�3������$��4;*.� 2'c 2',�����,$5��)"�"$< 2'p�����4�=�+���aA'�5J��5J��5J

�
�����4��>����4���������
�����,����i
C
���+�����"���+',���g.r>U�+'��+�� !)
������ 2�� 2RU�
)"�4'����0.�',�
 2'�$��+���+'�$��+',�g���

H
i
H0
i
δ
i�.�'�$

δ0
J
{|�r)"�4'��� !$��+��%������������

L2 `a�"���� 2;*.�����J
�s�+�#���g���+�

Ω̌ = Ω \ Ω̂
Jfe����������+�Fi�M[�r$��&%�'��

B =
{
i : Θi ∩ Ω̌ 6= ∅

}
, Ξ̌ =

⋃

i∈B

Θi, W = sup
x∈Ω̌

inf
y∈∂Ω

dist(x, y)

.�'�$@���+�

ΩΓ = {x ∈ Ω | dist(x, ∂Ω) ≤W} .
ek 2>������ �5J �:>��0.����� !)F.�1212A_�&u5��1V.� 2'��g�����o$��4;*.� 2'��

Ω̌
.�'�$

ΩΓ J
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e����4; �����4�=�+���aA,�5J��5J��5J )� 2�D�h�4121!�FMg�p���/.��
W ≤ CH0

if.�'�$P�����+���&�v�4��������� "j�4 2'�)F.����B 2'��"I,�/.�12 2�aA
AQ !�+1!$��

‖u‖L2(Ω̌) ≤ ‖u‖L2(ΩΓ) ≤ CH0|u|H1(ΩΓ).
W �5J����U]

�
���o���"������ !)+�� !�4'E���
Q0u

�4'Z���
Ω̌
)F.�'@6��o�&u5�����"�����"$@.4�

(Q0u) |Ω̌ =
∑

i∈B

αi(u)Φi(x)|Ω̌.

e����������+�Fi/1!�+�����g���+�

Ni = {j | Θj ∩Θi 6= ∅} .
W �5J���?U]

{|�o�/.FRU�

‖Q0u‖2L2(Ω̌) =
∑

i∈B

∑

j∈Ni∩B

(αi(u)Φi, αj(u)Φj)L2(Ω̌)

≤
∑

i∈B

∑

j∈Ni∩B

|αi(u)| · |αj(u)| · ‖Φi‖L2(Ω)‖Φj‖L2(Ω)

� 6,AB�����4�sJ0�5J��5J��5J 6 � ≤ CHd
0

∑

i∈B

∑

j∈Ni∩B

1

2

(
α2
i (u) + α2

j (u)
)

≤ CHd
0 max {cardNi}

∑

i∈B

α2
i (u)

� 6ZA|W �5J����U] � ≤ C ‖u‖2L2(Ξ̌)

≤ C ‖u‖2L2(ΩΓ)

<-�� 2'�><�����o1V.4���� 2'��"I,�/.�12 2�aAB���4>U�+�����+�#M� 2���9 2'��"IZ�/.�12 2�LA�W �5J����U]
>� 2RU�"�

‖u−Q0u‖L2(Ω̌) ≤ C‖u‖L2(Ω̌) ≤ CH0|u|H1(ΩΓ).

KL'9.�'E.�'/.�1!�4>U�4���gM
."AUi�M[�r)F.�'9�"���� 2;*.����C�5J��5J =�J 6@ 2'
Ω̌
�&uQ��1!�4 2�� 2'�>O�����4���+���LA4�5J��5J��5J .5i��46��0.� 2'� 2'�>

|Q0u|2H1(Ω̌) ≤ CH−1
0 /δ0 ‖u‖2L2(ΩΓ)� 6,A|W �5J����U] � ≤ CH0/δ0 |u|2H1(ΩΓ) .

)-�FMri�M[�o������'9�4���
.������+',�� !�4'9���
Ω̂
J

e��4�
�+RU�+��AO�v��'�)+�� !�4'
u ∈ Vh

i51!�+�#���g)"�4'��� !$��+�
.�'@�&u5���+'��� !�4'
uE

�0.��� !�d�vA, 2'�>

‖uE‖H1(Rd) ≤ ‖u‖H1(Ω), uE = u
 2'

Ω.

e��4�
j = 1, . . . , n0

i�MN�c$��&%�'��
Θ?
j = ∪i∈NjΘi

M� 2��� Ni >� 2RU�+'�6ZAqW �5J���?U]&ik.�'�$ Ξj
���B6=�<�����<6/.�121

)+ 2��)+��;c��)+�� 26� 2'�>
Θ?
j

Jfe����4;C�����4�=�+���aA4�5J��5J��p !�
�h�4121!�FMg�#���/.��

diam(Ξj) ≤ CH0.
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{|�o'��TMx�����7�����re��� !�"$5�� !)0���G�� 2'��"I,�/.�12 2�aA_���3�����7�h�4��;

‖u‖L2(Ξj) ≤ CH0 |u|H1(Ξj) , ∀u ∈
{
v ∈ H1(Ξj) |

∫

Ξj

vdx = 0

}
.

W �5J�����]

e��4�#�+RU�+��A
j = 1, . . . , n0

M[�r$��&%�'��

cj =

∫

Ξj

uEdx, ūj = uE − cj .

�
���+'si�������e��� !�"$5�� !)0���3 2'��"IZ�/.�12 2�LAo���41!$��s�h�4�j�+RU�+��A
ūj
J �-�������g�����4�=�+���aAC�5J��5J��5J )�i^�h�4�j�+RU�+��A

x ∈ Θj∩Ω̂ 2�����41!$��

(Q0u)(x) = (Q0ūj)(x) +Q0cj

=
∑

i∈Nj

αi(ūj)Φi(x) + cj
∑

i∈Nj

Φi(x)

� 6ZAB�����4�sJ0�5J��5J��5J ) �
= (Q0ūj)(x) + cj .

�
���+���&�h�4����i

‖u−Q0u‖2L2(Ω̂)
≤

n0∑

i=1

‖u−Q0u‖2L2(Ξi∩Ω̂)

=
∑

i

‖(I −Q0)(ūi + ci)‖2L2(Ξi∩Ω̂)

=
∑

i

‖(I −Q0)ūi‖2L2(Ξi∩Ω̂)

≤ 2
∑

i

(
‖ūi‖2L2(Ξi∩Ω̂)

+ ‖Q0ūi‖2L2(Ξi∩Ω̂)

)
.

W �5J���@U]

e����������+�Fi

‖Q0ūi‖2L2(Ξi∩Ω̂)
≤

∥∥∥∥∥∥

∑

j∈Ni

αj(ūi)Φj

∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤


∑

j∈Ni

|αj(ūi)| · ‖Φj‖L2(Ω)




2

≤ card{Nj}
∑

j∈Ni

α2
j (ūi) ‖Φj‖2L2(Ξi∩Ω̌)

� 6ZA4�5J��5J��5J 6E.�'�$ W �5J����U] � ≤ C ‖ūi‖2L2(Ξi∩Ω̌) .
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 2'��"I,�/.�12 2�aA8W �5J�����]N.�'�$��&uQ��1!�4 2�d`



� ��� � � ��� � ��� 	 ����������� � ����������� � ��� ����� ��	 = �

 2'�>c�����76=�4��'�$��"$_ 2'Z���+���0�")+�� !�4'��
���36/.�121!� {Ξi}n0

i=1

i5MN�o>U�+�

‖u−Q0u‖2L2(Ω̂)
≤ C

n0∑

i=1

‖ūi‖2L2(Ξi)

≤ CH2
0

n0∑

i=1

|ūi|2H1(Ξi)

≤ CH2
0 |u|2H1(Ω) .

{|�o�/.FRU�o�����+���&�v�4���r�����FRU�"$@1!�+;<;*.K�5J��5J =�J .5i/�� 2'�)"�

‖u−Q0u‖2L2(Ω) = ‖u−Q0u‖2L2(Ω̌) + ‖u−Q0u‖2L2(Ω̂)

≤ CH2
0 |u|2H1(ΩΓ) + CH2

0 |u|2H1(Ω)

≤ CH2
0 |u|2H1(Ω) .

�j�p%�'� !���@�����o�����Q����i5MN�o������'9�4������� �5J��5J =�J 6@ 2'
Ω̂
JH{|�7�/."RU�

|Q0u|2H1(Ω̂)
≤

n0∑

i=1

|Q0u|2H1(Θi∩Ω̂)

=

n0∑

i=1

|Q (ūi)|2H1(Θi∩Ω̂)

≤
n0∑

i=1

∣∣∣∣∣∣

∑

j∈Ni

αj(ūi)Φj

∣∣∣∣∣∣

2

H1(Ω)

≤
n0∑

i=1



∑

j∈Ni

|αj(ūi)| · |Φj|H1(Ω)




2

� 6ZAB�����4�sJ0�5J��5J��5J .O.�'�$|W �5J����U] � ≤ CH
d−1
0

δ0
H−d

0

n0∑

i=1

∑

j∈Ni

‖ūi‖2L2(Θi)

� 6ZA�W �5J�����] � ≤ CH0

δ0

n0∑

i=1

|ūi|2H1(Ξi)

≤ CH0

δ0
|u|2H1(Ω) .
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Ωi ⊂ Rd, d = 2, 3

 ��< C 
 < �G5%C:> �:3�<
B � 8:67C /!<.5 <�


H

�C:>D8(3�< 5

Γδi
��< C�@?5 
?6�F

C:3 B:> �-675 @ ��B:14>I8$C�
 � B ��H
698 5
�
δ > 0

����� < >�
 � B�
 C:> � �?14> �G5767B:>
u ∈ H1(Ωi)




‖u‖2L2(Γδi
) ≤ Cδ2

[(
1 +

H

δ

)
|u|2H1(Ωi)

+
1

Hδ
‖u‖2L2(Ωi)

]
.
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(0,H) × (0,H)
J[X, 2'�)"�

u(x, 0) = u(x, y)−
∫ y

0

∂u(x, τ)

∂y
dτ,

MN�o%�'�$ni�6ZA_�+1!�+;c�+'Z�0.���A9.���>���;c�+',���Fi����/.��

H

∫ H

0
|u(x, 0)|2dx ≤ 2

∫ H

0

∫ H

0
|u(x, y)|2dxdy +H2

∫ H

0

∫ H

0

∣∣∣∣
∂u

∂y

∣∣∣∣ dxdy.

�
���+���&�h�4����i

H

∫ H

0
|u(x, 0)|2dx ≤ 2‖u‖L2(Ωi) +H2|u|2H1(Ωi)

.

)-�FM )"�4'��� !$��+�o�����p 2',���+>��0.�1��FRU�+�D.O'/.������FM 1V."AU�+�D���
Ωi

'��&u5�7�����4'��<���[�����<�� !$��"�o���N�����<�0IZ�/.����"�FJ
<-�� 2'�>c�� 2;< 21V.��
.���>���;c�+',���Fi�M[�r�46��0.� 2'

∫ H

0

∫ δ

0
|u(x, y)|2dxdy ≤ δ2|u|H1(Ωi) + 2δ

∫ H

0
|u(x, 0)|2dx.

& �4;D6� 2'� 2'�>O���� !�
.�'�$_�����7�����+RQ !�4���g 2'��"I,�/.�12 2�aABAQ !�+1!$��
∫ H

0

∫ δ

0
|u(x, y)|2dxdy ≤ δ2|u|H1(Ωi) + 2δ

(
2

H
‖u‖L2(Ωi) +H|u|2H1(Ωi)

)
.
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u ∈ Vh

#5
� <�
�<

< 
:6;@?5 @ C 8 < ��B:/0F B @A675769B:> {ui} , i = 0, . . . ,M, ui ∈ Vi


@?1 ����5
� C 5

u =
M∑

i=0

ui,

C:>D8

M∑

i=0

|ui|2H1(Ω) ≤ C
(

1 +
H

δ

)(
1 +

H0

δ0

)
|u|2H1(Ω),

H
675
�
H0 ≤ H

C:>I8
δ0 ≥ δ

�

� 
 BGB ���0�-�&%�'��
Ih
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Ih : V → Vh
����)��@���/.��

Ih(u) =
n∑

i=1

u(xi)ϕi
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{|�7%�'/.�1212AB�46��0.� 2'

|Q0u|2H1(Ω) ≤ C(1 + ρ(S̃0)
2)
H̃0

δ̃0
.

KL'_�����D.�����12 !)F.��� !�4'��Fi����}���+'@;< 2'� 2;*.�1�`a�TRU�+��1V.���XQ)��ZM
.���\������")"�4'�$5 2�� !�4'��+���7.����o�����"$nJ��
�� !�g;c�F.�'��
���/.��

δ = h
J9Ka' ���� !�:)F.4�0��ij 2�: !�D)"�4',RU�+'� !�+'Z�<���E�����

δ0 = δ = h
J@�
�� !�p)"�4�����"�����4'�$ ���9)"�4'��� !$��+�

R̃0
i�.4�r$��&%�'��"$b6ZAb�"I,�/.��� !�4'wW �5J �>=,]&J<�
���+'sin���� !�o���+',�0.��� 2RU�*)"�U.������p;*.����� �u�)F.�'�6��<��;c�,�4�����"$��4���

���� 2'�>|�����9�� 2;<��1!���g !)0�/.���$����4'w��;c�Q�4�����+�*���o�"IZ�/.��� !�4' W �5J ��?U]&J��
���_���"I,�� 2���"$q�"���� 2;*.��� !�4'����-�����
���=�")+���0.�1s�0.4$5 2���#���

A
)F.�'@6��D�46��0.� 2'��"$@6ZA_)"�4;<������ 2'�>O�����r���=�")+���0.�1s�0.4$5 2����Wv�4�
.�'8.��������"u5 2;*.��� !�4'

���s 2�z]����
Ã0
i,M��������#$5 2;c�+'��� !�4'� !�N���+;*.���~�.�6�12A*��;*.�121!�+�[���/.�'O���/.��
���

A
JH�
�� !�[;*.����� �uni,���s;c�Q$��+�0.����

$5 2;c�+'��� !�4'si5)F.�'B6��#�����"$O�����"���� 2;*.����
�����
1V.���>U�"�����+ 2>U�+'ZR�.�12���-���
A
JH�
���#���"����12�� 2'�>p��;c�,�4�����+�[���F.4$��

S̃0(k) =

(
I − 1.5

ρ(Ã0)
A

)k
,

W �5J = �U]
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 !�#.<)0�������+'9)"�4�����")+�� !�4'9�h.4)+���4�g���<)"�4�����")+�#�������� 26�1!�7��'�$��+�d`a�"���� 2;*.��� !�4'8���
ρ(A)

J
e��4�o�F.4)0�b����6�$��4;*.� 2'si������p�&uQ���+'�$��"$b�������=�4���7������������;c�,�4�����"$b)"�U.������D�}��'�)+�� !�4'�)F.�'86��������"$

���p 2'�)+���F.4���D�����o�FRU�+��1V.��si/�0�"�7���+;*.���~N�5J��5J�?5J
�
���o.�����12 !)F.��� !�4'@���j�����-;< 2'� 2;*.�1n�FRU�+��1V.��E��;c�,�4�����"$_.�>�>����+>Z.��� !�4'_�����")"�4'�$5 2�� !�4'��+�g>� 2RU�"�
�� !�0�#���

�����7�h�4121!�FM� 2'�>O.�12>U�4�� 2����; �5J��5J ��J

� *���	-� � �� �8 A � � ��� � 8)������8)1D* � 	 � �J� *�13H%7�8�	�	-�� (�2� 13���-�
�J�-1 ����	�� H��
�J��	��(�P�Q���Q	��(�2� � �
�������
	���
���������
������������
���
�����
����� ��!��"!�� �

#��
�!���$�%�&('(�"�����"
�$*)
&+�����
	���
���������
������������
���
�����
����� ��!��"!�� �

#��
�!��,�.-�-����
-�� !��($*)
/0�21(� �.�3!�4��5
�� 
6�.$������ !�4��.',���($�!�����/�!6� � 
7�
��� ��� !�� � R̃0 8 �

�'9/ ���(��%�!��5!�4��


�� 
:�
$������
!�4��
'9/ ��� ��$.����� !����"; Ã0
)

'<�2=�$"!6�>��� !��5!�4��7/ �

�'��"!��
� 
�
�%.�(&��
�7�
	 Ã0
)

���@?��"����%�!�� R0
&�A9$������
!�46��
�-B� %�! k !������($ R̃0 8 %�$(��
(-,!�4��B$������ !�4��
�DCFEG�IH(J�KL)

	<��M������ A PS,C,add
� � PS,C,hybrid

�($N'(�.	���
��
'�&�A7�.O.%��
!��
� 
�$PCFEG�RQ�KN� 
�'DCFEG�TS"U�K0�

�#� ��8�H��
	 � �J� 
 	�� � �2� ���2�����WV 	�
����

tS�=������ 26�1!�N 2;<�����FRU�+;c�+',�����/�����
�"���� 2;*.��� !�4'<>� 2RU�+'p6ZAr�����"�4���+; �5J��5J �-)F.�'p6=�N�46��0.� 2'��"$:6ZAp.4������;< 2'�>
���/.����F.4)0�P����6�$��4;*.� 2'P$��&%�'��"�:.�' .�>�>����+>Z.�����J9�
���<�����,����i3.�12���F.4$5A������"���+'Z���"$  2' � �Q����� �aij !�r���+���
���+�=�4�����"$B�v�4�#�����r�0.�~U�r���H)"�4;<��1!�+���+'��"���FJF<
�� 2'�><�����o'��4�0.��� !�4'E���H���/.��g�/.��=�+�Fi� 2'@���� !�
)F.4���o�4'��o�/.4�
H0 = H

i
δ0 = δ

i�.�'�$
n0 = M

J:{|�c.�1!���B'��"�"$|.�'�.4$�$5 2�� !�4'/.�1f�}��'�)+�� !�4'
Φ0 ∈ Vh

.4���0�,)+ V.����"$b���
�����-6��4��'�$�.���A����

∂Ω
i5���D���/.��������o.���>�;c�+',���"$@���+�����s�v��'�)+�� !�4'��[�v�4��;c�g.��/.����� 2�� !�4'@���������-��'� 2�aAB�4'

�����<�+'Z�� 2���
Ω̄
J��
�� !�r.4$�$5 2�� !�4'/.�1H�v��'�)+�� !�4'� !�o�4'�12A9'��"�"$��"$8�h�4�-�����p�����Q���
.�'�$b'��4�7 2;<��1!�+;c�+',���"$| 2'

���0.4)+�� !)"��J

EG�
	-HI�2���S5%A � ��� � � �'< C:@�@A1E/=< 5
�EC 5+5
��< ��C @A6;@ �A1E> �.5769B:>�@ {Φi} , i = 0, . . . ,M
B � 5
� <	��BGC�
�@G<#@%F C��A<

V0
@ C$576 @
�	�

C � ‖Φi‖2L∞(Ω) ≤ C �
��� ‖∇Φi‖2L∞(Ω) ≤ C/δ2 �
��� ∑M

i=0 Φi(x) = 1, ∀x ∈ Ω̄ �
8 �

supp (Φi) ⊆ Ω̄i
�

�
���7�h�4121!�FM� 2'�>O�����"�4���+;C���41!$�� � �Q�����Ui����+;<;*. � �aJ
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B  ��J	�� �98 A � � � � � � < 5K5
� < F 
 B?F�<�
 5769<A@ � ��� ��� �%H
675
�
H0


 < FD3�C ��< 8 � �
H

C:>D8
δ0
� �
δ
�#C:>D8�� ��� � ���EB 3�8 �

��� <?> 
+5
� <�
�<'< 
:6;@?5 @#C ��B:>�@ 5%C:> 5
C > 0

@?1 ���
5
�EC$5

κ(P−1
S,C,addA) ≤ C

(
1 +

H

δ

)
.

� 
 BGB ���
�
���D�����Q���f !�
�� 2;< 21V.��
���O���/.��-���f�����"�4���+; �5J��5J �5J
�
����$5 ��n�+���+'�)"�: !�#���/.��-'��FM MN�:)"�4'��� !$��+�
�����-)"�U.������#6/.4�� !���v��'�)+�� !�4'��

Φi
���:$��")"�4;<�����0�

u ∈ Vh
i, 2'������F.4$B���s�����-�/.����� 2�� !�4'_���s�����#��'� 2�LA�.4�NMN�

$5 !$_6=�&�v�4����JH�
�� !�g>� 2RU�"�

u0 = Q0u, ui = Ih(Φi(u− u0,i)), i = 0, . . . ,M

M����+���
u0 =

∑n0

i=0 Φiu0,i
.�'�$ni
6ZAw)"�4'���������)+�� !�4'si

n0 = M + 1
W}�����

M
.�>�>����+>Z.����"�@��12���B�����

.4$�$5 2�� !�4'/.�1s�v��'�)+�� !�4'
Φ0
JH�
�� !�# !�#.:�����4���+�
$��")"�4;<������ 2�� !�4'si��� 2'�)"�

M∑

i=0

ui =

M∑

i=0

u0,i +

M∑

i=0

Ih(Φi(u− u0,i))

=

M∑

i=0

Ih(Φiu0,i + Φiu− Φiu0,i)

=
∑

i

Φiu = u

�� 2'�)"� ∑
i Φi(x) = 1,∀x ∈ Ω

i=�FM� 2'�>B���_.4������;<���� !�4'��5J��5J =�J��s�+�
Φ̄K,i

 2'�$5 !)F.����:�����<."RU�+�0.�>U�<���
Φi�FRU�+�#�����r�+1!�+;c�+'Z�

K
J <-�� 2'�>< 2'ZRU�+���0�o 2'��"IZ�/.�12 2�LAUi�M[�r>U�+�

|ui|2H1(K) =
∣∣Ih
[
Φ̄K,iu+ (ΦK,i − Φ̄K,i)u

]∣∣2
H1(K)

≤ 2
∣∣Φ̄K,iu

∣∣2
H1(K)

+ 2
∣∣Ih(ΦK,i − Φ̄K,i)u

∣∣2
H1(K)

≤ 2
∣∣Φ̄K,iu

∣∣2
H1(K)

+ Ch−2
∥∥Ih(Φi − Φ̄K,i)u

∥∥2

L2(K)

≤ 2
∣∣Φ̄K,iu

∣∣2
H1(K)

+ Ch−2
∥∥Φi − Φ̄K,i

∥∥2

L∞(K)
‖Ihu‖2L2(K) .

)-�FMri�MN�:����;����8�FRU�+�r.�121������:�+1!�+;c�+'Z���TJ
�
���D1V.4���
���+��;��/.4�o.<'��4'5`Y\F�+���B)"�4'Z���� 26����� !�4'��4'�12A@'��F.��
�����o6=�4��'�$�.��� !�"�#���

Ωi
i5>� 2R, 2'�>

|ui|2H1(Ωi)
≤ C |ui|2H1(Ωi)

+ Cδ−2 ‖ui‖2L2(Γδi
)

= C |Ih(Φ(u− u0,i))|2H1(Ωi)
+ Cδ−2 ‖Ih(Φ(u− u0,i))‖2L2(Γδi

)

= C |Ih(Φ(u− u0,i))|2H1(Ωi)
+ C

(
1 +

H

δ

)
|Ih(Φ(u− u0,i))|2H1(Ωi)

≤ C

(
1 +

H

δ

)
|u|2H1(Ω) ,
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H0 = H

.�'�$
δ0 = δ

i�M[�
�46��0.� 2'

M∑

i=0

|ui|2H1(Ω) ≤ |u0|2H1(Ω) +
M∑

i=0

|ui|2H1(Ω)

≤ C
H

δ
|u|2H1(Ω) +

(
1 +

H

δ

)
|u|2H1(Ω)

≤ C

(
1 +

H

δ

)
|u|2H1(Ω) .

��
 �)
�� � * � � � ��� 0 ��� ��* * � ��*
{|�o���+�=�4���� 2'@���� !�g���")+�� !�4'E���4;c�7'Z��;c�+�� !)F.�1k���"����12���
�h�4�������o�����46�1!�+;

{
−∆u = 1

 2'
Ω = (0, 1) × (0, 1)

u = 0
�4'

∂Ω,

W �5J =J?U]

M��� !)��p !�H.
�����")+ V.�15)F.4���
���/�4���3;c�,$��+1Q�����46�1!�+; W �5J �T]&i4M� 2���
αr,s = 1

i
f = 1

iU.�'�$
Ω = (0, 1)×(0, 1)

i
ΓD = ∂Ω

J��
����;c�"���r !�n6��� 212�j6ZAo$5 2R, !$5 2'�>
Ω
 2'Z���

n2 �"I,�/.�1Z��I,�/.����"�j.�'�$r����6�$5 2RQ !$5 2'�>g�����+;  2',���g�LMN�
���� V.�'�>�1!�"�FJH�
�,���FiUM[�g�46��0.� 2'O.-���� V.�'�>���1V.��� !�4'�M� 2���

h = 1
n

Jkt
�H���+>Z.���$���������$��4;*.� 2'O$��")"�4;<�=���� 2�� !�4'si
MN��)"�4'��� !$��+�B�TRU�+��1V.����� 2'�>���I,�/.����"�

Ωi
���:.����F.

H2 J {|�8�����812 2'��F.���%�'� 2���&`a�+1!�+;c�+'Z���Fir.�'�$ ���412RU�
�����p12 2'��F.��D��A5�����+;�W �5J �T]-6,AE�����<)"�4'4md��>Z.����<>��0.4$5 !�+',�D;c�+�����Q$nJ<�
���<�0.�6�1!�"�o���+�=�4���r�����<�"���� 2;*.����"$
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.@���� 2�0.�6�1!� �j.�'�)+\F����;*.����� �uni3M��� !)��q.��������FuQ 2;*.����"�p�����
�����")"�4'�$5 2�� !�4'��"$8�4���+�0.����4�FJf�
���D�����4���� 2'�>*)+�� 2���+�� V.p !�

ε2
i5M����+���

ε
 !�������r;*.4)��� 2'��r�����")+ !�� !�4'sJ

�k.�6�1!�C�5J �r>� 2RU�"�#�����r)"�4'�$5 2�� !�4'8'Z��;D6=�+�g�h�4�g�����r�4'��&`Y1!�+RU�+1fXQ)��,M[.���\:�����")"�4'�$5 2�� !�4'��+�FJ��
���r;< 2'5`
 2;*.�1
�FRU�+��1V.��lRU�+���� !�4'yW

δ = h
]r !�������"$����+���B.^�v���+�FJ9�
����)"�4'�$5 2�� !�4'P',��;D6=�+�p>����FMg�<.4� O(1/hH).4�o�����"�4��A������"$5 !)+��� � 	�� �����aJO�
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A,6��� !$w�����")"�4'�$5 �`
�� !�4'��+���
6��+�/.FRU���4'�12A_��12 2>��,��12A@6��+�����+�
���/.�'8.4$�$5 2�� 2RU�:�4'��"�Fi������+���&�h�4���r�����+ 2�-�����7�h�4�#�����"�0�o�����46�1!�+;c�
���"�+;c�o 2'�)"�4',RU�+'� !�+'Z�FJ��j.�6�1!�"� �5J =E.�'�$)�5J �����+�=�4���r�����p 2' �����+'�)"�*���g.�'��4'5`a��;c�Q�4�����"$�.�>�>����+>Z.��� !�4'
�����Q)"�"$5������inM� 2���b;< 2'� 2;*.�1f�FRU�+��1V.�� .�;c�4'�>_�����<.�>�>����+>Z.����"�*W

δ0 = h
]&JD�
���p�?�n�")+�o���N�����:�/.��0.�;c�&`

���+�
χ
���[�"I,�/.��� !�4'�W �5J =J�U]-)F.�'�6=�:)+1!�F.���12A�.��������")+ V.����"$nJ

P−1
S,C,hybrid

�����FMg�o�����p�0.�;c�<)"�4',RU�+��>U�+'�)"�
�0.����@���o�����9.4$�$5 2�� 2RU�ERU�+���� !�4'si�.�12�����4��>��������@�"���� 2;*.����"$�)"�4'�$5 2�� !�4'�'Z��;D6=�+�* !�O���+'��� 26�12AS��;*.�121!�+�FJ
)-�4���r���/.��-�aMN��;*.����� �uQ`YRU�")+���4�7�����,$5��)+���o.�����'��"�"$��"$96,A

P−1
S,C,hybrid

i/���Z���-;*.�~Q 2'�>O 2���7.�����12 !)F.��� !�4'
)"�4;<�����0.��� !�4'/.�1212A�;c�4���c�&u5���+'��� 2RU�p���/.�'|���/.��D���

P−1
S,C,add

J 

�TMN�+RU�+�Fi3$5 ��=�+���+',��12A8�}���4; 
L)+1V.4���� !)F.�1 �
)"�U.������r���/.4)"�"�Fi5�ZAQ6��� !$_�����")"�4'�$5 2�� !�4'��+���-���+�d�h�4��; ;D��)0�96=�+�����+�g���/.�'@�����+ 2�
.4$�$5 2�� 2RU�rRU�+���� !�4'��Fi�M� 2���
�� 2>�'� �%/)F.�',�#���"$5��)+�� !�4'9 2'_�����D)"�4'�$5 2�� !�4'9'Z��;�6��+�FJ

ek 2'/.�1212AUiQ�����g�0.�6�1!�"� �5J�?5i9�5J �Qi �5J�@5i �5J �5iQ.�'�$ �5J � �r�����TMw�����# 2' �����+'�)"�
���s�����
��;c�Q�4�����+�7W �5J = �U]3�v�4�
$5 ��n�+���+'Z�3R4.�12���"�3���

k
JK)
�4���N���/.��Fi��h�4�k.�1215�����N��;c�,�4�����+���Fi������[�ZAQ6��� !$:RU�+���� !�4':���+�d�h�4��;c�3�� 2>�'� �%/)F.�'Z��12A

6=�+�����+�g���/.�'@�����r.4$�$5 2�� 2RU�rRU�+���� !�4'sJ



�
= � �
� ��������� � � � � �
� � � � ��� � 	 ��� ��� � ����������� � ��� ����� ��	 ����� �
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Ĉi


�6;>D84< F�<?>D84<?> 5
B �
h


@?1 � ��5
�EC 5

C̃i〈ηi,ηi〉 ≤ 〈Siηi,ηi〉 ≤ Ĉi〈ηi,ηi〉h−1 ∀ηi ∈ Vi,
��<?6 > �

Vi
5
� < ��>�675 <�� 8 6;/=<?>�@?67B >DC:3I@%F C ��<2C @�@.B�� 69C 5 < 8 5%B-5
� < @.< 5 B ��>DB 8 <A@

σB,i
�

EG�
	-HI	�7��Q����	��%A � A � ��� ��� <�
�<2< 
:6;@?5 57H+B ��B >�@?5%C:>D5 @
C̃Γ

C:>D8
ĈΓ
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〈Sη,η〉 =
∫
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|∇Eh,?ηh|2 +
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ΩΓ

|∇Eh,Γηh|2 , 〈SΓη,η〉 =
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|∇Eh,Γηh|2 .
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Êh/H η̂h = Êh,?ηh.�'�$_���/.��
∫

QH

|∇Eh,?ηh|2 =

∫

Q̂
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φT (uh)

|T |
� 6,A�W�=�J�?U] �

=
∑

T |i∈T

βTi φ
T (uh).
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���+���&�h�4����i

Ri(uh) = 0, i = 1, . . . , n,
W�=�J ��]

M����+���
Ri(uh) =

∑
T |i∈T β

T
i φ

T (uh)
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�<A@?678:1�C:3�JDGfI,�/.��� !�4'�W�=�J ��]-�&u5�����"�����"�

���/.��
�����-'��,$�.�1����"�� !$5�/.�1Yi5M��� !)��B !�[�����7����; ���k.�121=�����-)"�4',���� 26����� !�4'��
�v���4;�'��+ 2>��,6��4���� 2'�>c�+1!�+;c�+',���
���3'��,$��

i
i�R�.�'� !�����"�FJ

ek 2'/.�1212AUi�1!�+�g���g 2'�$5 !)F.����

φTi (uh) = βTi φ
T (uh)

W�=�J�@U]
�������/.����-���f�����:�+1!�+;c�+'Z�0.�13���"�� !$5�/.�13$5 !������ 26������"$8���*'��Q$��

i
J
e��4�o)"�4'��� !�����+'�)+A_���F.4���4'��Ti/M[�����"I,�� 2���

���/.��
∑

i∈T

βTi = 1.

�
�� !��AQ !�+1!$��

φT (uh) = φT1 (uh) + . . . + φTd+1(uh).

�
���r$5 !������ 26����� !�4'8)"�,�&(*)+ !�+',���#)F.�'E.�1!�0�p6��o$��&%�'��"$8.4�

βTi = φTi /φ
T

 ��
φT 6= 0

J
)-�4���*���/.��:�����O���"���r�v��'�)+�� !�4'��

ψi
.����=�F.����: 2' W�=�J ��]D�4'�12A��������4��>��l�����+ 2�p.FRU�+�0.�>U�"� {βTi }

�TRU�+�
�����o�+1!�+;c�+'Z���

T
JH�
���+���&�v�4����i5M��/.��
)"�4��'Z���� !�
�����o)0���4 !)"�r���j����� {βTi }

i5M��� !)��@M� 2121n6=�o.4$�$5���"�����"$B 2'
���")+�� !�4'N=�J ��J ��J �
'�)"�r����� {βTi }

�/."RU�o6=�"�+'@���=�")+ �%/�"$ni������o���412���� !�4'9���gW�=�J ��]&i5���p6=�o)"�4;<��1!�+���"$@M� 2���
�����D.��������4���� V.����D6��4��'�$�.���A_)"�4'�$5 2�� !�4'��Fi�>� 2RU�"�#�����7'Z��;c�+�� !)F.�13���412���� !�4'9���gW�=�J��U]&J

GfI,�/.��� !�4'�W�=�J�?U]O !�@'��4�9���5(*)+ !�+'Z�E���l��'� !IZ���+12Ax.4���0�,)+ V.����|.P���"���B�v��'�)+�� !�4'
ψi

���q.l���"�� !$5�/.�1
$5 !������ 26����� !�4'S)"�Q�&(*)+ !�+'Z�

βTi
��'�1!�"���D�����*�v��'�)+�� !�4'/.�1N�h�4��; ���

ψi
 !�D�����"��)+�� 26=�"$l.�'�$P$��+�=�+'�$��:�4'l.

�� 2'�>�1!�:�/.��0.�;c�+���+�FJ

-�FM[�+RU�+�FisM[�:)"�4��1!$b1!�Q�4~_�h�4�r.*�� !�")"�+M� !�0�&`Y12 2'��F.��r���"���
�}��'�)+�� !�4'|�TRU�+�
T
i�M��� !)0�

)F.�'@6=�7���+�����"���+'Z���"$8.4�

ψi|T = ϕi|T + αTi γ
T ,

W�=�J �U]
M����+���

αTi
 !�o�����:���ZM� 2'�$|6� V.4�o)"�Q�&(*)+ !�+'Z�:.�'�$

γT
 !�r.��� !�")"�&`YM� !���<)"�4'����0.�',�o�v��'�)+�� !�4'��"IZ�/.�13��� �

�4'O�+1!�+;c�+',�
T
.�'�$ �D�+1!���+M����+����J
)-�4���g���/.��

ψi
������'��N�4���[���r6=�
.r�� !�")"�+M� !���&`Y12 2'��F.���$5 !��)"�4��'Z�� 2',���4���

�v��'�)+�� !�4'9�4'
Ω
Jf�
���o�"I,�/.��� !�4'PW�=�J�?U][AQ !�+1!$��

βTi =
1

|T |

∫

T
(ϕi + αTi γ

T )dΩ,

>� 2RQ 2'�>c�����-�v�4121!�TM� 2'�>*���+1V.��� !�4'E6��+�LMN�"�+'9�����o)"�Q�&(*)+ !�+'Z��� {αTi }
.�'�$ {βTi }

αTi = βTi −
1

d+ 1
,
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d+ 1

 !�������o'Z��;�6��+�-���kRU�+���� !)"�"�
���k�����o�� 2;<��1!�&u=J�
-�+'�)"�

ψi|T = ϕi|T +

(
βTi −

1

d+ 1

)
γT .

& 1!�F.���12AUis�����4��1!$b�����:���"�� !$5�/.�1H6=�p�"IZ�� !$5 !������ 26������"$��FRU�+�D.�121HRU�+���� !)"�"�Fi
βTi = 1

d+1

in�4'��p�/.4�
ψi = ϕiW} YJ ��J2i����"���
.�'�$@���� V.�1��}��'�)+�� !�4'��-$��c)"�4 2'�)+ !$��T]&i����Z���
�����r���"�� !$5�/.�1k$5 !������ 26����� !�4'8�0)����+;c�r���"$5��)"�"�
���*.

�������C;o.�1!�+��~Q 2'9e3GS;c�+�����Q$nJ
�
����"k�+�����FR,` ;o.�1!�+��~, 2'9 2'Z���+�������+�0.��� !�4'E���k� < � � ��)����+;c�"�g.�121!�TMg�#.:�����0.� 2>��Z�d�h�4��M[.���$@�&u5���+'��� !�4'

���3�����r$5 !��)+���+�� !�0.��� !�4'@���c�����r.4$5RU�")+�� !�4'5`a$5 ������� !�4'b�"I,�/.��� !�4'

λ · ∇u+∇ · (ν∇u) = 0, ν > 0,
W�=�J � �U]

)"�4;<��1!�+���"$P6ZA .��������4���� V.�����6=�4��'�$�.���A�)"�4'�$5 2�� !�4'��FJE�9��12�� 2��12AQ 2'�>8�v�4��;*.�1212A�������$5 ������� !�4' ���+��; ���
�"I,�/.��� !�4'8W�=�J � �U]f6ZA<���������"�����}��'�)+�� !�4'

ψi
iZ 2'Z���+>��0.��� 2'�>p6ZAp�/.������
.�'�$c���� 2'�>������/;o.����0�f�����"�4���+;@i,MN�

�46��0.� 2'

∑

T

∫

T

d∑

j=1

∂ψi
∂xj

ν
∂uh
∂xj

dΩ−
∮

∂Ω
ψiν

∂uh
∂next

dΓ.

KL'_�����r)F.4���7�����o���"���
�v��'�)+�� !�4'��#�z.��� !�d�}AbW�=�J �U]&i

∇ψi|T = ∇ϕi|T ,
.�'�$_�����+���&�h�4���o���� !�����"$5��)"�"�#���*.p���0.�'�$�.���$ ;o.�1!�+��~Q 2'9$5 !��)+���+�� !�z.��� !�4'9���k�����D$5 ������� !�4'9���+��;@J

�
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φT (uh)
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`
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T
i5MN�D)F.�'9$��&%�'��o�����o 2' �/�TMx�/.��0.�;c�+���+�

k` =
1

d
λ · n`,

W�=�J ���T]

n`
6=�+ 2'�>_�����pRU�")+���4�o'��4��;*.�1f���������:�h.4)"�@Wv�4�7�����<�"$5>U�p ��

d = 2
]-�4�������� 2�������B'��Q$��

`
in��)F.�1!�"$

6ZA� 2���#.����F.4�:Wv�4��1!�+'�>����@ ��
d = 2

][�4�������0�"$_���p'��,$��
`
�����"�-%�>������ =�J ��J�Ka' �:�pi5�����"���o 2',M[.���$E��)F.�1!�"$

'��4��;*.�1!�
.����r>� 2RU�+'@6ZA

n1 = [x2,2 − x3,2,−x2,1 + x3,1]

n2 = [x3,2 − x1,2,−x3,1 + x1,1]

n3 = [x1,2 − x2,2,−x1,1 + x2,1],

W�=�J ���U]

M��� 21!�o 2' �:� �4'��o�/.4�

n1 = 1
2 (x4 − x2)× (x3 − x2)

n2 = 1
2 (x3 − x1)× (x4 − x1)

n3 = 1
2 (x4 − x1)× (x2 − x1)

n4 = 1
2 (x2 − x1)× (x3 − x1)

W�=�J ���U]
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J

M����+���
a×b
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RU�")+���4�H�����Q$5��)+�H6=�+�aMN�"�+'
a
.�'�$

b
iZ.�'�$

x` = [x`,1, x`,2]
 !�3�����
�=���� 2�� !�4'

���3'��,$��
`
J

X, 2'�)"�7�h�4�#.�'ZA
T

∮

∂T
ndΓ = 0,

M����+���
n
 !�:�����O'��4'5`a�0)F.�1!�"$ '��4��;*.�1���'� 2�pRU�")+���4�FiH�����B��)F.�1!�"$ '��4��;*.�1!�

n`
���-.E>� 2RU�+'S�+1!�+;c�+'Z�

T�0.��� !�d�vA*�����o�v�4121!�TM� 2'�>* !$��+'Z�� 2�LA�R

d+1∑

`=1

n` = 0,

.�'�$ni/.4�#.p)"�4'��0�"IZ���+'�)"��i

d+1∑

`=1

k` = 0.
W�=�J �>=,]

�
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�� !�4'��
ϕ`
�FRU�+�

T
.4�

∇ϕ`|T =
1

d

1

|T |n`.
W�=�J � �U]

GfI,�/.��� !�4'���W�=�J��U]&i����"������ !)+���"$@���
T
i�.�'�$�W�=�J � �U][>� 2RU�

∇uh|T =
d+1∑

`=1

uh,`∇ϕ`|T =
1

|T |
d+1∑

`=1

uh,`n`.
W�=�J ��?U]
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T
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φT (uh) =

∫

T
λ · ∇uh|TdΩ

= |T |λ · ∇uh|T

= |T |λ ·
d+1∑

`=1

uh,`n`

=

d+1∑

`=1

k`uh,`.
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+
i −
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i k

−
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k−m� �gt k+
i kj∑d+1
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m��{ (
1
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m=1
|km|

)
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X9< " ; (
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kj
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∫

Ω

∂uh
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T
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T
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∑
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δk
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h

δk
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∫

T
∇ · fdΩ =

∮

∂T
f · nextdΓ = |T |λ̄T · ∇uh = φTi (uh),
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∫

Ω
∇ · fdΩ =
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T
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∑
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∮
f · nextdΓ =

∮

Ω
f · nextdΓ.
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T
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i

(∫

T
λ̄idΩ

)
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∂xi
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)
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∂xi
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φi(U) =
∑

T

βTi φTi

 !�o.ORU�")+���4�7���[$5 2;c�+'��� !�4'
m
M��� !)0�|�&uQ�����"���0�"�
�����:���"�� !$5�/.�1f.��7'��Q$��

i
���N������;c�"���si

βTi ∈ Rm×m

�����r$5 !������ 26����� !�4'9;*.����� �u=i/.�'�$
φi(U)

����� ����)+���/.��� !�4'si�$��&%�'��"$E.4�

φT =
∑

i

KiUi,

M����+���o�����o 2' �/�TM ;*.����� �u
Ki ∈ Rm×m .����oM��� 2�����+'b.4�

Ki =

d∑

j=1

Ajni(j).
W�=�J����U]


-�+����i
ni(j)

���+�����"���+',���7�����
j− ���b)"�4;<�=�4'��+'Z�o���H��������)F.�1!�"$9'��4��;*.�13RU�")+���4� ni

i/$��&%�'��"$86,A@�"IZ�/.^`
�� !�4' W�=�J ���U][ ��

d = 2
�4�:W�=�J ���U][ ��

d = 3
J

�
�")F.������-���������
�ZAQ���+��6=�412 !)#'/.��������7���NW�=�J��
=,]&iQ�����- 2' �/�FM ;*.����� !)"�"�[�/."RU�o.�)"�4;<��1!�+���-�0�+�N�������F.�1
�+ 2>U�+'ZR�.�12���"�7.�'�$_�+ 2>U�+'ZRU�")+���4���FJ & �4'����"I,���+'Z��12AUi

Ki
)F.�'96��7M��� 2�����+'b.4�

Ki = L−1
i ΛiLi,

M����+���o�����o)"�412��;<'��
���
Li
)"�4'Z�0.� 2'9�����o1!�&�}���+ 2>U�+',RU�")+���4���Fi

Λi
 !�g�����o$5 V.�>U�4'/.�1s;*.����� �u@���j�����o�+ 2>U�+'5`

R�.�12���"�FJ
�j�* 2',�����,$5��)"�:���ZM� 2'�$5 2'�>_ 2'E�����D',��;c�+�� !)F.�1f��)����+;c�"�Ti����0�r !�
;*.4$������f;*.����� !)"�"�

K−
i

.�'�$
K+
i

i
M��� !)��E>U�+'��+�0.�12 !���o�����r�0)F.�1V.��g)"�,�&(*)+ !�+',���

k−i
.�'�$

k+
i

���3�0.�6�1!� =�J ��Jf�
���+A@.����o$��&%�'��"$E.4�

K−
i = RiΛ

−
i Li, K+
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βTQ,i = T−1βTi T.
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ĉ
$��+'��4���D�����D)"�4�����"���=�4'�$5 2'�>O%�12���+���"$@%/�+1!$ni�.�'�$91!�+�

ĉi
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FALCON. P_S using 8 processors.
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FALCON. P_S using 16 processors.
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FALCON. P_S using 32 processors.
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