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√
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√
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Hd−1

0

δ0
�

��� ||Φi||2L2(Ω) ≤ CHd
0 �

��� ��� <�
�< 6;@�C�8$B /'C 6;>
Ω̂ ⊂ Ω

@A1 ��� 5�EC 5 ∑
iΦi(x) = 1

� B�
 <�� <�
 �
x ∈ Ω̂

C >D8
supx∈Ω\Ω̂ dist(x, ∂Ω) ≤
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ηi(x)
 !�#.:M[�+ 2>��Z�� 2'�>O�}��'�)+�� !�4'si�M��������o�������=�4���� !�#.��

;c�����
Θi
JH{|�o�������=�����

ηi(x) ∈ L2(Θi)
JI<-�� 2'�><����� & .���)0�ZA,` XQ)��,M[.���\< 2'��"I,�/.�12 2�aABMN�o>U�+�

n0∑

i=1

α2
i ≤

n0∑

i=1

1

γ2
i

||ηi||2L2(Ω)||u||2L2(Ω)

W �5J����U]
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W

Ω

Ω

Ω

ek 2>������ �5J �9R��'c������1!�&�v�Fi� 2'*���/.4$��"$*)"�41!�4���Fi
ΩΓ J��'c�������� 2>��,�FiZ 2'c���/.4$��"$O)"�41!�4���Fi Ω̌ iZ.�'�$* 2'<M��� 2����i

Ω̂
J

Ka��M[���0.�~U�
ηi
.�'�$

γi
����)0�c���/.�� 1

γ2
i
||ηi||2L2(Θi)

≤ CH−d
0

W �h�4�f�&u�.�;<��1!��i
ηi = 1

�4'
Θi

.�'�$
γi = |Θi|

]
.�'�$_�����4�=�+���� !�"� �5J��5J��c.�'�$4�5J��5J��<���41!$ni�MN�7%�'/.�1212AB>U�+�

n0∑

i=1

α2
i (u) ≤ CH−d

0 ||u||2L2(Ω).
W �5J��
=,]

{|�r)F.�'9'��FMx�����TRU�o�����7�h�4121!�FM� 2'�>*1!�+;<;*.5J
.I�98)8)1�A � ��� � � ����8 < ��>�675769B:>�@ � ��� ���=C:>D8 � ��� � �!C�
�< @.C 576 @ � < 8�
�5� < >�5� <�
�<#< 
 6 @ 5 @�C ��B >�@?5%C:>D5

C > 06 >D8 < F�< >D8 <?> 5 B �
H0, δ0

C:>D8
h
@A1 ���5�EC 5 ∀uh ∈ Vh

C � ||u−Q0u||2L2(Ω) ≤ CH2
0 |u|2H1(Ω)




��� |Q0u|2H1(Ω) ≤ C
H0
δ0
|u|2H1(Ω)

�

� 
 BGB ����
���
�����,���=�&uQ���+'�$���.7�� 2;< 21V.��H�����,���������4�������"$p 2' � TZ�o�E� �����aJ3KL�3 !�H����12 2�H 2'Z��� ��/.������FJ3ek 2�����Fi
MN�
�����TRU��1!�+;<;*. �5J��5J =o 2'

Ω\Ω̂ �U�����+'siU 2' Ω̂
i4M����+���

Ω̂
 !�3������$��4;*.� 2'c 2',�����,$5��)"�"$< 2'p�����4�=�+���aA'�5J��5J��5J

�
�����4��>����4��������������,����i
C
���+�����"���+',���g.r>U�+'��+�� !)������ 2�� 2RU�)"�4'����0.�',�
 2'�$��+���+'�$��+',�g���

H
i
H0
i
δ
i�.�'�$

δ0
J
{|�r)"�4'��� !$��+��%������������

L2 `a�"���� 2;*.�����J
�s�+�#���g���+�

Ω̌ = Ω \ Ω̂
Jfe����������+�Fi�M[�r$��&%�'��

B =
{
i : Θi ∩ Ω̌ 6= ∅

}
, Ξ̌ =

⋃

i∈B

Θi, W = sup
x∈Ω̌

inf
y∈∂Ω

dist(x, y)

.�'�$@���+�

ΩΓ = {x ∈ Ω | dist(x, ∂Ω) ≤W} .
ek 2>������ �5J �:>��0.����� !)F.�1212A_�&u5��1V.� 2'��g�����o$��4;*.� 2'��

Ω̌
.�'�$

ΩΓ J
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e����4; �����4�=�+���aA,�5J��5J��5J )� 2�D�h�4121!�FMg�p���/.��
W ≤ CH0

if.�'�$P�����+���&�v�4��������� "j�4 2'�)F.����B 2'��"I,�/.�12 2�aA
AQ !�+1!$��

‖u‖L2(Ω̌) ≤ ‖u‖L2(ΩΓ) ≤ CH0|u|H1(ΩΓ).
W �5J����U]

�
���o���"������ !)+�� !�4'E���
Q0u

�4'Z���
Ω̌
)F.�'@6��o�&u5�����"�����"$@.4�

(Q0u) |Ω̌ =
∑

i∈B

αi(u)Φi(x)|Ω̌.

e����������+�Fi/1!�+�����g���+�

Ni = {j | Θj ∩Θi 6= ∅} .
W �5J���?U]

{|�o�/.FRU�

‖Q0u‖2L2(Ω̌) =
∑

i∈B

∑

j∈Ni∩B

(αi(u)Φi, αj(u)Φj)L2(Ω̌)

≤
∑

i∈B

∑

j∈Ni∩B

|αi(u)| · |αj(u)| · ‖Φi‖L2(Ω)‖Φj‖L2(Ω)

� 6,AB�����4�sJ0�5J��5J��5J 6 � ≤ CHd
0

∑

i∈B

∑

j∈Ni∩B

1

2

(
α2
i (u) + α2

j (u)
)

≤ CHd
0 max {cardNi}

∑

i∈B

α2
i (u)

� 6ZA|W �5J����U] � ≤ C ‖u‖2L2(Ξ̌)

≤ C ‖u‖2L2(ΩΓ)

<-�� 2'�><�����o1V.4���� 2'��"I,�/.�12 2�aAB���4>U�+�����+�#M� 2���9 2'��"IZ�/.�12 2�LA�W �5J����U]
>� 2RU�"�

‖u−Q0u‖L2(Ω̌) ≤ C‖u‖L2(Ω̌) ≤ CH0|u|H1(ΩΓ).

KL'9.�'E.�'/.�1!�4>U�4���gM
."AUi�M[�r)F.�'9�"���� 2;*.����C�5J��5J =�J 6@ 2'
Ω̌
�&uQ��1!�4 2�� 2'�>O�����4���+���LA4�5J��5J��5J .5i��46��0.� 2'� 2'�>

|Q0u|2H1(Ω̌) ≤ CH−1
0 /δ0 ‖u‖2L2(ΩΓ)� 6,A|W �5J����U] � ≤ CH0/δ0 |u|2H1(ΩΓ) .

)-�FMri�M[�o������'9�4���.������+',�� !�4'9���
Ω̂
J

e��4��+RU�+��AO�v��'�)+�� !�4'
u ∈ Vh

i51!�+�#���g)"�4'��� !$��+�.�'@�&u5���+'��� !�4'
uE

�0.��� !�d�vA, 2'�>

‖uE‖H1(Rd) ≤ ‖u‖H1(Ω), uE = u
 2'

Ω.

e��4�
j = 1, . . . , n0

i�MN�c$��&%�'��
Θ?
j = ∪i∈NjΘi

M� 2��� Ni >� 2RU�+'�6ZAqW �5J���?U]&ik.�'�$ Ξj
���B6=�<�����<6/.�121

)+ 2��)+��;c��)+�� 26� 2'�>
Θ?
j

Jfe����4;C�����4�=�+���aA4�5J��5J��p !�
�h�4121!�FMg�#���/.��

diam(Ξj) ≤ CH0.
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{|�o'��TMx�����7�����re��� !�"$5�� !)0���G�� 2'��"I,�/.�12 2�aA_���3�����7�h�4��;

‖u‖L2(Ξj) ≤ CH0 |u|H1(Ξj) , ∀u ∈
{
v ∈ H1(Ξj) |

∫

Ξj

vdx = 0

}
.

W �5J�����]

e��4�#�+RU�+��A
j = 1, . . . , n0

M[�r$��&%�'��

cj =

∫

Ξj

uEdx, ūj = uE − cj .

�
���+'si�������e��� !�"$5�� !)0���3 2'��"IZ�/.�12 2�LAo���41!$��s�h�4�j�+RU�+��A
ūj
J �-�������g�����4�=�+���aAC�5J��5J��5J )�i^�h�4�j�+RU�+��A

x ∈ Θj∩Ω̂ 2�����41!$��

(Q0u)(x) = (Q0ūj)(x) +Q0cj

=
∑

i∈Nj

αi(ūj)Φi(x) + cj
∑

i∈Nj

Φi(x)

� 6ZAB�����4�sJ0�5J��5J��5J ) �
= (Q0ūj)(x) + cj .

�
���+���&�h�4����i

‖u−Q0u‖2L2(Ω̂)
≤

n0∑

i=1

‖u−Q0u‖2L2(Ξi∩Ω̂)

=
∑

i

‖(I −Q0)(ūi + ci)‖2L2(Ξi∩Ω̂)

=
∑

i

‖(I −Q0)ūi‖2L2(Ξi∩Ω̂)

≤ 2
∑

i

(
‖ūi‖2L2(Ξi∩Ω̂)

+ ‖Q0ūi‖2L2(Ξi∩Ω̂)

)
.

W �5J���@U]

e����������+�Fi

‖Q0ūi‖2L2(Ξi∩Ω̂)
≤

∥∥∥∥∥∥

∑

j∈Ni

αj(ūi)Φj

∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤


∑

j∈Ni

|αj(ūi)| · ‖Φj‖L2(Ω)




2

≤ card{Nj}
∑

j∈Ni

α2
j (ūi) ‖Φj‖2L2(Ξi∩Ω̌)

� 6ZA4�5J��5J��5J 6E.�'�$ W �5J����U] � ≤ C ‖ūi‖2L2(Ξi∩Ω̌) .
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 2'��"I,�/.�12 2�aA8W �5J�����]N.�'�$��&uQ��1!�4 2�d`
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 2'�>c�����76=�4��'�$��"$_ 2'Z���+���0�")+�� !�4'�����36/.�121!� {Ξi}n0

i=1

i5MN�o>U�+�

‖u−Q0u‖2L2(Ω̂)
≤ C

n0∑

i=1

‖ūi‖2L2(Ξi)

≤ CH2
0

n0∑

i=1

|ūi|2H1(Ξi)

≤ CH2
0 |u|2H1(Ω) .

{|�o�/.FRU�o�����+���&�v�4���r�����FRU�"$@1!�+;<;*.K�5J��5J =�J .5i/�� 2'�)"�

‖u−Q0u‖2L2(Ω) = ‖u−Q0u‖2L2(Ω̌) + ‖u−Q0u‖2L2(Ω̂)

≤ CH2
0 |u|2H1(ΩΓ) + CH2

0 |u|2H1(Ω)

≤ CH2
0 |u|2H1(Ω) .

�j�p%�'� !���@�����o�����Q����i5MN�o������'9�4������� �5J��5J =�J 6@ 2'
Ω̂
JH{|�7�/."RU�

|Q0u|2H1(Ω̂)
≤

n0∑

i=1

|Q0u|2H1(Θi∩Ω̂)

=

n0∑

i=1

|Q (ūi)|2H1(Θi∩Ω̂)

≤
n0∑

i=1

∣∣∣∣∣∣

∑

j∈Ni

αj(ūi)Φj

∣∣∣∣∣∣

2

H1(Ω)

≤
n0∑

i=1



∑

j∈Ni

|αj(ūi)| · |Φj|H1(Ω)




2

� 6ZAB�����4�sJ0�5J��5J��5J .O.�'�$|W �5J����U] � ≤ CH
d−1
0

δ0
H−d

0

n0∑

i=1

∑

j∈Ni

‖ūi‖2L2(Θi)

� 6ZA�W �5J�����] � ≤ CH0

δ0

n0∑

i=1

|ūi|2H1(Ξi)

≤ CH0

δ0
|u|2H1(Ω) .

�j�<�����FRU�D�����"�4���+; �5J��5J =cMN�r'��"�"$@�4�����+�g�aM[�c1!�+;<;*.4�FJ��
���7%������g�4'��o !�������o�v�4121!�TM� 2'�>�J
.I�98)8)1�A � ��� ��� �J< 5

Ωi ⊂ Rd, d = 2, 3

 ��< C 
 < �G5%C:> �:3�<B � 8:67C /!<.5 <�


H

�C:>D8(3�< 5

Γδi
��< C�@?5 
?6�F

C:3 B:> �-675 @ ��B:14>I8$C�
 � B ��H
698 5�
δ > 0

����� < >�
 � B�
 C:> � �?14> �G5767B:>
u ∈ H1(Ωi)




‖u‖2L2(Γδi
) ≤ Cδ2

[(
1 +

H

δ

)
|u|2H1(Ωi)

+
1

Hδ
‖u‖2L2(Ωi)

]
.

W �5J����U]
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 BGB ����
��������Q���j���/.���M[�-���+���4�������+���- !�
�0.�~U�+'��}���4; � ��{ �
= �ai�.�'�$� !���4'�12A*6=�4��'�$��"$����<.��0IZ�/.����
���+>� !�4'

(0,H) × (0,H)
J[X, 2'�)"�

u(x, 0) = u(x, y)−
∫ y

0

∂u(x, τ)

∂y
dτ,

MN�o%�'�$ni�6ZA_�+1!�+;c�+'Z�0.���A9.���>���;c�+',���Fi����/.��

H

∫ H

0
|u(x, 0)|2dx ≤ 2

∫ H

0

∫ H

0
|u(x, y)|2dxdy +H2

∫ H

0

∫ H

0

∣∣∣∣
∂u

∂y

∣∣∣∣ dxdy.

�
���+���&�h�4����i

H

∫ H

0
|u(x, 0)|2dx ≤ 2‖u‖L2(Ωi) +H2|u|2H1(Ωi)

.

)-�FM )"�4'��� !$��+�o�����p 2',���+>��0.�1��FRU�+�D.O'/.������FM 1V."AU�+�D���
Ωi

'��&u5�7�����4'��<���[�����<�� !$��"�o���N�����<�0IZ�/.����"�FJ
<-�� 2'�>c�� 2;< 21V.��.���>���;c�+',���Fi�M[�r�46��0.� 2'

∫ H

0

∫ δ

0
|u(x, y)|2dxdy ≤ δ2|u|H1(Ωi) + 2δ

∫ H

0
|u(x, 0)|2dx.

& �4;D6� 2'� 2'�>O���� !�.�'�$_�����7�����+RQ !�4���g 2'��"I,�/.�12 2�aABAQ !�+1!$��
∫ H

0

∫ δ

0
|u(x, y)|2dxdy ≤ δ2|u|H1(Ωi) + 2δ

(
2

H
‖u‖L2(Ωi) +H|u|2H1(Ωi)

)
.

{|�o)F.�'B'��FMy�����TRU�o������v�4121!�TM� 2'�>c���"����12�Fi5M��� !)0�@�&uQ���+'�$��g�4�����+�����"����12���
�����"���+'Z���"$_ 2'B�����712 2���+�d`
.���������J
.I�98)8)1�A � ��� � � �J>D8 <�
 8 < ��> 6 5769B:> � ��� � � C:>D8 �.B�
 <�� <�
 � ��>�675 < <?3�<?/=<?> 5 �?1E> �.5769B:>

u ∈ Vh

#5� <�
�<

< 
:6;@?5 @ C 8 < ��B:/0F B @A675769B:> {ui} , i = 0, . . . ,M, ui ∈ Vi


@?1 ����5� C 5

u =
M∑

i=0

ui,

C:>D8

M∑

i=0

|ui|2H1(Ω) ≤ C
(

1 +
H

δ

)(
1 +

H0

δ0

)
|u|2H1(Ω),

H
675�
H0 ≤ H

C:>I8
δ0 ≥ δ

�

� 
 BGB ���0�-�&%�'��
Ih
���p6��7�����7%�'��r;c�"���@�4���+�0.����4�

Ih : V → Vh
����)��@���/.��

Ih(u) =
n∑

i=1

u(xi)ϕi
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M����+���
ϕi
 !�-.c>U�+'��+�� !)D%�'� 2���:�+1!�+;c�+'Z�76/.4�� !�-�4'9�����D%�'���;c�"���si�.�'�$

xi
� �-.����������r%�'��D;c�"���8'��,$�.�1

�=�4 2'Z���FJ����+�
ηi
6=�r.p�/.����� 2�� !�4'9���3��'� 2�aA_����)0�@���/.��

ηi ∈ C∞
0 (Ωi)

.�'�$
0 ≤ ηi ≤ 1

Jf{|�o�����+'9$��&%�'��

u0 = Q0u, w = u− u0, ui = Ih(ηiw).

& 1!�F.���12AUi�6,AB)"�4'���������)+�� !�4'si
M∑

i=0

ui = u.

�
�")F.������@���7�����@$��&%�'� 2�� !�4'����4'q�����@�FRU�+��1V.��si
M[�@)F.�'��+'��������@���/.��c�����_>��0.4$5 !�+'Z�������
ηi
.����@MN�+121

6=�+�/."RU�"$nJf�
�/.��g !�Ti,M[�o)F.�'@)"�4'���������)+�
ηi
���:���/.�� |∇ηi|2L∞(Ω) ≤ C/δ2

JHKa�
K
 !�g.:�� 2'�>�1!�o�+1!�+;c�+',�g 2'

�����o���� V.�'�>���1V.��� !�4'E���� !�g)F.�'@6=�o�&uQ�����"���0�"$@.4�

‖ηi − η̄i‖2L∞(K) ≤ C(h/δ)2,
W �5J = �U]

η̄i
6��+ 2'�>c������."RU�+�0.�>U�D���

ηi
�4'9�+1!�+;c�+'Z�

K
J

�RU�+�.p�� 2'�>�1!�r�+1!�+;c�+'Z�
K
.�'�$_���� 2'�><�����o 2'ZRU�+�����r 2'��"IZ�/.�12 2�LAUi�MN�r>U�+�

|ui|2H1(K) = |Ih [η̄iw + (ηi − η̄i)w]|2H1(K)

≤ 2 |η̄iw|2H1(K) + 2 |Ih(ηi − η̄i)w|2H1(K)

≤ 2 |η̄iw|2H1(K) +Ch−2 ‖Ih(ηi − η̄i)w‖2L2(K)

≤ 2 |η̄iw|2H1(K) +Ch−2 ‖ηi − η̄i‖2L∞(K) ‖Ihw‖2L2(K) .
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���+��;  !�N !$��+',�� !)F.�1212AB\F�+���:�v�4�g.�121s�+1!�+;c�+'Z���
K
 2'

�����o 2',���+�� !�4�#���
Ωi
JH�
���+���&�h�4����i�M����+'_M[�o�0.�~U�o�����r����;C�TRU�+�.�121s�����o�+1!�+;c�+',���Fi������71V.4�������+��;��4'�12A
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δ0 = δ
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n0 = M
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J��
�� !�r.4$�$5 2�� !�4'/.�1H�v��'�)+�� !�4'� !�o�4'�12A9'��"�"$��"$8�h�4�-�����p�����Q���
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���0.4)+�� !)"��J

EG�
	-HI�2���S5%A � ��� � � �'< C:@�@A1E/=< 5�EC 5+5��< ��C @A6;@ �A1E> �.5769B:>�@ {Φi} , i = 0, . . . ,M
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C � ‖Φi‖2L∞(Ω) ≤ C �
��� ‖∇Φi‖2L∞(Ω) ≤ C/δ2 �
��� ∑M

i=0 Φi(x) = 1, ∀x ∈ Ω̄ �
8 �

supp (Φi) ⊆ Ω̄i
�
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H
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δ0
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δ
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C > 0

@?1 ���5�EC$5

κ(P−1
S,C,addA) ≤ C

(
1 +

H

δ

)
.
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 BGB ����
���D�����Q���f !��� 2;< 21V.�����O���/.��-���f�����"�4���+; �5J��5J �5J�
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u ∈ Vh
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�� !�g>� 2RU�"�

u0 = Q0u, ui = Ih(Φi(u− u0,i)), i = 0, . . . ,M

M����+���
u0 =

∑n0

i=0 Φiu0,i
.�'�$ni6ZAw)"�4'���������)+�� !�4'si

n0 = M + 1
W}�����

M
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Φ0
JH�
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M∑

i=0

ui =

M∑

i=0

u0,i +

M∑

i=0

Ih(Φi(u− u0,i))

=

M∑

i=0

Ih(Φiu0,i + Φiu− Φiu0,i)

=
∑

i

Φiu = u

�� 2'�)"� ∑
i Φi(x) = 1,∀x ∈ Ω

i=�FM� 2'�>B���_.4������;<���� !�4'��5J��5J =�J��s�+�
Φ̄K,i

 2'�$5 !)F.����:�����<."RU�+�0.�>U�<���
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K
J <-�� 2'�>< 2'ZRU�+���0�o 2'��"IZ�/.�12 2�LAUi�M[�r>U�+�

|ui|2H1(K) =
∣∣Ih
[
Φ̄K,iu+ (ΦK,i − Φ̄K,i)u

]∣∣2
H1(K)

≤ 2
∣∣Φ̄K,iu

∣∣2
H1(K)

+ 2
∣∣Ih(ΦK,i − Φ̄K,i)u

∣∣2
H1(K)

≤ 2
∣∣Φ̄K,iu

∣∣2
H1(K)

+ Ch−2
∥∥Ih(Φi − Φ̄K,i)u

∥∥2

L2(K)

≤ 2
∣∣Φ̄K,iu

∣∣2
H1(K)

+ Ch−2
∥∥Φi − Φ̄K,i

∥∥2

L∞(K)
‖Ihu‖2L2(K) .

)-�FMri�MN�:����;����8�FRU�+�r.�121������:�+1!�+;c�+'Z���TJ�
���D1V.4������+��;��/.4�o.<'��4'5`Y\F�+���B)"�4'Z���� 26����� !�4'��4'�12A@'��F.��
�����o6=�4��'�$�.��� !�"�#���

Ωi
i5>� 2R, 2'�>

|ui|2H1(Ωi)
≤ C |ui|2H1(Ωi)

+ Cδ−2 ‖ui‖2L2(Γδi
)

= C |Ih(Φ(u− u0,i))|2H1(Ωi)
+ Cδ−2 ‖Ih(Φ(u− u0,i))‖2L2(Γδi

)

= C |Ih(Φ(u− u0,i))|2H1(Ωi)
+ C

(
1 +

H

δ

)
|Ih(Φ(u− u0,i))|2H1(Ωi)

≤ C

(
1 +

H

δ

)
|u|2H1(Ω) ,
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δ0 = δ

i�M[�
�46��0.� 2'

M∑

i=0

|ui|2H1(Ω) ≤ |u0|2H1(Ω) +
M∑
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|ui|2H1(Ω)
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H

δ
|u|2H1(Ω) +

(
1 +

H

δ

)
|u|2H1(Ω)

≤ C

(
1 +

H

δ

)
|u|2H1(Ω) .
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PS H = 1/2 H = 1/4 H = 1/8 H = 1/16

h = 1/16
� �5J ��� ���QJ ��� ���5J ��@ `

h = 1/32
����J�?�� �
=�J ��� � �
=�J�@�� �����QJ�?��

h = 1/64
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�QJ ��� =�J �
= ` `

h = 1/64
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〈Sη,η〉 =
∫

Ω?

|∇Eh,?ηh|2 +

∫

ΩΓ

|∇Eh,Γηh|2 , 〈SΓη,η〉 =
∫

ΩΓ

|∇Eh,Γηh|2 .

{|�r)F.�'9�����FRU�o�����7�h�4121!�FM� 2'�>*�����4������ 2�� !�4'sJ
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〈SΓη,η〉 ≤ 〈Sη,η〉 ≤ C1
H

h
〈SΓη,η〉 ∀η ∈ RnB ,
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Ω?
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���o)"�4'���������)+�N.�v��'�)+�� !�4'c 2'
F̂1,1/2

����)0�<���/.��f 2���HR�.�12�����4'<������ 2'Z���+��'/.�1�6=�4��'�$�.���A<���
F̂1,1/2

W}���/.��f !�Fi
�4'

∂Q̂
]N !���"IZ�/.�1n���

η̂h
JH�
���7'/.������0.�1s !$��F.: !�
���<���0.����
�v���4;

Eh,Γηh
iQ���/.��g !�Fi,�}���4; �����7 2',���+�����41V.�',�

���
ηh
 2'

ΩΓ
J�e��4�#�� 2;<��12 !)+ 2�LAUi�MN�rM� 2121nM��� 2���

ψh = Eh,Γηh
i/.�'�$BM[�o���")F.�121����/.��

ψh|Γ = ηh
J



� � � �
� ��������� � � � � �
� � � � ��� � 	 ��� ��� � ����������� � ��� ����� ��	 ����� �

)-�FM MN��/."RU�-�����/.4�����}���4;������7$��4;*.� 2'
Fj,?

Wv�4�Fi5�"IZ�� 2R�.�1!�+'Z��12AUiQ�v���4;
FH,h

]��4'Z���
F̂1,1/2

J3ek 2�����
����.�121Yi�'��4�������/.��k�����N���0.�'��d�v�4��;*.��� !�4'

T
;*.����

FH,h
�TRU�+�j�����[���+�

F̂1,h/H
J��8�4���"�FRU�+�Fi��/.FR, 2'�>7$��&%�'��"$
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{
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 �� |ξ| ≤ 1/2

1/2[1 + h−1H(|ξ| − 1/2)]ξ/|ξ|  ��
1/2 ≤ |ξ| ≤ 1/2 + h/H ,
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���/.���;*.����
F̂1,h/H

�4'Z���
F̂1,1/2

i
1!�F."RQ 2'�>�%�u��"$q�����E 2'Z���+��'/.�176=�4��'�$�.���A
∂Q̂

Jx{|�E.����E'��FM  2'�.
�=���� 2�� !�4'@���<���+�

ψ] := ψh|FH,h
◦ T−1 ◦K−1 , ψ] : F̂1,1/2 → R ,

.�'�$_M[�r�F.4�� 212A�RU�+�� ��}A����/.��
ψ]
|∂Q̂

= η̂h
J

{|�r)F.�'9���Z���������r�����7���0.4)"�o�����"�4���+; .�'�$@�46��0.� 2'

|η̂h|21/2,∂Q̂ ≤ C1||∇ψ]||20,F̂1,1/2
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∑

T

∫

T
ψiλ · ∇uhdΩ = 0, i = 1, . . . , n.
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=
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βTi φ
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φT (uh) = φT1 (uh) + . . . + φTd+1(uh).
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βTi =
1

|T |

∫

T
(ϕi + αTi γ

T )dΩ,
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αTi = βTi −
1

d+ 1
,
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ψi|T = ϕi|T +

(
βTi −

1

d+ 1

)
γT .
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βTi = 1
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λ · ∇u+∇ · (ν∇u) = 0, ν > 0,
W�=�J � �U]
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∑

T

∫

T

d∑

j=1

∂ψi
∂xj

ν
∂uh
∂xj

dΩ−
∮

∂Ω
ψiν

∂uh
∂next

dΓ.
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∇ψi|T = ∇ϕi|T ,
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T
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k` =
1

d
λ · n`,

W�=�J ���T]

n`
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d = 2
]-�4�������� 2�������B'��Q$��

`
in��)F.�1!�"$

6ZA� 2���#.����F.4�:Wv�4��1!�+'�>����@ ��
d = 2
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`
�����"�-%�>������ =�J ��J�Ka' �:�pi5�����"���o 2',M[.���$E��)F.�1!�"$

'��4��;*.�1!�.����r>� 2RU�+'@6ZA

n1 = [x2,2 − x3,2,−x2,1 + x3,1]

n2 = [x3,2 − x1,2,−x3,1 + x1,1]

n3 = [x1,2 − x2,2,−x1,1 + x2,1],

W�=�J ���U]

M��� 21!�o 2' �:� �4'��o�/.4�

n1 = 1
2 (x4 − x2)× (x3 − x2)

n2 = 1
2 (x3 − x1)× (x4 − x1)

n3 = 1
2 (x4 − x1)× (x2 − x1)

n4 = 1
2 (x2 − x1)× (x3 − x1)

W�=�J ���U]
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x` = [x`,1, x`,2]
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`
J

X, 2'�)"�7�h�4�#.�'ZA
T

∮

∂T
ndΓ = 0,

M����+���
n
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d+1∑

`=1

n` = 0,

.�'�$ni/.4�#.p)"�4'��0�"IZ���+'�)"��i

d+1∑

`=1

k` = 0.
W�=�J �>=,]
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ϕ`
�FRU�+�

T
.4�

∇ϕ`|T =
1

d

1

|T |n`.
W�=�J � �U]

GfI,�/.��� !�4'���W�=�J��U]&i����"������ !)+���"$@���
T
i�.�'�$�W�=�J � �U][>� 2RU�

∇uh|T =
d+1∑

`=1

uh,`∇ϕ`|T =
1

|T |
d+1∑

`=1

uh,`n`.
W�=�J ��?U]
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T
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φT (uh) =

∫

T
λ · ∇uh|TdΩ

= |T |λ · ∇uh|T

= |T |λ ·
d+1∑

`=1

uh,`n`

=

d+1∑

`=1

k`uh,`.
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∑
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∮
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u(0, y) = 1.5, u(x, 0) = 1.5 − 2x, x(1, y) = −0.5.
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∑
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βTQ,i = T−1βTi T.
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∂p
ρa

∂u1

∂u2

∂u3

∂p− a2∂ρ




= $∂U,
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ρ

u1

u2

u3

p



, $ =




0 0 0 0 1/ρa

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

−a2 0 0 0 1
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Ã1
∂Q

∂x1
+ Ã2
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Ã1 =




u1 a 0 0 0

a u1 0 0 0

0 0 u1 0 0

0 0 0 u1 0

0 0 0 0 u1



, Ã2 =




u2 0 a 0 0

0 u2 0 0 0

a 0 u2 0 0

0 0 0 u2 0

0 0 0 0 u2



, Ã3 =




u3 0 0 a 0

0 u3 0 0 0

0 0 u3 0 0

a 0 0 u3 0

0 0 0 0 u3
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Mt · ∂u
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= L∂Q
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β Ms1 Ms2 Ms3 0

β −Ms1 −Ms2 −Ms3 0

0 Mt1 Mt2 Mt3 0

1 Mn1 Mn2 Mn3 0

0 0 0 0 1
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χM2

β2

−χMu1

β2q
−χMu2

β2q
−χMu3

β2q
0

−χMu1

β2q
η
u2
2

q2
+ χ η u1u2

q2
η u1u3

q2
0

−χMu2

β2q
η u1u2

q2
+ χ η

u2
2

q2
η u2u3

q2
0

−χMu3

β2q
η u1u3

q2
+ χ η u2u3

q2
η
u2
3

q2
0

0 0 0 0 1
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χµ+n + χ
β s χµ−n

χ
β t 0 0

χµ−n χµ+n− χ
β s

χ
β t 0 0

χ
2β t

χ
2β t χn 0 0

0 0 0 n 0

0 0 0 0 n
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∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z
= (r1, r2, r3)


ã∇




W̃1

W̃2

W̃3







︸ ︷︷ ︸
φT

coupled

+λ4 · W̃4r4︸ ︷︷ ︸
φT

enthalpy

+λ5 · W̃5r5︸ ︷︷ ︸
φT

entropy
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ã =




χµ+n + χ
β s χµ−n

χ
β t

χµ−n χµ+n− χ
β s

χ
β t

χ
2β t

χ
2β t χn


 = (ã1, ã2, ã3).
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∂U
(Uk−1)

] W�=�J����U]

)-�+M����4'<;c�+�����,$p 2',�����,$5��)"�"��.-1!�Q)F.�1Q�}��121512 2'��F.��� !�0.��� !�4'O�����������"I,�/.��� !�4'sJHXQ�412RQ 2'�>D.7��A5�����+; ����12 2'��F.��
�"I,�/.��� !�4'��[.��
�F.4)�� )�+M����4'������+�O)F.�'�6=��RU�+��A*�&u5���+'��� 2RU�# ��n�����g'Z��;�6��+�����s��'�~Q'��FM�'��[ !�f1V.���>U��i�.�'�$
;*."A�'��4�:6=�omd������ �%/�"$P ��g�����B)+�������+'Z�p 2���+�0.����� !���h.��D�}���4; �����B���412���� !�4'sJb�
���+���&�v�4����i�.E$��+�/.����������
�v���4; ������)-�+M����4'q�v�0.�;c�+MN�4��~q)"�4'��� !�����*���r)"�4'��� !$��+�� 2'�> 6 >I< 
 C��.5 )-�+M����4'�;c�+�����Q$��Fi
M��� !)0�w���412RU�
��A5�����+; W�=�J����U]
�4'�12A_.��������"u5 2;*.��� 2RU�+12AUJ

KL'@�Y.4)+�Fi� 2'E���0.4)+�� !)F.�1j 2;<��1!�+;c�+',�0.��� !�4'|���f�����#)-�+M����4'9;c�+�����Q$ni��4'��:�4�#;c�4�������f�����o�h�4121!�FM� 2'�>
.��������"u5 2;*.��� !�4'��7.����o�����"$�R



� ��� � � � �	� � � ��� ��� ��� � ��� ��� � � ��� 	 	 � � � � � � � � � ����� � ��� ��� 	 ����� �

��Jg�
���-e����")0���+�
$��+�� 2R�.��� 2RU�
Jk
�v�4�N�����0)-�+M����4'B�����+�* !�N'��4�N���")"�4;<�������"$_.��
�+RU�+��A!)�+M����4'B�����+� �

�5Jg�
���D�"IZ�/.��� !�4'_�h�4������� )-�+M����4'9�����+��W�=�J����U][ !�#���412RU�"$@�4'�12AB 2'��&u�.4)+��12A �
�5J*�7�&�h�")+�d`a)"�4�����")+�� !�4'B;c�+�����,$��
.����#�+;<��1!�TAU�"$ni,���/.��N !�Fi

Jk
 !��'Z��;c�+�� !)F.�1212A*)"�4;<�������"$O���� 2'�>�1!�FM
`

�4��$��+�#W} 2'c���/.4)"�T]k��)����+;c�"�FiUM��� 21!�
�����N�� 2>��,�d`Y�/.�'�$*�� !$��[ !�36��� 212�H���p���� 2'�>o�� 2>��5`a�4��$��+�f;c�+�����Q$��FJ
X,���0.����+>�A �H !�n�/.����� !)+��1V.���12Ao 2',���+���"���� 2'�>#M����+'�12 2'��F.�����A5�����+; W�=�J����U]= !�����412RU�"$o6ZAr.
$5 2���")+�j;c�+�����,$nJ

KL'O���� !��)F.4����i5�+R�.�12�/.��� !�4'9.�'�$O�h.4)+���4�� !�0.��� !�4'_��������� TZ.4)"�46� V.�'9;*.����� �uO !�['��4��$��4'��7.����+RU�+��A )�+M����4'
�����+�sJ�������+�
���")���'� !I,���"��.� 2; ���D����$�.��������� TZ.4)"�46� V.�'BM� 2�����4���[���")"�4;<������ 2'�>< 2�FiQ.�'�$c�v�4�N�����46�1!�+;c�
M����+���8����� T,.4)"�46� V.�'��@.����E��1!�TM�12AqR�.���A, 2'�>�i#���� !�O1!�F.4$������P�� 2>�'� �%/)F.�'Z�B�=�+�d�v�4��;*.�'�)"�"�B>Z.� 2'��TJ �'
�����r)"�4',���0.���AUi��h�4���0.��� !$512A�R�.���AQ 2'�>*.�'�$_ 2121�`a)"�4'�$5 2�� !�4'��"$ T,.4)"�46� V.�'��Fi����� !�������Q)"�"$5�����r)F.�'@�����Q$5��)"�D.
�����+;*.��������r���+��;< 2'/.��� !�4'8���k�����#)�+M����4'@�����Q)"�"���FJ

X,���0.����+>�A"�O;c�F.�'��7���/.��-�����p�"I,�/.��� !�4'b�v�4�-�����2)�+M����4'|�����+�8 !�7���412RU�"$8 2'��&u�.4)+��12A9 2'b�����<���+'����
���/.��

∆Uk = Uk −Uk−1
 !�
;c�F.�'Z����c�0.��� !�d�vA

‖Jk(Uk−1)∆Uk + R(Uk−1)‖ ≤ ζk‖Φ(Uk)‖
�h�4�g���4;c�r��;*.�121

ζk
i5M��� !)��E;*."AB)��/.�'�>U��.4�g�����o 2���+�0.��� !�4'9�����4>����"���0�"�FJ

X,���0.����+>�A �@;c�F.�'��D���/.��
Jk

 !�D)"�4;<�������"$yWv�4�p.�����12 !�"$����b._RU�")+���4�z]r���� 2'�>8.@1!�FM
`a�4��$��+�<���/.4)"�
$5 !��)+���+�� !�0.��� !�4'E��)����+;c��i/M��� 21!�o�����o�� 2>��Z�d`Y�/.�'�$E�� !$��o !��)F.�1!)+��1V.����"$9���� 2'�>O.:�� 2>��5`a�4��$��+��0)����+;c��J

�
����)"�4',RU�+��>U�+'�)"�g�����&u�.4)+�f.�'�$� 2'��&u�.4)+��)-�+M����4':;c�+�����Q$��H)F.�'<6=�N$5 �(*)+��12�f���o.4)0�� !�+RU��J
)�+M����4'
;c�+�����Q$9���"I,�� 2���"�# 2'� 2�� V.�1k 2���+�0.����"�7���5(*)+ !�+'Z��12AE'��F.�����*�����D���Q�4�Fi�M��� !)���.����D�����/.�1212A_'��4�o."R�.� 21V.�6�1!��i
�"���=�")+ V.�1212AEM����+'������c���412���� !�4'|�/.4�r)"�4;<��1!�&u �/�TM �h�F.��������"�Fis����)0� .4�r$5 !��)"�4',�� 2'Z�� 2�� !�"�_Wv�����Q)�~5�Fis��12 2�
12 2'��"�z]���/.��D.����p'��4�o�����"���+',�r 2'������p 2'� 2�� V.�1H 2���+�0.�����J & �4;<�����"���� 26�1!� �/�TMg�o 2'�$5��)"��isM� 2�������"�����")+�o���
�����"���
�=������ 26�1!�
$5 !��)"�4',�� 2'Z�� 2�� !�"�N 2'<�����+ 2�f���412���� !�4'si,.-$5 ��n�+���+'Z�H�v�0.�;c�+MN�4��~:�v���4; �4�����+�H�����46�1!�+;c�FiU12 2~U�
�h�4�� 2'����0.�'�)"�o 2'�)"�4;<�����"���� 26�1!� �/�FMx�����46�1!�+;c�Ti�M����+���r�4'��o)F.�'@���0��)�+M����4'@���")0��'� !IZ���"�7.�1!�4'���J

e��4�o�����"�0�p���F.4���4'��Fis��A5�����+;�W�=�J����U] !�7�����/.�1212AE�v�0.�;c�"$b 2'�.��� 2;c�&`a$��+���+'�$��+',�����+���� 2'�>�JpKL���7���,�4�
U
 !�[�h�4��'�$_6ZA_���"�+~Q 2'�>p�v�4�#.c�����F.4$5AZ`a���0.����o���412���� !�4'9���3�����o�� 2;c�&`a$��+���+'�$��+',������46�1!�+;

S
dU

dt
+ R(U) = 0,

W�=�J��
=,]

M� 2����.*)"�4',RU�+'� !�+'Z�o 2'� 2�� V.�1H)"�4'�$5 2�� !�4'
U( t = 0 ) = U0

JKa'lW�=�J��
=,]&i
S
 !�7.c'��4'5`a�� 2'�>���1V.��cW}12��;<�=�"$/]

;*.4���d`Y;*.����� �unJ
e��0.�;< 2'�>S�����b�����F.4$5A,`a���0.����b�"I,�/.��� !�4'y 2'Z���S. �� 2;c�&`a$��+���+'�$��+',�9���+���� 2'�>S)"�4'����� 2�������"�@.P���4���_���

)"�4'Z�� 2',�/.��� !�4'b�����,)"�"���Ti�M� 2���9)"�4'Z�� 2',�/.��� !�4'b�/.��0.�;c�+���+�
t
i�M��� !)��8)F.�'@6��D)"�4'��� !$��+���"$E.4�-.�'E.������+;<���

���M� !$��+':�����[$��4;*.� 2'<���/)"�4'ZRU�+��>U�+'�)"�����D)-�+M����4':;c�+�����,$ni��4�H.4�H.������Q)"�"$5�����N���-�46��0.� 2'<���5(*)+ !�+'Z��12A
)+1!���������0.����� 2'�>D���4 2',���FJ3�
���
���"����12�� 2'�>r�����Q)"�"$5�����
 !�H���&�v�+�����"$p���r.4�f�����+��$���`Y���0.�'��� !�+'Z� )�+M����4'9W

ΨN
]

;c�+�����Q$��FJ
;7�+'��+�0.�1k���"����12���o.�6=�4��� )-�+M����4'E;c�+�����Q$b.�'�$9 2���-R�.��� V.�'Z���7)F.�'E6=�o�h�4��'�$8�4'E���&�h�+���+'�)"�D6=�Q�4~Q��R

���"�*�v�4�: 2'����0.�'�)"� � 	oX�X������[�v�4�<.@>�1!�46/.�1
�����"���+',�0.��� !�4'q�4' ����������65m��")+�Fi3������6��Q�4~�6ZA ������+>Z.b.�'�$
�g���+ 2',6��41!$5� � � � � ���ai��4�������o6=�Q�4~O6,A��o�+121!�+A � �o�+1 �����aJ



� � � � �����
� ��� �	� ��� ��	���� ������� �	� ��� � � 	 � ����� � 	 � ���

�'��+�� � &'�
Ψ
���)� 0 � � 	 ���	�

KL�H 2���f�� 2;<��1!�"���H�h�4��;@iU�����
���0�+��$���`Y���0.�'��� !�+'Z�
)"�4'Z�� 2',�/.��� !�4' )-�+M����4'c;c�+�����Q$<'Z��;c�+�� !)F.�1212Ac 2',���+>��0.����"�
�����: 2'� 2�� V.�1HR4.�12���:�����46�1!�+;�W�=�J��
=,]M� 2���� 2'� 2�� V.�1f)"�4'�$5 2�� !�4'

U(t = 0) = U0
i=���B�����F.4$5A,`a���0.����:���� 2'�>

.�'|�+RU�412���� 2RU�c�� 2;c�&`a�����+�������0.����+>�A8M��� !)��P.������+;<�����D���B 2'�)+���F.4���<�����<�� 2;c�&`a�����+� .4�
Uk → U

Jc�
���
�� 2;c�:$��+�� 2R4.��� 2RU�� !�#$5 !��)+���+�� !�0�"$9���� 2'�>B.<6/.4)0~,M
.���$8Gf��1!�+�-��)0���+;c��J-X,�0.����� 2'�>O�}���4;?.<>� 2RU�+'

U0
i������

���412���� !�4'E.��:W}�����+��$���` ]L�� 2;c�D�����+�
k = 1, 2, . . .

 !�
�h�4��'�$_6,AB�0�412R, 2'�><�����o'��4'5`Y12 2'��F.����AQ�����+;

S
Uk −Uk−1

δk
+ R(Uk) = 0

�4�Fi��"I,�� 2R4.�1!�+',��12AUi

Sδ−1
k Uk − Sδ−1

k Uk−1 + R(Uk) = 0,
W�=�J����U]

M����+���
δk
�����o�� 2;c�o 2'�)+���+;c�+',�-.��#�����+�

k
J

t )�+M����4'9 2���+�0.��� !�4'8.����� 2;c�o1!�+RU�+1
k
�h�4�������r���412���� !�4'9���gW�=�J����U][M[�4��1!$@�����+'@���F.4$

Uk,l = Uk,l−1 +

[
Sδ−1

k +
∂R

∂U
(Uk,l−1)

]−1

(−Sδ−1
k Uk,l−1 −R(Uk,l−1) + Sδ−1

k Uk−1)
W�=�J���?U]

M� 2���
l = 0, 1, . . . ,

6��+ 2'�>-�����N 2'�$��&u:.4�����Q)+ V.����"$D�������� )-�+M����4':�����,)"�"$5������iU.�'�$
Uk,0 = Uk−1

Jj�
���
)-�+M����4'@ 2���+�0.��� !�4'8�����4��1!$@�����4�@M����+'8�+ 2�����+�.<)"�+���0.� 2'9���41!�+�0.�'�)"�D1!�+RU�+1� !�#���F.4)����"$9�4�-.^�}���+�.p%�u5�"$
'Z��;�6��+�7���H 2���+�0.��� !�4'��FJ
t#12�����4��>��E 2�# !�#�������� 26�1!�o 2'@���� 2'�)+ 2��1!�����<�0.�~U�r;c�4��� )�+M����4'8)"�4�����")+�� !�4'E 2�d`
�+�0.����"�FiQ)"�4'ZRU�+��>U�+'�)"����"����12���H�v���4; � �o� ��@�6 �������FMw���/.��FiU�h�4�������F.4$5A,`a���0.����g)"�4;<�����0.��� !�4'��TiQI,�/.4$5�0.��� !)
)"�4'ZRU�+��>U�+'�)"��)F.�'B6��7�+RU�+'Z���/.�1212A@.4)0�� !�+RU�"$_�����FRQ !$��"$_���/.��#.:���� 2�0.�6�1!�7�� 2;c�&`a�����+�@�+RU�412���� !�4'9�����0.����+>�A
�h�4�

δk
 !��h�4��'�$nJo�
���+���&�v�4����is 2'E�������h�4121!�FM� 2'�>_MN�p�������=���������*�0.�~U�md�����7�4'�� )-�+M����4'b 2���+�0.��� !�4'|���

�����Q)"�"���DW�=�J���?U]&Jf�
�� !�#1!�F.4$������<�����-�h�4121!�FM� 2'�>*12 2'��F.��#�����46�1!�+;4R

Uk = Uk−1 +

[
Sδ−1

k +
∂R

∂U
(Uk−1)

]−1

(−R(Uk−1))
W�=�J�����]

���/.��#)F.�'@6=�7M��� 2�����+'E.4�

Akuk = fk,
W�=�J���@U]

M����+���
Ak ∈ Rn×n .�'�$ uk

i
fk ∈ Rn JH�E�4���7�����")+ !�0�+12AUi

Ak =

[
Sδ−1

k +
∂R

∂U
(Uk−1)

]

uk = (Uk −Uk−1)

fk = −R(Uk−1).

t �����0.����+>�A8�h�4�r�����*$��&%�'� 2�� !�4'P���
δk
 !�D'��"�"$��"$nJ��'��O�����0.����+>�A�)"�4'��� !���������
~U�"�+�� 2'�>E�����c�� 2;c�

�����+����;*.�121f��'Z�� 21
.�121 �/�FM �v�F.��������"�:.����<���"���412RU�"$nik�����+'|1V.���>U�*�� 2;c�*�����+���o;*.FA�6��c�0.�~U�+'|'��F.��D�����
���412���� !�4'@���*�46��0.� 2'9�����=�+�d`Y12 2'��F.��#�4�gIZ�/.4$5�0.��� !)�)"�4'ZRU�+��>U�+'�)"����� )-�+M����4'�� �g;c�+�����Q$nJ



� ��� � � � �	� � � ��� ��� ��� � ��� ��� � � ��� 	 	 � � � � � � � � � ����� � ��� ��� 	 ����� �

�j�����/.��j.� 2;@i^�����f����`a)F.�121!�"$ L��M� 2��)0���"$r�+RU�412���� !�4'D���+1V.��� !�4'�����1!� ��WYXQG �-]=)F.�'o6=�3�����"$��4���"� � �7GNX @�� �aJ
KL'| 2������ 2;<��1!�"���o�h�4��;@iHXQG �  2'�)+���F.4���"�������c�� 2;c�O�����+�� 2'  2'ZRU�+�����*�����4���4���� !�4'/.�12 2�LA����9�����c���"�� !$5�/.�1
���"$5��)+�� !�4'si

δk = δ0
‖R(U0)‖
‖R(Uk)‖

,

M��� !)��E 2;<��12 !�"�g���/.��Fi5�h�4�
k ≥ 1

i

δk = δk−1
‖R(Uk−1)‖
‖R(Uk)‖

.

XQ�4;c�+�� 2;c�"�Fi
δk
 !�g)"�4;<�������"$9���� 2'�><�����7�h�4��;D��1V.

δk = min

{
δk−1

‖R(U0)‖
‖R(Uk)‖

, δmax

}
,

W�=�J����U]

M� 2���
δmax

.r���F.�1/�/.��0.�;c�+���+�[M��� !)��O;*."A<6=� ∞ J3�
�� !�� !�N)F.�121!�"$ L��M� 2��)0���FRU�+�[���D�����F.4$5A,`a���0.������h�4��; �0Jt'��4�����+�gM[.FAB !�����*.4$��4���g����� L�&u5�=�4'��+'Z�� V.�1s����1!� �0i/ YJ ��J

δk = min
{
δ0 × (σ)k, CFLmax

}
,

W�=�J = �U]

M����+���
δ0
 !�������r 2'� 2�� V.�1s�� 2;c�r�����+�9.�'�$

σ > 1
 !�.:�����"��)+�� 26��"$@>����FM� 2'�>c�Y.4)+���4�FJ

t ���� 2��$niH;c�4���B 2'ZRU�412RU�"$S�����0.����+>�AUiN)F.�121!�"$ L�&uQ�=�+���p����1!� �0i�)F.�'l6=�c�h�4��'�$l 2' � � & ����� �aJ ��.4���"$
�4'y�4���O',��;c�+�� !)F.�1r���"����12���Fig�����E�=�+�d�h�4��;*.�'�)"�"�_���pXQG�� .�'�$ �&uQ�=�4'��+'Z�� V.�1o����1!��.����8)"�4;<�/.��0.�6�1!��J
�
���+���&�h�4����iH 2' ������',��;c�+�� !)F.�1[���"����12���������"�0�+'Z���"$l 2'l���")+�� !�4' =�J�?5i3MN���/."RU�_.4$��4�����"$P�����*1V.������+�p���
$��&%�'��o�����r�0�"IZ���+'�)"� {δk} Jt-�g.�'_�&u�.�;<��1!��i�M[�7�/."RU�r.�����12 !�"$_�����

Ψ
)x�}�0.�;c�+M[�4��~O���p�����46�1!�+; W�=�J����U]&Jfek 2>������ =�J�@����+�=�4�����

�����:)"�4'ZRU�+��>U�+'�)"�p�� !�����4��A@���� 2'�>bW�=�J����U].�'�$PW�=�J = �U]#M� 2���
σ = 2

.�'�$
CFLmax = ∞ ���*$��&%�'��:�����

�� 2;c�c 2'�)+���+;c�+',�FJ@e��4�:���� !�D��)F.�1V.��������46�1!�+;@i3)"�4'ZRU�+��>U�+'�)"�� !�D�46��0.� 2'��"$��v�4�p.�121f�����c���"�����"$�� <��0�
��)0���+;c�"�FJ
)�4����iZ�v���4; %�>������ =�J �5i,���/.�����������=�")+���0.�1�)"�4'�$5 2�� !�4'�'Z��;D6=�+�
���

Jk
�0.��� !$512A< 2'�)+���F.4�� 2'�>� 2'

������%������ � �o 2���+�0.��� !�4'��FiQ�����+'���12 2>��Z��12Ac$��")+���F.4���"�TiZ�����+'O 2�f���+;*.� 2'���.�12;c�����N)"�4'����0.�',��M����+'
1/δt ≈ 0

J
KL'S�����_1V.������+�c���/.4����i

Ψ
)����"$5��)"�"�c���������)-�+M����4'q;c�+�����Q$l�h�4�<�����@���412���� !�4'w���7�����@���0.��� !�4'/.���A

�����46�1!�+;@J
�
�����&uQ�=�4'��+'Z�� V.�1�����1!�bW}���� 2'�>

σ = 2
.�'�$

σ = 10
]�.�'�$SXQG � .����B)"�4;<�/.����"$P 2' %�>������ =�J � �5J

ek 2'/.�1212AUi=%�>������ =�J ���p���+�=�4�����7�����:)"�4',RU�+��>U�+'�)"�c�� !�����4��A8���N�����Q)"�"���<W�=�J����U]7.�'�$����7W�=�J�����]���� 2'�>4�5i��
�4� = )�+M����4'P 2���+�0.��� !�4'��<.����F.4)0� �� 2;c�O1!�+RU�+1YJ)-�4���*���/.���'��9 2;<�����TRU�+;c�+'Z���c.����B.4)��� !�+RU�"$P 2'������
 2'� 2�� V.�1����/.4���rW}�����[%�������� �- 2���+�0.����"�z]j ���;c�4�������/.�'c�4'���)-�+M����4'c 2���+�0.��� !�4'c !�3���0�"$nJk�
����)"�4',RU�+��>U�+'�)"�
���� 2'�>

L > 1
)-�+M����4'* 2���+�0.��� !�4'��[ !�f;c�4���#�0.��� !$niZ6����f'��4���#���/.��N�F.4)0�������+�O)"�������

L
�� 2;c�"��;c�4���#M� 2���

���"���=�")+�<����W�=�J����U]&J )-�4���9.�1!���b���/.��
L = 4

���"����12���< 2'S�����@;c�����< 2�����+>���1V.��O)"�4',RU�+��>U�+'�)"�@�� !�����4��A
.�;c�4'�>c�����o�����"�0�+'Z���"$9)F.4�0�"�FJ

"H���Q)"�"���:W�=�J�����][���"IZ�� 2���"�#�����D)"�4'���������)+�� !�4'8���k�����CTZ.4)"�46� V.�'9;*.����� �u�Wh.4�#���+>Z.���$�� TZ.4)"�46� V.�'5`h�v���"�
;c�+�����Q$��FiH���"�O�����c�h�4121!�FM� 2'�>����+;*.���~�=�J =�J �T]&Jbek 2�����Fi3'��4���O���/.��c.@>U�+'��+�� !)

(i, j)
�+1!�+;c�+'Z�<���

Jk
 !�

.^`Y���� !�4�� ['��4'5`Y\F�+���9�4'�12A� ��
i
.�'�$

j
)"�4�����"���=�4'�$ ���@IZ�/.�',�� 2�� !�"�p$��&%�'��"$��4'�'��Q$��"�rM��� !)0�l.����*;c�"���



� � � � �����
� ��� �	� ��� ��	���� ������� �	� ��� � � 	 � ����� � 	 � ���

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

time level

||r
||/

||r
0||

N
LDA
LW
PSI

ek 2>������ =�J�@ R & �4',RU�+��>U�+'�)"�[���5�����
Ψ
)��}�0.�;c�+M[�4��~D.�����12 !�"$r���������46�1!�+; W�=�J����U]����� 2'�>#$5 ��n�+���+'Z�k� < � �

��)0���+;c�"�FJ
�
���D�&u5���4'��+',�� V.�1j����1!�o�/.4�6=�"�+'9)��������+'9�v�4�
δk
M� 2���

σ = 2
i�.�'�$9�4'�� )�+M����4'E 2���+�0.��� !�4'

 !�������"$nJ

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

50

100

150

200

250

300

350

400

time level

κ(
J)

N
LDA
LW
PSI

ek 2>������ =�J � RNX,�=�")+���0.�1�)"�4'�$5 2�� !�4'9',��;D6=�+����
Jk
.��g$5 ��n�+���+'Z��� 2;c�&`Y1!�+RU�+1!�FJ



� �
= � � � �	� � � ��� ��� ��� � ��� ��� � � ��� 	 	 � � � � � � � � � ����� � ��� ��� 	 ����� �

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

time level

||r
||/

||r
0||

σ=2.0
σ=10.0
SER

ek 2>������ =�J � � R & �4',RU�+��>U�+'�)"�����3�����
Ψ
) ��)����+;c��.�����12 !�"$@���<�����46�1!�+; W�=�J����U][���� 2'�>c����� "[XQKY`a��)0���+;c�

.�'�$@�4'���)-�+M����4'@ 2���+�0.��� !�4'si����� 2'�>c�����o�&uQ�=�4'��+'Z�� V.�1j����1!�*W}M� 2���
σ = 2

.�'�$
σ = 10

]
�4�#������XQG��DJ

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

time level

||r
||/

||r
0||

1 Newton its
2 Newton its
3 Newton its
4 Newton its

ek 2>������ =�J ����R & �4',RU�+��>U�+'�)"�����3�����
Ψ
) ��)����+;c��.�����12 !�"$@���<�����46�1!�+; W�=�J����U][���� 2'�>c����� "[XQKY`a��)0���+;c�

.�'�$ ��i��5i��<�4� =-)�+M����4'_ 2���+�0.��� !�4'��FJN�
���r�&u5���4'��+',�� V.�1s����1!�o�/.4��6=�"�+'9)������0�+'_�v�4�
δk
M� 2���

σ = 2
J



� � � � �����
� ��� �	� ��� ��	���� ������� �	� ��� � � 	 � ����� � 	 � ���

)"�4'�'��")+���"$nJ
Jk
 !�g�����+���&�h�4����.*���/.������o;*.����� �uE.�'�$9�����D���/.����� 2�aAB�/.������+��'9�h�4�#��)0���+;c�"��4'8�� 2;<��12 !)"�"�

 !�7 2'�$5��)"�"$b6ZAE�����:;c�"������������)+�������p 2�����+1���JD�8�4���"�FRU�+�Fi=�h�4�o��AQ�����+; ���
�"IZ�/.��� !�4'��
m
��'�~,'��TM�'��D.����

�����4���"$b�4'b�F.4)���;c�"���8'��,$���in�0�*���/.��7�����
(i, j)

TZ.4)"�46� V.�'|�+'Z����AE !�o.*��;*.�121H$��+'�����;*.����� �uE���+1V.��� 2'�>
�����7 2' �����+'�)"�r���H�+RU�+��AOR�.��� V.�6�1!�r.���'��Q$��

i
�4'@�+RU�+��AOR�.��� V.�6�1!�r.���'��,$��

j
J�X,�� 2�0.�6�1!�o;*.����� �u@�����4�0.�>U�

�h�4��;*.����g)F.�'@6=�7�����"$9.������� !���������=������J
�j��)"�4;<�������_�����B���/.������B;*.����� �u

Jk
if$5 ��n�+���+'Z��.��������U.4)����"�O.����_.FR4.� 21V.�6�1!��Jlt %������<.��������U.4)0�

�����"��.�'/.�12AQ�� !)F.�1��h�4��;D��1V.4��iZ���/.��f !�Fi4�����g�+1!�+;c�+',�����
Jk
.������+R�.�12�/.����"$<���� 2'�>r�&u�.4)+��$��+�� 2R4.��� 2RU�"�����������

���"�� !$5�/.�1�$5 !������ 26������"$p���-�F.4)��<'��Q$���Jj�
���[�0.4��~�����$5 ��=�+���+',�� V.��� 2'�>r���� !�3IZ�/.�',�� 2�aA 
r.�'�$:�����[6=�4��'�$�.���A
)"�4'�$5 2�� !�4'�� 
|;< 2>��,�c6��B)+��;�6��+�����4;c�E.�'�$S�+�����4�d`Y�����4'���JS�
�� !�p !�p6��")F.������B�����B'��Q$�.�1
���"�� !$5�/.�1g !�
)"�4;<�������"$_.4)")"�4��$5 2'�>����p.r�0�+�� !�"�N���s���/.4���"��Rj�����)"�4'����+��R�.��� 2RU�12 2'��F.��� !�z.��� !�4'si,�����-�+R�.�12�/.��� !�4'����s�����
���"�� !$5�/.�1YiZ.�'�$: 2���3$5 !������ 26����� !�4'<���-�����['��,$��"�H���������[�+1!�+;c�+',�FJHe��4�3���� !�3���F.4���4'siU.�'/.�12AQ�� !)F.�1DTZ.4)"�46� V.�'��
.���������"$O�4'�12Ap�h�4�
���4;c��%������d`a�4��$��+����)0���+;c�"�FJH�8�4���"�FRU�+�Fi5�����-�&u�.4)+�
$��+�� 2R4.��� 2RU�"��.����-���}���+'����+��1V.4)"�"$
6ZA@.��������FuQ 2;*.����r�v�4��;���1V.4��i/)"�4;<�����0.��� !�4'/.�1212A@)����F.��=�+�#���<)"�4;<��������J

t ���")"�4'�$@.��������U.4)��E�����"��e � .��������FuQ 2;*.��� !�4'��-���j�����o$��+�� 2R�.��� 2RU��JI<-�� 2'�>*.D%������d`a�4��$��+���h�4��M[.���$
�h�4��;D��1V.5i������7>U�+'��+�� !)

(i, j)
�+1!�+;c�+',�# !�g)"�4;<�������"$8.4�

Jk(i, j)(U) ≈ Ri(U + εej)−Ri(U)

ε

M����+���
Ri(U + εej)

���+�����"�0�+'Z���c�����
i− ���q)"�4;<���4'��+',�*��� U

M����+'S�����
j− ���q)"�4;<���4'��+',�O��� U !�7�=�+��������6��"$b6,Ab.B��;*.�121HI,�/.�'Z�� 2�LA

ε
J��
���c.4$5R�.�'Z�0.�>U�c���
���� !�r.��������U.4)��  !�7���/.��o 2�7���"IZ�� 2���"�r�4'�12A

.8�v��'�)+�� !�4'q���|�+R�.�12�/.����@�����_���"�� !$5�/.�1��v�4��.b>� 2RU�+'
U
i�.�'�$S�����+���&�v�4���8.�'ZAS���/.��� V.�1#$5 !�0)+���+�� !�0.��� !�4'

��)0���+;c�r)F.�'B6��7',��;c�+�� !)F.�1212AB$5 ��n�+���+'Z�� V.����"$9M� 2�����4���� 2'��� 2>��Z����j�����o$5 !��)+���+�� !�0.��� !�4'@)0�������+'@'��4�#.�',A
 2'Z���� !)F.����"$O.�'/.�12A,�� !)F.�15�h�4��;D��1V.4��J �'���$5�0.FM�6/.4)�~p !�3 2���H)"������Rn�h�4�3�����M�:��1V.�;< 2'/.�� & G�Ggi����
���"�� !$5�/.�1!�
�/."RU�*���@6=�c)"�4;<�������"$P�4' �F.4)��P�+1!�+;c�+'Z�

T
JOt'��4�����+��$5�0.FM�6/.4)�~  !�r���/.��r�����*�����")+ !�� !�4'P.4)0�� !�+RU�"$

$��+�=�+'�$��-�4'|.*�����4���+�o)0���4 !)"�<���
ε
J7e��4�o�4���7�����46�1!�+;c�Fis.cR�.�12���:���

ε = 10−6 M
.4�o�&uQ�=�+�� 2;c�+'Z�0.�1212A
�h�4��'�$_���p�����FRQ !$��r�����o�4���� 2;*.�1j���"����12�� 2'@���+��;c�g���H)"�4'ZRU�+��>U�+'�)"�:���k�����D�FRU�+�0.�121j�0)����+;c��J

������+�H���")0��'� !IZ���"�H���/.��H)F.�'p6=�[�+;<��1!�TAU�"$<���-)"�4;<�������������
Jk
Rk.������4;*.��� !)�$5 ��=�+���+',�� V.��� !�4'EWvt0�r]

���Q�41!�Fik����� "f !)F.���$ ;c�+�����Q$nif.�'�$ �����8Wv���/.����0�T] �[���FA5$��+'l����$�.�����JbKL' � K ��� ��� �aiH.�121[�����B.��������U.4)0���"�
;c�+'Z�� !�4'��"$� 2'����� !�r���")+�� !�4'�.����p',��;c�+�� !)F.�1212A|)"�4;<�/.����"$nJ<Ka�o���"����12���r���/.��o�����<)"�4;<�����0.��� !�4'/.�1N)"�����
����%������d`a�4��$��+�De � ��)0���+;c�"�o !�o)"�4;<�/.��0.�6�1!�cM� 2�������/.��r����.�'/.�12A,�� !)F.�1N)"�4;<�����0.��� !�4'��Fij.�'�$b���/.��o�����
'��4'�12 2'��F.��o)"�4'ZRU�+��>U�+'�)"�p�46��0.� 2'��"$86ZA_���� 2'�>O%������d`a�4��$��+�7e � .��������"u5 2;*.��� !�4'� !�.�12;c�����- !$��+'Z�� !)F.�13���
���/.��#�46��0.� 2'��"$9���� 2'�>*.�'/.�12A,�� !)F.�1�TZ.4)"�46� V.�'��FJ

KL'b�����p'Z��;c�+�� !)F.�1����"����12���o1V.����+�o���+���4�����"$nisMN�<�/.FRU�p�����"$b6��4����.�'/.�12AQ�� !)F.�1N.�'�$�e � TZ.4)"�46� V.�'��
�h�4�
%������d`a�4��$��+�� <��0� �0)����+;c�"�Fi/.�'�$9eK� TZ.4)"�46� V.�'��g�v�4����")"�4'�$Q`a�4��$��+�#� <��0� �0)����+;c�"�FJ
� �28�13��� � � � ����� �A> � � CAF$FI3 6���C 5769B:>�
 �4C���B �?67C > � 
�<�< /=< 5� BG8 @ C�
�<2B � 5 <?> <?/0FD3 B�� < 8�
 /!<�C:>�6 > � 5�EC 5
5� <��4C ��B �?69C:>,/!C 5 
A6�
-6 @�>DB 5 < 
AFD3 6�� 6 573 �-@?5%B�
�< 8�
�� 1E5 B:>�3 �-CAF$FI3 6%< 8 5%B �:< �.5%B�
A@ �%14@A6 > � � 
�� ����< 5�8 <�
?6���C �
576� <A@ � H
6 5� 6 > C:> 6 5 < 
 C 576� <�@.B:3��:<�
 � �#B:H <�� <�
�
 CF 
�< ��B:>I8:6 5769B:>�6 > � /!C 5 
?6�
 6;@�5%B �.B�
A/=< 8 
214@A1�C:3 3 �

�<A@ B�
 576 > � 5%B 3 B:H � B�
 8 <�
 /=< 5�EBG8:@ � ��B�
 � � /=< 5�EBG8:@ 5� 6;@ CAF$F 
 BGC�� �(6;@+'A14@?576 � < 8 � � 5� <2H
678 < 
 @?5 < > �
� 6 3�B �	� 6 ��� � B�
 8 <�
=/!<.5�EBG8 @�� ��B�
 � � � � /=< 5�EBG8:@�
 6 >�@?5 <�C$8�
 5� < �4C���B �?69C:> � 
�<�<-CAF$F 
 BGC���� 6;@ .14675 <
 1�<A@?5769B:>DC �?3 < 
�@A6 > ��< � 6 ��� � B�
 8 <�
 @ ��� < /!<?@�� C�� <#5� < @.C:/=< ��B:/0FD1 5%C 5769B:>DC:3 @ 5 <?> � 6 3�B ��3�B H � B�
 8 <�
#B:> <A@



� ��? � � � �	� � � ��� ��� ��� � ��� ��� � � ��� 	 	 � � � � � � � � � ����� � ��� ��� 	 ����� �

� C 3 5�EB 1�� � 5� < � /!C�� ��<�/!B�
 <,< 
?F�<?>�@?6�� < 5%B ��B:/0FD1 5 < ��� �'< �EC�� <�>DB 5 ��B:>�@?678 < 
 < 8 �EC���B � 67C:> � ��
 <�<
/=< 5�EBG8:@ 6;>,5� 6;@�H+B�
	�

�'��+ � � &'�
Ψ
��� � �)� 0 � � 	 ���	�

�'�)"�������
;*.����� �u*.�'�$p�������� 2>��,�d`Y�/.�'�$Q`a�� !$�����HW�=�J���@U]k�/."RU�g6��"�+'<�h�4��;c�"$ni,.-12 2'��F.��N��AQ�����+; �/.4�f���o6��
���412RU�"$<.��H�F.4)��<�����+��$���`Y�� 2;c�������+�

k
Jkt )-�+M����4'5`a�7��A,1!�TR�;c�+�����Q$c.4$��4�����k�v�4�k���� !�3�������=������.�7��AQ1!�FR

.4)")"�+1!�+�0.��� !�4'������Q)"�"$5������Wv����)0�w.4� ;7� �#G[X�]&JHt#12�����4��>��q 2'����� 2'�)+ 2��1!�_�����_;*.����� �uS���-�����@��AQ�����+;
'��"�"$��H'��4�H���-6=���&uQ��12 !)+ 2��12A��v�4��;c�"$@W};*.����� �uQ`h�v���"�
;c�+�����,$/]&iZ 2�k;*.FA�6=��)"�4'ZRU�+'� !�+',�����-�h�4��;  2�#W}6��+ 2'�>
�+'��4��>��b;c�+;c�4��AE�����4�0.�>U�<.FR4.� 21V.�6�1!�T]&is.��71!�F.4���- ��N�4'��:M� !�����"�-����.�����12Ab.�12>U�+6��0.� !):�����")"�4'�$5 2�� !�4'��+���FJ
-�+���7MN�7M� 2121n'��4��)"�4'��� !$��+�g���+���7;*.����� �uQ`h�}���"�7;c�+�����Q$��FJHKL'�$��"�"$ni��4���������0.����+>�A� !�
���p�����o.cXQ)��ZM
.���\
�4��XQ)��,���r�����")"�4'�$5 2�� !�4'��+��W}12 2~U�p�������0�� 2',�����,$5��)"�"$| 2'|)��/.������+�C�U]# 2'������<)"�4�������<���[�����:�0�412���� !�4'����
�����2)�+M����4'� 2���+�0.����"�76,AE�7��AQ1!�FRE;c�+�����,$��FJD�
���p���"����12�� 2'�>@.�12>U�4�� 2����;  !�7)F.�121!�"$

Ψ
)�DX WYXE���0.�'�$��

�h�4�cXQ)0�ZM
.���\8�4�OXQ)0�Z���z] �g���"��if�v�4�< 2'����0.�'�)"��i�� & �o� ����i3�o�DX���� �ai�� )-t�{ � ���5i & � � ���5i0;o�E��� ���5i
;7�o�DX���� �}]&J��
���7�/.��0.�121!�+1� !�������"�#���k�����7���"����12�� 2'�>O��)����+;c�DM� 2121s6��r.4$�$5���"�0���"$B 2'9)��/.������+� �5J

� ��� ���	�
αΨ

��� � 0T� � � � � �7� 

�
���
Ψ
)�DXO.�12>U�4�� 2����;C.�121!�FMg�[�����7���412���� !�4'����s�����46�1!�+; W�=�J����U]&i5���"����12�� 2'�>��v���4; .����/.4)"�-$5 !��)+���+�� !�0.^`

�� !�4'O�4'�.o>� 2RU�+'*;c�"���siZ�0.FA T (0) J3���r 2;<�����TRU�#��������412���� !�4'OI,�/.�12 2�aA*.�'�$*���r�4���� 2;< !���#�����#)"�4;<�����0.^`
�� !�4'/.�1����"���4����)"�"�Fi5.^`Y���������+�� !�4�� n.4$�.����0.��� !�4'B)+AQ)+1!�"�
.����#)"�4'��� !$��+���"$nJ��
�� !��;c�F.�'��N���/.��Fi�.^�}���+�[)"�4'ZRU�+�d`
>U�+'�)"�:�4'9������ 2'� 2�� V.�1j>��� !$ni������r;c�"��� T (0)  !�-.4$�.������"$8�4'����4�-���+RU�+�0.�1k�� 2;c��i��h�4121!�FM� 2'�>@.4$�.����0.��� !�4'
)+�� 2���+�� V.5i3.4�o$��+�0.� 21!�"$| 2'|���")+�� !�4'�=�J �5J ��J<t
�:.4$�.����0.��� !�4'�)+AQ)+1!�

i
in�����c���412���� !�4'

U(i) )"�4�����"���=�4'�$5 2'�>
���:�����7���412���� !�4'_���������-�����+��$���`Y���0.�'��� !�+'Z�#�����46�1!�+;C�4'������-;c�"��� T (i−1) i, !�
������m��")+���"$��4'B�����-;c�"���
T (i) i�.�'�$_�����+'9�����"$@.4�#.p���0.����� 2'�>*�0�412���� !�4'_�v�4�#�����46�1!�+; W�=�J����U]&i�$5 !��)+���+�� 2\F�"$E�4' T (i) J

)-�4���r���/.��7$5 ��=�+���+',�-���/.4)"��$5 !��)+���+�� !�z.��� !�4'E���")0��'� !IZ���"�7)F.�'86��D�����"$E.��-$5 ��=�+���+',�;c�"�����"�7.4$�.��5`
�0.��� !�4'�)+AQ)+1!�"�TJKL'9>U�+'��+�0.�1Yi=M[�����0.����7M� 2���E%������d`a�4��$��+�o��)����+;c�"�7�4'b'��4'5`L.4$�.������"$8;c�"�����"�Fi������+'8MN�
������'l���b���")"�4'�$Q`a�4��$��+�*��)0���+;c�"�<�4'�.4$�.������"$l;c�"�����"�FJ|�
���O%�'/.�1#.�12>U�4�� 2����; =�J �5J ��M� 2121�6���)F.�121!�"$
αΨ

)�DX�J



� � � � � ���
αΨ
� � 	 � ��� � � ������� � ���

� *���	-� � �� �8 � � � ��� �
αΨ

��� � � �
�������
	�����������($"4 T (0)

&+�@?
4����($.���3$�!�� ��!��"�- $
��� %�!6� �
 W(0)

/0�21(� � i = 0, . . . , ���

SL�W$
���
���5!�4��5�� :���������� ��� �(=,�����
&������

S
dU(i)

dt
+ R(U(i)) = 0 � �"!�4 U(i)(t = 0) = W(i)

���($�%��
!���(-�	.������!�4��3$"����/
�5'��.$(/����
!���$
� !6� �
3�
 T (i) )
� � �"	�!�4��B$.���
%�!��
� �4���$ !�4��,'(��$��"���
'3��/�/�%�����/�A 8�� !�� �<)
EG� �
'(�
��! T (i) !���� &�!����" T (i+1)

H<�W$
� !
W(i+1) �($�!�4��5�����
	���/�!6� � 7�.	

U(i) �
 T (i+1)

'<�2=.�'�1(�
�

�'��)�� � �� +� �#0 ��� � ����* �! " ��*�& � ( 0 �'� 0 ��� �! 

�'������g�����*;*.� 2'S.4$5R4.�',�0.�>U�"�<���g��'���������)+�������"$P>��� !$��: !�D�����+ 2�p)F.��/.�6� 212 2�aA ���8.4$�.����p$5A,'/.�;< !)F.�1212A
�����;c�"���*6,A<1!�,)F.�12 !���"$O���&%�'��+;c�+'Z� ��$��+���&%�'��+;c�+',�$5���� 2'�>p�����#)F.�1!)+��1V.��� !�4'B�����+'��/.�'�)"������-���412���� !�4'
.4)")+���0.4)+A�.�'�$����@�4���� 2;< !�0�c�����c)"�4;<�����0.��� !�4'/.�1[�� 2;c��JO�8�"��� .4$�.����� !�4'  !�D.BRU�+��A|.4)+�� 2RU�c���"�0�F.���)��
%/�+1!$��Q�����g���F.4$��+�N !�����&�h�+�����"$c��� � �f�+� ��?�iZt � ����i ��X���� �/�h�4�N.r)"�4;<��1!�+��������"���+'Z�0.��� !�4'_���n�����#����65md�")+�FJ
�
�� !�D�0�")+�� !�4' �4����12 2'��"�������c;*.� 2'�12 2'��"�����������<;c�"���P.4$�.����0.��� !�4'S.�12>U�4�� 2����;c��MN�c�/.FRU�c�����"$nJB�
���
�/.��0.�121!�+1s !�������"�����+1V.����"$_���<�/.��0.�121!�+1s;c�"���E.4$�.����� 2R, 2�LABM� 2121s6��-�h�4��'�$_ 2'@���")+�� !�4' �5J��5J�@5J

�
���[>U�U.�1����/;c�"���c.4$�.����0.��� !�4'< !�3���- 2'�)+���F.4���[������.4)")+���0.4)+A:���������[�0�412���� !�4'<�����,)"�"���k6,AD���"$5��)+ 2'�>
�����-;c�"���_�� 2\F�-M����+'_'��"�"$��"$ 
c���Z���
 2'�)+���F.4�� 2'�>c���412���� !�4'9.4)")+���0.4)+AUi�M��� 21!�;< 2'� 2;< !�� 2'�><�����7'Z��;D6=�+�
�����+1!�+;c�+',���3M����+���N�����
���412���� !�4'p !�H.�12���F.4$5A�.4)")+���0.������+'��4��>�� 
o���Z���H�4���� 2;< !�� 2'�>7�����
)"�4;<�����0.��� !�4'/.�1
���"���4����)"�"�FJ

�
���:%������r�����+�� 2'�.�;c�"����.4$�.����0.��� !�4' .�12>U�4�� 2����;  !�7���B1!�Q)F.�1212A8���&%�'��<�����p;c�"����.4)")"�4��$5 2'�>@���
���4;c��)+�� 2���+�� V. �[�����"���O)+�� 2���+�� V.8���0�"$ �����4��1!$P6=��.4�:)+1!�����_.4�:�����0�� 26�1!�*���E�����B�+�����4�<�"���� 2;*.��� !�4'��<���
�����r��'�$��+��12AQ 2'�>O$5 !�0)+���+�� !�0.��� !�4'E��)0���+;c��J
e��4�#�����D;c�"���E.4$�.����0.��� !�4'8�����,)"�"$5�����"�-$��+RU�+1!�4���"$9���+����i�.
�����0.����+>�A�6/.4���"$_�4'9.�' C ��F B @?5 < 
A69B�
?6[�+�����4�g�"���� 2;*.����rM����+���o�����o)"�4;<�������"$_���"�� !$5�/.�1����k�����r���412���� !�4'
R(Uk)

 !�#�����"$E����$��&%�'��D�����:�+�����4��/.4������FRU�"$8���O6��D���46������o.�'�$@�����")+ !���D�v�4�- 2'ZRQ !��)+ !$ �/�FMg�o.�'�$
�h�4�H���0.4)�~Q 2'�>D$5 !��)"�4'Z�� 2',�� 2�� !�"�FJ��
���"�0�����412���� !�4'c6/.4���"$c)+�� 2���+�� V.r�+R4.�12�/.����������[�h�4121!�FM� 2'�>DRH$5 ��n�+���+'�)"�g�4'
�����#�"$5>U��i,>��0.4$5 !�+'Z�
�4'c������"$5>U��i ���5u<�������4��>��������g�"$5>U��W}���,M� 2'�$�.�'�$O$��FM�'ZM� 2'�$/]&i�.�����12 !�"$O�4'*�����
���+'��� 2�� 2RU��R�.��� V.�6�1!�"�Fi=����)��|.4�-������$��+'��� 2�aAUi=�����������"����������i������D1!�Q)F.�13�8.4)0�8',��;D6=�+�r�4������:�+'Z�����4�,AUJ
������+�#)+�� 2���+�� V.O.����76/.4���"$@�4'@>U�"�4;c�+���� !)F.�1kIZ�/.�',�� 2�� !�"�Fi5�h�4�g 2'����0.�'�)"�o�����r.�6����412�������"$5>U�71!�+'�>����si������
���+1V.��� 2RU�p�"$5>U�:1!�+'�>����8M� 2���b���"���=�")+�7���*'��+ 2>��,6��4���� 2'�>E�+1!�+;c�+'Z���Fis.�'�$8������>U�"�4;c�+���� !)F.�1H�v�4��;?���������
�+1!�+;c�+'Z���pWv���412 !$@.�'�>�1!�T]&J



� ��@ � � � �	� � � ��� ��� ��� � ��� ��� � � ��� 	 	 � � � � � � � � � ����� � ��� ��� 	 ����� �

<-�� 2'�>r�4'����4�f.7)"�4;D6� 2'/.��� !�4'����������"����)+�� 2���+�� V.5iZ;c�"���<���&%�'��+;c�+'Z�N.�'�$<$��+���&%�'��+;c�+',�[�4�=�+�0.��� !�4'��
.����[���+�d�h�4��;c�"$nJ3�
���+'siZ.�'<�4���� 2;< !�0.��� !�4'c�����+�:�h�4121!�FMg�Fi�6/.4�0�"$:�4'p>U�"�4;c�+���� !)F.�1������4�=�+���� !�"�H���������
)+���d`
���+'Z�N;c�"���siU���r 2;<�����FRU�-���4;c��;c�"���*I,�/.�12 2�aAp�/.��0.�;c�+���+���NM� 2�����4���[.��n�")+�� 2'�>D������;c�"���*)"�4'�'��")+�� 2R, 2�LAUJ
�
���"���o���/.4�0�"�#.����7�h�4121!�FMN�"$96ZA����+�/.����� 2�� !�4'si����"�4��$��+�� 2'�>B.�'�$_���+'Z��;�6��+�� 2'�>�J

.I	��J1D*�� �J7  � ��� ���28��9���

�
���O1!�,)F.�1[;c�"���P���&%�'��+;c�+'Z�c.�12>U�4�� 2����; )"�4'��� !�����: 2'����"���� 2'�>8�������"$5>U�"�:���.�'l�&u5 !���� 2'�>E;c�"���l.�'�$
$��")+ !$5 2'�>7M����+�����+�j�����+Ao�/.FRU�[���g6=������12 2�3�4��'��4�FJkek 2�����Fi������N���+1!�")+���"$:)+�� 2���+�� !�4'��}��'�)+�� !�4': !�j�+R�.�12�/.����"$
�4'l�����B�+'Z�� 2����;c�"���sJ & .�121
���� !��%/�+1!$PR4.��� V.�6�1!�

c
J�t 1!�TM
`D�4���� 2>��5`Y�/.4�0�:%�12���+�: !�c.�����12 !�"$l�4'l�����

���412���� !�4'9%/�+1!$
c
J �s�+�

ĉ
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 !�g)"�4;<�������"$ni/M����+��� F(ĉ)
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• �����o���,M� 2'�$ ���5u_��� ĉ �������4��>��@�����r�"$5>U� �

• �����r$��TM�'ZM� 2'�$ ���5uB��� ĉ �������4��>��9�����r�"$5>U��J
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FALCON. P_S using 8 processors.
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