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Abstract

In this thesis, an original law of adhesion is developed and then coupled to the
classical law of unilateral contact with threshold friction, in order to study the
phenomenon of fibre/matrix debonding in composite materials.

This tribological law is developed within the framework of standard generalized
materials adapted to interfaces. Thus, the law is derived from a free energy po-
tential W, and a dissipation potential ®.. The adhesive interface is interpreted
as a bundle of links connecting the two contact surfaces. Each link is assumed
to have a plastic behavior with softening and damage, caused by stretching, to
represent the loss of adhesion. An internal variable ¢g* measuring an irreversible
adhesive gap is introduced and associated by energetic duality to an adhesive
stress p®. The ranges of g* and p® are limited by two characteristic constants of
adhesion, gy, and pys respectively. pys is the maximum adhesive tension below
which the links remain elastic. Above this limit, debonding and damage of the
links occur as g“ increases. Once g* reaches the value g);, total rupture of the
adhesive bond occurs.

This adhesion law is then mounted in parallel to the contact and friction laws
into a unique law. The law is regularized using either the approximate penalty
method or the exact augmented Lagrangian method, in option.

The regularized laws are implemented in a node-to-node contact element of the fi-
nite element code TACT. The adhesive force is computed by means of a predictor-
corrector with projection algorithm for integrating the evolution of g%, and the
relevant Jacobian tensors required for the resolution of non-linearities by the ite-
rative scheme of Newton are calculated. This is accomplished for the penalty and
the augmented Lagrangian regularizations.

A traction test of a glass/epoxy interface in the normal direction is designed and
used to experimentally determine the parameters py; and gy, of such an interface
(par directly and gy indirectly).

Numerical simulations of adhesion between a rigid punch and an elastic half-space
enable the comparison of the proposed model of adhesion to the classical theories
of adhesion. A numerical simulation of the standard pull-out test of a fibre em-
bedded in a matrix is then performed, and the numerical shear distribution along
the interface is compared to the analytical one existing for this experiment. The
results are in good agreement with existing ones. Finally, a crack propagation in
a fibrous composite is simulated.

Key words : Contact Mechanics, Friction, Adhesion ;
Numerical Methods, Finite Element Method, Augmented Lagrangian Method ;
Continuum Mechanics, Composite Materials, Debonding, Crack-Bridging ;



Résumé

Afin de mieux comprendre la résistance a la rupture des matériaux composites
fibreux, notamment les phénomenes de décohésion a 'interface fibre/matrice et
de pontage des fissures par les fibres, un modele d’adhésion couplé au contact
avec frottement est ici développé.

La loi d’adhésion introduite s’inscrit dans le cadre des matériaux standards
généralisés étendu aux interfaces. Ainsi, cette loi d’interface dérive d’un potentiel
d’énergie libre W, et d'un potentiel de dissipation ®.. L’adhésion est modélisée par
des filaments reliant les deux faces en contact. Le comportement de chaque fila-
ment est de type plastique avec écrouissage négatif afin d’introduire un étirement
endommageant des filaments représentant la perte d’adhésion. g® est une va-
riable interne introduite mesurant un écart adhésif irréversible, et on lui associe
par dualité énergétique la contrainte adhésive p®. Le rayon d’action de g* et de
p® est limité par deux constantes, respectivement gy; et pys, caractéristiques de
I’adhésion. pj; est la contrainte seuil adhésive en desssous de laquelle les filaments
restent élastiques. Au dela de ce seulil, il y a décohésion avec endommagement des
filaments, et la variable g® évolue. Lorsque g atteint la valeur gy, il y a rupture
totale du filament.

Cette loi d’adhésion est ensuite montée en parallele avec une loi de contact avec
frottement pour former une seule loi constitutive. La régularisation de la loi est
effectuée en utilisant soit la méthode approchée de la pénalité soit la méthode
exacte du Lagrangien augmenté, au choix.

La loi d’adhésion-contact-frottement régularisée est mise sous la forme d’un algo-
rithme numérique qui est ensuite implanté dans I’élément contact noeud-a-nocud
du programme d’analyse mécanique TACT. L’algorithme comprend le calcul des
efforts adhésifs, évalués par un prédicteur-correcteur avec projection représentant
la loi d’évolution de la variable g%, ainsi que le calcul des tenseurs Jacobiens
nécessaires a la résolution des non-linéarités par la méthode itérative de Newton.
Ceci est effectué pour la pénalité et le Lagrangien augmenté.

Une expérience de traction d’une interface verre/époxyde dans la direction nor-
male, a été mise au point afin de déterminer expérimentalement les parametres
par et gy d’une telle interface (pys directement et gy, indirectement).

Des simulations numériques d’un poingon rigide sur un demi-espace élastique
permettent de comparer dans un premier temps la loi d’adhésion proposée aux
théories classiques de 'adhésion. Ensuite, un essai d’arrachement d’une fibre
noyée dans une matrice est simulé et étudié en rapport aux méthodes analy-
tiques associées a cet essai. Pour finir, la simulation numérique d’une fissure se
propageant dans un composite fibreux est effectuée.

Mots clés : Mécanique du Contact, Frottement, Adhésion ;
Mécanique des Milieux Continus, Méthodes Numériques ;
Méthode des Eléments Finis, Méthode du Lagrangien Augmenté;
Matériaux Composites, Décohésion, Pontage de Fissures;
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Position du probleme

1.1.1 Quelques éléments de mécanique des contacts

Le fonctionnement de la plupart des systemes mécaniques repose sur le contact
entre les diverses pieces qui les constituent.
“La mécanique des contacts s’attache a décrire la relation géométrique (mouve-
ment relatif), 'interaction statique (action-réaction) et la loi mécanique (tribo-
logie) entre deux solides proches ou contigus qui s’attirent ou se repoussent.”
(d’apres [23])
Dans la plupart des cas, le contact peut étre simple, normal, unilatéral (Fi-
gure 1.1 a)), voire couplé a d’autres phénomenes tangentiels tels que le frot-
tement (Figure 1.1 b)). Des applications comme les disques de freins, les em-
brayages, les pneumatiques, les systémes poulie/courroie sont quelques exemples
répandus en mécanique dont le fonctionnement est assuré par frottement 1.
Ces phénomenes apparaissent aussi dans les processus de fabrication industriels
comme l'usinage ou le formage des matériaux.
Cependant, dans de nombreuses situations, le contact avec frottement peut aussi
s’accompagner d'un troisitme phénomene tribologique appelé adhésion (Fi-
gure 1.2). Mécaniquement, on peut dire qu’il y a adhésion entre deux solides
si simultanément :

a) ils ne peuvent se séparer en dega d’un certain seuil de traction (Fi-

gure 1.2 a)),
b) ils ne peuvent glisser I'un par rapport a 'autre en dec¢a d’un certain seuil
de cission (Figure 1.2 b)).

'En comparaison avec d’autres mécanismes (clavettes, butées, engrenages ...) régis par
contact unilatéral dont le fonctionnement est dit assuré par obstacle.

1
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Fi1G. 1.2 — Graphes du contact et du frottement avec adhésion. s, et s; sont les seuils
d’adhésion normal et tangentiel, respectivement.

Contrairement au contact et au frottement, notons que ’adhésion fait intervenir
des processus physico-chimiques au niveau de l'interface entre deux corps. Les
forces de contact normal (non-pénétration) et de frottement sont présentes, dues
a la nature méme des deux corps et a leur rugosité de surface. Pour que des
forces adhésives apparaissent, il faut que la constitution atomique de la zone de
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contact soit de plus modifiée 2. 1l faut a ce titre faire une nette différence avec
les phénomenes adhésifs liés au frottement, et que nous appelerons adhérence
(Figure 1.1 b)). Du point de vue mécanique, on peut dire qu’il y a adhérence
entre deux corps en contact s’ils ne peuvent glisser I'un par rapport a l'autre en
dega d’un certain seuil de cisaillement proportionnel a la force de contact.

De plus, nous restreignons le cadre de cette étude a une adhésion irréversible en
supposant que les liaisons adhésives, une fois rompues, ne peuvent se régénérer,
ce qui est le plus fréquent.

L’adhésion se rencontre dans de nombreuses applications ou interviennent des
adhésifs ou des colles, et cela dans des secteurs tres divers et a des échelles
variables, notamment entre la matrice et le renfort dans les matériaux compo-
sites.

1.1.2 Meécanique de la rupture des matériaux composites
Généralités

Un matériau composite est un matériau constitué de deux phases clairement
discernables, de natures tres différentes et aux fonctions complémentaires :

— la matrice [égere réalisant la continuité et assurant la cohésion,

— le renfort rigide apportant une résistance mécanique supplémentaire a
I’ensemble.

Ayant des propriétés mécaniques exceptionnelles, notamment grace a leur rapport
rigidité/masse, les matériaux composites remplacent les métaux dans un nombre
croissant d’applications (automobile, transport aérien et maritime, aérospatiale,
accessoires de sport...). En regle générale, un composite est fabriqué par in-
corporation du renfort solide (fibres de verre, dans ce qui suit) dans la ma-
trice liquide, suivi de la solidification de la matrice. L’incorporation s’ac-
compagne de réactions physico-chimiques a l'interface (adhésion/décohésion) et
la solidification entraine une force de serrage de la matrice autour de fibres
(adhérence/glissement). On peut souligner dés a présent que U'interface joue un
role clé dans le comportement du matériau. C’est aussi une région ou le contact
avec frottement se retrouve couplé a 1’adhésion.

Hull [64] présente une synthese complete des matériaux composites. Les pro-
priétés, le comportement mécanique, les procédés de fabrication de tels matériaux
sont actuellement bien maitrisés (Gibson [48], Daniel et Ishai [29], Berthelot [9],
Christensen [17]), ainsi que leurs méthodes de dimensionnement pour la concep-
tion (Gay [45]). Cependant, due & la présence du renfort, la rupture des matériaux
composites est moins bien connue car elle differe de celle des matériaux classiques.

2I’adhésion peut étre crée notamment par adsorption thermodynamique, par électrostatisme
ou par réaction chimique au niveau de l'interface.
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Fissuration d’un composite

Considérons un matériau composite fibreux unidirectionnel soumis a une charge
de traction et dont la matrice contient une fissure préexistante perpendiculaire a
la direction des fibres (Figure 1.3). Au dela d'une certaine valeur du chargement,
la fissure se propage inévitablement dans la matrice. Néanmoins, a I’approche et
au contact des fibres, plusieurs phénomenes micro-mécaniques vont contribuer a
modifier de fagcon générale cette propagation.

Composite fissuré Propagation de la fissure

FI1G. 1.3 — Exemples d’endommagement et de mécanismes de rupture dans un composite
renforcé de longues fibres (adapté d’Anderson [5]). On distingue schématiquement la rupture
et arrachement de la fibre (1), des fibres pontantes (2), le phénomene de décohésion (3), la
rupture d’une fibre (4) et 'endommagement de la matrice (5).

Ainsi, la propagation de la fissure est ralentie suite au transfert de la charge
sur les fibres situées en amont de la fissure par l'intermédiaire de l'interface.
Ceci empéche l'ouverture de la fissure. On dit alors que les fibres pontent la
fissure. Avec I'accroissement de la charge au dela d’un certain seuil, les fibres ne
peuvent plus retenir I'ouverture de la fissure. Plusieurs scénarios peuvent alors
se dérouler, selon les résistances respectives de la fibre, de l'interface et de la
matrice (voir [123],[9]) :
1. Rupture brutale de la fibre (liée a la résistance de la fibre).

2. Déracinement de la fibre qui emporte une couche de matrice (lié a la
résistance de la matrice).

3. Déchaussement de la fibre hors de la matrice (dépend de la résistance de
'interface).

Ce dernier phénomene, aussi appelé décohésion, est celui qui intervient le plus
fréquemment, car l'interface est 1’élément le plus faible dans la plupart des cas.
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Nous comprenons aussi comment la qualité de l'interface donne au matériau
composite une résistance élevée a la rupture et a la fatigue. Du point de vue
énergétique, on peut dire que l'interface absorbe en partie I’énergie qui serait
dissipée par une propagation de la fissure.

Le phénomene de décohésion peut se décomposer en trois étapes :

a) cisaillement élastique entre la fibre et la matrice.
b) rupture de l'interface entre la fibre et la matrice.
c¢) frottement entre la fibre et la matrice.

Tous ces processus ont lieu séquentiellement, avec une force de contact unilatérale,
diie a la pression exercée par la matrice sur la fibre. Il n’est néanmoins pas exclu
que les processus b) et ¢) s’effectuent simultanément. Auquel cas, les phénomenes
de frottement et d’adhésion coexistent au sein de l'interface. Le cas du matériau
composite fissuré est celui qui nous intéresse le plus, car nous étudions 1’adhésion
afin de modéliser plus fidelement le comportement en rupture des matériaux
composites, notamment les phénomenes de pontage des fissures (adhésion) et
de déchaussement (décohésion). La présence des fibres augmente non seulement
le module d’élasticité et les autres propriétés mécaniques du matériau dans la
direction des fibres, mais aussi sa résistance a la fissuration transverse, par la
présence d’adhésion entre la fibre et la matrice. L’adhésion a 'interface joue un
role important pour la fatigue du matériau, notamment puisqu’elle ralentit la
propagation des fissures dans le composite.

Ainsi, pour notre étude, il est nécessaire d’établir un modele d’interface ou les
conditions de contact unilatéral, de frottement et d’adhésion sont couplées au
sein d’une méme loi constitutive 3 (Figure 1.2).

1.2 Etat de ’art

1.2.1 Modeles de décohésion des matériaux composites

Afin de mieux comprendre les processus de rupture dans les matériaux compo-
sites, il a fallu élaborer des modeles qui permettent, dans un premier temps, de
déterminer comment s’effectue le transfert de charge au niveau de l'interface en
vue de comprendre le processus de décohésion.

Le modele shear-lag

L’une des premieres modélisations du transfert de charge a linterface
fibre/matrice a été proposée par Cox [20] (voir aussi [64]).

30n trouve aussi un autre cas ot adhérence et adhésion sont fortement couplés, lorsqu’on
considere les pneumatiques automobiles. En effet, en fonctionnement normal, il y a adhérence
entre la roue et la chaussée. Aux températures élevées, on observe aussi un “collage” des roues
sur la chaussée du a de ’adhésion.
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F1G. 1.4 — Répartition des contraintes lors d’un test d’arrachement d’une fibre d’un matériau
composite, ayant au préalable subi une décohésion partielle de longueur [, par la méthode dite
du “shear-lag”. On distingue a) contraintes axiales de la fibre o b) contraintes axiales de la

matrice o7, et ¢) contrainte de cisaillement interfacique 7; le long de I'interface. (D’apres [73])

m

Il s’agit d’un modele simple, connu sous le nom de “shear-lag”, mais incomplet par
ses hypotheses relativement restrictives. Ce modele suppose tout d’abord une in-
terface parfaite (non-endommageable) et se base sur le transfert d’une contrainte
de traction axiale de la fibre vers la matrice par une contrainte de cisaillement
interfaciale. Combinant cette hypothese avec les résultats de 1’élasticité linéaire
classique, il donne analytiquement la répartition de la contrainte axiale le long
de la fibre et la contrainte de cisaillement interfaciale le long de 'interface, pour
une fibre entierement noyée dans une matrice qui est soumise a des efforts de
traction (Figure 1.4).
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Cette approche a été adaptée par la suite pour des configurations fibre/matrice
plus complexes (Outwater [98], Rosen [112], Dow [32], Greszczuk [50]), se rap-
prochant de celles rencontrées dans les composites (contrainte appliquée sur une
fibre partiellement noyée dans une matrice). Ce modele a aussi été adapté par
Eshelby [34] pour un renfort de forme elliptique.

Combiné a un critere ou seuil de rupture statique (par exemple une contrainte
de cisaillement interfaciale maximale, voir Figure 1.4 ¢)) ou encore énergétique,
ce modele permet de déterminer si il y a décohésion.

Le modele shear-lag a I'avantage d’étre simple, pouvant parfois étre résolu ana-
lytiquement. Son succes est di aussi au fait qu’il se résume a quelques formules
pratiques, directement utilisables industriellement pour le dimensionnement ra-
pide et approximatif d’un matériau composite. Sa popularité résulte enfin de son
lien étroit avec les tests d’enfoncement et d’arrachement qui sont largement uti-
lisés pour caractériser la décohésion des matériaux composites.

Cependant, le modele “shear-lag” ne donne aucune indication sur 1’évolution de
la décohésion et ses mécanismes; c’est la son principal défaut. En effet, il serait
par exemple difficile de prévoir le comportement du pontage d’une fissure par
cette méthode. Les résultats obtenus seraient trop approximatifs et insuffisants
en terme d’évolution spatiale et temporelle.

Pour conclure, ce modele a fait 'objet d’améliorations successives (Hsueh [62]) et
des solutions a des situations toujours plus complexes (Kim et Mai [73]) ont été
trouvées, mais conservant néanmoins les hypotheses simplificatrices du modele.
Plus récemment, 'approche par un critere énergétique pour la prévision de la
décohésion a été complétée par des criteres provenant de la mécanique de la rup-
ture assimilant ce phénomene interfacial & une propagation de fissure (Gao et
al. [44], Zhou et al. [134]).

Mécanique de la rupture

La mécanique de la rupture suppose la présence d’'une amorce de fissure initiale
dans un matériau. Ensuite, la propagation de cette derniere est dictée par deux
types de criteres, dépendant du mode de sollicitation :

— CRITERE EN CONTRAINTE (IRWIN,1957) :

Le champ de contraintes en pointe de fissure est asymptotique, propor-
tionnel a un facteur d’intensité de contraintes (FIC) K, dépendant de la
configuration considérée (notamment la longueur de la fissure), du mode
de sollicitation m = L II,III de la fissure et de l'intensité de la charge
appliquée. Il y a propagation de la fissure (ou rupture) lorsque le FIC
atteint une valeur critique.

— CRITERE ENERGETIQUE (GRIFFITH,1920) :

Le critere se base sur le constat que propager une fissure nécessite de
I’énergie pour la création des deux nouvelles surfaces. Ainsi, il y aura exten-



8 e Introduction

sion de fissure lorsque 'énergie disponible pour propager la fissure atteint
une valeur critique qui représente ’énergie de formation de deux surfaces.
L’énergie disponible est déterminée par la différence d’énergie potentielle
par unité de surface entre le systeme avant et apres I'avancée d'une fissure
(taux de restitution d’énergie, noté G).

Pour des matériaux inhomogenes comme les composites, la prédiction de la rup-
ture s’avere beaucoup plus complexe. Les valeurs des criteres sont mal définies et
la description du champ de contraintes est particulierement ardue. Cependant,
Marshall et al. [84] et McCartney [82] ont remplacé le composite par un milieu
homogene équivalent et ont modélisé I’effet du pontage par une pression appliquée
a la surface de la fissure. Ils ont ainsi pu proposer une condition de fissuration en
se servant de la mécanique de la rupture. D’autres modeles, partant d’une fissure
pontée, avec différents degrés d’endommagement d’interface ont été élaborés, no-
tamment par Budiansky et al. [13]. La lacune principale de I'approche par la
mécanique de la rupture est la méme que celle du shear-lag dans le sens qu’elle
ne donne aucun détail sur le processus proprement dit de propagation de fissure.
De plus, son utilisation est restreinte a une géométrie et a un état de contrainte
donnés. Elle ne différentie pas non plus les spécificités et le type des différentes
interfaces que 'on peut rencontrer. Une synthese complete de I'utilisation de la
mécanique de la rupture dans les matériaux composites est disponible dans [42]
et [113] regroupe une liste d’articles sur I’étude des interfaces.

1.2.2 Modeles d’adhésion

La compréhension du comportement de linterface passe par 1’étude des
mécanismes d’adhésion. Il existe plusieurs théories de l’adhésion. Plusieurs
modeles de zone cohésive * ont été établis, dont les plus significatifs sont
ceux de Dugdale (1960), Needleman (1987,1990), Tvergaard (1990), Michel et
al. (1992,1994), Cangémi et al. [15], Raous et al. [108] et Chaboche et al. (1997).
Il semble dans tous les cas que 'adhésion soit un processus moléculaire, voire
atomique (Kendall [70]).

La théorie de ’adsorption d’Eley (1961)

La théorie de I'adsorption thermodynamique part du constat qu’une petite quan-
tité de liquide déposée a la surface d'un solide adopte la configuration d’une
goutte, les forces adhésives empéchant son étalement. Le degré d’étalement (me-
suré par I'angle de contact formé entre la surface et les extrémités de la goutte)
dépend des énergies libres de surface de chacun des composants et permet de
déterminer 1’énergie d’adhésion de Dupré w. Cette notion est étendue a I’adhésion
entre deux solides et on considere que pour les séparer, il faut fournir un travail
d’adhésion w qui correspond a la quantité d’énergie stockée par unité de surface
a l'interface (Israelchvili [65], Packham [99]).

4décrivant I’évolution des forces cohésives
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La théorie de I’adhésion de Johnson-Kendall-Roberts (JKR) (1971)

En supposant des corps élastiques linéaires et ’absence de forces de frotte-
ment et d’adhésion, le probleme du contact sphere-plan a été résolu tres tot par
Hertz (1881) qui détermina la distribution de pression, 1’enfoncement élastique
d ainsi que le rayon a de la surface de contact ainsi formée. Johnson et al. [69]
constaterent expérimentalement des années plus tard que la théorie de Hertz sous-
estimait ce rayon de contact pour une sphere en verre et un plan en élastomere,
qui du reste ne s’annulait pas avec la charge. Leur séparation nécessitait méme
une force non-négligeable. Ils attribuerent ceci a I’adhésion et formulerent la fa-
meuse théorie de JKR qui consiste a associer le travail d’adhésion a une charge
supplémentaire constante dans une formulation de Hertz. Cette théorie a été
validée ensuite expérimentalement et associée a une technique qui permet d’ob-
tenir le travail d’adhésion entre deux corps (voir Woerdeman et al. [127], par
exemple). A partir des profils de distribution de pression hyperboliques obtenus,
et en se basant sur un critere énergétique de la mécanique de la rupture, no-
tamment en postulant que le taux de restitution d’énergie G est égal au travail
d’adhésion w, ils purent ainsi prévoir la charge de décollement des deux solides.
Leur théorie ne prenant pas en compte les forces d’attraction hors de la zone de
contact, Derjaguin et al. [30] (DMT) proposerent un modele incluant ces forces
adhésives uniquement hors du contact, en conservant néanmoins un contact de
type Hertzien. Maugis [86] [87] proposa alors un modele permettant entre autres
une transition analytique entre les deux approches précédentes.

Le modele d’adhésion de Frémond (1982)

Des formulations plus “locales”, issues de la mécanique des contacts, ont ensuite
permis de retrouver les propriétés macroscopiques et surtout de décrire 1’évolution
du phénomene de décohésion. L’adhésion est un phénomene d’interface. Une
théorie moderne du contact avec adhésion, issue de la mécanique des milieux
continus, est proposée par Frémond [38] [39] [40]. Elle se base sur les conditions
du contact unilatéral de Hertz—Signorini-Moreau et d’une variable interne ( ad-
ditionnelle qui mesure “I'intensité de I'adhésion” localement (Figure 1.5). Cette
variable est régie par une lo: d’évolution au dela du seuil d’adhésion, ce dernier
étant déterminé par le travail de 'adhésion w.

En utilisant le formalisme des variables internes (Coleman et Gurtin [19]), pour
son caractere irréversible, et le formalisme moderne de I’analyse convexe de Mo-
reau [91] [92] [93] [94], pour son caractere irrégulier, Frémond montre que sa
loi constitutive de contact avec adhésion se ramene a une [oi d’état et une lot
d’évolution qui dérivent respectivement d’'un potentiel (non régulier) d’énergie
libre et d'un potentiel de dissipation complémentaire (Germain et al. [47],
Frémond, Lemaitre-Chaboche [80], Klarbring [76]). Le respect des principes
fondamentaux de la thermodynamique, notamment de l'inégalité de Clausius—
Duhem, est ainsi assuré. Un matériau dont le comportement est décrit par les lois
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précédentes est appelé matériau standard généralisé, selon le formalisme de Hal-
phen et Nguyen [52]. Dans cette lignée, la loi de contact unilatéral avec adhésion
de Frémond a récemment été couplée a une loi de frottement non associée de
Coulomb-Moreau ® par Cangémi et al. [16], Cangémi [15], Raous et al. [107] [108].
Enfin, une loi similaire a été utilisée pour caractériser le role de l'interface dans
la fissuration des composites (Monerie [90]).

corps €2

zone adhésive

rupture

interface I MACRO

F1G. 1.5 — Variable interne 8 de mesure de I’adhésion : rapport entre le nombre de filaments
rompus sur le nombre initial de filaments. 5 € [0,1]. 8 peut aussi s’interpréter comme aire de
la zone restée collée sur Iaire de linterface totale (=aire collée+aire décollée). (Adapté de [15])

Nous pensons que le cadre des matériaux standard généralisés mérite d’étre
adopté, notamment pour la recherche d’une loi constitutive découlant directe-
ment d’un potentiel d’énergie libre et d’un potentiel de dissipation.

1.2.3 Traitement numérique

Les solutions analytiques aux problemes auquels on vient de faire allusion sont
rares. Seules des techniques numériques appropriées permettent de résoudre effi-
cacement les systemes d’équations obtenus.

Méthodes numériques en mécanique des solides déformables

Pour résoudre le probleme aux valeurs initiales et aux limites de la mécanique
non-linéaire des solides déformables, on fait habituellement appel aux trois
méthodes numériques suivantes :

1. La méthode des éléments finis (MEF) pour la discrétisation spatiale.
2. La méthode des itérations linéaires (MIL) pour les non-linéarités.

3. La méthode des différences finies (MDF') pour I'intégration temporelle.

®0On doit notamment & Moreau la possibilité d’inclure des phénomenes non-réguliers comme
la plasticité et le frottement dans la classe des matériaux standards généralisés, en choisissant un
potentiel de dissipation convexe, pas forcément différentiable. Ces potentiels non-différentiables
ont été nommés pseudo-potentiels par Moreau.
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Ces trois méthodes sont programmées dans le code d’éléments finis TACT [21]
développé par Curnier [22].

Méthodes numériques en mécanique des contacts

Les problemes de mécanique des contacts se distinguent par la présence de discon-
tinuités géométriques et matérielles (par opposition a I’hypothese de continuité
de la mécanique des solides) entrainant des non-linéarités. De plus, les lois de
contact font intervenir des fonctions a la fois non-régulieres et non-différentiables,
introduisant des systemes d’équations différentielles partielles couplées a des
contraintes d’inégalité. La résolution numérique de problemes de mécanique des
contacts doit étre précédée d'une régularisation du modele mathématique afin de
décontraindre le systeme. Il existe pour cela deux techniques assez répandues :

— LA METHODE DE LA PENALITE (EULER,1744) :

Elle a principalement été introduite par Euler puis Thomson et Tait
(1867) avant d’étre établie par Courant (1927-1962) pour des contraintes
égalités, et étendue par la suite aux contraintes inégalités par Bertsekas
(1975), Rockafellar (1976), et plus récemment Auslender (1986). C’est
la technique la plus simple et la plus populaire. Elle reste cependant
sensible au choix du parametre de pénalité, qui par sa valeur élevée
pose des problemes de conditionnement. De plus, la solution obtenue
est une solution approchée. Elle a été appliquée pour les problemes de
contact avec frottement entre autres par Oden (1980), Curnier et Alart [25].

— LA METHODE DU LAGRANGIEN AUGMENTE (ARROW—SOLOW,1958) :
Comme pour la pénalité, la technique du Lagrangien augmenté a d’abord
été introduite par Arrow—Solow, Hestenes [55], Powell [104] pour les
contraintes égalité, avant d’étre étendue aux contraintes inégalités (Ro-
ckafellar (1974), Fortin [36] [37]). Elle connait de plus en plus de succes
car elle évite les problemes de la méthode de la pénalité notamment par
sa robustesse, son bon conditionnement et surtout sa solution exacte. Elle
est par contre plus compliquée a mettre en ceuvre. Son utilisation pour les
problemes de contact avec frottement est relativement récente (Alart [1],
Alart et Curnier [2], Simo et al. [117] [116], Heegaard et Curnier [54], Pie-
trzak [100], Stromberg [118], entre autres).

1.2.4 Techniques expérimentales

Les techniques expérimentales ont évolué en fonction des modeles. Elles se
résument principalement a trois techniques :
— LES TESTS D’ARRACHEMENT (GRAY,1984; DESARMOT ET AL.,1991 ;
KiM ET AL.,1991; JIANG ET AL.,1992) :

Ce test consiste a provoquer la décohésion a l'interface en arrachant une
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fibre plantée dans une matrice (Figure 1.6 a)). Connaissant la traction
appliquée, on en déduit la contrainte maximale que supporte l'interface
avant décohésion par une analyse de type shear-lag ou un critere de Griffith.

— LES TESTS DE MICRO-INDENTATION (MANDELL ET AL.,1986-1987;
GRANDE ET AL.,1988 ; MARSHALL ET AL.,1987) :

Le principe est similaire a celui du test précédent a la différence qu’il
s’agit d’enfoncer la fibre par une charge en compression appliquée au
niveau de la surface du composite préalablement polie, a 'aide d’un
indenteur(Figure 1.6 b)). On détermine ainsi la résistance de l'interface
au cisaillement. L’analyse des essais s’effectue par un modele de type
shear-lag, combiné a la théorie de la mécanique de la rupture, dont le plus
populaire est celui de Marshall [83], Marshall et al. [85].

— L’ESSAI DE FRAGMENTATION (KELLY ET TYSON,1965) :

La technique de fragmentation consiste a noyer une fibre dans une ma-
trice qui est ensuite soumise a une charge (Figure 1.6 ¢)). En raison de
la différence des déformations a rupture des deux constituants, la fibre se
morcele en fragments, et selon leur longueur, on peut déterminer la fagon
dont la charge est transférée entre la fibre et la matrice. Kelly et Tyson
(1965) ont proposé un modele dans lequel le transfert de charge est limité
par la plastification de la matrice le long de I'interface.

a) ? b) * c)
V.
L s

F1aG. 1.6 — Tests classiques d’identification des propriétés d’interface, avec a) test d’arrache-
ment, b) test de micro-indentation et c) essai de fragmentation.

Le test d’arrachement est le plus courant car c’est la configuration la plus proche
d’une fibre dans un composite, bien que I’essai de micro-indentation soit techni-
quement plus stable. Ce dernier apporte aussi plus d’information, toutefois, sa
mise en ceuvre est relativement complexe comparé aux informations recueillies.
On constate que ces tests, étroitement liés au modele shear-lag et a I’approche par
la mécanique de la rupture, se contentent de fixer des limites mais ne donnent au-
cune indication sur le mécanisme de décohésion & proprement parler (Shetty [114],
Kerans et al. [71], Kuntz et al. [78]).

Un inventaire des tests les plus habituels et des théories relatives appliquées a
des composites fibre de verre/résine époxde a été effectuée par Feillard [35].
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1.3 Objectifs de la these

Le premier objectif de cette thése est de proposer une formulation théorique
cohérente et réaliste de [’adhésion entre deux corps s’inscrivant dans le cadre
de la théorie des matériauxr standards généralisés. 1l s’agira ensuite de coupler
cette formulation avec celles déja existantes du contact avec frottement en une
loi unique. Le deuxieme objectif est de développer des méthodes numériques pour
la résolution des équations formulées, notamment en combinant la technique du
Lagrangien augmenté aux méthodes des éléments finis et des itérations linéaires.
Le troisieme objectif consistera, une fois calibré par des expériences adéquates, a
appliquer le modeéle obtenu a des matériaux composites fibreux, pour une meilleure
compréhension de leur comportement mécanique.

1.4 Plan du rapport de these

1.4.1 Formulation théorique

Dans le chapitre 2, les principes fondamentaux de la thermomécanique des solides
et des contacts (lois de conservation, principes de la thermodynamique et lois de
comportement) seront passés en revue.

Apres un rappel du modele de Cangémi, le chapitre 3 expose le modele d’adhésion
développé, qui s’inspire de la théorie de la plasticité avec écrouissage.

1.4.2 Traitement numérique

La modélisation numérique par éléments finis de la mécanique des solides
déformables est rappelée au chapitre 4.

Le chapitre 5 traite de la discrétisation numérique de la formulation des problemes
de contact avec frottement dans un premier temps, puis de I’adhésion. Des cas
tests de problemes de contact avec frottement et adhésion (tests de validation) y
sont aussi traités.

1.4.3 Identification expérimentale et application aux
composites

Le chapitre 6 expose les techniques expérimentales mises en ceuvre en vue de
déterminer les parametres adhésifs du modele. Apres cette étape de calibration,
dans le chapitre 7, des simulations numériques sont effectuées et étudiées en
rapport avec des théories de ’adhésion et de la rupture des matériaux composites.
Plus précisément, le probleme de 1’adhésion d'un poingon rigide sur un demi-
espace élastique, le test d’arrachement d’une fibre et la propagation d’une fissure
dans un matériau composite fibreux seront étudiés.
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Chapitre 2

Mécanique des solides et des
contacts

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de passer en revue les concepts généraux et les
principes fondamentaux de la thermomécanique des solides et de proposer une
formulation théorique des contacts entre deux solides déformables. La synthese
de la thermomécanique des solides fait I’'objet des quatres premieres sections :

— la thermo-cinématique

la thermodynamique
— la thermo-énergétique
— les lois de comportement

Des études plus détaillées et exhaustives sur la mécanique des milieux continus
et des solides déformables peuvent étre trouvées chez Germain [46], Gurtin [51]
et Curnier [24].

Par analogie, 'essai théorique sur la thermomécanique des contacts des quatre
sections suivantes reprend la méme approche, a la différence que celle ci est
étendue au niveau de I'interface de contact. Les premieres tentatives de considérer
la mécanique des contacts de maniere continue et de I'intégrer dans 'optique de
la mécanique des solides remontent a Hertz (1881), Signorini (1933-59), Fichera
(1964), Duvaut—Lions [33], Kikuchi-Oden [72].

Les résumés qui suivent s’inspirent aussi largement de Zysset [137], Pietrzak [100],
Ramaniraka [106], Stromberg [118], Cangémi [15] et de Curnier [24] [22]. Quelques
remarques et une synthese de la thermomécanique des solides et du contact sont
effectués en fin de chapitre.

15
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2.2 Thermomeécanique des solides déformables

2.2.1 Géométrie et thermo-cinématique
Définition d’un solide

Un corps solide est défini comme un ensemble de particules ou de points matériels
dans un espace donné. Le corps est identifié par sa forme 2 C R? (région de
I'espace qu’il occupe & un instant originel ¢ = 0 donné).
L’état thermo-géométrique originel local est caractérisé par :

— le vecteur position x de chaque particule,

— la température originelle Ty de chaque particule.
L’état originel se résume donc au couple z = {x, Ty} .

Cadre général

En outre, un corps est supposé étre impénétrable pour le distinguer du vide. Cela
se traduit par un domaine 2 non vide (contenant au moins une particule) et
“monocouche” (avec une seule particule par point). Un corps est encore supposé
étre continu. Cela implique un domaine €2 conneze, c’est-a-dire d’un seul tenant.
La frontiére du corps est désignée par I' = 0€). En plus d’occuper 'espace et
d’étre impénétrable, un corps est mobile, donc susceptible de se mouvoir et de se
déformer dans ’espace au cours du temps ¢.

Modes de description d’un solide

Apres avoir subi une transformation, le solide €2 se trouve a l'instant t dans
une nouvelle forme €y, appelée configuration ou forme actuelle transformée (Fi-
gure 2.1).

L’état actuel du corps est caractérisé par :
— la nouvelle position y(x,t) du point matériel x au temps ¢,
— la température actuelle T'(x,t) de la particule x.
La fonction y définit le mouvement du solide, qui transforme 2 en §;, dans
I'espace Euclidien R3. La fonction 7' décrit I’évolution de sa température.
Il existe deux principaux types de description de mouvement :

— une description matérielle ou Lagrangienne : associée a la forme originelle
du corps (2,

— une description spatiale ou Fulérienne : liée a la forme actuelle du corps
Q.

Dans cette étude, nous adopterons exclusivement une description matérielle.
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Cinématique du solide

Les deux variables cinématiques qui jouent un role important en mécanique des
milieux continus sont le gradient de transformation et la vitesse.

La vitesse du solide est définie par la dérivée matérielle (partielle) du mouvement
par rapport au temps :

1) = Sy 2.)

De méme, on définit 1'accélération du solide par la dérivée de la vitesse par
rapport au temps :

J0x,1) = oy x, 0 22)

Pour mesurer les transformations locales du solide, on introduit le gradient de la
transformation (d’Euler) :

F(x,t) = Vyy(x,t) = a%{y(x, t) (2.3)

La déformation dune fibre dx de sa configuration initiale a sa configuration
actuelle dy est donnée par :

dy = Fdx (2.4)

p(x,1)

Configuration initiale

Configuration déformée

€1

F1G. 2.1 — Configurations initiale-de référence et actuelle-deformée du corps €.
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Le mouvement du solide est aussi parfois décrit par son déplacement u(x,t) =
y(x,t) — x. On définit alors de maniére analogue le gradient du déplacement
H(x,t) = Vyu(x,t) = F(x,t) — L.

Les déformations du corps peuvent étre mesurées de plusieurs manieres
équivalentes. Comme F n’est pas invariant lors d’un changement de référentiel
(objectivité), nous introduisons le tenseur métrique matériel de Cauchy—Green
droit :

C(x,t) = FT(x, {)F(x, t) (2.5)

La version normalisée de ce tenseur est la déformation matérielle (Lagrangienne)
de St.-Venant—Green :

E@@:gqqu] (2.6)

Thermique d’un solide

En plus de la température actuelle T'(x,t), on introduit les variables thermo-
cinématiques additionnelles suivantes :

— le taux matériel de la température par rapport au temps :

T@o:%ﬂxw (2.7)

— le gradient de la température :

mew:%ﬂxw (2.8)

2.2.2 Statique et thermodynamique

En mécanique des milieux continus, les lois de conservation suivantes sont pos-
tulées indépendamment de la géométrie et de la nature des matériaux :

— la conservation de la masse,

— la variation de la quantité de mouvement linéaire,

— la variation de la quantité de mouvement angulaire.

Conservation de la masse

“La masse de toute partie w d’un corps §2 reste inchangée pour tout mouvement
du corps.”

Si M(w,t) est la masse de la partie w du corps € a I'instant ¢, alors :

M(w,t) = M(w,0) , Vtel[0,T], YwCQ (2.9)
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FORMULATION GLOBALE :

/pt(x,t)dV: /,O(X)dV , Yte[0,T], YwCQ (2.10)
ou py(x,t) désigne la densité nominale actuelle et p(x) la densité matérielle ori-
ginelle.

Pour un domaine w suffisament régulier (continuité), et un matériau homogene
aux densités continues en x, nous pouvons écrire la forme locale de la conserva-
tion de la masse.

FORMULATION LOCALE :

pi(x,1) = p(x) (2.11)

Variation de la quantité de mouvement linéaire

“Le taux de la quantité de mouvement linéaire 1(w,t) de toute partie w d’un
corps S, a un instant donné t, est égal a la résultante fgr des forces exercées sur
le corps.”

%1@,@ —fr(@,t) , Vte[0,T], YwCQ (2.12)

avec 1(w,t) :/p(X)Y(X, t)dVv.

Les forces externes fg qui agissent sur le corps peuvent étre de deux types (fi-
gure 2.1) :
— les forces volumiques ou forces a distance, définies par une densité volu-
mique de force de volume k(x,t) répartie sur la forme de référence,
— les forces de surface ou forces de contact qui agissent sur la surface frontiere
Ow de w définies par une densité airique de force de contact actuelle
p[x, t, m(x)] réparties par unité d’aire de référence, ot m(x) est la normale
unitaire sortante a 1'élement de référence ds = mdA sur lequel p[x, ¢, m(x)]
est censé agir.
FORMULATION GLOBALE :

[ rectiav+ [ plxtmixaa = [ pxsixod

y (2.13)
Vte[0,T], VwCQ

En écrivant 1'équilibre d’un tétraedre, on montre que p[x, t, m(x)] = P(x, t)m(x)
ou le tenseur P est appelé tenseur de contrainte nominal ou premier tenseur de
Piola—Kirchhoff.

Cependant, P n’étant pas objectif, il est utile d’introduire le tenseur de contrainte
matériel S, aussi appelé second tenseur de Piola—Kirchhoff :

S=F'P (2.14)
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Ce tenseur peut aussi étre pris comme 1’équivalent matériel du tenseur de Cau-
chy spatial défini par t(y,¢,n(y)) = T(y,t)n(y). On montre que T(y(x,t)) =
JHx, )F(x,t)S(x,t)FT(x,t) ot n(y) = my(y) est le vecteur normal unitaire &
la surface dw; de w; a y dans la configuration actuelle €.

Pour des domaines et des densités suffisament réguliers, on déduit la forme locale
de la variation de la quantité de mouvement linéaire.

FORMULATION LOCALE (de I’équilibre des forces) :

p(x)¥(x,t) — Div[P(x,t)] — k(x,t) =0 (2.15)

Variation de la quantité de mouvement angulaire

“Le tauzx de la quantité de mouvement angulaire 1(w,t) de toute partie w d’un
corps €2, a un instant donné t, par rapport a un point donné est égal aur moments

résultants fr par rapport au méme point.”

%T(w,t) = fr(@,t) , Vte[0,T], YwCQ (2.16)
avec

d~ .

Gt = [ ¥iet) A p(s e Dav

et fr(w,t) représente le moment résultant des forces de volume et de contact.

FORMULATION GLOBALE :

?R(G),t) = /y(x, t) A K(x,t)dV +/a y(x,t) A p[x,t, m(x)]dA

_ /y(x,t)/\p(x)y(x,t)dv Ve, T], YocCQ (217)

Pour des domaines et des densités suffisament réguliers, on déduit de (2.15) et
(2.16) la forme locale de la variation de la quantité de mouvement angulaire.

FORMULATION LOCALE (de ’équilibre des moments) :

F'(x,t)P(x,t) = P(x,t)FT(x,t) <+= ST(x,t)=S(x,1) (2.18)

Conditions initiales et aux limites

En plus de ces équations d’équilibre locales, nous avons :

des conditions initiales :

}"(X’ 0)=x } dans € (2.19)
y(%,0) = vo(x)
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des conditions aux limites :

y(x,t) =y(x,t) sur ') x[0,7]
(2.20)
P(x,t)m(x) = p(x,t) sur I, x[0,7]

avec :

Iy, I, — parties de la frontiere 02 sur lesquelles des déplacements,
respectivement des forces sont imposés et telles que :
rLul, cr, ,nl,=9

Toutefois, pour pouvoir résoudre le probleme aux valeurs initiales et aux limites
(2.15), (2.18), (2.19) et (2.20) (obtenir autant d’équations que d’inconnues y et
P), des relations supplémentaires, dites constitutives vont devoir étre introduites.

Formulation faible (principe des travaux virtuels)

Dans l'optique de résoudre le probleme aux valeurs initiales et aux limites par
la méhode des éléments finis et pour disposer d’une formulation théorique plus
générale, nous introduisons la formulation faible des équations d’équilibre aussi
appelé principe des travaux virtuels. Nous définissons 'espace des mouvements
cinématiquement admissibles z satisfaisant les conditions aux limites sur I}, :

Vy={z| z=y su[,} (2.21)

V, étant un sous-espace vectoriel affine, au temps présent ¢ on définit un
déplacement virtuel w (déplacement relatif naissant!) par la différence :

w(x,t) = z(x,t) — y(x,1t)

ou y représente un mouvement réel et z€V,, un mouvement virtuel, nous consta-
tons que w satisfait les conditions aux limites nulles homogenes, c¢’est-a-dire que
les weV sont tels que :

V={w]| w=0 surl,} (2.22)

La fonction w €V | aussi équivalente a une variation de y, est aussi notée Jy.
En multipliant 1’équation d’équilibre des forces (2.19) par w € V, et apres
intégration par parties sur le corps €2, on obtient la formulation variationnelle :

/Q(p(x) y(x,t) — K(x, 1)) - w(x, t)dQ + /QVW(X, t):P(x,t)dQ =
= /(P(X,t) m(x))-w(x,t)dl' , VweV (2.23)

o

(- ) et (:) dénotent les produits scalaires vectoriel et tensoriel, respectivement.

Imathématiquement identique & une vitesse virtuelle w = 5t5f
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Finalement, le probleme peut se résumer de la maniere suivante :
Etant donnés un corps :
QCcR?, o0=T,Ul, |,
des fonctions :
p, P . K

?

des conditions initiales et aux limites :

y(x,0) =x }
dans €
y(x,0) = vo(x)
y(x,t) =y(x,t) sur I, x [0,7]
P(x,t)m(x) = p(x,t) sur T, x[0,T]

Trouver le mouvement 'y tel que :

Vtel0,T] , VweV
/Q w(x, 1) - (p(x) §(x, 1) — K(x, 1)) dO (2.24)

—l—/VW(X, t):P(x,t)dQ = /W(X, t)-p(x,t)dl’

Q

L’équation variationnelle (2.24) peut aussi étre dérivée de 'équation de la varia-
tion de I’énergie.

2.2.3 Thermo-énergétique

En plus des lois de la mécanique précédentes, les principes de la thermodyna-
mique doivent aussi étre respectés :

— I’équilibre de I’énergie (premier principe)

— l'inégalité de 'entropie (second principe)

Principe de “conservation” de 1’énergie

En général, la déformation d'un solide n’est pas un phénomene purement
mécanique; elle peut aussi étre par exemple introduite par un échauffement
ou une variation de la température. De méme, une déformation peut engendrer
des effets thermiques si le comportement du matériau constitutif est inélastique,
irréversible. La prise en compte de ces phénomenes nécessite I'introduction de
nouvelles notions : énergie interne et chaleur.
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Premier principe : “La somme des taux d’énergie cinétique et de [’énergie interne
de toute partie w d’un corps ), a un instant donné t est égale a la somme de la
puissance des efforts extérieurs et du flux de chaleur.”

%(K(w,t} + E(w,t)) = P.(w,t) + Q(w,t) , Vtel[0,T], VwCQ
(2.25)

Les différents termes de cet équilibre sont :

— I"énergie interne :

E(w,t) :/,o(x,t)e(x,t)dv

ou e(x, t) est la densité d’énergie interne spécifique par unité de masse dans
la forme de référence.

— I"énergie cinétique :
1
K(wt) =5 [ e ) 30x.0) 300V

— la puissance des efforts extérieurs dus a k(x, t) et p[x, t, m(x)] sur la surface

ow :
P.(w,t) = /r.:(x, t)-y(x,t)dV +/a plx,t,m(x)]-y(x,t)dA

— le taux de la quantité de chaleur échangée avec I'extérieur :

Q(w,t):/r(x,t)d\/—/a qx, t, m(x)]dA

ou ¢[x,t,m(x)| est le flux scalaire de chaleur mesuré par unité d’aire
matérielle dA et r(x,t) la densité volumique de chaleur fournie & w par
I'extérieur (radiations).

— la puissance des efforts internes, par définition :

Pi(w,t) :/P(x, t):F(x,t)dV

En appliquant 1’équilibre de D'énergie a un tétraedre, on montre que
q[x,t, m(x)] = q(x,t) - m(x) ou q est le vecteur flux de chaleur nominal.

FORMULATION LOCALE :

p(E(x, £) = P(x, 1) :F(x, ) + r(x, £) — Divia(x, 1) (2.26)
D’autre part, on peut montrer que la puissance développée par la contrainte nomi-
nale P(x,?) au taux de déformation nominale F(x,?) est égale a celle développée
par la contrainte matérielle S(x,¢) au taux de déformation matériel E(x, ).

On peut donc écrire I'équation de ’énergie locale sous la forme équivalente :

p(x)é(x,t) = S(x,t) : E(x,t) + r(x,t) — Div[q(x, t)] (2.27)
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Inégalité de I’entropie

Pour écrire le deuxieme principe, il faut introduire deux nouvelles grandeurs :
— la température absolue T'(x,t),
— Dentropie S(w, t), fonction de 'état thermodynamique du systeme w .

Second principe : “Pour toute partie w d’un corps §2 et a tout instant t, la dérivée
matérielle de l’entropie S(w,t) contenue dans w est toujours supérieure ou égale
au taux d’entropie N(w,t) fourni par Uextérieur a w.”

d
ZS@ ) = N(w,t) . Vte[0.T], VwcQ (2.28)

En distinguant :
— D’entropie :

a%o:/}@@quw
ou s(x,t) est la densité spécifique d’entropie,
— le taux d’entropie fourni :

o T(X, t) Q[X’ t7 m(X)]
N(w,t) = /w T(x, t)dv a /aw WCM

FORMULATION LOCALE (avec l'équation locale de conservation de ’énergie) :

p(x) [T(x,t)$(x,t) — é(x,t)] + S(x,t) : E(x, )

—q(x,t) - % >0 (2.29)

2.2.4 Lois de comportement

De maniere générale, les lois de conservation et les principes de la thermo-
dynamique développés dans les sections précédentes sont indépendants de la
matiere constitutive du corps déformable envisagé (sauf pour la densité p). Deux
matériaux ayant exactement la méme forme géométrique et soumis aux mémes
sollicitations mécaniques et thermiques peuvent avoir des réponses différentes.
Ceci s’explique par les lois constitutives (ou lois de comportement) qui ca-
ractérisent un matériau. Ces lois sont nécessaires pour déterminer le champ de
contrainte P(x, t). En mécanique, elles relient les variables primales-cinématiques
(déformations) aux variables duales-statiques (contraintes). La théorie des lois
de comportement est due a Truesdell (1952), Noll (1955), Coleman—Noll (1963),
Coleman (1964), Truesdell-Noll (1965), et plus récemment on peut citer entre
autres les travaux de Moreau (1964-1970), Gurtin (1972), et Germain-Nguyen
Son—Suquet (1980).

La formulation des lois constitutives d’une classe de matériaux se doit de respec-
ter certaines hypotheses sur leur structure, notamment les préceptes suivants :
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— ETAT MECANIQUE :

Défini par un ensemble de variables {y,7T,a} décrivant I’état ther-
momécanique du corps (2, avec pour valeurs initiales {x, Ty, ay}.

— CAUSALITE ET DETERMINISME :

Une fonction constitutive C définie pour chaque particule x a chaque instant
t est déterminée par I'histoire de I'état mécanique du corps {2 qui peut se
formaliser par un double développement limité autour des variables initiales
dans la matiere (en x) et dans le passé (en [—oo,7]) :

c=C( y,Vy,V?y ... T,VT,V*T ... a,Va,Va
v.Vy, Vi .. T,VT,V2T .- & Va,Via

y,Vy, V¥ - T,NT,V*T -+ & Vaé, Vi

avec t € [—oo, 7|, T étant l'instant actuel. La fonction C est supposée
suffisamment réguliere dans I'espace et dans le temps, pour les besoins de
cet exposé.

— OBJECTIVITE :

Les lois de comportement doivent étre invariantes dans tout changement
de référentiel, et dans tout changement d’origine du temps. Physiquement,
il est postulé que les propriétés mécaniques des matériaux ne doivent pas
dépendre du référentiel spatio-temporel choisi.

Soit le changement de référentiel y*(x,t) = R(t) y(x,t) + c(t) et le chan-
gement d’origine du temps t* =t — 6 , ou R est un tenseur de rotation, c
un vecteur de translation et # une translation du temps de référence. Selon
I’axiome d’objectivité, la forme des lois de comportement doit rester inva-
riante quand y est remplacé par y* et t par t*.

Les translations de référentiel réduisent les dépendances des positions y a
des différences y — y’. Cela exclut une dépendance explicite de y,y,¥y,....
Le changement d’origine du temps réduit les dépendances du temps t a
des différences ¢ — ¢/, qui sont elles-mémes exclues compte tenu du non-
vieillissement des matériaux considérés.

C=C( Vy,V¥ --- T,VT,V?*T --- a,Va,Va
Vy,Viy .- T,VT,V2T ... @&, Va,Via

vy, V% .. T,VT,V?T .- @&, Va,Via

;%)
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La rotation impose une restriction supplémentaire qui sera satisfaite
ultérieurement en remplagant la déformation et la contrainte nominales
F — P par leur contreparties matérielles E — S.

— INVARIANCE MATERIELLE-SYMETRIE :

Les lois de comportement doivent étre invariantes dans un certain groupe
de transformations particulieres ou groupe de symétrie G du matériau.
Ce groupe G est tout le groupe unimodulaire pour les fluides. C’est un
sous-groupe du groupe unimodulaire, voire I'intégrité du groupe orthogonal
pour les solides.

— LOCALISATION :

Les matériaux considérés sont suppoés matériellement simples. Les valeurs
d’une fonction constitutive C en une particule x ne sont pas affectées de
maniere appréciable par une particule x’ assez loin de x. Autrement dit,
une fonction constitutive ne dépend que des gradients du premier ordre
dans l'espace :

C=C( Vy,T,VT, a,Va,
Vy,T,VT,é&, Ve,
vy, T,VT,é& Vi,

— INSTANTANEISATION :

Les matériaux considérés sont supposés “temporellement simple”. Autre-
ment dit, une fonction constitutive ne dépend que des dérivées premieres
temporelles :

C=C(Vy,Vy,T,7,VT,VT,a,&,Va, Vé; x)
— EQUIPRESENCE (TRUESDELL,1951) :

Une variable indépendante apparaissant dans une relation constitutive
doit étre présente dans toutes les autres relations constitutives sauf si sa
présence entre en contradiction avec un des principes généraux de la ther-
momécanique.

Variables d’état

La localisation postule que 1'état thermomécanique d’un milieu matériel en un
point et a un instant donnés est completement défini par la connaissance des
valeurs a cet instant d’un certain nombre de variables ne dépendant que du point
considéré. C’est par le choix de la nature et du nombre des variables d’état que
I’on décrit plus ou moins finement les phénomenes physiques. Les variables d’état
«a, appelées aussi variables thermodynamiques ou variables indépendantes sont
de deux types :
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VARIABLES OBSERVABLES :

Ce sont les variables imposées par le formalisme de la mécanique et
de la thermodynamique des milieux continus développé aux paragraphes
précédents, et qui permettent la description de la plupart des phénomenes
mécaniques réversibles (élasticité, viscoélasticité). On distingue :

— la déformation totale E (en remplacement de F = Vy pour assurer 1’ob-
jectivité en rotation),

— la température? T

explicitement inclues dans 1’état.

VARIABLES INTERNES : o'

En regle générale, la description de chaque phénomene physique irréversible

supplémentaire nécessite 'introduction d’une nouvelle variable appelée va-

riable interne liée a ce phénomene particulier, et ne pouvant pas étre direc-

tement mesurée. Notamment, pour les phénomenes dissipatifs, I’état actuel

dépend aussi de I'histoire passée, représentée dans la méthode de I'état lo-

cal par les valeurs a chaque instant des variables internes. Deux exemples

classiques de variables internes sont :

— la déformation plastique E”,

t
— laccumulation de la déformation plastique eP = / \/g IE”|| dr
0

(endommagement, écrouissage).

Formulation générale pour les phénoménes thermomécaniques

D’apres Coleman—Noll (1963), un processus thermomécanique est décrit a I’aide

de quatre fonctions

3.

le tenseur de contrainte nominal P ou préférablement matériel S
I’entropie s

I’énergie interne e

le flux de chaleur q

Compte tenu des préceptes sur les lois de comportement exposés précédemment,
ces fonctions dépendent du gradient de la transformation F ou préférablement
de la déformation matérielle E, de la température T et éventuellement d’autres
variables d’état o, ainsi que des gradients VT, Va et des taux E, T, VT, &, Va,
au temps t.

Ces quatre grandeurs doivent satisfaire les lois de conservation pour tout w C €.
Les variables thermo-cinématiques E et T', VT sont les variables primales et les
fonctions thermodynamiques S et q sont les fonctions duales, e et s jouant le role
de potentiels.

2La température est un peu particuliere dans le sens qu’elle peut étre considérée & la fois
comme une variable observable ou comme une variable interne.
3Eventuellement redondantes.
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Formulation des matériaux standards généralisés

Nous nous placons maintenant dans une classe de lois de comportement plus
restreinte appelée cadre des matériaux standards généralisés, dans la lignée
des travaux de Onsager (1931), Ziegler (1958-1963), Coleman et Noll (1963),
Moreau (1970-1974), Halphen et Nguyen [52](1975), Germain et al. [47] (1983).
La loi de comportement en contrainte de matériaux appartenant a un telle classe
dérive de deux potentiels : un potentiel d’énergie libre ¥ et un potentiel de
dissipation .

Energie libre — Compte tenu des axiomes précédents et du postulat de la
méthode de 1'état local (voir Lemaitre—Chaboche [80]) selon lequel les dérivées
temporelles des variables d’état n’interviennent pas pour définir I’état*, nous
introduisons, pour des matériaux standards généralisés 1’énergie libre spécifique
U définie par :

U(E,T,VT,a') = e(E,T,VT,a') — s(E,T,VT,a")T (2.30)

Afin de ne pas alourdir I’écriture, nous supposons dans (2.30) que ¥ ne dépend
pas de Va!, le traitement de cette variable étant similaire a a'.

En introduisant cette énergie dans l'inégalité de ’entropie, nous obtenons
I"inégalité de Clausius—Duhem :

oV o .
(S—rag) E—plmm +8)T—p

ov ., VT oV  ——
@t —-q—— — p—— . VT >
g Y AT Py VI =0

(2.31)

En se référant a la liste des arguments de (2.31), T et VT peuvent prendre des
valeurs quelconques. D’apres I'axiome d’équiprésence, et comme s ne dépend pas

de T et U ne dépend pas de W, pour que l'inégalité soit toujours respectée, il

faut que les facteurs de T et VT s’annulent (démarche de Coleman) :

ov ov ‘
S = —— 5 ::O :> \I]:\D :E),j-‘,aZ 232
5T o7 ( ) (2.32)
Dissipation — Pour définir les lois complémentaires relatives aux processus

dissipatifs, la théorie postule maintenant l'existence d’un potentiel de dissipation
® = ®(E,a’'; E,a') dépendant directement des variables de flux, mais pouvant
éventuellement faire intervenir des variables d’état en parametres, et tel que :

ov 0P ov 00

4Toute évolution est des lors considérée comme un succession d’états d’équilibre.
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Qui prend la forme d’inclusions si la dissipation ® n’est pas différentiable au sens
de I'analyse classique :

(S— pg—;) €0zP et -— p% € 0, ® (2.34)

Ainsi exprimées, les lois d’évolution respectent la regle de normalité du processus
dissipatif (principe de dissipation maximal : Onsager (1931), Hill(1950), Ziegler
(1958-1963)). D’apres (2.32) I'énergie libre (2.30) prend la forme :

U =VY(E,T,a")

L’inégalité de l'entropie de Clausius-Duhem (2.31) se réduit donc a :

ov. . L vT
—p—):E “ta' —q—— > 2.
(S—pag):E+Sa" —q— 20 (2.35)
avec S! = —p@ ou S' € —pd,i U selon la différentiabilité de ¥ par rapport a
o',

En considérant un processus isotherme, 'inégalité se réduit encore plus a :
oU . o
S—p—=):E+S:a">0 2.36
(8~ pc) B+ 8 d > (236)

Dans le cas classique ot ® est différentiable en E, I'inégalité de Clausius-Duhem
prend aussi la forme :
oo . 0P

—E+—:4'>0 2.37
OE o’ - (2.37)

En résumé — Pour le respect du second principe de la thermodynamique,
il suffit que le potentiel de dissipation (ou pseudo-potentiel) soit une fonction
convexe, positive et nulle a 'origine par rapport aux variables de flux (E,q;) :

;

o([0],0,E,ai) =0 ,

d(E, & E,a') >0 ,

O((1— NE + B, (1 - Na’' + A& E,a') < (1 - \)O(E, e ; E, o)
+AP(E, 6" E,af) , VYAe(0,1).

Pour des raisons de stabilité en petites déformations, il suffit aussi que le potentiel
d’énergie libre soit convexe au voisinage de 1’origine, et on peut supposer qu’il
s’annule a 'origine en terme de E sans perte de généralité.

Dans la suite, nous discuterons les lois de comportement de différents matériaux
de maniere unidimensionnelle, pour la clarté, une meilleure appréciation des
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phénomenes et afin de nous préparer au modele d’interface adhésive développé
plus tard. La généralisation tridimensionnelle, lorsqu’elle est donnée ne fait
pas l'objet d'une étude exhaustive. Cette derniere nécessitera les définitions de
quelques produits tensoriels [24] qu'il est utile de rappeler ici :

(A®B)X = (B:X)A, VX

(A®B)X = AXB" |, VX

(A®B)X = AX'BT | vX

(ABB)X = J(AXB"+AX'B"), VvX

De plus, on se limitera dans ce qui suit au cas isotherme, pour simplifier.

Matériaux élastiques

L’état mécanique d’un matériau élastique est totalement déterminé par sa
déformation E. Aucun taux de déformation ni aucune variable interne n’est
nécessaire. Le potentiel d’énergie libre ¥ est supposé deux fois différentiable et
convexe par rapport a la variable observable E. Le potentiel de dissipation ® est
nul.

Les lois constitutives — L’énergie libre et la dissipation s’écrivent :
U =V(E) d =0 (2.38)

Les lois constitutives se résument donc a une loi d’état donnée par les relations

(2.33) :

ov
S —S°—S(E) = o— 2.39
(B) = por (2.39)
Cas unidimensionnel linéaire — L’énergie libre s’écrit :
1
U =VU(E)= 2—€E2 : ou €: module de Young (2.40)
p
On en dérive la contrainte élastique (Figure 2.2) :
ov
S=58=pyp=c (2.41)
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S
A

F1G. 2.2 — Modele rhéologique et loi constitutive d’un matériau linéaire élastique.

Cas tridimensionnel linéaire isotrope —

1
V=V(E)=—E:SE (2.42)
2p
avec S = A\(IQI)+2u(I 1) le tenseur tangent élastique et A, v sont les coefficients
de Lamé reliés au module d’élasticité € et au coefficient de poisson v par :

(% €

AT —2 T Iy

Le potentiel de dissipation restant bien entendu nul et en se servant des relations
(2.33), la loi d’état se formule :

ov

S:S(E)Zpa—E—

SE = MI®DE+2uIR@1DE
= MI:E)I + p(EII" + EI'T)
= M tr(E)I+2uE (2.43)

Matériaux visco-€élastiques

Les matériaux visco-élastiques de type Kelvin—Voigt possedent une mémoire
évanescente dans le sens que leur comportement mécanique dépend du taux
actuel de déformation E (mais d’aucune variable interne). Ils se distinguent
donc des matériaux élastiques par la présence d’une dissipation fonction de
E. Lutilisation d’une variable interne donne cependant un matériau standard
dont la réponse est plus satisfaisante. Pour en savoir plus sur le comportement
visco-élastique des matériaux, on peut entre autres se référer a [126].
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Les lois constitutives — L’énergie libre et la dissipation s’écrivent sans va-
riable interne :

U=UE) &=35E) (2.44)

D’apres (2.34) la loi constitutive :

ov 0P 0P
S=p—+—=8°+8" |, avec S'=— 2.45
"OE T oK OF: (245)
Cas unidimensionnel — L’énergie libre est la méme qu’en élasticité :
1
U =U(F)= 2—€E2 : ou €: module de Young (2.46)
p

En postulant le potentiel de dissipation suivant :

n n+1

Bl 2.47
nHv\l ; (2.47)

d=d®(FE) =

la loi constitutive s’écrit :

.1 B
S: Se—l—Sv = €E+U|E|nE (248)

Lorsque n = 1, on retrouve la viscosité linéaire de Newton et v est un coefficient
de viscosité (Figure 2.3).

Ao

F1G. 2.3 — Modele rhéologique et loi constitutive d’un matériau visco-élastique.
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Matériaux élasto-plastiques

La loi classique “indépendante des taux” de 1’élasto-plasticité est la plus
répandue pour combiner les effets élastiques et plastiques (voir [81], [66]). La
réponse de tels matériaux est supposée se décomposer en deux phénomenes
distincts : élasticité et plasticité. Une variable interne EP est introduite,
représentant la déformation plastique permanente. Pour en savoir plus sur les
fondements de la théorie de la plasticité, on peut se référer notamment a Hill [57].

Les lois constitutives — Les potentiels d’énergie libre et de dissipation sont
postulés de la forme :

U=VEE), &= (2.49)

La contrainte “indépendante du taux” de la déformation plastique, ou plus exac-
tement fonction homogene de degré zero de celui-ci, se traduit par une dissipation
homogene de degré un, non-différentiable a 1’origine.

® n’étant pas différentiable par I’analyse classique, et comme ® est indépendant
de E, les relations (2.34) donnent :

ov ov
S=p— et SP=—p——€ 0P 2.50
Cas unidimensionnel élastique linéaire - plastique parfait — L’énergie
libre est choisie de la forme suivante :
1
U =V(E EP) = Q—e(E — EP)? | ou €: module de Young (2.51)
p

Ceci sous-entend une décomposition additive de la déformation E en une par-
tie élastique E° et une partie plastique EP et suppose un montage en série de
Iélasticité et de la plasticité (E = E€ + EP).

Le potentiel de dissipation suivant est postulé :

d = O(EP) = o|EP| | ou o : contrainte limite élastique (2.52)
L’utilisation de la transformation de Legendre—Fenchel permet d’écrire :

O(EP) =T¢ . (EP) (2.53)

[—0’,0’]

olt I|_, 0 est la fonction indicatrice du segment [—o, 0] (le domaine élastique)
définie par :

. SN U EP € [~0,0]
=l (B7) = o si EP ¢[—0,0] (2.54)
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Ainsi, la fonction valeur absolue multipliée par o (plus généralement la fonction
support du segment convexe [—a, g]) est la conjuguée (transformée) de la fonction
indicatrice de ce segment convexe (Figure 2.4).

T ® I
. o

> >
Ep —0 o SP

yg

e W B
g
—0
> >
EP o SP
—0

F1G. 2.4 — Transformée de Legendre-Fenchel du potentiel de dissipation.

Les lois constitutives (2.33) et (2.34) conduisent & :

oV
= €: _— = E—Ep 2
§=5=pan =« ) (2.55)
oV
SP = —p—— =¢(E — EP
"oy el ) (2.56)

SP € Opy® = O, 1(EP) = 0 0| EP|

On note que S = 5 = SP (ce qui confirme un montage en série de 1’élasticité et
de la plasticité), d’ou la relation suivante :

S=e(E— E") €0, 4(E?) (2.57)

L’intégration de linclusion différentielle (2.57) peut s’effectuer pas a pas (par
un algorithme incrémental) a 1'aide du schéma d’Euler régressif completé d’une
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projection (algorithme de retour radial ou de rafle d’'un convexe, Wilkins(1964),
Moreau(1964), voir par exemple Curnier [22], Simo-Hugues [66] [67]).

On décompose EP en écrivant EP = Ef + EPdt. La relation précédente se rééerit -

S =e(E— E} — E°dt) € 017, 4(EP) (2.58)
qui s’écrit aussi (Figure 2.5) :
¢(E—E}) € dli_, 4(E) + e EPdt (2.59)
e(F — EY)

—1 "

FIG. 2.5 — Graphe de ¢(E — EF) en fonction de EP.

I1 en résulte, en se servant de (2.58) et (2.59) que :

EP =0
Si e(E-E})| <o <= (2.60)
S =¢(FE— E})
. 1 c E—EY
EP = 5((E—Eg)——72)
: P € |E — Ef
Si e(E—Ej)| >0 <= »
o_ E-B
“E-E

(2.61)

Si on récapitule en se servant de (2.60) et (2.61), on peut écrire (Figure 2.6) :

e(E— EY) si ef(BE—Ef)| <o
S = E—EP : (2.62)
Jﬁ:ia si e|(E—Ef)| >0

La contrainte S est la projection d’une contrainte d’essai e(E — Ef) sur le domaine
élastique délimité par le critére de plasticité :

S =Pl,q(e(E—E})) (2.63)
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Dans le cas ou le critere de plasticité est défini par une fonction f telle que :
£(8) =18 -0 (2.64)

La loi d’évolution peut aussi s’écrire sous la forme (dite de Kuhn—Tucker en
optimisation ou de Moreau en plasticité) :

[EP[>0 , f(S)<0 . [E”f(S)=0

o (2.65)
Er =60 9
s
A
g
g
€ v_|_' €
o—\/\ o e T E
E

F1G. 2.6 — Modele rhéologique et loi constitutive d’un matériau élasto-plastique.

Matériaux élasto-plastiques avec écrouissage

L’écrouissage est un phénomene observé en plasticité dans les matériaux,
plus particulierement les métaux. Dans cette étude, nous nous limitons a un
écrouissage de type usotrope ou la variation de la contrainte plastique résulte de
'accumulation de déformation plastique®. Pour I'introduire, il faut faire appel a
une nouvelle variable interne e?, la déformation plastique cumulée :

t
ep:/o JEE ar et @ = /2E) (2.66)

En raison du caractere cumulatif de eP, EP et eP restent des variables
indépendantes. Pour des approfondissements concernant l’écrouissage, on se
réferera a Hill [57] pour la théorie et & Simo-Hugues [66] pour la mise en ccuvre
numérique.

511 existe un autre type d’écrouissage dit cinématique observé dans des matériaux soumis a
des charges cycliques.
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Les lois constitutives — Les potentiels d’énergie libre et de dissipation sont
choisis de la forme suivante :

U =U(EEe") , O=(EeP) (2.67)
Par définition et par les relations (2.34) , on a :

ov

= e

€ 0w ® (2.68)

Cas unidimensionnel élastique linéaire - plastique avec écrouissage —
L’énergie libre prend la forme suivante :

1 I
U =U(E,EP ) = 2—6(E — EP)? 4 —/ g(s)ds (2.69)
P PJo

ol g est une fonction d’écrouissage.
On postule le potentiel de dissipation suivant :

© = (L, & e”) = (0 + g(e!))| EP| — g(e")e” (2.70)

Sans rentrer dans les détails de 'analyse [137], la loi d’évolution de ce modele
peut aussi s’écrire sous la forme de Kuhn-Tucker (Figure 2.7) :

F=E>0 , f(S,)=|S|—0—g(e") <O , [|E”|f(S,e")=0
. . Of
EP — |Er| 2L
1Bl 55
(2.71)
oS
o+ g(e?)
O‘ R
o+ g(e?)
€ €
€
@ /\/\/\ \ EP Ee )
E
F1G. 2.7 — Modele rhéologique et loi constitutive d’un matériau élasto-plastique avec

écrouissage.
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Cas tridimensionnel élastique isotrope-plastique avec écrouissage iso-
trope — On décompose le tenseur tangent élastique S en la somme d’un traceur
et d’un déviateur de la maniere suivante :

S=MI®I) +2uIxl) =S +¥§ (2.72)

avec

— 1
S=rI®I) et S'zQu(I@I—gl(X)I)

3N+ 2u

ou Kk = est le module de compressibilité.

En postulant des potentiels d’énergie libre et de dissipation de la forme :

U = U(E,EP, ¢?) = %(E —E?):S(E-E") + / g(s)ds (2.73)

d = O(EP,éP; eP) = <\/§(0y +g(ep))> VEP:SEP

—g(eP)eP + Ig+(€P) (2.74)

On peut démontrer qu’avec ces potentiels, le critere de plasticité avec écrouissage
isotrope devient celui de Huber—von Mises, avec :

18 =181 - (3o +nen) 2.75)

1
ou: S'=S- 3 tr(S)I - le déviateur des contraintes,
oy —la limite €lastique des contraintes dans un essai de traction simple,

h  —le module d’écrouissage isotrope (écrouissage linéaire g(ef) = heP),
¢
el = / \/g |EP|| dT - l'accumulation de la déformation plastique.
0

La loi d’écoulement peut se mettre sous la forme :

A>0 , f(S,e?) <0 , Af(S,e?)=0
. (2.76)
=3

dS
A= ||E|

avec

. . /
B = B 3
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Similairement au cas unidimensionnel, on montre que la contrainte S est la pro-
jection d’une contrainte d’essai élastique sur le critere de Huber—von Mises.

s, A .

loi d’évolution

domaine élastique

f(S,€)

critere plastique

F1G. 2.8 — Critere plastique de Huber—von Mises et loi d’évolution normale. (Adapté de [22])

2.2.5 Equilibre d’un solide élastique par minimisation de
son énergie

La formulation faible des équations d’équilibre ou principe des travaux virtuels
constitue la base pour la résolution numérique des problemes aux valeurs aux li-
mites en mécanique des solides. Cependant, lorsque le solide est hyper-élastique et
que le probleme est statique, et si les forces externes sont conservatives, il est pra-
tique de reformuler ce probleme en un probléme de minimisation d’une fonction-
nelle énergie (Duvaut-Lions [33], Ciarlet [18]). Un matériau est dit hyperélastique
si il possede une densité d’énergie potentielle de déformation W(E), ou encore
U(F). Le raisonnement suivant est généralisable sous forme incrémentale aux
matériaux inélastiques, mais toutefois par souci de simplicité, nous supposerons
que le corps 2 a un comportement linéaire élastique isotrope. Nous lui associons
le potentiel densité d’énergie libre suivant :

U = UE)= %[A(trE)z +2ptr(E?)] (2.77)
_ W(F) = %[)\[tr(FTF) 37 4 2ute(FTF — 1)?] (2.78)

Comme F = Vy, I'énergie de déformation ou énergie interne élastique du corps
Q) devient la fonctionnelle :

Uly) = / U(Vy (x)) d2 (2.79)
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Si on suppose que les densités de forces de volume et de contact K, p sont
conservatives, les termes correspondants dans le principe des travaux virtuels
(2.24) peuvent étre exprimés comme des dérivées directionnelles de Gateaux des
potentiels des forces :

DK(y;w) =VK(y)-w :/n(y,x)-wdQ
‘ wev (2.80)

DP(y;w) :VP(y)-W:/f)(y,X)-WdF

o

avec 1 K(y), P(y) - les potentiels des forces de volume et de surface.

Si de plus nous considérons que les forces se comportent comme des charges
mortes (indépendantes de la transformation y), alors les potentiels K(y), P(y)
sont de simples formes linéaires :

(2.81)

L’énergie potentielle U(y) du corps €2 est égale a son énergie interne élastique

U(y) (2.79) moins I'énergie externe K(y) — P(y) (2.81) developpée par les forces
de volume et de surface :

Uly) =Uly) - K(y) — P(y) =
= | U(Vy(x))dQ - ry(x)dQ = | p(x)-y(x)dl -
_/Q (Vy(x)) /Qn(x) y(x) /p(X) y(x)

o

Le probleme de minimisation de I’énergie potentielle du corps hyperélastique €2
dans sa forme de référence soumis a des forces de volume et de surface conserva-
tives (supposées des charges mortes) se formule :

Trowver : yeV,={z:Q—R’ | z(x)=y(kx) , vxel,}

(Uly) = inf ule)
tel que Uz) = /Q\I/(VZ(X))dQ (2.83)
\ —/Qr.;(x) - z(x) dS) — /Fp(x) -z(x) dl’

Une condition nécessaire pour que la fonctionnelle ¢/(z) atteigne un minimimum
local en y €V, s’écrit :

DU(y;W):g—Z(y)-W:O VweV (2.84)
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qui est équivalent au principe des travaux virtuels :

/VW(X) : Z—E(Vy(x)) dQ
— . (2.85)

— QW(X) -K(x)dQ — FW(X) -p(x)dl' =0

avec w € VV un déplacement virtuel quelconque.

Nous retrouvons donc le probleme aux limites :

div g—i(Vy(X)) +k(x)=0 : x € ()
y(x) =y(x) : x el (2.86)
V() my()=pk) . xeT,

La solution du probléeme aux limites est donc la transformation y € V)
(éventuellement multiple) qui minimise la fonctionnelle U(y) d’énergie poten-
tielle.

2.3 Thermomécanique des contacts

Plus récemment, des tentatives en grandes transformations de considérer la
mécanique des contacts de maniere continue et de l'intégrer dans 1'optique de
la mécanique des solides furent entreprises par Ciarlet et Necas (1985), Ciar-
let [18](1988) puis Curnier et al. [27] (1992). Pour des raisons de complexité,
ces travaux se limiterent au contact unilatéral. Des formulations incluant le
frottement furent ensuite développées par Laursen—Simo [79], Klarbring [77] et
Curnier-He—Klarbring [26].

Le résumé de 'approche continue en mécanique du contact qui suit reprend celle
des travaux de Curnier—He—Klarbring [26], Pietrzak [100] et Ramaniraka [106].

2.3.1 Thermo-cinématique
Surface de contact

Considérons un solide déformable occupant le domaine €2 dans sa configuration
de référence. Sa frontiere 0€) est divisée en trois régions disjointes :

09 = 99, U0Q, UT (2.87)

avec :
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- 0Q, =T, la partie de 0Q2 ot un déplacement est imposé
— 00, =T, la partie de 0f2 ou une force est imposée

la surface de contact potentielle entre €2 et un autre corps : I'

La surface déformée I'y; de I' est définie par :
I=y(t)={y e R’y =y(x,t),x € '} (2.88)
o0 CONTACTEUR
o
y

\

r
t=20
|4
/y’V
o,
- CIBLE +>0

F1G. 2.9 — Contact entre deux solides déformables. (Adapté de [100])
Un élément dA de la surface de référence 0f) et sa déformée dA; sur 0f); sont
reliés par :
dAfy(x, 8)] = j(x, 1)dA(x) (2.89)
avec 0 < j(x,t) = ||F*(x,t)m(x)|| < oo et F* = JF~T F étant le gradient de la
transformation du solide et J = det F.

Géométrie des contacts

Considérons deux corps solides déformables Q et 2’ susceptibles d’entrer en
contact (Figure 2.9). On distingue :

— le corps € limité par une surface frontiere 02 = 9, U 02, UT
— le corps ' limité par une surface frontiere 9Q" = 9€2 U 9 UT"
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Le corps €2, choisi comme le corps de référence est appelé la cible et €2 est appelé
le contacteur. Les deux surfaces de contact potentielles I' et I seront appelées
surface de contact et surface cible, respectivement. Ces deux surfaces potentielles
I' et I” définissent a l'instant initial la géométrie du contact. On établit une
bijection entre " et Tt C I” basée sur une projection de Ty sur I’} au temps t. La
question de l'unicité de la projection a été discutée dans [26] et [53].

Le point proximal est défini de la maniere suivante (Figure 2.10) :

xT =x"(x,t) = argmin[%“y(x, ) —y' (x| (2.90)

x' eI’

CONTACTEUR

F1G. 2.10 — Projection orthogonale. (Adapté de [100])

L’écart de contact (gap) est défini par :

g = g(Xa t) = Y(X, t) - y/(Xla t) (291)
et on note :
yt =y (x"1) (2.92)

La distance normale de contact est définie par :
In = gn(x,1) = [y(x,t) —y'(xH, t)] -0’ (xH, 1) (2.93)

Selon la valeur de g,,, on distingue (Figure 2.11) :
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— si g, > 0, les deux corps sont séparés
— si g, = 0, les deux corps sont en contact

si g, < 0, les deux corps se pénetrent 1'un 'autre

L

En petites perturbations, x- = x’ est a priori connu, et donc indépendant de x.

Par suite I’écart se simplifie alors :

g=g(x1t) =y(xt) -y, 1) (2.94)

CONTACTEUR

CONTACTEUR
CONTACTEUR

a) Séparation b) Contact c) Pénétration

F1G. 2.11 — Etat d’écart, de contact et de pénétration du point y(x,t). (Adapté de [100])

Cinématique des contacts

Le taux de I’écart de contact est défini par :
g=g(x,t) =y(x1) - y'(x",1) (2.95)
ou :

y'(xt,t) = %y'(xﬁt} +F'(xt )%t (x,t) , avec F'(x,t) = Vey'(x,t)

Pour des raisons d’objectivité, on introduit la vitesse de contact :

g = y(x,t) - 8ty/(XJ‘, t) — gn(x,t) h/<XJ_7 t)
= gu(x, )0’ (xh 1) + F(xh 1) % (x, 1) (2.96)

En petites perturbations é =g.
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Ecart de température

On définit un écart de température :

§=0(x,t) = T(x,t) — T'(x*, 1) (2.97)

2.3.2 Thermodynamique

Considérons deux corps w C Q) et w’ C ' susceptibles d’entrer en contact.

Variation de la quantité de mouvement linéaire

“La variation de la quantité de mouvement linéaire 1 de w U W' est égale a la

somme des forces extérieures fg a w et W'.”

d
@l(wa’,t):fR(wa',t), Vtel0,T], YVwCQ , Vo' CTQ (2.98)

avec :

wuei) = [y = [ peoyiena+ [ Jy. o0

LU/

et :

fr = /wn(x,t)d\/%—/ p[x,t, m(x)]dA

ow
+ / K (x, ) AV + / p'[xX', ¢, m'(x')|dA’
w’ ow'’

La surface frontiere dw du solide w est décomposée en deux parties dw\7y et 7,
o v est la surface de contact du corps w, avec dw NI # (). La surface dw’ est
décomposée d’'une maniere similaire avec 0w’ N T # ().

p[x, t, m(x)] désigne le vecteur contrainte nominal sur v, et m(x) indique la nor-
male originelle, avec les mémes définitions pour p’[x’, ¢, m’(x")] et m'(x’) sur +'.
Ensuite, du fait que le principe fondamental de la dynamique s’applique
également pour w U W/, il en résulte la formulation globale.

FORMULATION GLOBALE :

/p[x, t,m(x)]dA —|—/ p'[x,t,m'(x")]dA" =0 (2.99)
v a4

Le contact mutuel entre w et w’ est entierement défini par v sur =, oty = wNT
et vt = xt(y,t) C v = ' NT’. Compte tenu de la bijection x*, I'intégrale
sur toute la surface cible peut étre projetée sur la surface de contact a I’aide du
changement de variable x* = x*(x,t) et dA+ = J*(x,t)dA ou :

JJ_ (X, t) — J(X> t}/](x[i’(;;’ t)? t]

(2.100)
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J(x,t) = —dAtc[iyéE;)t)’t]
JH(y,t) % (2.101)
J/(XJ', t) dA{t [yl(XJ_> t)]

dA'(x+)
En petites perturbations J+ ~ 1.

On en déduit la formulation locale de la variation de la quantité de mouvement
linéaire.
FORMULATION LOCALE :

plx,t, m(x)] + Jt(x,t) p'[xt, t,m'(xt)] =0, Vte[0,T], Vxel

plx,t,m'(x)] =0, Vte[0,7], Vx eI'\I'
(2.102)

Le principe de 'action et de la réaction local nominal fait intervenir le rapport
des aires originelles de contact.

Variation de la quantité de mouvement angulaire

“Le tauz de la quantité de mouvement angulaire 1 (wUw',t) de toute partie w C €

et w' C, a un instant donné t, est égal a la somme des moments des forces fr
extérieures a w U w' par rapport au méme point.”

l(wUW t)=fr, YoCO VO CQ, ¥ycl, Vte0,T] (2.103)

%T(w Uw',t) = /wy(x, t) A p(x)y(x,1)dV + /w, y' (X' ) A p(xX)y' (X, t)dV’

et :

?R = /y(x, t) N K(x, 15)03V+/8 y(x,t) A p[x,t, m(x)]dA

+/ y' (X' 6) AR (X t)dV! —|—/ y'(x',t) Ap'[X, t,m'(x")]dA’
w’! ow’

En appliquant la méme méthode que celle de la conservation de quantité de
mouvement linéaire, il résulte la formulation globale.
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FORMULATION GLOBALE (au niveau de l'interface de contact ) :

/y(x, t) A plx, t, m(x)]dA + // y' (X, t) AP X, t,m'(x)]dA" =0 (2.104)

v Y

FORMULATION LOCALE :

y(x,t) Ap[x, t, m(x)] +y'(x1, 1) A JH(x, ) p'lxt, £, m/ (xH)] =0
(2.105)
= g(x,t) Ap[x,t, m(x)]=0, Vte|0,7], VxeTl

Le principe d’équilibre des moments nominal local exige donc que le vecteur
contrainte de contact soit colinéaire au vecteur écart dans I’éventualité d'une
pénétration-pression ou d’'un écart-tension (voir [26]). Cette derniere éventualité
est précisément la situation du modele d’adhésion qui sera adopté par la suite,
I’adhésion ne satisfaisant plus a priori ce principe. En effet, en situation d’écart
gn > 0, on a p = 0 en contact sans adhésion mais p # 0 en contact adhésif.
Il va s’avérer que le modele d’adhésion proposé est compatible avec ce principe
fondamental (noter qu’en contact et en petites perturbations, ce principe est
automatiquement satisfait).

2.3.3 Thermo-énergétique de deux solides en contact

Le résumé de la thermomécanique suivant est inspiré de Frémond [40], Klar-
bring [76], Curnier—Ramaniraka [28], Raous et al. [107], Johansson—Klarbring [68],
Stromberg [118], Bretelle [12].

Equilibre énergétique de deux solides en contact

Nous appliquons le premier principe a deux solides en contact :

%(K(w U t)+ EBEwUuWw, t)=PlwUw t)+ QU t) , (2.106)

VwCQ, o C
Nous postulons la non additivité de 1’énergie interne :
EwUuW't)=FE(w,t)+ EWt)+ Ewnuw,t) (2.107)

Plus précisément, en plus de la densité volumique d’énergie e, on postule aussi
I'existence d’'une densité d’énergie interne de surface e. correspondant a ’énergie
interne airique au niveau de l'interface [28]. L’introduction de cette densité
d’énergie supplémentaire permet de prolonger I’hypotheése de 1'état local a la
surface I, en lui attribuant un comportement thermodynamique qui lui est
spécifique.
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L’énergie cinétique s’écrit :

1
K(wa’,t)zi/

w

e ) 7, t) ¥V + 5 [ (03K 0) - ()

UJ/

La puissance des efforts extérieurs :

Pwuw',t) = /

w

Kk(x,t) - y(x,t)dV + /a \ plx,t, m(x)] - y(x,t)dA

+/p[x,t, m(x)|-y(x,t)dA

+/ n’(x’,t)-y’(x’,t)dV’+/ p'[x, t,m'(x")] -y (X', t)dA’
w’! O

w/\,y/

+/ p'[x, t,m'(x")] -y (X', t)dA’
,y/
Le flux de chaleur et la source volumique de chaleur s’écrivent :

Q(wa’,t):/r(X,t)dV—/a\ q[x,t, m(x)]dA—/q[x,t,m(x)]dA

v

—1—/ r'(x', t)dV' — / ¢ [x,t,m'(x")]dA" — / ¢ [x,t,m'(x")]dA’
LU/ aw/\,y/ ,Y/

L’équation de la conservation de I’énergie étant respectée sur wUw’ , il en découle
la forme globale.

FORMULATION GLOBALE :

/éc(x, t)dA = /p[x, t,m(x)]-y(x,t)dA +/ p'[x,t,m'(x)]-y' (X, t)dA’

y ¥ 0%
- [alx tmGoaa - [ g tomx))an
! v (2.108)
FORMULATION LOCALE :
On peut montrer que :
ée(x,t) = plx, t, m(x)] - g(x, 1) — g[x, t, m(x)]
—JH(x,t) ¢[x t,m' (x1)] Vxel, Vte|0,T]
dXt,m'(x)] =0 , Vx e T\, Vte|0,T]

(2.109)
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Inégalité de I’entropie a ’interface

Nous appliquons le second principe de la thermodynamique :

d
aS(w Uw'it) > NwUd',t) , VwCQ Vo' CO (2.110)

L’entropie de toute la matiere contenue dans w U w’ est donnée par :
Swuw't) = Sw,t)+ SW,t)+S(wnw,t)

= /w,o(x, t)s(x, t)dV—l—/w/ p'(x',t)s'(x',t)dV’—l—/SC(X,t)dA

o

avec S.(x,t) une densité d’entropie airique, que l'on suppose contenue par la
surface de contact . Le taux d’entropie fourni par le systéme extérieur a w U w’

est :
N(wa’,t):/ rix,?) dV—/ abe.tme]
Ow

w T'(x,1) T(x,1)
r'xit) ¢x tm'(x)]
T gy A
- /w T /W T

La localisation du second principe sur v donne :

¢[x* t, m'(x7)]

q[x,t, m(x)] )
T'(xt,t)

T(x,t)

Se(x,1) > —( + JH(x,1) (2.111)

On rappelle ici que J*+ ~ 1 en petites perturbations.

2.3.4 Lois tribologiques

Les lois tribologiques, analogues a des lois de comportement en mécanique des
solides, décrivent les relations liant les variables primales cinématiques (g) aux
variables duales statiques (p). L’introduction de variables internes est parfois
nécessaire pour décrire certains processus irréversibles. En thermomécanique, les
lois tribologiques habituelles, contact, frottement, lubrification, usure, doivent
étre complétées par une loi de conduction thermique a l'interface.

Processus thermomécanique de contact

Considérons deux corps (2 et ) en contact et leur surface de contact potentielle I'
formant un systeme de contact thermomécanique. Par analogie avec la définition
de Coleman—Noll pour un matériau thermomécanique, on propose que, dans une
forme de référence, le processus thermomécanique de contact est décrit a 'aide
de quatre fonctions :
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— le vecteur contrainte de contact p
— l’entropie de contact e,

I’énergie interne de contact s,
— le flux de chaleur ¢

Ces quatre fonctions doivent satisfaire les lois de conservation pour tout w C (2
et tout w’ C . Elles doivent aussi satisfaire les différents axiomes valables pour
des lois rhéologiques (voir paragraphe 2.2.4).

Dans la suite de ce chapitre, pour alléger la notation, nous omettons les variables
(x,t) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.
Lois tribologiques “standard généralisées”

Sur I, la localisation des deux principes de la thermomécanique donnent respec-
tivement :

be=p-g—q—Jq" (2.112)
qa . q
5o > — (= + J— 2.113
oz - (L) .113)
La surface de contact est une zone de transition assimilée a une interface I' = —I"

d’épaisseur nulle, mais possédant un comportement thermodynamique spécifique.
L’énergie libre de l'interface de densité W, répartie sur I' est définie par :

vV, =e.—s.T (2.114)

On obtient alors :
1

S = lée —y (2.115)

Finalement, en introduisant ’écart de température § = T — T+, il résulte :
° . . 1 qJ-
p-g—V.—sT+J F(SZO (2.116)

Poursuivant dans la méme lignée de travaux (Frémond [38] [39], Klarbring [76],
Johansson et Klarbring [68], Stromberg et al. [119], Cangémi [15]), on postule,
de manicre similaire a la mécanique des matériaux standards généralisés, une
énergie libre d’interface de la forme :

\Ilc = \ic[gnagtaaiaT] (2117)

oll o, est une variable interne décrivant un phénomene interfacial.

En admettant que la dérivée temporelle satisfasse & (g) = —- é, I'introduction

og
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de ¥, dans l'inégalité (2.116) donne :

LR L ASOPR L RPN
pn agn gn pt agt gt aaé ac SC aT

. 1
)T + Ji%é >0
(2.118)

En supposant que la démarche de Coleman soit généralisable aux ¥, non réguliers,
I'inégalité (2.118) de Ientropie, peut se réduire a :

ov oV, . OV, - g ov

n— = )n ——9 g, ——ai+JE=—6>0 o= —

(p 20 )9n + (Pt 3gt) g Jai ol + 7020, avec s 5T
(2.119)

En supposant de plus que le processus est isotherme, cette inégalité se simplifie
encore :

B ov,.
gy

o OV, -
) 8= 520 (2.120)
o

)gn + (Pt

En introduisant maintenant une fonction de dissipation ®, définie telle que :

0T, 9D,

(o, — ey _ (o~ OWey _ 0% 0% _ 02
DPn agn —agna Pt

= e - = —
dg: g, o, 9al

(2.121)

qui peut aussi prendre la forme plus générale :
Pn € 05, Ve + 05, P, Dt € O, Ve + aé P, et O0uV.€ -0, (2.122)
t c

si les potentiels ¥ et ® sont non-différentiables au sens de ’analyse classique.

Si @ est de plus positif, convexe et s’annule a l'origine par rapport aux variables
de flux (g,, ét, al), on satisfait alors I'inégalité de Clausius-Duhem a priori :
0P, 0P, o 00,

gt =g+ i >0 2.123
agn agt ! 6@@ ( )

Loi de contact

La loi de contact unilatéral normal exprime l'impénétrabilité de deux corps
en contact ainsi que l'inattraction de deux corps distants. Le contact est un
phénomene non-dissipatif donc réversible.

D’apres les travaux de Moreau, on peut écrire que la force de contact p, dérive
d’un pseudo-potentiel d’énergie libre non-différentiable sous la forme d’une inclu-
sion :

(2.124)

\Ilc(gn) = IR7L (gn)
®,. =0
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ou Ir+(gy) est la fonction indicatrice de 'ensemble des réels R définie par :

{ 0 si g,eRT

Ig+(gn) = (2.125)

oo si g, €RT

Par les relations (2.122) et ®. étant nul, on déduit la loi de contact, qui est
inversible (Figure 2.12) :

Pn € 8IR+ (gn) < gn € 8IR7 (pn) (2126)

Olg+(gn) est le sous-différentiel de Ig+(g,) au sens de l'analyse convexe (voir
I'annexe A).

A Tr+(gn) A Ir-(pn)
|
dn Pn
A p, € g+ (gn) A g, € OIg-(pn)
dn -
Pn

F1G. 2.12 — Loi de contact unilatéral et son inverse dérivées de leurs potentiels respectifs.

Sous forme plus classique, le contact unilatéral est caractérisé par deux statuts
de contact :

— si les deux corps sont séparés, alors g, > 0, p, =0,
— si les deux corps sont en contact, alors g, = 0, p, < 0.

Ces deux statuts de contact sont formulés par une condition d’impénétrabilité,
une d’inattraction et une de complémentarité :

gn 20, Pn <0, Pngn =0 (2.127)
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Loi de frottement pur

Contrairement au contact (qui est réversible), le phénomene de frottement est dis-
sipatif. Le frottement pur est défini comme un frottement a pression constante
donnée .

En utilisant le formalisme de ’analyse convexe comme pour le cas du contact
unilatéral, la force de frottement p; dérive d’un potentiel de dissipation, ce qui
s’exprime sous la forme d’une inclusion différentielle. Nous postulons que le po-
tentiel de dissipation a pour expression :

v, =0
q%(ét) = IZ(W)(ét)

ou Ié(ﬂ) est la conjuguée de Fenchel de la fonction indicatrice I¢(r) du disque
convexe C de rayon —pum centré a 'origine :

C(m) = {pi| [pe]l < —pm, m<0}

(2.128)

Par suite, on montre que ®,(g,) = Iz(ﬂ)(ét) = —pm||g,||. On dérive les forces de
frottement a l'aide de (2.122) (Figure 2.13) :
P: € Oleir () = —pm| gl (2.129)
A L2 rf81) A le((pr)
e —uT
C(m)
: o N
« /O é €0l (p
A ptEaIC(W)(gt) ! < )< 2
%y
ét C(r) —uT o
s

F1G. 2.13 — Loi de frottement (nominale) et son inverse, dérivées de leurs potentiels respectifs.
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Plus classiquement, le frottement peut se caractériser par deux statuts :
— si les deux matériaux adherent, alors ||p|| + pum < 0,
— si les deux matériaux frottent, alors ||p|| + pum = 0.

Ces deux statuts de frottement sont formulés par une loi de glissement (radial),
un critere de frottement (de Coulomb & pression constante) et une condition de
complémentarité :

lg:llpe = [Pl g . el +pm <0, gl ([pell +pm) =0
(2.130)

La loi de glissement impose que la force de frottement p; soit colinéaire a la vitesse
de glissement ét correspondante. Le critere de frottement limite 'intensité de la
force de frottement. La condition de complémentarité joue le role de lien entre les
variables cinématiques et statiques en rendant exclusifs les statuts d’adhérence
et de glissement.

Loi de contact avec frottement

Nous couplons le contact normal et le frottement tangentiel par la loi de Coulomb
qui stipule que la pression constante m devient la pression variable normale de
contact p,. Cela revient a remplacer dans les expressions précédentes m par p,,.
Des lors, le potentiel de dissipation dégénere en un quasi-potentiel (qui dépend
de la pression effective p,, c’est-a-dire de la solution du probleme).

\ch = IRJr (gn)

. . . . (2.131)
Pe(gipn) = IC(pn)(gt) = —upn||gl

On construit les lois générales de contact avec frottement en se servant de (2.122)
(Figures 2.14 et 2.15) :

{ Pn € aIRJr (gn) (2 132)

p: € alé(pn)(gt)

L’inclusion (2.132) n’est plus qu'une quasi-inclusion sous-différentielle car ®. =

I (&) dépend de py, (py = Pi(8; n))-
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Dn A
écart

-
gn

3}

&

&

=

15

o

F1G. 2.14 — Loi de contact unilatéral.

P A Pn A
glissement
—HPn écart P2
g contact
: -
% 5 Pty
3 gt
glissement 0 4.
1 P C(pn)

F1G. 2.15 — Loi de frottement tangentiel, cone de Coulomb (Adapté de [100]).

2.3.5 Equilibre de deux solides élastiques en contact
tribologique par minimisation de la quasi-énergie
incrémentale du systeme

De maniere similaire a la mécanique des solides, la résolution de problemes de
contact entre deux corps hyperélastiques peut se formuler sous la forme d'un
probleme de minimisation de la fonctionnelle d’énergie potentielle du syteme de
contact (on peut citer Kikuchi-Oden [72], Curnier-He-Telega [27] [53]). Cepen-
dant, une formulation des probléemes de contact avec frottement fait intervenir
une “fonctionnelle” doublement différente d’une vraie fonctionnelle élastique :

— sa valeur dépend de la pression de contact a la solution p, (quasi-

fonctionnelle)
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— sa valeur dépend de l'incrément de glissement §t5t au lieu du glissement g,
(fonctionnelle incrémentale)

On peut la qualifier de “quasi-fonctionnelle incrémentale”.
Nous considérons maintenant deux corps élastiques, le contacteur €2 et la cible

0, respectivement dotés des potentiels différentiables densités d’énergie libre de
déformation :

v - \I!(F):\II(E):%[)\(trE)2+2Mtr(E2)} (2.133)
Vo= ()= W(E) = %[)\’(trE’)QjLQ,u’tr(E’z)} (2.134)

L’énergie élastique des deux corps s’integre, respectivement :

Uly) = / Y(Vy)d2 | UY) = / V(Vy'(x)) d (2.135)

U

Nous supposons une fois de plus que les forces de volume et de surface sur le
contacteur et sur la cible, respectivement K, k', p et p’ sont conservatives. Aussi,
elles sont considérées comme des charges mortes. Ainsi, K, &', p et p’ peuvent
étre exprimées comme les dérivées directionnelles des potentiels correspondants

K(y), K'(y'), P(y) et P'(y') :

p

DlC(y;w) =VK(y) -w= /I‘.‘,(X)-WdQ (2.136)
Q

DP(yiw) = VP(y)-w = [ px)-war

VweV={v:Q—R?| v(x)=0, pour xeT,}

\

avec V l'espace des déplacements virtuels du contacteur.

(de méme pour le corps cible en utilisant les symboles “prime”)

Si nous considérons un mouvement y quasi-statique du corps et si nous négligeons
les effets inertiels, I’énergie totale du corps €2 pris séparément est égale a son
énergie potentielle (de méme pour ') :

Uly) =Uly) — (K(y)+ P(y)) =
(2.137)
:/Q\If(Vy(x))dQ—/Qn-y(X) dQ—/p(X) (y(x)dl

o
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L’énergie totale de I'union des deux corps €2 et {2 séparés est égale a la somme
des énergies potentielles du contacteur et de la cible :

Uy (y,y') =Uly) +U'(y') =

- [U (y) + U’(y’)] - [’C(Y) ”C/(y/)] N [p(y) +Pl(y/>}

/Q B (Vy(x)) dO + / V(Vy'(x') e

(2.138)

/

- / k() -y (x) 2 + / K (<) -y (x) d@']
Q

| [ pe)-yGodr+ [ )y () dr']

’
o

La solution du probleme de minimisation du probleme non-couplé s’écrit :

Uyly,y') = ziéqvfy Uy(z,2') = Zienvfy (U(z)+U'(2')) :Zigvfy U(z) U?&; Uu'(z)
Z/ €V, Z'ev, '

y U(y) = inf U(z)

z€Vy
/. / AN (!
y' U(y)—z}g%u(Z)
Vy={z: Q—R® | z(x) =y(x) pour x€eI,}
Vi={z : 9 — R’ | ZX)=y'(x/) pour X' €T}

Pour considérer les interactions des deux corps, les mouvements y et y’ doivent
étre liés par les conditions de contact et de frottement de la loi de comportement
au niveau de l'interface.

Par exemple, si nous considérons des problemes de contact normal simple, (y,y’)
doivent appartenir a I’ensemble des positions admissibles A :

N={3=[yy] | veV,, yeV, g.(3) =0}

En définissant les vecteurs des mouvements réels et virtuels du systeme :

on aboutit au vrai probleme d’optimisation sous contraintes :

Uy (§) = inf Uy(Z) (2.139)
zeN
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Par extension, une maniere de décontraindre le probleme de contact avec frotte-
ment incrémental est de rajouter le potentiel d’énergie libre ¥, = Ig +( gn(x)) et

le quasi-potentiel incrémental ®, = Iz(pn)(ét(x) (515) (pour tout point x € et ou
§t désigne un incrément de temps®) au potentiel d’énergie de 'union Uy (y,y’).
Le probleme de minimisation de 1’énergie potentielle incrémentale du systeme
complet s’écrit alors :

- — y : ~ . Z
usys (y ;pn) - usys( [y/} ;pn) :,Zlgg usys(z ;pn> - Zlen‘zusys( [Z,:| ;pn) (2140)

Z’EVy’

Usys(@ipn) = Uy(Z) + /F (U, (2,2) + ®,(2,2)6t) dT

= Ul@)+ [ [Ina0n(2:2) +Teg (2. ') 5)]

7 € Z = (zEVy, Z'EVy'>, Do = pal¥) .

Les termes additionnels de la minimisation (2.140) représentent ’apport
énergétique du contact avec frottement incrémental. En effet, le premier terme
supplémentaire stipule que ’énergie pour faire pénétrer les deux corps I'un par
rapport a 'autre est infinie et le deuxiéme terme contient le travail dissipé par le
processus de frottement au cours d'un incrément de temps 6t (ou de charge).
En remplacant les sous-gradients dlr, et dl¢(, ) exprimant les lois de contact et
de frottement correspondantes (2.132) par leurs valeurs p,, et p;, respectivement,
et en utilisant (2.137) nous pouvons exprimer la condition d’optimum :

0 € sy (Y : pn) (2.141)
sous la forme variationnelle :
ov rr I ov’ ] /
/QVW(X) : a—F(Vy(x)) dQ + /,VW (x): 55 (Vy'(x")) d2

—/W(X) cK(x)dQY— [ w(X) k' (X")dY
Q o

- [ w0 px)dr - [ wix)px)ar
. r, (2.142)

+ / Pa(x) 890 (y (%), y* (¥ (%), ¥'(x'))) dT

T / pu(x) - 68, (y(x), ¥ (y (%), ¥'(x'))) 8¢ dT =0

VwelV , VYw el

611 s’agit d’un temps paramétrique lié au chargement quasi-statique et non pas du temps
physique.
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qui est associée a des inclusions représentant la loi de comportement a I'interface :

Dn € aIR+ (gn)
xel (2.143)

p: € aIZ(pn)(gt(St)
et, avec sous les intégrales les variations suivantes :

59n(¥) = 09 (y,y (v, ¥") = Vogu(¥) - W
(2.144)

0g,(¥) = 0g,(y, vy (v, ¥)) = Vsg,(¥) - W

La formulation variationnelle ci-dessus représente le principe des travaux virtuels.
La formulation forte de 1’équilibre des forces correspondante peut se résumer au
probleme aux limites incrémental suivant :

( DivP(x) + k(x) =0 , x € ()
ov
P =g ) (2.145)
y(x) =y(x) , x €I,
\ P(x) - m(x) = p(x) , x eI,
( DivP'(x') + k' (x') =0 , x e Y
Il t\ ov’ %/
P =5 ™) (2.146)
y'(x) =y'(x) ) x el
P/(x')-m/(x") = p/(x') , x el

{ px, m(x)] + J*(x) p/[x*, m'(x")] = 0 er
y(x) A plx,m(x)] +y'(x*) A JH(x) plxt, m'(xH)] =0
(2.147)
pn(x) € aIR+(gn(X))
: xeTl (2.148)

pi(x) € AT}, |(8:(x)dt)
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Formulation du frottement par variable interne

On note une similitude entre les phénomenes de plasticité dans les solides et de
frottement a l'interface. En effet, nous pouvons pousser plus loin cette ressem-
blance, en exprimant le frottement, ici formulé a I'aide d’'une variable observable
g; comme un phénomene a variable interne. Si nous introduisons une variable de
glissement g7 qui mesure le glissement entre les deux corps, et telle que :

g = 8 (2.149)

On déduit de (2.149) que :

o
(o]

g = & (2.150)

En introduisant les relations (2.149) et (2.150) dans les potentiels de la loi de
frottement pur (2.128), et en introduisant une énergie libre d’adhérence (qui par
définition reste nulle), on obtient une formulation équivalente :

V(g g) = Loy (g — &)

o o (2.151)

D.(gf) = Ig (87)
Cette formulation par variable interne montre que 1'énergie rigide (nulle-infinie)
du frottement avec adhérence rigide est analogue a I’énergie élastique quadratique
de 1’élasto-plasticité.

2.4 Commentaires

Commentaire 2.4.1 Nous pouvons constater que les lois aussi bien
rhéologiques de volume que tribologiques d’interface étudiées satisfont tous les
principes de base de la thermodynamique. C’est une théorie relativement efficace
dans le sens que de nombreux principes sont tous respectés, a trois conditions
pres sur le potentiel de dissipation (positivité, convexité et nullité a l'origine).
Aussi, lors de I’élaboration de nouvelles lois, nous nous efforcerons de rester dans
ce méme cadre.

Commentaire 2.4.2 La formulation par minimisation de quasi-fonctionnelle
incrémentale joue un role prédominant dans l'analyse par la technique du La-
grangien augmenté de tels problemes.
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2.5 Synthese

Equations d’équilibre

p(x)¥(x,t) — Div[P(x,t)] — k(x,t) =0 dans

P (XY (x,t) — Div[P'(x',t)] — k'(x/,t) =0 dans €'
p[x, t, m(x)] + J*(x, )p'[x", t, m'(x")] =0 , VxeT
px,t,m'(x)] =0, Vx eI'\I'"

g, ) Apxtmx)]=0, Vxel

Forme locale du premier principe

p(x)é(x,t) = P(x,t) : F(x,t) + r — Div[q(x,t)] dans £
p(xNe(xt) =P/(x,t): F(X,t) + 7' — Divlq'(x',t)] dans

é.(x,1) = p[x,t,m(x)] - g(x,t) — ¢[x, t, m(x)] — J*(x, )¢ [x*, t, m'(x)] sur T
JX, t,m'(x) =0, vVx eI'\I'

Forme locale du second principe

p(x,t)s(x,t) > ;((};?) — Dlv(;((i?)) dans €

p(xt)s(x,t) > ;/((}i/”?) - Dlv(;/,((i,” ?)) dans '
gx.tm(x)] o gxtm(x)]

Se(x,t) > —( =1 + J=(x,1t) T 1) ) sur T

Potentiels d’énergie libre et de dissipation

U et & dans €
U et & dans ¢

V., et &, sur T
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Chapitre 3

Contact avec frottement et
adhésion

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, il s’agit tout d’abord de faire le point sur la mécanique du
contact avec adhésion. En particulier, il s’agira d’exposer les bases du modele
de Frémond, approfondi par la suite par Cangémi—Raous. Nous verrons les im-
plications de cette formulation. Nous tenterons alors de proposer une nouvelle
formulation inspirée de la théorie de la plasticité avec écrouissage, toujours dans
le cadre des matériaux standards généralisés. Finalement, nous présenterons le
couplage de ce modele avec une loi de frottement de type Coulomb.

La premiere section se voulant étre une introduction aux modeles, nous n’y
traiterons tout d’abord que l'’adhésion normale. Cette simplification revient
a considérer une adhésion unidirectionnelle et nous permettra de comprendre
plus facilement le fonctionnement et les mécanismes impliqués dans les modeles
d’adhésion. Ceci permettra de donner au lecteur non seulement une vue d’en-
semble, mais aussi une meilleure comparaison des deux approches. Pour le modele
retenu, la prise en compte des phénomenes tangentiels, notamment le couplage
avec le frottement fera I'objet de la fin de la section.

L’analyse de cette formulation, notamment par la méthode de la pénalité et la
technique du Lagrangien augmenté sera traitée dans la seconde section.

63
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3.2 Formulation de I’adhésion

L’approche générale — Nous avons vu dans les chapitres précédents que le
comportement dune surface de contact, comme celui d’un solide, découle en
général de deux potentiels ayant certaines propriétés qui garantissent le res-
pect des principes mécaniques et thermodynamiques. Il s’agit maintenant de
construire des potentiels particuliers qui respectent ces conditions, et qui incor-
porent ’adhésion.

Au vu du peu de restrictions sur les potentiels, il est bien entendu possible de
modéliser un méme phénomene de plusieurs manieres différentes. Pour cette rai-
son, lors de I’élaboration d’un modele, nous nous efforcerons de respecter les
regles suivantes autant que possible :

— MODELE SIMPLE : utilisation d’aussi peu de variables d’état que possible,
avec des lois d’évolution aussi simples que possible,

— MODELE REALISTE : utlisation de résultats expérimentaux comme guide,

— MODELE COHERENT : utilisation du cadre des matériaux standards
généralisés.

3.2.1 Eléments du modéle de Frémond (1982)

Frémond [38] [39] développe une formulation originale afin de modéliser les effets
mécaniques dus a la présence de liaisons adhésives, tout en étendant les prin-
cipes généraux utilisés dans la description thermodynamique des comportements
rhéologiques classiques a la notion de comportement spécifique de surface.

La notion d’intensité d’adhésion — Si on considere deux solides en contact,
il nous est impossible de distinguer 1’état de contact simple (sans adhésion) d'un
état collé (avec adhésion), car bien que les déplacements soient identiques, I’état
mécanique est différent. C’est par ce constat que Frémond pose la nécessité d’in-
troduire une nouvelle variable qui caractérisera 1'état adhésif dune interface.
N’étant pas directement observable ni controlable, I’état adhésif sera caractérisé
par une variable supplémentaire interne o’ = 3. Une mani¢re d’interpréter I'ap-
proche de Frémond est de supposer que I’état adhésif est caractérisé par une
multitude de liens microscopiques distribués le long de l'interface collée. Lors
de I'évolution du systeme, notamment lors d'un décollage, certains de ces liens
adhésifs se rompent. Ainsi I’état mécanique est décrit par la variable [ mesurant
la proportion des liens adhésifs intacts sur le nombre de liens initial. # est donc
considérée comme la variable interne mesurant localement le degré d’adhésion
(8 = B(x,t)) et il découle par définition que 5 € [0,1]. Trois états adhésifs
peuvent étre distingués (Figure 3.1) :

— B =1 Tous les liens sont intacts et I’adhésion est totale,

- 0< g <1 Certains liens se sont cassés et I’adhésion est partielle,

— =0 Tous les liens sont cassés, I’état est dit décollé.
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corps €2

zone adhésive

rupture

interface '

F1G. 3.1 — Variable interne 3 de mesure de l'intensité d’adhésion. (Adapté de [15])

Les équations d’équilibre — L’adhésion est considérée comme un phénomene
résultant de réactions physico-chimiques a l'interface des deux corps qui in-
troduisent une puissance d’interface. Les équations d’équilibre sont les mémes
que pour le contact de deux solides, a ceci pres que la puissance des efforts
extérieurs et intérieurs comporte un terme supplémentaire du a la puissance
adhésive développée par les réactions g aux vitesses d’évolution 3 des variables
internes.

Puissance des efforts internes :

PwUuW' t) = / P(x,t):F(x,t)dV + / P/(x,t): F'(x',t)dV’

w

+/p[x, t, m(x)] - g(x, t)dA+/RgBdA
v Y
Puissance des efforts externes :

PwUW' t) = /

w

K(x,t) - y(x,t)dV + /a \ plx,t,m(x)]-y(x,t)dA

+/ n'(x’,t)-y’(x',t)dV'—F/ p'[x’,t,m'(x’)]-y’(x’,t)dA’+/RgﬁdA
w! o]

W\ v

ou interviennent les efforts suivants :
— effort intérieur associé par dualité a (3 : Rg,
— action extérieure modifiant 1’état adhésif du contact : Rg.

La puissance des efforts externes étant égale a celle des efforts internes, on note
que Rz = Rg = Rj (ayant la dimension d'un travail), est U'effort associé par
dualité a (.
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Lois thermomécaniques — En plus de la condition de normalisation sur /3
(0 < B <1), Frémond introduit une condition de complémentarité cinématique
B g = 0 (il ne peut y avoir localement séparation que si I'adhésion est totalement
nulle), ainsi que l'énergie de Dupré w (energie stockée dans linterface) dans
I’expression de son énergie libre d’interface, qu’il choisit de la forme :

U, = Vg, 3,T] (3.1)

Il introduit aussi dans son pseudo-potentiel de dissipation une dissipation de type
visqueux quadratique en 3 :

¢, = d.[g, ] (3.2)

Frémond (1985), Frémond et al. [41], et plus récemment Alves—Kikuchi [3]
améliorent par la suite la finesse de ce modele en introduisant un gradient Vj3
dans leur formulation.

Remarque 3.2.1 L’effort Rs étant défini par dualité avec 8 par Rz € —0gV,,
on déduit de la troisieme égalité de (2.122) que Rg € 03P, ce que I'on peut
résumer en écrivant :

R@ € —85111,3 N aﬁ@,: (33)

3.2.2 L’approche de Cangémi—Raous
Description générale

Cangémi [15], Raous et al. [108], poursuivant selon 'approche de Frémond intro-
duisirent dans leur modele une rigidité adhésive endommageable. La condition
de complémentarité cinématique est abandonnée, rendant le modele plus souple.
De plus, ils couplent ce modele d’adhésion au contact avec frottement, ce qui
représente une avancée sensible.

Les potentiels

Energie libre — A l'interface, le potentiel d’énergie libre est choisi de la forme :

— TERME DE CONTACT NORMAL :  Ig+(gn)

On reconnait ce terme qui est tout simplement un contact normal classique
comme détaillé au chapitre sur les lois thermomécaniques des contacts.
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— TERME ELASTIQUE ENDOMMAGEABLE :  37/3%¢2

Ce terme quadratique est de type élastique. En effet, lorsque g = 1, il
résulte simplement un terme élastique de rigidité v en g,, ce qui signifie
que les liens adhésifs se comportent comme de simples ressorts.
Cependant, ce terme est en facteur avec un terme quadratique en 3. Effec-
tivement, on a une perte d’adhésion qui se traduit par un endommagement
des ressorts ou plus exactement de leur rigidité qui décroit quadratiquement
avec la diminution de la variable 3. Ceci peut étre en effet mis en valeur
lorsque le terme élastique dommageable est écrit sous la forme 3(5%y)g2.

— TERME DE DUPRE : wf3

Le modele suppose qu’une interface entre deux corps collés contient une
certaine quantité d’énergie emmagasinée dans les liaisons. Pour provoquer
une perte d’adhésion, il faut fournir au systéme une quantité d’énergie
proportionnelle a w, dite énergie de Dupré. Cette énergie est fournie par le
terme élastique vu précédemment, et se traduit par un seuil de force que la
colle peut supporter avant le début de I’endommagement et la décroissance
de la variable 3. La variable w fixe donc (implicitement) la hauteur du seuil.

— TERME DE NORMALISATION :  Ijg oo((3)

Ce terme force la variable (3 a rester positive. Ceci provient tout simplement
de la définition de la variable 3 qui est un rapport entre deux quantités
dont le résultat est positif, comme vu précédemment. La variable 3 est
alors bornée inférieurement mais pas supérieurement.

Cependant, par définition, 'ensemble d’appartenance effectif de 3 est [0, 1].
La borne supérieure sera imposée plus loin.

Dissipation — A linterface, le potentiel de dissipation est choisi de la forme
suivante :
) 1 . )
2(3) = 5b +Tn- (9) (35)

— TERME DE VISCOSITE D’ENDOMMAGEMENT : %bBQ

Dans ce modele, I’évolution de la variable § est déterminée par son com-
portement en vitesse (3. Le facteur de “viscosité” b permet de modifier la
vitesse de décohésion selon l'interface considérée.

— TERME D’IRREVERSIBILITE :  Ig-(/3)

Ce terme provient aussi directement de la définition de la variable 5. En
effet, il est supposé que les liaisons adhésives ne peuvent en aucun cas
se reconstituer, et que la rupture d’un lien est un phénomene totalement
irréversible. Avec ce terme, on force donc la vitesse B de décohésion a étre
négative ou nulle. Ainsi, § ne peut que décroitre. Maintenant, si il est fixé
qu’au temps originel du systeme 5(0) < 1, alors compte tenu de 5 € [0, oo
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imposé précedemment, [ appartiendra toujours a 'intervalle [0, 1], comme
annonce.

Analyse

Lois d’état — Comme vu précédemment, les lois d’état sont les dérivées
par rapport aux variables d’état des potentiels, conformément a l'approche des
matériaux standards généralisés. Le potentiel d’énergie libre possede deux va-
riables d’état g, et B auxquelles on associe deux forces thermodynamiques dites
duales. Nous notons :

— la force thermodynamique p,, (pression normale) associée a g,
— la force thermodynamique Rg (énergie d’adhésion) associée a 3

Sachant que I'énergie libre W, n’est pas différentiable par rapport a g, au sens
de 'analyse classique et que la dissipation ®. est indépendante de ¢,, on déduit
de (3.3) la relation suivante :

Pn € 05, Ve = Olr+(gn) +78%9n (3.6)
Cette relation est équivalente au systeme d’inégalités suivant (Figure 3.2) :
Gu=0, =70, (Pa—70°0)gn =0 (3.7)

On reconnait les conditions d’impénétrabilité-séparation, de répulsion-adhésion
ainsi que celle de complémentarité.

Pn

A

[y

gn

F1G. 3.2 — Graphe du contact avec adhésion (modele de Cangémi—Raous, avec 3 constant).

Noter que le contact normal est classique avec un comportement élastique en
traction dont la rigidité est proportionnelle & 3.

L’énergie libre ¥ n’étant pas différentiable par rapport a 3 au sens de ’analyse
classique, la relation (3.3) nous permet de dériver ’énergie d’adhésion :

Rﬂ S —86\110 - _aI[O,M[(ﬁ) - /ygn2ﬁ +w (38)
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Cette relation est équivalente au systeme de relations suivant (Figure 3.3) :

Rg > w si =0
) ) (3.9)
Ry=w—1g:28  si B>0
qui peut aussi s’écrire sous la forme :

Rg

_’an2

F1G. 3.3 — Force thermodynamique associée & 3.

Lois d’évolution — Le phénomene de décohésion est un processus entierement
dissipatif, introduit par les lois complémentaires que 1’on dérive du potentiel de
dissipation. Ainsi, obtient-on d’apres (3.3) :

oD, . .
Ry € — b3 + Olr- () (3.11)

Cette relation est équivalente au systeme d’inégalités suivant (Figure 3.4) :

RﬂZO Si 520

, , (3.12)
Rg =0bj si 3<0

qui peut aussi s’écrire sous la forme :

B3<0, Rg>bB, B(Rs—b8)=0 (3.13)
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Q'V

FIG. 3.4 — Force thermodynamique associée & £.

Résolution — Pour obtenir la loi d’évolution de la variable 3, il faut écrire
I'égalité entre Rg dérivé du potentiel d’énergie libre et celui dérivé du potentiel
de dissipation. Autrement dit, il faut effectuer I'intersection des deux graphes
précédents pour obtenir I'expression de 3 (voir (3.3), R € —05¥. N 03P.).
Analytiquement cela revient a résoudre le systéme d’inégalités obtenu de (3.9) et
(3.12), soit :

Rg > w si =0

Rs=w—vg,23  si §>O (3.14)
Rs; >0 si B=0
Rz = b3 si <0

Pour les discussions qui suivent, on suppose que I’hypotheése du contact unilatéral
gn > 0 est toujours vérifiée et que 1'énergie de Dupré est positive w > 0.

DISCUSSION :
si f=0et <0 = bf>w contradiction

si f=0et =0 = Rg > w état stable
On en déduit la conséquence suivante :
Conséquence 1

Si =0 <= (=0 (3.15)
DISCUSSION :

. . 1
si f>0et <0 = (= _E(ﬂygnzﬁ —w) condition : vg,%8 > w

sif>0et =0 = ~g.2B8<w
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On en déduit la conséquence suivante :

Conséquence 2

: 1
B=——(v9."B—w) si vg.°8>w

Si f€]0,0] <~ b.
=0 si 79,28 <w (sinon)
(3.16)
On peut condenser les conséquences 1 et 2, et obtenir :
s 1 2 : 2
=0 si 79,23 <w (sinon)
(3.17)

On peut aussi réécrire ce systéme de la maniere suivante, ou Dgr-[z] indique la
distance de = a 'ensemble R~ (voir 'annexe A) :

Si§20 < f=—1Dn b0 ul (3.18)

Maintenant si la valeur de [ originelle est choisie de maniere a respecter les
définitions, nous obtenons :

B(0) = B € [0,1]
3= _%DR (79,6 — w)]

L’intégration de cette équation différentielle lorsqu’on a décohésion sans décharge
(79,*B > w) donne la décroissance suivante :

ﬁ(t) = (50 -

(3.19)

yan? w

—(2n 7yt
e v 4
Yn* ) YGn

w

(3.20)

Pn

10 20 30 40 50

9n

F1G. 3.5 — Loi d’adhésion-décohésion lente de Cangémi-Raous.
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Finalement, la réponse du modele en traction est la suivante (Figure 3.5). Il y a
d’abord une montée élastique lorsqu’on exerce la traction (ou § = 1). Ensuite, des
que la force élastique dépasse un certain seuil, il y a décroissance de 3 entrainant
ainsi la décohésion.

Pour mettre en évidence le role de la variable b, nous avons tracé le méme graphe
mais pour différentes valeurs de b (Figure 3.6).

Pn

2 i b décroissant

10 20 30 40 50

gn

F1G. 3.6 — Loi d’adhésion de Cangémi.

On constate que la variable b influence la vitesse de décohésion mais aussi la
“viscosité” du pic lorsque la rupture se produit. Les pics les plus pointus sont
observés lorsque b tend vers 0.

Résumé, commentaires et remarques

L’ensemble du probleme d’adhésion normale a l'interface se résume par les ex-
pressions suivantes :

B(0) = By € [0, 1] (3.21)

3= _%DR [vgn* 8 — w)]

Le graphe du contact normal avec adhésion correspondant est le suivant (avec
une décharge) (Figure 3.7) :
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DPn
w :1
pM:PY\/;i b

=g
)
3

F1G. 3.7 — Loi d’adhésion de Cangémi (b = 0).

Commentaire 3.2.1 En combinant I’équation (3.6) de la pression normale et
(3.20) d’évolution de ((t), on obtient la pression normale de décohésion (g, >

\/g>0):

wz}

v;ua) 2N 4 T (g — —)em

Pr = Y9n|(Bo — +
| YGn? Y9n Y2 gnt

(3.22)

La réponse (3.22) montre que si g,, est constant, il y a tout de méme une relaxation
temporelle (dépendante de b) faisant évoluer la force en fonction du temps. Nous
n’avons donc pas indépendance temporelle entre p,, et g,.

Commentaire 3.2.2 L’analyse de (3.22) indique aussi que si les effets visqueux
sont supprimés (en faisant tendre b — 0), I’évolution de p,, décrit une hyperbole
cubique en g, (Figure 3.7) :

U}2

vga°

P (3.23)

Ceci signifie que la pression ne s’annule totalement que lorsque g, — oo, ce qui
est physiquement peu réaliste, bien que la pression devienne vite négligeable pour
un g, relativement petit.

Remarque 3.2.2 L’analyse du graphe de contact normal avec adhésion (Fi-
gure 3.7) indique encore que lors d’une décharge apres un certain endommage-
ment (par exemple 3 = %), la rigidité des liens adhésifs a diminué d’une quantité
proportionnelle & $2. La hauteur du pic d’adhésion a également diminué. On
voit que pour § = 0, on retrouve le graphe du contact normal sans adhésion
(Figure 2.14).
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Remarque 3.2.3 Sans rentrer dans les détails, ce modele d’adhésion peut aussi
inclure des effets tangents et notamment étre couplé a une loi de frottement de
type Coulomb. En effet, en rajoutant dans I’énergie libre un terme élastique en-
dommageable tangent %vﬁQHgtHQ décrivant le cisaillement des liens adhésifs ainsi

quun terme de frottement e e )(ét) (p¢ étant la pression normale uniquement

dtie au contact) dans le potentiel de dissipation, le graphe tangent devient le
suivant (Figure 3.8) :

P:
A
PM o~ Py,
relaxation
temporelle
—ppy, 25 B
i — décharge
|
. .
e - gt
3 -
a="

F1G. 3.8 — Comportement tangent avec frottement.

Remarque 3.2.4 Du fait que la colle est dotée d'une élasticité, la raison d’étre
de la variable (3 (qui, on le rappelle, était d’arriver a distinguer un contact adhésif
sous tension avec une colle intacte du méme contact avec une colle rompue)

devient caduque, puisqu’on peut utiliser g, (g, > 0, supérieur ou égal a \/%)

C’est en partie ce constat qui a motivé la recherche d’une alternative.

3.2.3 Une nouvelle approche basée sur des filaments plas-
tiques écrouissables

Description générale et notion d’écart adhésif

Nous supposons toujours que I'état adhésif est caractérisé par une multitude de
filaments distribués le long de l'interface. Lorsque nous appliquons une charge
de traction & une structure collée a une autre (Figure 3.9 a)), nous apercevons
(selon la colle) le long de 'interface des petits filaments adhésifs (Figure 3.9 b)).
Au départ, ces filaments sont supposés avoir une longueur nulle (Figure 3.9 a)),
surface collée). Une premieére constatation est qu'une fois étirés d’une certaine
longueur, ces filaments ne se raccourcicent pas lorsque la charge diminue, voire
s'inverse. Ils se replient sur eux-mémes, et ne transmettent plus aucune charge
entre les deux corps (Figure 3.9 ¢)). Aussi, lorsque nous appliquons une charge
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suffisante pour provoquer un décollement, les éléments les plus étirés sont les plus
faibles, et cassent (Figure 3.9 d)).

F1G. 3.9 — Schématisation du comportement des filaments lors du décollement.

Contrairement au modele de Frémond qui supposait que I’état des liens était soit
actif soit inactif, cette approche differe par le fait que les liens obéissent main-
tenant a une loi de comportement spécifique. Pour tenir compte de I’étirement,
nous postulons que les liens ont un comportement de type plastique. Nous intro-
duisons donc une variable interne g* qui correspond a la variable de déformation
plastique en théorie de la plasticité et qui représente la longueur distendue plas-
tiquement par les filaments. Ensuite, pour considérer I’endommagement des fi-
laments puis leur rupture, nous rajoutons a notre loi plastique d’interface un
écrouissage négatif [96], s’annulant selon la valeur de ¢g. En effet, notre variable
interne n’est plus une proportion comme précédemment, mais devient une va-
riable cinématique d’écart adhésif cumulé g* mesurant ’étirement plastique des
filaments. A cette variable g%, nous associons la force duale adhésive p®.
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MODELE D’ENDOMMAGEMENT [gn - Pn] — [B - Rg]

Tem L

MODELE SERIE (90 - D) — [9° - P

F1G. 3.10 — Comparaison des deux approches.

La figure 3.10 montre la différence principale entre I’approche a la Frémond ou
la variable 3 indique 1’état adhésif sur une portion de l'interface et le modele
proposé ou chaque filament se comporte de maniere plastique selon g*. Les forces
duales Rg et p® représentent le travail adhésif dissipé et la force adhésive (tension)
fournie par chaque filament, respectivement.

Les potentiels

Energie libre — A linterface, nous choisissons le potentiel d’énergie libre sui-
vant :

a 1 a
Ue(gns %) = In+(gn) + 5'@%— (gn — 9% (3.24)

— TERME DE CONTACT NORMAL : Ig+(gn)
Nous ne reviendrons pas sur ce terme.
fare - L2
— TERME ADHESIF :  57Dg-(9n — 9%)
Nous reconnaissons un terme d’inspiration élasto-plastique. Nous y intro-

duisons la distance par rapport a R™, qui annule ce terme si g, < g%, pour
modéliser le fait que les filaments n’ont aucune rigidité en compression.
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N

o
-

9n

a

9

F1G. 3.11 — Potentiel d’énergie libre d’interface ¥, en fonction de g,,.

Dissipation — A l'interface, nous choisissons le potentiel de dissipation non-
différentiable suivant :

(I)C<ga; ga> = 3(ga)ga + Ir+ (ga) - Irfoo,s(ga)} (ga) (325)

D
A

y

F1G. 3.12 — Potentiel de dissipation d’interface ®. en fonction de §°.

— TERME DE SEUIL : s(g%)g*

En raison de la discontinuité (coin) & l'origine de la dissipation, les forces
adhésives sont limitées par un seuil. L’endommagement des filaments in-
terviendra lorsque ces forces seront supérieures a ce seuil, qui est choisi
dépendant de g*. En effet, la fonction s(g*) décrira l'évolution de la
décohésion lors de 1'étirement des filaments. Ce sera donc une fonction
positive décroissante qui sera égale a la force maximale adhésive lorsque
g% = g& (typiquement pour une colle intacte g¢ = 0, voir Figure 3.9 a)).
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Par exemple, la fonction s(g*) pourra prendre la forme suivante :

9" :
11— — si 0<gi<g®<
S(ga) _ pM( gM) >00>9 >9m (326)

0 si g% > gum

par est le seuil adhésif (limite d’adhésion ou seuil de décohésion), gy, est
I'écart adhésif mazimal (écart de décohésion, de rupture des filaments) sur
lequel ¢g* est actif (Figure 3.13).

s(g*)
A

Pm

,—+ Vga

am

F1G. 3.13 — Exemple de choix de fonction pour s(g®).

— TERME D’IRREVERSIBILITE :  Ig+(g%)

L’adhésion étant un phénomene irréversible, ce terme garantit que g® ne
peut que croitre et ainsi le systeme ne peut évoluer que d'un état adhésif
vers un état décollé (un recollement est exclu).

Analyse

Lois d’état — Nous associons des forces thermodynamiques duales a nos va-
riables :

— la force thermodynamique p,, (pression de contact) associée a g,

— la force thermodynamique p* associée a ¢g° (traction adhésive)
On déduit donc de (3.24) :

Pn € 95, Y = Olr+(gn) + {7Pr+(9n — 9)} (3.27)
Cette relation est équivalente au systeme d’inégalités suivant (Figure 3.14) :

9.>0 ,  p,—"Pr+(g,—9%) <0, (pn — YPr+(9n — 9%))gn =0
(3.28)
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Dn
g*=0 [fg*>0
v
In

admissible

gn >0 Pn— PR+ (g0 — g%) <0 (pn —YPR+(gn — 9%))gn =0

F1aG. 3.14 — Intersection du systeme d’inégalités.

dont la combinaison constitue le graphe suivant (Figure 3.15), équivalent a (3.27)
ot (3.28) :

F1G. 3.15 — Graphe du contact avec adhésion.

Ensuite, on dérive la force adhésive (Figure 3.16) :

o 0%c(gn, 9%

= ——cJvI /AP n — g” 3.29
p Dg YPr+(gn — %) (3.29)
pll
A
=0 [g*"=a
gl
~ o
a

F1a. 3.16 — Traction adhésive p® associée a g®.
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On constate qu'on peut aussi réécrire les relations (3.28) sous la forme
équivalente :

9.>0,  pu=0"(Gn9") <0, (pn—D"(Gn:9"))gn =0 (3.30)
Loi complémentaire — D’autre part, on dérive du potentiel de dissipation :
pa € 8ga<1>c(g“;g“) = 61?_00’8@&)} (ga) = S(ga) + 81R+ (ga) (331)
pa
A
s(g°)
o ga

F1c. 3.17 — Traction adhésive p® associée & §2.

La loi d’évolution d’étirement en tension peut aussi se mettre sous la forme
(Figure 3.17) :

g >0, p*—s(g?) <0, g (p* —s(g*)) =0 (3.32)
Résolution — De (3.29) et (3.31), il résulte le systeme suivant a résoudre :
p* = Pr+(gn — ¢°
{ el 359
P € AN (goy (9°)

On en déduit la relation suivante :

’}/PR-F (gn - ga) € 61*70078(911)} (ga) (334)

De méme que pour la plasticité au paragraphe (2.2.4) , nous résolvons ce systeme
de maniere incrémentale. On peut décomposer g en écrivant ¢ = g§ + ¢°dt, on
rééerit la relation (3.34) :

/YPRJF (gn - gg - gadt) S ar[k—oo,s(ga)] (ga) (335)

Sign < g§ , et sachant que g* > 0, la résolution du systeme devient triviale et
donne :

p*=0 (3.36)
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D’autre part, si g, — g* > 0, la relation (3.34) s’écrit :
’7(971 - gg - gadt) S aI>‘<—c>o,:3(g“)} (ga)
qui s’écrit aussi (Figure 3.18) :

’Y(gn - gg) € aI>[kfoo,s(ga)] (ga> + {Vgadt}

Y(gn — g8)
A

q¢>//<f%t

Y

F1G. 3.18 — Graphe de v(g, — g3) en fonction de g°.

Il en résulte :

. u . g“=0
Si v(gn —g5) < s(g") =

p* = (9, — 95)

ca ]‘ a a
Si (g — o) > s e 47 = (109 — 90) = 5(g"))

p* = s(g%)

Si on récapitule, en se servant de (3.39) et (3.40), on peut écrire :

o _ { Yon—95) st v(gn — 95) < 5(9")
! s(g%) si v(gn — 96) > s(9%)

En incluant le cas (3.36), le systeme complet s’écrit :

O Si 7<gn_g8) SO
p'=19 Ygn—95) si 0<v(gn—g6) < 5(9%)
s(g%) si y(gn —g6) > s(9%)

ou encore (sachant que s(¢g*) > 0) :

P = Plcosen) (VPR+ (90 — 65))

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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Résumé et remarques

L’ensemble du probleme d’adhésion normale a l'interface se résume par les ex-
pressions suivantes :

gnZO 5 pn_pago ) (pn—pa)gn:(]
(3.44)

P* = Plcosge) (YPr+ (90 — 96))

p® est la projection d’une contrainte d’essai YPr+(g, — ¢§) sur un critere dont
le domaine décroit avec la variable interne g*. Le graphe du contact normal avec
adhésion correspondant est le suivant (avec une décharge) (Figure 3.19) :

PMm |—

F1G. 3.19 — Loi d’adhésion.

Lorsqu’on exerce une traction, on a p, = p®. Comme pour le modele exposé
précédemment, il y a tout d’abord une montée élastique (¢ = 0 = ¢g* = g§)
tant que la force adhésive est au dessous du seuil s(gj) = pa. Au dela de ce
seuil, il y a décohésion (¢* > 0) et la force adhésive p* = s(g*) décroit de
manicre linéaire avec l'augmentation de ¢*. Il y a endommagement par “dis-
tension”, “étirement”. Cependant, la décohésion s’effectue sans endommagement
de la rigidité des filaments. En effet, une décharge s’effectue toujours selon la
méme pente élastique. Aussi, la force adhésive devient nulle si nous comprimons
les filaments préalablement étirés. Si on recharge ces filaments et on poursuit la
décohésion, g* devient supérieur a une valeur g, pour laquelle s(¢g”) devient nul.
Il y a alors rupture du filament et on retrouve le graphe de contact normal sans
adhésion (Figure 2.14).

Commentaire 3.2.3 Nous constatons qu’il y a “indépendance temporelle”
entre p, et g, et il n’y a pas d’effet visqueux. Cette approche permet d’obte-
nir une loi d’adhésion indépendante des taux.

Remarque 3.2.5 Le choix de la fonction de décroissance s(g®) reste relative-
ment libre. En choisisant la décroissance (3.26), on fixe une distance adhésive
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finie apres laquelle la force adhésive devient nulle. La décroissance est linéaire car
c’est la maniere la plus simple pour faire décroitre une fonction (simplicité). 11 est
bien entendu aussi possible de choisir une fonction de décroissance non-linéaire
et/ou ne s’annulant pas forcément. Ce choix doit étre précisé ultérieurement en
relation avec des expériences de décohésion sur des interfaces (réalisme).

3.2.4 Formulation du contact avec frottement et adhésion
Description générale

La prise en compte des phénomenes tangents s’effectue en deux étapes. Tout
d’abord, il faut déterminer le comportement des filaments lors du cisaillement
entre les deux corps, avant d’inclure la loi de frottement.

Cinématique de I’adhésion — Dans la configuration de référence, les points
en adhésion x et X, appartenant respectivement au contacteur et a la cible sont
confondus (Figure 3.20). On suppose qu'un lien adhésif existe entre ces deux
points.

CONTACTEUR

I.ll

F1G. 3.20 — Configuration de référence de deux corps avec un lien adhésif.

Ensuite lors de I'évolution du systeme, la position de ces deux points devient
respectivement y(x,t) et y'(x,t) (Figure 3.21). Nous supposons alors que les
filaments adhésifs relient toujours ces deux points. Ceci restant vrai quelle que
soit la configuration des deux corps, on suppose de plus que la force adhésive agit
selon la direction radiale d reliant ces deux points (en accord avec le principe
d’équilibre des moments local nominal), avec :

)
d=Y"Y__ 8 (3.45)
ly =yl llel
Si on note p* = ||p?|| lintensité de la force adhésive, alors le vecteur force

adhésive s’écrit p* = p®d. La direction de la force adhésive étant fixée, on a
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donc p* = p%(||g||). L'intensité de la force adhésive ne dépendant que de la
norme de ’écart, si nous fixons le point y’, et maintenons I'intensité d’adhésion
p® constante, les régions admissibles de y décrivent des spheres autour de y’ (Fi-
gure 3.21). Par conséquent, la hauteur du pic en cisaillement tangentiel est la
méme que celle du pic en traction normale.

a) b)

F1G. 3.21 — Configuration actuelle de deux corps avec a) traction normale b) cisaillement et
c) séparation dans une direction d quelconque. Noter '’hémisphere autour de y’.

Adhésion et contact normal — L’adhésion n’influence pas le contact normal.
En effet dans la direction normale, si g, > 0, alors il y a tension-séparation
(faisant uniquement intervenir ’adhésion) et si g, < 0 (toléré en pénalité) alors il
y a pression-non pénétration (faisant uniquement intervenir le contact unilatéral).
Nous avons vu jusqu’ici que les forces adhésives agissent selon la direction radiale
d. Par contre, le contact normal influence I’adhésion car nous faisons I’hypothese
supplémentaire que nos forces adhésives n’agissent que dans le plan tangent selon
la direction t, (projection de d sur le plan tangent) lorsqu’il y a contact, quelle
que soit la pénétration g, < 0 (tolérée en pénalité) entre les deux corps. De méme,
si nous fixons le point y’, les domaines ou y varie et I'intensité d’adhésion reste
constante ne décrivent plus que des hémispheres autour de y’.
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Adhésion et frottement tangentiel — Lorsque p, < 0, les phénomeénes
d’adhésion et de frottement se manifestent simultanément. Contrairement a
I’adhésion, les points de frottement évoluent au cours du mouvement (y’ ne
dépend pas de x’ mais de x1) et la direction de la force de frottement dépend
de la direction de glissement. L’hypothese selon laquelle la direction des forces
adhésives dépend toujours de d nous amene a supposer dans ce modele que le
couplage entre le frottement et 'adhésion se résume a une superposition des deux
phénomenes. En effet, dans certains cas, la force de frottement peut avoir une
direction différente de celle de 'adhésion tangente. Dans ce sens, nous pensons
que frottement et adhésion sont deux phénomenes indépendants.

Hypothese supplémentaire des petits déplacements — Nous faisons
aussi dans la suite de I'’étude I'hypothese des petits déplacements. En effet,
les forces adhésives sont des forces qui agissent généralement sur des courtes
distances. De plus, pour de grands glissements, I'hypothese selon laquelle les
forces adhésives agissent selon la direction d (ou parfois t) n’est plus toujours
vérifiée.

Ainsi, dans ce qui suit, le point proximal x* est assimilé & x’ quelle que soit la
configuration du systeme.

F1G. 3.22 — Configuration de contact entre deux solides déformables en petits déplacements.

Sachant qu’ils se rapportent toujours a la cible et afin d’alléger les notations,
nous omettons les symboles “prime” des vecteurs unité des bases de référence.
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Les potentiels

Energie libre — Nous postulons le potentiel d’énergie libre suivant a l'inter-
face :

Ve(gn, 8,875 9") = Ir+(9n) + Lioy (8¢ — &7) + Ir- (\/P{i+ (9n) + ll&ell* — 9°)
(3.46)

— TERME ADHESIF : Ip- \/PR+ (gn) + llgell” — 9%)

Ce terme est la version tridimensionnelle du terme adhésif du cas précédent.
L’adhésion ne dépend plus uniquement de g,, mais de ’ensemble de la norme

du vecteur écart total ||g|| = 1/ (g,)? + ||g:||°, ici légérement modifiée pour
tenir compte du fait que lors du contact, I’adhésion dépend uniquement de
la norme de I’écart tangent ||g;||. En effet, on a :

VP2 (90) + &l = [1Pgy ()]

oug=gm+g et R ={v|in-v >0} (Figure 3.23).

n
A
R+
gn =0
P
R} (g) : ¢
gn <0 3
g

F1G. 3.23 — Projection du vecteur écart lors du contact g,, < 0.

De plus, l'utilisation de I'indicatrice sur Ig-(---) & la place du carré de la
distance D% _(---) nous permet de redresser nos graphes, en introduisant
des filaments de rigidité infinie.

— TERME DE FROTTEMENT :  Li)(g: — &7)

Ce terme, comme nous l’avons vu précédemment permet d’introduire la
variable interne de glissement g; en lui associant une énergie potentielle.

Dissipation — Nous postulons le potentiel de dissipation suivant :

@c(gt’g@; ga’pf’b) = Ié(p%)(gt) + I>[k—oo,s(g“)] (ga) (347)
— TERME DISSIPATIF ADHESIF : I e (9%)

Ce terme nous dicte la loi d’évolution de la variable interne d’adhésion g*.



Formulation de ’adhésion e 87

S
— TERME DISSIPATIF DE FROTTEMENT : Ig(pc)(ét)

Ce terme est la loi d’évolution de la variable interne de glissement gj
qui constitue le frottement de Coulomb. Di a la présence d’adhésion, la
pression-tension normale p, se décompose en une pression normale de
contact pt et une tension normale die a l'adhésion p? (p, = p& + p%).
La force de frottement n’est proportionelle qu’a la pression normale de
contact pf,.

Lois constitutives

A partir des potentiels d’énergie libre et de dissipation, nous dérivons les lois
d’état et complémentaires pour former le systeme d’équations du contact avec
frottement couplé a I’adhésion.

Les forces “externes”, associées aux variables cinématiques :

Pn S agnqjc(gnagtagfaga) (348)
avec .
" Pr+(gn
Oy Ve = Olgs(ga) + T ([Prs (g)] — g°) 292
IPr: ()l
=+ (3.49)
Pt € g, Ve(gn, &1, 87, 9%) (3.50)
avec .
HgtH gt
Og, V. = Olg-(||Pgrs(g)ll — 9"
: (IPx; ) P @N Tl
+ 010y (& — 87)
yon P: = Py + Py :

Les forces “internes”, associées aux variables internes :

Pi € —OgVe(gn 818/ 9") = oy (g — &) (3.52)
P € Jpr®ul(9” 89" 1) = i (81) (3.53)
p* € 00 Ve(gn 818 9") = Olr- (| PRz (8)]l — 9°) (3.54)

PE Op®e(gy 4% 9" ph) = OL o y(geyy () = s(9%) + Olrs (§%)  (3.55)
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Remarque 3.2.6 On peut représenter le contact avec frottement couplé a
'adhésion sous la forme du cone de Coulomb (Figure 3.24). On reconnait le
lobe hémisphérique avec traction adhésive et la superposition de ’adhésion sur
le cone classique de Coulomb du frottement lors d’efforts tangents.

N

F1G. 3.24 — Céne de Coulomb du contact avec frottement couplé a 1’adhésion.

Regroupement des potentiels

Comme nous l'avons vu, les phénomenes de frottement et d’adhésion sont
indépendants. Aussi, il devient possible d’effectuer un découplage au niveau
des potentiels entre le contact avec frottement et 1’adhésion. On peut donc
décomposer le potentiel d’énergie libre de la maniere suivante :

Ue(Gns 8,81, 9%) = Vilgn) + Vi(ge, 8/) + Ve(gn, 8, 9%) (3.56)

en regroupant dans V¢ les termes de contact, dans W? les termes de frottement
et enfin dans V¢ les termes adhésifs. Bien entendu, pour une loi de Coulomb, le
frottement reste indissociable de la pression normale de contact p,, (mais pas in-
versément ), contrairement a ’adhésion qui ne dépend que du signe de p,,. Comme
dans la plupart du travail qui suit, nous n’étudions que tres peu le contact seul,
nous regroupons ¥(g,) + Vi(g, g7) = V(gn, 8, &). Similairement pour le po-
tentiel de dissipation, on écrit :

oS

Dc(gy, 0% g% ) = P2(gy;pE) + (¢ 9°) (3.57)

avec 7 pour le frottement et ®¢ pour 1'adhésion.
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3.2.5 Minimisation élastique sous contrainte

Le probleme consiste a résoudre le systeme suivant d’une minimisation
incrémentale et de deux systemes d’inclusions :

Usys (¥ 305, 9%) =inf (U (2) + /\Ifc(gn(z,Z’),gt(z,Z’);gf,g“) dl’

r B (3.58)
+/ q)c(gtaga;pfw ga)ét dr}
I

pf € _agfkpc(gn(zaZ/)agt(zazl>7gf7ga> (3 59)
pf S aéfq)c(étaga;gaap%) .
pae_aa\I}c 9n Z>Z/ » 8 Z>Z/ ’gs’ga

i Velon(2,2). 82 2). 8. ) (3.60)
P* € Oga®e(gy, 9% 15, 9%)

Sachant que le quasi-potentiel de dissipation de notre formulation ne dépend
uniquement que des variables internes qui sont indépendantes de y et y' (y =
[y ¥y']%), le probléme de minimisation du systéme complet ne laisse apparaitre
plus que les termes d’énergie libre et devient :

Usys(y) =inf [Z/[U(/Z\) + /\I/c(gn(z,z'),gt(z,z'),gf,ga) dF} (3.61)
z T
pf S _agf\Ilc(gn(Z7Z/)agt(z7zl)7gf7ga)
s “a oS a (362)
P; € 09:Pe(g% 8,5 9% 1)
pa € _aa\Ilc 9n Z7Z/ 8 Z7Z/ ’gs’ga
o g .( ).8:(2,2'). g/, 9) (3.63)
pa S agaq)c(gtaga;gaapZ)

Le couplage entre les variables cinématiques dépendantes de y et internes est
assuré par les lois constitutives faisant évoluer les variables internes g; et g¢“,
par l'intermédiaire des systemes formés par les deux inclusions. Ce systéme est
complété par les lois d’état :

{ Pn S agn\pc(gn(s;)a gt(s’\)a gfa ga)

Pe Y 3.64
Dy € Oy Ua(0a(), 2F). 251 9°) (3.64)

Nous constatons que ce systeme comprend une fonctionnelle non-réguliere couplée
a plusieurs inclusions dont certaines sont emboitées; c¢’est un systeme “intégro-
inclusionnel”. Pour résoudre ce systéeme, notamment trouver une formulation
réguliere permettant d’eétre résolue numériquement, il est nécessaire de faire appel
a certaines techniques spéciales : les techniques de la pénalité ou du Lagrangien
augmenté pour la régularisation et un algorithme de projection pour la résolution
incrémentale des systemes d’inclusions. Ceci fera ’objet du paragraphe suivant.
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Remarque 3.2.7 Si on préfere la formulation du frottement par variable
cinématique a celle par variable interne, le systéme s’écrit :

Uso(§ 595, 9%) =inf [Uy(2) + / U (g,(7), 2 (3): & g°) dT

2 r ) (3.65)
+ / (&,(2), ¢ g" p)6t dT]
T

ae_a“\pc n/\a A)s)a
{ p o Ve(90(2), 8:(Z), 85 9°) (3.66)

p* € 0ga®c(g,, 4% g%, 15)

Sans adhésion, nous retrouvons le probleme incrémental de minimisation par va-
riables uniquement cinématiques (2.140) introduit précédemment au paragraphe
2.3.5. Dans ce cas, il n’est plus possible de ne pas faire figurer le pseudo-potentiel
de dissipation dans la fonctionnelle Usys, ce dernier dépendant de y. Chaque
variable interne requiert en conséquence en plus du probleme incrémental de
minimisation un systeme d’inclusions de couplage.

Remarque 3.2.8 A ce niveau, le systeme (3.61) a (3.63) ne peut pas encore étre
qualifié d’incrémental. Il le deviendra en fait plus loin lors de la résolution des
systemes d’inclusions.

3.3 Analyse du contact avec frottement et
adhésion

Nous avons vu dans la section précédente que le couplage entre contact avec
frottement et adhésion se résumait a une superposition des phénomenes. Ainsi,
lors de I’analyse, nous pouvons considérer ces derniers séparément sans perte de
généralité.

3.3.1 Reésolution par la méthode de la pénalité
La méthode de la pénalité

Principe — C’est la méthode la plus simple et la plus classique pour résoudre
des problemes de contact. Cette méthode remplace les fonctions multivoques
non-régulieres (non-différentiables) par des fonctions (univoques) approximatives.
Cette méthode a été établie pour la résolution de problemes d’optimisation sous
contraintes (Courant (1927-43-62), Bertsekas (1975), Rockafellar (1976), entre
autres) puis appliquée aux probléemes de contact (notamment Oden (1980), Cur-
nier (1984)). Le présent exposé s’inspire notamment de Curnier—Alart [25].

Plus concretement, la fonction indicatrice d’une variable sur un ensemble est
remplacée par un terme proportionnel a la distance au carré de cette variable par
rapport a ce méme ensemble.
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Exemple scalaire — Soit I’ensemble [—R, R] € R. L’indicatrice de la variable
x sur cet ensemble s’écrit :
| (@) 0 si z€[-R,R] (3.67)
_rpg|(x) = ,
R o si z¢[-R,R]

La méthode de la pénalité quadratique consiste a remplacer l'indicatrice par le
carré de la distance a l'ensemble (Figure 3.25) :

1 0 si z€[-R,R]

§7D[27R,R] (z) = (3.68)

(e~ R si o ¢ [RR]

avec 7 le facteur de pénalité (comparable a une rigidité), qui, pour se rapprocher
le plus de la fonction exacte doit prendre des valeurs relativement grandes.

A lerp(@)

\

N

%7D[2—R,R} (z)

T

F1G. 3.25 — Principe de la méthode de pénalité. La fonction pénalisée est en traits pleins et
la fonction exacte en pointillés.

L’intérét de la fonction distance est qu’elle reste bien définie pour des ensembles
de RV

Application — La pénalisation consiste a remplager le potentiel V. par la
fonction approximative différentiable W, correspondante dans (3.61) :

D (9) =inf [ty (B) + (@) =int [y (2) + /F ¥, /) I (3.69)

En se servant de la décomposition (3.56) du potentiel d’énergie libre, le probleme
de minimisation du systeme complet s’écrit :

Usys(¥) =nf Uy (2) + /F (Ve (2,2) + U%(2,2')) dI] (3.70)
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avec les lois d’état (3.64) et constitutives (3.62), (3.63) qui deviennent :

(V988 0" OVE(gn 8 8) | OVE(gn 81 g")
Pn = 5 — : i :
=P+
~ N N (3.71)
o 8\I/c(9n7 gt gf7 g“) B a\Ifgs<gn, g, gts) a\p?(gn, g, ga>
pt - = +
agt agt agt
( =p! +p}
( ps — _a\pc(gnagt)gf)ga) _ _3\I/§S(gmgt7gf)
t oei O (3.72)
| Pi € %;@c(g“,ét;g“,p;) = 8§:®§(§t;p;)
o= _0Ve(gn 8,81, 9") _ OWi(gn, 8t 9")
99° 0g° (3.73)

OS . .
P € 0y (g, 9% 9%, 1r) = 03 ©2(9": 9°)
Une condition nécessaire pour ’obtention d’un minimum :

+D (A‘Tfis(gn@),gt(?),gf) dr; 5?) +D (/F{Ivfﬁ(gn@),gt@),g“) dF;5§>

=V,U(y) -0y + VyU'(y') - 0y’

oves gy 00 9y
1+ Vogu(F)T (e + = -5AdF+/ Vo, (3 c 4“7y . 5ydr
/F[ 59n(Y)] (agn 8gn) y F[ 58:(Y)] (3gt 8gt) y
SN T QU Ue
—VyUU(y)-5y+/F[Vyg(y)] ( oe ag)-5de—0

Vé?z[{?;’,]ez i.e. (V6er, V5y'€V’>

— OUsys(¥) =0
(3.74)
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Contact avec frottement pénalisé

Les potentiels — On rappelle que I’énergie libre exacte du contact avec frot-
tement s’écrit, d’apres (3.46) :
La version pénalisée de ce potentiel s’écrit quant a elle :
~CS S 1 (& 1 S
V(9. 8.87) = 57Dhs (9) + 577 Dioy (8 — &)
~ Lep2 L ) 3.76
= 57nDr+(9n) + 57 (& — &) (3.76)

ou ¢ et %f sont des facteurs de pénalité.

La dissipation du contact avec frottement reste exacte et s'écrit, d’apres (3.47) :
D285 1h) = Loy (87) = —npnlle: | (3.77)

Analyse — On en déduit la force normale de (3.76) :

c aqjgs(gm gt gf)

_ — Py (g, 3.78

On peut donc expliciter pS sous la forme :

0 si g, >0 écart
"= : (3.79)
VrGn si g, <0 contact
Et la force tangente de frottement se dérive de (3.76) :
OV (g, 81, 8F )
pf = 2V 808) gy ooy (3.80)

gy

On dérive aussi les forces de glissement de (3.76) et (3.77), respectivement :

s aq’gs(gnagtag;‘?> _f s
P: = g =Vt (gt gt) (3.81)

P; € Oy ®3(gs51n) = =1y, Ol l

On note que p{ = p; et on en déduit la relation suivante :
p{ € —up}, g (3.82)

o8
D’autre part, on peut décomposer g; en écrivant gf = g7 + g,dt, on réécrit la
relation précédente :

7 (8 — 81, — 8:dt) € —ppdlle, | (3.83)
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qui s’écrit aussi (Figure 3.26) :

(g — ) € —uptdlg, || + /g, dt (3.84)

%{(gt I gfo)

—1py, Afdt

Tog

C

/ Hpp,

FIG. 3.26 — Graphe de ~/ (g; — g;,) en fonction de éi

Il en résulte :

Si I (& — gl < —pp, (3.85)

os 1 oy 1S (8 —8)
f = (880 g g
Si [ (g —gi)ll > —pp;, < (& — g ) ¢ °
pl = —pups— oSt
(gt — &)l
(3.86)

Si on récapitule, en se servant de (3.85) et de (3.86) :

Vg(gt B gfo) s1 H%{(gt - gfo)” < —up;, adhérence
f_
pt - (gt _ gf )
C 3 f S C :
_'upniso si |7 (ge —gp )|l > —upS,  glissement
(g — g5l ' fo

(3.87)

on peut encore écrire p{ comme la projection d’une contrainte adhérente “d’essai”
v (g — g; ) sur le critere du frottement :

p] = Pepe) (v (g — g5)) (3.88)
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Résumé — Le probleme de contact avec frottement se résume au systeme sui-

vant (Figures 3.27 et3.28) :
P = 73 Pr-(9n)

p] = Pepe) (%f(gt —g))

f
Complété par une mise a jour de g7 : g; = g — p—;

Vi

y

C gn

Tn

contact
—

F1G. 3.27 — Graphe du contact normal pénalisé.

Nous définissons g = g; — g; 1'écart tangent adhérent.

f
A P

glissement

_,upfz 14

f
adhérence K PI

/]

Y

T S gt
2 g .’

g I 4
t C
- oam = Mpn

F1G. 3.28 — Graphe du frottement tangent pénalisé.

Adhésion pénalisée

(3.89)

Les potentiels — L’énergie libre exacte d’adhésion s’écrit, d’apres (3.46) :

U (gn, 81, 9) = In-(|Prs (&)l — 9°)

(3.90)
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La version pénalisée de ce potentiel s’écrit :

1
T (g 809") = 57" Dh (/Pres (00)2 + il ~ o) (3.91)

ou v est un facteur de pénalité (la raideur de la colle).
La dissipation de I'adhésion reste exacte et s’'écrit, d’apres (3.47) :

q)zl(ga; ga) = I*—oo,s(g“)} (ga) (392)

Analyse — On pose g§ = Pr+(gn)n + g = Pg+(g) pour abréger.
On dérive I'intensité adhésive de (3.91) :

a a@g gTHg 7ga a a
po— DEBET) b ([P (o)) - )

= 7"Pre(llgll = 9%) (3.93)

On dérive aussi la force adhésive de (3.91) :

a a\yg(grwgtaga) — a\yg(gTugtaga)n_'_ a@g(gnagtaga)

p= og On og;
a ~ a P + gn a ~ a g
= Pre (I8l - g Ry epr () - g7)-E
gl gl
= pn+p{ =7"Pr+ (gl — ¢*)d = p"d (3.94)
avec a = é
H

D’autre part, on dérive p® du potentiel de dissipation (3.92) :

pa € ag“q)g(gaé ga) = aI?—oo,s(ga)] (ga> = 8(ga) + aIRJr (ga) (395)

Aussi on en déduit le systeme suivant :

p* =7"Pr+(ligll — g°
= r+ (]| ||.a ) (3.96)
P € Ol o sgm (9°)
On obtient alors la relation suivante :
V'Pr+([[gll — g%) € OL_ o 4oy (9") (3.97)

Ceci est la loi d’évolution de la décohésion.
Comme précedemment, on peut décomposer ¢g* en écrivant g* = g + ¢°dt, on
réécrit la relation précédente :

V'Pre (8]l — 96 — 9dt) € Ol (gay () (3.98)



Analyse du contact avec frottement et adhésion e 97

Si ||g]l < g8, la résolution du systeme devient triviale et donne :

p*=0 (3.99)
Si ||g]| > ¢g* I'équation (3.97) prend la forme suivante :
Y(IIgll = g6 — g*dt) € Ol gy (9") (3.100)
qui s’écrit aussi (Figure 3.29) :
(1&gl = 96) € Ol s(gay () + 79" dt (3.101)
(el = 95)

A

s(g”) /4 d

F1G. 3.29 — Graphe de v*(||g|| — g3) en fonction de g°.

Il en résulte :

3 a ~ a a ga - O
St (el —g) <s(9) = { o arial a (3.102)
p* = (Il = 95)
= = (01l - 68) — 5(6)
s alls a a 9 = 7 U — 90) — S\g
Si y(llgll - g5) > s(g") = yedt ’
p* = s(g")
(3.103)
Si on récapitule en se servant de (3.102) et (3.103) :
alllall _ ~a s afllell — a2) < s(ag®
A (||g||a 95) | va(H%II gg) < (ga) (3.104)
s(g*) si (I8l = 96) > s(g")
En incluant le cas (3.99), le systeme complet s’écrit :
0 si Y'(llgll —96) <0 jeu
p* =9 Il —g5) i 0<y(llgll —g5) < s(9) adhésion  (3.105)

s(g%) si y*(]|gll —g§) > s(g9”) décohésion
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Résumé —
et sachant que s(g*) > 0 (Figure 3.30) :

p* = p*d = Pl_oos(g) (V'Pr+([18]] — 9

Pm

)

adhésion

§))d

Complété par une mise a jour de ¢g* : ¢* = ||g|| — p_a

Finalement, le probleme d’adhésion se déduit en se servant de (3.94),

(3.106)

a

p
A
a
)
¥ —— décohésion
-t -
} g
9m
jeu

F1G. 3.30 — Loi d’adhésion en tension (g, > 0, p, > 0). Pour obtenir le cas en pression
(gn <0, p, <0), il suffit de remplacer g par g; sur ce méme graphe.

Probléme couplé pénalisé

La formulation forte de I'équilibre des forces dans le cas du contact avec frotte-

ment et adhésion devient :
([ DivP(x) +k(x)=0

P(x) = 22 (x)
y(x) = 7(x) ,

{ p[x, m(x)] + p'[xt, m'(xt)] =0

x €N
(3.107)
x € I,
x e,
x e
(3.108)
x e F;
x' el
x €' (3.109)

y(x) Aplx, m(x)] +y'(x*) A p/[x" m'(xH)] = 0
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Pn(x) = pn( )+ Py (x)
= 7aPr-(9:(x))

et (7P (100 — ) P22
p(x) = plx) 4 pi(x) xel
= Pc(gn (%( i(x ) gto( ))) "
— oo(x gt(X
(3.110)

La force de contact p du couplage des forces de contact avec frottement et
adhésion résulte de la somme des forces de contact de chaque phénomene
considéré séparément :

p = pin+p/+p°
= ppN—+ Py
= (p2 +p%n+p! +pf

Remarque 3.3.1 La méthode de la pénalité trouve une justification sur le plan
physique, dans le cas du contact avec frottement par le fait que l'interface
des deux corps est constituée de nombreuses aspérités pouvant s’interpénétrer
et se déformer élastiquement. Concernant 1’adhésion, la pénalisation consiste a
considérer des filaments de rigidité finie.

Remarque 3.3.2 Dans un probleme de mécanique des contacts et plus
généralement des solides, la pénalisation s’applique aux termes des potentiels
contenant des variables observables. Ceci est vérifié par la formulation du
probléeme de minimisation, dont les termes contenant uniquement des variables
internes s’annulent par la différentiation car ces variables sont indépendantes des
termes minimisants y et y’. Dans notre formulation, les termes dissipatifs n’étant
dépendants que des variables internes, la pénalisation du probléme consiste a
pénaliser uniquement les termes de 1’énergie libre.

3.3.2 Résolution par la méthode du Lagrangien
augmenté

La méthode du Lagrangien Augmenté

Principe — Plusieurs méthodes ont été développées pour la résolution des
problemes de minimisation sous contraintes. Notamment, la méthode de la
pénalité, la méthode du Lagrangien standard et la méthode du Lagrangien aug-
menté. L’obtention d'un probleme doté d'une solution exacte, bien conditionné
et décontraint sont les points forts qui assurent la supériorité de la méthode du
Lagrangien augmenté par rapport aux autres méthodes.
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La technique du Lagrangien augmenté fut d’abord introduite par Hestenes
[55] et Powell [104] pour la résolution de problémes de minimisation avec des
contraintes égalité. Ensuite, Wierzbicki [125], Rockafellar [110] et Fortin [36]
I'ont adaptée aux problemes de minimisation convexe sous contraintes d’inégalité
comme pour les problemes de contact simple. Ensuite, Alart-Curnier [1], [2] ont
étendu cette technique aux problemes de minimisation non-symétriques de quasi-
fonctionnelles particulieres pour le cas du contact avec frottement. Le résumé qui
suit sur la méthode du Lagrangien augmenté est largement inspiré de [100], [101]
et [54].

De nombreux probléemes courants peuvent se résumer par la minimisation de la
somme de deux fonctionnelles :

inf F(v) = inf (f(v) + ¥(g(v))) (3.111)

veH veEH

avec H un espace de Hilbert; f, ¥ : H — R = R U {+oc0} sont des fonction-
nelles convexes, propres, semi-continues inférieurement! et f est (au moins) C?.
Dans la décomposition additive ci-dessus F'(v) = f(v) + ¥U(g(v)), la fonction ¥
exprime normalement les contraintes imposées sur v ou f. La fonction g est telle
que la convexité de ¥(v) =WV o g(v) est preservée.

Un cas particulier de la formulation est la minimisation sous contraintes suivante :

i‘éff(v)zigng(U) ) = 0 si vel
Flo) = )+ le(w) €W { too st vgl

avec C un sous-ensemble convexe fermé non vide de H et I la fonction indicatrice

de C.

Une maniere de résoudre le probleme de minimisation (3.111) est de le transfor-
mer en un probleme de point-selle (min-max), qui consiste a rechercher la paire
(@, \) telle que :

Ia,\) <, N\ <Il(w,A) , VYueH VAeY* (3.112)

avec : Y, Y" — un autre espace de Hilbert et son dual Y = Y™,

A — une variable duale, appelée multiplicateur de Lagrange,
l(ua )‘> = —sup <()‘7p) o ﬁ(“aP)) = inf <ﬁ(u,p) - (A7p>) (3113)
pEY peY

—la fonctionelle Lagrangienne (le Lagrangien) de F,

F(u,p) = f(u) + V(g(u) +p) - la fonctionnelle perturbée de F.

Résoudre le probléme (min-max) associé au point-selle de la fonctionnelle
[(u,\) devient problématique lorsque W est une fonction non-différentiable, ne
permettant pas ainsi d’utiliser les méthodes du gradient. Une méthode efficace

ISe référer & 'annexe A
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pour surmonter cet obstacle est la technique dite du Lagrangien augmenté. L’idée
principale est de remplacer [(u,\) par une fonctionelle régularisée adéquate
L(u, \), appelée le Lagrangien augmenté, qui conserve les propriétés essentielles
de I(u, \) et pouvant étre résolu par des méthodes standard. La fonctionnelle du
Lagrangien augmenté est établie pour deux cas selon la fonctionnelle U

1) W(g) =Ic(g9) —lindicatrice d'un ensemble convexe fermé C,

2) VU(g)=1:(g) — la fonction support d'un ensemble convexe fermé C.

Premiere version — Le premier cas représente la minimisation de la fonction-
nelle f avec une contrainte (d’ensemble) imposée sur la variable primale g(u) € K
(K=R,={x | £>0} pour une contrainte inégalité standard g(u)>=0) :

inf f(u) = inf (f(u) + (g(u))) (3.114)
La fonctionnelle du Lagrangien augmenté prend la forme suivante :

L(u,\) = f(u) — % IA]” + 2_17’D’2C()\ +rg(u)) (3.115)

D2 2
avec : Di(z) = églfc{\x yI}

— le carré de la distance entre le point x et I’ensemble convexe K,

r —un parametre de régularisation a valeur finie.

Seconde version — Pour le second cas :
inf F(u) = inf (f(u) + I (g(w)) (3.116)

une minimisation avec une contrainte sur un ensemble A € C imposée sur la
variable duale, a pour Lagrangien augmenté :

r 1
£(.3) = f) + (o)) + Llg(u)P — 5-DEA +rg(w) (3.117)
Chacune des fonctionnelles point-selle (3.115), (3.117), sous certaines hypotheses
sur la régularité de f et g, sont C1.
Une condition nécessaire pour que la paire (u, A) soit un point-selle de L(u, \)
est :

DE((u, A); (Ou, 5)\)) =0 , Véu, VoA
PN VuL(u,A) =0 (3.118)
VAﬁ(u, )\) =0

avec DL((u, \); (6u, X)) la dérivée directionnelle de £ au point (u, \) dans la
direction (du, M) .
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Application — La méthode du Lagrangien augmenté consiste a remplager le
potentiel W, par la fonctionnelle du Lagrangien augmenté /. dans le probleme de
minimisation du systeme complet. Ce faisant, on relaxe ce dernier en introduisant
les multiplicateurs de Lagrange A = [A1,--+ ,Ag, -+, A] (avec i le nombre de
multiplicateurs de Lagrange introduits) pour finalement réécrire le probleme sous
la forme d'un probléme de point-selle (min-max) :

L(Y,\) =Us,(y) = min max [Uy (2) +U(2,M)]
= min max Uy (2) + /Ec(z,z’,/\) dr] (3.119)
z r

Nous nous servons maintenant de la décomposition (3.56) pour introduire dans
notre probleme de point-selle les trois fonctionnelles correspondant au contact,
au frottement et a I’adhésion, respectivement :

L(y,\) =min max (U (2) + / (C(z, 2/, XS,) + (2, Z M)+ (%(z, 2, A%)) dr]
z r
(3.120)
avec les trois multiplicateurs de Lagrange A = [A%/, \%]. Nous regroupons les

multiplicateurs pour le contact et le frottement dans A/ = \¢n + )\{ . Les lois
constitutives et d’état (3.62) a (3.64) prennent la forme :

(= Oelgn 81 81,9%A)  _ 9lelgn \s) | Oi(gn &1, 9", X)
=DPh T Dy

agc(gnagtagtsagaaA) _ agi(gnagtagtsaA{) ag?(gnagtagaa)‘a)
= +
8gt agt agt
\ =p/ +p;

pP: =

(3.121)

oo = _Olelon 88l 9" A) _ 0(gn, g1, 81 )
t Ogi Ogi (3.122)

P; € Oy Pc(9”, 815 9%, 1) = Og=P2(gy: 1)
t t

o= el g8l g% ) O(gn 819" X)
9° 0g° (3.123)

p* € Oya®c(g;, 9% 9, p5) = 03 ®e(g%; g%)
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La condition nécessaire de point-selle s’écrit par rapport a la dérivée direction-
nelle de L(y,) :

DL((y,y",A); (8y,dy’,0X)) = <DU(y;5y) + DU’(y’;éy’)>
+ DU((y,5',A); (65,85, 60)) =0,

Yoy oxet
VoA =
vV oy’ oA

(3.124)

avec .

DU(y ;dy) = VylU(y) - oy

DU'(y";dy") = VylUd'(y') - 0y’

DU((y,y'. \): (8y,0y', X)) = VylUo(y,y', X) - 6y + Vylhe(y,y', A) - 6y’

+ Vaerlo(y, ', A) - A + Vialdo(y, y', A) SA

Les deux premiers termes de (3.124) sont les principes des travaux virtuels pour
le contacteur et la cible . Le troisiéme terme DZ:{\C((y,y’,)\) : (5y,5y’,5)\))
représente le principe des travauz virtuels augmenté développé par les forces de
contact, frottement et adhésion a l'interface.

En introduisant les fonctionnelles des Lagrangiens augmentés dans (3.124),
d’apres :

~

Gy, ¥, A) = / (2,2, N dl'
T
il vient :
DU.((y,y", ) ; (8y, 8y, X)) =
_ _)C /I \c¢ ) N ARV =~
_/vygc(yay7)‘n>'5yd]~_\—i_/Vygc(yay7Az‘,)'5ydF
N N

+/V§fg(y,y’,)\“) -5§dr+/V>‘cff§(y,y’,)\{) < OXS dr
r r

—i—/V)\cfﬁj(y,y’,/\{) - OXS dF—i—/V)\aﬁg(y,y', A)OA" dD
r r

avec

~ y ~ oy
= A oy = AR
Y [y } Y LW ]
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Sachant que £5(y,y', Xe) = L(3,X5), (v, ¥, A]) = L(3,M]), et Ly, y', \*) =
2(y, \*), on défini les dérivées par rapport aux variables (¥, A) :

A o Vy€C c VAcfgg s VAcfgi a O
Vite = lvy/ej ! V*fc_l 0 ] ’ V*Ec_l 0 | Ve v

Finalement, le choix de dy et 6A°/, §A* étant arbitraire, la condition nécessaire
de point-selle peut se subdiviser en un principe augmenté des travaux virtuels de
contact et en équations variationnelles des multiplicateurs de Lagrange :

DE((y,y",A): (3y,8y',00) = (VU(y) -8y + Vo' (y') -6y’

5y T [ V(. ' A8 + Vb (v, v ) 4+ Ve (y, 3, A% |

‘I— 5y/ VY'EE (y’ y/7 /\%) + Vy’fi (y7 y,a A{) + Vy’gg (y7 yla /\a) dP
of

g %’\A Vaer Ly, ¥ M%) + Vaer £ (y, ¥/, AY)

VA@@ (ya yla )\a)

o 0y Vg le (Sf\, A) + V502 (Sf\, A) + V2 (SI\, /\)
= VsUy () - 0y +/

r

ar

OA] | VaLE(F,A) + VAL (Y, A) + Viale (3, X)

[%g(?)r (f%i(g(?),)\) L 96(8(3).A) Wé‘(g(?),)\))'

og og og
63; / /
o sxer Aely,y', 25) | 06y, M) T
s\a X X

ol (y,y', \*)
i o)a |

—0 (3.125)



Analyse du contact avec frottement et adhésion e 105

= /QV (x) dQ2 + / V(oy' (X)) : P'(x') dY

- [sy(x) / by () - B () deY

- a9 -peoar - [ avs)-peyar

[ v« [V (00, ¥(0). 41 00) + T4 (). (). X )
V2 (y(x), ¥'(x), X"(x)) | dT

+ [y [ty 0.3/ (), X5 0) + T 2300,y ), A ()

Y (y (%), ¥(xX), )\“(x))] T =0

Viy(x) eV Viy'(x') e V!
(3.126)
5360 W 60, Y (X ) T =0 VN ()
r
[N G0V te vy )M G a0 =0 v
r t
/(M“(X) Vaell (y(x),y'(x),\(x))d' =0 | VoA (x)
\ r
Contact avec frottement en Lagrangien Augmenté
L’énergie libre du contact s’écrit, d’apres (3.46)
Ve(9n) = Ir+(9n) (3.127)
La premiere version nous donne le Lagrangien augmenté :
1 1 .
Cgn N) = == X+ =DR+(As +792) A=A 4719, (3.128)
2r 2r
qui peut aussi s’expliciter :
roo . Y
(X + 50 @)gn(¥) st A <0
Ce(gn(¥) A0) = 1 ) (3.129)
IS |2 sio A& >0

C2r
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On calcule ensuite les dérivées :

Ote(gn, A7) 7 OLe(gn, A7)

=V n
og [ gd ] 90
5\701 n s1 5\% <0 contact
- 0 sl ;\fl > (0 écart
. AC <
Ol (gn, AS) gn 11 si AS <0 contact
Zedm ] X A
8)\n —— )\2 n si )\fz >0 écart
r

(3.130)

(3.131)

On constate que le multiplicateur augmenté du contact normal est une pression

normale, et d’apres les lois constitutives, on a p§ = A¢.

Partant de ’énergie libre du terme de frottement :
\Ili(gh gf) = I{O}(gt - gf) )

la formulation du Lagrangien augmenté s’écrit :

< s 1 2 1 s
03(ge g5, ) = —Q—THAZH + Q_TD%O}<’\{ + (g —gr))

avec ;\{ = )\,{ + (g — &) le multiplicateur augmenté équivalent.

L’équation (3.133) peut aussi se réécrire :

S/ s 1 2 1 ~ o\ (12
G(ge¥), 85, M) = ——IMI" + =IIA +r(&(¥) — &)l
2r 2r
On calcule les dérivées :

s (g, 5, A]) - 06 (g, g8, A

[Ves:]

g gy
A
agi(gt7gf7A{> _ oS
aACf - gt gt

Les lois constitutives nous permettent de constater que :

~

S f S
P = A :)‘{"‘T(gt -g/)

P € Oy ®2(gy1 A7) = —umd|gy|

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

avec T = Pr-(A¢) qui traduit le fait que le rayon du disque C(p¢) est nul (7 = 0)
pour des pressions de contact (augmentées) positives (qui traduisent un état
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d’écart).
On déduit donc la relation suivante :

Af oS
M e —urallg,| (3.138)

oS
D’autre part, on peut décomposer gf en écrivant g = g + g,dt, on réécrit la
relation précédente :

M (g — gl + gdt) € —pmd|g, | (3.139)
qui s’écrit aussi (Figure 3.31) :

M+ (g —g,) € —uPr- ()08, || + rg,dt (3.140)

)‘{ + (g — gfo)
A

. At

Tog

—"

FIG. 3.31 — Graphe de A/ + r(g, — g;,) en fonction de éi

Il en résulte :

Si AL < —pr = (3.141)

os 1 /1 m M +r(g—g)
_ f sy 4 BT At LSt
g——(—)\ + (g — &) +— )
AV N (e - )l
j\f )\{+7’(gt—gfo)

t = THT 5
I+ (g — g3,

. i
Si Al > —pr =

(3.142)

of
avec A, = )\,{ + (g — g;,)-
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Si on récapitule en se servant de (3.141) et (3.142) :

oo f
A +r(g—g;) si (| Ay || < —por
of
\ = . 3.143
t X +r(g—g) et (3.143)
— T , st {|Ag, || > —pr
AL + (g — i)l
ou encore .
Af s
A =Pemy(M +7(g — &) (3.144)

En remplacant dans (3.133) et (3.134), on en déduit donc finalement les dérivées :

00 (g, g5, )
og

)‘;{ + (g — g,fo) s ||Xfo|| < —pm  adhérence X
A <0
contact

A +r(g—gi)
|A1{ + T(gt - gfo)”

= —,u77| s ||5\i;|| > —pum  glissement

0 V/A\{ 5\% > (0 écart

(3.145)
ags( s Af)
o \8t: 8 A ) _
oxef
( RS
g — gy =i ||)\t0|| < —pm  adhérence R
f A8 <0
1 A +r(g—g .
_ __( {_'_ } (gt gto) ) i ”)‘{OH > _um  glissement contact
A} + (g — g3)ll
1 N R
——)\{ \V/)\{ Ay >0 écart
\ T
(3.146)

Remarque 3.3.3 On constate que cette formulation du Lagrangien augmenté
basée sur les potentiels de contact avec frottement faisant appel a une va-
riable interne est en pratique équivalente a ’approche par variables strictement
cinématiques (voir sections 2.3.4 et 2.3.5) telle que développée par Pietrzak [100].
La technique du Lagrangien augmenté est donc applicable a des problemes avec
des variables internes.
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Adhésion en Lagrangien Augmenté

L’énergie libre d’adhésion s’écrit, d’apres (3.46) :

Ve(gn, 8, 9°) = Ir- (IPrs ()] — 9") = Ir-(lI&]l — ¢°) (3.147)

On en déduit le Lagrangien correspondant :

a/~ \a 1 a 1 a = a Ya a = a
(2% = —o- WP+ o DR (0 + (8] - 9) L A =2+ (gl - g°)
(3.148)
qui peut aussi s’écrire :
1 a|2 -0
e a —— |\ si A <0
R R (3.149)
A+ 583 -9 st AT>0
Nous calculons les dérivées :
ola(g, A _ ] 0 st AT<0 (3.150)
Jg xd st A>0
o0°(g, \%) Ly i A <0
% = r oS (3.151)
I8l —g* s A®>0
D’apres les lois constitutives, on constate que :
P ==X (] - ) 5159
pa 6 a:[*—oo,s(ga)} (ga)
On en déduit donc que :
X €O, g (9°) (3.153)

D’autre part, on peut décomposer g* en écrivant g* = g§ + ¢°dt, on réécrit la
relation précédente :

AY + T(HgH - gg - gadt) € a:[>[kfoo,s(ga)] (ga) (3154)
qui s’écrit aussi (Figure 3.32) :

A+ r(llgll — 96) € Ol s(gey(9°) + rg*dt (3.155)
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A"+ 7“A(||§|| )

5(6%) At

Y

F1G. 3.32 — Graphe de \* +r(||g|| — g3) en fonction de g°.

Il en résulte, en posant 5\8 =X+ (gl —9¢§) :

. g*=0
SiAf <s(g") = { . R (3.156)
Ay =X+ r(lgll - g5)
o = O+ gl - g8) — 5(6%)
A~ = — r [— J— S
Si N> s(gh) = T S g (3.157)
A" = s(g)
On récapitule, en se servant de (3.156) et (3.157) :
. A +r(||gll — g8 si A< s(g°
fo { (gl — g6) s (9%) (3.158)
s(g") si A > s(g”)
ou encore :
X" = Ploesigey (A + (I8 — 95)) (3.159)

En introduisant ce résultat dans (3.150) et (3.151), on obtient finalement les
dérivées :

(( o si A\ <0 jeu
Ao d si 0< A\ < s(g*) adhésion )\fl >0
ecart
“ o s(gt)d si A*> s(¢g%)  décohésion
a0 (g, \*) _ (s(9) (9%) (3.160)
08 (0 si A“<0 jeu
A . \e <
A t, si 0< A <s(g") adhésion An <0
contact
L Us(99) ta si A > s5(g%) décohésion
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( ( 1 R \
—=\* si A< 0 jeu
7/. A
gl — g° i 0< A< s(g) adhésion § An >0
écart
1 R
a0 (g, \%) B \—;(/\a —s(g%)) si A% > s(¢g”) décohésion )
O\ ) ) A .
—=\* si A <0 jeu
" AC
gl — g° si 0< A <s(g*) adhésion A =0
1 contact
——(A* = s(g") si A% > s(¢g”) décohésion
\ \ T )
(3.161)
avecd:ietta: 8t
g &l

Commentaire 3.3.1 En Lagrangien augmenté, il n’est pas impératif d’intro-
duire dans la formulation la variable g. On peut se contenter d’utiliser g, comme
la technique résoud le probleme de maniere exacte et la solution n’admet pas
de pénétration g, < 0 entre les deux corps. Cependant, nous conserverons tou-
tefois g en raison des itérations du traitement numérique, traitement que nous
abordons au chapitre qui suit.
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Chapitre 4

Traitement numérique

4.1 Introduction

Pour peu que les corps 2 et € aient des formes un peu compliquées et que
les lois de comportement des matériaux constitutifs soient non linéaires, la re-
cherche d’'une solution analytique de problemes de mécanique des solides avec
contact devient fastidieuse, voire impossible. Il faut en conséquence faire appel
a des techniques numériques pour obtenir une solution approchée au probleme,
techniques que nous exposerons dans ce chapitre.

Ce chapitre se divise en trois parties. Dans la premiere, il s’agit d’exposer tout
d’abord les méthodes numériques en mécanique des solides. Sans nous y attarder,
le sujet ayant été largement traité dans la littérature (voir Oden [97], Hughes [63],
Zienkiewicz—Taylor [135] [136], Curnier [22], Gmiir [49]), notre exposé se situera
dans le cadre du code d’éléments finis TACT [21] développé par Curnier. Dans
la seconde partie, nous décrirons les méthodes numériques en mécanique des
contacts, notamment sa discrétisation et sa linéarisation, en nous concentrant
sur ’élément de contact avec frottement et adhésion. Pour finir, la troisieme
partie exposera des résultats de simulations numériques simples qui valident la
solution numérique et la convergence de la méthode de résolution.

4.2 Meéthodes numériques en mécanique des
solides

D’une maniere générale, la résolution d’un probleme aux valeurs aux limites et
initiales en mécanique des milieux continus nécessite I'intégration d’un ensemble
d’équations différentielles partielles non linéaires. Pour de tels problemes, les
solutions analytiques restent exceptionnelles, et si elles existent, ces dernicres
sont limitées par la géométrie qui reste simple et la loi constitutive des corps
qui est la plupart du temps une loi linéaire élastique. L’utilisation de techniques
numériques devient en conséquence indispensable pour tous les autres cas.

113
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La résolution numérique complete d’un probleme de thermomécanique des solides
nécessite les méthodes suivantes ([22]) :
— discrétisation spatiale du corps par la Méthode des Eléments Finis (MEF)
— résolution des non-linéarités (géométrique et matérielle) par la Méthode des
[térations Linéaires (MIL)
— discrétisation temporelle par la Méthode des Différences Finies (MDF)
La combinaison de ces trois méthodes permet de transformer le systeme
d’équations différentielles partielles non linéaires du probleme en un systeme
d’équations algébriques pouvant étre résolu numériquement.

4.2.1 Discrétisation spatiale et méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis consiste en une discrétisation spatiale du corps en
éléments géométriques simples connectés par un nombre fini de neuds. Supposant
une solution de type polynomiale par morceaux dans chaque élément, la méthode
permet de trouver une solution discréte aux noeuds, approximant les mouvements
dans 'espace du corps.

La méthode de Galerkine

Poursuivant sur le principe des travaux virtuels (2.24), l'idée fondamentale de
la méthode de Galerkine consiste a y substituer des valeurs approchées du
déplacement virtuel w(x,t) et du mouvement réel y(x,t) sous la forme de
développements en série finie de la forme :

w(x, 1) ~ wy(x,1) = Z b (x)w;(t) (4.1)
y(x,1) = ya(x,t) = Z bi(x)yi(t) (4.2)

avec

wp(x,1), yn(x,t)  sont les solutions approchées des mouvements
virtuels exacts w(x, t) et réels exacts y(x, t), respectivement, en
fonction de la variable spatiale x,

(wi(t), wa(t), ..., wn(t) , (yi(t),y2(t),...,ym(t)) sont les co-
efficients de I’approximation de Galerkine, les solutions discreétes,
qui en mécanique des solides et pour la méthode des éléments
finis se révelent étre des déplacements nodaux,

(b1(x), b2(x),...,bn(x)) sont les fonctions de base, fonctions de la
variable x .
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Souvent, les coefficients y; et les fonctions de base b; sont empilées dans un vecteur
y et une matrice B(x), respectivement appelés vecteur des déplacements nodaux
et matrice des fonctions de base. L’approximation de Galerkine s’écrit alors :

wi(x,t) = B(x)w(t) avec wi(t)=[wyi(t) wa(t) ... wn(t)]" (4.3)

ya(x,t) = B(x)y(t) avec y(t) =[yi(t) y2(t) ... ym(®)]" (4.4)

w(t) et y(t) constituent alors le déplacement virtuel discret et le mouvement
discret, respectivement.

La vitesse et 1'accélération sont approchées par :

yu(x,1) = B(x)y(t) (4.5)
§u(x.1) = BF (1) (4.6)
Le gradient du déplacement est lui approché par :
Fi(x,t) = Vayn(x,1) = v (x, 1) = B (x)3 (1) (4.7)
avec :
dB(x)

B'(x) = ViB(x) =

dx

qui dénote les dérivées dans l'espace des fonctions de base. Le gradient du
déplacement virtuel 0F;, = dy) = wj}, revét une expression similaire.

En substituant les solutions approchées wy, et y;, dans le principe des travaux

virtuels, on obtient la forme faible discrete de 1’équilibre du corps qui comporte

une somme d’intégrales représentant le travail de forces généralisées :

w-r(y,y,¥) =w' [h(§) +£(v,¥) +k+a] =0, Vw (4.8)
avec :

h(y) = /BTp By dV  représente la force d’inertie discrete,
Q
t(y,y) = /B’TP[B’y, B'y] dV la force discrete de déformation,
Q

k= / BTk dV la force discrete de volume,
Q

q= / B7p dA la force discrete de surface.

o

Compte tenu du caractere arbitraire Vw, 'équilibre des travaux (4.8) est
équivalent a celui de la résultante des forces discretes r(y,y,¥) :

r(y,y,¥) =h(y) +f(y,y) —k—q=0 (4.9)

Cette équation est appelée équation semi-discrete de la dynamique des structures
non linéaires.
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Elément fini solide isoparamétrique

Les fonctions de base de la méthode de Galerkine, définies sur 1’ensemble du
solide, doivent se préter a la prescription des conditions aux limites. Le choix de
ces fonctions reste cependant ouvert et influence la précision de la solution. Un
choix possible est celui des fonctions propres lorsque le probléme est linéaire et
qu’elles sont connues. Autrement, si nous effectuons une discrétisation de notre
solide en éléments finis délimités par des nceuds, on peut choisir des fonctions de
base particulieres qui sont des polynomes de degré k£ par morceaux qui prennent
la valeur 1 au noeud auquel ils sont attachés et la valeur 0 a tous les autres nceuds.
Le corps 2 est donc subdivisé en éléments simples Q¢ e=1,... , NELE appelés
éléments finis connectés entre eux par un nombre fini de nceuds.

NELE

Q~Q, = U Qe
e=1

L’ensemble des éléments et des nceuds constitue le maillage. Ce découpage du
corps suggere une procédure systématique pour évaluer le travail virtuel, élément
par élément.

Dans notre étude, nous choisirons pour discrétiser nos corps des hexaedres tri-
dimensionnels dits isoparamétriques (Figure 4.1), raison pour laquelle ce type
d’élément servira de modele dans ce qui suit.

3

F1G. 4.1 — Elément isoparamétrique solide tridimensionnel.

L’idée de base des éléments dits isoparamétriques consiste a utiliser les mémes
fonctions de base pour interpoler la géométrie (forme originelle €2) et les champs
de déformation (forme actuelle €2;). A chaque hexaedre 2¢ on associe un hexaedre
cube unité “type” :

€= (6,8,8)e[-1,+1]° = [-1,+1] x [-1,+1] x [-1,+1] Cc R?



Méthodes numériques en mécanique des solides o 117

qui sert a paramétriser les positions et les déplacements de 1’élément réel. La
transformation du cube en hexaedre s’effectue a ’aide des fonctions de forme
naturelles :

bo(€) : [-1,+1 —[0,1] € R .8

S
I
=

(b=1(1-8)(1-&)1-6&) b=i1-)1-&)(1+&)
b=3(1+&)(1-&)1-&) b= L1+&)1-&)(1+&)
b= t(1+&)(1+&)1-&) b= L0+a)1+&)(1+8&)
b= 31-6)(1+&)1-&) b=L11-&)A+&)(1+8&)

Pour les positions et les champs de mouvement x et y(x,t), 'interpolation iso-
paramétrique prend la forme :

Xi(€) = ba(€)xa
= (4.10)
Vi€ t) =D bal€) valt)

avec :
x, — la position originelle du nceud a (nceud de I'hexaedre),
Va(t) — la position actuelle (mouvement) du méme nceud a.

L’intégration d’une composante f(€) des forces sur 1'élément )¢ s’effectue
numériquement en utilisant la formule d’intégration de Gauss :

ywao= [ [ 1@ s~

N1 N2 N3

RO F(ELE,85) J(E, 8, 6 wiwdwh de (4.11)
i=1 j=1 k=1
avec :
( L,oa=1,2, 3) — coordonnée paramétrisée du point d’intégration
de Gauss [,

J(&)=det (Vg x(§)) — déterminant de la matrice Jacobienne,

l

w!, — poids associé a &,
[N1, N2, N3] — nombre de points d’intégration de Gauss selon les

directions paramétrisées &1, &s, &3 respectivement.

Dans certains cas (blocage d’élément), il est nécessaire d’effectuer une intégration
sélective qui consiste a limiter le nombre de points de Gauss dans certaines di-
rections et pour certaines déformations :
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— solides — intégration exacte [Ny, No, N3|=12,2,2],

— plaques et coques (épaisseur dans la direction &) — integration réduite
[N1, No, N3] =[1, 1, 2] pour le terme de cisaillement et exacte pour le terme
de volume,

— matériaux incompressibles — intégration réduite [Ny, Ny, N3] =[1, 1, 1] pour
le terme volumique et exacte pour le terme de cisaillement.

4.2.2 Construction par éléments

Les travaux virtuels (4.8) exprimés par la méthode de Galerkine ont un caractere
global. Cependant, le fait que le domaine 2 soit maintenant subdivisé en une
collection de NELE sous-domaines €2 ou éléments finis permet d’évaluer le travail
virtuel de maniere systématique élément par élément selon la regle :

NELE

/DdQ: Z/Dd@

(9] e

A cette fin, il faut introduire une procédure de localisation qui permette de res-
treindre des expressions globales telles que x, y, v, ¥, w, B, B’ de 2 aux éléments
Q°. Les vecteurs globaux et locaux sont reliés par une matrice localisation L, dite
éparse car elle contient des zéros quasiment partout.

x°= LIx
w=Lw
y'=Ly
' . Bc=1I*B e=1,...,NELE
yo=Ly ,
.. .o Be = Le B/
yo=Ly

Par ce biais, le principe des travaux virtuels élémentaire discret s’écrit :

NELE
3 (w) [ + (v, 5 — K — ] =0, Vw", e=1,...,NELE (4.12)
e=1
( T
() = [ BB 5 de
(.5 = [ BYP (B B de
q° :/ BTk dQ
ke = / B“'p df
\ Iy

avec : [?=T,N00° (quipeut étre un ensemble vide).
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Nous obtenons finalement la formulation discrete “élémentaire forte” du
probleme :

h(y) +£(v,y) —k—a=0 (4.13)
h(y) = LeT / L§) dQ

\

v4(0) = Lyo , §°(0) = Lfvy

yve(t) = Iy(Lx,t) pour x €l

4.2.3 Résolution des non-linéarités par la méthode des
itérations linéaires

Apres la discrétisation par la méthode des éléments finis, le probleme semi-
discret contient toujours un ensemble d’équations différentielles ordinaires non-
linéaires dans le temps. En mécanique des solides, les non-linéarités sont de na-
ture géométrique (grandes déformations des solides) et de nature matérielle (loi
de comportement du matériau). Ces deux types de non-linéarités sont contenus
dans le terme f(y,y). En mécanique des contacts, une autre source de non-
linéarité provient du terme des forces de contact p(¥) (ou ¥ = [y y']* empile
les mouvements des nceuds des deux corps en contact). Nous reviendrons sur son
traitement plus loin.

Le probleme :

r(y,y,¥) =h(y) +f(y,y) —k—q=0 (4.14)
peut étre résolu par la méthode de Newton généralisée (ou méthode des itérations

linéaires) qui est une procédure itérative permettant de transformer une équation
non-linéaire en une suite d’équations linéaires.

Méthode de Newton généralisée

Considérons un systeme d’équations non-linéaires quelconque :

f(x)=0 avec X la solution recherchée. (4.15)
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Sous réserve de régularité, nous pouvons approcher la fonction précédente en
utilisant le dévelopement en série de Taylor d'un point x au voisinnage de X :

f(x) = f(x + Ax) = f(x) + Vif(x) Ax + %[Vﬁf(x) Ax|]Ax+---=0 (4.16)
avec : Ax=X—X,

V£ {8&

Xj
L’idée de base de la méthode de Newton-Raphson consiste a négliger les
termes d’ordre supérieur a 1 du développement ci-dessus en n’y conservant par
conséquent que les termes linéaires :

0=f(x)~f(x)+ Vif(x) (x —x) (4.17)

(X):| — la matrice Jacobienne de f au point x.

Ainsi, I'algorithme itératif suivant peut étre proposé :

soit xV, i=0

S' Ax = f(x)
[ <l = xi + Ax (4.18)
1=1+1
avec : S' — une approximation de la Jacobienne V,f(x") au point x".
Cet algorithme regroupe une famille de méthodes qui different par la matrice
pente S’ utilisée a chaque itération :
— S' = V,f(x') - la méthode de Newton—Raphson proprement dite
~ S'= Vi f(x") - la méthode de Newton-Raphson modifiée
St (x! —x 1) = f(x') — f(x*!) - une méthode de sécante
- S (x' —x%) = f(x') — f(x°) — une méthode de corde

Linéarisation du probleme

Dans notre étude, nous utiliserons la méthode de Newton—Raphson complete pour
résoudre le systeme d’équations d’équilibre discret. Pour cela, nous linéarisons
(4.14) :

0=r(y,5,5) 2 r(y,¥,¥) + or(y, ¥, ¥ | w, w, &) (4.19)
(¥,¥,¥) une solution du probleme.

Cette procédure nécessite le calcul de la dérivée directionnelle de r(y,y,¥) dans
la direction (w,w,w)=(y—y,y—y,y—¥) :

o o or o or ... Or o
5E(y,y,ylw,w,wv)=@(y,y,y)er@(y,y,y)\era—y(y,y,y)w

(4.20)
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Nous obtenons ainsi ’équation discrete linéarisée :

Cw +D(y,y)w+E(y,y) w=k+q—h(y) - £(y,y) (4.21)
( dh T )
C == B'pBd{) - la matrice de masse
Yy Q
_Of (o5 OP(BYyBY)
3) Iy Ja dy
= / BT P'B'dQ - la matrice amortissement tangente
Q
ot OP(B'y, B’s
E(y,§) = & :/B/T (B'y,BY) . _
dy Ja dy
= /B’TIP’(EP) B’ dQ) - la matrice rigidité tangente
\ Q
avec : PU, PP les tenseurs nominaux tangents visqueux et élasto-

plastiques (tenseurs du quatrieme ordre).

En accord avec la procédure de localisation exposée précédemment pour les forces,
les matrices globales (C,]D),E) peuvent s’exprimer comme un assemblage de
contributions élémentaires de composantes ((Ce, De, Ee) :

NELE

C= > rfcr (Cez/BeTpIBedQ
e=1 €

NELE
D=>Y L'DL , D= / B¢ P' BY dQ)

e=1 €

NELE
E= Y L7ELF | E= / B¢ P?) B¢ 40

e=1 €

Pour compléter la linéarisation, les relations entre les tenseurs élémentaires nomi-
naux tangents P et leurs équivalents matériels S doivent étre déterminées. Pour
cela, il est nécessaire de linéariser la loi nominale :

P : (F,F)— P(F,F)
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au point (F, F) dans la direction (OF, 6F) :

P(F + 0F,F + 6F) ~ P(F,F) + 0P (F,F | JF, 6F) (4.22)
. .. 0P, . OP .\ o
6P (F,F|6F,6F) = a—F(F,F) OF + a—F(F,F) 0F =

= PPF,F) §F + PYF, F) §F

0F(u,w) = Vw
avec : ,
0F(u,w) = Vw

En décomposant ensuite la loi constitutive nominale selon :
P = P(F,F,E) = FS(E(F),E(F,F),E?) (4.23)

nous obtenons les tenseurs suivants :

oP
Pler) — F (F.F) =12S+ [FeI] [SPFaI +S'[FaI"]
(4.24)
PY= op —(F,F) = FRIS'FaI”
oF - -
ol leurs contreparties matérielles S() et S sont définies par :
0S .
S = = (E,E,...
aE ( Y ) )
0S .
SU - —(E,E,)
OE
Ils sont obtenus par une linéarisation similaire :
S(E + 0E,E + 0E) ~ S(E,E) + 6S(E,E | 6E, 6E) (4.25)

iS(E,E|E,0E) = > E.E)JE + g;(E,E)aE:

3E
= S")(E,E) 0E + S"(E, E) 0E
JE(F,0F) = 1 [F70F + 6F'F] = } [FT@I1+I®F"]JF
JE(E,E|6E,0E) = § [0FTF + F76F + F70F + 0F'F| =

avec

= L [(FTRI+ TGFY ) oF + [FTo1+ 18 F") oF |
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4.2.4 Discrétisation temporelle et méthode des
différences finies

Apres la discrétisation spatiale et la linéarisation, le probleme se réduit a un
systeme d’équations différentielles ordinaires linéaires :

C(t) + D(t) w(t) + E(t) w(t) = —x(t) (4.26)

avec  r(y(t),y(t),¥(t),t) = ~k —a+h(F(t)) + £(y(t), ¥(1))

Pour intégrer cette équation vectorielle dans le temps, nous nous servons de
la méthode des différences finies. L’idée de base de cette méthode consiste a
remplacer les dérivées dans le temps par des quotients de différences finies.
Considérons le probleme aux valeurs initiales donné par :

{ w(0) = wy
W(O) = Vo

La méthode des différences finies de Newmark ou méthode des trapezes
généralisée consiste en :

Cn—i—l Ap41 + Dn-‘,—l V41 + En—l—l Yn+1 = —Ippa (427)

Va1 = ¥n+ (1= ) 7w, +arva+ (1 —a)r?a,

Vpr1=Vp+ (1 =0)7a, + 67a,11

Rappelons que a, v et y représentent respectivement les accélérations, les vitesses
et les mouvements discrets avec :

Yot1 R Y(Ens1) s Vg1 ® Y (Ent1) , @ = F(tng1)

De méme, on a :

Cht1 =Ctns1) s Dy = D(tns1) , Epgpr ® E(tny1) s o R r(tpgr)

T=tp1—t, , 7>0 - incrément de temps.

a, $€[0,1] - des parametres de controle.

Le parametre « controle la stabilité tandis que 3 régit la dissipation de l’al-
gorithme. Si nous choisissons [ = % et a = % nous reconnaissons la regle des
trapezes. Le schéma d’intégration le plus précis est obtenu pour g= % et a= %
La programmation la plus nette de la méthode de Newmark consiste en 1’algo-
rithme (prédicteur-correcteur) en deux temps suivant :
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— prédiction explicite — qui se base sur un schéma des différences centrées :

2
0 T
Yp+1= Yn + TV, A+ Ean
W%H =V, +Ta, (4.28)
ab = ap
— correction — qui sera combinée a celle de la linéarisation :
Ynt1= Yp41 + 0¥
Vpt1= Vo, +0v (4.29)

— 40
Bnt1 = @y 1 0a

avec : 0y = (047') ov = (0457'2)(531

Si on note que :
oy=w , ov=w |, da=w |,

nous pouvons éliminer dv et da. L’algorithme final, en terme de I'incrément w
des mouvements est le suivant :

1 1
(—Q(CnJrl + —Dpq1 + EnJrl) w
alT aT

- ]kn—l—l + An+1 — 1hn—i—l - fEn—l—l
Y1 = Yoy + W

_ 0
Vnt1 = Vpp oW

0 1
Ant1 = Apyp T agr2 ™

4.2.5 Synthese et algorithme global

Pour conclure, 'algorithme global des éléments finis pour des problemes de dy-
namiques non linéaires combine :

— une discretisation spatiale de Galerkine
— une méthode iterative de Newton généralisée
— une intégration temporelle de Newmark
L’algorithme est présenté sous sa forme globale dans la table suivante.
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Initialiser n=0,yo0,Vo,a; T, 7>0,t=0; a)ﬁ ; Erveurs Imaz

— n=n+1,1=0, t,1=t,+7
2

Prédire Y0y = Vot TVt T a, Yo =5(tnt1)
Conditions 2 0 =
Limites et Vi1 = Vi + T2 Vns1 = 5 (tna)
Initiales al, = a, apyq = Y(tnt1)

— i=i+1,e=0

Ty =0 Sh41=0
]riz—l—l - [Q(tn-i-l) + ]k(tn-i-l)]
Former — e=e+1
Localiser ye=Ly! ., =Lrvl, a‘=Lfal
Interpoler v ~ B¢ y* v ~ B¢ v* a~ B¢a
( (
Inté f= / B " Pd0 [ Ee= / B Plr) B¢ dQ)
ntégrer . .
et go= / B "PvdQ) De= / B PY B d)
Lineariser Ihe:/B‘ﬂ})adQ Ce:/BeTp B¢ dO
\ e \ e
Assembler Ty < Tpgp + LT (b 4 g + 1 — k)
Sisr e iy + U7 (3200 + D¢ +E) It
-— (e>NELE) ?
Résoudre S, w= Ly — W
i+1
+ w 4
Corriger Yn1 = Yo 1 Vo = Yo
i+1
Wn—:—l = Wn+1 + ary wf;fl =7,
i 1 =i+1 =
arth =al ., + a5z A1 = Apyy
Tester (ebthl <€rrew ) ? (P4 1>Lnee ) ?
(thrl >T) ?

TAB. 4.1 — Algorithme d’éléments finis global pour la dynamique non-linéaire. (Repris de [22])



126 e Traitement numérique

4.3 Meéthodes numériques en mécanique du
contact

Cette section traite de la formulation numérique pour résoudre les problemes
en mécanique des contacts entre deux solides déformables dans le cas de
petits déplacements. Comme pour les solides, ces problémes nécessitent une
discrétisation spatiale par éléments finis et la résolution des non-linéarités par
une méthode de Newton. Le traitement numérique du contact donne lieu a deux
formulations discretes selon que la régularisation du probleme de contact est
effectuée par la méthode de la pénalité ou celle du Lagrangien augmenté. On
se réfere dans ce qui suit notamment a Curnier-Alart [25], Alart [1], Alart—
Curnier [2], Heegaard—Curnier [54], Laursen—Simo [79], Klarbring [77] et Pietr-
zak [100].

4.3.1 Discrétisation spatiale du contact
Cinématique du contact discret

Considérons deux corps €2 et €' dans leur configuration de référence susceptibles
d’entrer en contact. Le corps €2 est discrétisé en NELE éléments finis reliés entre
eux par NODE nocuds, et le corps € en NELE’ éléments finis reliés par NODE’
neeuds. La surface discrete de contact entre les deux corps est constituée par
I’ensemble des nceuds d’une surface I';, € 9€). De méme, la surface cible discrete
est représentée par les noeuds de I', € €Y.

Elément de contact de type nceud-a-nceud

Dans le cas de petits glissements ou de petites déformations, c¢’est-a-dire que si
une correspondance biunivoque entre les nceuds au niveau de la surface de contact
est maintenue pendant la période de contact, la géométrie de I’élément de contact
neeud-a-neud est adéquate. Pour cette géométrie, le nceud de la surface frontiere
'y, qui forme I'élément de contact avec le noeud I, est le noeud le plus proche de
I}, dans la configuration originelle du systeme. L’élément de contact sera formé de
ces deux noeuds pendant toute la période du contact. Le vecteur écart de contact
discret g est défini par :

ge — y/e _ ye — (x/e _'_ U-1/6) _ (xe + Me) — gg + M/e _ Me (4.30)
ou y* est la position du noeud dans la configuration déformée, x¢ la position de
la particule dans la configuration de référence et u¢ le déplacement du nceud.

Vecteur écart

Pour de petites déformations, le vecteur écart local g€ peut étre décomposé en
un écart normal g¢ et en un vecteur glissement tangent gy :

g°=g,n" + g (4.31)
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4.3.2 Travaux virtuels discrets en mécanique des contacts
Rappel sur les termes volumiques

Basé sur la subdivision des solides 2 et €' en éléments finis, les intégrales sur
les volumes de la cible et du contacteur sont évaluées élément par élément de la
maniere suivante :

(NELE

NELE y
/ OdQYe
— Q/e

— e I __
/desz_;/mdfz : /Q/DdQ_ ;

e

Les deux premiers termes du principe des travaux virtuels sont donc approchés
de la maniere suivante :

DU(y;dy) = (VU(y);dy)
NELE
~ Z (5ye)T[lhe(§,e) 4 ﬁ‘e(ye7ye) — ke — qe}
e=1
Dul(y/ : 5y/) — <Vy/Z/{’(y’) ;5y/>
(NELE)’

~ Z (5y/e>T[Ih/e(§,/e> + ﬁ'/e<y/e’ yle) — ke — q/e}

e=1

(4.32)

Nous avons vu aux sections 2.3.5 et 3.2.5 des chapitres précédents que pour
considérer des interactions entre les deux corps 2 et €V, il faut rajouter a ces
deux premiers termes la forme faible (variationnelle) du terme de contact.

4.3.3 Traitement numérique du contact en pénalité
Terme de contact en pénalité

Le terme de contact de la formulation (3.74) s’écrit :
o 0V (g(y)) |, 0Vi(g(9))
DU.(y ;6 = / ¢ + ¢
(¥:05) F[ De oe
~ [ ple()- V() 7 T
r
~ [ Vs3] ple(@) 7 dr
r

_ / 55" [Vse(3)]" p(&(¥)) dr

| -og(3.69)ar

(4.33)

avec la contrainte de contact p définie comme le vecteur contrainte nominal exercé
par le corps ' sur le corps (2 :

oV,  0v N ove
dg  OJg = Og

p(g): =P+ Pyt
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Sachant que y = [y, y']" et que g(¥) = g(y,y') =y —y’,ona:

v v / / a a ,
ig(y; oy) = og(y,y’; oy, dy’) = £5y + a_}%/(sy

= Idy —Idy’
oy
= 1 -1
| ]{W}

= V5e(y)dy

Le terme [Vyg(jf\)}T donne donc deux forces de contact égales mais opposées
conformément au principe de I'action et de la réaction. En effet, on note :

R R e e | e e

Le terme de contact peut finalement étre approché par (voir [25]) :

NCEL

/F 65" [Voe(3)] plg)dl = 3 (67 T4 p(g)A° (4.34)

e=1

avec NCEL le nombre d’éléments de contact, p¢ = p(g®) la force de contact
locale concentrée au nceud e et A° peut étre interprétée comme 'aire tributaire
du noeud e.

Linéarisation du contact en pénalité

Nous appliquons la méthode de Newton—-Raphson (4.18) au terme pénalisé
de contact (4.33). Nous effectuons donc D'approximation suivante (6 et A
représentent la premiere et la seconde variation) :

DU.((y,5"); (6y,0y")) ~ DU((v,¥') ; (dy, 6y"))

) (4.35)
+A (Duc((y, y'): 0y, 0y")); (Ay, AY’)>

A(DUA(y,¥): (8y.09); (Ay, Ay))
= a( /F 65" [Vse(3)]" p(g)dr) {ﬁﬂ

7 rOD(8)
= [ 6yTIE =222 Ay dDlD

avec I = [Vyg(i’\)]T ® [v§g(5’\)}T
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4.3.4 Calcul des Jacobiennes en pénalité
Généralités

La clé de la mise en ceuvre de la méthode de Newton est le calcul du tenseur
Jacobien de contact :

J = Vegp(g) = Lg;g)

D’autre part on rappelle que le vecteur force de contact p se décompose de la
maniere suivante :

p=pin+p! +p*=p’+p°

avec p* = pSn + p,{.
Le tenseur Jacobien de contact se décompose donc :
_dp _9pY  op

dg  Og +8g

J = J+J,

Dans ce qui suit, nous exposerons ainsi sans perte de généralité dans un premier
temps le calcul du tenseur Jacobien du contact avec frottement J.; suivi de selui
de "adhésion J,,.

Jacobiennes du contact avec frottement pénalisé

Nous choisissons des coefficients de pénalité identiques pour le contact et le
frottement en posant 7% = v/ = v¢f. Rappelons aussi que p = p,n + p;.
La Jacobienne J.; se distingue par plusieurs statuts (Figure 4.2) correspon-
dant au contact avec frottement (voir (3.79) et (3.87), on se reportera aussi a [2]) :

P A p/
. glissement
écart ~HPn
’yf
/ adhérence t P’
T n 7 -
¢ gt
Tn g gl
L
con‘uit 1 _ _8 s

FIG. 4.2 — Graphes du contact normal et du frottement tangent pénalisés.
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Ecart (g, > 0)

pe=0 , p/=0
p/(g) =0
op*f
J.,=J9 = =0 4.36
f ecrt ag [ ] ( )

Contact adhérent (g, <0, |lg: — g || < —1gn)

e =7"Pr(90) =" 9. , Pl =7"(g —g)

p/(g) =7"g.n+g —g.]=7'g—g]

cf _ aPCf
adhrce ag

Jop=17 =41 (4.37)

Contact glissant (g, <0, g —g; || > —/9n)

pe =v'Pr-(9) =77 g»

g — 8,

f_ cf = =
p; = —uy” gats avec tg = tS(g) T e _ o5l
t g — g5 |

p/(g) = 7/[(n®n)g — u(t; ® n)g]

on trouve :
Cf aI‘)Cf cf
JCf:']gliss = g =7’[(n®n) —p(t;@n) +o(I-n®n -t @t,)
(4.38)
avec :
. HGn
Q g

g — g5 |l
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Jacobiennes de ’adhésion pénalisée

La Jacobienne J, se distingue aussi par plusieurs statuts (Figure 4.3) d’adhésion

(voir (3.105)) :

bm
adhésion

i

F1G. 4.3 — Graphe de I’adhésion pénalisée.

Jeu (||g]| — g5 <0)
p‘(g) =0

op*
jeu ag [ ]

Ecart-adhésion (g, >0, 0 < ||g]| — g5 <

a _ AQ _i a
p'(g) =7"[g HgHgO]

10,

op* 96 g8
Ja:JCeLcrfa sn:—:/ya - I+ dod
e T
Avecd = —=-.
el
Ecart-décohésion (g, >0, ||g|| — g5 > S(VQG ))
a ay 8
p“(g) = s(g )@
op" _ s(g") ds(g%)
Ja:JCeLcrfecsn:—: I-d®d)+
e = g~ gl | )+ g

(4.39)

(4.40)
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Pour aller plus loin, nous choisissons s(g“) la fonction d’écrouissage :

pam (1 — g—z) si ¢g° < g—M ~a
Im . , 1= (4.41)

Y78 a
0 si ga>g—_M 91\/I+/y
(3

py est la force maximale adhésive, gp; la distance adhésive de rupture et i

est un rapport de projection di a l’endommagement (similaire aux rapports
d’écrouissage).

s(g%)

Nous trouvons donc finalement :

opa KIl—(k+0)d®d  si gagg—,M
J, = J¢ =P

7
ecrt—decsn — = (442)
t—d og [O} si g > 9Mm

avecB:p—MetH:S(g).
Im el

Contact-adhésion (g, <0, 0 < ||g:|| — g5 < 5(9%)

,ya
a a g a
p“(g) =7"lgr — 779
B
Jo = Zontfadhsn = y = /ya[I - (n ® n) - i(]: - (n ® n) - (ta ® ta))]
g Il
(4.43)
Avec t, = B )
el
s o 59%)
Contact-décohésion (g, <0, [|g| — g5 > —)
a a gt
p(g) = s(9")
el
op* _ s(g") s(g")
Ja: ?on—ecsn——: I_n®n_ta®ta+ ® t,
e = g~ g "t e
Nous trouvons donc finalement en incluant la fonction d’écrouissage :
pe Kl-n®n—t,®t,) —B(t,®t,) si QGSQTM
Jo = Zont—decsn = a . =
0g [0] si g* > QTM
(4.44)

si on pose kK = s(g°) = M
gl el
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Remarque 4.3.1 Les statuts “Ecart-jeu” (g, > 0, ||g|| — g5 < 0) et “Contact-
jeu” (gn < 0, |l — g5 < 0) donnant tous les deux des forces et donc des
matrices Jacobiennes nulles sont par conséquent condensés dans le statut “Jeu”
(llgll = g5 < 0) qui est valable indépendamment du signe de g,,.

4.3.5 Equation discrete linéarisée en pénalité

Nous négligeons les effets inertiels et nous supposons que les deux corps sont
élastiques. En substituant les approximations (4.35) dans (4.33) et en rajoutant
(4.32), nous obtenons la forme discrete linéarisée du principe de travaux virtuels
(3.69) en pénalité :

NELE

> Oy ([£(v) =k —ar] + Bo(v) Ay*)
B (NELE)

4 Z (657°) < £ (y e)_]k/e_q/e} R (y") Ay'e>

+ 37 05 (U pr(5) + 1 ((Jep)*(5°) + (o) (7)) AF7) A = 0
- Yoy, 8y’
(4.45)
Que I'on peut encore condenser :
NTOT
> <5§@>T( |- ] - ]+ e
(4.46)

+< [E<(y*) E°(y°)] +If Je@e)Ae) A§e> =0
VY , NTOT = NELE + (NELE)’

avec J(¥°) = (Jep)(7°) + (Ja)°(57°).

4.3.6 Traitement numérique du contact en Lagrangien
augmenté

Terme de contact en Lagrangien augmenté

Le terme de contact de la formulation (3.125) peut s’écrire :

DUL((§.0) : (55, 5X)) = / 55T TR(BE + B! + p*)dl (4.47)
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avec les forces augmentées :

ot ot ore
. |98 P; ;|98 P; . |98 P:
P, = = ., P = = , P'= =
oL h oc; h ot hg
() () O

et :

~ 0y

et en introduisant le tenseur d’action-réaction augmenté :

[Vog(3)]" [0}]

15 =
! 0] L

On définit le vecteur contrainte généralisé p :

p; + p; + P

p(g,A) =P, + D! +p" =
P(g.A\) =D, +D; +P he e+ he

_ |p(g,A)

h(g, )
L’approximation du terme de contact s’effectue finalement de la maniere suivante
(voir [100]) :

NCEL
/ SYTTE(B, + ) +9")dl = 3 (655)7 T A B(g", X°) (4.48)
r e=1

ou A est une matrice permettant de distribuer 'aire tributaire uniquement aux
vecteurs p :

e

AT [0]
[0] h]

Avec la méthode mixte du Lagrangien augmenté, il faut discrétiser explicite-
ment la force de contact ou multiplicateur augmenté A qui devient une inconnue
supplémentaire du probleme. Les multiplicateurs augmentés se discrétisent de
la méme maniere que les champs de mouvement ou de déplacement. Un moyen
commode de les introduire est de déclarer une (voire deux) couche(s) de noeuds
supplémentaire dont les degrés de liberté deviennent les multiplicateurs en ques-
tion. Autrement dit, I’élément noeud-a-nceud passe de deux nceuds en pénalité
a trois noeuds (voire quatre) en Lagrangien augmenté. Plus précisément, le pre-
mier nceud supplémentaire contient les multiplicateurs augmentés du contact avec
frottement A% et le second le multiplicateur augmenté de I’adhésion A,
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Linéarisation du contact en Lagrangien augmenté

Nous appliquons la méthode de Newton—Raphson (4.18) au terme augmenté
de contact (4.47). Nous effectuons donc lapproximation suivante (6 et A
représentent la premiere et la seconde variation) :

DU.((3,5', ) ; (6y,8y",6X)) =~ DU.((y,y", A); (5y, 6y, 6X))

(4.49)
+A (DUC((y, Y, A); (dy, 8y, 6X)); (Ay, Ay, AA))
En introduisant (4.47) :
DU ((y,¥',A); (3y, 5y, X)) = /W?Tﬁ(ﬁ% +p] +p*)dl
T
dans (4.49), il vient :
A<Dﬁc((y, Y, A); 8y, 8y, 6X)); (Ay, Ay, AA))
= a( [ oI, + B+ 5)ar) |2y
r AN
pmp OD o
A A A ag A
y oy Ay
e IR IS [ IS Ry IR
A oA AN

en définissant 'opérateur ( o ) de produit matriciel par bloc (produit d’'Hadamard
par bloc) tel que :

All ‘ A12 Bll ‘ B12 A11B11 ‘ A12B12

A21 A22 A21 B22 A21A21 A22B22
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on effectue la linéarisation formelle :

5@? P(Yx; 5%))

OIED) .

( a%p ) (¥2)6%x
op ’ op / / Ip
Ip Aoy + 2P Py
ay(y,y, ) y+ay,(y,y,>\)5y oy (VY A0
op Jp

op
=y, v, NIy — = (v, 7, Ny — — (v,
ay(y,y, )0y 6,y,(y,y, )oy a/\(y,y,/\)&\

oh oh ., oh

[dp _dp Op]
g Jdg  OA
_op dp _Op

O O —a 0y (g:y—y)

Oh _Oh 0Oh
L Og Jdg  OA |
op | op
(Ve @ [e@)]' | [Ge@] ] | %8| A
— ‘ o | ———F——| ¥
[V58(¥)] L oh | oh
og | O

Nous définissons alors :
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et on peut écrire d’apres la définition de p :

dp | Op
dg | OA
g_op _ || |_ @‘@
g ~ | 9g | ox
Oh | oh
dg | OA

op¢ n op; n op: | Op.  Op; = Op:
g g Jg | OA oA oA

Ob; _ohy ohy | b ohy  oh
g g Jg | OA oA oA
_ [ ops  opl  op°|op;  opl | 9p° }
[ag+ag+ag A o T on
~c /\f -Sa
A oA Og

_ [6’13% 0
og  Og

op*
O

4.3.7 Calcul des Jacobiennes en Lagrangien augmenté
Généralités

La clé de la mise en ceuvre de la méthode de Newton est le calcul du tenseur
Jaconbien de contact augmenté qui se décompose :

P~ =

J=22=7.,+17,
g 7+
avec .
= op; opl | op, op! } = { op* | op° }
3., = n t n t et J, =
f {8g+8g oA o oz | X

Dans ce qui suit, nous exposerons ainsi sans perte de généralité le calcul du ten-
seur Jacobien du contact avec frottement augmenté J.; suivi de celui de ’adhésion

augmentée J,.
Jacobiennes du contact avec frottement augmenté

La Jacobienne jcf se distingue par plusieurs statuts correspondant au contact
avec frottement (voir 3.145 et 3.146, on se reportera aussi a [1] [2], et [100]) :
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Ecart (1S > 0)

0
~c ~f Lyer
0
[0] | [0] ©
—~ ~ NC ’\f NC ’\f
G =3t = | OBy P\ OB OB | (4.50)
& ® [0] 1o
T
L of | o7 0

Contact adhérent (\¢ <0, HX,{OH < —pm)

p A rg — 18

p:(g,\) + b/ (g, \) = g — g
0
3,30~ { op;,  0p{ | by, OB ] _ (4.51)
c adhrce ag ag a}\ aA I [ 0 ] 0
o’ o o

Contact glissant (\¢ <0, HX,{OH > —um)

Po(g,\) + P/ (g,A) =

C £S
—p(ntX L. rnTg) i

1 c c s
—;([I —n®nlA f) + pu(mTA +rnTg) Il +(n®n)g

+ (n® n))\cf +r(n®n)g

o>

avec

i\: — Atf + T(gt - gfo)
I + (g — i)
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on obtient finalement :

rM M 0

~ ~ aﬁc 8ﬁf
J.=1J ;o n t
4 { + 2 o

, op;, | O } _
gliss ag ag

1
M |[-(M-1) 0
07 o’ 0

<

(4.52)
avec :
M:n®n—/ﬁ:s®n—|—g[l—n®n—fs®fs}
et en posant :
Ao+ 1gn
A + (e — i)l

0= —HK

Jacobiennes de ’adhésion augmentée

La Jacobienne ja se distingue par plusieurs statuts d’adhésion (voir 3.160 et
3.161) :

Jeu (\* < 0)

0
PN = |
—
T
[0] |[0] o
R R aﬁa aﬁa:|
3, =Jo = { - (4.53)
j o8 | OA [0] |[0o] o
OT OT _1
- r-

Ecart-adhésion (0 < A* < s(g%) , A¢ > 0)
g g

A=t rlell = 9%y

Igll gl

p (g,/\): 0

Igll =g
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A B Aa B aﬁa aﬁa
Ja _Jecrt—adhsn_ |: ag aA :|
r a_ )@
= A g g ay)
gl
[0]
dT
Ecart-décohésion (\* > s(g?) , At >0)
[ s(gmd ]
p'(g,A) = 0
1
—— (A" —s(g"))
L T _
R R aﬁa aﬁa
a = Ja _ =
J ecrt—decsn [ ag aA :|

Il

)1 _awd)-pded| o]

0]

1
——pd”
r

[ [0]|[o] o
(0] |[o] o

(4.54)

9u

(4.55)
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Contact-adhésion (0 < \* < s(g%) , ¢ <0)

gt
[l

o
A +r(llgll — g%)
el

|y (ga’\): 0

gl = g

~ ~ op® | op*
a cont—adhsn [ 8g O\ :|
T[I—(n®n)—7(g — /T)(I—n®n—ta®ta)] (0] t,

Il

0] 0] o

t7 0" 0

(4.56)

Contact-décohésion (A% > s(g%) , ¢ < 0)




142 e Traitement numérique

= B aﬁa aﬁa
Ja_Jcontdecsn_|: ag ‘ O\ :|
, _H(I—n®n—ta®ta)—ﬁta®ta [0] —%ﬁta
. a 9m
0] o] o0 T
—lﬁtaT o7 —1(1+§)
L r r ro
[ [0][[o] o ]
a IM
o] |[o] 0 S
OT OT _1
\ L T
(4.57)

4.3.8 Equation discrete linéarisée en Lagrangien aug-
menté

De méme que pour la pénalité, en se servant de (4.49), (4.47) et de (4.32), nous ob-
tenons la formulation discrete correspondant a (3.124) en Lagrangien augmenté :

NELE
> 0y ([Fo() — ke — @] + Eo(v) Ay*)
= (NELE)'

+ ) (5y’e)T( [£(y") = K — o] + E*(y") Ay’e)
e=1
NCEL = . N -
+ 3 077 (15 A (5) + Tho A [(Tep)*(35) + T (35)] AF5 ) = 0
e=1
Viy, oy’, oA
(4.58)
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Que 'on peut encore condenser :
[ NTOT
Se\T ﬁ'e(ye> ke qe R _e(Se e
ezl (5y,\) < [ﬁ/e(y/e) - ]k/e - q/e +IA]p (y/\)A
HEE) ) [0]]+ [ 1515 Jo[ 35,(5) | Jn55) 4] As?i) -0

NTOT

> @597 [ + | @ L | o[ 3,55 [ 355 ] A%5| =0

e=1
i VdYn , NTOT = NELE + (NELE)'
(4.59)
avec :
e | Te Jp | 9p S oh | dh
[‘Upg“ﬂp/\]:[@‘a} et [hg‘Jh)\]:[% a}

4.4 Elément de contact avec adhésion

4.4.1 Description de I’élément

L’élément nceud-a-nceud de contact avec frottement et adhésion a été implanté
dans le code d’éléments finis TACT [21] dans la sous-routine E4NODH (qui est une
version couplée a 'adhésion de la sous-routine EANODE déja existante effectuant
du contact avec frottement en pénalité et en Lagrangien augmenté en petits
déplacements). Cela a impliqué I’ajout des forces et des Jacobiennes d’adhésion,
tant en pénalité qu’en Lagrangien augmenté.
L’élément contact-frottement-adhésion est constitué de 4 noeuds :

— N@UD 1 : du contacteur situé en x! et contenant la position y!' comme

degré de liberté.

—~ N@UD 2 : de la cible situé en x? et contenant la position y? comme degré
de liberté.

— N@E&UD 3 : contenant le multiplicateur augmenté du contact avec frottement
X/ en Lagrangien augmenté. En pénalité, on retire tous les degrés de liberté
a ce noeud. De plus, la position originelle x® de ce noeud est telle qu’elle
permet de déterminer Daire tributaire A¢ = ||x® — x?|| ainsi que le vecteur
normal n = (x3 — x?)/A°.

— N@®UD 4 : contenant en Lagrangien augmenté le multiplicateur aug-
menté de l’adhésion A* selon la premiere composante, les autres étant
éventuellement fixées (en 2D ou 3D). De méme, en pénalité, ce noeud est
fixé selon toutes ses composantes.
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4.4.2 Algorithme d’adhésion

L’algorithme de l’adhésion est basé sur le calcul d'une contrainte d’essai p? =
7(/lgll — g&) en pénalité (voir (3.106)) et une contrainte d’essai augmentée
A= A, + r(||g]| — g2) en Lagrangien augmenté (voir (3.159)). Dans un pre-
mier temps, le signe de cette contrainte d’essai est analysé. Si il est négatif,
alors le statut jeu est déclaré. Sinon, cette contrainte est projetée sur le critere
0, s(g3)] permettant ainsi de déclarer le statut adhésif si la contrainte d’essai est
a l'intérieur de l'intervalle ou décohésion dans le cas contraire. Si s(¢g*) = 0, le
statut jeu est d’emblée déclaré afin d’éviter a l'algorithme d’effectuer des pro-
jections que l'on juge inutiles puisque en pratique I'état devient similaire au jeu.
Les méthodes de la pénalité et du Lagrangien augmenté utilisent un algorithme
de projection commun.

p
A
e, e n
7
III
1
II !
’ 1
Vi 1
/7 1
" t 1
s(98) e
s(g6+dg”) v
/ n
4 71
II 7 1
) ,I : 5(9a>:0
4 7/ "
7 4
7 [“ /
V4 Vi -
~— el

F1G. 4.4 — Algorithme de projection. Remarquons que la projection n’est plus effectuée lorsque
s(g*) =0.

Plus de détails sur 'algorithme de ’adhésion sont reportés a I’annexe B.
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a) b)

o &Y X,y o
5 2 6
Q/ 3 An,ACf Q’
A, X\
3 '€ AN NN
4 @0\ 1 &0 x

Q/

F1G. 4.5 — Elément de contact en a) 1D, b) 2D et ¢) 3D. La position originelle des nceuds 5
et 6 (en 2D), et 5 & 8 (en 3D) sert a la détermination du vecteur normal et de laire tributaire
(enregistrés dans la position du nceud 3) dans les trois dimensions).
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4.5 Problemes tests de validation

4.5.1 Cadre général

Dans la série de simulations qui suivent, il s’agit de tester I’élément E4ANODH afin de
controler que la solution numérique correspond aux lois tribologiques introduites
(forces) et s’assurer de la convergence de l'algorithme (matrices Jacobiennes). La
configuration des tests se voulant étre la plus simple possible, les simulations ont
été effectuées en se servant d’un seul élément de contact. L’élément est étudié dans
les trois dimensions (1D, 2D et 3D), en utilisant les deux méthodes proposées de
régularisation du probleme de contact (pénalité et Lagrangien augmenté), et
enfin en faisant varier le type des conditions aux limites (tests en déplacements
imposés afin de s’assurer du bon comportement de la loi d’adhésion introduite
[Forces], et tests en forces imposées permettant de controler la convergence des
itérations de la méthode de Newton [Jacobiennes]). Les propriétés tribologiques
considérées ont ici des valeurs purement académiques et ne correpondent en aucun
cas a des valeurs physiques d’interfaces réelles.

Afin de mettre en valeur le caractere dissipatif du frottement et de ’adhésion, il
est intéressant d’imposer des conditions aux limites cycliques dans le temps. Par
conséquent, nous imposerons des déplacements ou des forces cycliques en dents
de scie selon la fonction f(t) de période T' et d’amplitude croissante dans les
simulations (Figure 4.6). Par contre, la pression normale de contact pS, visant a
introduire des forces de frottement sera toujours constante.

FI1G. 4.6 — Fonction dent-de-scie avec amplitude croissante utilisée.

4.5.2 Cas unidimensionnel de contact avec adhésion

Description

Nous nous intéressons au comportement normal du contact avec adhésion.
Considérons le probleme 1D d’une barre élastique de rigidité € entrant en contact
avec un mur rigide (Figure 4.7). Nous rajoutons en parallele a ce systeme un
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ressort 7y entre le mur et la barre permettant de stabiliser le systéme lors de la
décohésion, lorsque nous travaillons en force imposée.

— U1 (t)7p1(t)

v

FI1G. 4.7 — Contact d’une barre élastique contre un mur.

Conditions aux limites

La barre élastique est libre a I'extrémité susceptible d’entrer en contact avec le
mur. A autre, nous imposons le déplacement wu;(t) ou la force p;(t) dans la
direction n tels que :

ui(t) =uf(t) () =pf(t)

Propriétés élastiques et tribologiques

Les valeurs suivantes sont choisies :

seuil de force adhésive pa = 4000
écart de décohésion gv = 0.2
rigidité adhésive ~* = 40000

écart adhésif initial

gq = oo sans adhésion
g6 = 0.0 avec adhésion

rigidité de la barre e = 35000

Résultats des simulations

Les simulations numériques nous permettent de tracer les graphes suivants (Fi-
gure 4.8) :
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Pn Pn
30000 30000
20000 20000
10000 10000
-0.2 0.2 0.6 0.8 ‘gn 0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 gn
-10000 -10000
=20000 =20000
C
=30000¢ =30000
~4000 ~40000
=50000 -50000
Pn Pn
4000
d t _ 0 4000 ga — 0
ga =0
a
2000 . 2000
. d
.
a o, t=21L -
i 4
.
dn 9n
0.2 0.1 ‘] 0.1 0.2 j 0.3 0.4 0.5 0.2 0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-2000 -2000
C
-4000 -4000

Fi1a. 4.8 — Simulations numériques en pénalité (a gauche) et en Lagrangien augmenté (a
droite) pour a) le contact normal simple et b) un contact normal avec adhésion. On reconnait
les statuts e:écart, c:contact, a:adhésion, d:décohésion et j:jeu.

Commentaires

Les graphes — Le graphe de la simulation numérique du contact normal simple
(Figure 4.8 a)) correspond effectivement a celui du contact normal (Figures 2.14
et 3.24). Notons la pente infinie du contact en Lagrangien augmenté par rapport
a celle finie (bien qu’élevée) en pénalité.

Le graphe de la simulation numérique du contact normal avec adhésion pénalisé
(Figure 4.8 b)) correspond aussi effectivement aux graphes théoriques (Fi-
gures 3.18 et 3.27) et on retrouve les différents statuts de I’adhésion. On constate
que les graphes conservent bien la méme pente élastique méme apres un en-
dommagement partiel. En Lagrangien augmenté, on redresse la pente élastique
comme souhaité et on note que g, =0 tant que g§=0.0.

Remarque 4.5.1 La variable g* est traitée au niveau de I’algorithme comme une
variable d’histoire qui prime sur la configuration géométrique originelle. Ainsi, si
nous partons avec une configuration originelle g,,(0) > 0 (g,(0)=0.1) et g§=0.0,
I’état initial est associé a une force non-nulle due a la tension élastique de la barre
(a t=0, on trouve p, =3500) dont I'extrémité se retrouve aussitot collée contre
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le mur!. Ainsi, lors du premier quart de cycle ot le ressort v est comprimé,
la tension élastique de la force diminuera mais ne s’annulera pas forcément (a
t = T/4, on trouve p, = 875). Ceci explique pourquoi p, sur le graphe avec
adhésion en Lagrangien augmenté n’est jamais nul lorsque ¢g*=0.0.

Remarque 4.5.2 Le choix de la valeur de la rigidité du ressort v reste arbitraire
malgré le fait que nous ayons choisie cette derniere égale a celle de la barre e.
Le changement de sa valeur ne modifie que le taux de la décohésion et donc le
nombre de points de décohésion obtenus sur les graphes.

La convergence — En pénalité, et lorsque la simulation est effectuée en force
imposée, il faut deux itérations pour que 'algorithme converge lorsque le statut
change entre deux pas de temps : la premiere itération permet de trouver la
bon statut et la seconde la bonne solution. En Lagrangien augmenté, il faut
une itération de plus. Autrement, dans les cas ou le statut ne change pas, une
itération est suffisante aussi bien en pénalité qu’en Lagrangien augmenté. Ceci
est tres satisfaisant.

4.5.3 Cas bidimensionnel de frottement avec adhésion

Description

Considérons maintenant un pion (maintenu par deux ressorts ; et 7y, disposés
de maniere orthogonale) sur une table rigide plane (Figure 4.9).

n
Ug, P2
2 ¢

ul(t)7p1<t)

4!

F1G. 4.9 — Frottement avec adhésion.

1 est clair que si la rigidité de la barre trop élévée, il y a alors aussitét décohésion.
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Le ressort v, a un effet stabilisant lorsque les forces sont imposées et qu’il y a
décohésion. Le ressort v, permet d’imposer une force normale p¢ sur le pion afin
de faire intervenir le frottement.

Conditions aux limites

Nous imposons le déplacement u4(t) ou la force p;(t) dans la direction tangente
t tels que :

us(t) = uaf(t) 5 pa(t) = paf ()

Le déplacement w5 et la force p, sont maintenus constants.

Propriétés élastiques et tribologiques

Les valeurs suivantes sont choisies :

= 10000 cas 1
seuil de force adhésive { b

pa = 4000 cas 2

écart de décohésion gv = 0.2
rigidité adhésive ~* = 200000
écart adhésif initial { g6 = co sans adhesion

g6 = 0.0 avec adhésion
= 0.0 sans frottement
= 0.2 avec frottement
Py, = 250000 cas 1

pression normale
Py, = 5000 cas 2

coefficient de frottement { a
1

Résultats des simulations

Les résultats des simulations permettent de tracer les graphes suivants (Fi-
gure 4.10) :
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F1a. 4.10 — Simulations numériques en pénalité (4 gauche) et en Lagrangien augmenté (&
droite) pour a) le frottement seul, b) I’adhésion seule et c¢) le probléme couplé frottement-
adhésion. Les deux statuts du frottement g:glissement et ar:adhérence se combinent aux statuts
de I'adhésion.
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Commentaires

Les graphes — Les graphes de la simulation numérique du frottement seul de
la figure 4.10 a) correspondent effectivement a ceux de la loi de frottement exacte
(voir Figure 2.15) et pénalisée (voir Figure 3.28). De méme pour la loi d’adhésion
pénalisée seule de la figure 4.10 b) (se reporter a la figure 3.30) dont la pente
élastique est redressée en Lagrangien augmenté.

Le couplage du frottement et de ’adhésion pénalisés est simplement la somme
algébrique des deux graphes obtenus lorsqu’on considere les lois séparément. Par
contre en Lagrangien augmenté, la pente étant infinie dans les deux cas, ’algo-
rithme n’arrive pas a déterminer si le statut est adhésif ou adhérent. Nous avons
choisi d’instaurer l'ordre selon lequel le statut adhérent primait sur le statut
adhésif, ce dernier n’étant déclaré que lorsque le statut du frottement était le
glissement?. Ceci n’est bien siir utile que lorsqu’il y a contact, le probléme ne se
posant pas si il y a un écart.

Remarque 4.5.3 Dans ces simulations, nous avons tantot supposé des forces
adhésives plus importantes que les forces de frottement tantot I'inverse. Ce sont
deux configurations que nous pouvons rencontrer dans des problémes réels.

La convergence — Chaque configuration (frottement seul, adhésion seule,
probleme couplé) requiert deux itérations pour converger en Lagrangien aug-
menté et trois en pénalité. Il est clair que la recherche du statut de contact
n’entre pas en jeu car nous effectuons toujours un premier pas de temps ou nous
imposons la force normale toute seule, cependant ce taux de convergence reste
tout a fait acceptable. Il est caractéristique de la méthode de Newton généralisée
(aux opérateurs affines par morceaux, continus non-différentiables).

4.5.4 Cas tridimensionnel

Description

Le probleme tridimensionnel généralise en trois dimensions le probleme bidimen-
sionnel précédent (Figure 4.11). Il s’agit encore d'un pion (maintenu par trois
barres orthogonales) en contact avec une table rigide. Le pion peut glisser ou
décoller mais nous n’explorerons cette derniére possibilité que plus loin car nous
voulons ici mettre en valeur le lobe hémisphérique de I'adhésion. Les simulations
sont présentées uniquement en pénalité, mais similaires en Lagrangien augmenté,
a la pente adhésive pres.

2L’intuition de ce choix provient du fait que dans la plupart du temps la rigidité des aspérités
de l'interface est plus élevée que celle d'une colle. 11 est clair qu’en Lagrangien augmenté, on
ne saurait faire la différence, mais si on dira tout simplement “qu’il y a une pente qui est plus
infinie que 'autre”.
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Fi1G. 4.11 — Adhésion en trois dimensions.

Conditions aux limites

Nous imposons le déplacement u;(t) ou la force p;(t) dans la direction tangente
t; et le déplacement wus(t) ou la force py(t) dans la direction tangente to afin que
le pion décrive des cercles dont le rayon s’accroit au cours du temps. On a :

uy(t) = uqt cos(wt) . p1(t) = prt cos(wt)

ug(t) = ot sin(wt) ., pa(t) = pat sin(wt)
Le déplacement u3 ou la force ps sont maintenus constants.
Propriétés élastiques et tribologiques
Les valeurs suivantes sont choisies :

seuil de force adhésive pa = 1000

écart de décohésion gu = 0.2
rigidité adhésive ~* = 200000

g5 = 0.0 cas 1
écart adhésif initial

g6 = 0.2 cas 2

coefficient de frottement p = 0.0
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Simulations — Nous nous intéressons au comportement tridimensionnel de la
force adhésive p® dans I'espace.

F1G. 4.12 — Traction unidirectionnelle.

T

F1aG. 4.13 — Traction circulaire sans endommagement initial g¢ = 0.0.

T

F1a. 4.14 — Traction circulaire avec endommagement initial g3 = 0.2.
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Commentaires

Les graphes — Lorsque nous effectuons une traction plane unidirectionnelle
(Figure 4.12), nous retrouvons le cas bidimensionnel (Figure 4.10 b)) pénalisé. Le
pion étant astreint a se déplacer sur la table, le lobe hémisphérique dégénere en un
cercle. Nous le voyons (Figure 4.13) par la série de cercles concentriques décrivant
les zones ol p® est constant et formant un cone “coniquement creux”3. Aussi, si les
filaments ont déja été étirés d'une longueur g§=0.2, on voit apparaitre un disque
de rayon g§ a l'intérieur duquel les filaments sont enroulés et en conséquence ne

fournissent aucun effort (p®=0)%.

Remarque 4.5.4 En faisant décoller le pion selon une trajectoire définie dans
I’espace, on retrouve le lobe hémisphérique pour lequel p® est constant.

La convergence — En trois dimensions, trois itérations sont nécessaires lors
d’un changement de statut en Lagrangien augmenté et une de moins en pénalité
pour que l'algorithme converge. Lorsque le statut n’évolue pas entre deux pas de
temps, une seule itération est suffisante.

4.5.5 Conclusion des tests de validation

Ces tests démontrent la validité du modele théorique (tribologique) comme celle
de I'algorithme numérique (projection et linéarisation).

3En Lagrangien augmenté, on obtient une pointe conique non creuse.
4Lorsque g% = 0o, on obtient alors le plan entier.
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Chapitre 5

Expérimentation et calibration

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a l'expérimentation. En effet, il s’agit maintenant de
déterminer par des expériences les parametres py; (contrainte limite adhésive ou
seuil de décohésion) et gy (écart de rupture) du modele proposé pour une inter-
face d’'un matériau composite donné. Ceci afin de pouvoir ensuite effectuer des
études de la décohésion dans ce matériau. Dans un premier temps, un rappel des
différentes techniques expérimentales existantes pour déterminer les propriétés
adhésives des composites est effectué. Ces techniques n’étant pas tout a fait
adéquates pour identifier les parametres de notre modele, nous verrons dans une
seconde partie la technique expérimentale proposée pour notre modele.

5.2 Etude de l'interface et des phénomenes
d’endommagement dans des composites
fibre de verre/résine époxyde

Il existe plusieurs types de matériaux composites. Nous nous restreignons a
I’étude des composites fibreux unidirectionnels. Un nombre important de com-
binaisons de matériaux étant possible, nous choisissons ensuite une résine ther-
modurcissable de la famille des époxydes pour la matrice et des fibres en verre.
Le choix d’un composite fibre de verre/matrice époxyde est justifié par la di-
ponibilité et la relative bonne maitrise des techniques de fabrication de résine
époxyde au sein du LMAF. Aussi, ce type de composite est relativement répandu
(notamment en aéronautique).

157
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5.2.1 Généralités
Elaboration d’un composite fibre de verre/matrice époxyde

Le matériau composite est obtenu en coulant de I’époxyde qui est une résine ther-
modurcissable liquide sur des fibres de verre. L’ajout d’un catalyseur déclenche
une réaction exothermique qui fournit 1’énergie nécessaire a la réticulation des
chaines de polymére (leur liaison) et la solidification de la matrice. Le refroidis-
sement de la matrice et son durcissement crée des forces de serrage sur les fibres
(frettage, adhérence). De plus, des réactions chimiques a l'interface peuvent aussi
intervenir et fortifier cette derniere (adhésion).

Définition et caractérisation d’une interface

L’élaboration des matériaux composites comme tout matériau polyphasé crée
des zones de contact, plus ou moins étendues entre les constituants, appelées
interfaces. Par définition, une interface est une surface de discontinuité entre deux
matériaux. Une interface assume a priori la continuité géométrique (continuité des
déplacements) et I’équilibre statique (transmission des efforts entre deux phases).
Selon sa tribologie, I'interface joue globalement un réle mécanique de protection
vis-a-vis d’'un endommagement progressant d’une phase vers l'autre (comme par
exemple une fissure).

Continuité géométrique — L’interface assure cette continuité en reliant les
variables de déplacement surfacique y,, de la matrice a y} de la fibre au sein
d’une variable d’état géométrique g(yn, y}) L’interface en réalité est une zone
d’épaisseur e non nulle (|[g]| = [lyn — ¥y}l > e) ol interviennent de nom-
breux phénomenes et états physico-chimiques comme la porosité, la diffusion,
des réactions chimiques, I’humidité et des gradients de température.

Equilibre statique — 1l existe un équilibre d’action-réaction des forces a I'in-
terface entre les forces surfaciques de la matrice p,, et celles de la fibre p}. Selon
la nature de constituants, l'origine de ces forces peut étre physique (forces de
Van der Waals), chimique (liaisons covalentes généralement) ou mécanique (fret-
tage). D’autres phénomenes statiques comme des gradients de contraintes et des
contraintes résiduelles subsistent aussi a 'interface en raison de la mise en ceuvre
du matériau.

Tribologie d’interface — Le comportement de 'interface est modélisé par des
lois tribologiques reliant les variables primales cinématiques (g) aux variables
duales statiques (p). Quelques caractéristiques interfaciales importantes sont le
coefficient de frottement (1), I'énergie d’adhésion (w), 'usure (k,,ps) [118]. Dans
le cadre de cette étude, d’autres grandeurs mécaniques supplémentaires (pas, gar,
~%,...) sont introduites.
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L’influence des caractéristiques de l'interface sur les propriétés mécaniques des
composites a été mise en évidence depuis de nombreuses années. Par exemple,
pour les systémes verre/époxyde, il est souhaitable d’avoir une forte adhésion
pour exploiter pleinement les propriétés mécaniques des fibres (Dow [32], Ro-
sen [112]). En revanche, on a mis en évidence que dans le cas des composites a
matrice céramique qu’il était nécessaire d’avoir une faible adhésion interfaciale
pour conserver une déformation a rupture macroscopique du matériau élevée (on
tolere des décohésions locales le long de l'interface afin que la fibre puisse se
déformer, sinon celle-ci en se rompant favorise la propagation de la fissure a tra-
vers le matériau, voir Budiansky et al. [13]).

On sait ainsi que la progression des endommagements dans le composite peut
étre ralentie si 'on sait jouer des propriétés a la rupture des interfaces, de sorte
que la défaillance du matériau intervienne le plus tardivement possible lors du
chargement.

L’étude complete de l'interface se révele étre complexe, mais essentielle pour la
compréhension du fonctionnement macroscopique des composites.

5.2.2 Techniques expérimentales : principe et théorie

Les techniques expérimentales sont basées sur des modeles théoriques qu’il est
important d’étudier afin d’en comprendre le principe expérimental et surtout les
informations sur l'interface qu’elles fournissent. Dans le résumé qui suit, nous
nous inspirons largement de la synthese effectuée par Feillard [35] sur les compo-
sites fibre de verre/matrice époxyde.

Le test d’arrachement avec le modéle de Cox (1952)

Le test de déchaussement consiste a exercer une traction axiale sur une fibre
encastrée dans un bloc de matrice (Figure 5.1) jusqu’a provoquer la décohésion
a I'interface et I’extraction de la fibre. Lors de I’essai, on mesure la force exercée
sur la fibre en fonction de la longueur encastrée qui augmente avec la déformation
de la fibre. Les grandeurs determinées sont la contrainte de décohésion o, et la
longueur encastrée [. Une hypothese d’interprétation des résultats stipule que
lorsque la contrainte de cisaillement a l'interface 7; est égale a la résistance de
I'interface a la décohésion, une fissure s’amorce et se propage le long de I'interface
entrainant une décohésion quasi-instantanée et catastrophique. En 1952, Cox [20]
a proposé le premier modele de transfert de charge élastique pour I'étude des
propriétés mécaniques des matériaux fibreux. Les principales hypothéses sont :

— Les rigidités transversales de la fibre et de la matrice sont identiques et
seule la charge dans la direction de la fibre est transférée entre la fibre et
la matrice. En conséquence, la déformation longitudinale de la matrice est
uniforme tout le long de l'interface.

— La charge transférée de la matrice vers la fibre dépend de la relation entre le
déplacement u dans la direction de la fibre a une distance z d’'une extrémité
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et le déplacement v de la matrice au méme point en I’absence de fibre. Sans
rentrer dans les détails analytiques, I’équilibre des forces sur un élément
dz de la fibre nous permet de déterminer la répartition de la contrainte
normale dans la fibre :

Uf(z)ZEfE(G)(l—w) avec a:\/QG—m

cosh aé

R, E; : rayon et module élastique de la fibre

E,., G, : module de Young et en cisaillement de la matrice

¢(o) : déformation appliquée

R,, : rayon du cylindre de matrice subissant un cisaillement en présence de

la fibre

2R,

Fi1G. 5.1 — Schéma du test d’arrachement.

Toujours sur la base du modele de Cox, Greszczuk [50] est arrivé a exprimer le
cisaillement a l'interface en fonction de la longueur encastrée. Le cisaillement le
long de l'interface est donné par :

; (coth(al) cosh(z) — sinh(2)) (5.2)

foge!
i(z) = 2R

On en déduit donc que le cisaillement maximal s’obtient pour z = 0 et ainsi le
cisaillement maximal supporté avant décohésion (lorsque o = 0y) :
o4

Td =

coth(al 5.3
g cothia ) (53)
Le test d’arrachement permet par conséquent de déterminer la contrainte de
cisaillement interfaciale maximale 7, supportée par l'interface. Un autre mode de
représentation moins usuel peut étre utilisé en considérant cette fois la contrainte
axiale o4 dans la fibre au moment de la décohésion.

Pour plus de détails sur la résolution analytique d'un test d’arrachement on
pourra se reporter a ’annexe C.
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Le test de fragmentation avec le modéle de Kelly et Tyson (1965)

Lorsque la comparaison de systemes fibre-matrice implique une étude mi-
cromécanique, ce test est employé assez systématiquement. Il consiste a exer-
cer un effort de traction sur une éprouvette de matrice contenant axialement
un monofilament (fibre de verre). En raison de la différence des déformations
a la rupture entre les deux constituants (déformation a rupture de la fibre tres
inférieure a celle de la matrice), la fibre se rompt en fragments de plus en plus
courts (Figure 5.2). En analysant la longueur moyenne du fragment de filament
l., nous obtenons des informations sur le transfert de charge entre la fibre et la
matrice. En effet, plus la contrainte de cisaillement transférée a l'interface est
élevée, plus la longueur critique du filament /. sera faible selon :

O’r(gc)Rf

20y

0, = (5.4)

Avec o, la contrainte a la rupture moyenne d’'une fibre de longueur /. et oy le
seuil de plastification de la matrice. Ce modéle suppose que le transfert de charge
est limité par la plastification de la matrice le long de l'interface, étant donné
une matrice avec un comportement élasto-plastique sans durcissement.

o

o o

F1G. 5.2 — Principe du test de fragmentation.

Ce test met en évidence la facon dont la charge est transférée entre la matrice
et la fibre. 11 apporte une information sur I’éventuelle saturation du transfert
de charge due a une plastification de la matrice. Le paramétre déterminé est la
longueur critique ¢. qui indique un bon tranfert de charge lorsqu’il est faible.
Les principaux défauts viennent du fait que ce modele ne tient pas compte de
la décohésion interfaciale lors de la mise en charge, et qui suit généralement la
rupture de la fibre, et aussi qu’il ne convient pas sans restriction pour les systemes
a matrice avec un comportement autre qu’élasto-plastique.
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Le test de micro-indentation avec le modéle de Marshall (1980)

L’essai de micro-indentation a pour objet de déterminer la résistance en cisaille-
ment de l'interface lors d’un chargement ponctuel d’une fibre en compression.
Ce test a l'avantage de pouvoir étre mené sur une section polie de composite
unidirectionnel réel. De fagon générale, on mesure la force F' et le déplacement
u de l'indenteur. Le changement de pente intervenant sur les courbes F' = F'(u)
est relié a 'amorcgage et la propagation de la décohésion le long de I'interface.

F1G. 5.3 — Principe du test de microindentation.

Le modele le plus utilisé est celui proposé par Marshall [83] ou la fibre est supposée
cylindrique isotrope et élastique et la matrice infiniment rigide. Basé sur une
approche de type “shear-lag”, ce modele suppose I'absence de forces adhésives
a I'interface et uniquement la présence de forces adhérentes. Lorsqu’on applique
une force F' a l’aide de I'indenteur (Figure 5.3), il apparait une zone de glissement
de longueur [y débutant a la surface ou le cisaillement interfacial 7;(z) est plus
important que le seuil de glissement —uqo (go est la contrainte résiduelle normale
a l'interface, supposée constante le long de celle-ci, et pu est le coefficient de
frottement entre le verre et I’époxyde). La fibre se déforme selon cette longueur
de glissement [, et on peut exprimer le déplacement de la fibre, assimilé a celui
de l'indenteur en fonction de la force appliquée (voir [85]) :

F2
R — 5.5
YT RIE, (5:5)
ou F est la force appliquée et 7, = —puqp le seuil de glissement interfacial (frot-

tement). On effectue ensuite un ajustement avec I’expérience pour déterminer la
valeur de 7, (voir [83] [61]). Ce modele a été perfectionné par la prise en compte
d’un seuil de décohésion interfaciale (adhésion). La décohésion est amorgée quand
T; > 14 (74 est une valeur seuil de décohésion), elle est suivie par la propagation
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d’une fissure en mode II (propagation par cisaillement) a l'interface et d’un glis-
sement de la fibre sur la longueur décollée. Le déplacement de la fibre peut alors
s’écrire :

R or 56
“= 47T2R:}Ef7'8 Ts '

ou 2I" est I’énergie de rupture en mode II a l'interface. L’analyse en contrainte
permet d’exprimer, par analogie a 1’énergie de création de surface, la force seuil
nécessaire a amorcer la décohésion Fy :

F? - F?

d_ 5.7
47T2R§Ef7's (5.7)

Ug =

L’ajustement avec des courbes expérimentales de cette équation permet de
déterminer les valeurs de 75 et de F,;. Dans ce modele, on ne tient pas compte
de 'endommagement de la surface de la fibre ni du fait que le poingconnement
modifie le déplacement apparent de la fibre.

D’autres modeles ont été développés ot le cisaillement n’est plus considéré comme
constant (il décroit le long de la fibre), et ou les effets de rétrécissement latéral de
la fibre et de la matrice (Stupkiewicz [121]) ainsi que les contraintes résiduelles
thermiques sont également prises en compte. Des modeles de transfert de charge
qui ne font pas d’hypothese restrictive sur la nature des constituants ont aussi
été élaborés (voir Shetty [115]), mais reposent aussi sur la théorie du shear-lag

dont nous connaissons les limites. Un des modeles le plus complet est celui de
Hsueh [62].

Le test de décohésion d’une sphéere d’un plan avec le modele de Johnson
et al. (1971)

Cet essai, aussi connu sous le nom de technique de JKR (Johnson-Kendall-
Roberts [69]) consiste a enfoncer un substrat solide de forme convexe contre un
plan élastomere (Figure 5.4). Aprés un contact prolongé apparaissent des forces
adhésives qui déforment les solides et accroissent 'aire de contact a l'interface.
La théorie de JKR est une extension de la théorie de Hertz du contact d'une
sphere rigide sur un demi-espace élastique prenant en compte les effets du travail
d’adhésion a l'interface.
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zone adhésive

F1G. 5.4 — Dispositif expérimental de la technique de JKR pour déterminer w & force imposée
P.

En ne considérant aucune force adhésive, la charge appliquée sur la sphere P et
son enfoncement § sont donnés par les relations de Hertz :

K 3
2
5= % (5.9)

ol a est le rayon du disque formé par I'aire de contact. R est le rayon de courbure
de la sphere et K ~ 16¢/9 , avec € le module de Young du demi-plan.

En présence de forces adhésives, Johnson et al. observerent, avec certains
matériaux des rayons a d’aire de contact plus importants que ceux prévus par la
théorie de Hertz. P et 6 d'un systeme avec adhésion a 1’équilibre sont donnés par
les relations de JKR :

3
P = K% — VorKaw (5.10)

(5.11)

avec w l'énergie de Dupré. Les relations de JKR, adaptées de celles de Hertz
tiennent notamment compte du fait que w est I’énergie nécessaire pour créer une
zone de contact de rayon a en I'absence de forces adhésives. En se servant ensuite
du critere de Griffith, Johnson et al. prévoient que la séparation des deux spheres
a lieu lorsque la charge P devient plus grande qu’une charge critique P.(w) :

P.(w) = —%WwR (5.12)

Cette théorie a été validée expérimentalement, et pour en savoir plus, on peut se
référer a Johnson et al. [69], Maugis [87], Burnham-Kulik [14] et Woerdeman et
al. [127].
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Résumé

— lors d’un essai d’arrachement, on mesure la force de décohésion associée a
une longueur encastrée, c’est un critere de rupture de 'interface. L’analyse
mécanique fournit une contrainte de décohésion interfaciale en cisaillement
Td-

— lors d'un essai de fragmentation, on mesure la longueur moyenne des frag-
ments a saturation £.. On calcule la longueur critique du systeme étudié et
sa capacité de transfert de charge.

— lors d’'un essai de microindentation, on mesure la force appliquée sur la
fibre et le déplacement de celle-ci. La force de décohésion Fy et le seuil de
frottement 7, sont déterminés a la suite de l'analyse de la courbe F' = F(u).

— avec la technique de JKR, on mesure la force appliquée P. pour séparer la
sphere du demi-plan, puis en se servant de la relation (5.12), on peut en
déduire le travail d’adhésion de Dupré w.

Sur les trois premiers tests — Bien que les trois premiers tests sollicitent
tous l'interface, la maniere dont est appliqué 'effort mécanique est différente.
Les données extraites de ces tests ne peuvent étre directement comparées mais
cependant les informations recueillies sont complémentaires. Le test d’arrache-
ment donne le seuil de décohésion au méme titre que 1’essai de microindentation,
mais la déformation de la fibre differe en raison de l'effet de Poisson'. Une ana-
lyse fine de ces essais permet de déterminer un seuil de décohésion intrinseque de
I'interface dépendant de la sollicitation mécanique.

Sur la technique de JKR — Cette technique permet de calculer ’énergie
d’adhésion w. En se basant sur le comportement du modele proposé dans cette
these, le travail d’adhésion est l'aire située au dessous du graphe de la loi
d’adhésion (Figure 5.5) :

ILes essais d’arrachement et d’indentation sont opposés. Cependant sous réserve de com-
portement linéaire élastique (ou du moins égal en tension et compression) et de coefficients
de Poisson identiques, pour la fibre et la matrice, ils devraient en principe donner les mémes
résultats. Pour en savoir plus sur cette comparaison, voir [60].
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FIG. 5.5 — Loi d’adhésion et énergie de Dupré w.

Ainsi, si nous connaissons l'énergie de Dupré w de l'interface, il n’est ensuite
nécessaire que de déterminer un des parametres (pys,ga) pour en déduire l'autre,
les trois constantes étant liées par :

w = %ngM (5.13)

Conclusion

Nous constatons que les trois premiers essais ne permettent pas directement
d’identifier les parametres de notre modele. Le parametre se rapprochant le plus
de pys est 74. Malheureusement, ces essais sollicitant l'interface en cisaillement,
les effets du frottement et de ’adhésion sont mal découplés. La détermination
de w par la technique de JKR va s’avérer utile, compte tenu des relations entre
I’énergie de Dupré et les parametres du modele.

Comme nous le verrons par la suite, nous allons tenter de mettre au point un type
d’essai nous permettant de nous affranchir des couplages avec le frottement afin
de mesurer directement les propriétés normales d’une interface. En raison de la
formulation de notre modele (lobe hémisphérique), la connaissance des propriétés
normales devient suffisante.

5.2.3 Les systémes matrice époxyde/fibre de verre

Dans les expériences que nous allons effectuer, nous nous servirons de résine
époxyde, de verre et d'un liant qui augmente les propriétés interfaciales. Les
systemes matrice époxyde/fibre de verre sont constitués de plusieurs composants.

Les composants

Epoxyde — Les matrices époxydes sont des mélanges de polymeres thermo-
durcissables constitués d’'une résine époxyde et d’un durcisseur aminé. A ces
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deux constituants peuvent s’ajouter des diluants qui ont pour but de diminuer la
viscosité de la résine; mais ils réduisent la réticulation entre les chaines macro-
moléculaires. L’usage de catalyseurs permet d’augmenter la vitesse de réticulation
ou d’abaisser la température de mise en ceuvre.

Les résines époxydes résultent de 'action de I’épichlorhydrine sur des polyal-
cools aromatiques. La densité des polyalcools est a l'origine de celles des pro-
priétés des résines obtenues. Les caractéristiques physico-chimiques des résines
époxydes sont essentiellement fonction de la taille de la chaine polymérique, elle
méme déterminée par le rapport moléculaire des réactifs. Les groupements époxy
réagissent avec les groupements amine du durcisseur pour former un polymere
a structure tridimensionnelle. L’ouverture des cycles époxy par les durcisseurs
appelés agents de réticulation conduit a des pontages entre molécules.

La température de réticulation dépend de la nature chimique du couple résine-
durcisseur. Les amines aliphatiques sont réactives a température ordinaire alors
que les amines aromatiques de type DDS (diaminodiphénylsulfone) ou DDM (di-
aminodiphénylméthane) nécessitent une température plus élevée ou I'emploi d'un
catalyseur. On peut caractériser toute résine époxyde par son taux de polycon-
densation (cristallinisation), qui influence notamment l'opacité de la résine et ses
propriétés mécaniques. Les taux du mélange doivent étre relativement précis car
ils influencent de maniere non négligeable les propriétés de la résine durcie. Une
résine époxyde typique a une densité de pg, = 1300 kg/m?, un module de Young
€sp compris entre 3 et 5 GPa, une contrainte a la rupture d’environ o,¢, = 70
MPa et un coefficient de Poisson situé aux alentours de vg, = 0.4.

Verre — Les oxydes principaux constituant un verre sont la silice, ’alumine et
la chaux. Un verre classique contient 53% de silice, 15% d’alumine et 22% de
chaux tandis qu’un verre mécanique contient 60% de silice, 25% d’alumine et 9%
de chaux. C’est a Al,O3 et a CaO que revienent le role d’augmenter la contrainte
a la rupture et les propriétés diélectriques. En moyenne, un verre a une densité de
pv = 2300 kg/m?, un module de Young ¢, = 70 GPa, une contrainte & la rupture
de 0,, = 3 GPa, et un coefficient de Poisson de v, = 0.2.

Silane (liant) — Les composites fibres de verre/matrice organique possedent
a priori un handicap majeur : leur sensibilité a I'hydrolyse des liaisons cova-
lentes fibre-matrice. L’eau est soit adsorbée en surface du verre par les groupes
hydroxyles (~OH) soit chimisorbée pour la création de groupes hydroxyles en sur-
face. L’adsorption s’effectue sur les oxydes de la surface du verre (Nay, CaO, ...)
qui sont présents de facon significative. On peut noter enfin qu'une monocouche
d’eau est toujours présente a la surface du verre.

Les silanes organofonctionnels sont utilisés depuis pres d'une quarantaine
d’années pour limiter cet effet. Leur structure générale est Y-R-Si(OCHz)3 ou
Y est un groupement réactif du polymere tels les groupes méthacrylate, amine,
époxy ou stirene; ils sont liés a ’atome de silicium par une liaison covalente tres
stable. Ces composés qui sont des hybrides de composés organiques et inorga-
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niques, ont également une action sur le mouillage, la rhéologie de la matrice et
enfin ils facilitent les opérations de manipulation des fibres.

En raison de leur caractere hybride, les silanes établissent un lien entre fibre et
matrice qui limite tres efficacement ’hydrolyse du verre. Une forte teneur en si-
lane change les propriétés mécaniques de la matrice et déplace le point de rupture
du systeme de l'interface vers la matrice. Cependant, la nature de la liaison entre
le silane et les autres constituants est encore en partie mal connue.

Les liaisons

Liaison silane-matrice — Bien que la liaison entre silane et matrice soit sou-
vent représentée comme une monocouche de silane formant un pontage covalent
entre fibre et matrice, la réalité est plus complexe. Le silane hydrolysé est vraisem-
blablement sous forme de plusieurs monocouches en surface. Apres évaporation
du solvant, le silane se condense en groupements siloxane (-Si-0-Si), oligomeres
qui assurent la liaison avec le polymere tant que leur solubilité est suffisante.
Dans le cas de résines thermodurcissables, ces composés siloxanes construisent
un réseau polymérique ou les deux composants s’interpénetrent. La formation de
cette liaison a un caractere irréversible.

Liaison silane-verre — A l'opposé, la liaison verre-silane possede un tres fort
caractere ionique du a la formation de liaisons oxanes (-Si-0-V) a l'interface
(V représente le substrat de verre). Le silane est généralement appliqué sur les
fibres a partir de solutions aqueuses ou se forment des groupements silanols.
Ces groupements sont maintenus en surface du substrat par 'intermédiaire de
liaisons hydrogene. Apres évaporation du solvant, ils se condensent et forment
les liaisons siloxanes avec la surface du verre. Le caractere réversible de la liaison
verre/silane peut étre mis en évidence par une exposition prolongée dans eau,
puis un séchage. L’hydrolyse des liaisons siloxane entraine la chute des propriétés
mécaniques qui sont restituées lors du séchage, avec la reformation de ces liaisons.

Liaison verre-silane-matrice — D’autres théories ont été avancées pour expli-
quer la liaison globale verre/silane/polymere, en particulier celles qui accordent
une attention prépondérante a la mouillabilité et aux énergies de surface des
constituants. Pour un mouillage par le polymere de la surface de verre en-
simée, la tension de surface du verre doit étre inférieure a celle du polymere.
Indépendamment, le verre est, comme la plupart des substrats minéraux, re-
couvert d'une couche d’eau en raison de 'humidité atmosphérique. Cela a pour
conséquence de limiter la mouillabilité.
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5.3 Essais de traction d’une éprouvette époxyde
avec lame de verre

L’objectif de l'essai est de déterminer les propriétés mécaniques de la liaison
verre-silane-matrice dans le cadre du modele. Notamment, il s’agit d’évaluer la
contrainte de traction adhésive maximale p,; et I’écart de décohésion g;. Nous
supposons que la rigidité interfaciale y* est infiniment grande. En effet, pour cer-
taines colles, cette rigidité doit étre prise en compte mais dans le cas de l'inter-
face étudiée, elle est suffisamment élevée pour étre considérée comme infiniment
grande.

5.3.1 Principe

Le principe de 'expérience consiste a mouler une éprouvette de traction classique
en résine époxyde avec la particularité qu’en son centre est intercalée une pla-
quette de verre. Ainsi, avec l'interface plane entre le verre et la résine sollicitée
dans la direction normale, nous espérons obtenir les propriétés adhésives sans ef-
fets tangents de frottement, contrairement aux trois premiers tests expérimentaux
vus précédemment. La figure 5.6 suivante nous montre l'illustration et les dimen-
sions d’'une telle éprouvette :

F1G. 5.6 — Eprouvette de traction avec lame de verre. Les dimensions sont exprimées en mm.

L’essai de traction d’une telle éprouvette met en jeu trois éléments en série : la ma-
trice époxyde, 'interface et le verre. Compte tenu des considérations précédentes,
la matrice époxyde et le verre sont deux éléments déformables. En effectuant des
essais de traction sur ce type d’éprouvette, nous espérons obtenir des informa-
tions sur le comportement en décohésion de l'interface. Il faut donc s’affranchir
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des effets des déformations de ’époxyde et du verre pour distinguer le comporte-
ment interfacial. Pour évaluer les effets dis a la déformation de ’époxyde, ceux-ci
seront comparés a l’essai de traction d'une éprouvette sans échantillon de verre.
Nous supposerons aussi que dii a sa rigidité élevée et a sa faible épaisseur que le
verre ne se déforme pratiquement pas lors de tels essais. Ainsi, par soustraction,
il est prévu d’en déduire le comportement de l'interface.

5.3.2 Etude préliminaire de 1’essai

Une premiere simulation numérique de l'essai de traction a été effectuée. Les
dimensions de I'éprouvette sont celles de la figure 5.6. Il s’agit ici de vérifier dans
un premier temps I’hypothese selon laquelle la déformation du verre peut étre
négligée. Ensuite, cette analyse permettra de déterminer 1’état des contraintes
dans une telle éprouvette et d’en tirer quelques conclusions. L’interface est ici
supposée parfaite c’est-a-dire que sa rigidité est infinie et qu’elle ne s’endommage
pas. La simulation consiste a encastrer une extrémité de I’éprouvette et a imposer
un déplacement a l'autre. Les constantes suivantes sont utilisées :

module d’élasticité du verre e, = 70 GPa

module d’élasticité de ’époxyde ep = 3 GPa

Premieére simulation — Nous considérons des coefficients de Poisson nuls pour
les deux matériaux :

coeflicient de Poisson du verre v, =0

coefficient de Poisson de I'époxyde Vep = 0



Essais de traction e 171

VALLUE OPTIOMN:ACTUAL

E+i24

2 . BUE+D4

F1G. 5.7 — Simulation numérique d’un essai de traction. Contraintes de Von Mises avec
E, =70 GPa, v, =0, E¢p = 3 GPa, vgp = 0.

Comme attendu (Figure 5.7), on constate que la forme de 1'éprouvette choisie
permet d’obtenir un état de contrainte homogene au niveau de l'interface et
la répartition des contraintes est identique a celle d'une éprouvette qui serait
uniquement constituée d’époxyde. Toutefois, la contrainte de traction subit
une augmentation d’un peu moins de 0.7 % par rapport a une éprouvette sans
plaque de verre pour un méme déplacement imposé. Cela confirme la supposition
selon laquelle I'influence du verre sur le module d’élasticité de 1’éprouvette est
négligeable. Ceci est dii notamment au choix d’une plaquette de verre aussi
mince que possible et au module élastique élevé du verre par rapport a I’époxyde.

Seconde simulation — Une seconde simulation numérique est effectuée cette
fois-ci en tenant compte des coefficients de Poisson du verre et de 1’époxyde :

coefficient de Poisson du verre v, = 0.2

coefficient de Poisson de 1’époxyde vep = 0.4
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YALLE OPTIOM:ACTUARL

E+in4

FI1G. 5.8 — Simulation numérique d'un essai de traction. Contraintes de Von Mises avec
E, =70 GPa, v, = 0.2, E¢p, = 3 GPa, g, = 0.4.

Nous constatons (Figure 5.8) que du a l'effet Poisson (le verre se déformant
latéralement beaucoup moins que ’époxyde), il apparait des concentrations de
contraintes aux arétes (notamment aux coins) de l'interface des éprouvettes. Les
filaments auront donc tendance a se rompre dans ces régions. Imaginons main-
tenant qu'un nombre b de filaments se rompent. Si la charge est maintenue, les
autres filaments compensent cette perte en supportant une charge plus élevée.
Il est clair que d’autres filaments dans les régions critiques s’endommageront
aussi, entrainant ainsi d’autres filaments et ainsi de suite jusqu’a la décohésion
totale. Le phénomene de décohésion dans cette configuration, similaire a la pro-
pagation d’'une fissure est un phénomene instable et extrémement rapide et qui
aura par conséquent toujours tendance a se propager a partir des extrémités. Ce
phénomene sera accentué par les imperfections au niveau des arétes de I'interface
dies au retrait apres le coulage ainsi qu’a la présence de nombreuses micro-fissures
a la surface du verre et dans I’époxyde. La contrainte locale maximale aux arétes
(qui sera celle de la décohésion) est environ 3 fois plus élevée que celle appliquée.
Il faudra en tenir compte lors de ’évaluation des parametres.
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5.3.3 Reéalisation
Moule

Le moule a été réalisé en plexiglas en raison de sa capacité a faciliter le
démoulage de la piece, et aussi parce que nous avons une bonne visibilité de
I'intérieur de celui-ci lorsque nous effectuons notre coulage (contréle de appari-
tion d’éventuelles bulles d’air dans I’époxyde visqueux). Notre moule est composé
principalement de quatre piéces, ce qui le rend entierement démontable et facilite
ainsi le démoulage.

Elaboration des composants

— VERRE : Nous avons deux types de parallépipedes de verre :
— Type 1 : dimensions 8x10x2 mm
— Type 2 : dimensions 8x10x3 mm

Nous traitons pendant quelques minutes ces parallépipedes de verre dans
une solution de silane. Ils sont ensuite stockés dans des capsules conte-
nant des pastilles absorbantes d’humidité (Gel de Silice) afin d’éviter toute
réaction des surfaces traitées avec I’humidité de I’air ambiant. Sinon, le
silane s’oxyde tres vite et perd alors ses propriétés chimiques (voir [109]).

— EPOXYDE : L’époxyde que nous fabriquons s’obtient par un mélange de
trois composants :

— DER 330 : résine époxyde (35g)
— DER 732 : résine époxyde (15g)
— DEH 24 : agent durcisseur (10g)

Ces quantités steechiométriques sont légerement différentes de celles que
I’on peut trouver dans la littérature, qui correspondent la plupart du temps
a des quantités dosées industriellement et donc plus précisément. Notam-
ment par un surdosage de durcisseur, il s’agit d’obtenir de I’époxyde ayant
des propriétés correctes (les propriétés mécaniques de 1’époxyde obtenue
étant tres sensibles au dosage des différents composants) et variant peu
malgré I'imprécision de la balance (qui donne des mesures au gramme pres).
Ces trois produits sont mélangés a 60° afin que les composants deviennent
plus visqueux afin qu’ils se mélangent mieux. Ceci crée des bulles d’air
dans le mélange, qui est ensuite passé sous vide quelques minutes afin de
les éliminer. Ce passage sous vide évapore le durcisseur (influence sur les
propriétés mécaniques) et parfois emballe la réaction. Il doit étre limité au-
tant que possible.

Pour en savoir plus sur le traitement au silane et sur I’élaboration d’époxyde
au LMAF, on pourra se reporter a Studer [120].
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Processus d’élaboration d’une éprouvette

L’élaboration d’une éprouvette se fait par les étapes suivantes (Figure 5.9) :
— Traitement du moule avec un agent de démoulage (QZ 13).
— Assemblage du moule, insertion et centrage du verre a ’aide des cales et de
la vis prévues a cet effet.
— Coulage de I'époxyde liquide de la premiere partie de 1’éprouvette.
Durcissement 12 heures, retournement du moule et coulage de la seconde

partie.
& j

Durcissement 12 heures et démoulage.

verre

Assemblage du moule R L
Coulage de la premiere moitié

l(l2h)

——
époxyde S~ i

(12h)

Démoulage Coulage de la seconde moitié

F1G. 5.9 — Processus d’élaboration d’une éprouvette.

Les éprouvettes sont ensuite identifiées selon la date de leur fabrication et une
marque permet de distinguer l'interface ayant été constituée en premier. En effet,
I'interface crée en dernier est celle dont la face de verre silanisé sera, malgré toutes
nos précautions, exposée le plus longtemps a I’humidité de 'air ambient, donc en
théorie plus faible mécaniquement. Il s’agira d’observer si ¢’est toujours la méme
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face qui cede lors de 'essai de traction. Ci-dessous (Figure 5.10), nous avons une
image représentant une éprouvette au niveau de l'interface.

date époxyde
marque

verre
bulle d’air

F1G. 5.10 — Eprouvette de verre obtenue. Noter la présence de quelques bulles d’air.

5.3.4 Essais et résultats

Nous avons effectué des essais de traction sur la machine MTS a disposition au
LMAF. L’éprouvette est fixée a l'aide de mors intermédiaires a “action-ciseau”
(congus pour les plastiques rigides et les composites) eux mémes fixés a la ma-
chine par des mors a pression hydraulique. Un extensometre de dy = 50 mm
de largeur entre ses couteaux permet de mesurer la déformation du corps de
I’éprouvette. Les essais sont tous effectués en déplacements imposés. La figure
suivante (Figure 5.11) illustre le dispositif expérimental.

mors a pression hydraulique

capteur de force

éprouvette !

extensometre

mors
intermédiaires

F1G. 5.11 — Dispositif expérimental de I’essai de traction sur machine MTS.
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Traction d’une éprouvette simple

Lors du coulage de chaque partie de I’éprouvette, nous coulons également avec
le méme mélange une éprouvette témoin uniquement consituée d’époxyde avec
laquelle nous effectuons des essais de charge/décharge. Nous obtenons une courbe
force-déplacement linéaire car nous sollicitons le matériau dans son domaine
linéaire-élastique (Figure 5.12).

contrainte o
(MPa)

251
20 -
15+

10f €ép

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ déformation F
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 (mm/mm)

FI1G. 5.12 — Courbe contrainte o-déformation E pour un essai de traction élastique.

On calcule un module d’élasticité moyen des éprouvettes de 2,2 GPa, ce qui est
acceptable pour une résine époxyde. Nous vérifions aussi que 1’écart moyen du
module d’élasticité des éprouvettes n’excede pas £5%. Ceci garantit que les deux
moitiés en époxyde constituant une éprouvette avec plaquette de verre ont des
propriétés quasiment identiques malgré le fait qu’elles n’aient pas été coulées a
partir du méme mélange.

Traction d’une éprouvette avec verre

Nous avons effectué des essais de traction avec une éprouvette contenant du verre
jusqu’a la rupture de l'interface. Les résultats d’une courbe force-déformation
typique est la suivante (Figure 5.13) :
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contrainte o
(MPa)

12

déformation E
0.12 (mm/mm)

F1G. 5.13 — Courbe force-déformation avec rupture de 'interface.

Qualitativement, la rupture de I'interface est un phénomene extrémement rapide
accompagné d’un craquement sonore. La force appliquée a 1’éprouvette chute
brusquement a zero. Nous voyons que les deux parties de ’éprouvette s’écartent
d’une distance jdy (dy = 50 mm). Ceci résulte de plusieurs phénomenes qui
apparaissent lorsque la contrainte s’annule :

— Le corps de I'éprouvette entiere, ainsi que toutes les pieces du systeme
montées en série reprennent leur longueur initiale. j dépend en effet de la
contrainte de décohésion de l'interface.

— La boucle de réglage, recevant un signal brusquement nul n’a pas le temps
d’ajuster la force appliquée.

— L’onde de choc accroit parfoit cette distance provoquant le pivotement des
deux moitiés de ’éprouvette et déstabilisant le montage de I’extensomeétre.

Détermination expérimentale de p),

Nous avons répété 1'essai de traction sur un certain nombre d’éprouvettes. Nous
avons testé 20 éprouvettes réparties selon le type de la plaquette de verre :

Type de la plaquette de verre Nombre d’éprouvettes
verre de 2 mm d’épaisseur, silanisé 4
verre de 3 mm d’épaisseur, non silanisé 3

verre de 3 mm d’épaisseur, silanisé 13
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Chaque éprouvette est chargée jusqu’a la rupture de linterface, et on note la
force maximale F); supportée. On obtient le diagramme suivant (Figure 5.14) :

groupe 1 groupe 2 groupe 3
I I

]

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

Fy (N)

F1G. 5.14 — Nombre d’échantillons A en fonction de la force maximale de rupture de I'interface
Fyy.

Afin de mieux interpréter les résultats, les échantillons ont été répartis en plu-
sieurs groupes. Le groupe 1 est constitué des échantillons dont le verre n’est pas
traité au silane. Le groupe 2 concerne des éprouvettes présentant un nombre re-
lativement important de bulles d’air au niveau de l'interface et le groupe 3 en
présente moins ou pas du tout.

Interprétation des résultats — Fait bien connu, le traitement au silane
améliore la résistance de l'interface comme le montre le groupe 1. Certains
échantillons non traités au silane se rompent déja au démoulage.

On constate que le groupe 3 possede une résistance bien meilleure que le groupe 2.
Ceci est du a 'influence de bulles d’air a I'interface. L’observation au microscope

d’une éprouvette rompue appartenant au groupe 2 apporte plus de précisions
(Figure 5.15).
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bulles

époxyde

époxyde

F1G. 5.15 — Etat de surface d’une éprouvette du groupe 2 aprés rupture.

On constate que la décohésion est déviée a linterface et elle se propage a
I'intérieur de I’époxyde sous forme d’une fissure. En effet, la présence de bulles en-
traine des imperfections au niveau de l'interface qui sont I’amorce de fissures dans
un matériau fragile comme ’époxyde. On comprend ainsi pourquoi sa résistance
est moins importante lorsqu’il subsiste des bulles d’air a 'interface :

— La décohésion se transforme en une propagation de fissure a l'intérieur de
I’époxyde, provoquant une rupture prématurée.

— La surface adhésive étant moins importante, l'intensité des concentra-
tions de contraintes s’accroit. Le seuil de rupture d’interface diminue par
conséquent.

Les éprouvettes du groupe 3 ont une surface apres rupture lisse. On peut en
conclure qu’ils sont plus représentatifs de la résistance de l'interface. Compte
tenu de ces considérations, on peut estimer que l'interface peut supporter une
force d’environ 1000 N. Ceci équivaut a une contrainte maximale de 12,5 MPa
qu’il faut multiplier par le facteur de concentration de contrainte (x3, obtenu
par les simulations numériques de I’étude préliminaire) pour obtenir py; ~ 37,5
MPa pour une interface verre/époxyde silanisée.
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Quelques constatations —

Remarque 5.3.1 Dans la série d’essais effectués on note qu’il n’y a pas de
corrélation entre laquelle des deux interfaces se rompt et la chronologie de leur
élaboration. C’est tantot la derniere interface créée qui se rompt, tantot 1'autre.
On constate méme que les éprouvettes dont la rupture s’effectue selon les inter-
faces créées en dernier sont légerement plus nombreuses. Le traitement au silane
a donc été convenablement conservé.

Remarque 5.3.2 Nous n’observons aucune relation entre la date de création
de I’éprouvette et son seuil de rupture. Ceci indique que la conservation a lair
ambient des éprouvettes n’a pas affecté leurs propriétés mécaniques.

Remarque 5.3.3 Le seuil de plastification de 1’époxyde est d’environ 70 MPa.
La rupture de l'interface s’effectue bien avant ce seuil.

Remarque 5.3.4 Nous n’observons aucune différence de comportement
mécanique des éprouvettes comportant une plaquette de verre de 2 mm et celles
de 3 mm. Les éprouvettes de 2 mm sont cependant plus délicates a manipuler car
elles sont plus fragiles et le serrage du moule entraine parfois leur morcelement.

Détermination expérimentale de g,

L’essai que nous effectuons provoque une décohésion quasi-instantanée. Le
phénomene est instable, ce qui le rend difficile a observer. De plus, les effets
du retrait des parties élastiques, malgré la sensibilité de notre extensometre ne
nous permet pas de mesurer 1'écart adhésif maximal gy, avec ce type d’éssai.
Pour tenter de ralentir la progression du phénomene et pour éliminer tout effet
élastique, 1’éprouvette va étre stabilisée par deux autres éprouvettes sans verre
collées en parallele (Figure 5.16) :

époxyde

verre

colle

F1G. 5.16 — Stabilisation d’une éprouvette. Le collage est effectué par de I’époxyde méme,
qui est aussi utilisé dans la pratique comme une colle.
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On effectue un essai de traction jusqu’a la rupture d’'une des deux interfaces, et
par soustraction des effets élastiques connus des deux éprouvettes stabilisantes
déterminer le comportement de I'interface. La courbe force-déformation pour de
tels essais est la suivante (Figure 5.17) :

contrainte o

(MPa)

avant rupture
30

25+ €ap

20

‘ ‘ déformation E
0.003 0.004 (mm/mm)

F1G. 5.17 — Courbe force-déformation avec rupture de 'interface d'une éprouvette stabilisée.

Interprétation des résultats — Les trois éprouvettes étant en parallele, la
rigidité totale avant la rupture de l'interface est de €,, = 3esp. Ensuite, cette
rigidité passe brusquement a une valeur inférieure dépendant de I'aire des sur-
faces collées. L’essai est aussi instable que le précédent. La rupture a aussi lieu
instantanément, et en raison de la déformation élastique des zones non-collées
et du mauvais conditionnement de la boucle de réglage, on observe un saut de
déformation. Par contre on peut en déduire 1’énergie dissipée lors de la rupture.
En effet, il est possible de retracer le chemin suivi par la force en prolongeant
la seconde partie de la courbe. On obtient ainsi la contrainte immédiatement
apres la rupture de I'interface et ensuite I'énergie dissipée s’obtient en effectuant
la différence de 'énergie élastique avant avec celle apres la rupture. On trouve
donc :

We = do( 3 a2 — S B2) = SdoE2(€qy — €0p) ~ 288.J-m > (5.14)
Cette énergie dissipée n’est cependant pas l'énergie de Dupré w car ce terme
contient aussi 1’énergie élastique des zones non-collées.

Meéme “stabilisée”, ’éprouvette de traction avec lame de verre intercalée permet
d’estimer la contrainte d’adhésion p,; mais pas 'écart a la rupture g,,. D’autres
expériences (de traction) de conception différentes devront étre congues a cette

fin.
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Estimation de 1’écart a la rupture g;; — L’expérience proposée ne permet-
tant de déterminer qu’en partie les parametres attendus, on peut cependant utili-
ser certaines donnés disponibles dans la littérature pour estimer g,,. Woerdeman
et al. [127] ont mesuré par la technique de JKR I’énergie de Dupré d’interfaces
époxyde/verre traitées au silane comprises entre 40 mJ - mm~2 et 80 mJ-mm 2.
En se basant sur une énergie de Dupré w ~ 70 mJ-mm~2, et en se servant de
pyr déterminé auparavant, on peut calculer a l'aide de (5.13) un écart adhésif

gv ~ 3.73E—6 mm.

Commentaires —

Commentaire 5.3.1 L’énergie élastique dissipée lors du retrait des éléments
déformés masque l'énergie de Dupré qui est comparativement plus faible. Pour
déterminer celle-ci, il faut donc faire appel a un autre type d’essai.

Commentaire 5.3.2 La détermination de g,; en présence d’une interface a rup-
ture fragile est une tache ardue. En effet, il faut soit arriver a stabiliser la fissure
en modifiant par exemple la forme de 'éprouvette (éprouvettes en forme de sou-
pape) ou bien utiliser des équipements (caméra, extensometre) ultra-sensibles.
Une autre alternative consiste a combiner ’essai non stabilisé sur I’éprouvette
avec plaquette de verre a la technique de JKR pour déterminer p,; et w dans un
premier temps, puis en déduire gy, a 'aide de (5.13).

Commentaire 5.3.3 L’écart adhésif calculé a une valeur comparable a une dis-
tance moléculaire. Ceci est bon signe puisque 1’adhésion est un phénomene ayant
lieu a un niveau moléculaire.



Chapitre 6

Applications numériques

6.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de valider notre modele analytique-numérique en le
comparant a des modeles analytiques classiques et d’illustrer par des simulations
numériques comment il peut aider a mieux comprendre la décohésion dans les
matériaux composites.

Premierement, une série de simulations du contact avec adhésion d’un poingon
plat, sphérique, conique convexe et conique concave, axisymmeétrique rigide sur un
demi-espace élastique sera effectuée. Elle permettra dans un premier temps de va-
lider notre modele d’adhésion par comparaison des résultats numériques avec les
solutions analytiques existantes (voir Maugis [86], Maugis-Barquins [88] [89] [6]).
On vérifiera tout d’abord la qualité de la solution avec adhésion parfaite, ¢’est-a-
dire lorsque les filaments restent intacts. L’analyse de la décohésion de ce type de
probleme étant effectuée par les outils de la mécanique de la rupture (équilibre
énergétique, introduit pour ce type de probléme par Kendall (1971) et Johnson et
al. (1971)), nous pourrons ensuite effectuer une comparaison entre cette approche
et celle proposée. Ceci nous permettra entre autres d’évaluer notre modele par
rapport aux théories “classiques” de ’adhésion, notamment celle de Johnson et
al. [69].

Deuxiemement, une simulation numérique du test d’arrachement d’une fibre
plantée dans une matrice sera effectuée. Cette fois-ci, nous comparerons la solu-
tion numérique avec la solution analytique axisymétrique obtenue par la méthode
du “shear-lag” de Kim et Mai [73]. Nous mettrons en évidence par des simula-
tions de propagation de la décohésion les avantages du modele proposé.

Une derniere simulation d’une fissure se propageant a travers une plaque en résine
renforcée par une seule fibre transverse montrera notamment la forme du front
de fissure a lapproche de la fibre, sa déviation le long de l'interface et/ou la
poursuite de sa propagation a travers la matrice. Bien que des solutions ana-
lytiques basées sur la mécanique de la rupture existent en deux dimensions, le
probleme reste entier en trois dimensions a cause de la complexité de la configura-
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tion. Plusieurs tentatives numériques (Bower—Ortiz [10] [11], Xu et al. [129], Xu—
Bower-Ortiz [128], van den Heuvel et al. [56], Monerie [90], Sukumar et al. [122],
et Pietrzyk [102]) relativement récentes nous serviront de base de comparaison
pour cette simulation. Bien entendu, nous nous servirons aussi de résultats plus
classiques sur 1'état de contraintes autour d’une fissure en trois dimensions (Ben-
them [8], Nakamura-Parks [95]) ainsi que sur la rupture de la matrice dans les
composites fibreux (Budiansky et al. [13], Ananth et al. [4], Bennett et Young [7]).
De plus, des expériences de propagation d'une fissure dans une matrice renforcée
par une fibre ont aussi été effectuées au LMAF dans le cadre d’un autre pro-
jet par Humbert (non publiées). La configuration de ses essais est quasiment la
méme et on pourra en tirer certaines conclusions d’ordre global sur les simulations
numeériques.

6.2 Contact adhésif d’un poingon axisymétrique
rigide sur un demi-espace élastique

6.2.1 Généralités

Dans cette section, nous étudions ’adhésion d'un poingon rigide collé contre un
demi-espace élastique. Le frottement n’est ici pas pris en compte. L’étude est
menée pour des poincons de profil différents. Nous étudions successivement un
poincon plat, sphérique, conique convexe et conique concave. Les simulations
numériques sont effectuées dans une configuration axisymétrique. L’analyse se
divise en deux étapes :

— ETUDE ADHESIVE ELASTIQUE : Il s’agira de comparer la contrainte et la
déformée a l'interface avec des solutions analytiques (que 'on peut trouver
dans Maugis [87]) lorsque le poingon subit une compression et une trac-
tion par rapport au demi-espace élastique. Ici, les filaments adhésifs sont
supposés étre infiniment résistants (py; = 00).

— ETUDE DE LA DECOHESION : En se servant de la méthode d’équilibre
énergétique de la mécanique de la rupture pour ce type de probleme (uti-
lisé pour la premiere fois par Kendall (1971), puis notamment par Johnson
et al. (1971)), le critere de Griffith permet de trouver un point d’équilibre
instable a partir duquel la décohésion se propage. Ce point d’équilibre cri-
tique est obtenu en écrivant 1’égalité entre le taux de restitution d’énergie
G et I'énergie de Dupré w de U'interface. Apres une étude de stabilité de la
décohésion, un travail d’adhésion identique a w est considéré a l'interface
pour les simulations numériques et les deux approches sont comparées.
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On peut considérer le probleme du poingon axisymétrique plat qui suit comme
un probleme modele. En effet, la méme démarche est adoptée pour les autres
formes de poincon, et notamment le méme maillage légerement adapté est repris
pour les trois problemes qui suivent. De plus, les simulations ont été effectuées
en se servant de la technique du Lagrangien augmenté. La différence avec la
solution obtenue par la méthode de pénalité n’est pas notable, par contre le
nombre d’itérations est légerement plus élevé en Lagrangien augmenté.

6.2.2 Poincon axisymétrique plat

Description

Nous considérons un poingon axisymétrique plat de rayon a soumis a une force
P (Figure 6.1). Ce poingon, supposé rigide entre en contact avec un demi-espace
élastique et s’enfonce d’une distance 6. On suppose alors la création d’une zone
adhésive répartie sur toute la surface de contact de rayon a entre le poingon et
le demi-espace (par affinité des matériaux ou interposition d'une colle).

P

' N

poincon rigide

- - zone adhésive

r ﬁ r

demi-espace élastique

FI1G. 6.1 — Contact adhésif d'un poincon axisymétrique plat sur un demi-espace élastique.

Le modele par éléments finis du probleme est présenté a la figure 6.2. Le poingon
est choisi pour le contacteur €2 et le demi-espace élastique joue le role de la
cible €. Pour des raisons de symétrie de révolution, seule une section de la
moitié du probleme est considérée. Le demi-espace élastique est subdivisé en 2400
¢léments tandis que le poingon est discrétisé a 'aide de 20 éléments rigides. Pour
modéliser de maniere plus réaliste le demi-espace élastique, celui-ci est étendu par
80 éléments infinis. La charge P est appliquée sur I’axe de symétrie du poingon.
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Les valeurs des propriétés matérielles du demi-espace sont les suivantes :

module de Young du demi-espace e =100

module de Poisson du demi-espace v=20.3

Ces valeurs sont aussi utilisées pour les simulations ultérieures.
La demi-largeur du poingon considéré est a = 1.5.

Q

poingon rigide (20 éléments)
P/2
()’ demi-espace élastique (2400 éléments)

éléments infinis

FIG. 6.2 — Maillage par éléments finis du probléme du poincon rigide en contact avec un
demi-espace élastique.

Etude adhésive élastique

Probléme de Boussinesq (1885) — Si nous ne considérons pas de forces
adhésives, la pénétration ¢ du poingon, la distribution de pression p,(r) et la
déformée u(r) du demi-espace au niveau de l'interface sont donnés par :

_1—1/2P
2% a

J

(6.1)
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P 1
- , r<a
pn(r) = 2ra* \ /1 —r?/a? (6.2)
0 , r>a
—0 , r<a
_ 6.3
=3 ., (6.9
— r>a

— arcsinfa/r]
La comparaison de la distribution de pression ainsi que de la déformée avec la si-
mulation numérique pour différentes valeurs de P est présentée a la figure 6.3 sui-
vante (la solution analytique y apparait en traits pleins et la solution numérique
en pointillés; noter que la déformée est amplifiée par un facteur 150 environ).
Cette légende reste valable pour les graphes suivants, sauf indication contraire.
Les forces adhésives sont désactivées en prenant g = oo.

P=1 P=2 P=3

1 : 5 2 1 1[5 2 ] 1 15 2
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1

-0.002

0.

-0.004

-0.006

-0.008

= pn(r) = pna(r) = pa(r)

-0.004

-0.006

-

-0.008

-0.002

-0.004

-0.006
-0.008

-0.01! g () -0.01! g () -0.01! g ()

F1G. 6.3 — Poincon plat en compression sans adhésion (g¢ = oo). Distribution normale de
pression py,(r) et déformée u(r) du demi-espace pour différentes valeurs de P.

On constate que les résultats de la simulation numérique sont en accord avec la
solution analytique. On remarque que pour r = a, la pression normale théorique
est infinie p,(a) = —oo et que la simulation numérique donne une valeur finie.

Extension de Sneddon (1946) — On effectue le méme test que précédemment
a la différence que nous activons les forces adhésives (g = 0) sur la surface de

contact. On obtient les résultats numériques de la figure 6.4.
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Avec I'adhésion, la solution numérique prévoit un enfoncement légerement moins
important que la solution analytique. De plus, si on compare les distributions de
pression sans et avec adhésion, on constate que le profil est légerement différent.

P=1 P=2 P=3
5 2 " 1 B 2 " 1 B 2 "
-0.5 -0.5 \ -0.5
-1 -1 -1
-1.5 -1.5 -1.5
-2 -2 -2
-2.5 -2.5 -2.5
=3 pn(r) =3 pn(r) =3 pn(r)
0.5 1 1.5 2 T 0.5 1 1.5 5" 0.5 1 1.5 3"
-0.002 /,.«"“ -0.002 -0.002
-0.004 -0.004 ///'”‘ -0.004
-0.006 -0.00 -0.006
-0.008 -0.008 -0.008

-0.01

u(r)

-0.01

u(r)

u(r)

F1G. 6.4 — Poincon plat en compression avec adhésion (g¢ = 0). Distribution normale de
pression p,,(r) et déformée u(r) du demi-espace pour différentes valeurs de P.

pu(r)

— sans adhésion

+ avec adhésion

F1G. 6.5 — Comparaison pour une force constante de la distribution de pression entre contact
sans et avec adhésion.
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En effet, la présence d’adhésion accroit la pression aux extrémités et la diminue
aux centre du poingon (Figure 6.5). Rappelons que lorsqu’il y a contact (p,, < 0),
les forces adhésives de notre modele ne travaillent pas dans la direction normale.
Cependant, lorsque le poingon est enfoncé contre le demi-espace, celui-ci se
déforme aussi latéralement dans la direction tangente a cause de leffet de
Poisson. Sans forces adhésives, il y a glissement radial extérieur dans la direction
tangente du demi-espace par rappport au poingon; par contre avec adhésion,
ces glissements ne peuvent avoir lieu en raison des forces adhésives tangentes
(lobe hémishérique, voir Figure 3.20 b)). Ceci explique la différence des profils
de pression et d’enfoncement lorsqu’on considere des forces adhésives. On peut
ajouter que des simulations numériques sans forces adhésives mais avec des
forces adhérentes (11 = oo) donnent les mémes résultats que ceux obtenus en
considérant 1'adhésion mais sans frottement (u = 0).

Remarque 6.2.1 Les profils avec et sans adhésion deviennent identiques aussi
si on supprime les effets de Poisson (v = 0).

Les équations (6.1) a (6.3) restent valables lorsque la force P devient une force
de traction. On peut comparer a nouveau la solution analytique avec la solution
numérique (Figure 6.6). L’accord est excellent.

P=-1 P=-2

pn(r) pn(r) pn(r)

0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2

u(r)

0.01
0.008
0.006

0.004

0.002

0.5

u(r)

0.01

0.008

0.004

0.002

u(r)

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

0.5

0.5

F1G. 6.6 — Poingon plat en traction avec adhésion (g& = 0). Distribution normale de pression
pn(r) et déformée u(r) du demi-espace pour différentes valeurs de P.

Le probleme du poingon plat avec adhésion en traction est symétrique par rapport
a celui en compression. On note les mémes différences entre les deux solutions
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que précédemment dues au fait que la solution analytique ne considére que des
forces adhésives normales.

Etude de la décohésion

Etude de stabilité — La propagation de la fissure a pour conséquence de
diminuer le rayon du contact a. Ainsi, nous pouvons “artificiellement” propager
la fissure en étudiant la distribution des contraintes pour différentes valeurs de a
(Figure 6.7). Les contraintes deviennent critiques (p, — 00) lorsque r — a et la
diminution de a accroit I'intensité de la contrainte dans cette zone!. Le taux de
restitution d’énergie G (variation de la somme de ’énergie élastique et potentielle
totale en fonction de la surface de contact) s’exprime par :

P? 1 31—12
G = m y avec ? = Z c (64)

Le taux de restitution d’énergie augmente lorsque a diminue, ce qui explique
que la fissure soit instable (comme le montre aussi les expériences effectuées
au chapitre précédent). Numériquement, nous observons aussi une contrainte
critique (finie) pour a = 1.5. Si cette valeur de contrainte est supérieure a un
seuil, la fissure s’amorce et a diminue, augmentant par conséquent la contrainte
critique et emballant alors le processus de décohésion.

P=-3
pa(r)

12 ¢

10 |

F1G. 6.7 — Distribution de pression en fonction du rayon du contact a. P est constant.

'En mécanique de la rupture, on dit que le facteur d’intensité des contraintes Ky (mode en
traction) augmente.
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Propagation de la décohésion — Une analyse par le critere énergétique de
la mécanique de la rupture indique que la fissure se propage de maniere instable
lorsque la force appliquée dépasse la valeur critique :

P. = —Vb6ra*Kw avec w ’énergie de Dupré (6.5)
Supposons maintenant que la charge critique P, = P = —3. On a donc :
3 1

— . ~9655E—4 .
W= 5o~ 9.655 (6.6)

Il s’agit maintenant d’introduire la méme valeur de w dans le modele numérique.
Compte tenu de :

w = %ngM ) (6-7)

il existe une infinité de possibilités de combiner le seuil adhésif p,, et 1’écart
de décohésion g,; dans notre modele, pour une méme énergie w. On note dans
les simulations précédentes que pour P = —3, on a p* =~ 2.6. Par conséquent,
pour qu’il y ait décohésion pour cette valeur de P, il faut que py; < 2.6. Dans le
modele proposé, la valeur de w n’est pas déterminante pour prévoir la décohésion
mais c¢’est plutot la maniere dont elle se répartit entre pys et gpr. Ainsi, pour une
méme valeur de w, il peut ou non y avoir décohésion. La répartition de 1’énergie
d’adhésion dépendra du type d’interface que 'on modélise. Si c¢’est une interface
a rupture de type fragile, on aura tendance a avoir des py; élevés et des petites
valeurs de gjs (idéalement, pour simuler une fissure au sens de la mécanique de
la rupture, il faudrait avoir py; = oo et gy = 0). Si par contre on modélise une
colle, voire une interface “pate a modeler”, toujours pour une méme valeur de
w, on aura tendance a avoir des valeurs pour py; faibles et des g,; relativement
grands.

Dans la simulation que nous considérons, si P, est un seuil critique alors py; < 2.6.
En choisissant py; = 2.0, on a d’apres (6.7) :

g =2 = 9.655E—4 (6.8)
Pm

Les simulations numériques montrent alors que la décohésion se propage le long
de l'interface pour P = P. = —3 (Figure 6.8) et que tous les liens adhésifs de
I'interface s’écrouissent totalement (séparation, s(g*) = 0.0 partout).
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P=-3 P=-3
Pu(r) u(r)
3
- 0.01
) - e 0.008
par = 0.006 T PM =0
1.5 'pMZZO . _20
1 0.004 pm = =
0.5 0.002
r T
0.2 0 4060 1T 0.5 1 1.5 2

-0.002

F1G. 6.8 — Comparaison de la distribution de pression sans (py; = o0) et avec (pyr = 2.0)
décohésion.

Taux de convergence

Le taux de convergence des simulations effectuées dans le cas ou 1’adhésion est
parfaite (py; = 00) est de quatre a cing itérations. Par contre, lors de la propaga-
tion de la décohésion le long de l'interface, le nombre d’itérations est plus impor-
tant. En effet, il faut environ une vingtaine d’itérations avant que la décohésion
devienne totale. L’observation des statuts lors des itérations montre que la “vi-
tesse de décohésion” varie. Tantot quatre filaments se rompent en une itération,
tantot il faut plusieurs itérations pour qu’il y en ait un qui cede. Ceci montre
que la méthode de Newton perd de son efficacité lors de la recherche des statuts
pour les problemes non-monotones.

6.2.3 Poincon axisymétrique sphérique

Description

Nous considérons un poincon axisymmeétrique sphérique de rayon R sur lequel
est appliquée une force P (Figure 6.9). Le poingon s’enfonce d’une distance .
On suppose alors la création d'une zone adhésive répartie sur ’aire de contact de
rayon a.
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| oy

)
A
R poingon rigide

T a r

demi-espace élastique

zone adhésive

Fi1Gc. 6.9 — Contact adhésif d’un poincon axisymétrique sphérique sur un demi-espace
élastique.

Le rayon de courbure est choisi R = 100. Le maillage du poingon plat est repris
puis adapté en conséquence. Les autres parametres ont les mémes valeurs que
dans la simulation précedente.

Etude adhésive élastique

Probléme de Hertz (1881) — Sans forces adhésives, le rayon de contact a,
la pénétration ¢, la distribution de pression p,(r) ainsi que la déformée u(r) du
demi-espace au niveau de U'interface s’expriment par :

PR 1 31—12
a:\s/? : avec - =7 GI/ (6.9)

2
a
0= — 6.10
. (6.10)
3 P
—s—V1-r?/a? | r<a
pn(r) = 2ma (6.11)
0 , T>a
2
,
S+ — <
0+ ¥ , r<a
u(r) = ) ) (6.12)

L By T arcsi
WR[ r?/a®> — 1+ (2 a2arcsm[a/r])] , T>a
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La comparaison de la distribution de pression ainsi que de la déformée (amplifiée
d’un facteur 100 environ) avec la simulation numérique pour différentes valeurs
de P est présentée a la figure 6.10.

P=1 P=2 P=3
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-0.005
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-0.01
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-0.015
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F1G. 6.10 — Poingon sphérique en compression sans adhésion (g = oo). Distribution normale
de pression p,(r) et déformée u(r) du demi-espace pour différentes valeurs de P.

Extension de Johnson—Kendall-Roberts (1971) — Supposons que nous
appliquions une force P; sur le poingon, comme précédemment. Par la théorie de
Hertz, le rayon de contact a ainsi obtenu est relié¢ a P, par :
3
p =
R

Imaginons maintenant que nous introduisions une énergie w a 'interface et qu’il
se crée ainsi sur la surface de contact des forces adhésives. Si nous déchargeons
ensuite le poingon, faisant passer la force appliquée de P; a P, le rayon de contact
a, la pénétration 4, la distribution de pression p,(r) ainsi que la déformée u(r)
du demi-espace au niveau de l'interface s’expriment selon la théorie de JKR :

s/ PR
— o) == .14
a (6.14)

B a? n 2P
3R 3aK
3P ST P —P 1
————/1=7%/a% + , r<a
pu(r) = 2 Ta? 2ma® /1 —r2/a? (6.16)

0 , r>a

(6.13)

(6.15)
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r 2
-0+ R , r<a
_ a? T2
u(r) = _ﬁ[ r2ja? — 1+ (2 — Earcsin[a/r])
1—-v?P —P

o arcsinfa/r] , r>a

\ e
(6.17)

On constate que si P = Py, on retrouve les relations de Hertz pour une force
appliquée P;. Selon la théorie de JKR, coller un poingon avec un demi-espace sur
une surface de contact de rayon a équivaut a appliquer une charge P; sous laquelle
en I’absence de forces adhésives, on obtiendrait le méme rayon de contact. P; est
appelé la force apparente d’adhésion.

Remarque 6.2.2 Une analyse de la distribution des pressions montre que la
surface de contact est divisée en deux zones :

— Une zone centrale en compression de rayon r* (0 < r < r*), avec :

P—P
f=ay 11— 6.18
T a 3P1 ( )

— Une zone annulaire en traction (r* < r < a).

Remarque 6.2.3 Les distributions de pression (6.16) et la déformée (6.17) sont
obtenues en effectuant la somme dune contribution Hertzienne soumise a une
charge de compression P; et celle d'un poingon plat soumis a une charge de
traction P; — P.

On suit le méme processus de collage pour les simulations numériques. On enfonce
le poingon sous une charge P, = 1. La surface de contact a alors un rayon de
a = 0.85. On active 'adhésion (g¢ = 0.0) pour les éléments en contact (p,, < 0). Le
poincon est ensuite déchargé en appliquant une charge P < P;. On compare alors
les résultats de la simulation numérique avec la solution analytique (Figure 6.11).



196 e Applications numériques

P=1

' '
WW 1 1.5 2 deveveeetd®® [ 1 1.5 2
-1 -1 -1
pn(r) pn(r) pn(r)
0.01 0.01 0.01
0.0075 0.0075 0.0075
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0.0025 0.0025 0.0025
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F1G. 6.11 — Poingon sphérique avec adhésion (g¢ = 0.0) pour une charge apparente P, = 1.
Distribution normale de pression p,,(r) et déformée u(r) du demi-espace pour différentes valeurs

de P.

pn(r)

— sans adhésion

+ avec adhésion

FI1G. 6.12 — Comparaison pour une force constante de la distribution de pression entre contact
sans et avec adhésion (P, = 1).
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Les simulations numériques sont globalement en accord avec la solution ana-
lytique. On note cependant quelques légeres différences causées par deux
phénomenes :

— En raison de la discrétisation du solide, le rayon de la surface de contact
collée numériquement (a=0.85) n’est pas exactement celui prévu analyti-
quement (a=0.88). Cette différence peut étre corrigée en augmentant la
finesse du maillage.

— Ensuite, il apparait les mémes effets de Poisson mis en évidence
précédemment, dus au fait que la solution analytique ne considere qu'une
adhésion normale, et qui expliquent la différence de profil des pressions et
de la déformée lorsque I'adhésion est activée (Figure 6.12).

Etude de la décohésion

Etude de stabilité — Les contraintes deviennent critiques lorsque (r — a).
La décohésion va donc s’amorcer dans cette région et faire décroitre le rayon de
contact a. Comme précédemment, nous étudions la distribution des contraintes
normales lorsque a diminue (Figure 6.13).

P=-1

pn(r)

F1G. 6.13 — Distribution de pression en fonction du rayon du contact a. P est constant et
P =1.

Le taux de restitution d’énergie GG, ainsi que la contrainte critique augmentent
lorsque a diminue, ce qui rend la propagation instable. G est donné par 'expres-
sion suivante :

(P — P)?

G =
6mad K

(6.19)
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Propagation de la décohésion — Une analyse par le critere énergétique de
la mécanique de la rupture indique que la fissure se propage lorsque la force
appliquée dépasse la valeur critique :

P— P = 3run (6.20)
Cette relation indique aussi le lien entre P; et w :
2 P
=-—— 6.21
v 3TR ( )

w est I’énergie mécanique par unité de surface lorsqu’on le poingon est soumis a
une charge compressive P;. La charge critique est donc celle pour laquelle ’énergie

mécanique de la traction est telle que P. = —P.
Pour les simulations numériques que nous effectuons, la décohésion est supposée
intervenir lorsque P = P. = —1. Pour cette valeur, on note que p® est 1égerement
plus élevée que 2.0. Si on choisit py; = 2.0, gas est donné par la relation :
2 P
= - — ~2122E-3 6.22
9m 3R ( )

On observe alors la propagation de la décohésion sur toute l'interface pour P =
P.. On confirme que la décohésion est instable.
Nous supposons maintenant que l'interface adhésive est constituée de deux zones :

— une zone centrale de rayon r4y = 0.25 ot ppy = 10.0 et gpy = 2.122E—3;
— une zone annulaire ry < r < a ou py; = 2.0 et gy = 2.122E—3.
La propagation de la décohésion s’effectue alors dans la région ou les propriétés

adhésives sont les plus faibles et elle s’arréte lorsque elle atteint la zone centrale
(Figure 6.14).

P=-1 P=—1
pu(r) u(r)
6 B pM - CX) l').OlS ..... - pM = w
. *PM = 207 100 0.0125 *PMmM = 20, 100
—vw“"ﬁ'%\ 1 1.2 1.4 r r
-1 Td o.zrd 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
F1G. 6.14 — Comparaison de la distribution de pression sans (pys = o) et avec (py =

2.0,10.0) décohésion.
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6.2.4 Poincon axisymétrique conique convexe

Description

Nous considérons maintenant un poingon axisymétrique conique convexe dont la
pointe forme un angle 3 avec la surface du demi-espace (Figure 6.15).

P

' N

poingon rigide

3 r r

demi-espace élastique

zone adhésive

F1G. 6.15 — Contact adhésif d'un poincon axisymétrique conique convexe sur un demi-espace
élastique.

L’angle (8 est choisi tel que tan /3 = 0.01.

Etude adhésive élastique

Probleme de Love (1939), Harding—Sneddon (1945) — Sans forces
adhésives, le rayon de contact a, la pénétration ¢, la distribution de pression
pn(r) ainsi que la déformée u(r) du demi-espace au niveau de linterface s’ex-
priment par :

2P , € (6.23)
a=— avec € = —— .
me'tan 3 1— 02

5 = % tan 3 (6.24)

€ tan 8

arccosla/r] , 0<r<a
Pulr) = 2 (6.25)
0 , r>a
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r<a

—0 +rtan( ,

u(r) = 95 (6.26)

- 1 _ z: 2 2 _ 1] >
7T[arcsm[a/r] a—l— r2/a ., T>a

La comparaison de la distribution de pression ainsi que de la déformée (amplifiée
d’un facteur d’environ 200) avec la simulation numérique pour différentes valeurs
de P est présentée a la figure 6.16.

P=1

0.5 1 1.5 2 0.5 1.5 2 0.5 1 1.5 2

pn(r)

0.5 1 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1845 2
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-0.015

-0.02

-0.025

u(r)

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

-0.025

u(r)

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02,

-0.025

u(r)

F1G. 6.16 — Poincon conique convexe en compression sans adhésion (g = oo). Distribution
normale de pression p,(r) et déformée u(r) du demi-espace pour différentes valeurs de P.

Traction du poingon adhésif — Similairement a la théorie de JKR, on sup-
pose la création d’une zone adhésive de rayon a résultant d'une charge apparente
Py, et telle que :

e tanf
2

L’enfoncement du poingon ¢, la distribution de pression p,(r) ainsi que la
déformée u(r) du demi-espace au niveau de U'interface s’expriment alors :

P (6.27)

P -P
5= l( tan 3 — 7) 6.28
5 | ma an 3 o ( )
e [ P—-P 1
R + tan Barccos[a/r]| , 0<r<a
Va2 —r2 aéw

pa(r) =
0 , Tr>a

(6.29)
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( —d +rtan ;o T>a
P —P
u(r) = 1 — arcsin[a/7]
aem
\ +arcsin[a/r]—i+ r2/a2—1]atanﬁ ;, r<a
a

(6.30)

En choisissant @ = 1 (qui équivaut a une force apparente P; déterminée a ’aide
de (6.27)), on peut alors comparer les résultats de la simulation numérique avec
la solution analytique (Figure 6.17).

pn(r) pn(r) pn(r)

1 1.5 2 .5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2
-2 -2 -2

0.025 0.025 0.025

0.02 0.02 0.02
0.015 0.015 0.015
0.01 O-OIM‘.«“'\\\\ 0.01

T

0.005 0.005 0.005

0 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2
-0.005 -0.005 -0.005

-0.01 -0.01 -0.01

F1a. 6.17 — Poingon conique convexe avec adhésion (g¢ = 0.0) pour une charge apparente
P, = 1.72 (a = 1). Distribution normale de pression p,(r) et déformée u(r) du demi-espace
pour différentes valeurs de P.

Etude de la décohésion

Similairement au cas précédents, on montre que la décohésion est instable. Le
taux de restitution d’énergie s’écrit :
2
G- =Py (6.31)
8mrade
De méme que précédemment, on peut aussi trouver des valeurs py; et gy telles
que le poingon décolle pour la charge critique théorique P, :

U}2

Po= 54—
e tan? 3

(6.32)
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6.2.5 Poincon axisymétrique conique concave

Motivation

La décohésion de tous les poingons étudiés jusqu’a présent est instable. En rai-
son de leur forme convexe, les zones ou les contraintes sont critiques sont celles
pour lesquelles » — a. La décohésion se propage ainsi toujours de l’extérieur
vers l'intérieur du poingon. De plus, la configuration étant axisymétrique, une
diminution da du rayon de la surface adhésive se traduit par une décroissance
quadratique da? de son aire. L’augmentation des contraintes critiques est donc
aussi parabolique en fonction de la diminution de a. Pour stabiliser le processus
de décohésion, celui-ci devrait s’effectuer a partir de la zone centrale du poingon
vers 'extérieur. Dans ce but, on s’intéresse a un poingon de forme concave, pour
lequel la solution analytique n’est pas connue. Elle semble étre la “méme” que
celle du poingon convexe au changement de rayon ' = a — r pres.

Description

Nous considérons maintenant le poingon axisymétrique conique concave dont
la pointe forme un angle (§ avec la surface du demi-espace et de largeur a
(Figure 6.18).

poingon rigide ]

r r

demi-espace élastique /

zone adhésive

F1G. 6.18 — Contact adhésif d'un poincon axisymétrique conique concave sur un demi-espace
élastique.

L’angle (3 est choisi tel que tan3 = 0.01 et a = 1.5.
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Etude élastique (py = o0)

Probléme d’enfoncement — La distribution de pression ainsi que la déformée
(amplifiée d'un facteur 150 environ) pour le probleme d’enfoncement sans
adhésion (g§ = co) sont obtenus par simulation numérique (Figure 6.19).

On observe un pic de pression pour r = a dit a la forme pointue du poincon au

bord.

- T - T T
0.5 1 ®1.5 2 0.5 1 "%ee, 1.5 2 0.5 ®tee,, 1.5 2
. %e ®o.
. .
-2 -2 -2 N
-4 -4 -4
.
-6 -6 -6
.
-8 -8 -8
.
Pn(T) Pn(T) pn(r)
T T T
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2
~0.0 05--nuuuuuuuu..,”.'. ......uu —0.005 0.005
.." fe0ecccccccce,,, ."...
-0.01 -0.01 oo, KM -0.01 o
.'... i geeeeccecese,,, Kl *
-0.015 -0.015 Se -0.015 *tee, K]
..l... .
-0.02 -0.02 -0.02 e,
u(r) u(r) u(r)
F1G. 6.19 — Poingon conique concave en décharge avec adhésion (g§¢ = 0). Distribution

normale de pression p,(r) et déformée u(r) du demi-espace pour différentes valeurs de P.

Décharge du poingon — Les forces d’adhésion sont activées (g5 = 0) sur toute
la largeur du poingon (a = 1.5). On obtient alors les distributions de pression et
la déformée (amplifiée d'un facteur 200 environ) de la figure 6.20.

Il apparait deux zones ot les contraintes sont critiques. Une région en compression
a lextérieur (r = a) du poingon et une région centrale (r = 0) en traction. La
décohésion aura donc tendance a se propager a partir de la zone centrale vers
I'extérieur.

Lorsque 'on décharge le poingon, la contrainte de compression en r = a diminue
plus rapidement que l'augmentation de la contrainte de traction en r = 0.
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F1G. 6.20 — Poincon conique concave en compression sans adhésion (g = oo). Distribution
normale de pression p,(r) et déformée u(r) du demi-espace pour différentes valeurs de P.

Etude de la décohésion

Etude de stabilité — La fissure a été artificiellement propagée en désactivant
I'adhésion (g§ = oo) pour des éléments a linterface sur un rayon ry partant
du centre du poingon. La distribution des contraintes obtenue est celle de la fi-
gure 6.21.

On observe que lorsque r4 augmente, la contrainte critique décroit. La propaga-
tion de la décohésion est donc stable dans ce cas. Ceci s’explique par le fait que la
contrainte moyenne augmente toutefois avec ry et il s’établit une compensation
du travail des forces adhésives en raison des rayons (donc des surfaces) de contact
qui deviennent plus importants lorsqu’on s’éloigne du centre du poingon.
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P=0

=2t

F1G. 6.21 — Distribution de pression en fonction du rayon de décohésion r4. P est constant.
On remarque que le travail des forces adhésives reste constant en raison de 'augmentation
quadratique des aires de contact lorsqu’on s’éloigne du centre du poingon.

Propagation de la décohésion — Nous choisissons maintenant une énergie
d’adhésion w finie a 'interface. On choisit de la répartir entre gy; et py; de la
maniere suivante :

seuil adhésif oy = 2.3
écart de décohésion g =4.191E-3
énergie de Dupré w =~ bE—3

On observe alors numériquement une propagation stable de la décohésion comme
prévu (Figure 6.22).

On remarque que pour P = 0, la décohésion se propage déja dune certaine
longueur r4, car pour cette valeur la contrainte critique de traction p,(0) > py;.
Ensuite, la propagation s’arréte, pour une contrainte critique qui est inférieure
au seuil pps. Pour que la décohésion se poursuive, il faut augmenter la charge
P afin que p,(rq) > py. La charge critique de décollement total du poingon est
P.=P=-3.

Taux de convergence

La convergence de I'algorithme reste satisfaisante lorsque le statut des filaments
reste adhésif (moins de 4 itérations par incrément de charge). Ensuite, lorsqu’il
apparait des éléments qui subissent une décohésion, le comportement de 1’algo-
rithme dépend alors du nombre de filaments rompus. Dans le cas présenté, les
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incréments de charge sont effectués successivement et il faut en moyenne 8 a 10
itérations pour chaque pas de charge pour que I’algorithme converge.
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F1G. 6.22 — Décollage progressif du poincon conique concave. Distribution normale de pression
pn(r) et déformée u(r) (amplifiée environ 100 fois) du demi-espace pour différentes valeurs de
P.

6.3 Test d’arrachement

6.3.1 Généralités

Malgré la difficulté d’interprétation de ses résultats (voir [31] [103]), le test d’ar-
rachement d’une fibre plantée dans une matrice est un des plus répandus pour
déterminer expérimentalement les caractéristiques de l'interface, notamment sa
résistance au cisaillement 7; qui fixe un seuil de cisaillement d’interface au dela
duquel la décohésion se propage. Reprenant ’approche du modele de Cox (dite
“shear-lag”), Kim—Mai et al. [74] [75] [134] [73], Yue et al. [130] [133] étudient ana-
lytiquement la répartition de la contrainte de cisaillement le long d’une interface
supposée parfaite (adhésion parfaite ne pouvant s’endommager) dans le cadre
d’un test d’arrachement. Cette solution suppose cependant que la décohésion
s’est propagée d'une longueur [ donnée (fissure préexistante). Ensuite, selon la
distribution du cisaillement, des criteres de seuil de contrainte 7; ou énergétiques
de la mécanique de la rupture (introduits par Gao et al.[44] puis repris par Zhou,
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Kim et Mai [134]), on détermine si la propagation se poursuit. Dans un premier
temps, nous comparerons cette solution analytique avec les résultats d’une si-
mulation numérique ot la longueur de la fissure préexistante sera un parametre
et l'interface infiniment résistante. Ensuite, nous utiliserons la possiblité offerte
par le modele proposé de faire évoluer la décohésion en fonction de la charge ap-
pliquée. Nous verrons notamment que la décohésion se propage de maniere stable
a l'interface si la fibre est encastrée a son extrémité non soumise a la charge.

6.3.2 Analyse du probleme par la méthode dite
du “shear-lag”

Description

Le modele d’arrachement d’une fibre basée sur 'analyse dite du “shear-lag”
(représenté a la figure 6.23) consiste en une fibre (de rayon Ry = a) encastrée au
centre d'un cylindre coaxial de matrice (de rayon R,, =b).

2a
2b

F1G. 6.23 — Schéma du test d’arrachement avec décohésion partielle.

L est la longueur totale de fibre encastrée. Nous supposons aussi un début de
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décohésion (décohésion partielle) de longueur [. Une contrainte de traction o est
appliquée a l'extrémité de la fibre (& z = 0) tandis que la base du cylindre de
matrice est encastrée (a z = L). L’autre extrémité de la fibre (& z = L) est
supposée libre.

L’analyse complete du probleme dans un systeme de coordonnées cylindriques
{r,0,z} (pour mieux décrire la configuration axisymétrique du probleme) par la
méthode du “shear-lag” est donnée en annexe C. Mentionnons simplement ici
que cette analyse repose sur l'élasticité linéaire simplifice de la fibre et de la
matrice et que par conséquent cette solution n’est qu’approchée. Dans ce qui
suit, les indices f, m et i se rapportent a la fibre, a la matrice et a 'interface,
respectivement.

Solution analytique

La distribution des contraintes de cisaillement le long de l'interface pour une
avancée [ de la fissure fixée arbitrairement est donné par :

p: = 7;(2)t
—pilgo + ¢*(2)]t 0=z <l
- (42 + 2] cosh VA (L — 2)] — 42 cosh[v/A1 (1 — 2)]
aa\/A_1[ 2 sinh[v/A; (L —Al)] blsest
(6.33)

ou ¢o est la contrainte résiduelle radiale (de compression) résultant du
rétrécissement de la matrice sur la fibre apres le refroidissement de la matrice
de sa température de coulage a la température ambiante. o; est défini comme
la contrainte normale dans la fibre au niveau de la région de transition (z = 1)
entre la zone intacte de I'interface et celle décollée. A; et A5 sont des parametres
dépendant de la géométrie et des propriétés de la fibre et de la matrice. La fonc-
tion ¢*(z) est une contrainte radiale supplémentaire provenant de la contraction
par effet de Poisson de la fibre soumise a une tension axiale. Ces fonctions ou
parametres sont explicités dans I’annexe C.

La distribution des contraintes de cisaillement se divise en deux régions. Dans la
région décollée (0 < z < 1), le cisaillement est di au frottement de Coulomb. Dans
la région collée (I < z < L), le cisaillement prend une valeur critique pour z = [.
Ceci explique aussi que la fissure se propage a partir de la surface extérieure. En
effet, si il n’y a pas de fissure préexistante (I = 0), le cisaillement est maximal
pour z = 0.

On constate que dans cette solution, frottement et adhésion sont des phénomenes
qui sont découplés et le seul statut du frottement retenu est le glissement.
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6.3.3 Modele numérique
Description

Compte tenu de la symétrie du probleme, seul un secteur du systeme est
considérée dans une configuration axisymétrique (Figure 6.24 a)). Le maillage
adopté est celui de la figure 6.24 b).

L—=z
e - =
fibre
matrice
(axisymétrique)

b)

fibre

matrice

F1G. 6.24 — Configuration axisymétrique du probléme et maillage.

La fibre et la matrice sont discrétisées en 450 et 1500 éléments quadratiques
bidimensionnels, respectivement. 51 éléments de contact sont répartis le long de
I'interface entre la fibre et la matrice. La valeur du rayon interne de la matrice
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est choisie légerement inférieure a celle du rayon de la fibre afin d’introduire une
pression résiduelle (précontrainte) ¢ a l'interface.

Parameétres

La fibre est constituée de verre et la matrice d’époxyde. Les parametres pour la
fibre, la matrice et 'interface suivants sont choisis :

rayon de la fibre a =R’ =0.0625mm
rayon externe de la matrice b= R™ = 1.9862 mm
largeur de 'interface L =2.5mm

module d’élasticité de la fibre €verre = 70 GPa
module d’élasticité de la matrice €epoxy = 2.2 GPa
coefficient de Poisson de la fibre Vyerre = 0.2
coefficient de Poisson de la matrice Vépoxy = 0.35
coefficient de frottement verre/époxyde w=0.3

pression résiduelle d’interface qo ~ —50 GPa

Le rayon de la fibre correspond a des fibres réelles utilisés au LMAF pour I'étude
des forces pontantes (voir [120]). Le module d’élasticité choisi est celui que nous
avons determiné expérimentalement (voir au paragraphe 5.3.3). Les méthodes
expérimentales pour déterminer le coefficient de frottement p et la pression
résiduelle de rétrécisement gy sont résumées par Yue et al. [131], et ensuite ap-
pliquées & une interface verre/époxyde d’un composite fibreux par Yue et al. [132].
Les simulations sont effectuées en se servant de la méthode de la pénalité. On a
cependant vérifié qu'on obtient des résultats similaires en Lagrangien augmenté.

6.3.4 Simulation avec une fibre non-encastrée
Généralités

La simulation consiste a propager la fissure d’'une certaine longueur [ avant de
comparer les résultats numériques obtenus avec la solution analytique. Cepen-
dant, cette derniere suppose que l'extrémité (z = L) de la fibre est libre et I'es-
sai est instable pour cette configuration. En effet, le transfert de charge entre
la fissure est uniquement assuré par l'interface. Si certains filaments cedent,
inévitablement d’autres filaments céderont aussi en raison de la diminution de la
surface adhésive et de I’'augmentation de la contrainte moyenne et critique qui en
résulte. La décohésion de propagera ainsi sur toute U'interface jusqu’a ’arrache-
ment complet de la fibre. Par conséquent, nous propagerons la fissure de maniere
artificielle en désactivant I’adhésion (g§ = oo) des filaments de la zone décollée
(0 < z <) et en supposant que les filaments adhésifs (g§ = 0) de la zone collée
(I <z < L) ne peuvent s’endommager (py = 00).
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Simulations numériques

On compare alors la distribution des contraintes de cisaillement 7;(z) a l'interface
obtenus par simulation numérique avec la solution analytique, pour différentes
valeurs de longueur décollée [ et pour différents coefficients de frottement .
(Figure 6.25). La charge appliquée o0 = 920 MPa est constante.

uw=0.0 w=20.3
73(2) (M) Ti(2) MPa)
60 a 60 ar ar+g
50 T 50 T T

40
[=0.0 30
20

10

L—=z

2.5 (mm)

ar a+g g

TR (o) BT ()
7i(z) (MPa) 7;(2) MPa)
60 60 ar g
50 I 50 I i
40 40
l=L=25 30 30
20 20
10 00, .,
P I
0.5 1 1.5 2 2.5 (mm) 0.5 1 1.5 2 2.5 (mm)

F1G. 6.25 — Distribution du cisaillement tangent 7;(z) sur I'interface pour une charge de
traction o = 920 MPa constante appliquée sur la fibre. On différencie les différentes zones par
le statut des éléments de contact a:adhésion, g:glissement et ar:adhérence.

Les résultats numériques sont globalement en accord avec la solution analytique.
Cependant, on peut noter quelques différences :

— INTERFACE INTACTE : [ = 0.0

Pour le cas sans frottement (4 = 0.0), la solution numérique prévoit un
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cisaillement plus élevé a 'extrémité z = L de la fibre. En effet, proposant
une approche par ’énergie complémentaire totale, Quek et Yue [105]
montrent que la solution basée sur une analyse de type “shear-lag”
sous-estime les concentrations de contrainte a 'interface fibre-matrice.
Pour le cas avec frottement (u = 0.3), nous voyons que l'interface se divise
en deux zones. La premiere zone, partant de 'extrémité de la fibre soumise
a la charge, est adhésive avec glissement. La contrainte de cisaillement est
dans cette région plus élevée que le seuil de frottement et il y a glissement
par conséquent. Par contre, les filaments adhésifs supportent alors une
charge. La seconde zone est uniquement adhérente. Cette répartition
résulte du couplage entre le frottement et I'adhésion, notamment du fait
que ’adhérence prime sur 1’adhésion.

— INTERFACE PARTIELLEMENT DECOLLEE : [ = [,

Sans frottement, l'interface se divise en une zone adhésive et une zone
glissante (u = 0.0). On remarque encore une fois la sous-estimation des
contraintes critiques aux extrémités de la fibre par la solution analytique.
Lorsqu’on introduit le frottement (1 = 0.3), il y a toujours glissement
dans la zone décollée. Par contre, dans la zone intacte, on observe une
région adhésive avec glissement (ou la contrainte de cisaillement est plus
importante que le seuil de glissement), I'autre étant adhérente.
Remarquons aussi que le seuil de glissement (—pup,,) décroit lorsque z — 0.
Ceci s’explique par le fait que la fibre soumise a la charge de traction
provoque une ouverture de la matrice dans cette région (voir maillage
déformé de la figure 6.26) et diminue ainsi localement la pression normale
de contact (p,(z)). On observe similairement une ouverture locale de la
matrice en z = [, résultant d’effets de Poisson et aussi mise en évidence
par [102].

— INTERFACE ENTIEREMENT DECOLLEE : [ = L

Il n’y a plus de phénomenes adhésifs sur toute l'interface. On remarque
alors que lorsqu’il y a frottement (u = 0.3), il apparait une premiere zone
adhérente proche de l'extrémité libre de la fibre, la seconde étant une
zone de glissement. La solution analytique ne prévoit quune zone avec
glissement, ceci faisant partie des hypotheses de son développement.

Par ses hypotheses restrictives, le modele de type “shear-lag” sous-estime les
contraintes critiques, ne prévoit pas 'apparition de plusieurs zones distinctes
au sein de l'interface, ni l'influence de la déformation des corps sur la pres-
sion normale et donc le frottement tangent. C’est un modele simple, néanmoins
appréciable.
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F1G. 6.26 — Maillage déformé pour I = lg et u = 0.3. La déformée est amplifiée d’un facteur
100.

6.3.5 Simulation avec une fibre encastrée

Généralités

Nous supposons maintenant que l'extrémité (z = L) de la fibre est encastrée.
La décohésion peut alors se propager de maniere stable. En effet, contrairement
a l'essai précédent, toute la charge appliquée n’est pas transférée par l'interface
car une partie est transmise par I'extrémité encastrée de la fibre. Nous utilisons

les valeurs suivantes, déterminées au chapitre précédent, pour les propriétés de
I'interface :

seuil adhésif pym = 37.5 MPa

écart de décohésion gv = 3.733E—6 mm

La charge o sera normalisée par rapport a une charge de référence oy = 18.4 MPa.
Ici, le frottement p = 0.3 est toujours pris en considération. Reprenant une
partie des efforts de cisaillement, il accroit la stabilité du probleme, comme le
montre [102], ralentissant par conséquent le processus de décohésion.
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Simulations numériques

La charge o appliquée sur la fibre est progressivement augmentée et on observe
la propagation de la décohésion (Figure 6.27).

Pour o/0g < 2.92, il n'y a pas d’endommagement de l'interface. o, = 2.92 gy
est donc la charge critique de décohésion. Le cisaillement maximal a 'interface
pour cette valeur de charge est 7;(0) = 74 = 46 MPa. 75 est le parametre
principal obtenu d’un essai d’arrachement (voir [131]). Expérimentalement, 74
a été mesuré pour des composites fibre de verre/matrice époxyde par Yue et
al. [132] et Feillard [35]. Ils trouvent des valeurs comprises entre 40 et 100 MPa.
La valeur obtenue numériquement avec nos parametres expérimentaux est en
accord avec ces données.

On constate que la propagation de la décohésion, bien que le processus soit
stable, ne s’effectue pas proportionnellement a la charge appliquée sur la fibre.
Pour [ = 0 et lorsque la charge appliquée est 0 = o4, la charge est reprise
principalement par 'interface. Une petite augmentation de la charge o propage
la fissure de maniere considérable. Ensuite, lorsque la longueur décollée [ devient
proche de la longueur de l'interface L, la charge est reprise presque intégralement
par I'encastrement plus que par le transfert a l'interface. L’incrément de charge
doit étre plus important pour qu’un nombre limité de filaments soit endommagé.
Pour finir, lorsque toute 'interface est décollée, le transfert de charge s’effectue
intégralement par 1'extrémité encastrée de la fibre.

La figure 6.28 montre 1’évolution de la longueur décollée [ en fonction de la
charge o appliquée sur la fibre.

On constate principalement trois phases au processus :

— Une premiere phase ou le transfert de charge s’effectue par l'interface qui
s’endommage de maniere instable,

— puis une phase de transition ou le transfert de charge se répartit entre
I'interface et 'extrémité encastrée de la fibre,

— et finalement, c’est 'encastrement de la fibre qui retient cette derniere.

Taux de convergence

Le nombre d’itérations nécéssaires pour que l'algorithme converge est globalement
proportionnel au nombre de filaments rompus. La décohésion totale de I'interface
s’effectue en une cinquantaine d’itérations. Toutefois, il apparait parfois des cas ou
la longueur de décohésion est plus élevée mais que I'algorithme converge en moins
d’itérations. C’est I'avantage de la méthode de Newton généralisée sur d’autres
méthodes plus classiques comme l'algorithme de Lemke ou celui d’Uzawa. A
I'intérieur d’une méme phase (Figure 6.28), la variation du nombre d’itérations
est faible.
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F1G. 6.27 — Distribution du cisaillement tangent 7;(2) sur l'interface pour différentes charges
de traction o et propagation de la décohésion.
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F1G. 6.28 — Evolution de la longueur décollée [ en fonction de la charge o appliquée sur la
fibre.

6.4 Propagation d’une fissure a travers un com-
posite fibreux

6.4.1 Généralités
Motivation

Les phénomenes micro-mécaniques apparaissant lors de la propagation d’une fis-
sure dans un matériau composite sont complexes. On peut cependant distinguer
trois micro-mécanismes élémentaires a savoir la rupture de la fibre, la fissuration
de la matrice et la décohésion interfaciale. Ces phénomenes se retrouvent alors
couplés dans des micro-mécanismes plus complexes tels que I'arrachement de la
fibre et le pontage de la fissure par la fibre. Ces derniers sont influencés par de
nombreux facteurs, comme par exemple le rapport des rigidités et du module de
Poisson entre les composants, le frottement et ’adhésion a l'interface, ’espace-
ment entre les fibres, le rapport volumique entre le renfort et la matrice. C’est
I’ensemble de ces phénomenes élémentaires et couplés qui déterminent I’endom-
magement des composites.

Pour étudier expérimentalement ce processus, des simplifications sont nécessaires.
On considere par exemple la propagation d'une fissure dans une matrice conte-
nant une seule fibre (Figure 6.29).
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FI1G. 6.29 — Exemple d’'un essai expérimental de propagation d’une fissure dans une matrice
contenant une fibre. (D’apres [120])

On peut alors étudier les conditions de propagation de la fissure a travers le
composite et de sa déviation le long de l'interface lorsque celle-la s’approche de
la fibre. Il peut aussi y avoir rupture de la fibre mais dans ce qui suit nous
supposerons que ce n’est pas le cas et que la fibre est suffisamment résistante. En
utilisant une fibre optique avec un réseau de Bragg, il est possible de mesurer la
déformation de la fibre lors de ce processus et d’en déduire les forces pontantes
résultant de la présence des fibres (voir Studer [120]).

Dans ce qui suit, il s’agit de simuler numériquement cette expérience. On peut
ici souligner une des différences principales entre une fissure et une décohésion,
a savoir que la premiére peut se propager aléatoirement dans la matrice (selon
le chargement notamment) tandis que la seconde ne se propage que le long de
I'interface en principe le plus souvent. Dans la simulation qui suit, nous faisons
I’hypotheése que la fissure matricielle est plane. Ainsi, il sera possible d’utiliser
les éléments d’adhésion du modele proposé pour modéliser la fissure en faisant
I’hypothese supplémentaire qu’il n’y a pas de différence entre les phénomenes de
cohésion d’un matériau (la matrice) et d’adhésion de deux matériaux (la matrice
et le renfort). Cette hypothese semble fondée (Maugis [87]).

Description

Le schéma de la simulation numérique proposée est montré a la figure 6.30 sui-
vante.
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plan de fissure

F1G. 6.30 — Schéma de la simulation numérique. Bloc de résine renforcée par une fibre de
verre.

avec les dimensions suivantes :

rayon de la fibre R’ = 0.0625 mm
largeur de la matrice [ =1mm
longueur de la matrice L =1.125mm
hauteur de la matrice h =1.5mm

longueur avant la fibre d = 0.687 mm

Conditions aux limites

L’ouverture de la matrice sur le plan de la fissure s’effectue par un déplacement
imposé positif dans la direction de z le long du segment défini par :

1
rel|l—=z =, y=0, 2=0
{rel-5 3. v }
Cela correspond a un coin que 'on enfonce dans 'entaille servant d’amorce de
fissure. En raison du déplacement imposé de cette maniere, la propagation de la
fissure est stable (voir par exemple Maugis [87]).
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Propriétés élastiques et tribologiques.

Les propriétés élastiques sont celles d’une fibre de verre et d’une matrice en
époxyde. En choisissant un rayon interne de la matrice qui entoure la fibre
I’égerement inférieur au rayon de la fibre, comme pour la simulation précédente
d’arrachement d’une fibre, on obtient quasiment la méme pression résiduelle ¢q
a l'interface. Les propriétés adhésives de la fissure sont choisies égales a celles
d’une interface verre/époxyde. Il aurait été préférable d’utiliser les données
des propriétés de cohésion époxyde/époxyde pour se rapprocher de résultats
expérimentaux. Cependant, les résultats de ’étude qui suit restant relatifs, ce
choix reste acceptable.

module d’élasticité de la fibre €verre = 10 GPa
module d’élasticité de la matrice Eépoxy = 2.2 GPa
coefficient de Poisson de la fibre Vyerre = 0.2
coefficient de Poisson de la matrice Vépoxy = 0.3
coefficient de frottement verre/époxyde uw=0.3

pression résiduelle d’interface qo = —50 GPa

seuil adhésif de la fissure pf\} = 37.5MPa
écart de décohésion de la fissure g]}\c/[ = 3.733E—6 mm

Les simulations numériques seront divisées principalement en deux séries. Dans
un premier temps, nous supposerons que l'interface est parfaite afin de mettre
en évidence le pontage de la fissure par la fibre, puis nous rechercherons quelles
sont les propriétés adhésives de I'interface pour qu’il y ait déviation de la fissure
et décohésion de l'interface.

6.4.2 Modele numérique

Compte tenu de la symétrie de l'essai, nous n’en simulerons qu’un quart. Le
maillage est représenté a la figure 6.31 suivante.
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FIG. 6.31 — Vue en perspective et de dessus du maillage éléments finis utilisé pour la simulation
de la fissuration tridimensionnelle d'un composite fibre de verre/matrice époxyde.

La fibre et la matrice sont discrétisés en 96 et 3072 éléments, respectivement. 294
éléments de contact sont répartis sur le plan de la fissure et 117 a 'interface.
Les simulations sont effectuées en utilisant la méthode de la pénalité afin de
réduire le temps des calculs. Il serait cependant judicieux et plus réaliste d’utiliser
la méthode de la pénalité pour les éléments adhésifs de I'interface et la méthode
du Lagrangien augmenté pour ceux de la fissure. On comprend bien que les liens
adhésifs de I'interface ont une rigidité (méme si elle est déja relativement grande)
beaucoup plus faible que celles de liens cohésifs de la matiere.

6.4.3 Résultats des simulations
Pontage de fissure (propagation)

Résultats — Nous effectuons une premiere série de simulations en supposant
une interface parfaite (p},; = 00). Nous accroissons le déplacement imposé u. Ceci
provoque la rupture de certains liens adhésifs du plan de fissure et on peut ainsi
tracer I’évolution du front de fissure (composé de filaments intacts) en fonction
du déplacement imposé (Figure 6.32).
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H Ug = 24 pm
- Us = 16 pm
EmZEE B = 1o pm
_—7
ug = 14 pm
Ug = 12 pm
= 10 pm

F1G. 6.32 — Evolution du front de fissure dans le plan de fissure (z = 0) pour différentes
valeurs du déplacement imposé pour une interface parfaite (p%,; = 0o).

Sur I’évolution de la fissure — L’évolution de la fissure se caractérise princi-
palement par trois phases. Au début, lorsque la fissure est assez loin de la fibre,
celle-ci se propage de maniere stable. La propagation de la fissure s’accélere en-
suite a ’approche de la fibre. Une fois que la fissure atteint la fibre celle-ci est
ralentie de maniére considérable en raison du pontage de la fibre et il faut impo-
ser un déplacement relativement élevé pour que la fissure contourne la fibre.
L’accélération de la fissure a ’approche de la fibre puis sa stabilisation sont aussi
constatées expérimentalement par Humbert.

Sur la forme de la fissure — On note tout d’abord que le bord z = [/2 résiste
plus a la propagation de la fissure. Ceci s’explique par les conditions aux limites
de la face x = [/2 qui est libre. En effet, Benthem [8], Nakamura—Parks [95] et
plus récemment Sukumar et al. [122] montrent une diminution des facteurs d’in-
tensité de contrainte a l'extremité libre. De plus en considérant des conditions
aux limites périodiques selon x (imposition des déplacements selon = sur la face
x = 1/2), Pietrzyk [102] constate numériquement que le profil de la fissure est
droit lorsqu’on est suffisamment loin de la fibre.

Lorsque la fibre ponte la fissure, le profil de cette derniere entoure partiellement
la fibre. La profil de la fissure observé expérimentalement par Humbert est globa-
lement en accord qualitatif avec les résultats obtenus par la présente simulation
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numérique (Figure 6.33).

front de fissure

fibre

matrice

F1G. 6.33 — Profil du front de fissure obtenu expérimentalement par Humbert lorsque la
fissure contourne la fibre.

Ces résultats sont aussi qualitativement en accord avec Xu et al. [128] dont le
profil du front de fissure est celui obtenu a la figure 6.34 suivante.

F1G. 6.34 — Profil du front de fissure obtenu par Xu-Bower—Ortiz. (D’apreés [128])
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Décohésion interfaciale (déviation)

Sur les conditions de déviation — FEn diminuant le seuil adhésif de l'in-
terface, celle-ci commence & s’endommager lorsqu’on choisit py, ~ 10 MPa. On
conserve le méme écart de décohésion a la rupture pour I'interface que celui utilisé
pour la fissure (g4, = 3.733E—6 mm). Le rapport critique entre le seuil adhésif de
I'interface et celui de la fissure pour qu’il y ait déviation de la fissure a 'interface
est donc donné par :

R ="~ 027 (6.34)
Dy

Monerie [90] obtient un rapport comparable pour une géométrie, des lois des
matériaux et tribologiques différentes. L’écart de décohésion de la fissure g]}\c/[
étant égal & celui de l'interface g, ce rapport critique R est aussi celui des
énergies de Dupré respectives.

Résultats — On impose les mémes déplacements que pour la simulation
précédente. On peut ainsi une fois de plus tracer I’évolution du front de fissure
(composé de filaments intacts) en fonction du déplacement imposé (Figure 6.35).

ug = 24 pm
- — Uy = 16 pm
,4\"\%] 714:15/,Lm
-

ug = 14 pm

Ug = 12 pm

w7 = 10 pm

F1G. 6.35 — Evolution du front de fissure dans le plan de fissure (z = 0) pour différentes
valeurs du déplacement imposé pour une interface endommageable (pﬁw = 10 MPa).
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Sur P’évolution de la fissure — Lorsqu’on est suffisamment loin de la fibre, le
fait que l'interface soit endommageable ne joue aucun role et on obtient les mémes
profils que pour une interface parfaite. Cependant, lorsque la fissure s’approche
de la fibre (3 = 14 pm), on note déja un début d’endommagement de I'interface.
Celle-ci s’endommage alors sérieusement pour %, = 15 pum et retient la fissure
presqu’aussi efficacement que lorsque l'interface est parfaite. Pour @5 = 16 um,
la fissure évolue peu. Par contre, la décohésion interfaciale se propage alors de
maniere considérable. Ensuite (lorsque g = 24 um), la décohésion interfaciale
monte rapidement le long de l'interface et la fissure se propage alors plus loin
que si la fissure était pontée par la fibre. Comme le montre aussi Xu et al. [128],
la décohésion est inégale autour de la fibre. La figure suivante nous montre la
répartition des forces adhésives p® autour de la fibre pour un déplacement imposé
us entrainant une décohésion partielle de I'interface (Figure 6.36).

*STATIC

. 990+

2. aan+ae)

F1G. 6.36 — Répartition de la contrainte adhésive p® autour de la fibre pour 5 = 16 um. Les
forces adhésives nulles (en bleu foncé) indiquent des régions décollées.

Taux de convergence

Lorsque l'interface ne subit pas d’endommagement et que le plan de fissure est
supposé parfait (ph, = p{w = 00), 'algorithme converge en trois itérations. En-
suite, lorsque 'on propage la fissure dans le plan avec une interface parfaite, le
nombre d’itérations est proportionnel a I'avancée de la fissure lorsque celle-ci est
relativement éloignée de la fibre. On compte alors une quinzaine d’itérations en
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moyenne. Ensuite, lorsque la fissure atteint la fibre, il faut compter plus d’une
vingtaine d’itérations. On constate méme parfois que l'algorithme avance la fis-
sure d’une ongueur trop importante puis recherche un équilibre en faisant reculer
la fissure.

Conclusion

Le pontage d’une fissure semble étre un moyen efficace pour ralentir la propaga-
tion de la fissure. On essaiera donc d’obtenir une interface aussi forte que possible
pour augmenter la résistance d’'un composite. Néanmoins, le ralentissement de la
propagation de fissure par déviation a l'interface est aussi un moyen relativement
important pour augmenter la résistance d’un composite. En effet la déviation
reste efficace tant que l'interface n’est pas entierement décollée. On préconisera
donc T'utilisation de fibres longues pour des composites dont la résistance de
I'interface est faible. Les figures suivantes (Figure 6.37 et Figure 6.38) montrent
la distribution des contraintes et la déformée (amplifiée) des configurations de
pontage de fissure et de déchaussement de la fibre, respectivement.

1; TIME

VALLE OFPTION:ACTUAL

|.370+@3

.240+@3

. la0+a3

9.61D0+82

5.490+42

. l20+E2]

2.750+@z2

F1G. 6.37 — Contraintes de Von Mises et déformée lors du pontage de la fissure par la fibre
(tg = 24 pm).
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F1G. 6.38 — Contraintes de Von Mises et déformée lors de la déviation de la fissure et du
déchaussement de la fibre (g = 24 pm).



Chapitre 7

Conclusion

Synthese

L’objectif principal de cette these est de formuler une loi d’adhésion cohérente et
réaliste, couplée a une loi de contact avec frottement. La loi d’adhésion proposée
s’'inscrit dans le cadre des matériaux standard généralisés étendu aux interfaces.
Elle dérive de potentiels d’énergie libre et de dissipation d’interface. Ces potentiels
satisfont certaines conditions qui assurent que les principes de la thermodyna-
mique sont respectés par cette loi d’adhésion. Cette derniére est ensuite rajoutée
en parallele a une loi de contact unilatéral avec frottement sec. Selon la normale,
le contact régit la pression tandis que ’adhésion régit la tension. Dans le plan
tangent, le frottement et ’adhésion se conjuguent pour régir le cisaillement.

Cette loi non-réguliere est ensuite régularisée par la méthode de la pénalité et par
la technique du Lagrangien augmenté ; dans les deux cas, les forces adhésives sont
obtenues par une projection sur le critere de décohésion. Cette loi non-linéaire
est encore linéarisée (par cones). Afin d’étre résolue par une méthode itérative
de Newton, les matrices Jacobiennes de I'adhésion sont dérivées. Un élément fini
de contact avec frottement et adhésion noeud a nceud est ensuite développé dans
le code d’éléments finis TACT.

Les parametres du modele (les propriétés adhésives) sont ensuite estimés
expérimentalement pour des interfaces verre silanisé/époxyde. Une expérience ori-
ginale a ainsi été développée permettant de mesurer certaines propriétés adhésives
normales, et combinée a des résultats d’expériences antérieures.

Le modele est utilisé tout d’abord pour I'étude du décollement d’un poingon
rigide d’'un demi-espace élastique. Ensuite, il est appliqué pour une meilleure
compréhension du comportement mécanique des matériaux composites. Une
premiere simulation d’un test d’arrachement permet d’illustrer comment se pro-
page la décohésion le long de l'interface ainsi que de préciser les informations
obtenues d'un tel essai. Une seconde simulation d’une fissure se propageant dans
un matériau composite indique le profil de la fissure a 'approche de la fibre ainsi
que les conditions de déviation/propagation de la fissure.

227
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Originalité

Loi d’adhésion

La loi d’adhésion se distingue des précédentes par plusieurs traits originaux. Tout
d’abord, I'introduction d’une variable interne cinématique mesurant 1’allonge-
ment irréversible des filaments de “colle” (étirement), a la place de la variable
interne adimensionnelle mesurant localement l'intensité d’adhésion. L’interface
adhésive est constituée d'une multitude de filaments adhésifs ayant chacun une loi
de comportement de type plastique avec écrouissage adougissant. Dans le modele
proposé, il n’y a pas d’endommagement de la rigidité des filaments qui reste
constante. L’endommagement (élastique) réside dans l’allongement irréversible
des filaments. La décohésion s’effectue sur une distance finie au dela de laquelle le
filament se rompt et les forces adhésives s’annulent, contrairement aux modeles
précédents ou la décohésion s’effectue sur une distance infinie, ce qui est peu
réaliste méme si ces forces deviennent négligeables au dela d'une certaine dis-
tance. Le modele est indépendant des taux et il n’y a pas de viscosité des forces
adhésives a l'interface. Enfin, le comportement des filaments est tel que ces der-
niers n’opposent aucune résistance en compression. De plus, le choix de la fonction
indiquant l'allure de la décohésion reste libre. Il est ainsi possible d’adapter le
modele pour différents types de décohésion d’interface.

Le seuil de décohésion n’est plus fixé par ’énergie d’adhésion de Dupré. En effet,
le critere de décohésion est dans cette approche un critere en contrainte. L’énergie
d’adhésion reste proportionnelle a cette contrainte seuil, mais cependant, pour
une méme énergie de Dupré il peut y avoir ou non décohésion. Ceci permet de
modéliser plusieurs types de colles et mieux caractériser le comportement des
différentes interfaces que I'on peut rencontrer.

Régularisation

La loi de frottement est réécrite de maniere équivalente en introduisant une
variable interne de glissement. Ceci permet de rapporter toutes les variables
cinématiques observables dans le potentiel d’énergie libre, le potentiel de dis-
sipation ne dépendant plus alors que des variables internes et de leur taux. Ainsi,
le probleme de minimisation se résume a la minimisation des termes de I'énergie
libre, le couplage entre les variables cinématiques et internes étant regroupé dans
un systeme d’inclusions qui contraint le probléeme de minimisation. On justifie
ainsi le fait que la pénalisation du frottement ne s’effectue pas sur le graphe en
vitesse (provenant de la dissipation) mais résulte d’un terme élastique (provenant
de Iénergie libre). Jusqu'ici, ce terme élastique était simplement rajouté lors de
la pénalisation. On montre que ce terme provient d’une barre rigide ajoutée en
série a la loi de frottement.

De méme, la technique du Lagrangien augmenté est appliquée au potentiel
d’énergie libre contraint par le systéeme d’inclusions. La résolution incrémentale
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de ce systeme d’inclusions permet de retrouver une formulation en Lagrangien
augmenté du frottement identique a celle obtenue lorsqu’on n’introduit pas de
variable interne dans la formulation du frottement (et que toutes les variables
sont cinématiques). La technique du Lagrangien augmenté est donc ici appliquée
a un probleme a variable interne.

Par sa formulation, les termes de I'énergie libre regroupent d’emblée les variables
cinématiques, le potentiel de dissipation ne dépendant que de variables internes.
Les méthodes de la pénalité et du Lagrangien augmenté sont donc de maniere si-
milaire appliquées a I’adhésion par la méme approche de résolution des systemes
d’inclusions couplé au probleme de minimisation des termes d’énergie libre.

Expériences

Une expérience permettant d’estimer la contrainte de décohésion py; d’une inter-
face a été développée. En effet, la plupart des techniques existantes mesurent cette
propriété de ’adhésion lorsqu’elle est couplée au frottement. Il est ainsi difficile
de distinguer les contributions de chacun de ces phénomenes. Par la formulation
de la loi d’adhésion proposée, la détermination des propriétés normales a l'inter-
face est suffisante pour la calibration du modele. Cependant, cette expérience n’a
permis de déterminer qu'un seul des deux parametres en raison de la vitesse du
processus de décohésion due a son instabilité.

Simulations numériques

La validation de I'algorithme de I'adhésion, notamment de la projection des forces
adhésives et des tenseurs Jacobiens de 'adhésion (ainsi que leur implémentation)
ont été effectuées pour les trois dimensions, en pénalité et en Lagrangien aug-
menté.

Les simulations numériques du décollement d’un poingon rigide collé sur un demi-
espace élastique ont démontré que ces problemes sont abordables par I'approche
de la mécanique des contacts, le probleme ayant été étudié par une approche de
la mécanique de la rupture. On a montré ainsi que la décohésion dépend du profil
du poingon et que celle-ci peut devenir stable en choisissant des profils de poingon
concaves. Ceci peut s’avérer tres utile pour concevoir un essai expérimental avec
une propagation de fissure stable.

Perspectives

Loi d’adhésion

Si on s’intéresse surtout a des interfaces a rupture de type fragile, la décohésion est
si brutale qu'un cycle de décharge-recharge n’est jamais observé. On a donc g, —
0. Il serait donc plus simple de supprimer le parametre g); de la formulation.
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Cependant, on aurait alors py; — oo et le travail d’adhésion devient indéfini. La
question reste ouverte.

Intégration numérique

On constate au cours des simulations numériques une convergence linéaire des
statuts de contact de la méthode de Newton généralisée dans la phase préliminaire
de détection. Une méthode performante devrait parvenir a préserver la conver-
gence quadratique de la méthode de Newton standard méme lors de cette phase
préliminaire. Ce point nécessite d’étre approfondi, et éventuellement la recherche
ou 'amélioration de la méthode d’intégration considérée.

Le calcul des aires de contact tributaires s’effectue de maniére approximative et
I’erreur commise dépend notamment de la régularité du maillage. Ceci affecte la
précision du calcul des pressions de contact, et surtout de la tension adhésive p®.
Si p® est sur-évalué ou sous-évalué, on aura rupture “prématurée” du filament
ou résistance anormale de celui-ci, respectivement. Par conséquent, le calcul des
aires tributaires est déterminant, et pour minimiser les erreurs commises, on
préconisera un maillage aussi régulier et aussi fin que possible. Dans le cadre de
travaux futurs, il serait approprié et commode d’établir une méthode plus précise
que celle existante pour évaluer les aires tributaires de contact.

Expériences

La détermination de g,; reste problématique pour des interfaces a rupture fra-
gile. Comme préconisé dans cette these, une solution consiste a déterminer le
pic d’adhésion py; par un premier essai (de traction, comme celui réalisé dans ce
travail) puis I’énergie d’interface w par un second essai (de poingonnement) pour
en déduire I'écart a la rupture gy = 2w/pys cherché.

On peut aussi améliorer la précision des instruments d’aquisition des données
mais l'investissement risque d’étre trop grand par rapport aux informations re-
cueillies.

Il est clair que si I'on supprime g;; comme suggéré précédemment, ce probleme
se trouve résolu du méme coup. Par contre, on perd alors la possiblité de pouvoir
modéliser des décohésions d’interfaces de type différent (ductile, fragile).

Simulations numériques

Considérant le probleme du poingon rigide sur un demi-espace élastique, on pour-
rait utiliser le modele développé pour valider la solution proposée par DMT
(Derjaguin—-Muller—Toporov [30]) qui suppose la présence de forces adhésives hors
de la zone de contact. Il serait aussi intéressant d’étudier le comportement du
modele ici proposé en relation avec le modele proposé par Maugis [86] qui s’af-
franchit du fait que les zones adhésives correspondent a des surfaces de contact
préalablement comprimées.
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Souvent, une zone plastique se développe dans la résine autour du front de fissure.
Il serait intéressant d’étudier la propagation d’une fissure a l'aide des éléments
d’adhésion développés dans une matrice modélisée avec une loi de comportement
élasto-plastique, en mettant l'accent sur une comparaison avec la mécanique de
la rupture.

On pourrait encore aller plus loin en introduisant des éléments d’adhésion entre
tous les éléments solides non-connectés d’un maillage. On serait alors en mesure
d’étudier la propagation d’une fissure dans des directions non-prédéfinies.

Le domaine d’application de ce modele reste relativement vaste car il s’applique
a tout assemblage adhésif. Une application intéressante serait dans le domaine
de la biomécanique, notamment pour la modélisation des ligaments (osseux, par
exemple). En effet, une analyse plus détaillée de ces ligaments montre qu’ils sont
constitués d'une multitude de filaments possedant chacun une loi de décohésion.
De plus, ces derniers ce prétent mieux, en raison de ’échelle, a une détermination
expérimentale des parametres adhésifs, notamment par leur élongation avant rup-
ture qui est mesurable. La fonction de décohésion serait ensuite adaptée selon leur
comportement en étirement. Cependant, il faudrait alors introduire de la visco-
sité dans le modele, car celle-ci ne peut plus étre négligée. On pourrait ensuite
éventuellement prévoir la force d’arrachement d’une dent, par exemple.
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Annexe A

Rappels de base d’analyse
convexe

Généralités

Cette annexe contient les principaux résultats de I’analyse convexe et d’optimisa-
tion utilisés dans le cadre de cette étude. Pour une présentation plus exhaustive,
on pourra se référer entre autres a Rockafellar [111], Moreau [94], Van Tiel [124],

Hiriart—Urruty [59] et Hiriart—Urruty—Lemaréchal [58]. Ce résumé s’inspire aussi
notamment de [23], [118] et de [43].

Notions d’analyse convexe

Définitions

Un cone K est un sous-ensemble (de R™) constitué de rayons issus de l'origine,
et donc invariant par une multiplication positive :

KCR"|VxeK, VA>0, ona Ixek

Un ensemble conveze est un sous-ensemble (de R"™) tel que tout segment délimité
par deux points de I’ensemble est entierement contenu dans I’ensemble :

CCR"|¥x,yelC, VA€ [0,1] , ona (I1-XNx+AyeC
La fonction f: R™ — R U {+o0} est dite conveze si :
Vx,y e R", VA€ [0,1] , ona f(Ax+(1—-Ny) <Af(x)+1-Nf(y)

Une fonction convexe f : R™ — R U {400} est propre sur R™ si elle n'est pas
identiquement égale a +o00.
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Soit une fonction f : R® — R U {400} et a € R". f est dite semi-continue
inférieurement au point a si quel que soit K € R tel que K < f(a), il existe
un voisinnage U autour de a tel que f(U) > K. f est dite semi-continue
inférieurement si f est semi-continue inférieurement en tout point de R™.

La fonction indicatrice I¢ : R® — RU{+00} d’un ensemble non-vide C est définie

par :
0 si xeCl

I =
¢(x) { +00 si x¢ZC

Si C est un ensemble convexe, alors I¢ est une fonction convexe (et vice-versa).

Le sous-différentiel 0f(x) au point x d’une fonction convexe f : R" — R est
I’ensemble des sous-gradients y € R".

f(x) ={y eR"|y-(z—x)+ f(x) < f(z) , VzecR"}

ou ( - ) denote le produit scalaire dans R".

Proposition
Soit un ensemble convexe C défini par m fonctions convexes f; :
C={xcR"|fi(x)<0, i=1...m}y , fieC!

Alors le sous-différentiel de la fonction indicatrice de cet ensemble s’écrit :

e(x) ={y eR"|y=> ANVfi, fi<0, N<0, Nfi=0}
i=1

Projection sur un convexe

Définitions
Soit || .|| la norme Euclidienne dans R". La longueur d'un segment [x,y] ou la
distance entre deux points x € R" et y € R” est donnée par ||x — y]||.

La distance d’'un point x a un ensemble convexe fermé non-vide C est définie
comme la distance minimale entre ce point x et tout point y de I'ensemble. La
distance est notée De¢(x), et on a :

De(x) < [x—yll , VyeC

La projection d’un point x sur un ensemble convexe fermé non-vide C est définie
comme le point le plus proche de x appartenant a C. La projection est notée
Pe(x), et on a :

[Pe(x) = x| < [lx—y| , VyeC & Pelx)el
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Soit K C R™ un cone. Le cone polaire K C R" est défini par :

K'={ycR"|y-x<0, V¥xek}

Lemme

La dérivée de la moitié de la distance a un cone KC au carré est égale a la projection

sur le cone polaire K°.

Par exemple, R~ est le cone polaire de R*. On peut donc écrire :

/!
(§D%+ ()" = Pr-(2)
Propositions
I. SiK=R"={zeR:z >0}, alors pour x € R :

si x>0

0 sinon

Pr+(z) = max(0,z) = {

ou l'opérateur “max” signifie le maximum des deux arguments.

2. SiK=R™ ={ze€R:x <0}, alors pour x € R :

T si <0

Pr-(z) = min(0,x) = {

0 sinon

ou 'opérateur “min” signifie le minimum des deux arguments.

3. SiC = (—oo,r]={z€R:2z<r}, alors pourz € R:

x si x<r

r sinon

P_wy(x) = min(r,z) = {

ou 'opérateur “min” signifie le minimum des deux arguments.

4. Si B, = {x € R? : ||x|| < r}, alors pour x € R” :

X si x€B,
Pg, (x) = X

r— sinon
[y
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Annexe B

Algorithme de projection pour
I’adhésion

Généralités

Dans cette annexe, nous présentons l’algorithme de projection de la loi d’adhésion
d’abord lorsqu’elle est régularisée par la pénalité puis lorsqu’elle I'est par celle du
Lagrangien augmenté. En réalité, le méme algorithme de projection est utilisé et
adapté a la régularisation. Le Lagrangien augmenté se distingue par le calcul de
I’action h® agissant sur le nocud de Lagrange d’adhésion, en plus de la contrainte
adhésive p®. L’algorithme de projection consiste a calculer une contrainte d’essai
“adhésive” et, si elle viole le critere d’adhésion, a la projeter sur ce critere. Il
s’appelle aussi I'algorithme de retour radial ou de rafle d’un convexe. L’algorithme
de projection se décompose en une série de trois tests :

— Le premier test consiste a controler que le filament n’est pas déja
completement endommagé. Si c’est le cas, le statut jeu est alors déclaré
ce qui évite d’effectuer des projections sur un critere d’emblée nul.

— Dans le test suivant, on distingue le statut jeu des autres statuts en
déterminant si le vecteur écart est a l'intérieur du lobe hémisphérique.

— Si ce n'est pas le cas, les filaments adhésifs supportent une charge. Le
troisieme test examine si la charge supportée est supérieure a la charge
critique. Si c’est le cas, I'état de décohésion est déclaré et la projection s’ef-
fectue. Sinon, 1'état est adhésif et on peut entériner la contrainte adhésive.

L’algorithme de la loi de contact avec frottement est effectué avant celui de
I’adhésion. Le couplage avec l'adhésion résulte de l'influence des statuts du
contact avec frottement sur I'adhésion. On exprime ainsi le fait que le statut
du contact influence la direction de la force adhésive et que l'adhérence prime
sur I’adhésion. Ceci est représenté sous la forme d’un organigramme.
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Annexe C

Analyse du transfert de charge a
I’interface fibre/matrice d’un test
d’arrachement

Cette annexe s’inspire largement de Kim et Mai [73].

Description

Le modele d’arrachement d’une fibre basée sur I'analyse dite du “shear-lag”
(représenté en figure C.1) consiste en une fibre (de rayon R; = a) encastrée
au centre d'un cylindre coaxial de matrice (de rayon R,, = b). Le rapport du
volume de fibre sur celui de la matrice est noté ¢ = % L est la longueur to-
tale de fibre encastrée. Nous supposons aussi un début de décohésion (décohésion
partielle) de longueur /. Une contrainte de traction o est appliquée a l'extrémité
de la fibre (& z = 0) tandis que la base du cylindre de la résine est encastrée (a
z = L). L’autre extrémité (en z = L) de la fibre est libre.

Nous choisissons le systeme de coordonnées cylindriques {r,#, z} pour mieux
décrire la configuration axisymétrique du probleme. Dans ce cadre, nous suppo-
sons les matériaux de la matrice et de la fibre a la fois élastiques et isotropes,
et les composantes de la contrainte (0", 0% 0% 77%) et du déplacement (u”,u?)
indépendantes de 6, les autres composantes étant nulles. La contrainte appliquée
est transférée de la fibre a la matrice par l'intermédiaire de la contrainte de
cisaillement d’interface 7;(z).
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2a
2b

F1G. C.1 — Schéma du test d’arrachement avec décohésion partielle.

Résolution analytique

Les relations contraintes-déformations générales s’écrivent :

€5 (r,2) = 1 <aj(7“, z) —vg[op(r, 2) + a?(r, Z)])

By
e (r,z) = Eim <afn(r, 2) — vplot (1, 2) + ¥ (r, z)])
ez(r,z) = %%nfm)ﬂf(r, 2)

(C.1)

(C.2)

(C.3)

ou les indices f, m et i se rapportent a la fibre, a la matrice et a l'interface,
respectivement. E désigne le module de Young et v le coefficient de Poisson.
De plus, les conditions d’équilibre mécanique entre les composants du composite

s’écrivent :

1
o=0:2)+ —0,,(2)
! @

(C.4)
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= —ETZ'(Z) (C.5)

oz, (2) n or)Z(r, z) n T%(r, 2)

0z or r

~0 (C.6)

La contrainte axiale moyenne dans la matrice o7, (z) de I'équation (C.4) est définie
par 'expression suivante en déformation plane :

/ab o, (r,z)rdr (C.7)

)=

Solution pour les composantes de la contrainte dans la zone intacte
(1<z<1L)

La surface cylindrique de la matrice étant libre et du fait que la contrainte de
cisaillement de la matrice 77%(r, z) est égale a la contrainte de cisaillement d’in-
terface 7;(r, z) a l'interface (r = a), on a :

rz (p(b2 B TQ) rz
Tw =T (2) (C.8)

Les déplacements axiaux étant continus a linterface (uj,(a,2) = u3(a, 2)), la
combinaison de (C.3) et de (C.8), puis la dérivation par rapport a z donne :

dri(2) ab, e, (b, z) — ej;(a, 2)]

dz (14 vm) 2002 In(b/a) — a?] (C.9)

Il faut aussi tenir compte d’une contrainte radiale a l'interface supplémentaire
q*(2), provenant de la contraction par effet de Poisson de la fibre soumise a une
tension axiale. Elle est obtenue par ’hypothése de continuité des déformations
tangentes a l'interface (e?(a, 2) =¢ (a,2)) :
Crso§(2) = vmoy,(2) _ En
CL=vp)+ 14 vm+20 C_E—f

q'(z) =

(C.10)

avec ( le rapport des modules de Young. En combinant les équations (C.3), (C.4),
(C.9) et (C.10), nous obtenons une équation différentielle du second degré pour
la contrainte axiale dans la fibre 05(z) :

1 d®07(z) A,
—0i(z) = == A1
A1 d22 Uf(z) Ala (C )
avec :
2[C(1 — 2kvy) + (1 — 2kvyy,)]
A1 =

(14 vpm) 2002 In(b/a) — a?])
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é _ (,0(1 — 2kym)
Ay (1= 2kvg) + (1 — 2kvy,)

Cl/f + PVm

k=
Cl—vp)+ 1+, +2¢0

Avec les conditions aux limites :
oi(l) =0 =0 —w(@—o)lexp(nl) - 1] 0:(L) =0 (C.12)

o et n étant définis plus loin.

Nous obtenons ainsi des solutions pour la contrainte axiale dans la fibre o7(2) et
dans la matrice o7,(z2), les contraintes de cisaillement dans la matrice 777(2) et a
I'interface 7;(2) :

B [ﬁ—f + %] sinh[v/A; (L — z)] — ﬁ_f sinh[v/A; (I — 2)] A2i|
7 sinh[\/A;(L —1)] Ay

o (42 + 2] sinh[VA(L — 2)] — £ sinh[VAI(1 - 2)] 4,
Tnl2) = U[ I sinh[v/A; (L —1)] * QPA_J
(C.14)
() = TRV =) [ + 9] cosh[VANL — 2)] — 2 sinh[V/Ai (1 - 2l
Tm \T>2) = 2r sinh[v/A; (L — 1]
(C.15)
A2 4 2] cogh[v/A; (L — 2)] — 42 cosh[/A (1 — =
n(2) = oav/AL| i 7 [*/;1;[ \/A_)(]L _All)] VA ”] (C.16)

Dans ce cadre, o; est défini comme la contrainte s’appliquant dans la région limite
(a z = [) entre la partie intacte et la partie décollée de l'interface (la pointe de
la fissure).

Solution pour les composantes de la contrainte dans la zone décollée
(0<z<)

On suppose qu’il apparait des phénomenes de glissement dans la région décollée,
et le transfert de charge a travers l'interface s’opere par une loi de frottement de
Coulomb avec un coefficient de frottement constant p :

7i(2) = —plgo + ¢ (2)] (C.17)

ou qg est la contrainte résiduelle (de compression) de direction radiale résultant
du rétrécissement de la matrice sur la fibre di au refroidissement de la matrice de
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sa température de coulage a la température ambiante. En combinant les équations
(C.1), (C.4), (C.5), (C.8) et (C.17), en tenant compte des conditions aux limites
suivantes :

0:(0) =0 (C.18)

et de I’équation (C.12) & z = [, nous obtenons des solutions pour les composantes
des contraintes :

03(2) = 0 —w( — o)exp(nz) — 1] (C.19)

o (2) = pw(o — o)[exp(nz) — 1] (C.20)

7 (r, 2) = W(a — o) exp(n2) (C.21)

() = ‘”77“’(5 — o) exp(n2) (C.22)
Illustration

Les distributions de contraintes sont illustrées a la figure C.2. Notons la concentra-
tion de contrainte apparaissant au front de fissure, ot le cisaillement 7;(z) est dis-
continu. La décroissance vers l'extréemité ou s’applique la charge des contraintes
axiales de la fibre et de cisaillement d’interface dans la région décollée est un effet
direct de Poisson résultant de la contraction latérale de la fibre soumise a une
traction.
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Fi1G. C.2 — Répartition des contraintes lors d’un test d’arrachement d’une fibre d’un matériau
composite, ayant au préalable subi une décohésion partielle de longueur [, par la méthode dite
du “shear-lag”. On distingue a) contraintes axiales de la fibre o b) contraintes axiales de la

matrice o7, et ¢) contrainte de cisaillement interfacique 7; le long de Pinterface. (D’apres [73])
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