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Version abrégée

Le but de cette thése est d’introduire les notions d’algebre de Royden et d’applications
4 p-dilatation bornée entre espaces métriques mesurés. En particulier nous donnons des
conditions suffisantes pour qu’un espace métrique mesuré soit caractérisé a équivalence
lipschitzienne pres par son algebre de Royden. Nous étudions aussi sous quelles conditions
une application & p-dilatation bornée entre deux espaces métriques mesurés est une quasi-
isométrie ou une application lipschitzienne.

Ces résultats sont obtenus dans le cadre de la théorie axiomatique des espaces de Sobolev
sur les espaces métriques et ont donc une grande généralité. On montre cependant que:
Papplication de ces résultats au cas particulier des groupes de Lie nilpotents munis d’un
systeme de Hormander donne de nouvelles informations concrétes sur la géométrie de ces
groupes.

Abstract.

The goal of this thesis is to introduce the notions of Royden algebra and mapping with
bounded p-dilation between metric measure spaces. In particular, we give sufficient con-
ditions for a metric measure space to be characterized, up to bilipshitz equivalence, by its
Royden algebra. We also study sufficient conditions for mapping with bounded p-dilation
between metric measure spaces to be a quasi-isometry or to be a lipschitz map.

Our results are obtained in the framework of the theory of axiomatic Sobolev spaces on
metric measure spaces and are thus of a very general nature. However, we show that the
application of these results to the particular case of nilpotent Lie groups with a Hérmander
system gives new concrete information on the geometry of these groups.
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Introduction

Motivations:

Soit (M, g) une variété riemannienne connexe orientée. Le gradient (au sens des distribu-
tions) d’une fonction localement intégrable u: M — R a un sens et on peut donc définir
la p-énergie d’une telle fonction (pour p > 1) par

Ep(u) := / |Vul|P dvol.
M
Et ainsi on a les espaces fonctionnels suivants:

1.) L’espace de Dirichlet £1?(M) est 'ensemble des fonctions u € LY (M) de p—énergie

loc
finie,

2.) Despace de Sobolev est W1P(M) := LYP(M) N LP(M),
3.) lalgebre de Royden est AP(M) := LYP(M) NC(X) NL®(M).

On note AL(M) C AP(M) I'idéal des fonctions s’annulant & l'infini.
On définit aussi la p-capacité d’un compact D C M par

Cap, (D) := inf {{y(u):u € Co(M)etu>1surD }.

On dit que la variété M est p-parabolique si Cap,(D) = 0 pour tout compact D C M et
qu’elle est p-hyperbolique dans le cas contraire.

Soient maintenant deux variétés riemanniennes connexes orientées M et N et un homéo-
morphisme f: M — N. L’application f est dite & p-dilatation bornée si f*: AP(N) —
AP(M) est un opérateur borné. Cette notion est équivalente & : f est différentiable presque
partout et la fonction |df|P/J; € L>°(M); voir par exemple [13].

Ces notions permettent de décrire des relations étroites entre Panalyse et la géométrie
sur les variétés. Citons deux résultats qui nous semblent typiques dans cette direction. Le
premier a été obtenu par J. Ferrand en 1972, il affirme qu’une variété riemannienne M
est décrite & équivalence bilipschitz prés par ’algebre de Royden AP(M) (4 condition que
p >n =dim(M)):

Théoréme (J. Ferrand 1972)

Soient M, N deux variétés riemanniennes complétes de dimension n. S’il existe p > n tel
que AN(M) et AL(N) sont isomorphes en tant qu’algébres de Banach alors M et N sont

bilipschitz (i.e il existe un homéomorphisme bilipschitzien entre M et N ).

1



2 Introduction

Preuve Ce résultat découle des théorémes 8.3 et 10.1 de [11].
a

Le second résultat est di & P. Pansu; il dit que dans certaines conditions, un homéomor-

phisme 4 p-dilatation bornée est une quasi-isométrie.

Théoréme (P. Pansu 1997)
Soient M, N deux variétés riemanniennes de dimension n, ¢ géométrie bornée. Supposons
que M est de dimension isopérimétrique d > n. Alors pour p €]n,d|, tout homéomorphisme

de p-dilatation bornée M — N est une quasi-isométrie.

L’objectif principal de cette theése est d’étendre ces deux résultats, et quelques autres, au

contexte des espaces métriques mesurés.

Pour cela, il est nécessaire de généraliser les notions d’algebre de Royden et d’application
4 p-dilatation bornée aux cas des espaces métriques mesurés. Plusieurs constructions sont

possibles.

En 1996, Hajlasz propose d’associer & tout espace métrique mesuré (X,d, u) et & toute
fonction localement intégrable u: X — R une famille de fonctions HD(u), appelée les
pseudo-gradients au sens de Hajlasz de u. Par définition ¢ € HD(u) si et seulement si

g: X — [0, 00] est mesurable et
ju(z) —u(y)| < (9(2) + 9(y))d(z,y) (1)

pour presque tous z,y € X.

Ainsi, on peut étendre les définitions des espaces fonctionnels cités plus haut et la notion
d’homéomorphisme de p-dilatation bornées aux espaces métriques mesurés.

En 1998, J. Heinonen et P. Koskela dans [26] ont proposé une notion alternative de gradient
sur les espaces métriques mesurés qui est bien adaptée au cas des espaces rectifiablement
connexes.

Rappelons brievement cette construction : soient (X, d) un espace métrique et u: X — R

une fonction. On dit qu’une fonction borélienne p: X — [0, 00] est un sur-gradient de u si

ju(z) — u(y)| < / pds @)

Yzy

pour toute courbe rectifiable y;, qui relie z & y dans X.
Par exemple, si X est une variété riemannienne, ou sous-riemannienne, et si v est une
fonction assez réguliere alors p = |Vu| est un sur-gradient de u (dans le cas sous-

riemannien, il faut prendre le gradient horizontal p = |Vjul).

Enfin V. Gol’dshtein et M. Troyanov ont axiomatisé cette théorie dans [14] de telle sorte
qu’elle englobe tous les exemples classiques d’espaces de Sobolev sur les espaces métriques .
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L’idée principale de cette déscription axiomatique est la suivante : on associe & chaque
fonction w € L] (X)) un ensemble D(u) de fonctions mesurables positives, appelées pseudo-

gradients de u, et on suppose que cette correspondance vérifie certains axiomes.

L’approche axiomatique offre un cadre adéquat pour généraliser les théorémes de Ferrand

et Pansu cités plus haut.

Contenu des chapitres :

Chapitre I. Dans ce chapitre, on s’intéresse aux difféomorphismes & p-dilatation bornée
entre deux variétés riemanniennes.

Nous commencons par rappeler la preuve du résultat folklorique suivant :

Proposition Soient M et N deux variétés riemanniennes orientées de dimension n,
telles que M est p-parabolique et N est p—hyperbolique (p > 1) , alors il n'existe pas de

difféomorphisme & s—dilatation bornée f: M — N ot s = ;iLl(n —1).

Puis nous démontrons que ce résultat est optimal sur une large classe de variétés

riemanniennes. Plus précisement, on montre

Théoréme Supposons que d < n < d', alors on peut construire des variétés riemanni-

ennes M et N paraboliguement réguliéres de dimension n telles que
1) dpar(M) =d et dper(N) = d',

2) il existe un difféomorphisme a s—dilatation bornée f : M — N si et seulement si

s d d
w1 & (d'—l’ 4—1]

Une variété M est dite paraboliquement réguliére s’il existe un nombre 1 < d < oo tel que
M est p—hyperbolique si et seulement si 1 < p < d. Ce nombre s’appelle la dimension
parabolique et est noté dye,(M).

Chapitre II. On rappelle brievement la construction axiomatique des espaces de Sobolev
sur les espaces métriques mesurés. Puis, en utilisant les techniques de Bakry et al (voir [2]),
on prouve, entre autres, I'inégalité de Sobolev globale suivante sur les espaces métriques

mesurés :

Théoréme Soient (X,d,pn) un espace de type homogéne, muni d’une structure d’ espace
de Sobolev absolument local et 1 < p < s deuz réels. Supposons les conditions suivantes
satisfaites:

a) (X,d) est complet,

b) Pour tout > 0 et pour tout z € X on a:

w(B(z,r)) > Cr’,



4 Introduction
¢) L’inégalité de Poincaré de type p

/|u—uB|”d,u§Cdiam(B)p/gpdu
B B

est vérifiée pour toute boule B C X, pour toute fonction u: X — R localement lipschitzi-
enne 4 support compact et pour tout g € D(u).
Alors Uinégalité de Sobolev globale de type (p,q)

(f |u|qdﬂ)% < C (&w)

est vérifiée pour tout u € WHP(X, d, i), avec g = S—s_%.

S |-

Un espace de Sobolev axiomatique est absolument local si, en gros, les pseudo-gradients
sont caractérisés d’'une maniere locale, voir définition 2.9.

Par exemple ’espace de Sobolev au sens des sur-gradients est absolument local, alors que
celui au sens de Hajlasz ne ’est pas.

Rappelons également qu’un espace métrique mesuré (X,d, ) est de type homogene s'il
existe une constante C telle que pour toute boule on a u(B(z,2r)) < Cu(B(z,r)).

Chapitre III. Le résultat central de ce chapitre est une généralisation du théoréme de

Pansu 4 la classe C(s,p) d’espaces métriques mesurés.

Définition Un espace métriqgue mesuré X est dans la classe C(s,p) si
1.) L’espace métrique (X, d) est propre et quasi-conveze,

2.) L’espace X est localement uniformement régulier de dimension locale s c¢’est a dire
il existe n > 0 et C > 1 tels que pour tout € X et toutr € [0,n] on a:

% r* < u(B(z,r)) <Cr

3.) L’espace métrique mesuré (X, d, u) supporte une inégalité de Poincaré de type (1,p)
localement uniformément c’est a dire il existe R > 0 tel que l’équation suivante est

véifiée pour toute boule de rayon r < R, pour tout u € C(X) et pour tout g € D(u).

1

(£ tu-usl du>; <¢ dian(B) ({ ¢ an)’

Par exemple toute variété riemannienne a géométrie bornée de dimension n et tout groupe
de Carnot appartient & la classe C(n, p) pour tout p > 1. Par ailleurs, Laakso a récemment
montré que la classe C(s,p) est non vide pour tout réel s > 1 et tout p > 1 (au sens des

sur-gradients).



Introduction 5

Notons que les espaces de Sobolev au sens de Hajlasz supportent toujours une inégalité
de Poincaré de type (1,p) pour tout p > 1.

Nous prouvons les deux résultats suivants

Proposition Soient X € C(s1,p) et Y € C(s2,p) ot p > s3 > s1.

Alors tout homéomorphisme f: X — Y 4 p—dilatation bornée est lipschitzien.

En particulier si sq > s1, alors il n’existe pas d’homéomorphisme & p—dilatation bornée
de X vers Y.

Le théoréme de Pansu dans la classe C(s,p) s’énonce comme suit :

Théoreme Soient X,Y deuz espaces de la classe C(s,p) ot p > s. Si X vérifie une
inégalité de Sobolev globale de type (q,p) (pour un q > 1 quelconque) alors tout homéo-

morphisme f: X — Y a p—dilatation bornée est une quasi-isométrie.

Chapitre IV. Dans ce chapitre, on donne une condition pour que l'espace de Royden
AB(X) soit une algebre. On appelle celle-ci la condition de Royden et on montre qu’elle
est vérifiée sur tous les exemples d’espace de Sobolev introduits au chapiire II.

Ensuite, on généralise le théoréme Ferrand aux espaces métriques mesurés.

Théoréme Soient X et Y deuz espaces de la classe C(s,p) vérifiant la condition de Roy-
den. Si AL(X) est isomorphe ¢ AL(Y) ot p > s alors X et Y sont bilipschitz.

Chapitre V. Dans ce dernier chapitre, on détaille le cas des groupes de Lie nilpotents
munis d’'une métrique de Carnot Carathéodory.

Soient donc deux groupes de Lie nilpotents G; et G, simplement connexes munis d’une
mesure de Haar invariante a gauche py et po.

Considérons sur G; un sous fibré tangent invariant 4 gauche H; C T'G; (i = 1,2) vérifiant
la condition de Hormander. Notons d; (i = 1,2) la dimension locale de (G;,H;) (i = 1,2)
et D; (i = 1,2) la dimension & linfini de G; (i = 1, 2).

On prouve alors, en utilisant les résultats des chapitres précédents, le théoréme suivant:

Théoréeme A.) Sidy = do et di < p < Dy alors tout homéomorphisme f: G, —
G2 d p-dilatation bornée est une quasi-isométrie; en particulier si Dy # Dy un tel
homéomorphisme n'eriste pas.

B.) Sip > dy > dy alors il n’eziste pas d’homéomorphisme & p-dilatation bornée entre G
et Gg.

C.) Sidy = dy et D1 # Dy alors Aﬁ(Gl) et AL(G2) ne sont pas isomorphes pour tout
p>d.

La thése se termine par deux annexes: dans 'annexe A on développe les notions de bases

sur les groupes de Lie nilpotents et les métriques de Carnot-Cararthéodory.
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Dans l'annexe B on rappelle brievement quelques résultats sur les espaces de type

homogene.



Chapitre 1

Optimalité des exposants des applications a

(co-)dilatation bornée

1.1 Introduction

Un difffomorphisme f: M — N entre deux variétés riemanniennes orientées de méme
dimension est & s—dilatation bornée si la fonction |df|*/J; est bornée sur M ou Jy est le
jacobien de f.

Dans les articles [35] et [37], on s’est intéressé & la question suivante:

Etant donné deuz variétés riemanniennes (connezes, orientées et de méme dimension n)
M et N, pour quelles valeurs de s existe-t-il un difféomorphisme a s-dilatation bornée
f-M—>N?

Cette question se pose également pour des applications plus générales que des difféo-
morphismes. L’article récent [37] de Vodop’yanov et Troyanov donne des obstructions
a l'existence d’application a s-dilatation bornée entre des variétés ayant des dimensions
paraboliques différentes. Ces obstructions sont données dans la proposition 1.3.1 dans le
cas d’un difféomorphisme. Elles sont optimales dans le cas R® — H" (espace hyper-

bolique), plus précisément on peut montrer (voir [35] ou théoréme 1.1.1 ci dessous):

1.1.1 Théoréme Il existe un difféomorphisme f: R* — H" de s-dilatation bornée si et

seulement si s € (n — 1,n].

Le but principal de ce chapitre est de montrer que ces obstructions sont optimales dans
une large classe de variétés riemanniennes orientées de méme dimension.

Nous étendons aussi cette étude au cas des difféomorphismes & g-codilatation bornée (voir
définition au §3), et nous obtenons un autre théoréme d’optimalité.

Nous allons aussi étudier la codilatation d’une classe d’applications entre groupes de Lie
nilpotents introduite par P.Pansu(voir §1.5).

1.2 Rappels de quelques invariants

Rappelons tout d’abord quelques définitions classiques:

7



8 1. Optimalité des exposants des applications & (co-)dilatation bornée

1.1 Définitions 1.) Soient (M,g) une variété riemannienne connexe, et D C M un

sous-ensemble compact. Pour 1< p < oo, on définit la p—capacité de D par:

Cap,(D) = inf{/ [VulP:u € Co(M) et w>1sur D }
M

2.) La variété M est dite p-parabolique si Cap,(D) = 0 pour tout compact D C M.
Elle est dite p-hyperbolique dans le cas contraire.

3.) Une variété M non-compacte vérifie 'inégalité isopérimétrique d’ordre k > 0 s’il
existe C,8 >0 avec Vol(M) > § telles que pour tout compact & bord lisse D de
M ou Vol(D) > ¢ on a:

Vol(D)F~1 < C Aire(8D)F.
Et la dimension isopérimétrique est alors:

disop(M,g) =sup{k > 0: M satisfait une inégalité isopérimétrique d’ordre k }.

4.) Une variété M non-compacte est dite ouverte a l'infini s’il existe une constante C

telle que
Vol(D) < C Aire(dD)

pour tout compact & bord lisse D de M.

5.) Le degré de croissance d’une variété riemannienne compléte (M, g) est le nombre:
: . V()
der(M,g) =inf{m > 1: hrrgloglf —m < oo}

otu V(r) = Vol(B(zg,r) est le volume de la boule de centre o € M et de rayon r.

Introduisons cette déﬁnition.

1.2 Définition Une variété riemannienne M est dite paraboliquement-réguliére si elle
est connexe; et s’il existe un nombre 1 < d < oo tel que M est p—hyperbolique si et

seulement si 1 < p < d.

Ce nombre s’appelle alors la dimension paraboligue de M et est noté d = dpe(M). 1l
s’agit d’un invariant de quasi-isométrie dans la classe des variétés & géométrie bornée.

Donnons quelques exemples de variétés paraboliquement-réguliéres : 'espace euclidien
R"™ est paraboliquement-régulier avec dpor(R") = n, et l'espace hyperbolique H" est
paraboliquement-régulier avec dp,, (H") = oco.

Si M est une variété homogéne, ou le revétement universel d’une variété compacte, alors
M est paraboliquement-réguliere et sa dimension parabolique est donnée par son degré

de croissance (voir [36]).
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Plus généralement, les variétés riemanniennes complétes telles que d;s0p = der font partie
de cette classe (voir [36]).

Suivant [17] ou [18] , on appelle modéle & symétrie sphérique, ou simplement modéle, toute
variété riemannienne M7 difféomorphe & R", et dont la métrique s’écrit en coordonnées
sphériques (r, o)

g = gn = dr? + h(r)?do?

ot do? dénote la métrique canonique sur la sphére S"~let h: R, — R, est une fonction
C* telle que la fonction (r—h(r)) s’annule en r = 0, ainsi que ses dérivées jusqu’a l'ordre
2 (cette condition nous garantit que la métrique g s’étend a lorigine de R™). D’autres
part, on sait que la variété M;® est p-parabolique si et seulement si

/loo(h(r))%dr =

(voir par exemple [36, cor. 5.2]). En particulier, si h(r) = r# pour les grandes valeurs
de r, alors M} est paraboliquement-réguliére avec dimension parabolique dpe (M) =
1+ p(n—1).

Remarque:

11 est bien connu (voir [36] ) que si (M, g) est & géométrie bornée alors il existe un nombre
d € [1,00] tel que M est p—parabolique pour p > d et p—hyperbolique pour p < d. La
notion de régularité introduite ci-dessus exige de plus que M soit d—parabolique, toutefois
nous n’avons pas d’exemple de variété a géométrie bornée qui ne soit pas paraboliquement

réguliére.

1.3 Applications a (co-)dilatation bornée

Soit f : M — N une application localement Lipschitzienne entre deux variétés riemanni-
ennes orientées de dimension n.

On note df; la différentielle de f en z (définie presque partout) et J;(z) son jacobien.
Les valeurs propres de 1'opérateur symétrique df’ o df, sont non négatives. On les note
0< M <A <..-<)X2;les )\ s’appellent alors les coefficients de dilatation principaus
de f.

Une interprétation géométrique de ces coeflicients est la suivante: il existe une base or-

thonormée ey, --- ,e, de Ty M et une base orthonormée ¢}, -- , e}, de Tf(z)N telles que
dfz(e;)) = \; €]

pour tout 1 =1,--- ,n.
Enfin, A,_1f, estl'action de df, sur les (n—1)—formes différentielles, plus précisément,
Ap_1f: Q" YN) = Q" Y(M) avec (Ay_1fs)(w) := A“‘l((dzf)*)(wf(m)) et ol z € M et

w est une (n — 1)—forme différentielle et z € M.
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Remarquons que: Ji(z) = A1+ Ay, |dfs] = An et [An_1fe] = A2 An.

1.3 Définition On dit que [ est une application a s-dilatation bornée s’il existe une

constante K telle que:
|dfo|* < K Jy()

pour presque tout = € M. De méme, on dit que f est une application & g-codilatation

bornée si
|An_1fe]? < KJf(w)

pour presque tout x € M.

1.4 Remarque: Si f est a s—dilatation bornée ( s > n—1), alors f est 4 g—codilatation
bornée pour q = -*=. Cela découle de I'inégalité algébrique |An_1fs| < |df|* .

n—1°

La proposition suivante dit qu’il existe des obstructions sur les exposants possibles d’un
difféomorphisme 4 s—dilatation bornée entre deux variétés de type parabolique différents:

1.3.1 Proposition Soient M et N deux variétés riemanniennes orientées de dimension
n, telles que M est p-parabolique et N est p—hyperbolique (p > 1) , alors il n’existe pas
de difféomorphisme & s—dilatation bornée f: M — N o s = ;2;(n—1).

Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin de deux lemmes.

1.3.2 Lemme Soient g: M — N un diffomorphisme a p—dilatation bornée, et D un

compact de M, alors on a:
Cap,(D,M) < K Cap,(9(D),N)

Preuve Soit v € C}(N) avec v =1 sur g(D), qui est un compact.
Posons u(z) := v(g(z)), il est clair que u € C}(M) et u = 1 sur D. On a presque partout

Vul = [V(vog)| < |dgl|Ve]
Et comme |dg[P < K J, on a alors ces inégalités:
/ VuPdy < / IVo(g(z)) P dgs Pdus(z)
M M
K / IVolg(2) P J, (2)du(z)
M

K [ Vo)),

IA

IN

Et donc Capp,(D,M) < K Cap,(g(D), M).
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1.3.3 Lemme Soit f: M — N un difféomorphisme & s—dilatation bornée avec

s >n—1, alors f~! est & p—dilatation bornée ot p = ST

Preuve Soient 0 < A\; < Ay <+ < A, les coefficients de dilatation principaux de f.
Si f est & s—dilatation bornée alors

A S K (A1)
On a alors: Ay > 1 A > £l )\ﬁf("‘l), et comme )\, > ()\2---)\71)#, on
1 K g h = K 1
adi 2 2 (g dn) T, soit AL > W(,\zm,\n)s—@—l), ce qui implique
{2 Ol 20D, dion

df Fe < K7t y

puisque Jy-1 = (Atdg---Ap) et |df Tl = (A
O

Preuve (de la proposition)

Supposons, par absurde, qu’il existe un difféomorphisme & s—dilatation bornée f: M —

Nou s= ;Ti'_l(" — 1). Par le lemme précédent f~': N — M est & p—dilatation bornée

avec p = s_—Zszl)

Comme N est p—hyperbolique, il existe un compact D C N tel que Cap,(D,N) > 0

)

par le lemme 1.3.2, on a donc:
Cap,(D,N) < Cte Cap,(f (D), M).

Comme M est p-parabolique, on a Cap,,(f —1(D), M) = 0, ce qui est en contradiction avec
I'inégalité précédente.
O

On a un corollaire immédiat de cette proposition.

1.3.4 Corollaire Soient M et N deux variétés riemanniennes orientées de dimension n,
avec M est p-parabolique et N est p—hyperbolique ( ou p > 1), alors il n’existe pas de
difféomorphisme & g—codilatation bornée f: M — N si ¢ = ;{_1'

Preuve Immédiat a partir de la proposition et de la remarque 1.4

Remarque:
La proposition et le corollaire précédents s’étendent a des applications plus générales.
Dans [37], S. Vodop’yanov et M. Troyanov ont démontré les théorémes de type Liouville

suivants: soient M et N, deux variétés riemanniennes orientées de dimension n:
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1.3.5 Théoréme Si M est p-parabolique et N est p—hyperbolique, alors il n’existe pas
d’application localement Lipschitzienne non constante f: M — N & s-dilatation bornée
S _P_

ou p>1et m=p_1.

1.3.6 Théoréme Si M est p-parabolique et N est p—hyperbolique, alors toute applica-
tion de degré fini localement Lipschitzienne f : M — N & g-codilatation bornée ot
q = ;27 , est dégénérée (i.e Vol(f(M)) =0).

Nous avons supposé que f est localement Lipschitzienne pour simplifier. Toutefois, ces
résultats sont encore vrais sous des hypothéses plus générales. Nous renvoyons a ’article

[37]) pour des énoncés plus précis ainsi que des démonstrations.
O

1.4 Optimalité des théorémes sur la dilatation et la codilatation bornées

Dans ce paragraphe, on va montrer, en s’'inspirant de la méthode utilisée par P. Pansu
pour la preuve de la proposition 8.1 de [35], que les résultats du paragraphe précédent (en
particulier la proposition 1.3.1) sont optimaux dans la classe des variétés riemanniennes
paraboliquement réguliéres.

D’abord, on a ce corollaire de la proposition 1.3.1

1.4.1 Corollaire Soient M et N deux variétés riemanniennes paraboliquement réguliéres
telles que d := dpor(M) < d' := dper(N), alors il nexiste pas de difféomorphisme a

g—-codilatation bornée f : M — N si g € (Td_’—l, d_(_if .

Preuve Soit g € <de_,"]‘_, d%l] quelconque. Posons p = q—3_1 alors d < p < d, et donc
par hypothese, N est p—hyperbolique et M est p-parabolique. Le corollaire découle par

conséquent de la proposition 1.3.1
O

Le lemme suivant décrit les coefficients de dilatation pour une classe d’applications radiales

entre modeles & symétrie sphérique (voir fin du §1.2 pour cette notion).

1.4.2 Lemme Soit f.: Mj — M], difféomorphisme radial entre deux modéles & symétrie

sphérique telle que

fe(r,0) = (r%0)

pour v > 1 (¢ > 0 est un paramétre). On suppose que les variétés M} et M}, sont

décrites par des fonctions h et h' telles que:

h(iry=r* et R'(r)=r* pour r>1
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avec 0 < p <1< y'. Alors les coefficients de dilatation de f. sont:
AL = crc_l, et A= rH B = 2,---n.

pour r assez grand
Preuve Soient Y},---Y,_1, une base orthonormée de T,S" ! et (r,0) € My, alors
{R = %,Xl, -+ Xn-1} est une base orthonormée de TM} avec X; =r~FY,.

Au point (t,0) € M}, une base orthonormée est alors donnée par :

0
sz—t’ X{,---, T’l_l

!
avec X! =t7HY;.

On a f(r,0) = (t,0) avec t=r°donc:

R—cr 'R
Fro): { X; o rew-nx!

Comme 0 < g <1< g/, ona ¢! < ¢4 pour r assez grand. Le lemme est
démontré.
a

Remarque:
La condition 0 < u <1< ' entraine que:

d=dper(M}}) <n et d =dpe,(Mp}) >n.

Montrons maintenant que les obstructions données par le corollaire 1.4.1 sont optimales
lorsque d < n < d':

1.4.3 Théoréme Supposons d < n < d' et ¢ > 1, alors on peut construire des variétés
riemanniennes M et N paraboliquement réguliéres de dimension n ayant les propriétés

suivantes:
1) dpar(M) = d et dpar(N) = dl;

2) il existe un difféomorphisme 4 q—codilatation bornée f : M — N si et seulement si
¢ (_d’ L]
¥ \gT-1d-1|"

Preuve La condition ¢ & ( E,ii_l—i, df‘il] est nécessaire par le corollaire 1.4.1. Pour montrer
qu’elle est suffisante, on prend pour M et N des modéles a symétrie sphérique: M = M[
et N =M/, ou

h(r) =r# et h'(r) = r*

pour r > 1.

Les conditions dpq, (M) = d et dpar(N) = d' imposent les valeurs p = =L et /' = %:—11 (en
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particulier p < 1 < p'car d < n < d'). Considérons maintenant ’application
Je: M — N, définie dans le lemme précédent, on a alors, par le lemme 1.4.2

|An—1f|q — l,’,a
J; c

ou a=gq(c(d —1) - (d—1)) — (ed' — d) pour r assez grand, de sorte que si I’on choisit

cd —d
1=99 = Gy TE-Dn

. 1
alors, on a en tout point |A,—;f|? < p Jg,.

Lorsque ¢ varie de 0 & alors ¢(c) varie de & +oo; et lorsque ¢ varie de 1 a

d—1 d
d-1 d-—1

dl
+o00, g(c) varie de 1 & 71
On a donc montré que pour tout g € (1, de:“‘) U (d—i‘%, oo) il existe un difféomorphisme a
g—codilatation bornée f.: M — N.

d o

Il reste a traiter le cas q = 71 On définit Papplication: foo: M — N par

foolr,o) :=(€",0) (pour r assez grand).

On a alors
Wn-1fool’ _ r(g@-1)-) (1-q)(d-1)
Jy
d/
Par conséquent, puisque g = 71 on a

mn}lfool" = -0 <
f

oo

ce qui acheve la démonstration.
O

Passons & présent & ’étude des applications & dilatation bornée. On a comme vu plus haut:

1.4.4 Corollaire Soient M et N deux variétés riemanniennes paraboliquement réguliéres
telles que d := dpe,(M) < d := dpe,(N). Alors il n’existe pas de difféomorphisme a
$ d d :

s—dilatation bornée si 2+ € (=, 7%7) -

Preuve La preuve est similaire & celle du corollaire 1.4.1 (en s’appuyant sur la remarque

1.4).
0

Cette obstruction est optimale si d’' > n:

1.4.5 Théoréme Supposons que d < n < d', alors on peut construire des variétés

riemanniennes M et N paraboliquement réguliéres de dimension n telles que
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1) dpor (M) = d et dper (N) = d,

2) il existe un difféomorphisme & s—dilatation bornée f : M — N si et seulement si
wr ¢ (2t o) -

" 4 , . .
Preuve La condition ﬁ ( d,d T ddI] est nécessaire par le corollaire 1.4.4.
Pour montrer la réciproque, on considére les mémes variétés M et N que dans la preuve

du théoréme précédent, ainsi que la méme application f.: M — N. On a
8
i’ _ s
I
pour 7 assez grand et ot B = (¢(d' — 1) — (d — 1))s — (ed' — d)(n — 1) . Choisissons

5= 3s(c) = (n—1)g(c) = (f(cj_—fl))(f;ﬂ’

de sorte que
ldf|* < cte. Jf.

On a donc obtenu pour tout 2+ € (1, %) U (d;fl, oo) un difféomorphisme & s—dilatation
bornée f.: M — N.

11 reste a traiter le cas g = d, . On prend Papplication foo(r,u) := (€, u) (pour r assez
grand) qui vérifie

p
|df| — 'f'l—d S 1.
Jy

1.5 Applications entre groupes de Carnot

Commengons par rappeler la définition d’un groupe de Carnot qui sera développée dans

Pannexe A.

1.5 Définition Un groupe de Lie G est un groupe de Carnot s’il est simplement connexe,
et son algébre de Lie G admet une décomposition G = @[_,V* telles que

1) Vz-’:—l [Vl Vz]
2) VLVICcVitisi 45 <7

3) [VLVI|=0sii+j>r

1.5.1 Proposition Soit G un groupe de Carnot de degré de nilpotence r. Munissons G
d’une métrique riemannienne invariante i gauche, alors G est une variété paraboliquement
réguliére et sa dimension parabolique est donnée par

.
dpar (N) =Y id; ot d; = dim(V?).
=1
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Preuve On sait que Vol(B(e,r)) < cte r¢ pour r > 1 (voir[21]), donc G est
d-parabolique (voir [36]). De méme, on sait que

Aire(BQ)d_i_l > cte. Vol(Q2)

si. VolQ > 1 (voir[7]), donc @G est p-hyperbolique pour p < d; et comme G est &

géométrie bornée, on obtient le résultat (voir [36]).
' a

Via Papplication exponentielle, on peut identifier G =2 G = éBzT:lVi; la loi de groupe est

alors donnée par la formule de Campbell-Hausdorff :
1
z-y=z+y+ey +-

Un groupe de Carnot GG est muni d’une “norme homogéne” définie par
p g

1
27!
27!

T AALY
lell = 3 el
=1

ou l'on aécrit z = (z1, -+ ,2,) € G avec z; € V; et ||-||y. dénote la norme euclidienne
y ’ J J J

sur V;.

On peut ainsi introduire un groupe a un parameétre d’automorphismes é; : G - G, t > 0
(les “dilatations”) définis en coordonnées exponentielles par

(St(ZL') = (t(L‘l, t2.'132, “ee ,triL‘T).

On a alors les propriétés suivantes :

dst = 05004
[6:(@)ll = tll=ll.
Remarque Si l'on définit p : G x G — Ry par p(z,y) := ||z~ 'y, alors p ne vérifie

en général pas 'inégalité triangulaire mais elle est équivalente & la métrique de Carnot-
Carathéodory sur G. Dans certains cas, par exemple les groupes de Heisenberg, p est

une distance (voir [30]).

Posons S¢ := {u € G : [luf| = 1}, alors S est difféomorphe & une sphére §7~1; et il est

clair que tout z € G\ {0} s’écrit d’'une maniére unique sous la forme

T = b¢(u)

avec t = ||lz|| > 0 et u = 6,/4(x) € Sg. On note z := (t,u) et on dit que (¢,u) sont les
coordonnées polaires de . '

Ces coordonnées polaires permettent d’introduire la notion de difffomorphisme homogéne
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entre groupes de Carnot ( cf §9.2 de [35]). Plus précisément, soient G et G’, deux
groupes de Carnot, d; et &% les familles de dilatations correspondant respectivement
3 G et G'. Donnons un difffomorphisme quelconque % : S — S, (¢ > 0), alors
lapplication f.: G — G' , définie par:

fet,u) = (%, 9(u))

(pour ¢ > 1) est homogene de degré ¢, c’est & dire fo(6;z) = 8 fe(z).
En effet: soit z € G; on sait que z = d;(u) avec s=|z|| et ue S

fc((stx) = fc(‘stésu) = fc((stsu) = 6Ets)°«f‘3(u)
= ey fou) = Ote fe(su) = die fe(u) .

1.5.2 Théoréme Soient G et G' deux groupes de Carnot de méme dimension n. Notons

d (resp. d') et r (resp. r') la dimension parabolique et le degré de nilpotence de G (resp.
G’). On suppose que d < d'. Siq € ( I 1] alors il n’existe pas de difféomorphisme

f:G— G’ a g-codilatation bornée.

Siqg¢g ( 71 dd T] alors il existe un difféfomorphisme f : G — G' & g-codilatation bornée.

Remarquons en particulier que si » = 1 (i.e. G est abélien), alors on sait par ce théoréme
qu’il existe un difffomorphisme f : G — G’ & g-codilatation bornée si et seulement

siq ¢ ( T ddr] Par contre, lorsque 7 > 1 , on a alors un “intervalle d’ignorance”

(df‘ll, %) pour lequel on ne sait rien dire.

Preuve La premiére affirmation découle du corollaire 1.4.1 avec d = dper(G) et
d = dpe, (G").

Soient ¢ & (5 '1, 7=let foir G — G’ I'application définie ci-dessus, nous allons montrer
qu’il existe une constante K telle que:

|An_1fe(z)|?

Tl < Klel® (1.6

Pour tout z € G tel que ||z|] > 1 (il s’agit de la “norme ” définie au § 5) avec
a:=ale,q) =qlc(d —1) — (d—71)) — (ed’ — d), de sorte que si on choisit:

a0 = cd —d
AT —(d=1)’

. A'n,— q . . N

alors a =0 et donc L-% < K, pourtout z € G. Ainsi, lorsque c¢ varie de 0
fe

, d-r : \ : d .
a d,——,].7 q varie de T, 2 , + 00; et lorsque c¢ varie de 7 a 400, g¢(c)variedeO
a 1 Pour le cas ¢ = 71 on prend f(t,u) = foolt,u) = (e*,%(u)). La deuxieéme

affirmation sera donc démontrée dés que l'on aura établi (1.6).
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Pour montrer (1.6), on fixe z € G tel que ||z|| > 1. On peut écrire z = d,u avec u € Sg,
et t > 1. Posons hy := Ly (-10fc0oly : G — G' et notons A(z) := dhe(z) . La

relation f.(6iu) = 0 fe(u) entraine

A(z) = A(btu) = 8jc 0 A(u) 0 841,

et comme A(u) est borné pour u € Sg et |An—1fe(z)| = |An—1A(z)], identité ci-dessus
entraine

lAn—lfcl S cte.|An_16£c||An_15t—1 | .

Comme |Ap—18}c|=t4" et |Ap_16-1| =t~ @ sit>1,0ona
|An_1fe| < cte. t(@—1)—(d=r)

pourt > 1.

D’autre part, Jy (z) = detA(z) = det(d}c) det A(u) det(d;-1), donc
Jg, > cte. 1471,

Les deux inégalités précédentes entrainent (1.6).
O

Par des raisonnements similaires, P. Pansu a obtenu le résultat suivant sur les applications

a s—dilatation bornée (voir [35]).

1.5.3 Théoreéme Soient G et G', deux groupes de Carnot de méme dimension n.
Notons d (resp. d') et v (resp. r'), la dimension parabolique et le degré de nilpotence de
G (resp. G'). On suppose que f—: <d<d.

Si 2 € (aﬁ‘l_'—l, dfdl] alors il n’existe pas de diffomorphisme f : G — G' 4 s-dilatation
bornée.

Sis¢ (f—:, d] alors il existe un difféomorphisme f : G — G' 4 s-dilatation bornée.



Chapitre 2

Inégalités de Sobolev sur les espaces métriques

mesureés

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de montrer I'inégalité de Sobolev globale sur les espaces
métriques mesurés. Pour ce faire, nous aurons besoin de rappeler 'approche axiomatique
des espaces de Sobolev proposée par V. Gol'dshtein et M. Troyanov (voir [14] ).

Notons que pour montrer cette inégalité, nous adapterons les techniques de Bakry et al.
(voir [2] ) & notre contexte.

Tout au long de ce chapitre, nous supposerons que les espaces métriques mesurés (X, d, u) sont
tels que

1.) p est une mesure extérieure Borel régulieére( pour la défintion voir par exemple[10]).
2.) Pour toute boule B C X, de rayon strictement positif nous avons: 0 < u(B) < co.
3.) L’espace métrique est propre, c’est -a- dire que les boules fermées sont compactes.

(X,d,p) (ot p > 1) Pespace des fonctions qui sont p-

Nous noterons L! (X) := L}

intégrables sur tout ensemble borélien borné.

2.2 Espaces de Sobolev sur les espaces métriques mesurés

Cette section est une présentation rapide de 'approche axiomatique des espaces de Sobolev
sur les espaces métriques mesurés, le plus souvent référence sera faite & l'article de V.
Gol’dshtein et M. Troyanov (voir [14] ).

Pour définir un espace de Sobolev axiomatique sur ’espace métrique (X,d, ), on sup-

1
loc

mesurables positives, appelées pseudo-gradients de u .

pose qu’a chaque fonction u € L; (X) est associée un ensemble D(u) de fonctions

Dans cette approche, la facon dont est construit les pseudo-gradients importe peu; par

contre la correspondance u — D(u) doit satisfaire les cinq axiomes suivants:

19
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Axiome Al (Non trivialité)
St u: X — Ry est k Lipschitz alors la fonction

k si u>0

=k sgn =
g sgn(u) {0 si u=0

appartient ¢ D(u).
Axiome A2 (Sur-linéarité)
Si g1 € D(u1),g92 € D(ug) et g > |alg1+|8|g2 presque partout, alors g € D(auy+Bus).

Cet axiome entraine que D(u) est convexe et D(au) = |a|D(u).
Axiome A3 (La régle de Leibniz)
Si g € D(u) alors pour toute fonction Lipschitzienne et bornée ¢: X — R, la fonction

h(z) = (I¢llog(z) + Lip($)|u(z)|) appartient & D(u).

Axiome A4 (min et max)

Soient u = max(ui,u) et v = min(uj,uz) ou uy,uy € L}OC(X).
Si g1 € D(uy) et g2 € D(uz) alors g = max(gy,92) € D(u) N D(v).
Fixons p € [1,00[.

Axiome A5 (La complétude)
Soient {u;}; et {gi}i deux suites de fonctions telles que: g; € D(u;) pour tout i.

Si wu; tend vers w dans LY (X) et (g; —g) tend vers 0 dans LP(X) alors g € D(u).

Maintenant, nous sommes en mesure de rappeler quelques définitions et théorémes connus
(voir [14]).

2.1 Définitions 1.) Soit u€ L} (X), la p-énergie de u est:
Ep(u) = inf{/ g du:gce D(u)} .
X

2.) Lespace de p—Dirichlet L'P(X) est I'ensemble des fonctions u € L} (X) de
p—énergie finie.

3.) L’espace de Sobolev est alors:

WP(X) .= LYP(X) N LP(X)

4.) L’espace de Royden est:
AP(X) = LYP(X) NnC(X) N L®(X).

On verra, par la suite, que dans les cas habituels AP(X) est une algébre.
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2.2.1 Théoréme 1.) WHP(X) est un espace de Banach pour la norme

Y4
lullwire = ( /. b au +ep(u>)

2.) AP(X) est un espace de Banach pour la norme

vp(u) = [[ulloo + llullzrs

S

ot lullgre = (Ep(w))

Preuve voir [14].
O

2.2.2 Proposition Pour toute fonction u € L1P(X) avec p €]1, 0], il existe une fonc-
tion unique g, € D(u) telle que: [, gh dp = Ep(u). La fonction g, est appelée alors
le p—pseudo-gradient minimal, et elle est notée par Dju.

Preuve Voir [14].
O

2.2 Définition Un espace de Sobolev est dit local si la propriété suivante est vérifiée:
Si wu est constante presque partout sur un borélien borné A de X, alors &,(u|lA) =0 ot

Ep(uld) == inf{/A g’ du:g € D(u)}.

2.3 Espaces de Sobolev obtenus par complétion

Dans ce paragraphe, nous supposerons qu'une famille de pseudo-gradients ﬁ(u) a été
définie seulement pour les fonctions localement lipschitziennes u: X — R, et que cette
correspondance vérifie les axiomes A1 — A5. Par la procédure de complétion décrite ci-
dessous, nous allons définir les pseudo-gradients pour toute fonction dans L] (X).

Tout d’abord, introduisons ces notations: F est 'ensemble des fonctions localement
lipschitziennes, et F. C F est I’ensemble des fonctions localement lipschitziennes 3

support compact.

2.3 Définition Soient v € L} (X) et g : X — [0,00] deux fonctions, alors g €

loc

D(u) si et seulement si ou bien g = oo , ou bien il existe deux suites de fonctions
mesurables {up}n et {gn}n telles que les wu, sont localement lipschitziennes, ¢, €
D(un), up — udans LY (X) et (g —gn) = 0 dans LP(X).

loc

2.8.1 Proposition La correspondance u — D(u) satisfait les axiomes Al — A5 pour
tout u € L} (X).

loc

Preuve Voir [14].
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2.4 Définition Soit 1 < p < oco. Une suite {u;}; C WIP(X) converge vers u au
sens de la m-toplogie si u; — u dans LP(X) et Dyu; — Dyu dans LP(X).

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un théoréme de densité qui sera trés utile

par la suite.

2.3.2 Théoréme Si I'espace de Sobolev X est local et p €]1,00[, alors F. N\W1P(X) est
dense dans W'P(X) pour la m~—toplogie.

Preuve Voir théoréme 1.29 de [14].

2.4 Exemples d’espaces de Sobolev

Dans cette section, nous allons rappeler quelques exemples d’espaces de Sobolev sur les

espaces métriques mesurés.

2.4.1 Espaces de Sobolev au sens de Hajlasz

Une fonction mesurable g : X — R+ est un pseudo-gradient au sens de Hajlasz pour la

fonction u: X — R si:
lu(z) — u(z")| < (9(z) + g(z"))d(z,z) (2.5)

pour tout z,z' € X \ F o F C X est un ensemble de mesure nulle.
Notons alors par HD(u) ’ensemble de tous les pseudo-gradients au sens de Hajlasz,
P’espace de Dirichlet par HL'®(X) et I’espace de Sobolev par HW P (X, d, ).

2.6 Remarques: 1.) L’espace X muni de I'espace de Sobolev au sens de Hajlasz vérifie
les cing axiomes de ’approche axiomatique des espaces de Sobolev sur les espaces
métriques mesurés(voir [14] ), et c’est un exemple d’espace de Sobolev non local.

2.) En intégrant deux fois I'inégalité (2.5), voir par exemple [14], on obtient 'inégalité

de Poincaré de type (1,1) suivante

]{? lu — ug|dy < C diam(B) (ﬁ gd,u) (2.7)

pour toute boule B C X.
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2.4.2 Espaces de Sobolev au sens de “Stretching”

A présent,Nous allons donner un exemple d’espace de Sobolev local.
D’abord introduisons quelques notations: Pour une fonction localement lipschitzienne
u: X — R et une boule B(z,r) C X définissons

|u(z) —u(y)|

Ly,(z) := sup ————— et Ly(z) := limsup L, ,(z).
d(y,z)<r T r—0

SD(u) est alors 'ensemble des fonctions boréliennes g telles que:

9(z) 2 Ly(z)

pour presque tout r € X.

Nous définissons alors les pseudo-gradients pour toutes fonctions u € L}OC(X ) par la
procédure de complétion.

L’espace de Sobolev associé est noté SWHP(X,d, ) . 11 vérifie les cinq axiomes, et c’est

un exemple d’espace local.

2.4.3 Espaces de Sobolev au sens de sur-gradient

Nous supposerons que X est un espace métrique rectifiablement connexe, c’est -a- dire

que pour tous z,y € X il existe une courbe v liant z & y de longueur finie.

2.8 Définition Soit u : X — R une fonction localement lipshitzienne.
Une fonction borélienne g : X — R, est dite un sur-gradient si pour toute courbe
lipshitzienne v : [0,1] — X nous avons:

1
ur(1) = u(rO)] < [ ot a.
Et nous définissons 'espace de Sobolev par complétion.

Nous noterons par UD(u) 'ensemble des sur-gradients d’une fonction v € L .(X),

par UWP(X, d, 1) I'espace de Sobolev associé.

Cet espace vérifie les cinq axiomes et c’est un exemple d’espace local (voir [14]).

2.5 inégalité de Sobolev globale

Tout au long de ce paragraphe, on supposera que les espaces de Sobolev sont définis par
complétion.

Pour montrer les inégalités de Sobolev, nous aurons besoin d’introduire cette définition.

2.9 Définition L’espace de Sobolev est dit absolument local si:
(a) X est local(voir définition 2.3.2),
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(b) pour toute fonction localement lipschitzienne v : X — R nous avons:

g €D(u) = g X{zu() > o} € D(u™)

ot vt = max(u,0).

Une simple vérification montre que les espaces UWUYP(X,d, ) et SWP(X,d, ) sont
absolument locaux (voir lemme 10.4 de [24]).

2.5.1 Proposition Soit (X,d,u) un espace métrique mesureé muni d’une strucure
d’espace de Sobolev absolument local alors pour tout v € LYP(X,d,u) on a :

1.) Si g € D(u) alors g x{s <u <s+t} € D(v) ot s, t sont deux nombres positifs et
v=t—(t—(u—s)")*. '

2.

1 1
O ukl?in)? < 27 Jlullgs
keZ

ot up = pF(p—1) = (p*(p—1) = (u = p*)")* avecp > 1.
La fonction wu; peut également s’écrire

0 si u(z) < p*
u

Observons aussi que si u(z) > 0 alors u(z) = >,y uk(z).
La condition (1) est similaire & la propriété de troncation utilisée dans [24, page 9].
De méme, la condition (2) est similaire & la propriété (Hp) de [2].
Preuve
1) Ona gXxpus>s € D((u—s)"), et donc g Xpu > s} Xjt—(u—s)+ > 0y € D(v), ie
9 X{s <u <s+t} € D(v).
2.) Posons Ay ={z:p* < u(z) < p*}, By ={z:0* < u(z) < p**'} et
Cr ={z: u(z) =p* }.
La premiére partie de la proposition entraine:

Ep(ug) < fAk g? dpu, comme Ay = BxUCUCk41, onadonc pour tout g € D(u) les

inégalités suivantes:
> &w) < Z/ g”du+2Z/ 9P dy
k k7B k7 Ck

< 2/ g° dp.
X

' 1 1
cest -a- dire (Cpez luelfn)? < 27 Jullzos.



2.5. inégalité de Sobolev globale 25

Nous avons alors un corollaire immédiat.

2.5.2 Corollaire Sous les mémes hypothéses et notations que la proposition précédente

nous avons:
L) lvllgre < C llulizre
1
2) Xk Nurlzip)= < Cllullgre pour tout o > p.

O
Notons par F* la famille des fonctions u positives localement lipschitzienne & support

compact.

2.5.3 Théoréme Soit(X,d, 1) un espace métrique mesuré muni d’une structure d’espace
de Sobolev absolument local.

Supposons que I'espace métrique (X,d) est propre, qu’il existe une famille d’opérateurs
{M, :r >0} et un nombre 1 < p < s tels que pour toute fonction u € FT nous avons
ces deux inégalités pour tout v >0 :

1') ”Mr'u'”oo <Gy T“SH’U/”1

2) llu—Mull, < Cs 7 |lull g1

Alors on a l'inégalité de Sobolev globale:

([ 1 du)% < C(&m)

pour tout u € Ftet ou C est une constante qui ne dépend que de I’espace X, et ¢ = %-

8=

(2.10)

Preuve Ce théoréme est une conséquence des théorémes 3.1 et 9.1 de [2]. Nous en donnons
ci-dessous une preuve directe.

1% étape:

Soit u une fonction positive localement lipschitzienne 4 support compact. Si on pose

T=141, on a cette inégalité:

1 1 =+
sup {Au(u 2 A} < Cs flullzi, llulli™
A>0
Preuve (preuve de la 1°7 étape)
Fixons A > 0, et soit 7 > 0 telle que: Cir~*||ull;, = %
plu 2 A) < p(lu— Ml 2 ) +u(Mrul > 3), or [[Myulle > |Myu(z)| presque
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partout et Cir~*|lully > | M,ullso, donc 3 > [[Myullow > |M,u(z)|, pour presque

tout z € X, et donc wp(|Myu| > %) = (. Ainsi

A
plu 2 X < p(lu= Mol 2 3)
2
< (P llu = Mrul;
<2

(5 CE ¥ &ylu)
< 2C)PBCNEANPOFDE (w)lullf .

Et donc l'inégalité annoncée est une conséquence de cette derniere inégalité.

Comme u est bornée et & support compact, on a alors cette inégalité:
1 = L
Asupo{kﬂ(u 2 N} < Csllull 21, (lulleo #(supp(u))) =+ (2.11)
>
2¢me étape:
L’inégalité (2.11) entraine:

1
sup {Ap(u > A} < Cy|lullgte
A>0

Preuve (preuve de la 2™ étape)

Soit u une fonction localement lipschitzienne positive 4 support compact, sous les mémes
notations que la proposition 2.5.1, on a donc:

supp(up) C {z : u(z) > p* et {& : w(z) 2 Mo - 1)} = {z : wlz) > pFT1}, et
luklloo < pF(p — 1).

On applique & u; inégalité 2.11 avec ) = p*(p — 1), nous aurons alors:

1

1 _8_
PPlo—Dp(u = pPF)m < GollullZi} (PF(p—1) plu > p*))5.

Ce qui entraine:

N u|| o1, ﬁi _k 1.9
pu > FF < ce(%%éf) 5B (bl > o)
Dans cette inégalité, nous sommes basés sur le fait que: ¢ = s—s_%.
1
Si nous posons N (u) := sup,{p* pu(u > p*)7}, alors
N# < Cypr eyt yietr,
p —_—

a
Comme N(u) < oo, nous obtenons N(u) < Cgf_—pﬂluﬂﬁl,p.
Pour A > 0 il existe un nombre k € Z tel que: p* < X < pFtl.
1 1
Et donc A (u(u > )7 < pFtL (u(u > p*))e, ainsi

;gﬁMMuznﬁ}s p N(u)
1+

< G (p"_—l)ﬂullclm-
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i

Rappelons que la norme de Lorentz d’une fonction u: X — R est définie pour a,b > 0 par
lullap = (0 f5°(t* nlu = 1)),

Le théoréme de Fubini entraine: ||ull,, = ||ullq

3%me étape:

Pour toute fonction positive u localement lipschitzienne et & support compact, on a pour
tout a>p:

lullga < Cs flullzrs.

Preuve (Preuve de la 3¥™¢ étape:)

On applique la 2™ étape & ug avec A = p¥(p — 1), nous aurons alors:

Cy
=D llukllcre-

oy -

Pru(u > p)

Soit a > p, donc

o

(St = o)D) < D25 (8 el
k P ) k

Le corollaire 2.5.2 entraine ainsi l'inégalité avec Cj = C)C_Y—“lj.
En particulier, Jjull; = |lullgq < Cs ||lullgre, car ¢ > p.
(]

2.12 Remarque: Il est facile de vérifier a partir des axiomes A2 et A4 que D[u] C D[|ul],
donc

Ep(jul) < Ep(u).

On en déduit que l'inégalité de Sobolev globale (2.10) reste vraie pour toute fonction
localement lipschitzienne et 4 support compact.

Nous avons un corollaire important du théoréme 2.5.3

2.5.4 Corollaire Sous les mémes hypothéses que le théoréme précédent l'inégalité de

(/f 1t du)% < O (&)}

est vérifiée pour toute fonction u € WiP?(X,d,p).

Sobolev globale

Preuve Par le théoreme 2.3.2, nous avons la densité des fonctions localement lipschitzi-
ennes 3 support compact pour la m—topologie; et donc pour tout u € W'P(X,d, p) il ex-
iste une suite de fonctions {u;}; € F, telle que u; - wdans LP(X) et D*u; — D*udans
LP(X).
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Comme u; — wu dans LP(X), il existe une sous suite {u,}; qui converge presque
partout vers wu.
Par le théoreme 2.5.3 et la remarque 2.12 nous avons

”“W]‘ lg < C ”Unj”ﬁvp-
Par passage a la limite inferieure nous aurons:

liminf uy, l; < C liminf fugllers = C lull o,
j—o0 j—0

car D*u; = D*u dans LP(X).
Le lemme de Fatou implique:

1

q
. . ) q < : 3 .
(/X (hmg)lf Un; ) d,u) < 1lj¥gg}f||un,“qa

it

donc
1 N
(J‘X u? dp)e < lim inf; 0 ”uﬂj “q-

Et ainsi on a )
([ e au)" < gt
X

2.13 Remarque: La propriété suivante: il existe deux réels s > 1 et C > 0 tels que
w(B(z,r)) 2 Cr’
pour tout r > 0 et pour tout £ € X entraine la condition (1) du théoréme 2.5.3 avec

MT(’U,)(E) = f'B(z,r) udy = UB(z,r):

2.6 inégalité de Sobolev globale sur les espaces de type homogene

Un des cadres dans lequel la théorie des espaces de Sobolev sur les espaces métriques
s’applique de maniere assez satisfaisante est celui des espaces de type homogéne, dont on

rappelle briévement la définition. Pour plus de détails voir ’annexe B.

2.14 Définition Un espace métrique mesuré (X, d, 1) est dit de type homogéne s’il existe
une constante C > 0 telle que:

0 < u(Bla,n) < Cp(B(z,3)) < oo
Pour tout x € X etr > 0.

Nous allons appliquer le corollaire 2.5.4 au cas particulier des espaces de type ho-
mogeéne munis d’une structure d’espace de Sobolev axiomatique absolument locaux, et

ou Mr(u)(:v) = JCB(x,r) udp = UB(z,r)-
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2.6.1 Corollaire (inégalité de Sobolev globale sur les espaces de type homogéne )
Soient (X,d,u) un espace de type homogéne muni d’une structure d’espace de Sobolev
absolument local et 1 < p < s deux réels.

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites:

a)(X,d) est complet,

b)pour tout r > 0 et pour tout z € X on a:

p(B(z,r)) 2 Cr’

c) I'inégalité de Poincaré de type p

/ lu — uplPdp < Cdiam(B)”/ gPdu
B B

est vérifiée pour toute boule B C X, pour toute fonction u: X — R localement
lipschitzienne & support compact et pour tout g € D(u).
Alors l'inégalité de Sobolev globale de type (p, q)

(/[ tut du)é < (& (w)

est vérifiée pour tout uw € WP(X,d, ), avec ¢ = f_p;.

el

Preuve Le corollaire 2.5.4 avec les faits suivants:
1.) L’espace métrique est propre par la proposition B.4 de Pannexe B,

2.) Tlinégalité de Poincaré globale de type p est vérifiée (voir la proposition B.0.3 de
l'annexe B),

3.) IM(u)]leo < C1r~*|lul|1 pour toute fonction u positive localement lipschitzienne &
support compact, et pour tout r > 0 o M;(u)(z) = up(g,) (voir la remarque
2.13),

entrainent le corollaire.

Application du corollaire 2.6.1

Si (M, g) est une variété riemannienne compléte telle que
1. Vol(B(z,r)) > Cr® pour tout r > 0,
2. I'inégalité de Poincaré de type p est vérifiée pour toute boule BC M ou 1 < p < s,

alors dimisop > s—s_%.

Ce résultat se trouve dans [7] théoréme 3.






Chapitre 3

Homéomorphisme de p-dilatation bornée

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étendons la définition des homéomorphismes & s—dilatation bornée
aux espaces métriques mesurés.

Ensuite, nous généralisons le théoréme de P. Pansu mentionné dans l'introduction. Nous
nous inspirons des techniques utilisées par Pansu pour la preuve de ce théoréme.

Comme dans le chapitre précédent, les espaces métriques mesurés sont tels que

1.) u est une mesure extérieure Borel réguliére,
2.) pour toute boule B C X, de rayon strictement positif nous avons: 0 < u(B) < oo,

3.) Despace métrique est propre.

Les espaces métriques mesurés sont toujours munis d’une structure d’ espace de Sobolev

axiomatique vérifiant les axiomes Al-AS5.

3.2 Applications de p—dilatations bornées

Tout d’abord, nous étendons la définition des applications & p—dilatation bornée aux

espaces métriques mesurés.

3.1 Définition Soient X,Y deux espaces métriques mesurés et f: X — Y un
homéomorphisme. L’application f: X — Y est dite & p—dilatation bornée si :

[T APY) - AP(X)
v — vof

est un opérateur borné ou AP(X) est I'espace de Royden (voir définition 2.1).

3.2 Remarque: Dans le cas particulier ou f: M — N est un difféomorphisme entre
variétés riemanniennes orientées, cette définition est équivalente & la définition 1.3 du
premier chapitre (voir théoréme 6.2 du [37]), & savoir f est & p—dilatation bornée si et
seulement si |df|P/J; € L®°(M).

31



32

3. Homéomorphisme de p-dilatation bornée

Avant d’énoncer les résultats principaux de ce paragraphe, rappelons encore quelques

définitions classiques.

3.3 Définitions 1.) Un espace métrique mesuré X est dit s-régulier au sens d’Ahlfors

2.)

3.)

4,)

5.)

6.)

s’il existe C > 1 tel que pour tout z € X et tout r > 0 on a:

=1 < u(Blar) <O (3.4)

Un espace métrique mesuré X est dit localement uniformément régulier (au sens
d’Ahlfors) de dimension locale s s’il existe n > 0 et C > 1 tels que pour tout z € X
et tout r € [0,n] on a:

gwsMwuw»soﬁ.

Un espace métrique (X,d) est Q-quasi-convexe (ot Q > 1) si pour tout u,v € X
il existe une courbe v : [0,L] — X liant u & v telle que £(y) < Q d(u,v), ou

£(7y) est la longueur de la courbe 7.

Soient (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques, et f: X — Y un homéomorphisme.

f est une quasi-isométrie s’il existe a >0, > 1 tels que:

%a@w—asﬂﬂﬂjwnéﬂﬂaw+a

pour tout z,y € X.

Soient (X, d) un espace métrique et s un nombre positif. Pour tout A C X et 6 >0

posons
H3(A) = inf{> (diam(B;))° : A C U;B; et diam(B;) < 6}.
%

(a) La mesure s-dimensionnelle de Hausdorff de A est alors

H5(A) := lim H3(A).

6—0
(b) La dimension de Hausdorff de A est

dimH(A) :=sup{a > 0: H*(A) = oo}.

L’espace métrique mesuré (X,d, ) vérifie une inégalité de Poincaré de type (q,p)
o1 < q,p < oo s’il existe C>0et A>1 tels que:

(ﬂ |u — upg|? duf < C diam(B) (]{ N q° d,u)% (3.5)

Pour tout v € C(X), pour tout g € D(u) et pour toute boule B ot C(X) est

Pespace des fonctions continues.
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Un espace métrique mesuré (X,d, u) vérifie I'inégalité de Sobolev globale de type
(g,p) avec p,q > 1 s’il existe C > 0 tel que

(/[ du>% < (&)}

pour tout u € C.(X) N L1P(X).

Un espace métrique (X, d) est un espace de longueur si la distance de deux points
quelconques est toujours égale a la borne inférieure des longueurs des courbes qui les
Joingnent, et il est géodésique s’il existe une courbe minimisante entre deux points
quelconques de (X, d).

3.6 Remarques: 1.) La mesure de Hausdorff est une mesure extérieure Borel réguliére.

2.)

3.)

4)

3.)

Si X vérifie une inégalité de Poincaré de type (q,p) alors X vérifie une inégalité de
Poincaré de type (q,p') pour tout p’ > p (c’est une conséquence directe de 'inégalité
de Jensen ou de Holder).

De méme, si X vérifie une inégalité de Poincaré de type (q,p) alors X vérifie une
inégalité de Poincaré de type (¢',p) pour tout ¢’ < ¢q

Si g = p on dit simplement que X vérifie une inégalité de Poincaré de type p.

Rappelons encore que si I'espace X est muni de 'espace de Sobolev au sens de
Hajlasz alors I'inégalité de Poincaré de type (1,p) est vérifiée pour tout p > 1.

Introduisons une classe d’espaces métriques mesurés.

3.7 Définition Un espace métrique mesuré X est dans la classe C(s,p) si

1.)

2)

3.)

L’espace métrique (X, d) est propre et quasi-convexe,

Pespace métrique mesuré (X,d, 1) est localement uniformément régulier de dimen-
sion locale s,

L’espace métrique mesuré (X, d, u) supporte une inégalité de Poincaré de type (1, p)
localement uniformément c’est-a- dire qu’ il existe R > 0 tel que ’équation (3.5) est
vérifiée pour toute boule de rayon r < R, tout u € C(X) et pour tout g € D(u).

Exemple: Si (M, g) est une variété riemannienne compléte & courbure de Ricci minorée

et de rayon d’injectivité strictement positif alors M est dans la classe C(n,p) ol n est la

dimension de M . Nous verrons dans le chapitre 5 d’autres exemples (non riemanniens)

appartenant & cette classe.
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3.8 Remarques: 1.) Rappelons que tout espace de longueur propre est géodésique
(ceci découle d’Arzela-Ascoli), en particulier un tel espace est toujours quasi-convexe.

2.) Si Pespace X est de type homogéne, connexe par arc, complet et vérifiant une
inégalité de Poincaré de type (1, p) pour espace de Sobolev au sens de sur-gradient,

et ol p > 1, alors X est quasi-convexe(voir proposition 4.4 de [24]).

3.) L’inégalité de Jensen implique C(s,p) C C(s,p') dés que p < p'.

3.3 Principaux résultats sur les applications a p-dilatations bornées

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats centraux de ce paragraphe.

3.3.1 Proposition Soient X un espace de la classe C(s1,p) et Y un espace de la classe
C(s2,p) oup > s9 > 81, alors tout homéomorphisme f: X — Y 4 p—dilatation bornée est
lipschitzien; en particulier si sp > $; alors il n’existe pas d’homéomorphisme a p—dilatation

bornée de X vers Y.

3.3.2 Théoréme Soient X,Y deux espaces de la classe C(s,p) ot p > s. Si Xvérifie
une inégalité de Sobolev globale de type (q,p) pour un q > 1 quelconque, alors tout
homéomorphisme f: X — Y 4 p—dilatation bornée est une quasi-isométrie.

Ce théoréme généralise le théoréme de Pansu mentionné dans l'introduction. Pour la
preuve, nous nous baserons sur plusieurs résultats auxiliaires. D’abord, nous avons le

lemme classique suivant (voir par exemple proposition 2.6 de[1] ou lemme 3.6 de [23])

3.3.3 Lemme Soient X un espace localement uniformément régulier de dimension
locales , u€ C(X),0<B<1 et z,y € X avec d(z,y) < {5
(n est la constante donnée par la définition de localement uniformément régulier). Alors

nous avons:

[u(z) — u()] < C'd(x, y)’ (uh 44100 (@) + b 44 )

1

#

ug p(z) = sup ][ lu — Uzl dp
AR 0<r<R rf B(z,r) ()

et C' est une constante qui ne dépend que de 'espace X et de .



3.3. Principaux résultats sur les applications a p-dilatations bornées 35

Preuve Soient z € X et 0 < r < T% fixés. Notons B; := B(z,27%r) ¢ € N, nous avons
alors les inégalités suivantes

I'U'Bi+1 - ,U'Bil = ' 7[ udp _f UB; dﬂ‘l
Bi+1 Bi+1

][ Iu - uBiI dp
B,

1(B;)
< = u—up;| du
w(Bit1) Bil

< 0?25 |u—ug] du.
Bi

IN

La fonction u étant continue en z, ona lim; o up, = u(z), ce qui implique

e o]
lu(z) —up@Enl < Z [uB,, — uB]
=0
o0
< C* Z lu — up;|dp
i=0 VB
m . .
< C*¢ Z(2"r)ﬁ(2_zr)_ﬁ ][ lu — up;|du
i=0 Bi

< 0225+1rﬂu%7r(x).
Soit y € B(z,r)alors B(z,r) C B(y,2r), d’ou

|u(y) - uB(a;,r)‘ < ‘u(y) - uB(y,?r)‘ + |uB(:1:,T) - uB(y,2r)|

< 0228+1+5rﬂuﬁﬂ o (y) +][ |u — U.»B(y’QT)l du
’ B(z,r)
< ZSrﬂu% oY) + (2r)# f |u — uB(y,2‘r)| du
’ B(y,2r)
< (2T 4 2Py Pul, ().

En utilisant I'inégalité triangulaire, nous aurons alors

,“(x) - u(y)l < |u($) - '“'B(:c,r)l + |u(y) - uB(z,r)la

et en prenant r = 2d(x,y), on obtient I'inégalité suivante:

[u(@) = ()] < C'd(,9)” (U 44,) () + ) )

2s+1+ﬁ02 + 98

"
avec C' = 58

a

3.3.4 Lemme Soient X un espace de la classe C(s,p), u € C(X) et g € D{(u), alors pour
tout a € [0,1) et pour tous z,y € X tels que d(z,y) < inf{75, R} on a

]u(:z:) - u(y)l < Cl d(:l?, y)l—a (Ma,4/\d(a:,y),pg(z) + Ma,4/\d(z,y),pg(y)),
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1
ou Mgy rpg(z) =supy . , <p 7"0‘(3"—]5,(m " gP du)?, C1 est une constante qui ne dépend que

de lespace X et de a. La constante R est donnée par la définition 3.7.

Preuve Nous avons les inégalités suivantes:

3|

ro-t fB lu —ug| dp < € r* ‘diam(B(z,r)) (]{ )g” du)

B

Cro—1(2r) <][ g7 du)
B(z,\r)

1
A P
= 2g.‘:'(/\?‘)‘)‘ <][ 9 dﬂ)
A B(z\r)

Et donc ug_a,r(z) < ?\—QMQ,,\,,,,Q(:B) d’otur le résultat en utilisant le lemme 3.3.3.

—

IA
S =

3.3.5 Lemme Sous les mémes hypothéses que le lemme précédent et sip > s on a

u() —u@)l < ¢ d(x,y)l—% < /20)\3 g° dﬂ) ‘1—7

1
pour toute boule de rayon r < inf{gl, R} et pour tous z,y € B, et ot C' = 2C;C».

En particulier, u est localement Holder continue si g € LPloc(X).

Preuve Posons B := B(fo,305) et a := 7, et soient 7,y € B alors nous avons:

B(z,4)\d(z,y)) C B(x,%) et B(y,4\d(z,y)) C B(y,32). De méme, nous avons ces
inégalités:

s 1
Mo trd(zy)p9(T) = sup ”(][ g7 du)r
0 < r <4Xd(z,y)

< Cv osuwp | / Pu)?
0 < r <4Xd(zy) JB(z,r)

C%(/ oPu)?.
B(z,2)

Pour établir ces inégalités, nous sommes basés sur le fait que espace X est localement

uniformément régulier de dimension locale égale a s.

En outre, nous avons 1’ inégalité suivante

1 1
M - <(Cr / Pu)e.
a,4d( ,y),pg(y) ( Bu,2) g .u)

Et donc, par le lemme précédent on a:

u(z) —u < Cy d(z, =3 ((cs P )b C% P s ).
ju(z) ~ u(y)] < 1 d(zy) .<( e (/B(y,n)g“))
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Par I'inégalité triangulaire on a: B(z, %) C 20AB et B(y, ) C 20AB, d’ot

1 _s 1
lu(z) — uly)] < 2C3Cy d(z,5)* 75 ( / & u)?.
20)\B

O
Pour prouver la proposition 3.3.1, nous aurons besoin d’introduire l'invariant de Hoélder
défini par

hyp(z,y) = inf{&y(u) : u € L(X)P N C(X) avec u(z) =1 et u(y) = 0}

3.3.6 Lemme Soit (X,d,u) un espace métrique mesuré et localement uniformément

régulier de dimension locale égale & s, alors
hp(fl,',y) S C d(xay)s_p

pour tous z,y € X avec d(z,y) <.

Preuve L’espace X est localement uniformément régulier, il existe donc n > 0et C > 1
tels que pour tout z € X et pour tout r € [0,7] on a:

1

c r® < u(B(z,r)) < C r.

Soient z,y € X avec d(z,y) <7, et soit la fonction u définie par

0= (-55)

1 . o . N : ] 1
alors u est m-hpschltzmnne a support compact. Par 'axiome A1, la fonction ) XBzd(zy)

est dans D(u); et comme 'espace X est localement uniformément régulier, on a donc

hp(z,y) < C d(z,y)*P.

3.3.7 Lemme Soit X un espace de la classe C(s,p) avec p > s, alors il existe C3 > 0 tel
que

hp(m’ y) Z 02 d(.’L‘, y)s-p
pour tout z,y € X avec d(z,y) < inf{ly, R}.

Preuve Une conséquence immédiate du lemme 3.3.5.
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3.3.8 Lemme Soient X un espace de la classe C(s1,p), Y un espace de la classe C(s3,p)
et f: X = Y un homéomorphisme a p-dilatation bornée.

Sip > s1 > sy alors f est localement hélderienne.

Sip > s9 > s; alors f est localement lipschitzienne.

Preuve Soit z € X fixé, 'espace métrique mesuré Y est localement uniformément
régulier de dimension locale sg, il existe donc 72 > 0, Cy > 1 tels que pour tout

z € Yetre[0,nona:
— %2 < po(B(z,r)) < Cy 72

L’application f est continue en z, il existe alors d(z) > 0 tel que pour tout u € B(z, d)
on a do(f(u), f(v)) <m2 et donc

ho(f(u), f(2)) < C do(f (), f(2))** P

par le lemme 3.3.6.
L’application f étant & p-dilatation bornée, il existe L > 0 tel que

hp(u,z) < L hyp(f(u), f(z))

pour tout u € B(z,6). Posons 7 = inf{4, 5f5, R} ol 7, A sont données par le lemme 3.3.7
appliqué & Pespace (X,d;,u1). Nous aurons alors pour tout u € B(z,1))

hp(u, z) > Cod(u, z)** 7P,

D’ou I'inégalité suivante
L

di(u,2)*7" < & da(f(u), f(2))7P. (3.9)
2

Si on pose o := %, Péquation (3.9) s’ecrit alors

da(f(u), f(z)) < Cs di(u, ) (3.10)

pour tout u € B(z,17) et ou C3 = (—C%)PTISE
Sia <1 ies; > sy ’équation (3.10) entraine que f est localement holderienne.
Si a > 1 alors f est localement lipschitzienne. En effet, posons 7, = inf(7,1) et comme
dq(u,z)® < di(u, ) pour tout u € B(z,71), 'équation (3.10) entraine alors le résultat.
O

3.3.9 Lemme Soient (X, d) et (Y,8) deux espaces métriques, f: X — Y une application
C-lipschitzienne et E C X, alors

H(f(E)) < C*H(E).
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En particulier, dim H(E) > dim H(f (E)).

Preuve L’inégalité (3.3.9) découle immédiatement de I'inégalité suivante
(diam f(B;))* < C° diam B;. (3.11)
|

3.3.10 Lemme Soit X un espace propre et localement uniformément régulier de dimen-
sion locale égale & s, alors la dimension de Hausdorff de X est s.

Preuve Voir [25] §8.7. Le fait que X soit localement uniformément régulier de dimension
locale égale & s entraine qu'’il existe 7 > 0 tel que pour tout z € X on a 0 < H¥(B(z,n)) <
oo (voir §8.18 de [25]).

Soit u € X fixé, il est clair que X = U B(u,i) et B(u,i) C UgexB(z,n), comme
B(u,i) est un compact pour tout i € N, donc il existe une suite {z,}, € X telle que
X = U2, B(ai, ).

Pour tout t > s on a H'(X) < 372, H(B(zj,1)) = 0 et donc dimH(X) < ¢

Pour tout ¢ < s on a H4(X) > HY(B(z4,n)) = co Aot dimH(X) > t. Ainsi dimH(X) = s.

Preuve (preuve de la proposition 3.3.1)

Soient z,y € X fixés. Comme X est quasi-convexe, il existe une courbe 7: [0,1) — X liant
T Ay avec (v) € Qd(z,y), ou Q est la constante de quasi-convexité de X.

Soit K un compact contenant la courbe vy, Papplication f est uniformément continue sur
K.l existe donc §(K) > 0 tel que pour tout uw,v € K nous avons: si dy(u,v) < § alors
da(f(u), f(v)) < 12, les mémes raisonnements et notations que le lemme précédent

entrainent alors

da(f(u), f(v)) < Cs di(u,v)%, (3.12)

pour tout u,v € K avec di(u,v) < fona> 1.
Il existe t9 =0 <t <--- <ty =1avec di(y(t:),y(tis1)) = % pour i=1,---m —1et

d1(Y(tm—1),Y(tm)) < 2.
L’inégalité triangulaire et 'équation (3.12) entrainent

da(f(z <Y dy Y(tir1)) < Cs Y dily(ti), (ti+1)°

=0 i=0

Comme « > 1 on a alors

da(f(2), f(y) < (Zdl (t:) ’Y(tz+1)))
< Gl
< 03 Qa d1($, y)a
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Si di(z,y) <lona di(z,y)* < di(z,y), et donc

da(f(z), f(y)) < C3Q% d(z,y).

Si di(z,y) > 1 alors il existe s = 0 < 57 < -+ < s, = 1 avec di(y(s),7(six1)) =1
pour g =0 <33 <+  <spp=1 di(y(sp-1),7(1)) <1, et donc

k—1
d(f (@), fy) < D da(f(v(s2)), F(¥(si11))
1=0

k-1

< Cs QO‘(‘ d?(’Y(Si),’Y(SiH)))
=

< Cs Qa( dl(’)’(si),’)’(si-i—l)))
i=0

< C3 Q%(y)

< G d(z,y)

I’application f est donc lipschitzienne puisque la constante C3Q°*! ne dépend pas de
z,y € X.
Puisque f est lipschitzienne et surjective on a, par les lemmes 3.3.9 et 3.3.10, 'inégalité

suivante
sy = dimpy(Y) = dimg(f (X)) < dimp(X) = s1,
et comme on a supposé s1 < 89, on a alors s; = s9.

O

3.13 Remarque: La conclusion de la proposition reste valable si on remplace la condition
f est & p-dilatation bornée par la condition suivante: f*: AY(Y) — AL(X) est un opérateur
borné ott AL(X) := C.(X) N LYP(X).

Nous allons généraliser la définition de l'invariant de Grotsch aux espaces métriques

mesurés propres et quasi-convexes.

3.14 Définition L’invariant de Grotsch gy(z,y) avec p > 1 est la borne inférieure des

p-énergies des fonctions u € LY? N C.(X) ot u =1 sur une courbe liant = & y.

3.3.11 Proposition Soit X un espace de la classe C(s,p)ou p > s, et vérifiant I'inégalité
de Sobolev globale de type (q,p), alors il existe C > 0 tel que

gp(2,y) > Cinf{d(z,y); (d(z,y))7 }-

Pour montrer cette proposition, on s’appuie essentiellement sur les deux lemmes suivants:
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3.3.12 Lemme Soient X un espace de la classe C(s,p) ot p > s, B une boule de rayon
inférieur & 5,2 € B, u € LY(X) N C(X), g € D(u) N LP(X) et § > 0 donné.
Supposons que u(z) = 1 et [, 5 19[Pdp < 4, alors il existe 1 (X,p,8) > 0 tel que u > 1
sur B(z,n).

Preuve Conséquence directe du lemme 3.3.5.
O

3.3.13 Lemme Si (X, d) un espace métrique et «y: [0, L] - X une courbe liant z & y et
€ > 0 un réel fixé, alors il existe des points ug,u1, - ,Umt1 € v tels que:

1) uwy=z et upy1 =y
2) d('U,i,Ui+1)=26 Z.:O,"',m—l
3.) d(um,um+1) < 2€

4.) d(ui,uj) >2epourl <i<j<m+1

Preuve Soit ty = sup{t € [0, L] : v(t) € B(z,2¢)}.

On construit par récurrence la suite {t;};: t41 = sup{t € [t;, L] : v(t) € B(v(t:),2¢)}.

A chaque itération on a deux cas:

1¢"cas: Si t;4; = L on s’arréte.

2¢™ecas: Si t;41 < L on continue, et dans ce cason a: t; < to < -+- < t; < tir1 < L, de
plus y(ti41) € 0B(7(:), 2¢).

1°7¢ affirmation:

Il existe k € N tel que £, = L.

En effet, sinon pour tout k£ € N on aurait ¢; < L et donc la distance

d(v(t),v(tj+1)) = 2n (3.15)

pour tout j € N ; et comme la suite {¢;}; est strictement croissante majorée, alors il
existe t* € [o0,L] tel que la suite {¢;}; converge vers t*, et puisque 'application vy est
continue donc la suite {7y(¢;)}; converge vers v(t*), et ainsi la suite {vy(¢;)}; est de
Cauchy, ce qui serait absurde avec 1’équation (3.15).

2¢me affirmation:

B(y(t:),e) N B(v(t;),€) = 0 pour i # j.

Sinon, il existerait ¢ < j tel que:B((t;),€) N B(y(t;),€) # 0.

Et dans ce cas, il existe u € X tel que:

d(v(t:),u) < eet d(y(tj),u) <e.

L’inégalité triangulaire entraine 1’équation

d(y(t), v(t)) < 2. (3.16)
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Et donc v(t;) € B(7y(t:),2¢), ce qui implique ¢; < ¢;11, et ainsi t; < t;11 < ¢; < ti41, deux
cas a considérer:
1¢" cas: j # i+ 1 est absurde.
28™me cas: j = i+1 et donc d(y(t;), v(tj+1)) = 2¢, ce qui est en contradiction avec 'équation
(3.16).

O

Preuve (de la proposition 3.3.11 )
Soient z,y € X fixés, v: [0, L] =& X une courbe liant z & y, et u € LYP(X) N C.(X) une
fonction vérifiant u = 1 sur cette courbe, et soient € < inf{zly, R}, et § > 0 données. Si

fB('y(t)),20)\e) |D*u|P < § alors par le lemme 3.3.12 il existe 71 (X, p,d) > 0 tel que

u > (3.17)

N =

sur la boule B(y(t),m ). Soient u; := v(¢;) ¢ =0,1,--- ,m + 1 les points de + vérifiant
les conditions du lemme 3.3.13. Posons B; := B(vy(t;),m) pour i = 0,---,m + 1,
A:=J;_ By, avec fBai |D*ulP dy > 5 et B := U;'=1 Bg,avec fBﬂj |D*ulP du < 6.
On a clairement s+t = m + 1, de méme u > % sur B.

Nous avons également [, |D*ulP du > 365 (car les boules By, sont disjointes deux &
deux par le lemme 3.3.13) et donc £y(u) > 14s.

L’espace X vérifie 'inégalité de Sobolev globale de type (g, p), il existe alors C > 0 tel que
pour tout u € LP(X) N C.(C) nous avons les inégalités suivantes

&w > o[ IUI"duf

V
&Y
T~
&
£
&
T
~——

> gtéN(Bi)%
> C4 tav
A 1
ou Cy = %(én{‘)q, et donc on a:
Ep(u) +EX(uw) > Cs (s +1), (3.18)
ou C5 = sup(Cy, 56).
Par l'inégalité triangulaire on a
m+1
i=0

et donc les équations (3.18) et (3.19) entrainent

Ep(u) + Ep(u)? > Cs d(x,y)
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1 1
ou Cg = %’l, ce qui implique Ey(u) > %d(:p,y) ou Ep(u) > %‘iqu(az,y) et donc

E)(u) > Crinf(d(z,y), i (z,y)).

Ainsi

@

9p(z,y) = C inf{d(z,y);d(x,y)q}.

O

3.20 Remarque: La proposition reste valable si on suppose que X est seulement connexe

par arc, au lieu d’étre quasi-convexe.

3.3.14 Lemme Soit X un espace métrique mesuré s—Ilocalement régulier et ()-quasi-
convexe alors il existe K > 0 tel que

9p(z,y) < K(d(z,y) + 1)

pour tous z,y € X.

Preuve

L’espace X est localement uniformément régulier, il existe alors n > 0 et C > 1 tels que
pour tout z € X et pour tout r € [0,27] on a:

—é— r® < u(B(z,r)) < C r’, (3.21)

pour tous z € Xet r € [0, 27].
Soient z,y € X fixés. Comme X est ()—quasi-convexe il existe alors une courbe 7: [0, L] —
X paramétrée par arc telle que £(y) < Qd(z,y).

Considérons la fonction suivante:

u(z) := max{0,1 — dist(z,7)

|2

et posons T := {z : dist(z,y) < n}. 1l est facile de montrer que u est 7; lipschitzienne,

u=1suryet u=04lextérieur de T;. L’axiome Al entraine que la fonction g définie

1 o ]
mn={ﬁsV€%’
0 sinon.

par:

est dans D(u).

Nous avons
1
/ gPdp < — u(Ty). (3.22)
X n
Montrons que

wTy) < L (d(e,y) +1) (3.29)
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ou L est une constante qui ne dépend que de l'espace X et de p. En effet la courbe vy
est paramétrée par arc donc il existe tp = x < #) < -+ < tpy1 = y avec LYy 10,) = 1
pour i =0, ,m —1 et £(v,,,¢,,..) = 0 avec 0 < § <7, on a donc £(y) = mn + & d’ou

Pinégalité suivante

A2y ) cm< %d(w,y). (3.24)

n
L’inégalité triangulaire entraine Ty, C U, B(y(t;),2n), et donc par I'inégalité (3.21) nous

aurons
W(Ty) < C(2n)*(m +1). (3.25)
Donc, en utilisant 'inégalité (3.24), nous aurons

u(T,) < 0(277)3(%2—61(32, y) +1). (3.26)

Par conséquent 1'inégalité (3.23) est prouvée avec L = max(C (27})"%—, C(2n)*).
Les inégalités (3.22) et (3.23) entrainent donc

Ep(u) < /Xg”du
< {;(dw,ym),

d’ou le lemme.

O

3.3.15 Lemme Soient (X,d), (Y,8) deux espaces métriques quasi-convexes, et f: X —
Y un homéomorphisme vérifiant la condition suivante:
II existe des nombres réels p, v, 0 avec0 < p< veto > 0 tels que:

p < dlu,v) Sv = 5(fu),f) 20

Alors il existe K > 0 tel que :
pour tout u,v € X ona

6(f(u), f(v)) 2 K (d(u,v) — 2v) (3.27)

Preuve L’inégalité (3.27) est vraie si d(u,v) < 2v.

Si d(u,v) > 2v, et si 7 est une courbe liant f(u) & f(v) avec £(y) < Qd(f(u), f(v))
I':= f~! o+ est une courbe qui lie v & wv.

Choisissons des points zg, z1,--- € T tels que:

zo=uetp <d(z;zip1) < v (3.28)
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Posons y; := f(z;). On a 6(yi,yi+1) > o, et donc £(7I[yi7yi+1]) > g.
K('Yl[yl,ym]) =% e(’Yl[yi,ym]) > m o, et donc

£y) Z LWy ym) 2 M O (3.29)

L’équation (3.29) entraine ’existence d’un nombre fini des points z; vérifiant 1’équation
(3.28); et donc on peut toujours supposer que v = dva

5(F (), F(0)) < Ly gman) S € S(F(w), F(v), et donc m < € 8(f(u), (v)).

Par I'inégalité triangulaire on a: d(u,v) < 370, d(z;, zi41) <m v

Ainsi d(u,v) < 0—”5(f(u),f(v)), et donc:

Pour tout u,v € X ona 6(f(u), f(v)) > cste (d(u,v) —2v).

Preuve (Preuve du théoréme 3.3.2 )
Par la proposition 3.3.1 I'application f est lipschitzienne.

Il reste & montrer inégalité suivante: il existe deux nombres positifs k; et ko tels que

da(f(u), f(v)) 2 ki(di(u,v) — k2) (3.30)

pour tous u,v € X.
Si diam(X) < oc, on prend k; = 1, ko = diam(X). Donc, 'équation (3.30) est triviale.
On suppose alors diam(X) = oo. Le lemme 3.3.14 entraine 'inégalité suivante:

gy (f(@), f(®) < L (daf(2), f(y)) + 1)

Par ailleurs, la proposition 3.3.11 implique que g (z,y) > C min{d(z,y);d(m,y)%} .
f*: AP(Y) = AP(X) est un opérateur borné, il existe alors L; > 0 tel que

g;((a:,y) <L g;,,(f(:c), f(y))a

donc il existe C' > 0 tel que

min{di(z,y),d1(z,9)7} < C (do(f(z),da(y)) +1).

Posons p := sup((2C)7,1) alors I'inégalité précédente entraine

1

b(f@), /W) = G -1 21,

si di(z,y) > p.
Le lemme 3.3.15 implique alors I'inégalité (3.30).

Nous avons un corollaire important du théoréme 3.3.2

3.3.16 Corollaire Soit X un espace de la classe C(s,p) tel qu’il existe C >0 et D > s
avec pu(B(z,r)) > C rP pour tout x € X et pour tout v > 0.
Supposons de plus que Pespace X est absolument local et vérifie I'une des deux conditions

suivantes:
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1.) L’inégalité de Poincaré globale d’ordre p
/ lu — uplPdy < C diam(B)PE, ()
X
est vérifiée pour toute boule B C X et pour toutes les fonctions localement
lipschitziennes & support compact.

2.) X est de type homogéne et I'inégalité de Poincaré de type p

/ lu —upglPdu < Cdiam(B)p/ g’du
B B

est vérifiée pour toute boule B C X et pour toute fonction u: X — R localement

lipschitzienne a support compact et pour tout g € D(u).

Et soit Y un espace de la clase C(s,p). Si s < p < D alors tout homéomorphisme
f : X =Y a p-dilatation bornée est une quasi-isométrie.

Preuve Si l'espace X est de type homogeéne, nous savons par le corollaire 2.6.1 que
X vérifie une inégalité de Sobolev globale de type (g,p) et le théoréme 3.3.2 entraine le

résultat.
Sinon, on applique directement le corollaire 2.5.4 & ’espace X, et donc X vérifie une
inégalité de Sobolev globale de type (q,p) et le théoréme 3.3.2 entraine alors le résultat.

Des exemples d’application du théoreme 3.3.2 et du corollaire 3.3.16 seront données au

chapite 5.

3.4 Espace de Sobolev axiomatique naturel

Soient X, Y deux espaces métriques mesurés munis des structures d’espace de Sobolev

axiomatiques.

3.4.1 Proposition Soit f: X — Y une bijection vérifiant
1.) Siv e LPloc(Y) et h € D[v] alors il existe k; > O tel que ki(ho f) € D[vo f]
2.) Siu € LPloc(X) et g € Dlu] alors il existe ko > 0 tel que kz2(go f~!) € D[uo f~1]
3.) L’application f induit un isomorphisme f*: LP(Y) — L?(X).

Alors f*: AN(Y) — AD(X) est un isomorphisme. De méme f*: WhP(Y) — WHP(X) et
f*: LYP(Y) — £LYP(X) sont des isomorphismes.
Si de plus f est un homéomorphisme alors f*: AL(Y) — A(X) est un isomorphisme.

Preuve (évident)
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3.31 Définition Une structure d’ espace de Sobolev axiomatique est naturelle si
1.) Il est défini pour tout espace métrique mesuré,

2.) la propriété (1) de la proposition 3.4.1 est vérifiée pour toute fonction lipschitzienne
avec ky est égale a la constante de Lipschitz de f.

Les structures d’espaces de Sobolev axiomatique du chapitre 3 sont naturelles.

3.4.2 Proposition Soient X,Y deux espaces métriques mesurés munis des stuctures
d’espace de Sobolev axiomatique naturelles, f une application bilipschitzienne de : X —
Y. Alors f*: LY (Y) — LYP(X) et f*: WIP(Y) — WIP(X) sont des isomorphismes.

3.32 Remarque: Dans les cas usuels( variétés riemanniennes, sous riemanniennes, etc)
il n’est pas difficile de vérifier qu’un homéomorphisme bilipschitzien vérifie les hypothéses
de la proposition 3.4.1

3.4.3 Théoréme Soit f: X — Y un homéomorphisme vérifiant les hypothéses de la
proposition 3.4.1 ott X,Y € C(s,p) avec p > s alors f est bilipschitz.

Preuve Elle découle directement de la proposition 3.3.1 et de la proposition 3.4.1.






Chapitre 4

Algebres de Royden

4.1 Introduction

J. Ferrand a démontré qu’une variété riemannienne M de dimension n est caractérisée a
équivalence bilipshitz prés, par la classe d’isomorphie de I'algébre de Royden A} (M) pour
un p > n. Le but de ce chapitre est de généraliser ce résultat & certains espaces métriques
mesurés. l

Introduisons d’abord ces notations:

Co(X) est 'espace des fonctions continues tendant vers zéro a l'infini .

C.(X) est I'espace des fonctions continues & support compact.

4.2 La condition de Royden

4.1 Définition Un espace métrique mesuré X muni d’une structure d’espace de Sobolev
axiomatique vérifie la condition de Royden si

lwvlicrr < llulloollvllzrr + llvlleollullzre

pour tout u, v € AB(X) et pour tout p > 1 ou AB(X)
lullgre = (Ep(u))>.

Co(X) N LYP(X) et

4.2.1 Proposition Si I'espace X vérifie la condition de Royden alors A}(X) est une
algébre de Banach pour la norme

lull gz (x) = llulloo + llull 210 x)-
0

Cette algébre s’appelle I'algébre de Royden.

Preuve Le fait que X vérifie la condition de Royden entraine

Nuvll 4z xy < llull 4z lvllazx)-

49
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Ce qui implique que AJ(X) est une algébre.
(A, I A2(x)) est un espace de Banach ( la preuve est similaire & celle du théoréme

1.2.1 du [14]).
O

4.3 Exemples d’espaces vérifiant la condition de Royden

Nous allons montrer dans ce paragraphe que tous les exemples d’espaces de Sobolev

axiomatique (donnés au chapitre 2) vérifient la condition de Royden.

4.3.1 Proposition Si X est un espace métrique mesuré muni d’une structure d’espace

de Sobolev au sens de Hajlasz alors X vérifie la condition de Royden.

Preuve Soient u,v € A5(X) il existe g1,92 € LP(X) telles que:
lu(z) — u(y)| < d(z,y)(g1(z) + 91(y))

lv(z) — v(y)| < d(z,y)(g2(2) + g2(y))

pour presque tous z,y € X.
Posons h := |Ju]|cog2 + ||V|lccg1, On & pour presque tous z,y € X

lu(z)v(z) — uly)v(y)| lu(z)(v(z) — v(y)) + v(y)(ulz) — u(y))|
< Nlulleod(z, y)(g2(2) + 92(y)) + [vllod(z, y) (91 (2) + g1 ()
< d(z,y)(h(z) + h(y))-

{l

Donc i € HD(uv), ainsi |luvcie < 1ol < llulloollolizrr + [lvllooflullcre-
g

4.3.2 Proposition Si X un espace métrique mesuré muni d’une structure d’espace de
Sobolev au sens de sur-gradient et u,v € AL(X), alors il existe deux fonctions g € UD(u)
et h € UD(u) telles que pour tout € > 0 la fonction f := (ju| + €)h + (|v| + €)g est dans
UD(uv), en particulier, X vérifie la condition de Royden.

Pour prouver cette proposition, nous aurons besoin de plusieurs lemmes.

4.3.3 Lemme (voir lemme 1.7 de [4])
Soient u,v: X — R deux fonctions localement lipschitziennes a support compact, g €

UD(u) et h € UD(v) alors pour tout € > 0 nous avons

(Ju] + €)h + (Jv| + €)g € UD(uv)

Preuve
Soit y: [0,L] — X une courbe rectifiable. Supposons 4 oy et g o 7y intégrables sur [0, L],
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(sinon il n’y a rien & prouver).
. . ? .
Fixons un entier n > 0 et posons [; = — 1=0,1---n—1.
n

Nous avons alors les inégalités suivantes:

YT )0 (r(is1)) — (1)) < [u(r(lign))] / " h(y(s)) s,

et

(v as ) [u(r(inn)) — u(v(:)] < Woly(i)| / ™ oy(s))ds.

D’ou
[y (i) o(v(lin)) — u(r )0 (vE))] < fuly(isn))] /

i+1
+ lo(y |/

En sommant ces inégalités, et en utilisant I'inégalité triangulaire on obtient alors

() (+(0)) — 1)l < Z / (i) (v (s))ds

lz+1

+ Z / (y(s))ds.

Le résultat est immédiat en utilisant le fait que u oy et v o~y sont uniformément continues
sur [0, L].
|

4.3.4 Lemme Pour toute fonction positive u € AL(X) il existe g € UD(u) et deux suites
{un}n, {gn}n ol up, € F,NWIP(X) | gn € UD(u,) avec up, — u dans LP(X) , gn > g
dans L7(X) et ||unloo < [ulloo

Rappelons que F. est I'ensemble des fonctions localement lipschitziennes & support

compact.

Preuve Par le théoréme 2.3.2 nous avons la densité de F, N"W1P(X) pour la m—topologie;
comme A (X) C W1P(X), il existe alors deux suites {i, }n , {gn }n avec G, € F.NWHP(X)
et g, € UD(uy,) telles que 4, — u dans LP(X) et g, — D*(u) dans LP(X).
Posons u, = max{—||u||eo, min{||u||co, @} }- Il est facile de vérifier que Ju,, — u| < |i, — u|
et donc u, — u dans LP(X). L’axiome A4 entraine que g, € UD(u,), d’ou le résultat.

(]

4.3.5 Lemme Si u,v: X — R deux fonctions positives dans AL(X), alors il existe
deux fonctions ¢ € UD(u) et h € UD(v) telles que pour tout ¢ > 0 la fonction
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f = (lu| + €)h + (Jv| + €)g est dans UD(uv).

Preuve Soit u € AX(X). Par le lemme 4.3.4, il existe g € UD(u), deux suites {u,}, et
{gn}n avec gn € UD(uy) et up € F. N WIP(X) et telles que u, — v dans LP(X), gn = ¢
dans I7(X) et [funloo < [[ulloc |

De méme pour v € AL(X), il existe h € UD(u), deux suites {v,}n et {hn}n avec
hy, € UD(vy), v, € F, N WIP(X) avec v, — v dans LP(X) , h, — h dans LP(X) et
vnlloo < 12lloo-

Soit € > 0 fixé. Posons f, := (|un| + €)hn + (Jvn| + €)gn et f:= (Ju| + €)h + (|v] + €)g.
Par le lemme 4.3.3 on a f, € UD(upvy).

L’inégalité |un vy, — uv| < {|tlloo|vn — |+ |[v|lco|tin — u| entraine que upv, — wv dans LP(X).

Montrons que f, — f dans LP(X). Tout d’abord, nous avons
fn = f = (Julh = [un|hn) + €(h = hn) + (|vlg — |vnlgn) + €(g — gn),
comme
|lulh — |un|hn = h(lul — |un]) + |un|(h — hy)
et
[vlg — onlgn = g(lv] = |vn]) + lvnl(g — gn)-
On a donc Pinégalité suivante

[fa = FI < hllun| = o]l + llunlloolhn — bl + €|h — hn| +

gllonl = 9]l + onlicolgn — gl + €lgn — g,
or par construction des suites {un}, et {vp}n on a |[up)loo < |[tllco €t fvnlloo < ||v]loo d’ot

|fa = fI < hlun — | + [lulloo|hn — h] + €[h — hn| + glvn = v + [[v[|co|gn — gl + €lgn — g

ce qui entraine que f, — f dans LP(X). Et par axiome A5, on a f € UD(uv), ce qui
implique

luvlicir < (llulloo + €)lvllcre + ([0lloo + €)llwllcre

pour tout € > 0. en tendant € vers 0 on aura le résultat.

Preuve ( de la proposition 4.3.2 )

Soient € > 0 et u,v € A5(X).

1é7¢ étape:

On prouve d’abord la proposition dans le cas particulier oii les deux fonctions u,v sont

positives.
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Posons up(z) := (1— %)X{uz%} et vp(z) == (1— %)X{UZ%}. Il est clair que up, v, sont dans
AR(X) et llunlloo < ulloo et flonlloo < lolloo
Par le lemme précédent, il existe deux fonctions g, € UD(uy,) et h, € UD(v,) telles
que fn := (Jup| + €)hn + (Jvn| + €)gn € UD(uyvy), il reste & montrer que la fonction
f = (lu| + e)h + (jv| + €)g est dans U D(uv).

L’équation suivante

1fn=Flp < Nhllpllun — ullo + lullcollon — Allp + €llh — hnllp +

“g“p“vn - v”oo + HUHoo“gn - 9“1) + 6“.9n - g“p

P

entraine que f, — f dans LP(X), de méme u,v, — uv dans L ,

(X). L’axiome A5 implique
que la fonction f est dans UD(uv).

Ifllp < (lulleo + €)lIRllp + (Ivllo + €)llgll, pour tout € > 0 dott fluvligir < |Ifll, <
lulloollPllp + l[v|loollgllp- Ainsi la condition de Royden est vérifiée pour les fonctions
positives.

2¢™me étape: cas général

On applique la 1¢7¢ étape aux quatre couples de fonctions suivants:(ut,v*), (ut,v™),
(u=,vt) et (u~,v™). Il existe alors huit fonctions g4, g4+ ,hiy,h_ 4,9 4, h__ avec
94+:9+— €UDu"); g—4,9—— € UD(w™); hyy,h—y € UD(w*) et hy_ +h__ € UD(v")

et telles que

Fati= (wF + iy + (0t +)gis € UD(uHo?)
froi=(@Wwr+ehi_+ (v +e)gi_ € UD(u“L'u_)
fory =@ +eh_+ @ +eg_, eUDu v

foei=(w +eh_+ (W +e€g-_ €eUDuv7).

Comme wv = utvt — uTv™ — v + w~v~, axiome A2 entraine que la fonction
fo=fes + f4-+ f4 + f-— € UD(w). Les fonctions (g4++ + g—+) et (g+— +g--)
sont dans U D(u) par 'axiome A2, de méme que les fonctions (A4 +hy_) et (h—y+h__)
sont dans UD(v).

Par 'axiome A4, la fonction max{(g+++9-+), (94— +9g—_)} est dans UD(u), et la fonction
max{(h4+ + hy_),(h_y + h__)} est dans UD(v).

D’ot1 ’inégalité suivante
[wvllgrr < Nfllp < (lufloo + 26) [0l cre + (vlloo + 2€)[[ull g2

Donc l'espace X vérifie la condition de Royden.
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4.3.6 Proposition Si X est un espace métrique mesuré au sens de “Stretching” alors X

vérifie la condition de Royden.

Preuve Soient u,v € F., g € SD(u) et h € SD(u) alors on a pour tout r > 0 'inégalité

suivante
v(z) —v u(z) —u
qu,r(l') S lu(z)[ sup l_g)—(y_)_[ + sup I’U(y)’ I ( ) (y)l
yEB(z,r) r yeB(z,r) T
d’ou
vz —v u(z) —u
Luv,r($) < |U(£E)| sup LLL:U_)I + sup lfu(y)l sup M
yEB(w,r) r yEB(z,r) yeB(m,'r) r

Comme v est continue, on aura donc par passage a la limite supérieure I'inégalité suivante
Luv(z) < [u(z)|Ly(2) + |v(7)|Lu(2).

D’ou la fonction |ulh + |v]g € SD(uv). Et comme I’espace X est absolument local, les
mémes raisonnements utilisés dans la preuve du lemme 4.3.5 et de la proposition 4.3.2

sont valables, d’ol le résultat.
O

4.4 Caractérisation algébrique
Nous pouvons énoncer le résultat principal de ce chapitre.

4.4.1 Théoréme Soient X et Y deux espaces de la classe C(s,p). Si les espaces X et Y
vérifient la condition de Royden et si A}(X) est isomorphe & AY(Y) ot p > s alors X et
Y sont bilipschitz.

Pour prouver le théoréme 4.4.1 nous aurons besoin de plusieurs résultats intermédiaires.

Dans toute la suite, on suppose que les espaces vérifient la condition de Royden.

4.4.2 Lemme A}(X) est dense dans Cy(X) pour la norme de la convergence uniforme.

Preuve Despace X étant localement compact, A5(X) est une sous algébre de Co(X)
qui sépare les points de X telle que pour tout z € X il existe une fonction f € A5(X)
avec f(z) # 0. La conclusion du lemme est alors une conséquence directe du théoréme

Stone-Weiertrass.
O

4.4.3 Lemme Soient u € A5(X) et k € N*, alors on a:

¥l e < Bllul& lullzes
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Preuve Une simple récurrence.

4.2 Définition Soit u € AJ(X). Le rayon spectral de u est
p(u) = Tim {]|u¥| g} .
k—oo 0
On a alors le lemme suivant

4.4.4 Lemme (voir §2 de [11] )
Pour u € AJ(X) on a

p(u) = |lulloo-

Preuve L'inégalité |u*[lg > [lu*llo = |lullk, pour tout u € AJ(X), entraine
o 1
lim infs oo {16 g 1 > l1tloo-
Le lemme précédent implique: ||u®|| 1.0 < kllul/% ||ull z1.e-
Si on pose a := ||ulloo €t B := ||uf|z1.p, On a alors cette inégalité:
' 1
[l < (of +kat~'B)%.
0 .

Et par conséquent

limsup{||[u*| g}* < lim (a* + ka*"!B)% = q,
k—oo 0 k—oo

d’ou le résultat.

4.4.5 Lemme (voir lemme 8.1 de [11] )
Tout homomorphisme d’algébres de Banach A}(Y) dans AL(X) se prolonge en un
homomorphisme de Cy(Y') dans Cy(X)

Preuve Soit A : A}(Y) — AL(X) un homomorphisme. Pour tout k& € N et tout
u € AB(Y) nous avons I'inégalité suivante:

3 1
||(h(U))'°H§5 < C (ufllap) k-
Par passage 4 la limite et en utilisant le lemme précédent, nous obtenons :
[A(u)lle < C [lulloo-

Ainsi h est un homomorphisme borné pour la norme de la convergence uniforme, et comme
AB(Y') est dense dans Cy(Y), le résultat s’ensuit.
O
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4.4.6 Lemme Tout isomorphisme de Cy(Y) sur Cyp(X) est de la forme h = ¢* : v = vod

ol ¢ est un homéomorphisme de X surY.

Preuve Voir corollaire 4.1.2 de [32].
(]

4.4.7 Proposition Tout isomorphisme h de I'algébre AL(Y') sur algébre A5(X) est de
la forme h =¢* : v > vo¢ ot ¢ est un homéomorphisme de X sur Y .

Preuve L’application h se prolonge en un isomorphisme de Cp(Y") sur Cp(X).
]

Preuve (Preuve du théoréme 4.4.1)
Soit h un isomorphisme de AL(Y) sur l'algébre A5(X). Par la proposition précédente,
il existe un homéomorphisme ¢: X — Y tel que h = ¢*, comme p > s. On peut donc

appliquer la proposition 3.3.1 & ¢ et & ¢!, d’ou le résultat. O



Chapitre 5

Exemples

Introduction

Le but principal de ce chapitre est de donner des exemples d’espaces non riemanniens
appartenant 3 la classe introduite au chapitre 3.

Notre exemple est celui des groupes de Lie nilpotents simplement connexes, munis d’une
famille de champs de vecteurs invariants & gauche vérifiant la condition de Hérmander.
Récemment, Laakso a construit pour tout s > 1 un espace s-régulier (au sens d’Ahlfors)
muni d'un espace de Sobolev au sens de sur-gradient et vérifiant une inégalité de Poincaré

de type (1,1). Plus précisémment, il a montré:

Théoréme (voir théoréme 2.7 de [31])
Pour tout nombre réel s > 1 il existe un espace s-régulier au sens d’Ahlfors, non borné,

géodésique et vérifiant une inégalité de Poincaré de type (1,1).

Notons cet espace par L(s), nous avons donc L(s) est de type homogene, et L(s) € C(s,p)
pour tout p > 1.

On trouve d’autres exemples des espaces appartenant & cette classe, au paragraphe VI de
[26] et dans [3].

Finalement, tout espace s-régulier (au sens d’Ahlfors), propre, quasi-convexe et muni d’une
structure d’espace de Sobolev au sens de Hajlasz, est dans C(s,p) par la remarque 3.6 du
chapitre 3.

5.1 Les groupes de Lie nilpotents simplement connexes

Soient (G,g) un groupe de Lie nilpotent simplement connexe muni d’une métrique
riemannnienne invariante & gauche g , % C T'G un sous fibré tangent invariant & gauche
vérifiant la condition de Hérmander (voir Annexe A pour cette notion), d. la métrique de
Carnot Carathéodory associée et p une mesure de Haar invariante 4 gauche sur G.

L’invariance & gauche de la métrique de Carnot-Carathéodoryd, et de p impliquent
w(B(z,7)) = p(B(e,r)) pour tout x € G et pour tout r > 0, ou e est 1’élément unité

du groupe G, et B(z,r) est la boule de rayon r pour la métrique de Carnot-Carathéodory.

o7
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5.1.1 Proposition Il existe deux entiers d, D avec d < D et un nombre Cy > 1 tels que
1

5t < u(Ble,t)) < COutt (5.1
1
pour tout 0 <t <1,
S < w(Ble, 1)) < O1tP (5.2)
1

pour tout t > 1.

Preuve (voir théoreme IV.5.8 de [9]).
(]

Le nombre d s’appelle la dimension locale de (G,H), et D est la dimension a U'infini de
G.

Les inégalités (5.1) et (5.2) entrainent qu’il existe une constante Cy > 1 telle que

& (1) < ey <o () o

pour tous 0 < r < R. D’ou il existe une constante C3 > 1 telle que
)U'(B(ea 2T)) S CSN(B(G? T))v (54)

en particulier (G, d., pu) est de type homogene.
Munissons 'espace métrique mesuré (G, d., 1) de la structure d’espace de Sobolev axioma-

tique au sens de sur-gradient. On a alors

5.1.2 Proposition L’espace G est de type homogeéne, il est dans la classe C(d,p) pour
tout p > 1. De plus u(B(e,t)) > C,thD pour tout t > 0.

Preuve Montrons que ’espace métrique (G, d.) est propre.

Soit B.(e,R) = {z € G : d.(e,z) < R} une boule fermée de rayon R. L’inégalité
d,(e,z) < dc(e,z) pour tout z € G ou d, est la métrique riemannienne associée a g,
entraine B.(e,R) C B.(e,R). Et comme B,(e, R) est compact (car 'espace métrique
(G,d,) est complet, et donc par le théoréme de Hopf-Rinow, il est propre) et B.(e, R) est
fermée ( (G,d,) et (G,d.) ont méme topologie) donc B,(e, R) est compact.

L’espace métrique (G, d.) est quasi-convexe (et méme géodésique) par la remarque 3.8(2).
L’espace (G, d., p) est localement uniformément régulier de dimension locale égale & d par
linégalité (5.1).

Enfin, Pespace G supporte une inégalité de Poincaré de type (1,p) pour tout p > 1 (voir

théoréme 11.12 du [24]).
O

Une simple application du corollaire 2.6.1 du chapitre 2 et de la proposition précédente

entrainent I'inégalité de Sobolev globale suivante
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5.1.3 Proposition Pour tout 1 < p < D et pour tout u € UW'P(G,d., 1) on a

([ 1t duf < cew

\ D
og= T)‘—Eﬁ'
Preuve
O
5.1.4 Théoréme Soient G; (i = 1,2) deux groupes de Lie nilpotents simplement

connexes, H; C TG; un sous fibré tangent invariant & gauche vérifiant la condition de
Hormander, d.; la métrique de Carnot Carathéodory associée, u; une mesure de Haar
invariante & gauche sur G;. Notons d; la dimension locale et D; la dimension & l'infini de
G;. Alors

1.) Sidy = dy et dj < p < D alors tout homéomorphisme f: G; — G9 & p-dilatation
bornée est une quasi-isométrie, en particulier, si Dy # Dy un tel homéomorphisme

n’existe pas.
2.) Sip > dy > dy alors il n'existe pas d’homéomorphisme & p-dilatation bornée entre
G et Go.
Pour prouver cette proposition nous aurons besoin de plusieurs lemmes.

5.1.5 Lemme Il existe b > 1 tel que si d;(e,z) < 1 alors d.(e,z) < b

Preuve Posons K = {z € G : d,(e,z) < 1} alors K est un compact pour (G, d,); donc un
compact pour (G, d.) car on a la méme topologie, d’ou il existe b > 1 tel que d.(e,z) < b
pour tout z € K.

O
5.1.6 Lemme Pour tous z,y € G avec dy(z,y) > 1 on a:
de(z,
W0Y < a.(2,9) < delev). 5

Preuve Trivialement d,(z,y) < d.(z,y) .
Comme d, et d. sont invariantes & gauche, il suffit de montrer que

d(e, z)

<
2b -— dT(e’q")

si dy(e,z) > 1.

Soit 7 une géodésique minimisante pour la métrique riemannienne de e & z (elle existe
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car (G, d,) est complet), soient zg = e,z1,- "+ ,Zp, Lnt1 = Z des points de v tels que :
dr(e,z1) =1, dr(z2,23) =1, , dp(2p_1,2n) =1 et dp(Tn,zny1) < 1.
Par le lemme précédent d.(z;,z;41) < b pour j = 0,1,---n, donc par l'inégalité

triangulaire on a :

dc(e,a:) dc(e,wl) + dC(SChm?) + - dc(mmxn—H)

<
< (n+1)b

Orn<dy(e,z) <n+1letdonc (n+1) <2d.(ex)etainsi d.(e,z) < 2bd,(e,z).

O
5.1.7 Lemme Les espaces métriques (G, d,) et (G,d.) sont quasi-isométriques.
Preuve Il suffit de vérifier ces inégalités:
d -1
'_C‘(ﬂ‘)__ < dr(e,z) < dcle, z).
2b
O

5.1.8 Corollaire La dimension & I'infini D coincide avec le degré de croissace d.-(G, g) de
G (pour cette notion voir la définition 1.1(5)). En particulier, D ne dépend pas du choix de
H et de plus, deux groupes de Lie nilpotents simplement connexes quasi-isométriques(pour
la métrique riemannienne ou pour une métrique de Carnot-Carathéodory) ont la méme

dimension a infini.

Preuve Claire par les lemmes 5.1.6 et 5.1.7. Car le degré de croissance est un invariant

de quasi- isométrie (voir [27]
|

Preuve (du théoréme 5.1.4)

Les deux propositions 5.1.2 et 5.1.3 entrainent que G et Gy vérifient les hypotheses du
théoréme 3.3.2, donc f est une quasi-isométrie.

Si D) # D, alors une telle quasi-isométrie n’existe pas par le corollaire précédent.

5.1.9 Proposition Sous les mémes notations que la proposition précédente.
Sidy = dy et Dy # Dy alors AY(G1) et Ab(G2) ne sont pas isomorphes pour tout p > d;.

Preuve

une simple application de la proposition 3.3.1. O



Conclusion

Dans le présent travail, nous avons pu étendre quelques résultats au contexte des espaces
métriques mesurés. Néamoins, certains questions demeurent ouvertes.

1.) Les constructions du chapitre 1 montrent que Pobstruction de la proposition 1.3.1
est optimale dans le cas des applications radiales entre variétés a symétrie sphérique.
Y-a-t-il une explication géométrique & ce phénomeéne ? Peut-on exploiter les tech-
niques de symétrisation pour obtenir de nouveaux résultats dans cette direction ?

2.) Peut-on utiliser A}(X) pour définir une distance entre espaces métriques mesurés ?

3.) Supposons que les deux algtbres de Royden A5(X) et AL(Y) sont isométriques.
Est-ce que les espaces métriques X et Y sont isométriques 7

4.) Soient X et Y deux espaces métriques mesurés munis de structures d’espaces de
- Sobolev axiomatiques et f: X — Y un homéomorphisme & p—dilatation bornée.
Avons-nous

. (Lf(x,'r))p 00
s = e LX)

. dy (f(1), f(z)) v(f(B(zr)
ou Ls(z,r):= sup ————— et fy(z,7r):= e,
f( ’ ) teBlar) dX(t,.’B) U( d ) u(B(z,r)
Remarquons que cette caractérisation géométrique est vraie pour les ouverts de R*

avec p > n (voir [13]).

5.) Peut-on montrer si X,Y € C(s,p) ot p > s et LYP(X)/R est isomorphe & L1P(Y)/R
en tant qu’ espace de Banach réticulé (Lattice Banach Space), alors X est bilipschitz
ay?

Dans le cas des domaines de R voir [15].

Enfin, mentionnons les articles récents de [8] et [27] qui portent sur des sujets reliés & cette
these.
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Appendice A

Rappels sur les groupes et algebres de Lie

nilpotents

A.1 Généralités
On va rappeler quelques résultats de la théorie des groupes et algébre de Lie.
1.) Une algebre de Lie G est dite nilpotente d’ordre k si:
GO =g>5gMh5...5gk-1 #£0D G — {0}

avec gD =[g,g0].

2.) A chaque algébre de Lie(nilpotente) G correspond un unique groupe de Lie G (nilpotent)
1-connexe d’algebre de Lie §G.

3.} Si G est 1-connexe nilpotent alors exp: § — G est un difffomorphisme.

2 (=D (adX)™ (1-e-adX ) .
4) On a (d exp)x = — " = | ——— ], 0u ad: G > G avec
nz:;) (n+1)! adX

ad(X)Y = [X,Y].

5.) Si G est nilpotent alors il existe une base de G telle que:

0 % - *
Do x %
adX = | | ) pour tout X €G.
T . %
0 --- . 0

6.) La formule de Campbell-Hausdorff:
1 1
exp X exp Y = exp (X +Y + -2-[X,Y] + ﬁ([X’ (X, Y|+ [V, [Y, X]) +- )

et la somme est finie si G est nilpotente.
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7.) On peut identifier un groupe de Lie nilpotent et 1-connexe avec R" (ou
n = dim G ) via Papplication exponentielle, la loi du groupe est alors donnée par:

X*Y=X+Y+%[X,Y]+%([X,[X,Y]]+[Y,[YaX]])+"‘ :

8.) Une métrique riemannienne sur un groupe de Lie G est dite invariante & gauche si
(dLgX,dLgY )y = (X,Y)e pour tout X, Y €¢GetgeG
ou Lg(z) =gr pour = €QG.
9.) La mesure invariante & gauche w est donnée en coordonnées exponentielles par:

1— —adX
(6.'I7p)*w = det (7‘2?) dml e dxn — dxl “en dxn.

10.) En particulier, Vol.em = cste Volegyc -

A.2 Le groupe de Heisenberg H;

L’exemple le plus simple, aprés le groupe de Lie nilpotent trivial (R3,+) , est celui du
groupe de Heisenberg Hj .
Etudions en détail ce groupe.

o o o
o~ O
3
i
© o o
o o o
o o

Les translations de ces vecteurs par dL,, se calculent comme suit :

1 ta tB8
t=Ct)=1]10 1 ¢ty
0 0 1
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Ona C(0)=eet C(0) =X,

J 1 ta tg8 0 a B+zy
dLmXeza Lpl 01 tv |=]100 vy
=0 00 1 00 0
Les champs de vecteurs invariants & gauche sont donc :
A= 2
%0
. 0
C:=5,-

Les crochets de Lie sont donc : [Ae, Be] = Ce, les autres sont nuls.

A.3 La métrique de Carnot-Carathéodory

Commencons par donner une rapide présentation de la métrique de Carnot-Carathéodory.
Pour plus de détails & ce sujet voir par exemple [19] ou [9].

Soit V' une variété différentiable de classe C™. Une polarisation de la variété V est la
donnée d’un sous-fibré tangent H C TV.

A.1 Définitions 1.) Un champ de vecteurs X sur V est horizontal si X, € H pour
- toutp €H

2.) Une courbe C!- par morceaux v: [0,1] — V est dite horizontale si ¥(t) € H pour
‘presque tout t € [0,1].

Soit (V,g,H) une variété riemannienne munie d’une polarisation H. La métrique de
Carnot-Carathéodory d. est définie par:

de(z,y) = inf{f(y) : vy est une courbe horizontale liant z & y}

ou £(y) est la longueur riemannienne de la courbe 7.

La métrique d, est une distance si pour tous z,y € V il existe une courbe horizontale liant
z & y (sinon on peut avoir d.(z,y) = co).

Cette propriété est satisfaite si H vérifie la condition de Hormander; c'est -a -dire que
lalgebre de Lie des champs de vecteurs sur V' est engendrée (en tant qu’algébre de Lie)
par les champs horizontaux, et dans ce cas, cette métrique induit la topologie de V( voir
théoreme de Chow, ou théoréme II1.4.1 de [9)).

A.4 Les groupes de Carnot

Tout d’abord, rappelons la définition d’un groupe de Carnot
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A.2 Définitions 1. Un groupe de Lie G est un groupe de Carnot s’il est simplement
connexe, et son algébre de Lie G admet une décomposition G = @[_, V" telle que

(a) Vit = [Vla VZ]:
(b) [VLVIIC Vit si i+5<r;
(c) [VE,VIi]|=0sii+j>r.
2. Le nombre D :=Y ;" | idim(V;) s’appelle la dimension homogéne de G.

On peut donc introduire un groupe 4 un parameétre d’automorphismes §; : G - G, t > 0

(les “dilatations”) défini en coordonnées exponentielles par
6t(z) = (t.’El,t2.'B2, P ,tTSL'T).

On a alors la propriété suivante:
5st = (58 o 5t.

Remarques:

1) Un groupe de Carnot est toujours un groupe nilpotent et son degré de nilpotence

est 7.
2) (R™,+), et les groupes de Heisenberg H,, sont des exemples des groupes de Carnot.

3) Il existe des groupes de Lie nilpotents et simplement connexes qui ne sont pas des

groupes de Carnot (voir [16]).

Soit maintenant un groupe de Carnot (G, g, V') ol g est une métrique invariante & gauche
et V1 une polarisation. Par construction V; vérifie les conditions de Hérmander. Soit d, la
métrique de Carnot Carathéodory associée 4 celle ci. Il est clair que cette métrique d, est

invariante & gauche. De plus on a

A.4.1 Lemme
dc(61z, 6ry) =t de(z,y)

Preuve
dc(b:z, 5y) <t dc(xay)

car [[8péflc = ¢ [[€lle-
Et par symétrie on aura la deuxieme inégalité.

A.4.2 Proposition Il existe C > 0 tel que pour tout t > 0 on a

p(B(e, 1)) = CtP
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(ou D est la dimension homogéne de G et B¢(e,t) = {z € G : d.(e,z) < t}). En particulier,
(G,d.) est D-Ahlfors régulier.

Preuve Le groupe & un parameétre d’automorphismes §; : G — G, t > 0 vérifie en
g

coordonnées exponentielles ’équation suivante
5¢(x) = (txy, 220, ..., t7z,). (A.3)

ouwz; € Vipouri=1,2,---,r.

Le lemme A.4.1 entraine B¢(e,t) = §;B%(e, 1) et donc ’équation A.3 implique
u(B(e, 1)) = CtP,

ou C' = p(Be,1)) et D =Y ._, idimV;. En particulier, la dimension & l'infini coincide
avec la dimension locale.
d

A.4.3 Lemme Soient G un groupe de Carnot, d, une métrique riemannienne invariante
a gauche et d, la métrique de Carnot associée, alors il existe b > 1 tel que si
d,(e,z) <1 alors on a d(e,z) <b.

Preuve voir le lemme 5.1.5.

O
A.4.4 Proposition Pour tout z,y € G avec d.(z,y) >1 on a:
de(z
L8Y) < dy(a,y) < del,y)
Preuve Voir la proposition 5.1.6.
O

A.5 La géométrie des boules riemannienne

Posons Q; =1I; x Iy x --- I, ou I; est un cube euclidien de c6té 1 dans V*.
Soit € := 6¢(Q), donc Q= I x I x --- I! out I} est un cube euclidien de cté ' dans
V. On a alors:
Voleye(2t) = 4
avec d=3:_;idimV"
Notons B] := B"(e,t) la boule de rayon r avec la métrique riemannienne,

et Bf := B®(e,t) la boule de rayon r avec la métrique de Carnot.

A.5.1 Proposition Il existe € > 0 tel que pour tout t > 1 on a:

(ste(Ql) C Btr C 62bte‘1 (Ql) (A4)
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Preuve Soit ¢ > 0 tel que:
BfCcQcC B, (A.5)

La proposition A.4.4 entraine
Bf C B{ C B3,

Bf = 64B°_; D 61c(Q) et BSy, = dgpge—1(BE) C opge—1 () (d’apres ’équation A.5)

e—1
et donc on a Péquation A.4.
O

A.6 Remarque: Ainsi on a une estimation de la forme des boules dans un groupe de

Carnot(si le rayon est assez grand).

A.5.2 Corollaire La croissance riemannienne du volume d’un groupe de Carnot est
polynomiale, plus précisement on a:
Il existe ¢ > 1 tel que :

tD
— < Vol(BY) <ct’ pourt>1
c

avec D=3 ,idim(V?).

A.7 Remarque: Dans la proposition A.5.1, on a identifié G a G (= R*) via

Pexponentielle.



Appendice B

Les espaces de type homogene

Un des cadres dans lequel la théorie des espaces de Sobolev sur les espaces métriques
s’applique de maniére assez satisfaisante, est celui des espaces de type homogéne.

On suppose que les mesures p sont Borel réguliéres.

B.1 Définition Un espace métrique mesuré (X, d, u) est dit de type homogéne s’il existe
une constante C > 0 telle que:

0 < p(B(z,2r)) < C p(B(z,r)) <oo

Pour tout r € X etr > 0.

B.1 Proposition Soit X un espace de type homogéne. Pour tous g > r > 0 et pour tout

p(B(z,r) _ 1 (r\®
W(Blz,ro)) = © (0> B.2)

z€ X ona

ot a = logs(C).

Preuve Pour 5 > r > 0 il existe un unique n € N tel que 2" < 72 < 27+l d'on

B(B(z,1) 2 (B2, 7).

Et comme C = 2% et 2—,,%— > 5p- done

(—)*u(B(=,m0)).

S|

Q=

u(B(z,r)) 2

B.2 Lemme (Voir lemme 1.1 du chapitre III de [5])

Soit X un espace de type homogéne. Alors il existe un entier N tel que quels que soient
z dans X, r réel positif et n entier positif, la boule B(z,r) ne peut contenir plus de N™
points dont les distances mutuelles soient supérieures a 2%
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B.3 Lemme Soit X un espace de type homogéne alors pour tout x € X et pour tout
€ > 0 il existe N boules By,:-- , By de rayon € telles que

B(z,R) c UN,B;

ot N = N(R,¢,C).

Preuve (Conséquence directe du lemme précédent).
O

B.4 Proposition Soit X un espace de type homogéne complet, alors I’espace métrique

(X, d) est propre.

Preuve Par le lemme précédent, toute boule B(z, R) est totalement bornée. Comme X

est complet, on en déduit que toute boule fermée est compacte.
O

B.3 Définition Un espace métrique (X, d) est doublant s’il existe C; > 1 telle que pour
tout r > 0, toute boule de rayon 2r peut étre recouverte par au plus C; boules de rayon r.

Par le lemme précédent, il est clair que si (X, d, u) est un espace de type homogeéne alors
Pespace métrique (X,d) est doublant. J. Luukkainen et E. Saksamn ont démontré la

réciproque

B.5 Théoréme (voir [33])
Soit un espace métrique (X,d) complet et doublant alors il existe une mesure y telle que

Pespace (X, d, u) est de type homogeéne.

Exemples d’espaces de type homogéne
1.) Les variétés riemanniennes compactes.
2.) Les variétés riemanniennes complétes avec courbure de Ricci positive.
3.) L’espace (R",deyc, ) avec p = (1 + ||z||)dz est de type homogene et il vérifie
u(B(z, R)) > CR"
pour tout z € R™ et tout B > 0 (voir [26]).

4.) Les espaces métriques mesurés Ahlfors réguliers.
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5.) Les exemples du chapitre 5.

Soit maintenant un espace de type homogéne muni d’une structure d’ espace de Sobolev
axiomatique.

Nous avons alors cette proposition

B.0.3 Proposition Si X vérifie une inégalité de Poincaré de type p o1 1 < p < oo alors

Iinégalité de Poincaré globale d’ordre p est vérifiée:

[ 10(0) ~ upiap dute) < €5 [ gp a
X X

Pour tout g € D(u) et pour tout r > 0.

Preuve On applique les arguments de la preuve du lemme page 301 de [7].
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