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Résuḿe

Les techniques de reproduction d’images noir et blanc ou couleur utilis´ees dans la plupart
des imprimantes de bureau permettent de reproduire plus ou moins fid`element des images,
en mode tout-ou-rien. Cependant, ces techniques conventionnelles sont loin d’ˆetre par-
faites: les unes souffrent d’un diapason dynamique trop limit´e, ce qui engendre un effet
de bande ou d’autres structures visuellement gˆenantes; les autres produisent des effets de
Moiré intolérables.

Ce travail de th`ese a ´eté précédé par une analyse des probl`emes liésà la nature r´epétitive
des trames lors de la superposition de couches color´ees et `a la nature discr`ete des grilles de
sortie des dispositifs de visualisation modernes. Cette analyse nous a permis d’identifier
et de formuler un certain nombre de conditions `a respecter, afin d’assurer une qualit´e de
reproduction acceptable.

Après avoirétudié l’état de l’art, nous avons d´ecidé de mener notre recherche dans
les directions suivantes: (1) m´ethode de reproduction d’images par trame pseudo-al´eatoire
regroupée, (2) technique combin´ee de g´enération de points de trame (CombiScreen), (3)
méthode de reproduction en demi-ton par rotation discr`ete bijective d’une trame `a points
dispersés, et (4) m´ethode de reproduction en demi-ton par rotation discr`ete bijective d’une
trameà points group´es.

La méthode de reproduction d’images par trame pseudo-al´eatoire regroup´ee, se prˆete
bienà la reproduction couleur `a haute r´esolution. Les ´epreuves en quadrichromie que nous
avons pu faire, montrent une qualit´e acceptable dans la fid´elité de rendu de nuances des
teintes; elles donnent une bonne impression g´enérale; il n’y pas d’effet de Moir´e, ni d’autres
artefacts visuels forts, sur les images obtenues. Par rapport `a la plupart des impl´ementations
commerciales existantes, notre m´ethode offre un contrˆole accru sur la forme et la dispersion
deséléments de trame.

La méthode combin´ee de g´enération de points de trame (CombiScreen), permettant
de minimiser l’effet de bandes, est utilisable dans la plupart des applications graphiques
pour la reproduction d’images couleur ou noir et blanc. Cette technique permet d’obtenir
des gradations de niveaux d’intensit´e extrêmement lisses, presque sans textures gˆenantes.
Par ailleurs, elle permet d’utiliser des trames de base de diff´erentes tailles, y compris de
toutes petites trames, ce qui repr´esente un avantage consid´erable. Les trames obtenues
par la méthode CombiScreen peuvent ´egalement servir de base de d´epart pour d’autres
méthodes de tramage, et, notamment, pour la m´ethode de reproduction en demi-ton par
rotation discrète bijective.

Un nouvel opérateur de rotation discr`ete bijective d´eveloppé dans le cadre de cette



recherche, permet d’appliquer des transformations proches des rotations, sur les ensem-
bles discrets, et, notamment, sur les matrices de seuillage utilis´ees dans les algorithmes de
reproduction. Trois types diff´erents de rotations discr`etes bijectives sont d´ecrits en d´etail: la
rotation discrète bijective par bandes rigides, la rotation discr`ete bijective de typea; b; b+1,
et la rotation discr`ete bijective par cisaillements discrets successifsXYX.

Grâceà cet opérateur, et en l’appliquant au plan des valeurs de seuil, on obtient plusieurs
variantes de technique de reproduction en demi-ton par rotation discr`ete bijective, `a points
groupés ou dispers´es. Les trames obtenues par ces techniques peuvent ˆetre appel´ees semi-
régulières, car, tout en h´eritant d’unélément régulier des trames non-tourn´es, elles pr´esentent
une périodicité sur des p´eriodes beaucoup plus grandes que celles de la trame de base. Les
erreurs de dicr´etisation, inh´erentes `a la rotation discr`ete bijective, perturbent la r´egularité
initiale, sans la d´etruire complètement.

La méthode de tramage r´egulier par matrice de seuillage dispers´ee tournée offre une
qualité d’image am´eliorée. Les petits d´etails sont bien rendus et l’aspect visuel est assez
plaisant. En outre, la courbe de reproduction obtenue par cette technique est nettement
supérieureà celle de la m´ethode de Bayer, pour s’approcher des courbes de reproduction
qui caractérisent les m´ethodes de reproduction par trame `a points regroup´es.

Diff érentes m´ethodes de reproduction en demi-ton par rotation discr`ete bijective de la
trameà points group´es permettent de satisfaire les crit`eres de qualit´e de trames formul´es
au début de notre recherche, tels que l’´elimination de l’effet de bande et la minimisation
de l’effet de Moiré dans la reproduction en quadrichromie. Certains ´echantillons, produits
avec cette m´ethode, atteignent une qualit´e visuelle consid´erable, proche de celle obtenue `a
résolutionélevée.
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Abstract

In the printing industry, one of the most common methods for reproducing halftone images
using bilevel printing devices is clustered-dot ordered dithering. The images produced using
this method are quite faithful to the original and are visually pleasing. Nevertheless, only
rational angles are attainable with clustered-dot dithering, due to the discrete nature of the
grids. This phenomenon can become detrimental in the case of four-color printing, when
different screen angles and maybe even different screen frequencies are used for separate
color planes, thus producing a so-called Moir´e phenomenon. Another important drawback,
the so-called banding or contouring effect, is related to the limited area of basic screen
elements used in traditional dithering.

In order to deal with these problems, we have developed, within the scope of our re-
search, several new techniques for digital halftoning: (1) pseudo-random halftone screen-
ing, (2) a new method for generating clustered-dot halftone images having a number of
reproducible gray or colour levels which is independent of the screen element size (Com-
biScreen), (3) rotated clustered-dot dithering, based on discrete one-to-one rotation, and (4)
rotated dispersed-dot dither.

A new method ofpseudo-random halftone screeningis described. It starts by obtain-
ing the quasi-random distribution of tile centers according to some well-defined spectral
characteristics. We then obtain the desired tesselation of the output device space by ap-
plying the Voronoi polygonization process. Then, an analytic black-dot curve is calculated
according to the resampled input signal level and the area of each given tile. This analytic
curve is scan-converted to obtain the blackened pixels. In the second approach, we asso-
ciate threshold values to all pixels inside every tile according to some specially tailored
analytic spot function. Then, the standard threshold comparison process is applied. Unlike
known error-diffusion techniques, the pseudo-random halftone screening technique can be
applied to a high resolution printing process. The characteristic screen element size can be
properly chosen so as to ensure the best trade-off between the printing process constraints
and the most precise printing. The described halftone algorithm seems to be appropriate for
high-resolution color and black&white devices (above 1000 dpi).

A new method(CombiScreen)is proposed for generating clustered-dot halftone images
on raster printing devices having a number of reproducible gray or colour levels which is in-
dependent of the screen element size. The dither tiles generated by this method may contain
several screen elements having any rational orientation and size. Threshold values are dis-
tributed among the cells of the dither tile so as to produce a large range of gray values, while
at the same time preserving the clustered-dot behavior of individual screen elements. When



rendering images at smoothly increasing intensity levels, this new method generates few
contouring effects and other visible artifacts. The method works equally well for quadratic,
rectangular, parallelogram and hexagonally shaped screen elements. Resulting dither tiles
are generally either of parallelogram or of hexagonal shape. Since CombiScreen enables
the screen dot frequency or orientation to be chosen independently of the number of gray
levels, it has proven to be specially effective when printing at resolutions between 150 to
600 dpi with ink jet printers and at resolutions between 300 and 1200 dpi with xerographic
printers.

A new operator ofdiscrete one-to-one rotationis described. It offers means previously
unknown in the art for generating rotated screens which approximate irrational angles with
high-precision, producing much less disturbing interferences and artifacts than other meth-
ods. Therefore, a carefully prepared dither tile incorporating screen elements with the de-
sired period, initial orientation, and dither threshold values defining their screen dot shape
growth behavior can be rotated by discrete one-to-one rotation and keep the desired screen
element period, the number of cells per screen element and the threshold values associated
with each screen element cell, thereby preserving the screen dot shape growth behavior of
the original dither tile.

Several different discrete one-to-one rotation variants are described: asmall angle ro-
tation techniquevalid for a subset of rational rotation angles, arigid band techniqueand a
technique based ondiscrete shearing transformations. The high-quality of the so rotated
dither tile is due to the fact that discrete one-to-one rotation preserves the exact number of
elementary cells per screen element and their exact dither threshold values.

The described method provides a new range of solutions for obtaining high-quality
digital angled halftone screens. High-quality solutions can be found for generating three
digital angled halftone screens, each30� apart from each other, as known from traditional
photographic colour screening techniques. Further solutions minimizing Moir´e effects may
be obtained by halftone screens whose first order frequency component vectors sum up to
zero. This new method has turned out to be particularly effective when printing with color
ink jet printers at resolutions between 150 and 800 dpi as well as with xerographic printers
at resolutions between 300 and 1200 dpi.

Rotated dispersed-dot ditheris based on the discrete one-to-one rotation of a Bayer
dispersed-dot dither array. The halftone patterns produced by the rotated dither method
therefore incorporate fewer disturbing artifacts than the horizontal and vertical components
present in most of Bayer’s halftone patterns. In grayscale wedges produced by rotated
dither, texture changes at consecutive gray levels are much smoother than in error diffusion
or in Bayer’s dispersed-dot dither methods, thereby avoiding contouring effects. Due to
its semi-clustering behavior at mid-tones, rotated dispersed-dot dither exhibits an improved
tone reproduction behavior on printers having a significant dot gain, while maintaining the
high detail rendition capabilities of dispersed-dot halftoning algorithms. This technique
has successfully been applied to in-phase color reproduction on ink-jet printers as well as
to black and white reproduction on laser printers.
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3.2 Génération de l’image. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Reproduction nuḿerique de documents couleur ou noir et
blanc

La reproduction de documents – textes, images, illustrations – joue un rˆole important dans
la société d’aujourd’hui. En effet, qui pourrait se passer de l’ensemble de livres, jour-
naux, documents de travail divers et de tant d’autres moyens de communication imprim´es
qui véhiculent quotidiennement un volume d’information gigantesque? Mˆeme si d’autres
moyens de transmission d’information tels que documents ´electroniques ou multim´edia font
leur apparition, le document imprim´e a encore de beaux jours devant lui.

Il y a à cela des raisons historiques, culturelles et purement techniques. Tout d’abord,
notre civilisation est une civilisation d’´ecriture. Toute chose importante doit ˆetre écrite,
gravée, conserv´ee pour les g´enérations futures. Pendant des si`ecles, la tradition du livre a
été porteuse de la culture occidentale. Ce n’est pas un hasard si l’invention de Gutenberg
cöincidait avec l’épanouissement des sciences et de la culture que l’Europe connut d`es la
Renaissance.

Ensuite, la majeure partie de notre ´education, formation et activit´e professionnelle passe
par l’intermédiaire des livres ou, plus g´enéralement, des documents imprim´es. Ces docu-
ments sont entr´es dans notre vie d’une fac¸on indiscernable, et personne ne peut envisager
d’utiliser aujourd’hui d’autres moyens `a leur place. Nos habitudes culturelles ainsi que nos
habitudes tout court y sont pour quelque chose.

Finalement, il existe un aspect purement technique: la technologie de l’impression, de la
reproduction de documents a ´evolué au fil des si`eclesà l’image de l’industrie, des sciences
et des technologies modernes. Les acquis dans ce domaine sont tellement importants, tant
du point de vue de l’investissement mat´eriel que du point de vue du perfectionnement des
techniques employ´ees que personne ne songe `a supprimer ce moyen de communication
précieux.

L’industrie de l’impression occupe donc une place majeure dans la soci´eté d’aujour-
d’hui, et cette importance ne cesse de croître actuellement, avec l’apparition de dispositifs
de reproduction noir et blanc ou couleur de moins en moins chers et, par cons´equent, de
plus en plus accessibles au grand public. On peut parler d’une v´eritable démocratisation



Chapitre 1

des moyens de reproduction qui est intervenue ces derni`eres ann´ees.

Cette avance technologique, la prolif´eration de toutes sortes d’imprimantes, de copieurs,
de télécopieurs bon march´e, pose tout de mˆeme un certain nombre de questions th´eoriques
et pratiques auxquelles, il y a encore quelques ann´ees, il n’existait pas de r´eponses satis-
faisantes. Ces questions sont surtout li´eesà la nature discr`ete de grilles qui sont utilis´ees
par ces machines essentiellement num´eriques. Les g´enérations pr´ecédentes des dispositifs
de reproduction employaient des proc´edés analogiques et, en plus, tr`es souvent, il s’agissait
de machines ch`eres, bien entretenues, assurant une tr`es bonne qualit´e de base. A l’heure
actuelle, la question se pose souvent diff´eremment: comment assurer une bonne (ou ac-
ceptable) qualit´e de reproduction avec les dispositifs existants, bon march´e et relativement
peu performants? Les imprimantes de bureau couleur, notamment, ne coˆutent aujourd’hui
que quelques centaines de francs. Comme revers de la m´edaille, elles n’assurent qu’une
modeste r´esolution – souvent entre 300 et 400 dpi, incomparable avec la r´esolution de
plus de 2000 dpi utilis´ee dans le mat´eriel haut de gamme. Comme on le verra plus loin,
nombreux sont les probl`emes inh´erentsà la reproduction num´eriqueà basse et moyenne
résolution. En plus, ces dispositifs `a basse et moyenne r´esolution poss`edent très souvent
des caract´eristiques non-lin´eaires gˆenantes, telles que, par exemple, l’effet d’accroissement
de points, qui doivent ˆetre prises en compte.

Certes, l’industrie de l’impression de qualit´e existe toujours. Cette industrie emploie
des dispositifs de plus en plus sophistiqu´es et produit des r´esultats de toujours plus grande
qualité. Mais, curieusement, les proc´edés d’impression `a haute r´esolution posent moins
de problèmes sur le plan scientifique, que ceux `a basse et moyenne r´esolution, car les
phénomènes de dicr´etisation se manifestent surtout lorsque les grilles discr`etes sont rel-
ativement pauvres, et ne contiennent qu’un nombre limit´e de combinaisons possibles. Au
fur et à mesure que la r´esolution crôit, les grilles discrètes deviennent de plus en plus riches,
en se rapprochant du cas continu.

Dans notre travail de recherche, nous avons choisi d’examiner et de r´esoudre, dans la
mesure du possible, certains des probl`emes inh´erentsà la reproduction num´eriqueà basse et
moyenne r´esolution. Nous avons mis l’accent sur les probl`emes d’ordre plutˆot pratiques que
théoriques. C’est pour cette raison qu’on y verra beaucoup d’images qui illustrent les tech-
niques développées et relativement peu de preuves formelles. Bien que de nouvelles notions
théoriques, notamment la notion d’op´erateur de rotation discr`ete bijective appliqu´eeà des
matrices de seuillage ou des pavages pseudo-p´eriodiques ayant une sym´etrie rotationnelle
d’ordre 2 ou 3, soient introduites dans cette th`ese, un grand travail d’exploration th´eorique
de ces nouveaux objets reste `a accomplir.

Dans la section 1.2, nous identifions les probl`emes les plus importants li´esà la technique
de reproduction `a basse et moyenne r´esolution.

Dans le chapitre 2, nous passons en revue la plupart des techniques employ´ees pour
la reproduction en demi-ton. Nous y aborderons en d´etail les techniques de base utilis´ees
et nous discuterons les avantages et les inconv´enients de chacune des m´ethodes. Cette
revue de l’état de l’art en la mati`ere nous permettra de mieux situer les m´ethodes originales
développées dans le cadre de la pr´esente recherche, par rapport `a celles connues dans la
litt érature sp´ecialisée.
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Le chapitre 3 d´ecrit en détail une méthode originale de tramage pseudo-al´eatoire développée
dans le cadre de la pr´esente recherche. Cette m´ethode permet de reproduire les images
couleur ou noir et blanc en ´evitant l’effet de Moiré. La technique d´ecrite dans ce chapitre
peutêtre class´ee comme “purement irr´egulière”, tandis que d’autres m´ethodes d´ecrites dans
les chapitres 4, 5, 6 et 7 peuvent ˆetre class´ees comme “partiellement irr´egulières” ou “semi-
régulières”. Ces techniques “semi-r´egulières” produisent des images qui ont un aspect vi-
suel plaisant et qui sont, de mani`ere générale, préférées par les utilisateurs aux images
produites avec des techniques “purement irr´egulières”.

Comme on le verra au chapitre 4, l’application d’une technique de pavage presque-
périodique ou limit-périodiqueà trames r´egulières produit des super-trames avec les car-
actéristiques voulues, et notamment, permet de supprimer l’effet de bande particuli`erement
gênantà basse r´esolution.

Le chapitre 5 introduit un nouvel op´erateur de rotation discr`ete bijective qui sera ensuite
appliqué, aux chapitres 6 et 7, `a diverses matrices de seuillage, et sp´ecialement `a celles
obtenues `a l’aide de la m´ethode d´ecrite au chapitre 4. Les techniques r´esultantes de notre
recherche permettent de produire des images d´epourvues d’artefacts visuels forts, et cela
sur des dispositifs travaillant `a basse et moyenne r´esolution.

1.2 Problèmes inh́erentsà la reproduction numérique à basse et
moyenne ŕesolution

La majeure partie des dispositifs d’impression `a basse et moyenne r´esolution utilisés dans
l’industrie emploient une technique d’encrage `a deux niveaux: sur un point donn´e de la sur-
face de reproduction, soit l’encre est d´eposée, soit elle ne l’est pas du tout. Les techniques
courantes utilis´ees pour la reproduction couleur utilisent le mˆeme principe d’impression
à deux niveaux, appliqu´e séparément aux quatre couleurs de base (quadrichromie). Les
points encr´es sont rendus sur des positions discr`etes qui forment la grille discr`ete de sortie.
La plupart des probl`emes abord´es dans cette section sont li´esà la nature discr`ete de la grille
de sortie.

1.2.1 Effet de Moiré dans la reproduction couleur

L’effet de Moiré, connu depuis l’antiquit´e, apparâit lorsque deux ou plusieurs couches ayant
chacune une fr´equence caract´eristique sont superpos´ees. Dans le cas de l’imagerie couleur,
en quadrichromie notamment, lorsque chaque couleur de base est d´ecompos´ee en quatre
composantes principales, cyan, magenta, jaune et noir, l’effet de Moir´e peut s’av´erer très
néfaste. Il y a une litt´erature abondante sur ce sujet: sans aucune pr´etention d’exhaustivit´e,
nous pouvons mentionner ici [Clapper55], [Yule67], [Stucki79], [Schreiber86], [Hunt87],
[Molla88], [Eliezer91], [Amidror91], [Delabastita92a], [Fink92], [Amidror94a], [Amidror94b],
[Jones94] et beaucoup d’autres ouvrages.

Dans la quadrichromie traditionnelle, la solution adopt´ee consiste en l’utilisation de la
même fréquence de tramage pour les quatres couches color´ees s´eparées. L’orientation des
couches habituellement utilis´ee est la suivante:15� pour le cyan,75� pour le magenta,
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Chapitre 1

Figure 1.1: Superposition de deux structures r´egulières ainsi que leurs spectres Fourier
(valeur absolue, partie centrale).

A

B

A B A**B

0� pour le jaune et45� pour le noir. Dans la classification utilis´ee dans [Amidror91] et
[Amidror94a], le cas de la quadrichromie traditionnelle est un cas instable ou singulier.
Certaines combinaisons d’angles et fr´equences de trames pour la reproduction couleur
sont brevet´ees par la compagnie allemande Dr. Ing. Rudolf Hell GmbH. (voir [Gall87]).
D’autres combinaisons d’angles et fr´equences de trames ont ´eté propos´ees dans [Amidror94a].

Ces méthodes de minimisation de l’effet de Moir´e ontété conçues surtout pour les cas
continus (à l’opposé du discret): on suppose qu’on peut librement choisir une fr´equence et
l’orientation de la trame. Or, ceci n’est pas possible lorsque la trame en question est produite
sur une grille de sortie `a basse r´esolution. Par exemple, les angles d’orientations de trame
irrationnels de15� ou 30� ne sont pas atteignables sur les grilles carr´ees. Certes, en aug-
mentant la taille d’un ´elément de trame, on peut approcher avec une pr´ecision raisonnable
les angles irrationnels – et cela se fait avec le mat´eriel travaillantà très haute r´esolution –
mais que faire `a basse et moyenne r´esolution quand la question de taille d’un ´elément de
trame est critique, et qu’on ne peut pas l’augmenter?

La figure 1.1 montre la superposition de deux structures r´egulières ainsi que leurs spec-
tres d’amplitude obtenus par transformation de Fourier. Ces deux structures sont obtenues
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en utilisant deux trames r´egulières ayant un ´elément de trame de petite taille et deux angles
rationnels d’orientation de trame. Les spectres Fourier montrent clairement que le spectre
de la superposition poss`ede des pics dans la zone voisine de l’impulsion centrale DC qui
sont absents des spectres des images non-superpos´ees. L’explication de ce ph´enomène est
donnée dans [Amidror94a]: la superposition de deux images binaires peut ˆetre consid´erée
comme une multiplication dans le domaine de l’image (nous utilisons la convention com-
mune suivante:0 correspond `a l’absence de lumi`ere ou noir,1 correspond `a la présence
de lumière ou blanc). Par cons´equent, la superposition de deux images se traduit, dans
le domaine fréquentiel, par la convolution de deux spectres associ´es à chacune des deux
images.

Il n’existe pas de solution simple au probl`eme du Moiré à basse r´esolution: tous les
angles rationnels pour ´eléments de trame de petite taille ont ´eté explorées dans le pass´e.
Par exemple, la premi`ere version de langage PostScript (level 1) qui utilisait les trames `a
orientation rationnelle de petite taille, engendrait des Moir´es notables.

Certaines solutions `a ce problème ontété propos´ees et brevet´ees (voir, par exemple, les
brevets [Schiller91a] et [Schiller91b], [Gall91] ou [Troxel92]).

La façon la plus simple de formuler la condition de minimisation de l’effet de Moir´e
lors de la superposition de trois couches tram´ees, de type instable ou singulier, est d’exiger
que la somme vectorielle des vecteurs caract´eristiques

�!
W1;

�!
W2 et

�!
W3 des trois trames

diff érentes, dans le domaine fr´equentiel, soit ´egaleà zéro:

�!
W1 +

�!
W2 +

�!
W3 = 0 (1.1)

Cette condition est facilement compr´ehensible: puisque la superposition de deux images se
traduit, dans le domaine fr´equentiel, par la convolution de deux spectres associ´esà chacune
des deux images, la condition 1.1 exige tout simplement que le r´esultat de la convolution des
trois harmonies les plus fortes soit plac´e exactement au centre (DC) du domaine spectrale.
Autrement dit, on essaye de repousser la fr´equence type de la vague de Moir´e indésirable
vers zéro, ce qui correspond `a une période de r´epétition infiniment grande.

Les trois trames des couches cyan, magenta et noir utilis´ees dans la quadrichromie
traditionnelle, satisfont la condition 1.1 – les trois vecteurs de mˆeme longueur

�!
W1;

�!
W2 et�!

W3 sont orientésà15�, 45� et75� par rapport `a l’horizon, et forment donc dans le domaine
fréquentiel un triangle ´equilatéral.

L’orientation de la quatri`eme couche – jaune – n’est pas prise en compte par la condi-
tion 1.1,étant donn´e que son influence sur l’effet de Moir´e est moindre que celle des trois
autres couches; elle est g´enéralement orient´ee à 45� par rapport `a la trame de la couche
noire.

1.2.2 Effet de bande

L’effet de bande est un autre artefact gˆenant qui est li´e à la nature discr`ete de la grille
de sortie. Imaginons queS 2 N est la superficie d’un ´elément de trame utilis´e pour la
reproduction. Il est bien ´evident que, si la trame est parfaitement r´epétitive, il n’existe que
S +1 possibilité de reproduire des niveaux d’intensit´e différents:0 lorsque toutes les cases
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Chapitre 1

Figure 1.2: L’effet de bande est bien visible sur les gradations lisses de l’image tram´ee.
La superficie d’un ´elément de trame est de 9 pixels; la r´esolution de sortie est de 150 dpi.
L’image source est parfaitement lisse, elle ne contient aucune bande.

de l’élément de trame sont noires,1 lorsqu’une des cases est blanchie, etc. jusqu’`aS lorsque
toutes les cases sont blanchies. Ainsi, on obtientS + 1 niveaux d’intensit´e différents.

La figure 1.2 illustre bien l’effet de bande. L’image montr´ee sur cet exemple est produite
en utilisant une trame r´egulière de taille 3x3 pixels; la superficieS = 9, ce qui permet de
reproduire 10 niveaux d’intensit´e distincts. En comptant les diff´erentes bandes sur la sph`ere
de la figure 1.2, on retrouve bien ce nombre. Soulignons que l’image source est parfaitement
lisse, elle ne contient aucune bande.

Il existe différentes m´ethodes pour diminuer l’effet de bande. On peut distinguer deux
classes: a) la construction de super-trames en distribuant la diff´erence entre les ´eléments
de sous-trames correspondants selon la distribution dispers´ee de type Bayer – voir, par
exemple, [Cook91], et b) la distribution des erreurs dues `a la taille limitée de la trame sur
leséléments de trame voisins – voir, par exemple, [Fan92].

Le chapitre 4 d´ecrit une méthode originale d´eveloppée dans le cadre de notre recherche
et qui utilise des pavages pseudo-p´eriodiques ayant une sym´etrie rotationnelle d’ordre 2 ou
3, pour la construction de la super-trame. Cette m´ethode diminue consid´erablement l’effet
de bande. Elle s’applique sur les trames carr´ees aussi bien que sur les trames hexagonales.

1.2.3 Qualit́e, aspect visuel de l’image reproduite

La qualité subjective joue un certain rˆole dans l’évaluation du r´esultat d’un algorithme de
reproduction. La plupart de gens veulent que la reproduction soit non seulement fid`ele et
juste, mais aussi “plaisante” ou “stable”. Ces derniers crit`eres sont assez flous, on peut
néanmoins les traduire en termes techniques.

A propos de l’aspect “plaisant” du r´esultat, on peut dire que, plus il y a d’´eléments
aléatoires et d´esordonn´es dans l’image, et moins elle est plaisante. Sur les trois images de
la figure 1.3, la moins plaisante est celle de gauche (a).

1.2.4 Compensation de l’effet d’accroissement de points

Le modèle de dispositif de sortie utilis´e dans les algorithmes de rendu est en quelque sorte
idéal: la grille de sortie est parfaitement carr´ee, les pixels noirs ou blancs remplissent par-
faitement les zones que l’algorithme de rendu lui attribue. Or, en r´ealité, les dispositifs de
sortie disponibles ne sont pas capables de remplir ces conditions. Certaines imprimantes
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a) b) c)

Figure 1.3: L’influence de l’agorithme de rendu sur le jugement subjectif de la qualit´e de
l’image. Certains pr´efèrent l’image (c), d’autres – l’image (b). La r´esolution du dispositif
de sortie utilisé est de 150 dpi.

utilisent le faisceau laser pour charger le tambour de transfert sur lequel les particules de
l’encre sèche collent, pour ˆetre transf´erées ensuite sur le papier. D’autres proc´edés tels que
le procédé de jet d’encre utilisent de minuscules particules d’encre qu’un dispositif vibra-
toire éjecte vers le papier. Dans les deux cas, les particules d’encre r´eellement mises sur le
papier ont une forme arrondie qui, comme le montre la figure1.4, ne correspond plus tout `a
fait à l’image idéale. Ce ph´enomène s’appelle l’effet d’accroissement de points.

Le résultat principal de cet effet est le comportement non-lin´eaire du dispositif de sortie
réel, par rapport au dispositif id´eal. Pour pallier `a ce comportement non-lin´eaire, on intro-
duit généralement un facteur de correction d’accroissement de points ou correction gamma.
Certains algorithmes de reproduction sont plus sensibles `a l’accroissement de points que
d’autres. La d´ependance est g´enéralement inversement proportionnelle `a la taille type du
point de trame. Ainsi, les algorithmes de reproduction `a points dispers´es (voir chapitre 2)
ont un facteur d’accroissement de points tr`es important. A l’inverse, les algorithmes de
reproduction `a points regroup´es sont moins sensibles `a l’accroissement de points.

Pour les d´etails pratiques de prise en compte de l’accroissement de points ainsi que pour
les calculs n´ecessaires par pallier au probl`eme d’accroissement de points, voir la discussion
au chapitre 6, section 6.5.

1.2.5 Efficacit́e des algorithmes de reproduction

Le critère de l’efficacité des algorithmes de reproduction, bien que n’influenc¸ant pas di-
rectement le r´esultat final de l’algorithme de reproduction, joue tout de mˆeme un certain
rôle dans le choix de l’algorithme utilis´e pour un dispositif de sortie donn´e. En général,
un dispositif de sortie bon march´e ne poss`ede pas de puissance de calcul et de moyens de
stockage importants. On pr´efère donc y impl´ementer des algorithmes simples et rapides.
Parmi les algorithmes de rendu les plus simples et les plus efficaces, on peut mentionner
l’algorithme de tramage r´egulier par seuillage (voir, par exemple, [Clapper55], [Jarvis76],
[Judice74], [Roetling76], [Roetling77a], [Stucki79], [Ulichney87], [Stucki92], [Jones94]).
Cet algorithme existe sous forme incr´ementale, et la quantit´e de mémoire nécessaire est tr`es
limit ée.

A l’autre extrémité, les algorithmes n´ecessitant beaucoup de calculs pendant le pro-
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a) b)

Figure 1.4: L’effet d’accroissement de points: (a) une image pr´eparée pour un dispositif de
sortie idéale, (b) la mˆeme image produite avec une imprimante laser travaillant `a 300 dpi
(agrandie).

cessus de g´enération de l’image en demi-ton, tels que, par exemple, les algorithmes de
distribution d’erreurs `a plusieurs passes, sont parfois critiqu´es pour leur lenteur.

Il faudrait souligner que, `a l’heure actuelle, la tendance est plutˆot à la diminution sensi-
ble du coup du mat´eriel età l’accroissement de l’importance du rˆole du logiciel, par rapport
au matériel. Dans ce contexte, les consid´erations de temps d’ex´ecution d’un algorithme
donné liéesà sa complexit´e sont moins importantes que dans le pass´e, tandis que les con-
sidérations de qualit´e des images produites le sont de plus en plus.
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Chapitre 2

Reproduction d’images en demi-ton:
l’ état de l’art.

Le but principal des m´ethodes de reproduction d’images en demi-ton est de produire l’illusion
de l’apparition de différents niveaux de gris lorsque l’on observe une image noir et blanc
à deux niveaux, sp´ecialement pr´eparée à cet effet. Cette illusion est rendue possible par
la capacité du mécanisme de perception humaine d’int´egrer des petites parties de l’image,
pour produire dans notre cerveau une image en quelque sorte filtr´ee par un filtre passe-
bas. Le seuil de visibilit´e ou la taille critique maximale de petites structures qui restent
invisibles dépend de plusieurs facteurs: de l’acuit´e visuelle de l’individu, des conditions
d’illumination de l’image, de la r´egularité de l’image, de l’orientation de la structure etc. Il
existe sur ces sujets une abondante litt´erature dans le domaine de la psychologie exp´erimentale
– voir, par exemple, [Campbell66], [Caelli81], [Boff86], [Boynton92], ainsi que de nom-
breux livres et articles cit´es dans ces ouvrages.

Cette propriété de filtrage propre `a notre perception visuelle a ´eté remarqu´ee et exploit´ee
dès la fin du XIX siècle pour la reproduction analogique des images et des photos par les
procédés d’impression disponibles `a cetteépoque: par exemple, par le proc´edé offset. On
plaçait un dispositif optique, compos´e d’un plateau de verre grav´e de lignes opaques dans le
chemin optique entre l’objectif et la pellicule photosensible (voir [Levy1893], [Levy1895],
[Gast1895], [Noemer75] ou [Jones94]). En cons´equence, une image tram´ee apparaissait sur
la pellicule – ce qui permettait ensuite de fabriquer des plaques utilis´ees dans l’impression
offset.

Pour l’impression couleur, on a tr`es vite adopt´e le même proc´edé appliqué à des couches
colorées s´eparées. On utilisait habituellement quatre orientations diff´erentes de dispositif
de tramage:15� pour le cyan,75� pour le magenta,0� pour le jaune et45� pour le noir. Cet
équipement purement analogique produisait des r´esultats tout-`a-fait satisfaisants.

Dans la premi`ere moitié du XX siècle, les machines ´electroniques analogiques ont fait
leur apparition dans l’industrie d’impression. Mais c’est surtout apr`es la deuxi`eme guerre
mondiale, que l’´equipement ´electronique analogique, suivi du num´erique, a pris un essor
important. Dès l’apparition des premiers ordinateurs, les professionnels de l’imagerie ont
commenc´e à s’intéresser aux possibilit´es illimitées offertes par le traitement num´erique
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Figure 2.1: Classification principale des m´ethodes de reproduction num´erique.

des images. Les syst`emes de reproduction de l’´epoque coˆutaient très cher, et ce n’´etait
pas du luxe d’utiliser des ordinateurs afin d’am´eliorer leur qualité. Les premiers syst`emes
numériques imitaient les syst`emes analogiques de la g´enération précédente. A cette ´epoque,
un algorithme informatique, qui mimait le dispositif optique de demi-ton, a ´eté développé.
Au fur età mesure que ces syst`emes num´eriques se diversifiaient, et surtout apr`es l’apparition
des imprimantes laser, plusieurs algorithmes de reproduction num´erique en demi-ton ont
été développés. Certains d’entre eux s’inspiraient des analogies physiques, d’autres intro-
duisaient des concepts nouveaux, sans aucune r´eférence `a des dispositifs existants. Petit `a
petit, on a saisi la nature des probl`emes sp´ecifiquesà la reproduction num´erique en demi-ton
mentionnés dans le chapitre pr´ecédent, et on a essay´e de les r´esoudre.

2.1 Classification principale des ḿethodes de reproduction nuḿerique
en demi-ton

Il existe plusieurs fac¸ons de classifier les divers algorithmes de reproduction d’images en
demi-ton. Nous utiliserons ici une classification `a la fois simple, intuitive et naturelle, pro-
posée par Peter Jones dans [Jones94]. La figure 2.1 r´esume bien cette classification. Selon
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Screen Period

 

Screen Function

Input Signal

Halftone Dot

Figure 2.2: Version mono-dimensionnelle du m´ecanisme de seuillage.

Figure 2.3: Fonction bi-dimensionnelle continue de seuillage ainsi qu’une coupe qui con-
tient exactement une p´eriode de cette fonction.

cette classification, deux facteur majeurs r´egissent l’ensemble des m´ethodes de reproduc-
tion numérique en demi-ton. Le premier de ces deux crit`eres fait la distinction entre les
méthodes dites r´egulières(ordered)et les méthodes dites irr´egulières(irregular). La notion
de régularité sous-entend la pr´esence de structures r´epétitives dans les images produites. Le
deuxième critère oppose les m´ethodes qui produisent des images compos´ees des structures
dispersées et celles qui produisent des structures plus grandes, o`u les points individuels sont
regroupés en petits ensembles blancs ou noirs(clusters).

Nous allons ´etudier le fonctionnement de base de quelques algorithmes importants,
représentant chaque classe, selon cette classification.

2.2 Tramage ŕegulier à points regroupés

Cette technique est de loin la plus utilis´ee dans l’industrie graphique pour la g´enération
des images tram´ees (voir, par exemple, [Clapper55], [Jarvis76], [Judice74], [Roetling76],
[Roetling77a], [Stucki79], [Ulichney87], [Stucki92], [Fink92], [Jones94]). La technique
de tramage r´egulier à points regroup´es est utilis´ee en version de base dans pratiquement
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Figure 2.4: Construction de la tuile fondamentale qui contient les valeurs de seuil, `a partir
d’une fonction bi-dimensionnelle continue de seuillage.
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toutes les imprimantes couleur ou noir et blanc existantes. Tr`es souvent, les versions plus
évoluées de tramage – par exemple, certains tramages irr´eguliers – s’appuient sur les mˆemes
principes fondamentaux que la m´ethode de tramage r´egulierà points regroup´es.

Supposons que l’image originale soit ´echantillonnée sur une grille rectangulaire, et que
l’image résultante doive aussi ˆetre produite sur une grille rectangulaire. Cette supposition
est valable pour la plupart des unit´es de sortie travaillant en mode ”raster“, sur une grille de
sortie. Soient(xin; yin) les coordonn´ees de chaque point ´elémentaire de l’image originale,
et g(xin; yin) le niveau d’intensit´e associ´e à ce point, dans le diapason de valeurs enti`eres
entre0 (noir) etR � 1 (blanc), où R est le nombre de niveaux d’intensit´e atteignables par
le codage donn´e. Par exemple, pour les images cod´ees sur 8 bits,R = 28 = 256.

Nous supposons que l’ensemble des coordonn´eesfxin; ying de l’image originale est
li é à l’ensemble des coordonn´eesfxout; youtg de l’image produite par une transformation
linéairef connue; la transformation inversef�1 est aussi connue:

(xout; yout) = f(xin; yin)

(xin; yin) = f�1(xout; yout)

Le plan de sortie est pav´ee par une structure r´epétitive qu’on appelle matrice de seuil-
lage. Chaque ´elément de la matrice de seuillage contient une valeur de seuil, dans le dia-
pason entre0 etR � 1. Ainsi, à chaque point de sortiefxout; youtg, on associe une valeur
de seuils(xout; yout) définie selon la construction de la matrice de seuillage. Diff´erentes
façons de construire les matrices de seuillage seront discut´ees plus bas.
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Figure 2.5: Pavage du plan de sortie avec la tuile fondamentale qui contient les valeurs de
seuil.
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La tâche de reproduction consiste donc `a parcourir l’ensemble des coordonn´eesfxout; youtg
de l’image de sortie, et, pour chaque point(xout; yout), à effectuer les op´erations suivantes:

– consulter la valeur de seuils(xout; yout).

– trouver les coordonn´ees(xin; yin) de l’image originale qui correspondent au point
(xout; yout), à l’aide de la fonctionf�1 connue:(xin; yin) = f�1(xout; yout).

– comparerg(xin; yin) avecs(xout; yout). Le point de sortie(xout; yout) prend la valeur
G(xout; yout) définie comme suit:

G(xout; yout) =

�
0 si g(xin; yin) � s(xout; yout)
1 autrement

(2.1)

Les valeurs de seuil peuvent ˆetre connues `a partir de la matrice de seuillage associ´ee au
procédé. Les valeurs de seuillage sont attribu´eesà chaque cellule ´elémentaire de l’´elément
de trame fondamental (ou tuile fondamentale) qui pave le plan. Holladay [Holladay80a] a
montré qu’une tuile fondamentale en forme de parall´elogramme inclin´e à angle rationnel
peut toujours ˆetre représentée par un rectangle ´equivalent, de hauteur et largeur exprim´ees
en nombres entiers. Cette conclusion simplifie beaucoup l’algorithme de tramage: en effet,
pour une tuile fondamentale en forme de parall´elogramme aux cˆotés exprimés en nombres
entiers quelconques, sa repr´esentation matricielle existe toujours; c’est cette derni`ere qui
est habituellement utilis´ee pour le stockage, sous la forme d’une matrice rectangulaire de
seuillage.
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Chapitre 2

Figure 2.6: Résultat d’application de la technique de tramage r´egulierà points regroup´es,
pour un signal d’entr´ee de niveau constant.
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La figure 2.2 donne une illustration simplifi´ee du principe de seuillage, dans sa version
mono-dimensionnelle et continue. Dans cette version simplifi´ee, la fonction qui donne
les valeurs de seuil est une fonction p´eriodique et continue, en forme de zigzag r´epétitif.
Le résultat de tramage n’est plus r´epétitif, comme on peut le voir sur la figure 2.2. Il y
a une analogie naturelle entre le seuillage mono-dimensionnel et la notion de modulation
d’impulsions en dur´ee (PDM) utilisée dans la th´eorie de traitement de signaux (voir, par
exemple, [Fontolliet83], p. 295).

Dans la situation r´eelle, “la fonction” bi-dimensionnelle de seuillage n’est plus une
fonction continue, mais un ensemble discret de valeurs de seuillage stock´ees dans la tuile
fondamentale. Il est tout de mˆeme possible d’obtenir cette repr´esentation discr`eteà partir
d’une fonction de seuillage continue qu’on appelle en anglaisspot-function.

La figure 2.3 montre une fonction bi-dimensionnelle continue de seuillage ainsi qu’une
coupe qui contient exactement une p´eriode de cette fonction. Il n’y a pas de r`egles précises
concernant la construction de la fonction de seuillage bi-dimensionnelle. Pour obtenir une
“bonne” trame, on utilise une fonction lisse dont les parties positives et n´egatives sont
symétriques, et qui fait penser `a une bôite à oeufs, comme le montre la figure 2.3. Dans le
cas illustré sur cette figure, nous utilisions la fonction

s(x; y) =
1

2
� sin(�x� �=2) + sin(�y � �=2)

4
(2.2)

Dans le cas de la figure 2.3, la p´eriode fondamentale est d´efinie par les conditions�1 �
x; y � 1: on préfère souvent d´efinir la fonction de seuillage continue dans le syst`eme de co-
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Reproduction d’images en demi-ton: l’́etat de l’art.

Figure 2.7: Signal d’entrée de niveau variable, ´echantillonné.
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ordonnées normalis´e – c’est le cas, par exemple, du langage de programmation PostScript
qui implémente la fonction de seuillage de cette fac¸on (voir [Fink92]). Par une simple trans-
formation, on peut d´efinir une fonctions0(x; y) dont la période fondamentale est orient´ee
diff éremment par rapport aux axesxy, comme le montre la figure 2.4. Supposons que la
surface d´elimitée par la p´eriode fondamentale de la fonction de seuillage contienneN pix-
els - dans le cas tr`es répandu que pr´esente la figure 2.4,N = 32. Il suffit de sélectionner les
pixels en fonction de la croissance de la fonctions0(x; y) et les num´eroter entre0 etN � 1.
Si deux ou plusieurs pixels ont la mˆeme valeurs0(x; y), on les s´electionne au hasard ou en
suivant une spirale imaginaire. La fonction discr`ete résultante, ainsi que la tuile fondamen-
tale qui contient les valeurs de seuil, sont bien visibles en bas de la figure 2.4.

Il est bienévident qu’avec la tuile fondamentale construite de cette mani`ere, on peut
paver le plan de sortie, comme le montre la figure 2.5. Le r´esultat d’application de la tech-
nique de tramage r´egulier à points regroup´es, pour un signal d’entr´ee de niveau constant,
est présenté sur la figure 2.6. On noircit les pixels de sortie selon la condition 2.1, c’est-
à-dire qu’on noircit ceux dont la valeur de seuil d´epasse ou ´egale le niveau constant du
signal d’entrée. Cela donne comme r´esultat une trame parfaitement r´epétitive qui contient
plusieurs pixels noirs regroup´es aux centres des duplicata de la matrice de seuillage.

Lorsque le signal d’entr´ee est de niveau variable, le mapping(xout; yout) = f(xin; yin)
produit un escalier bi-dimensionnel, comme le montre la figure 2.7. Notons que la p´eriode
de cet escalier n’est pas forc´ementégaleà la période de r´epétition de la matrice de seuillage,
comme le montre la figure 2.7. Le r´esultat d’application de la technique de tramage r´egulier
à points regroup´es, pour un tel signal d’entr´ee, est montr´e sur la figure 2.8. On peut constater
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Chapitre 2

Figure 2.8: Résultat d’application de la technique de tramage r´egulierà points regroup´es,
pour un signal d’entr´ee de niveau variable, ´echantillonné.
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que la structure ainsi produite n’est plus parfaitement r´epétitive, comme dans le cas du
signal d’entréeà niveau constant.

Une image type produite en utilisant la technique de tramage r´egulier à points re-
groupés, avec un zoom, est repr´esentée sur la figure 2.9

2.3 Tramage ŕegulier à points disperśes

La technique de tramage r´egulierà points dispers´es se distingue de la technique de tramage
régulierà points regroup´es, uniquement par sa matrice de seuillage. Comme on l’a vu dans
la section pr´ecédente, les ´eléments avec des valeurs ´elevées sont regroup´es au centre de
la matrice de seuillage, dans le cas de tramage r´egulier à points regroup´es, tandis qu’ils
sont uniformément distribu´esà l’intérieur de la matrice de seuillage, dans le cas de tramage
régulierà points dispers´es. La technique de g´enération de l’image `a partir d’une matrice de
seuillage donn´ee, est identique dans les deux cas.

La matrice de seuillage utilis´ee par la m´ethode de tramage r´egulier par points dispers´es
est décrite par Bayer [Bayer73]. SoitD2, une matrice de seuillage d’ordre 2 d´efinie comme
suit:

D2 =

�
0 2
3 1

�
=

�
D2
00 D2

01

D2
10 D2

11

�
(2.3)
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Reproduction d’images en demi-ton: l’́etat de l’art.

Figure 2.9: Image produite en utilisant la technique de tramage r´egulierà points regroup´es,
avec un zoom.

Il existe une technique simple pour trouver une matriceD2n à partir deDn:

D2n =

�
4Dn +D2

00U
n 4Dn +D2

01U
n

4Dn +D2
10U

n 4Dn +D2
11U

n

�
(2.4)

oùUn est une matrice unitaire:

Un =

0BB@
1 1 ::: 1
1 1 ::: 1
: : ::: :
1 1 ::: 1

1CCA (2.5)

Voici la matriceD8 qui contient 64 valeurs diff´erentes et peut donc ˆetre utilisée pour repro-
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Chapitre 2

Figure 2.10: Image produite en utilisant la technique de tramage r´egulierà points dispers´es,
avec un zoom.

duire 65 niveaux d’intensit´e différents:

D8 =

0BBBBBBBBBBB@

0 48 12 60 3 51 15 63
32 16 44 28 35 19 47 31
8 56 4 52 11 59 7 55
40 24 36 20 43 27 39 23
2 50 14 62 1 49 13 61
34 18 46 30 33 17 45 29
10 58 6 54 9 57 5 53
42 26 38 22 41 25 37 21

1CCCCCCCCCCCA
(2.6)

Une image type, produite en utilisant la technique de tramage r´egulier à points dis-
persés, avec un zoom, est repr´esentée sur la figure 2.10.
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Reproduction d’images en demi-ton: l’́etat de l’art.

Figure 2.11: Image produite en utilisant la technique de diffusion d’erreurs (diffusion
d’erreurs selon Floyd-Steinberg), avec un zoom.

2.4 Méthodes de tramage irŕegulier à points disperśes: méthodes
de propagation

L’id ée principale de cette m´ethode est de calculer la meilleure approximation pour chaque
point (pixel) de l’image de sortie, de calculer l’erreur d’approximation et de r´einjecter cette
erreur dans l’image originale, en la distribuant entre les points voisins.

2.4.1 Méthode de diffusion d’erreurs

Voici la méthode de diffusion d’erreurs(Error-diffusion) telle qu’elle est d´ecrite par Floyd
et Steinberg dans [Floyd76]:

S(x; y): image originale

I(x; y): image de sortie

App(x; y): la fonction qui donne la meilleure approximation dept = S(x; y). C’est
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Chapitre 2

une fonction de seuil(threshold). D’habitude, cette fonction est d´efinie de la fac¸on suivante:

App(x; y) =

�
1; if S(x; y) � 0:5
0; if S(x; y) < 0:5

(2.7)

Pour chaque pointpt = S(x; y):

� Trouver la meilleure approximationK = App(x; y).

� Produire le résultatI(x; y) = K

� Trouver l’erreurE = S(x; y)�K

� Distribuer7=16 d’erreurà droite:S(x+ 1; y) = S(x+ 1; y) + 7=16E

� Distribuer3=16 d’erreur en bas et `a gauche:S(x�1; y�1) = S(x�1; y�1)+3=16E

� Distribuer5=16 d’erreur vers le bas:S(x; y � 1) = S(x; y � 1) + 5=16E

� Distribuer1=16 d’erreur en bas et `a droite:S(x+1; y�1) = S(x+1; y�1)+1=16E

On peut décrire le processus de distribution d’erreur `a travers une matrice de distribu-
tion. Dans le cas d´ecrit par Floyd et Steinberg, cette matrice ne contient que 4 ´eléments.
Les matrices de taille sup´erieure donnent parfois de meilleurs r´esultats. La mˆeme approche
matricielle permet de distribuer les erreurs sur une grille hexagonale: voir [Stevenson85].
Ulichney résume sur une page les matrices qui donnent les meilleurs r´esultats: filtres de
Jarvice-Judice-Ninke et de Stucki (voir [Ulichney87], p. 241).

Une image type produite en utilisant la technique de tramage irr´egulier à points dis-
persés, avec un zoom, est repr´esentée sur la figure 2.11

Malgré ses atouts, la m´ethode de tramage irr´egulier à points dispers´es poss`ede, en sa
version de base, plusieurs d´efauts:

� Les structures sp´ecifiquesà la manière de distribution d’erreurs sont tr`es apparentes.

� La direction de parcours ou l’ordre de s´election de points `a évaluer a une influence
primordiale sur le r´esultat.

� La méthode de diffusion d’erreurs supporte tr`es mal les changements graduels d’intensit´e:
à certains niveaux d’intensit´e, des structures de type ´echiquier ou des lignes parall`eles
apparaissent (voir des exemples dans [Ulichney87] ou [Rosenberg92]).

� Même si les r´esultats sont souvent satisfaisants, certains utilisateurs pr´efèrent par-
fois les images r´egulières de moindre qualit´e, produites par la m´ethode de tram-
age régulier, aux r´esultats plus performants contenant des structures irr´egulières. Ce
problème relève de la psychologie de perception, et doit ˆetre pris en consid´eration,
lorsque l’on recherche une solution technique appropri´ee.

Certaines m´ethodes plus ´evoluées essayent de pallier les d´efauts de la version de base
de l’algorithme de diffusion d’erreurs. En voici quelques exemples:
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Reproduction d’images en demi-ton: l’́etat de l’art.

2.4.2 Méthode de diffusion d’erreurs, avec une matrice de seuillage perturb́ee

Parmi les variantes plus ´evoluées de la m´ethode de diffusion d’erreurs, la comparaison `a
travers une fonction de seuil(threshold)donnée par une matrice de seuillage, peut sembler
très compliqu´ee.

En 1983, Billotet-Hoffman et Bryngdahl ont propos´e ([Billotet83]) d’utiliser la ma-
trice de seuillage `a l’intérieur du processus de diffusion d’erreur. L’id´ee de pertubation
stochastique de la matrice de seuillage vient tout naturellement `a l’esprit. Cette pertur-
bation permettra de minimiser les textures apparentes et d’adoucir les changements trop
brusques dans les d´egradés faibles. Schreiber et Woo [Woo84] ont utilis´e les perturba-
tions stochastiques (bruit blanc). Ulichney [Ulichney87], [Ulichney88] a d´eveloppé une
technique de perturbation pr´esentant des caract´eristiques spectrales sp´eciales: le bruit bleu.
Une variante int´eressante de cette m´ethode,blue noise mask, a été propos´ee par Parker et
Mitsa (voir [Mitsa91]). Dans cette approche, une grande matrice de seuillage est cons-
truite à partir des caract´eristiques spectrales propres au bruit bleu. Un travail similaire,
mais dans le domaine de l’image au lieu du domaine fr´equentiel, a ´eté fait par Ulichney
dans [Ulichney93] – la m´ethodevoid and cluster. Les images produites avec les m´ethodes
blue noise maskou void and clusterressemblent aux images produites avec les m´ethodes
de distribution d’erreur classiques

2.4.3 Méthode de diffusion d’erreurs, avec diff́erents chemins de parcours

Comme cela a d´ejà été mentionn´e, l’ordre d’évaluation des points aura une grande influ-
ence sur le r´esultat. D’habitude, l’image originale est scann´ee ligne par ligne, de gauche `a
droite. Witten et Neal [Witten82] ont montr´e que l’ordre “serpantine” ou “boustroph´edon”
améliore le résultat. Cole [Cole90] a d´eveloppé une technique tr`esélégante de construc-
tion de courbes de Peano et de Gilbert, afin de les utiliser dans l’algorithme de distribution
d’erreurs:

Les résultats pr´esentés par Cole sont assez attirants. On peut supposer que, dans les
annéesà venir, cette technique se d´eveloppera davantage dans l’industrie.

2.5 Méthodes de tramage irŕegulier à points regroupés

Des méthodes de tramage irr´egulierà points regroup´es sont apparues relativement r´ecemment.
Elles sont très souvent vues comme une sorte d’extension des m´ethodes de tramage irr´egulier
à points dispers´es. Les m´ethodes de propagation d’erreur classiques sont malheureusement
peu adapt´ees au proc´edé d’impression `a haute r´esolution de type offset, `a cause des diffi-
cultés pour contrˆoler l’accroissement de points et, par cons´equent, le comportement col-
orimétrique du proc´edé.

Ce problème peut ˆetre résolu si, au lieu de g´erer des pixels isol´es du plan de sortie,
l’algorithme de distribution d’erreur g´erait des blocks regroupant plusieurs pixels de l’unit´e
de sortie. C’est dans ce sens que le travail de Widmer, Schlaepfer et Humbel a ´eté mené
(voir [Widmer92]). La propagation d’erreurs s’y fait d’une fac¸on similaireà la façon dont
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on distribue les erreurs dans les algorithmes de tramage irr´egulierà points dispers´es décrits
dans la section pr´ecédente.

Une autre m´ethode de tramage irr´egulier à points regroup´es, bas´ee sur des principes
complétement différents par rapport `a la méthode d´ecrite dans [Widmer92], a ´eté développée
dans le cadre de cette recherche; elle est pr´esentée au chapitre 3. Notre m´ethode permet
de gérer la taille type de groupes de points d’une fac¸on flexible; elle permet, par le jeu
de param`etres, d’adapter l’algorithme de tramage irr´egulier à points regroup´es aux car-
actérisques du dispositif de sortie.

Pendant les deux derni`eres ann´ees, un nombre important d’impl´ementations commer-
ciales de tramage irr´egulier à points regroup´es est apparu. Presque tout les constructeurs
de dispositifs de sortie `a haute r´esolution (photocomposeuses) propose maintenant une telle
implémentation, sans publier pour autant les d´etails techniques de ces r´ealisations. L’aspect
visuel de la plupart de r´esultats produits avec ces m´ethodes ressemble aux images produites
avec la méthode d´ecrite dans l’article [Widmer92].

2.6 Autres techniques

Il existe tout de mˆeme un certain nombre de m´ethodes de reproduction num´erique en demi-
ton, difficilesà classer selon les crit`eres propos´es dans section 2.1. Voici, `a titre d’exemple,
une telle méthode.

2.6.1 “Dot diffusion”

Donald Knuth, auteur de la m´ethodedot diffusionexplique dans [Knuth87] qu’il a voulu
combiner les avantages des m´ethodes s´erielles par excellence, comme la m´ethode de diffu-
sion d’erreurs, avec des proc´edures parall´elisables, comme celle d’“ordered dither”. C’est
pourquoi on trouvera les traits caract´eristiques des deux m´ethodes de tramage r´egulier et de
diffusion d’erreurs dans la m´ethodedot diffusion.

On constitue la matriceC(n) des num´eros d’ordre, qui pave le plan de sortie. L’auteur
appelle les valeursC(i; j) de la matriceC(n) classe d’ordre. Le plan de sortie est ´evaluée
point par point, d’abord l’ensemble de points qui appartiennent `a la classe d’ordre0, ensuite
l’ensemble de points qui appartiennent `a la classe d’ordre1, etc. jusqu’à la classen2 � 1.
Pour chaque point trait´e, l’intensité de l’image d’entr´ee est compar´ee avec le seuil de1=2,
le pixel de sortie est affect´e selon le r´esultat de la comparaison, et l’erreur est calcul´ee.
Cette erreur est distribu´ee uniquement aux voisins qui appartiennent `a la classe d’ordre
supérieure, tout en restant `a l’intérieur de la zone d´elimitée par les bords de la matrice
C(i; j).

Comme dans les m´ethodes de seuillage, pr´esentées dans la section 2.2, la nature de la
matriceC(n) définira la qualité de regroupement du r´esultat. Cette m´ethode peut cr´eer aussi
bien des points dispers´es que des points regroup´es. Elle peut s’appliquer sur des matrices
inclinées, en utilisant la m´ethode de Holladay [Holladay80a].

L’auteur sugg`ere que cette m´ethode donne de bons r´esultats, surtout en cas de haute
résolution et lorsque la matriceC(n) ressemble `a celles utilisées par la technique de tramage
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régulierà points regroup´es. Notons quand mˆeme la forme ´etrange des ´eléments de trames
produits avec cette m´ethode. Les gens trouvent souvent que les images produites avec la
méthode “dot diffusion” ne sont pas plaisantes.
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Reproduction d’images par trame
pseudo-aĺeatoire regroupée

L’id ée d’utiliser des pavages pseudo-al´eatoires, dans le but de produire des images tram´ees
sans effet de Moir´e, vient tout naturellement `a l’esprit, dès que l’on comprend le principe
de formation de Moir´e (voir chapitres 1 et 2). Nous avons vu que, lorsque deux ou plusieurs
couches tram´ees se superposent, l’image r´esultante peut ˆetre consid´erée comme une mul-
tiplication des images, et que, par cons´equent, sur le plan Fourier, l’image r´esultante est
une convolution des images constituant la superposition. L’analyse pr´esentée dans l’article
[Amidror94a] montre que ce sont pr´ecisément les impulsions secondaires, r´esultant d’une
telle convolution, et situ´ees autour de la fr´equence centrale (DC), qui sont responsables de
l’apparition des vagues de Moir´e.

On s’efforcera de construire des couches tram´ees qui pr´esenteront des caract´eristiques
spectrales telles que leur convolution sur le plan Fourier donnera une configuration d´epourvue
d’impulsions fortes autour de la fr´equence centrale (DC). L’exemple d’une telle cons-
truction spécifique peut ˆetre donn´e lorsque deux couches tram´ees, deux structures pseudo-
aléatoires sont superpos´ees, comme `a la figure 3.1. Dans cet exemple, chacune des deux
couches pseudo-al´eatoires superpos´ees C et D est construite en utilisant l’algorithme de dif-
fusion d’erreur de Floyd-Steinberg, d´ecrit au chapitre 2. Leurs spectres Fourier respectifs,
représentés en-bas de la figure 3.1, ont la forme caract´eristique d’un anneau assez large
et lisse, sans impulsions fortes, `a part la fréquence centrale DC (les artefacts de la trans-
formée de Fourier discr`ete, visibles surtout sur la p´eriphérie, ne doivent pas ˆetre pris en
compte). Il est clair que la convolution C**D des deux spectres C et D produira un spec-
tre résultant d´epourvu d’impulsions fortes autour de la fr´equence centrale (DC), comme on
peut l’observer en-bas de la figure 3.1. La situation repr´esentée sur la figure 3.1 est tr`es
diff érente de la situation repr´esentée sur la figure 1.1, o`u justement le r´esultat d’une con-
volution des deux spectres A et B donne un spectre A**B, avec, autour de la fr´equence
centrale DC, des impulsions nouvelles, absentes sur les spectres A et B, et assez fortes pour
être visibles sur l’image comme une vague de Moir´e.

Il est utile de souligner que les exemples montr´es sur la figure 3.1 sont construits avec
l’algorithme de diffusion d’erreur standard qui fonctionne en distribuant l’erreur sur les
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Figure 3.1: Superposition de deux structures pseudo-al´eatoires ainsi que leurs spectres
Fourier (valeur absolue).

C

D

C D C**D

pixels individuels du plan de sortie. Par cons´equent, la taille d’un ´elément individuel type
produit par cette m´ethode est de 1 pixel. Comme on l’a vu au chapitre 2, des structures
fortement dispers´ees sont applicables `a des proc´edés d’impression `a basse r´esolution, mais
sont peu applicables `a des proc´edés d’impression `a moyenne et haute r´esolution,à cause du
phénomène d’accroissement de points de trame.

Certains chercheurs travaillant dans le domaine de la neuro-science ont pr´edit la possi-
bilit é d’utiliser, dans le domaine de l’imagerie, des structures analogues `a celles que l’on
rencontre dans les structures biologiques. Ainsi, dans un int´eressant article publi´e en 1983
(voir [Yellott83]), les caract´eristiques spectrales des distributions pseudo-al´eatoires des cel-
lules sensibles `a la lumière, dans la r´etine des singes, ont ´eté étudiées (voir la figure 3.2).
Yellott conclut son article par la phrase suivante: “It seems possible that sampling arrays
constructed on this basis might be useful in artificial image recording systems.”

Dans notre recherche, nous avons essay´e de mettre en pratique les structures pseudo-
aléatoires de taille variable, pour permettre de construire des structures similaires `a celles
montréesà la figure 3.1, mais de superficie sup´erieureà 1 pixel, afin de permettre de les
employer dans des proc´edés d’impression `a moyenne et haute r´esolution. Les structures
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Figure 3.2: (a) Photographies r´etinales du singe rh´esus, (b) structure constitu´ee par les co-
ordonnées des centres des cˆones présentés sur (a), (c) spectre de puissance de la transform´ee
de Fourier optique appliqu´ee sur (b). (Source: article [Yellott83]).

a) b) c)

Figure 3.3: Modèle de distribution stochastique des centres de cellules de trames pseudo-
aléatoires (polygones de Voronoï).

pseudo-al´eatoires que nous allons construire auront les caract´eristiques spectrales similaires
à celles d´ecrites dans l’article [Yellott83], c’est-`a-dire des spectres d’amplitude en forme
d’anneau assez large et lisse, sans pics marquants. Une convolution entre deux ou plusieurs
spectres, ayant de telles caract´eristiques, ne produira pas de pics secondaires pr`es de la
fréquence centrale, et n’engendrera donc pas d’effet de Moir´e.

3.1 Pavage pseudo-aléatoire de l’espace de sortie

Comme nous l’avons vu aux chapitres 1 et 2, les algorithmes de tramage r´egulier clas-
siques utilisent les tuiles r´egulières, qui pavent le plan, et qui contiennent les valeurs de
seuil. Contrairement aux m´ethodes classiques, nous utiliserons dans ce chapitre des tuiles
irrégulières. Deux approches diff´erentes seront montr´ees: la premi`ere fondée sur la tech-
nique de rééchantillonnage et la deuxi`eme fondée sur la technique de seuillage.

Les deux approches susmentionn´ees se basent sur une subdivision pseudo-al´eatoire
de l’espace de sortie, qui constitue la premi`ere étape commune des deux variantes de
l’algorithme de reproduction d’images par trame pseudo-al´eatoire regroup´ee.

Dans notre recherche, nous avons test´e plusieurs fac¸ons d’engendrer des pavages pseudo-
aléatoires. Nous d´ecrivons ici l’un des algorithmes explor´es, qui donne des r´esultats satis-
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Figure 3.4: (a) La distribution finale des centres de polygones de Voronoï, (b) son spectre
Fourier (amplitude), (c) le diagramme de Voronoï résultant.

a) b) c)

faisants. D’autres m´ethodes peuvent ˆetre utilisées pour engendrer des structures pseudo-
aléatoires similaires `a celles pr´esentées ici.

La construction des pavages pseudo-al´eatoires commence par la distribution al´eatoire
(stochastique) des centres des tuiles. L’inconv´enient de la distribution al´eatoire consiste
dans le fait qu’il n’existe pas de distance-type entre deux points voisins. Par contre, il
existe toujours une subdivision unique de l’espace selon Voronoï, ainsi qu’une triangula-
tion unique selon Delaunay, pour n’importe quelle distribution al´eatoire des points sur un
plan (voir [Preparata85]). Nous utiliserons les notions de voisinage selon Voronoï, pour
déterminer les voisins de chaque point de la distribution stochastique initiale. A chaque
paire de points-voisins de la distribution on attache un ressort repoussant, comme sur la
figure 3.3. La force du ressort est d´efinie par l’équation suivante:

F =
a

rk
(3.1)

où r est la distance entre deux points-voisins selon Voronoï dans la distribution,k la loi de
puissance (nous avons utilis´e les valeursk = 3 et k = 4 dans nos constructions) eta le
coefficient de r´epulsion du ressort. Les coefficients de r´epulsion associ´es aux ressorts sont
distribuées aléatoirement au d´ebut du processus, d’une fac¸on similaireà la distribution des
coordonnées des centres. Tous les centres sont num´erotés entre0 etN � 1.

Pour obtenir une distribution plus ´equilibrée, c’est-`a-dire une distribution caract´erisée
par une distance-type entre chaque paire de voisins, nous appliquons le processus suivant:
on prend au hasard un des centres, on calcule la somme r´esultante de toutes les forces des
ressorts qui agissent sur le centre donn´e; ensuite, ce centre est d´eplacé en fonction de la
force résultante. A ce moment, le voisinage du point d´eplacé peut changer; si c’est le cas,
les nouveaux voisins sont recalcul´es et de nouveaux ressorts sont introduits entre nouveaux
voisins. Le même processus est r´epété sur un autre centre tir´e au hasard et ainsi de suite. Au
bout de quelques it´erations (le nombre d´epend essentiellement du nombre de centres `a traiter
ainsi que de la nature de la disparit´e initiale), le processus converge vers une distribution
plus-ou-moins stable. L’exemple d’une telle distribution est repr´esenté sur la figure 3.4a.
La figure 3.4b montre le spectre Fourier (le spectre d’amplitude) d’une telle distribution et
la figure 3.4c montre le diagramme de Voronoï associé à cette distribution. On constate
l’apparition d’une bague autour du DC. Cette bague signifie qu’il existe une distance-type
entre chaque paire de voisins, et l’absence d’un pic quelconque `a l’intérieur de la bague
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signifie qu’il n’existe pas de direction plus pr´esente dans la distribution que n’importe quelle
autre direction. On peut admettre que nous avons obtenu ainsi une distribution de base avec
les caract´eristiques voulues, ainsi qu’un pavage ap´eriodique (ou pseudo-al´eatoire) selon
Voronöi, associé à cette distribution.

La distance-type entre chaque paire de voisins (et, par cons´equent, la superficie moyenne
des polygones de Voronoï) va dépendre de la densit´e moyenne des centres par unit´e de sur-
face; leur disparit´e ou variance va d´ependre de la nature de la disparit´e dans la distribution
des forces de ressorts. Nous avons ainsi deux facteurs majeurs nous permettant d’agir sur
les distributions finales: si l’on veut augmenter les distances moyennes entre les centres –
on place moins de points par unit´e de superficie dans la distribution initiale; si on d´esire
obtenir une distribution plus ´equilibrée, avec moins de disparit´e entre les superficies des
polygones de Voronoï – on distribue les forces de ressorts d’une fac¸on pluséquilibrée. Au
contraire, une distribution des forces de ressorts d´eséquilibrée conduira dans la distribution
finaleà une plus grande disparit´e entre différents polygones de Voronoï.

Le processus de distribution d´ecrit ici peut demander une grande puissance de cal-
cul. Néanmoins, ce processus doit ˆetre fait une fois pour toutes, et la distribution finale
résultante peut ˆetre stock´ee dans un fichier, pour ˆetre réutilisée plusieurs fois dans la phase
de génération d’image.

3.2 Génération de l’image

Comme nous l’avons mentionn´e plus haut, deux approches diff´erentes peuvent ˆetre em-
ployées pendant la phase de g´enération d’image: le r´eéchantillonnage et le seuillage. En
général, les images produites avec les deux technique se ressemblent beaucoup, bien que la
deuxième technique (seuillage) donne le meilleur rendu pour les petits d´etails, car chaque
pixel individuel qui constitue la trame pseudo-al´eatoire reflète le niveau d’intensit´e local
de l’emplacement du pixel, tandis que, dans la premi`ere technique (r´eéchantillonnage), un
élément de trame tout entier refl`ete le niveau d’intensit´e local de l’emplacement du centre de
l’ élément de trame. L’image produite avec la premi`ere technique peut paraître un peu plus
floue que l’image produite avec la deuxi`eme technique susmentionn´ee. Cette diff´erence
n’est pas importante lorsque l’image est produite `a très grande r´esolution, et lorsque chaque
élément de trame est de taille comparable `a la taille d’une zone rectangulaire, qui corre-
sponde `a un pixel de l’image en entr´ee projeté vers l’espace de sortie.

3.2.1 Ŕeéchantillonnage

Dans cette approche, chaque tuile ´elémentaire de la subdivision du plan de sortie est noircie
en fonction du niveau d’intensit´e, qui correspond au niveau d’intensit´e local dans l’image
source.

Examinons en d´etail la technique employ´ee. La figure 3.5a montre un d´etail de la dis-
tribution pseudo-al´eatoire obtenue selon le proc´edé décrit dans la section pr´ecédente. Le
réseau pseudo-al´eatoire doit couvrir au moins tout le plan de sortie. Il est mˆeme préférable
d’avoir un réseau l´egèrement plus vaste, pour que les cellules du r´eseau sur les bords
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Figure 3.5: (a) Un détail de la distribution pseudo-al´eatoire finale (b) la triangulation de De-
launey appropri´ee, (c) remplissage continu quandk � 0:5, (d) remplissage continu quand
k > 0:5.
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Figure 3.6: Principe de calcul de la partie remplie d’un triangle de Delauney quand (a)
k � 0:5 et (b)k > 0:5.
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Figure 3.7: La fonctiong(k) ainsi que la fonction inversek(g) qui mettent en relation le
paramètre géométriquek et le niveau d’intensit´e g.

de l’image ne soient pas diff´erentes de celles du milieu de l’image (on sait que dans un
réseau de Voronoï fini, les cellules frontali`eres ont une forme ouverte). En appliquant sur
l’ensemble des centres le processus de polygonisation selon Voronoï (voir [Preparata85]),
ou le processus de triangulisation selon Delaunay, nous obtenons une configuration unique
montrée sur la figure 3.5b: en reliant les voisins de la distribution selon Delaunay, l’espace
de sortie est subdivis´e en ensemble de triangles. Comme on le verra plus loin, les sommets
de la triangulisation (qui sont les centres des polygones de Voronoï correspondants) seront
tout naturellement les centres des cellules de trame pseudo-al´eatoire.

Pour tous les triangles de la figure 3.5b, nous trouvons ces centres barycentriques
marqués par les petites croix. Associ´e aux coordonn´ees du centre barycentrique du tri-
angle, le niveau d’intensit´e local de l’image source peut ˆetre calculé par la méthode de
rééchantillonnage ouresampling(voir [Stucki79]). Soitf une transformation connue qui
relie l’espace de l’image d’entr´ee avec l’espace de l’image de sortie etf�1 la transformation
inverse. Soit(u; v) les coordonn´ees du centre barycentrique d’un triangle donn´e de la figure
3.5b. Les coordonn´ees(x; y) = f�1(u; v) du point correspondant dans l’espace de l’image
d’entrée n’appartiennent pas en g´enéralà l’ensembleZ2. Soiti = 
oor(x) etj = 
oor(y).
Les points(i; j), (i+ 1; j), (i; j + 1) et (i+ 1; j + 1) appartiennent `a l’ensembleZ2 et les
niveaux d’intensit´e associ´esà ces quatre points sont connus:g(i; j), g(i+1; j), g(i; j +1)
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etg(i+ 1; j + 1), respectivement. En appliquant l’interpolation lin´eaire, on peut obtenir le
niveau d’intensit´e associ´e au point(x; y):

g(x; y) = [(1��x) � g(i; j) + �x � g(i + 1; j)] � (1��y)
+ [(1��x) � g(i; j + 1) +�x � g(i + 1; j + 1)] ��y (3.2)

où (�x;�y) est la différence entre les coordonn´ees exactes du point(x; y) et ses valeurs
tronquées(i; j):

(�x;�y) = (x; y)� 
oor(x; y) (3.3)

Nous connaissons maintenant le niveau d’intensit´e g(x; y) associé au point(x; y). L’ étape
suivante consiste `a trouver une forme g´eométrique qui couvre le triangle proportionnelle-
mentà la valeurg(x; y).

Pour la réalisation, nous avons adopt´e une approche tr`es simple qui s’est av´erée efficace.
Elle consiste `a noircir à l’intérieur de chaque triangle trois zones, comme sur la figure 3.6a,
chaque zone triangulaire ´etant délimitée par deux cˆotés du triangle consid´eré et par une
ligne pointillée, parall`ele aux cˆotés oppos´es du triangle. Un seul param`etre k définit la
taille de chacun des trois triangles noircis. Il est facile de v´erifier que le rapport entre
la superficie des trois parties noircies et la superficie du triangle consid´eré est donn´e par
l’ équation suivante:

Surfacenoir
Surface�

= 3 � k2 (3.4)

Par ailleurs, ce rapport est ´egalà la valeur de niveau d’intensit´e 1 � g(x; y), puisque nous
utilisons une convention o`u la valeur de niveau d’intensit´e 0 correspond `a l’absence de
lumière (complétement noir) et la valeur de niveau d’intensit´e 1 correspond `a blanc. La
formule 3.4 est valable quandk se trouve dans l’intervalle[0; 1=2]. Lorsquek > 1=2 ou
g(x; y) = 3=4, les trois zones noircies se chevauchent, comme le montre la figure 3.6b. La
superficie doublement couverte, sur la figure 3.6b est ´egaleà 3 � (2 � k � 1)2. Le niveau
d’intensité localg(x; y) est donc lié au param`etrek par la relation suivante:

g(x; y) =

�
1� 3 � k2 si 0 � k � 1=2
1� 3 � k2 � 3 � (2 � k � 1)2 si 1=2 < k � 2=3

(3.5)

La fonction inverse, c’est-`a-dire la fonction qui donne la valeur du param`etrek nécessaire
pour reproduire le niveau d’intensit´e localg(x; y), est donn´ee par la formule suivante:

k =

8<:
q

1�g(x;y)
3 si 0 � g(x; y) � 1=4

2�
p
g(x;y)

3 si 1=4 < g(x; y) � 1
(3.6)

Les fonctions d´efinies par les formules 3.5 et 3.6 sont repr´esentées respectivement sur les
figures 3.7a et 3.7b. Les configurations g´eométriques qui correspondent aux deux cas0 �
k � 1=2 et1=2 < k � 2=3 sont illustrées respectivement par les figures 3.5c et 3.5d.

Les figures 3.5c et 3.5d montrent que les formes essentiellement convexes d´elimitent les
zones noircies. Les zone concaves peuvent apparaître dans certains cas de grande disparit´e
dans la répartition des centres des tuiles, mais cela ne se produit que tr`es rarement. Par

32



Reproduction d’images par trame pseudo-aĺeatoire regroupée

conséquent, les zones noircies ont des formes arrondies qui r´esistent bien aux probl`emes
d’accroissement de points de trame, dans la phase ult´erieure de transfert de l’encre sur le
papier.

Après avoir trouv´e une configuration g´eométrique des zones noircies selon les niveaux
d’intensité locauxg(x; y) de l’image source, on peut proc´ederà une conversion ponctuelle,
c’est-à-dire trouver une combinaison discr`ete de pixels noirs et blancs qui corresponde `a la
configuration g´eométrique continue trouv´ee. La conversion ponctuelle se fait sur les trian-
gles individuels, le r´esultat de la conversion ponctuelle ´etant découpé sur le plan de bits de
sortie. La technique de conversion ponctuelle est un vaste sujet qui sort du domaine de la
présente recherche. Nous utilisions un savoir-faire en la mati`ere accumul´e au sein du Lab-
oratoire de Syst`emes P´eriphériques depuis plusieurs ann´ees, sous la forme de publications,
d’algorithmes, de programmes et de connaissances implicites. La description d´etaillée de
l’algorithme de la conversion ponctuelle peut ˆetre trouvée en [Hersch88].

La figure 3.8 montre une image noire/blanc typique reproduite avec la m´ethode de tra-
mage pseudo-al´eatoire, sortie `a basse r´esolution (300 dpi). Bien qu’elle paraisse assez
grossière et imprécise, cette image illustre bien les traits caract´eristiques principaux de
la méthode d´eveloppée. Les niveaux d’intensit´e de l’image originale sont plus ou moins
fidèlement reproduits. Le points noirs sont regroup´es en blocs (”clusters”) de taille variable
et de forme non-r´epétitive, d’aspect al´eatoire. On notera quand mˆeme que les cellules de
trame ont des superficies de mˆeme ordre de grandeur. La taille moyenne des blocs ainsi que
la disparité des tailles des blocs sont les deux param`etres principaux donn´es par l’opérateur.
L’unit é de sortie cible doit avoir une r´esolution d’au moins 2000 dpi. A cette r´esolution,
les cellules de trame ´elémentaire de la mˆeme superficie (en nombre de pixels) auront une
taille moyenne 7 fois plus petite que dans l’image `a 300 dpi et ne seront plus perc¸ues par
l’appareil de perception humain.

La figure 3.9 montre une image couleur typique, reproduite avec la m´ethode de tramage
pseudo-al´eatoire, sortie `a basse r´esolution (300 dpi). Chaque plan couleur s´eparé (Cyan,
Magenta, Jaune, Noir) est produit s´eparément, la superposition ´etant assur´ee par le dispositif
de sortie – une imprimante `a jet d’encre dans ce cas. On constate la pr´esence de structures
caractéristiques de mˆeme type que celles pr´esentes sur la figure 3.8.

On remarque ´egalement l’apparition de structures ondulantes, entre plusieurs cellules
de trame. Ces structures, lorsqu’elle ne sont pas filtr´ees par le m´ecanisme de perception hu-
maine, repr´esentent un obstacle important `a l’utilisation de la méthode. Au fur et `a mesure
que la résolution de dispositif de sortie augmente aussi, la fr´equence-type des cellules de
trame augmente, et, `a partir d’une certaine fr´equence-type des cellules de trame, la trame
devient pratiquement invisible.

Les images sur les figures 3.10a et b sont produites avec la m´ethode de tramage pseudo-
aléatoire, sur un dispositif d’´epreuvage (Fuji ColorArt color proof). Les films des plans
couleur séparés ontété sortis sur une photocomposeuse travaillant `a la résolution 2540
dpi. Les images 3.10a et 3.10b se diff´erencient essentiellement par la taille moyenne des
éléments de trames: pour l’image 3.10a, cette taille est d’approximativement 16 pixels,
ce qui correspond `a une fréquence de cellules de trame de l’ordre de 150 lpi (lignes par
pouce). L’image 3.10b est tram´ee par une structure qui a approximativement 10 pixels
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Figure 3.8: Image noire/blanc typique reproduite avec la m´ethode de tramage pseudo-
aléatoire, sortie `a basse r´esolution (300 dpi). L’unit´e de sortie cible doit avoir une r´esolution
d’au moins 2000 dpi.

entreéléments de base, ce qui correspond `a la fréquence de cellules de trame de l’ordre de
250 lpi. On constate qu’une certaine structure al´eatoire est visible sur l’image 3.10a, tandis
que l’image 3.10b peut ˆetre consid´erée comme satisfaisante et d´epourvue d’artefacts.

3.2.2 Seuillage

Comme nous l’avons vu aux chapitres 1 et 2, la technique de seuillage(thresholding)
est la plus r´epandue pour la reproduction des image en demi-ton. Nous montrerons dans
cette section comment la technique d´eveloppée dans la section pr´ecédente peut ˆetre trans-
formée en technique de seuillage. Ces deux variantes de tramage pseudo-al´eatoire – par
rééchantillonnage et par seuillage – auront `a peu près les mˆemes rapports entre elles que
l’algorithme de diffusion d’erreur avec le tramage irr´egulier à points dispers´es, variantes
blue noise maskou void and cluster(voir chapitre 2). Dans ces deux cas, une matrice
de seuillage utilisable par la m´ethode de tramage r´egulier est construite. Cette matrice a
des propriétés telles que les images r´esultantes ressemblent aux images produites avec les
méthodes de distribution d’erreur classiques.
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Figure 3.9: Image couleur typique reproduite avec la m´ethode de tramage pseudo-al´eatoire,
sortie à basse r´esolution (300 dpi). L’unit´e de sortie cible doit avoir une r´esolution d’au
moins 2000 dpi.

Nous voulons donc construire une zone r´epétitive qui contienne les valeurs des seuils `a
utiliser avec un algorithme de seuillage conventionnel et qui refl`ete les traits caract´eristiques
de la méthode de tramage pseudo-al´eatoire développée dans la section pr´ecédente: les
points de trames doivent ˆetre regroup´es dans des structures pseudo-al´eatoires, d’une taille
qui oscille avec une certaine variance autour d’une taille moyenne pr´edéterminée.

La première étape vise la construction d’une distribution pseudo-al´eatoire dans une
zone répétitive, avec conditions de bords cycliques. Contrairement `a la méthode de la sec-
tion précédente, cette zone ne couvre pas tout le plan de sortie, mais s’´etale sur un certain
nombre de trames de base. Le choix appropri´e de la taille de la zone r´epétitive dépendra
de plusieurs param`etres: la quantit´e de mémoire disponible, les caract´eristiques physiques
de l’unité de sortie etc. Supposons que le rectangle ABCD de la figure 3.11a repr´esente
une telle zone r´epétitive. Sa taille est deNx fois Ny pixels. Pour construire une struc-
ture cyclique pseudo-al´eatoire, nous injectons les points `a l’intérieur de la zone ABCD,
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A B

CD

A B

CD

a)

b)

c)

Figure 3.11: (a) Zone répétitive ABCD, avec une distribution de centres d’´eléments de
trame pseudo-al´eatoire répétitive, (b) huit duplicata suppl´ementaires de l’ensemble des
points, dans les huit r´egions voisines, (c) triangulisation selon Delaunay r´esultante.
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et nous dupliquons le mˆeme jeu de points dans les huit r´egions voisines, comme le mon-
tre la figure 3.11b. Nous calculons le voisinage selon Voronoï pour l’ensemble de points
représentés sur la figure 3.11b, comme l’illustre la figure 3.11c, mais nous ne tenons compte
que du réseau dans le rectangle central, le reste du r´eseau ´etant nécessaire pour d´efinir les
conditions de bords cycliques. La suite de la distribution pseudo-al´eatoire est identique `a
celle utilisée dans la section pr´ecédente, sauf qu’`a chaque changement de coordonn´ees d’un
point appartenant `a l’ensemble, ce changement est ´egalement report´e aux huit duplicata de
l’ensemble des points, dans les huit r´egions voisines.

La deuxièmeétape vise la construction de la matrice de seuillage proprement dite, en
se basant sur le r´eseau obtenu pendant l’´etape pr´ecédente. Pour construire une matrice de
seuillageà 256 niveaux (codage sur 8 bits), nous allons construire dans la zone ABCD 256
plans de bits qui correspondent `a 256 niveaux d’intensit´e distincts, en utilisant le r´eseau
obtenu pendant l’´etape pr´ecédente et la m´ethode d´ecriteà la section 3.2.1. Le processus de
construction de la matrice de seuillage peut ˆetre décrit comme suit:

(1) initialiser les valeurs des ´eléments de la matrice de seuillage `a une valeur0;

(2) comparer le plan de bits qui correspond au niveau d’intensit´e gl = 0 avec celui
qui correspond au niveau d’intensit´e gl = 1; marquer les pixels qui changent; pour
l’ensemble de pixels ainsi marqu´es, inscrire la valeurgl dans la matrice de seuillage
aux positions des pixels qui changent; effacer le marquage;

(3) répéter l’étape (2) pour toutes les transitions entre les niveaux d’intensit´e gl = i
et gl = i + 1, i = 1; 2; ::; 255. Nous obtenons ainsi une matrice de seuillage in-
termédiaire;

(4) examiner la matrice de seuillage interm´ediaire obtenue, en consid´erant les triangles
qui constituent le r´eseau cyclique, dans la zone ABCD. Pour chaque triangle, d´efinir
un ensemble de cellules ´elémentaires de la matrice de seuillage interm´ediaire appar-
tenant au triangle; son nombre d’´eléments d´efinit la superficie discr`eteS� du trian-
gle. Renum´eroter les cellules appartenant au triangle dans un ordre croissant entre0
etS��1, en suivant l’ordre relatif donn´e par la matrice de seuillage interm´ediaire (si
deux ou plusieurs ´eléments ont la mˆeme valeur `a l’intérieur de la matrice de seuillage
intermédiaire, les d´epartager arbitrairement) – appelons cette nouvelle num´erotation
t(x; y). Ramener les valeurst(x; y) de l’intervalle[0; S��1] sur l’intervalle[0; 255]
en appliquant la formule suivante:

T (x; y) = t(x; y)
255

S� � 1

Inscrire lesélémentsT (x; y) dans la matrice de seuillage d´efinitive.

Nous avons contruit une matrice seuillage d’une tailleNx � Ny pixels qui se base sur
le réseau pseudo-al´eatoire cyclique. Le processus de construction d´ecrit ci-dessus peut
demander des ressources de calcul importantes; n´eanmoins, cette op´eration peut se faire
une fois pour toutes: seul le r´esultat, c’est-`a-dire la matrice seuillage, sera utilis´e dans la
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phase de production de l’image. La production de l’image est identique `a celle décrite
au chapitre 2, avec ses avantages de vitesse et de qualit´e de reproduction de petits d´etails.
Par contre, l’aspect visuel des images produites avec la m´ethode d´ecrite dans cette section
sera identique `a celui des images produites avec la m´ethode d´ecrite dans la section 3.2.1.
Ainsi, la méthode de tramage pseudo-al´eatoire par seuillage peut ˆetre consid´erée comme
une optimisation de la m´ethode de base d´eveloppée dans la section 3.2.1.

3.3 Conclusions

Un algorithme de construction de pavages pseudo-al´eatoires du plan de sortie est propos´e.
La taille moyenne des tuiles, ainsi que leur ´ecart-type, sont deux param`etres principaux
donnés par l’opérateur.

En s’appuyant sur la subdivision de l’espace de sortie ainsi obtenue, deux approches
diff érentes sont propos´ee: la premi`ere qui se base sur la technique de r´eéchantillonnage et
la deuxième qui se base sur la technique de seuillage.

Dans la premi`ere approche, chaque tuile ´elémentaire de la subdivision du plan de sortie
est noircie en fonction du niveau d’intensit´e qui correspond au niveau d’intensit´e local dans
l’image source.

Dans la deuxi`eme approche, nous proposons une m´ethode de construction d’une zone
répétitive qui contienne les valeurs de seuil utilisables par un algorithme de seuillage con-
ventionnel et qui refl`ete les traits caract´eristiques de la m´ethode de tramage pseudo-al´eatoire:
les points de trames doivent ˆetre regroup´es dans les structures pseudo-al´eatoires, d’une taille
qui oscille avec une certaine variance autour d’une taille moyenne, pr´edéterminée comme
l’un des param`etres principaux de la technique.

Les images produites avec les deux techniques propos´ees se ressemblent sensiblement,
bien que la deuxi`eme technique (seuillage) donne le meilleur rendu pour les petits d´etails.
L’image produite avec la premi`ere technique peut paraître un peu plus floue que l’image
produite avec la deuxi`eme technique susmentionn´ee. Cette diff´erence n’est pas importante
lorsque l’image est produite `a très haute r´esolution, et lorsque chaque ´elément de trame est
de taille comparable `a la taille du carr´e, qui correspond `a un pixel de l’image en entr´ee,
projeté vers l’espace de sortie.

Entre plusieurs cellules de trame, des structures ondulantes peuvent ˆetre visibles sur
des images produites avec la m´ethode de reproduction d’images par trame pseudo-al´eatoire
regroupée, lorsqu’on les observe de pr`es ou avec une loupe. Ces structures sont filtr´ees par
l’appareil de perception humaine, quand la taille des ´eléments de trame est correctement
choisie et quand on observe les image `a la bonne distance. Notre exp´erience a montr´e
que la fréquence-type des cellules de trame doit se situer au-del`a de 200 lpi (lignes par
pouce), pour que les structures ondulantes ne soient pas visibles. Cela veut dire que, pour
pouvoir reproduire fid`element toute la gamme des niveaux d’intensit´e, avec au moins 100
gradations, la r´esolution du dispositif de sortie doit exc´eder 2000 dpi.

La méthode de reproduction d’images propos´ee, par trame pseudo-al´eatoire regroup´ee,
se prête bienà la reproduction couleur `a haute r´esolution. Les ´epreuves en quadrichromie
que nous avons pu faire, montrent une qualit´e acceptable dans la fid´elité de rendu de nuances
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des teintes; elles donnent une bonne impression g´enérale. Le but principal fix´e – produire
des images couleur `a haute r´esolution, avec une trame pseudo-al´eatoire, sans effet de Moir´e
– aété pleinement atteint.

Il est difficile de comparer la qualit´e des images produites, en utilisant la m´ethode
de tramage irr´egulier à points regroup´es, décrite dans ce chapitre, avec la qualit´e des i-
mages produites en utilisant d’autres m´ethodes similaires, mentionn´ees au chapitre 2, sec-
tion 2.5. La difficulté principale réside dans l’impossibilit´e matérielle, dans notre cas, de
reproduire dans les mˆemes conditions les mˆemes images, en utilisant diff´erentes techniques
proposées par nombreux constructeurs, mais sur le mˆemeéquipement d’´epreuvage. On
sait que les m´ethodes de tramage irr´egulier à points regroup´es sont, en g´enéral, très sen-
sibles au probl`eme d’accroissement de points, accentu´e par la petite taille d’un ´elément
type d’une telle trame. Cependant, d’apr`es les d´eductions que nous avons pu faire depuis
notre construction de la trame irr´egulière à points regroup´es, notre m´ethode offre tout de
même un contrˆole accru sur la forme et la dispersion des ´eléments de trame, par rapport `a
ceux propos´es dans [Widmer92], en forme de blocs rectangulaires, repris par la plupart des
implémentations commerciales existantes.
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Technique combińee de ǵenération
de points de trame (CombiScreen).

Comme nous l’avons vu aux chapitres 1 et 2, l’effet de bandes repr´esente l’un des prin-
cipaux défauts lors de la g´enération de l’image tram´ee à l’aide du tramage r´egulier par
points regroup´es. Lorsqu’on utilise une trame parfaitement r´egulière, la superficie d’un
élément de trame est exprim´ee par un nombre entierNs. Par cons´equent, une telle trame
peut reproduire fid`elementNs + 1 diff érents niveaux d’intensit´e (un niveau d’intensit´e gn
est représenté par une combinaison den cellulesélémentaires noircies, entre0 etNs in-
clus). Si l’image en entr´ee contient des gradations lisses, l’image en sortie reproduite `a
l’aide d’une technique de tramage r´egulier par points regroup´es comportera des bandes vis-
ibles, dues uniquement `a la nature discr`ete de la grille de sortie. Cet effet est d’autant plus
marquant quand l’´elément de trame est petit. La figure 4.1 r´esume bien la situation: une
image en entr´ee assez lisse cod´ee sur 8 bits (256 niveaux d’intensit´e) est reproduite par la
méthode de tramage r´egulier par points regroup´es, en utilisant des ´eléments de trame de
quatre tailles différentes. On peut constater que, lorsque la taille d’un ´elément de trame
est inférieureàNs = 32, l’effet de bandes est bien visible. Or, c’est justement la trame
de petite taille qui est utilis´ee le plus fréquemment dans les proc´edés de reproduction `a
basse et moyenne r´esolution, notamment dans les imprimantes couleur ou noir/blanc de bu-
reau. C’est pourquoi nous avons concentr´e notre attention sur les techniques permettant de
minimiser,à défaut d’éviter, l’effet de bandes dans la reproduction.

Comme nous l’avons mentionn´e au chapitre 1, section 1.2.2, diff´erentes m´ethodes ont
été développées dans le pass´e, pour diminuer l’effet de bande. Parmi ces m´ethodes, on peut
distinguer deux classes: a) la construction de super-trames en distribuant la diff´erence entre
les éléments des sous-trames correspondants selon la distribution dispers´ee de type Bayer
– voir, par exemple, [Cook91], et b) la distribution des erreurs dues `a la taille limitée de la
trame sur les ´eléments de trame voisins – voir, par exemple, [Fan92].

Ce chapitre d´ecrit en détail une méthode originale, permettant de minimiser l’effet de
bandes, que nous avons d´eveloppée dans le cadre du travail de th`ese. Cette m´ethode se base
sur les pavages pseudo-p´eriodiques ou limite-p´eriodiques ayant une sym´etrie rotationnelle
d’ordre 2 ou 3, dont la construction est montr´ee dans ce chapitre. Plusieurs ´eléments de
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a) b) c)

d) e) f)
Figure 4.1: Image en entr´ee codée sur 8 bits (256 niveaux d’intensit´e) reproduite par la
méthode de tramage r´egulier par points regroup´es: la superficie d’un ´elément de trame est
égaleà (a)Ns = 4, (b)Ns = 8, (c)Ns = 18, (d)Ns = 25, (e)Ns = 32, (f) Ns = 50. La
résolution de l’imprimante de sortie est de 150 dpi.

trame de base, de superficieNs chacun, sont regroup´es en super-trames. Admettons que
la super-trame contientNd trames de base. On attribue `a chaque cellule ´elémentaire au
sein de chaque trame de base une valeur de seuil, avec un pas deNd; en plus de cela, on
ajouteà cette valeur de seuil un num´ero de la trame au sein de la super-trame. Comme
résultat, nous obtenons une trame pseudo-p´eriodique qui est caract´erisée par une matrice de
seuillage pseudo-p´eriodique, qui est capable de reproduire, par une m´ethode de seuillage
conventionnelle,Ns � Nd + 1 niveaux de gris diff´erents. Cette trame correspond bien aux
critères de qualit´e fixés: elle diminue consid´erablement l’effet de bandes, tout en pr´eservant
un faible niveau d’artefacts.

La trame pseudo-p´eriodique ainsi obtenue pr´esente un double int´erêt: d’une part, comme
on vient de le dire, elle permet d’obtenir un rendu tram´e sans effet de bandes, tout en min-
imisant les artefacts. Par ailleurs, comme on le verra aux chapitres 5 et 7, cette mˆeme trame
nous servira de base pour construire une trame tourn´ee par rotation discr`ete bijective. Cette
dernière sera, elle aussi, d´epourvue de l’effet de bandes.

4.1 Construction d’une tuile fondamentale

La fig. 4.2 donne l’exemple d’une tuile fondamentale pavant le plan. SoientV1; V2; V3 etV4
les coordonn´ees des sommets d’un parall´elogramme. Ce parall´elogramme peut ˆetre décrit
par quatre param`etres principauxdx1; dy1; dx2 et dy2 (tous en valeurs enti`eres, positives
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Figure 4.2: (a) Tuile fondamentale d´ecrite par quatre principaux param`etresdx1; dy1; dx2
et dy2; V1; V2; V3 et V4 sont les coordonn´ees des sommets du parall´elogramme qui forme
la tuile fondamentale. On associe une valeurs(i) à chaque cellule ´elémentaire de la tuile
fondamentale. (b) Super-tuile construite `a partir deNd tuiles fondamentales et num´erotées
par les entiersd(0); d(1); d(2); :::; d(Nd � 1).
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ou négatives). La tuile fondamentale (repr´esentée par une ligne grasse sur la fig. 4.2a) peut
être obtenue `a partir du parall´elogrammeV1V2V3V4 en appliquant la r`egle suivante: un point
discret appartient `a la tuile fondamentale si et seulement si son centre se trouve `a l’intérieur
du parallélogrammeV1V2V3V4. La superficie de la tuile fondamentale peut ˆetre calculée
d’après la formule suivante:

Ns = (dx1 � dy2)� (dy1 � dx2): (4.1)

A chacun desNs points de la tuile fondamentale, on associe une valeur de seuillages(0); s(1); s(2); :::; s(Ns�
1), chacune distincte, dans le diapason entre0 etNs�1. Les valeurss(j) sont formées d’une
façon analogue `a celle utilisée par la m´ethode de tramage r´egulier par points regroup´es qui
est décrite au chapitre 2.

4.2 Principe de construction d’une super-tuile

Nd tuiles fondamentales peuvent ˆetre regroup´ees en une super-tuile qui continue de paver
le plan, comme le montre la figure 4.2b. Il est ´evident qu’il existe une infinit´e de telles
super-tuiles construites `a partir d’une tuile fondamentale.

La description qui suit donne un exemple de construction d‘une super-tuile. Supposons
que la super-tuile soit constitu´ee à partir deNd tuiles fondamentales, et qu’on attribue `a
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Figure 4.3: (a) Tuile fondamentale avec sesNs valeurs de seuillage; (b) num´eration deNd

tuiles fondamentales qui constituent une super-tuile; (c)Nd � Ns = 16 � 17 = 272 valeurs
de seuillageC(i; j) d’une super-tuile .
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Figure 4.4: Les règles d’inflationR2� andR2� : une tuile carr´eeX (a) est subdivis´ee en
deux tuiles carr´eesX et Y en appliquant la r`egleR2� (c) soit la règleR2� (d); une tuile
carréeY (b) est subdivis´ee en deux tuiles carr´eesX etY en appliquant la r`egleR2� (e) soit
la règleR2� (f).

X Y

X

Y

Y

X

Y

X

X

Y

a) b)

c) d) e) f)

chaque tuile fondamentale de la super-tuile une valeur enti`ered(0), d(1), d(2), ...,d(Nd �
1), toutes distinctes, dans le diapason compris entre0 etNd � 1.

Pour chaque cellule ´elémentaire appartenant `a la super-tuile, on attribue donc deux
valeurs:d(i) qui correspond `a la valeur de seuillage de la tuile fondamentale dans la super-
tuile, ets(j) qui correspond `a la valeur de seuillage dans la tuile fondamentale. La valeur
de seuillage de chaque cellule ´elémentaire dans la super-tuileC(i; j) est calculable d’apr`es
la formule suivante:

C(i; j) = (s(j) �Nd + d(i)) � k (4.2)

où k est le facteur d’´echelle, pour ramener les valeurs de l’intervalle[0; (Ns �Nd � 1)] sur
l’intervalle [0; (R � 1)]:

k =
R� 1

Ns �Nd � 1
(4.3)

où R est le nombre de niveaux d’intensit´e distincts de l’image,Nd est le nombre de tuiles
fondamentales dans la super-tuile, etNs est la superficie de la tuile fondamentale calcul´ee
d’après la formule 4.1.

4.3 Exemple concret de construction d’une super-tuile

La figure 4.3 donne un exemple concret de construction d’une super-tuile. Dans cette exem-
ple,dx1 = 4; dy1 = 1; dx2 = �1; dy2 = 4. La formule 4.1 donne, pour la superficie de la
tuile fondamentale,Ns = 17. Les17 valeurss(j) sont attribuées selon la figure 4.3a (cette
numération est habituellement utilis´ee par la technique de tramage par points regroup´es).
La super-tuile, avec sesNd = 16 valeursd(i) attribuéesà chaque tuile fondamentale, est
représentée sur la figure 4.3b. La figure 4.3c montre cette super-tuile, avec ses valeurs de
seuillageC(i; j) calculées d’apr`es la formule 4.2, pour le cas o`u k = 1, c’est-à-dire, pour
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le cas o`u R = Ns � Nd = 272. Le procédé de reproduction qui utilise la super-tuile de la
figure 4.3c, pour attribuer, en pavant, les valeurs de seuillage aux cellules ´elémentaires du
plan de sortie, est donc capable de reproduire272 niveaux d’intensit´e distincts.

4.4 Construction de super-tuiles et attribution de valeurs de seuil

Examinons le principe de constitution des super-tuiles `a partir de tuiles fondamentales et
le principe d’attribution des valeurs de seuild(0); d(1); d(2); :::; d(Nd � 1) à chaque tuile
fondamentale, dans les cas de grilles rectangulaires et hexagonales.

Les figures 4.4–4.7 montrent une construction possible des super-tuiles `a partir des
tuiles fondamentales, dans le cas de grilles rectangulaires. Il est connu, dans la th´eorie des
pavages, qu’un pavage ap´eriodique peut ˆetre décrit par les r`egles d’inflation (subdivisions)
appliquéesà des tuiles ´elémentaires (voir [Grunbaum89]).

SoitX et Y deux tuiles distinctes, de forme carr´ee, comme celles repr´esentées sur les
figures 4.4a et 4.4b. SoitR2� la règle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotation-
nelle d’ordre 2 qui effectue l’inflation de la tuileX ! XY (fig. 4.4c) et la tuileY ! Y X
(fig. 4.4e); soitR2� la règle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre
2 qui effectue l’inflation de la tuileX ! Y X (fig. 4.4d) et la tuileY ! XY (fig. 4.4f):�

R2� : X
��!XY ; Y

��!Y X;
R2� : X

��!Y X; Y
��!XY:

(4.4)

En appliquant cons´ecutivement une s´erie infinie d’inflationsR2� ouR2� , on obtient un
pavage ap´eriodique. En appliquant une suite finie d’inflationsR2� ouR2� , on obtient des
tuiles de taille finie qui pavent le plan.

La figure 4.5 donne une s´erie de tuiles obtenues `a partir de la tuileX en appliquant
consécutivement 1, 2, 3, 4 5 et 6 inflationsR2�. Le principe de num´eration des ´eléments
(valeurs de seuil) est compr´ehensible depuis ce dessin: `a chaque nouvelle inflation (subdi-
vision), la première tuile garde l’ancien num´ero, et la deuxi`eme acquiert le mˆeme num´ero,
auquel on ajoute le nombre total d’´eléments formant la tuile dans la phase pr´ecédente. Soit
A! BC la représentation formelle de chacune des r`egles d’inflationR2� ouR2� définies

par les formules 4.4 o`u A, B etC prennent la place deX ou Y . Soit V (m)
A la valeur de

seuil associ´eeà unélément quelconqueA appartenant `a la tuile, avantm-ème inflationR2�

ou R2�; soientV (m+1)
B , V (m+1)

C les valeurs de seuillage associ´ees aux ´elémentsB et C,
engendr´esà partir de l’élémentélémentA, aprèsm-ème inflationR2� ouR2� . Le système
de numération des ´eléments de trame ´elémentaires peut ˆetre formulé comme suit:(

V
(m+1)
B = V

(m)
A

V
(m+1)
C = V

(m)
A + 2m

(4.5)

La figure 4.6 montre une tuile obtenue `a partir de la tuileX, en appliquant cons´ecutivement
7 inflationsR2�. Le nombre d’éléments distincts est ´egalà 256, ce qui est suffisant pour
la plupart des applications. La tuile repr´esentée sur la figure 4.6 pave le plan. Il est
utile de souligner que les ´eléments carr´es de cette tuile peuvent ˆetre remplac´es par des
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Figure 4.5: Inflation d’une tuileélémentaire carr´eeX: (a) après une inflationR2� (b) après
deux inflationsR2� (c) après trois inflationsR2� (d) après quatre inflationsR2� (e) après
cinq inflationsR2� (f) après six inflationsR2�.
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Figure 4.6: Résultat de sept inflationsR2� appliquéesà une tuileélémentaire carr´eeX.
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Figure 4.7: Exemple de repr´esentation alternative des valeurs de seuillage contenues dans
une tuile de forme compliqu´ee, par une matrice carr´ee (cette matrice contient les valeurs de
seuillage de la figure pr´ecédente).
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parallélogrammes, ou par leurs versions discr`etes – les tuiles fondamentales d´efinies ci-
dessus. Nous avons donc montr´e une possibilit´e de construction de super-tuiles `a partir des
tuiles fondamentales ainsi que le principe de distribution des valeursd(i) dans la super-tuile,
utilisées dans la formule 4.2.

Un exemple concret de construction de super-tuiles hexagonales `a partir de sous-tuiles
carrées est montr´e à la figure 4.18. Dans cet exemple, la tuile de basec est un carr´e de
taille 3x3 pixels, elle permet d’attribuer aux cellules ´elémentaires9 numéros distincts. La
distributionDC est obtenue en appliquant la proc´edure décrite ci-dessus. Quatre inflations
R2� ont été appliquées, pour produire la structure montr´eeà la figure 4.18. Par cons´equent,
le nombre total d’´eléments distincts de la constructionDC estégalà 24 = 16. Le nombre
total d’éléments distincts de la super-tuileC estégalà916 = 144.

4.4.1 Repŕesentation matricielle des valeurs des tuiles fondamentales dans
une super-tuile

Afin de faciliter le rendu d’image par balayage, il est plus commode de garder les valeurs
d(i) en forme de matrice carr´ee. La figure 4.7 montre une telle matrice qui correspond `a
la tuile représentée sur la figure 4.6. Cette matrice est obtenue en pavant le plan par la
super-tuile de la figure 4.6, et en tenant seulement compte des cellules `a l’intérieur de la
zone marqu´ee par un pointill´e (après un décalage vertical d’un demi-pixel). En consid´erant
que cette matrice de seuillage pave le plan de sortie, la valeur de seuillage de n’importe quel
point de ce plan est obtenue par calcul modulo2n=2, pour les coordonn´ees du point, o`u n
est le nombre d’inflationsR2� ouR2� , depuis la tuile de d´epartX ou Y jusqu’à la super-
tuile. Le même principe de repr´esentation des valeurs des tuiles fondamentales dans une
super-tuile , par matrice carr´ee ou rectangulaire, est applicable `a toute super-tuile obtenue `a
partir d’une tuileX ouY , par une s´erie finie d’inflationsR2� ouR2�.

4.5 Construction de super-tuiles sur une grille de sortie hexago-
nale

Il existe une m´ethode tout `a fait similaireà celle décrite ci-dessus, sur une grille de sor-
tie hexagonale (les unit´es de sortie travaillant sur des grilles hexagonales sont rares, mais
peuvent exister). Dans ce cas, une tuile fondamentale est constitu´ee par un ensemble
d’hexagones qui pave le plan. La forme de cette tuile fondamentale est d´efinie par six
sommets (au lieu de quatre sommets, dans le cas d’une grille rectangulaire), formant un
hexagone ayant trois paires de cˆotés oppos´es parallèles (au lieu d’un parall´elogramme, dans
le cas d’une grille rectangulaire). Le principe de construction des super-tuiles `a partir des
tuiles fondamentales hexagonales est tout `a fait similaire au cas d’une grille rectangulaire.
La formule 4.2 est alors ´egalement applicable. Les figures 4.8–4.10 montrent le principe de
construction des super-tuiles dans le cas de grilles hexagonales.

Les tuiles hexagonalesX (fig. 4.8a) etY (fig. 4.8b) peuvent ˆetre décompos´ees en trois
tuiles, soit par l’inflationR3�, X ! Y Y X (fig. 4.8c),Y ! XXY (fig. 4.8e), soit par
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Figure 4.8: Règles d’inflationR3� andR3� : une tuile hexagonaleX (a) est subdivis´ee en
trois tuiles hexagonalesX et Y en appliquant la r`egleR3� (c) soit la règleR3� (d); une
tuile hexagonaleY (b) est subdivis´ee en trois tuiles hexagonalesX et Y en appliquant la
règleR3� (e) soit la règleR3� (f).
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Figure 4.9: Inflation d’une tuile hexagonaleX: (a) après une inflationR3� (b) après deux
inflationsR3� (c) après trois inflationsR3� (d) après quatre inflationsR3�.
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Figure 4.10: Exemple de repr´esentation alternative des valeurs de seuillage contenues dans
une tuile de forme compliqu´ee, par une matrice hexagonale (r´esultat de quatre inflations
R3� appliquéesà une tuile hexagonaleX).

l’inflation R3� ,X ! XXY (fig. 4.8d),Y ! Y Y X (fig. 4.8f):�
R3� : X

��!XY Y ; Y
��!XXY ;

R3� : X
��!Y XX; Y

��!Y Y X:
(4.6)

En appliquant cons´ecutivement une s´erie infinie d’inflationsR3� soitR3�, on obtient
un pavage ap´eriodique par des tuiles hexagonales. En appliquant une suite finie d’inflations
R3� soitR3�, on obtient des tuiles de taille finie qui pavent le plan.

La figure 4.9 montre une s´erie de tuiles obtenues `a partir de la tuileX en appliquant
consécutivement 1, 2, 3 et 4 inflationsR3�. Le principe de num´eration des ´eléments est
compréhensible depuis ce dessin: `a chaque nouvelle inflation (subdivision), la premi`ere
tuile garde l’ancien num´ero, la deuxi`eme acquiert le mˆeme num´ero, auquel on ajoute le
nombre total d’éléments formant la tuile dans la phase pr´ecédente, et la troisi`eme acquiert
le même num´ero auquel on ajoute le double du nombre total d’´eléments formant la tuile
dans la phase pr´ecédente. SoitA! BCD la représentation formelle de chacune des r`egles
d’inflation R3� ouR3� définies par les formules 4.6 o`uA, B, C etD prennent la place de

X ou Y . Soit V (m)
A la valeur de seuil associ´eeà unélément quelconqueA appartenant `a

la tuile, avantm-ème inflationR3� ouR3� ; soientV (m+1)
B , V (m+1)

C etV (m+1)
D les valeurs

de seuillage associ´ees aux ´elémentsB, C et D, engendr´es à partir de l’élémentélément
A, aprèsm-ème inflationR3� ouR3�. Le système de num´eration des ´eléments de trame
élémentaires peut ˆetre formulé comme suit:8>><>>:

V
(m+1)
B = V

(m)
A

V
(m+1)
C = V

(m)
A + 3m

V
(m+1)
D = V

(m)
A + 2 � 3m

(4.7)
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Figure 4.11: Exemple d’un pavage r´egulier avec une tuile hexagonaleh, qui contientNs =
24 valeurs de seuillage, sur une grille de sortie carr´ee.

La figure 4.10 montre une zone de pavage en forme de parall´elogramme constitu´e par
des hexagones r´eguliers, qui correspond `a la tuile obtenue `a partir de la tuileX en appliquant
consécutivement 5 inflationsR3�. Cette repr´esentation alternative est plus avantageuse pour
les calculs. Le nombre d’´eléments distincts est ´egalà 243, ce qui est suffisant pour la plupart
des applications. Les deux tuiles repr´esentées sur la figure 4.10 pavent le plan.

4.6 Construction de super-tuiles hexagonales sur une grille de
sortie rectangulaire ou carrée

Les grilles de sortie hexagonales sont peu r´epandues dans l’industrie graphique: dans la plu-
part des cas, les dispositifs de sortie tels que les imprimantes sont g´erésà travers des grilles
carrées. Certains dispositifs de sortie ont une disposition physique proche de la structure
hexagonale; n´eanmoins, mˆeme dans ces cas, l’organisation logique de ces dispositifs reste
orthogonale.

Les sections 4.6.1 et 4.6.2 d´ecrivent deux m´ethodes qui permettent de construire des
super-trames selon la r`egle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 3,
lorsque les pixels individuels sont organis´es logiquement en forme de grille carr´ee.

Toutes les constructions et tous les exemples qui seront pr´esentés dans la suite de ce
chapitre, sous-entendent la grille de base carr´ee.

4.6.1 Construction de super-tuiles hexagonales̀a partir de sous-tuiles hexa-
gonales

Les tuiles pavant le plan de sortie, qui sont habituellement utilis´ees dans les algorithmes de
tramage r´egulier, ont une fronti`ere qui les s´epare des voisins en forme de parall´elogramme,
ou en forme d’hexagone (voir, par exemple, [Ulichney87]). La figure 4.11 montre un tel
pavage r´egulier avec une tuile hexagonaleh qui contientNs = 24 valeurs de seuillage.

Les tuilesH peuventêtre regroup´ees en super-tuiles de forme hexagonale. La num´erotation
d(i) deNd sous-tuilesh peut alors ˆetre définie selon les r`egles d’inflation 4.6 ayant une
propriété de sym´etrie rotationnelle d’ordre 3. La figure 4.12 montre un exemple de super-
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Figure 4.12: Super-tuile hexagonaleH, construite `a partir de 27 tuiles hexagonalesh, qui
contientNd �Ns = 27 � 24 = 648 valeurs de seuillage distincts.
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tuile hexagonaleH, construite `a partir de 27 tuiles hexagonalesh, qui contientNd � Ns =
27 � 24 = 648 valeurs de seuillage distinctes.

4.6.2 Construction de super-tuiles hexagonales̀a partir de sous-tuiles carŕees

La figure 4.13 montre une constructionDH , composée de quatre ensembles distincts A,
B, C et D qui forment une super-tuile hexagonale `a partir des ´eléments de base carr´es.
Pour mieux comprendre le syst`eme de num´erotation des sous-ensembles A, B, C et D,
considérons un syst`eme de coordonn´eesuv associés aux centres de tuiles carr´ees, comme
à la figure 4.14. A chaque tuile carr´ee individuelle, on associe un paire d’indices(u; v),
u; v = 0;�1;�2; ::: Le sous-ensemble A est form´e par les tuiles dont les indicesuA et vA
satisfont la condition suivante:

uA = 4k + 2(vA mod 2) (4.8)

où k 2 Z est un nombre entier quelconque.
Le sous-ensemble B est form´e par les tuiles dont les indicesuB et vB satisfont les

conditions suivantes:

uB = uA + 1
vB = vA (4.9)
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Figure 4.13: ConstructionDH , composée de quatre ensembles distincts A, B, C et D qui
forment une super-tuile hexagonale `a partir des tuiles de base carr´ees.
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Figure 4.14: Système de coordonn´ees(u; v) associé aux centres de tuiles carr´ees.
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D’une façon similaire, le sous-ensemble C est form´e par les tuiles dont les indicesuC etvC
satisfont les conditions suivantes:

uC = uA + 1
vC = vA + 1 (4.10)

et le sous-ensemble D est form´e par les tuiles dont les indicesuD et vD satisfont les condi-
tions suivantes:

uD = uA
vD = vA + 1 (4.11)

Comme on le voit `a la figure 4.13, le sous-r´eseau A des tuiles carr´ees forme une structure
proche de celle form´ee par des hexagones. On peut appliquer sur les ´eléments du sous-
réseau A les r`egles d’inflation 4.6 ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 3,
et ainsi produire la num´erotationd(i), pour l’ensemble des tuiles appartenant au sous-r´eseau
A. Le nombreNd de tuiles A dans la super-tuiles est ´egalàNd = 3m, oùm est le nombre
d’inflationsR3� ouR3� appliquées pour obtenir la super-tuileDH . Les numéros entre0
etNd � 1 sont affectés auxéléments du sous-r´eseau A de la super-tuileDH . Les numéros
entreNd et2Nd� 1 sont affectés auxéléments du sous-r´eseau B de la super-tuileDH . Les
numéros entre2Nd et3Nd�1 sont affectés auxéléments du sous-r´eseau C de la super-tuile
DH . Les numéros entre3Nd et4Nd � 1 sont affectés auxéléments du sous-r´eseau D de la
super-tuileDH . Ainsi, le nombre total d’´eléments distincts de la super-tuileDH estégalà
4Nd. La super-tuileDH pave le plan d’une fac¸on similaire au pavage du plan par une tuile
hexagonaleh, montré à la figure 4.11.

Un exemple concret de construction de super-tuiles hexagonales `a partir de sous-tuiles
carrées est montr´e à la figure 4.19. Dans cet exemple, la tuile de basec est un carr´e de
taille 3x3 pixels, elle permet d’attribuer aux cellules ´elémentaires9 numéros distincts. La
distributionDH est obtenue en appliquant la proc´edure décrite ci-dessus. Deux inflations
R3� ont été appliquées, pour produire la structure montr´eeà la figure 4.19. Par cons´equent,
le nombre total d’´eléments distincts de la constructionDH estégalà432 = 36. Le nombre
total d’éléments distincts de la super-tuileH estégalà936 = 324.

4.7 Génération de l’image

Toute la châine de production d’images, `a l’aide de la m´ethode CombiScreen, peut ˆetre
présentée comme suit:

(1) Préparer une matrice de seuillage de basec.

(2) Préparer une distribution des valeursd(i) dans la super-tuile selon la r`egle d’inflation
ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 2 ou 3.

(3) Produire la super-tuile de seuillage `a partir des ´eléments obtenus pendant les ´etapes
(1) et (2). Stocker la matrice r´esultante tourn´ee (tuile fondamentale) en m´emoire. La
forme de stockage “selon Holladay” est pr´eférable (voir annexe A ou [Holladay80a]).
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(4) En utilisant la matrice de seuillage, dans sa forme ´equivalente, selon Holladay, appli-
quer la méthode de reproduction de l’image par seuillage r´egulier, décrite au chapitre 2,
section 2.2.

4.8 Résultats exṕerimentaux

Les figures 4.25–4.31 montrent quelques exemples d’application de la m´ethode Combi-
Screen (différentes variantes), compar´es avec le r´esultat d’application de la m´ethode de
reproduction par seuillage standard. Les images en entr´ee sont (a) une rampe horizontale
de gradation d’intensit´e, entre0 et 1, et (b) “Lenna” – l’image de r´eférence couramment
utilisée dans la litt´erature.

Sur les figures 4.25, 4.26, 4.27, 4.28 et 4.29, les tuiles de seuillage de basec ont une
forme carrée. Deux super-tuiles diff´erentes sont construites `a partir de ces tuiles: les super-
tuilesC construites selon la r`egle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle
d’ordre 2 (voir la section 4.4), et les super-tuilesH construites selon la r`egle d’inflation
ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 3 (voir la section 4.6.2).

Sur les figures 4.30 et 4.31, les tuiles de seuillage de baseh ont une forme hexagonale.
Les super-tuilesH sont construites selon la r`egle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie
rotationnelle d’ordre 3 (voir la section 4.6.1).

Sur les images produites avec la m´ethode CombiScreen, on notera la disparition des
bandes nettes, visibles sur les images produites avec la m´ethode standard. Cette am´elioration
est surtout notable lorsque la taille de la trame de base est petite. La qualit´e visuelle des
images produites avec la m´ethode CombiScreen d´epend bien sˆur de facteurs subjectifs.
Néanmoins, on constate que les structures align´ees visibles sur les images (figures 4.25,
4.26 et 4.27) produites avec les super-tuilesC (symétrie rotationnelle d’ordre 2) sont moins
marquées sur les images produites avec les super-tuilesH (symétrie rotationnelle d’ordre 3).
En contrepartie, ces derni`eres paraissent en peu plus bruit´ees, ce qui s’explique sans doute
par un nombre plus ´elevé d’harmonies suppl´ementaires, dans le cas de super-tuilesH (voir
la section 4.9).

Les images produites avec la trame de base hexagonale, `a l’aide de super-tuilesH
hexagonale, comme sur les figures 4.30 et 4.31, sont tr`es plaisantes; elles ont une tr`es
grande stabilit´e, même lorsque la taille de la trame de base est petite.

4.9 Analyse spectrale

La figure 4.15 montre une matrice de seuillage ordinairec de taille 3x3 pixels (non-CombiScreen),
ainsi qu’une image type produite `a l’aide de cette matrice. L’effet de bande est clairement
visible sur cette image.

La figure 4.16 montre quatre aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´e g = 4
9 ,

5
9 , 6

9 , 7
9 , produits avec cette matrice de seuillage, et la figure 4.17 montre leurs spectres

d’amplitude, calcul´es selon la m´ethode d´ecrite dans l’annexe A, section A.3.
Il est intéressant de comparer ces spectres d’amplitude avec ceux des aplats obtenus

grâce aux m´ethodes d´ecrites dans ce chapitre. Pour cela, deux super-tuiles diff´erentes ont
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Technique combińee de ǵenération de points de trame (CombiScreen).

été construites: (a) la super-tuileC, construite `a partir de 16 tuiles carr´ees de basec, selon la
règle de distributionDC commeà la figure 4.18, et (b) la super-tuileH, construite `a partir
de 36 tuiles de base carr´eesc, selon la règle de distributionDH commeà la figure 4.19. Les
détails de la construction de la super-tuileC sont donn´es dans la section 4.4; les d´etails de
la construction de la super-tuileH sont donn´es dans la section 4.6.2. Les images produites
avec ces deux super-tuiles sont montr´eesà la figure 4.20.

La figure 4.21 montre vingt aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´e g = 80
144 ,

81
144 ; :::;

99
144 , produits avec la matrice de seuillageC obtenue avec la technique CombiS-

creen; dx1 = 3, dy1 = 0, dx2 = 0, dy2 = 3, Ns = 9; distribution selon la r`egle
d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 2,Nd = 16. Le nom-
bre total d’éléments distincts de la super-tuileC est égal à 916 = 144. La figure 4.22
montre les spectres d’amplitude correspondants. L’aplat du niveau80

144 de la figure 4.21
et l’aplat du niveau59 de la figure 4.16 sont identiques; leurs spectres d’amplitude le sont
aussi. Par contre, les aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´e entre 80

144 et 99
144 de

la figure 4.21 pr´esentent des diff´erences notables dans le domaine fr´equenciel: on y voit
un réseau de pics suppl´ementaires, par rapport aux spectres d’amplitude de figure 4.17. La
fréquence type de ce nouveau r´eseau est un quart de la fr´equence type de la trame de base,
ce qui s’explique ais´ement par la construction de la super-tuileC. En effet, la période la plus
grande qui peut apparaitre avec notre super-tuileC est le quadruple de la p´eriode de base
de la tuile de basec. Selon les circonstances, certaines impulsions du r´eseau quadrupl´e des
spectres d’amplitude de la figure 4.22 peuvent ˆetre plus ou moins fortes, mˆeme absentes.

L’effet principal de cette m´ethode de distribution selon la r`egle d’inflation, ayant une
propriété de sym´etrie rotationnelle d’ordre 2, est l’effet de distribution partielle d’´energie
des harmonies principales vers les pics auxiliers du r´eseau quadrupl´e. Par cons´equent, la
gradation entre les niveaux d’intensit´e 80

144 et 99
144 parâit lisse et progressive. La qualit´e vi-

suelle de cette gradation d´ependra de la nature et de la quantit´e de la distribution d’´energie
sur les pics auxiliers. On remarque l’apparition d’une l´egère structure horizontale et verti-
cale sur l’image produite (voir figure 4.20), due `a la nature de la distributionDC .

D’une façon similaire, la figure 4.23 montre vingt aplats qui correspondent aux niveaux
d’intensité g = 180

324 , 181
324 ; :::;

199
324 , produits avec la matrice de seuillageH obtenue avec la

technique CombiScreen;dx1 = 3, dy1 = 0, dx2 = 0, dy2 = 3, Ns = 9; distribution selon
la règle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 3,Nd = 36. Le
nombre total d’éléments distincts de la super-tuileH estégalà 936 = 324. La figure 4.24
montre les spectres d’amplitude correspondants. L’aplat du niveau180

324 de la figure 4.21 et
l’aplat du niveau59 de la figure 4.16 sont identiques; leurs spectres d’amplitude le sont aussi.
Le réseau de pics suppl´ementaire visible aux niveaux d’intensit´e entre180

324 et 199
324 a une

structure proche de celle form´ee par des hexagones, ce qui suit logiquement la construction
de la super-tuileH. La fréquence type de ce nouveau r´eseau est un sixi`eme de la fr´equence
type de la trame de base. Selon les circonstances, certaines impulsions du r´eseau quadrupl´e
des spectres d’amplitude de la figure 4.22 peuvent ˆetre plus ou moins fortes ou absentes.

La distribution d’énergie sur les pics auxiliers, dans le cas de la super-tuileH est en
principe meilleure que dans le cas de la super-tuileC, car les structures horizontales et
verticales, visuellement gˆenantes, sont mieux masqu´ees dans le premier cas. En plus, le
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poids relatif, port´e par un nouveau r´eseau d’impulsions auxiliaires, est plus important dans
le cas de la super-tuileC (14 de l’énergie distribu´ee, par l’impulsion) que dans le cas de la
super-tuileH (16 de l’énergie distribu´ee, par l’impulsion), ce qui rend les nouvelles basses
fréquences plus visibles dans le cas de supertrames `a symmétrie rotationnelle d’ordre 2, que
dans celles d’ordre 3.

4.10 Conclusions

Une méthode CombiScreen permettant de minimiser l’effet de bandes est pr´esentée. Cette
méthode se base sur les pavages pseudo-p´eriodiques ou limite-p´eriodiques ayant une sym´etrie
rotationnelle d’ordre 2 ou 3. La construction des pavages pseudo-p´eriodiques ayant une
symétrie rotationnelle d’ordre 2 ou 3 est pr´esentée en d´etail: les règles d’inflationR2 et
R3 sont créées. A partir des pavages pseudo-p´eriodiques, les super-tuiles utilis´ees dans les
méthodes de seuillage sont construites; diff´erents syst`emes d’attribution de valeurs de seuil
sontétablis. Le premier syst`eme de num´erotation utilise les tuiles de base de forme carr´ee
et des distributions des valeursd(i) dans la super-tuile selon une r`egle d’inflation ayant une
propriété de sym´etrie rotationnelle d’ordre 2. Un autre syst`eme de num´erotation utilise des
tuiles de base de forme hexagonale et des distributions des valeursd(i) dans la super-tuile
selon une r`egle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 3. Enfin, le
troisième syst`eme de num´erotation utilise des tuiles de base de forme carr´ee et les distribu-
tions des valeursd(i) dans la super-tuile selon une r`egle d’inflation ayant une propri´eté de
symétrie rotationnelle d’ordre 3.

Ces différentes super-tuiles permettent une reproduction d’images de bonne qualit´e. Les
bandes clairement visibles, sur les images produites avec la m´ethode de tramage standard
ont disparu des images produites avec la m´ethode de tramage CombiScreen.

Les aplats produits avec la m´ethode de tramage CombiScreen sont analys´es dans le do-
maine fréquenciel. Cette analyse montre l’apparition du r´eseau des pics suppl´ementaires,
par rapport au r´eseau de pics de base, pr´esents sur les aplats produits `a l’aide de la m´ethode
de tramage standard. L’´energie port´ee par les harmonie principales est partiellement dis-
tribuée sur les pics suppl´ementaires. Parmi les effets positifs de cette redistribution d’´energie,
on notera la disparition de l’effet de bande ainsi que l’am´elioration du rendu des transitions
entre niveaux d’intensit´e. Parmi les effets n´egatifs, on peut noter l’apparition de structures
parasites ayant des fr´equences plus basses que la fr´equence de trame de base, ainsi que
l’apparition d’un léger bruit induit par les nouvelles harmonies.

Compte tenu de l’ensemble des avantages et inconv´enients de la m´ethode CombiScreen,
on peut conclure qu’elle est parfaitement utilisable pour la reproduction d’images couleur
ou noir/blanc (imprimantes laser, imprimantes `a jet d’encre, etc.).
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7 3 6

4 0 2

8 1 5

Figure 4.15: Matrice de seuillagec de taille 3x3 pixels: (dx1 = 3, dy1 = 0, dx2 = 0,
dy2 = 3, Ns = 9), ainsi qu’une image type produite `a l’aide de cette matrice, sortie `a 150
dpi.

image_domain level=4/9 image_domain level=5/9 image_domain level=6/9 image_domain level=7/9

Figure 4.16: Quatre aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´e g = 4
9 , 5

9 , 6
9 , 7

9 ,
produits avec une matrice de seuillage de taille 3x3 pixels:dx1 = 3, dy1 = 0, dx2 = 0,
dy2 = 3,Ns = 9.
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Figure 4.17: Spectres d’amplitude de quatre aplats qui correspondent aux niveaux
d’intensité g = 4

9 , 5
9 , 6

9 , 7
9 , produits avec une matrice de seuillage de taille 3x3 pixels:

dx1 = 3, dy1 = 0, dx2 = 0, dy2 = 3, Ns = 9.
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Figure 4.18: Super-tuileC, construite `a partir de 16 tuiles de base carr´eesc, selon la règle
de distributionDC .
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Figure 4.19: Super-tuileH, construite `a partir de 36 tuiles de base carr´eesc, selon la règle
de distributionDH .
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a)

b)

Figure 4.20: Images type produites `a l’aide de (a) super-tuileC, construite `a partir de 16
tuiles de base carr´eesc, selon la règle de distributionDC , et de (b) super-tuileH, construite
à partir de 36 tuiles de base carr´eesc, selon la règle de distributionDH , sortieà 150 dpi.
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image_domain level=80/144 image_domain level=81/144 image_domain level=82/144 image_domain level=83/144
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Figure 4.21: Vingt aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´e g = 80
144 , 81

144 ; :::;
99
144 ,

produits avec une matrice de seuillageC obtenue avec la technique CombiScreen;dx1 = 3,
dy1 = 0, dx2 = 0, dy2 = 3, Ns = 9; distribution selon la r`egle d’inflation ayant une
propriété de sym´etrie rotationnelle d’ordre 2,Nd = 16.

63



Chapitre 4

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=80/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=81/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=82/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=83/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=84/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=85/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=86/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=87/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=88/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=89/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=90/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=91/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=92/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=93/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=94/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=95/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=96/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=97/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=98/144

-1/2 0 1/2

0

1/2
freq_domain level=99/144

Figure 4.22: Spectres d’amplitude de vingt aplats qui correspondent aux niveaux
d’intensité g = 80

144 , 81
144 ; :::;

99
144 , produits avec une matrice de seuillageC obtenue avec

la technique CombiScreen;dx1 = 3, dy1 = 0, dx2 = 0, dy2 = 3, Ns = 9; distribution
selon la règle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 2,Nd = 16.
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image_domain level=180/324 image_domain level=181/324 image_domain level=182/324 image_domain level=183/324

image_domain level=184/324 image_domain level=185/324 image_domain level=186/324 image_domain level=187/324

image_domain level=188/324 image_domain level=189/324 image_domain level=190/324 image_domain level=191/324

image_domain level=192/324 image_domain level=193/324 image_domain level=194/324 image_domain level=195/324

image_domain level=196/324 image_domain level=197/324 image_domain level=198/324 image_domain level=199/324

Figure 4.23: Vingt aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´e g = 180
324 , 181

324 ; :::;
199
324 ,

produits avec une matrice de seuillageH obtenue avec la technique CombiScreen;dx1 = 3,
dy1 = 0, dx2 = 0, dy2 = 3, Ns = 9; distribution selon la r`egle d’inflation ayant une
propriété de sym´etrie rotationnelle d’ordre 3,Nd = 36.
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Figure 4.24: Spectres d’amplitude de vingt aplats qui correspondent aux niveaux
d’intensité g = 180

324 , 181
324 ; :::;

199
324 , produits avec une matrice de seuillageH obtenue avec

la technique CombiScreen;dx1 = 3, dy1 = 0, dx2 = 0, dy2 = 3, Ns = 9; distribution
selon la règle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 3,Nd = 36.
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a)

b)

c)

d) e) f)

Figure 4.25: Résultats d’application de la m´ethode CombiScreen, pour une trame carr´ee,
dx1 = 2; dy1 = 0; dx2 = 0; dy2 = 2,Ns = 4. (a) et (d) montrent la m´ethode standard, par-
faitement régulière; (b) et (e) illustrent la super-trameC construite selon la r`egle d’inflation
ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 2; (c) et (f) illustrent la super-trameH
construite selon la r`egle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 3.
Sortieà 150 dpi.
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a)

b)

c)

d) e) f)

Figure 4.26: Résultats d’application de la m´ethode CombiScreen, pour une trame carr´ee,
dx1 = 2; dy1 = 1; dx2 = �1; dy2 = 2, Ns = 5. (a) et (d) montrent la m´ethode stan-
dard, parfaitement r´egulière; (b) et (e) illustrent la super-trameC construite selon la r`egle
d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 2; (c) et (f) illustrent la
super-trameH construite selon la r`egle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotation-
nelle d’ordre 3. Sortie `a 150 dpi.
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a)

b)

c)

d) e) f)

Figure 4.27: Résultats d’application de la m´ethode CombiScreen, pour une trame carr´ee,
dx1 = 2; dy1 = 2; dx2 = �2; dy2 = 2, Ns = 8. (a) et (d) montrent la m´ethode stan-
dard, parfaitement r´egulière; (b) et (e) illustrent la super-trameC construite selon la r`egle
d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 2; (c) et (f) illustrent la
super-trameH construite selon la r`egle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotation-
nelle d’ordre 3. Sortie `a 150 dpi.

69



Chapitre 4
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b)

c)

d) e) f)

Figure 4.28: Résultats d’application de la m´ethode CombiScreen, pour une trame carr´ee,
dx1 = 4; dy1 = 1; dx2 = �1; dy2 = 4, Ns = 17. (a) et (d) montrent la m´ethode stan-
dard, parfaitement r´egulière; (b) et (e) illustrent la super-trameC construite selon la r`egle
d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 2; (c) et (f) illustrent la
super-trameH construite selon la r`egle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotation-
nelle d’ordre 3. Sortie `a 150 dpi.
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a)

b)

c)

d) e) f)

Figure 4.29: Résultats d’application de la m´ethode CombiScreen, pour une trame carr´ee,
dx1 = 4; dy1 = 4; dx2 = �4; dy2 = 4, Ns = 32. (a) et (d) montrent la m´ethode stan-
dard, parfaitement r´egulière; (b) et (e) illustrent la super-trameC construite selon la r`egle
d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 2; (c) et (f) illustrent la
super-trameH construite selon la r`egle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotation-
nelle d’ordre 3. Sortie `a 150 dpi.
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a)

b)

c) d)

Figure 4.30: Résultats d’application de la m´ethode CombiScreen, pour une trame hexa-
gonale,dx1 = 4; dy1 = 0; dx2 = �1; dy2 = 4, Ns = 16. (a) et (c) montrent la m´ethode
standard, parfaitement r´egulière; (b) et (d) illustrent la super-trameH construite selon la
règle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 3. Sortie `a 150 dpi.
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a)

b)

c) d)

Figure 4.31: Résultats d’application de la m´ethode CombiScreen, pour une trame hexa-
gonale,dx1 = 5; dy1 = 1; dx2 = �4; dy2 = 4, Ns = 24. (a) et (c) montrent la m´ethode
standard, parfaitement r´egulière; (b) et (d) illustrent la super-trameH construite selon la
règle d’inflation ayant une propri´eté de sym´etrie rotationnelle d’ordre 3. Sortie `a 150 dpi.
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Chapitre 5

Rotation discrète bijective

Pour satisfaire aux crit`eres de minimisation de Moir´e, formulés aux chapitres 1 et 2, ainsi
que dans l’article [Amidror94a], nous avons besoin de choisir librement les orientations
et les fréquences de trame. Or, ceci n’est pas possible lorsque la trame de petite taille
est produite sur la grille carr´ee d’un dispositif de sortie: nous avons alors un ensemble
très limité d’angles de trame, qu’on appelle les angles rationnels. En g´enéral, les trames
ayant des orientations rationnelles provoquent l’effet de Moir´e pendant la superposition de
plusieurs couches color´ees tram´ees.

Par le biais de rotation, on pourrait changer l’orientation de trame, en tournant le plan
discret de valeurs de seuil d´efinies préalablement par une des m´ethodes de tramage connues
dans l’art (voir le chapitre 2). La bijectivit´e d’une telle rotation s’impose: chaque pixel de
plan de sortie doit avoir une valeur de seuil, pour qu’un algorithme de tramage par seuillage
puisseêtre utilisé. Plusieurs articles (voir, par exemple, [Hersch85], [Paeth90]) ont montr´e
que la rotation exacte, suivie d’une op´eration de troncature donne un r´esultat insatisfaisant:
cette transformation n’est pas, en r`egle générale, bijective, c’est-`a-dire que deux points
diff érents du plan source peuvent ˆetre transform´es en un seul point du plan destination et,
qu’au contraire, certains points du plan destination n’auront aucun point origine sur le plan
source. Pour pallier `a ce problème, plusieurs algorithmes d’interpolation ont ´eté propos´es,
pour permettre de tourner des images `a deux ou plusieurs niveaux d’intensit´e.

Ce chapitre introduit et d´eveloppe un nouvel op´erateur de rotation discr`ete bijective.
Une rotation discr`ete bijective d’un pointz 2 Z

2 approxime la rotation exacte du mˆeme
point du même angle, avec une pr´ecision� bornée. La construction de trois diff´erents types
de rotation discr`ete bijective sera examin´ee en d´etail.

5.1 Principe de rotation discr̀ete bijective

Une rotationrot(w; �) d’un pointw 2 R 2 d’un angle� autour de l’origine du syst`eme de
coordonnées est d´efinie comme un produit matriciel:

rot(w; �) = Aw (5.1)
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où la matriceA est une matrice 2x2 d´efinie comme suit:

A =

�
cos � � sin �
sin � cos �

�
(5.2)

Nous appellerons une transformationt(z; �) rotation discr̀ete bijectived’un point z 2 Z
2

d’un angle� autour de l’origine du syst`eme de coordonn´ees si, pour l’ensemble de points
entiers du planfzg; z 2 Z2, l’application det(z; �) = z0 donne un ensemblefz0g; z0 2 Z2

li é à l’ensemblefzg par une relation bijective et si

kt(z; �)� rot(w; �)k < � (5.3)

où � est une constante.
Une rotation discr`ete bijectivet(z; z0; �) d’un point z 2 Z

2 d’un angle� autour d’un
pointz0 = (x0; y0) 2 Z2 est définie comme une rotation bijective discr`ete du point(z�z0)
d’un angle� autour de l’origine du syst`eme de coordonn´ees, suivie d’une addition de la
valeurz0:

t(z; z0; �) = t(z � z0; �) + z0 (5.4)

La notion de rotation discr`ete bijective n’est pas triviale; elle est relativement peu ex-
plorée dans la litt´erature. Des travaux men´es à l’Université Louis-Pasteur de Strasbourg
(voir [Reveilles91]) constituent une exception notable. Comme nous l’avons mentionn´e, la
rotation exacte, suivie d’une op´eration de troncature n’est pas, en r`egle générale, bijective.
Elle ne peut donc pas ˆetre utilisé pour tourner le plan discret de valeurs de seuil.

Dans notre recherche, nous avons abord´e différemment le probl`eme de la non-bijectivit´e
de la rotation coupl´ee avec une troncature: nous avons ´etabli une classe de transformations
discrètes, pour lesquelles le crit`ere 5.3 est satisfait – ces transformations appartiennent donc
à une classe de rotations discr`etes bijectives. Grˆaceà ce nouveau type op´erateur, nous pou-
vons trouver une rotation d’un plan de points entiersZ

2 d’un angle quelconque�, sans au-
cune interpolation. En particulier, on peut tourner des images `a deux ou plusieurs niveaux
d’intensité, maiségalement n’importe quel plan discret, par exemple un plan discret qui
contient les valeurs de seuil utilis´ees dans la m´ethode de g´enération d’images par seuil-
lage, décrite aux chapitres 1 et 2. En r´ealité, on n’aura pas besoin d’appliquer une rotation
discrète bijectiveà tous les points du plan discret des valeurs de seuil: dans la plupart des
cas, il suffit de trouver une tuile r´epétitive qui pave le plan de valeurs de seuil avant et apr`es
rotation. Comme on le verra plus loin, l’op´eration de rotation discr`ete bijective, appliqu´ee
au plan des valeurs de seuil, modifiera les caract´eristiques spectrales des images produites.
Nous utiliserons cette propri´eté pour produire des plans couleur s´eparés, qui satisfont la
condition de minimisation de Moir´e énoncée au chapitre 1.

La figure 5.2 montre un exemple de rotation discr`ete bijective, appliqu´ee au carr´e de
taille 5x5 pixels d’un angle� = arctan(3=4) = 36:8698�.

Ce chapitre d´ecrit en détail différentes techniques de rotation discr`ete bijective, que
nous avons d´eveloppées dans le cadre de notre recherche. Les deux chapitres qui suivent
montreront comment des combinaisons de techniques de base – la technique combin´ee de
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Figure 5.1: Un triangle Pythagoricien d´efinie par ses cˆotésa, b et c; a; b; c 2 Z, et par un
angle Pythagoricien� = arctan(b=a).

a

bc

θ

Figure 5.2: Rotation d’un carr´e de taille cxc pixels d’un angle Pythagoricien� =
arctan(b=a), où c = 5, a = 4, b = 3.

c

pixel
centers
pixel
boundaries

α
a

b
c�!

génération de points de trame (CombiScreen), d´eveloppée aux chapitre 4, et la technique de
rotation discrète bijective, d´eveloppée dans ce chapitre, – peuvent ˆetre mises en application,
afin de nous approcher du but fix´e: proposer une technique de base pour la reproduction
couleur à basse et moyenne r´esolution sans effet de Moir´e et, si possible, sans artefacts
visibles gênants.

5.2 Approximations d’un angle irrationnel par les angles Pythagoriciens

Un angle quelconque de rotation� peut être défini par le rapport des deux cath`etes d’un
triangle rectangle (fig. 5.1):� = arctan(b=a). L’angle � est appel´e rationnel quanda et
b sont des entiers. L’angle� est appel´e irrationnel quanda et b ne sont pas entiers. Il
est bien connu qu’un angle irrationnel peut ˆetre approch´e par les angles rationnels avec
une précision infiniment grande, en d´eveloppant, par exemple, le rapport irrationnelb=a en
fraction continue (voir [Hardy89], [Knuth89], [Schroeder90], [Reveilles91]). Nous nous
intéressons `a une classe d’approximations d’un angle irrationnel par les angles rationnels
dits Pythagoriciens, c’est-`a-dire, par les approximations rationnelles telles quea et b satis-
font l’ équation Diophancienne (a, b et c sont des entiers):

a2 + b2 = c2 (5.5)

Toutes les solutions de l’´equation 5.5 sont d´eduisibles `a partir de paires d’entiersm et n
(voir, par exemple, [Gelfond60] ou [Schroeder90]):

a = m2 � n2

b = 2mn

c = m2 + n2 (5.6)

Si les nombresa, b et c obtenus d’apr`es les formules 5.6 ne sont pas premiers entre eux, il
faut tous les diviser par un entierk = p:g:c:d(a; b; c), où p:g:c:d est le plus grand diviseur
commun.
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Figure 5.3: Un sous-ensemble de nombres Pythagoriciensx2 + y2 = z2 (x,y et z sont
mutuellement premiers) dans l’intervalle1 � x � 10000, 1 � y � 10000.

Le problème invers´e, c’est-à-dire comment trouver les entiersm etn qui satisfont une
équation 5.6, peut ˆetre résolu ainsi:

m =

�
a�p

a� b
p
a+ b

� q
a+

p
a� b

p
a+ b

p
2 b

n =

q
a+

p
a� b

p
a+ bp

2
(5.7)

A partir des trois cˆotés du triangle rectanglea, b et c (fig. 5.1), on définit les valeurs
desin(�) = 2mn

m2+n2 et cos(�) = m2�n2
m2+n2 . En utilisant une expression bien connue pour un

angle moitié, on peut observer que

tan(
�

2
) =

sin(�)

(1 + cos(�))
=

2mn
m2+n2

(1 + m2�n2
m2+n2

)
=

n

m
(5.8)

L’ équation 5.8 nous montre que le rapportn
m définit un angle moiti´e de�. Nous utiliserons

cette propriété pour trouver un algorithme de bonne approximation d’un angle irrationnel
� par un angle rationnel Pythagoricien�0 = arctan(b=a), avec une pr´ecision�. Présentons
ici les principales ´etapes de cet algorithme:

(1) pour un angle donn´e � calculertan( �2)
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(2) développertan( �2) en suite de fractions continuesnimi
.

(3) calculer les triplets Pythagoriciensfai; bi; cig en appliquant les formules 5.6

(4) calculer les ´ecarts entre� etarctan( biai ) prendre la premi`ere approximation qui satis-

fait le critèrek� � arctan( biai )k < �.

Pour illustrer cet algorithme, prenons un cas d’int´erêt pratique: approximation d’un angle
irrationnel� = 30� par un angle rationnel Pythagoricien�0 = arctan(b=a):

(1) calculonstan( �2) = 0:267949192431123:::

(2) développonstan( �2) en suite de fractions continues:[0; 3; 1; 2; 1; 2; 1; 2; 1; 2; 1; 2; :::],
ou, en formenimi

:

0;
1

3
;
1

4
;
3

11
;
4

15
;
11

41
;
15

56
;
41

153
;
56

209
;
153

571
;
209

780
;
571

2131
; :::

(3)-(4) Le tableau suivant repr´esente les r´esultats de calculs des triplets Pythagoriciensfai; bi; cig
ainsi que des ´ecarts� � arctan( biai ):

i mi, ni ai, bi, ci err (degrés)
1 1, 0 1, 0, 1 30.0
2 3, 1 4, 3, 5 -6.8699
3 4, 1 15, 8, 17 1.92751
4 11, 3 56, 33, 65 -0.510237
5 15, 4 209, 120, 241 0.137166
6 41, 11 780, 451, 901 -0.0367213
7 56, 15 2911, 1680, 3361 0.00984174
8 153, 41 10864, 6273, 12545 -0.00263692
9 209, 56 40545, 23408, 46817 0.000706573
10 571, 153 151316, 87363, 174725 -0.000189325
11 780, 209 564719, 326040, 652081 0.0000507295
12 2131, 571 2107560, 1216801, 2433601 -0.0000135929

On peut constater, en observant le tableau, qu’il suffit de prendre la cinqui`eme fraction
continue pour obtenir une pr´ecision de0:137�. La sixième fraction continue nous donne
une précision de0:036�, ce qui est largement suffisant pour les applications pratiques.

5.3 Rotation discr̀ete bijective par bandes rigides

La première méthode de rotation discr`ete bijective parmi celles d´eveloppées dans le cadre de
notre recherche est la rotation discr`ete bijective par bandes rigides. Cette m´ethode s’appuie
sur la propriété des triangles Pythagoriciens d’avoir les trois cˆotés de longueur exprim´ee
en nombres entiers. Comme on le verra dans l’explication de la m´ethode, la rotation du
plan de pointsz 2 Z2 peutêtre réduite, dans ce cas, `a la rotation d’une bande horizontale
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a)

b)

Figure 5.4: Construction de la bande discr`ete rigideR: (a) zone rectangulairecx1, avant la
rotation discrète bijective et (b) apr`es la rotation discr`ete bijective.
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a)

b)

Figure 5.5: Exemple de disposition de deux bandes discr`etes rigides: (a) avant la rotation
discrète bijective et (b) apr`es la rotation discr`ete bijective.
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d’épaisseur 1 et de longeurc, où c est l’hypoténuse du triangle Pythagoricien qui d´efinit
l’angle de rotation�.

Nous attribuons `a chaque point entier du planz 2 Z2 un pixel carré de superficie1 qui
entoure le pointx. Le pixel associ´e au pointz est souvent repr´esenté par une zone carr´ee
ayant le pointz à l’extrémité basse-gauche. Une autre convention place le pointz au centre
du pixel. C’est cette derni`ere convention qu’on utilise ici dans nos figures.

Soienta, b et c; a; b; c 2 Z, les trois côtés d’un triangle Pythagoricien qui d´efinit une
approximation rationnelle de l’angle de rotation exact�: � = arctan(b=a). Considérons
une bande horizontale constitu´ee dec pixels associ´es aux points entiers dans l’intervalle
[0::c � 1], comme sur la figure 5.4a. Cette bande peut ˆetre vue comme un rectangle demi-
fermé�1=2 � x < c�1=2,�1=2 � y < 1=2. Si on tourne cette bande d’un angle� autour
de l’origine du plan, comme sur la figure 5.4b, cette bande tourn´ee contient exactementc
points entiers, orient´es obliquement autour de l’axe inclin´e d’un angle�.

Pour prouver cette th`ese, consid´erons le pointZ0 comme l’origine de la bande tourn´ee,
Z1 le point avec les coordonn´ees(a; b), comme sur la figure 5.5b. On peut trouver un point
Z2 = (x2; y2) tel que la distance entre le pointZ2 et la droiteZ0Z1 soit 1=c:

(x2; y2):
�!
N = (x2; y2):(�b=c; a=c) = 1=c (5.9)

où
�!
N = (�b=c; a=c) est un vecteur unitaire normal `a la droiteZ0Z1, orienté vers le haut.
Puisquec 6= 0, l’ équation 5.9, apr`es simplification, peut ˆetre réécrite:

b � x2 � a � y2 + 1 = 0 (5.10)

L’ équation 5.10 peut se r´esoudre en nombres entiers, en utilisant l’algorithme d’Euclide.
Une méthodeéquivalente, simple et ´elégante, est propos´ee dans [Gelfond60], pages 11–22.
Résumons-la.

Soit sn = [q0; q1; ::; qn�1] un développement en fraction continue de la fractiona
b . Si

on prend les(n� 1) premiers termes du mˆeme développementsn�1 = [q0; q1; ::; qn�2], on
obtient une fractionyx . Gelfond démontre quea, b, x et y satisfont une des deux ´equations
en nombres entiers:

a � x� b � y + 1 = 0 si a ¿ b (5.11)

soit

�a � x+ b � y + 1 = 0 si a ¡ b (5.12)

En comparant les ´equations 5.10 et 5.11, on d´eduit que, pour trouver une solution(x2; y2)
en nombres entiers de l’´equation 5.10, on doit d´evelopper la fractionba en fraction continue,
prendre tous les termes de d´eveloppement sauf le dernier, transformer cette nouvelle suite
en fractionp

q . La solution de l’équation 5.10 sera alorsx2 = �q; y2 = �p si a > b ou
x2 = q; y2 = p si a < b. La solution(x2; y2) en nombres entiers de l’´equation 5.10 existe
toujours; elle n’est pas unique: toute translation par un vecteur multiple de(a; b) donnera
également une solution de l’´equation 5.10. On peut donc ´ecrire

x2 = �q + i � a
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y2 = �p+ i � b; i = 0;�1;�2; :::; a > b (5.13)

soit

x2 = q + i � a
y2 = p+ i � b; i = 0;�1;�2; :::; a < b (5.14)

Le vecteur
�!
V2 =

���!
Z0Z2 = (x2; y2) est souvent appel´e vecteur de B´ezout (voir, par exemple,

[Lelong-Ferrand77], [Bertin81]).
Les vecteurs

�!
V1 = (a; b) ainsi que le vecteur de B´ezout

�!
V2 constituent une nouvelle

base pour l’ensemble de pointsZ2, puisque la matrice
�
a x2
b y2

�
de passage de l’ancienne

baseà la nouvelle base n’est pas singuli`ere (selon l‘équation 5.10).
A partir du vecteur de B´ezout

�!
V2, on peut construire un ensemble dec points qui con-

stituent la bande rigide tourn´eeR. En effet, le double du vecteur
�!
V2 est deux fois plus

distancé de la droiteZ0Z1 que le vecteur
�!
V2: si

b � x2 � a � y2 + 1 = 0 (5.15)

alors, pour le point(2 � x2; 2 � y2)

b � (2 � x2)� a � (2 � y2) + 2 = 0; (5.16)

de même, pour le point(i � x2; i � y2)

b � (i � x2)� a � (i � y2) + i = 0 (5.17)

pour n’importe quelle valeur enti`erei = 0;�1;�2;�3; :::.
Il est évident qu’il existe exactementc points(xi; yi) tels que�c=2 < i < c=2, (car

c est toujours impair, voir [Gelfond60] ou [Schroeder90]). Cesc points (xi; yi) forment
un pointillé dec points entiers distants les uns des autres par le vecteur de B´ezout. On
peut vérifier que, si un point(xi; yi) satisfait la condition 5.17, alors le point(x0i; y

0
i) =

(xi + j � a; yi + j � b), j = 0;�1;�2; ::: la satisfait aussi:

b � (i � x2 + j � a)� a � (i � y2 + j � b) + i = 0 (5.18)

pour n’importe quelle valeur enti`erei = 0;�1;�2; ::: et j = 0;�1;�2; :::.
L’ équation 5.18 peut ˆetre reformulée comme suit:

(b � i � x2) mod a� (a � i � y2) mod b+ i = 0 (5.19)

Parmi tous les points(x0i; y
0
i) on peut toujours choisir, par le choix appropri´e de i,

celui dont la projection sur la droiteZ0Z1 est située dans l’intervalle[�1=2; c � 1=2], ou,
autrement dit, celui qui satisfait la condition suivante:

�1=2 � (xi; yi):(a=c; b=c) < c� 1=2
�1=2 � (xi; yi):(�b=c; a=c) < 1=2 (5.20)
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La condition 5.20 peut ˆetre facilement interpr´etée géométriquement comme appartenance
à l’intervalle entre les bornes verticales et horizontales de la zone rectangulaire de la fig-
ure 5.4a, apr`es la rotation, repr´esentées sur la figure 5.4b. Lesc points qui correspondent
aux indices�c=2 < i < c=2 et qui satisfont la condition 5.20 forment donc un ensemble
de points entiers dans la zone rectangulaire marqu´ee par le hachage sur la figure 5.4b.

Le pointZ3 donné par la formule 5.17 o`u i = c est éloigné de la droiteZ0Z1 c fois
plus que le pointZ2; par cons´equent, la distance entre le pointZ3 et la droiteZ0Z1 est
c � 1=c = 1. Tout comme pour la d´efinition du vecteur de B´ezout, le pointZ3 peut être
défini comme lec-multiple du vecteur de B´ezout translat´e par un vecteur multiple de(a; b);
les coordonn´ees du pointZ3 satisfontégalement l’équation 5.17. On peut donc ´ecrire

x3 = c � x2 + l � a
y3 = c � y2 + l � b; l = 0;�1;�2; ::: (5.21)

Parmi tous les pointsZ3 donnés par l’équation 5.21, ou peut choisir, par le choix appropri´e
de l, celui dont la projection sur la droiteZ0Z1 est situé dans l’intervalle[�1=2; c � 1=2]:

�1=2 � (x3; y3):(a=c; b=c) < c� 1=2 (5.22)

Le calcul par voie modulaire donne une pr´esentation plus compacte du r´esultat obtenu (voir,
par exemple, [Reveilles91]):

x3 = c � x2 mod a (5.23)

y3 = c � y2 mod b

Ainsi, nous avons d´efini deux vecteurs fondamentaux qui permettent de translater l’ensemble
de points appartenant `a une bande rigide tourn´eeR, en pavant le plan de pointsZ2: les
vecteurs

�!
V1 = (a; b) et

�!
V3 =

���!
Z0Z3 définis selon l’équation 5.23.

Nous pouvons maintenant d´ecrire l’algorithme de construction de la bande rigide tourn´ee
R d’un angle rationnel� = arctan(b=a):

(1) initialiser une liste de points; y mettre le point(0; 0) comme point initial;

(2) trouver le vecteur de B´ezout
�!
V2 = (x2; y2) selon les formules 5.13;

(3) ajouter(c�1) points sur la liste de points; pouri-ème point, calculer les coordonn´ees
(xi; yi);�c=2 < i < c=2 selon la formule 5.18, tout en respectant, par le choix
approprié dej, la condition 5.20, ou par calcul modulo selon les formules 5.19;

(4) trier la liste dec points selon le crit`ere de longueurdi de la projection du point(xi; yi)
sur la droiteZ0Z1:

di = (xi; yi):(a; b)

La liste dec éléments r´esultante est appel´ee bande rigide tourn´eeR = frig; i = 0; ::; c� 1.
Le i-èmeélémentri de la bande rigide tourn´eeR est associ´e au point(i; 0) de la bande
horizontale non-tourn´ee. Les figures 5.4a et b illustrent la construction de la bande rigide
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tournéeR(fig. 5.4b),à partir d’une zone rectangulaire non-tourn´ee longeurc et d’épaisseur
1 (fig. 5.4a).

Comme nous l’avons mentionn´e plus haut, nous pouvons paver le plan de pointsZ
2 avec

notre bande rigide tourn´eeR ainsi construite. Pour une impl´ementation algorithmique, il
est tout de mˆeme préférable d’utiliser une fonction explicite, qui ´etablit la correspondance
entre un pointz 2 Z2 du plan non-tourn´e et un pointz0 2 Z2 du plan tourn´e, plutôt que les
ensembles translat´es.

Pour pouvoir introduire une telle fonction explicite, examinons d’abord quelques sous-
ensemblesfzg 2 Z2:

(1) z = (x; y);x = 0; 1; :::; c � 1; y = 0; (la partie hach´ee de la premi`ere bande non-
tournée de la figure 5.5)

Comme nous l’avons mentionn´e plus haut, le point(x; 0) de la bande horizontale
non-tournée est associ´e, dans ce cas, aux-èmeélémentrx de la bande rigide tourn´ee
R:

(x0; y0) = frb(x; y) = rx (5.24)

De tous les pointsri de la bande rigideR, seul le pointr0 est identique au point
obtenu par la rotationexacterot(z; �) du pointz d’un angle�:

(x0; y0) = frb(0; 0) = r0 = rot((0; 0); �) (5.25)

Pour les autres pointsri; i = 1; ::; c � 1 de la bande rigide, la distance entre le point
ri et la ligne(0; 0):::(a; b) n’est pas ´egaleà0.

(2) z = (x; y);x > c� 1 oux < 0; y = 0; (le reste de la premi`ere bande non-tourn´ee):

(x0; y0) = frb(x; y) = rmx
+ nx(a; b)

mx = x mod c
nx = x div c (5.26)

où div est une op´eration de division enti`ere (partie enti`ere de la division).

Pour les pointsfz = (x; y) : x mod c = 0; y = 0g, le résultat d’application de
l’opérateur de rotation discr`ete bijectivefrb(x; y) est identique au point obtenu par la
rotationexacterot(z; �) du pointz d’un angle�:

(x0; y0) = frb(x; y) = r0 + nx(a; b) = nx(a; b) = rot((x; y); �) (5.27)

(3) z = (x; y); y = 1; (la deuxième bande non-tourn´ee):

(x0; y0) = frb(x; y) = rmx
+ (x3; y3) + nx(a; b)

mx = (x� dx) mod c
nx = (x� dx) div c (5.28)

La signification du d´ecalagedx est la suivante: la num´erotation des points de l’ensemble
de points appartenant `a la deuxième bande correspond `a la numérotation de l’ensemble
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de points de la premi`ere bande translat´e par le vecteur
�!
V3 = (x3; y3), défini selon

l’ équation 5.23 (voir la figure 5.5). Puisque les vecteurs
�!
V3 et

�!
V1 ne sont pas orthog-

onaux, cette translation doit s’accompagner d’un d´ecalage enx:

frb(dx; 1) = (x3; y3) (5.29)

D’autre part, le point(x3; y3) peut être trouvé comme le r´esultat de la rotationex-
acte rot(z; �) du point z = (dx; 1) d’un angle�, sachant que le point(x3; y3) de
l’“origine” à la deuxième bandez = (x; y); y = 1, comme le point(0; 0) sert
d’origine à la première bandez = (x; y); y = 0:

(x3; y3) = frb(dx; 1) = rot((dx; 1); �) = (
�b+ adx

c
;
a+ bdx

c
) (5.30)

D’où la valeur dedx peutêtre trouvée:

dx =
c � x3 + b

a
(5.31)

A priori, rien ne dit que la valeur dedx est entière. Tout de mˆeme, on peut observer
que lec-multiple du vecteur(x3; y3) peutêtre représenté comme la somme vectorielle
duk-multiple du vecteur(a; b) et du vecteur normal(�b; a):

c(x3; y3) = k(a; b) + (�b; a) (5.32)

La solution en nombres entiers de l’´equation 5.32 existe, car le pointc(x3; y3) est
distant dec de la droite(0; 0):::k(a; b); par cons´equent, la solution en nombres entiers
de l’équation 5.30 existe aussi, et la valeur dedx, définie par 5.31, est enti`ere.

(4) z = (x; y); y = k; (la k-ème bande non-tourn´ee):

(x0; y0) = frb(x; y) = rmx
+ y(x3; y3) + nx(a; b)

mx = (x� y � dx) mod c
nx = (x� y � dx) div c

dx =
c � x3 + b

a
(5.33)

En mettant ensemble les ´equations 5.24, 5.26, 5.28 et 5.33, nous pouvons d´efinir maintenant
la fonctionfrb(x; y), pour n’importe quelle valeur enti`erez = (x; y) 2 Z2:

(x0; y0) = frb(x; y) = rmx
+ y(x3; y3) + nx(a; b)

mx = (x� y � dx) mod c
nx = (x� y � dx) div c

dx =
c � x3 + b

a
(5.34)

La différence maximale� entre les coordonn´ees du point(x0; y0) obtenu par rotation ex-
acte selon les formules 5.1 ou 5.44 et le point(x00; y00) = frb(x; y) selon les ´equations 5.34
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est forcément born´ee: elle ne d´epasse en aucun cas la valeur dec. Cette derni`ere majo-
ration est largement surestim´ee; il est tout de mˆeme difficile de calculer la valeur exacte
de �, pour n’importe quelle valeur dea, b et c. Dans la plupart des cas d’int´erêt pratique,
comme, par exemple, la rotation d’un angle rationnel Pythagoricien qui approche un angle
irrationnel de30� ou15�, la valeur de� ne dépasse pas1. Malheureusement, dans d’autres
cas d’intérêt pratique, comme, par exemple, la rotation d’un angle rationnel Pythagoricien
qui approche un angle rationnel de45�, � atteint des valeurs importantes, en rendant cette
méthode inutilisable. Comme on le verra plus loin, d’autres m´ethodes de rotation discr`ete
bijective, et notamment la rotation discr`ete bijective par cisaillements discrets successifs
XYX sont applicables dans ces cas.

Nous avons ainsi pleinement d´efini l’opérateur de rotation discr`ete bijective par ban-
des rigides: la bande rigide tourn´eeR est définie d’une fac¸on non-ambigu¨e; la fonction
frb(x; y) définie selon les ´equations 5.34 projette l’ensemble de points du planZ

2 vers
lui-même, en effectuant une rotation discr`ete bijective selon le crit`ere 5.3.

Pour illustrer cette m´ethode, examinons le cas pr´esenté sur les figures 5.4 et 5.5. Sur ces
exemples,a = 15, b = 8 et c = 17. La fraction b

a = 8
15 se développe en fraction continue

sn�1 = [0; 1; 1; 7]. En effet,

8

15
= 0 +

1

1 + 1
1+ 1

7

Une suite tronqu´ee de fractions continuessn�1 = [0; 1; 1] nous donne une fractionpq = 1
2 .

La solution de l’équation 5.10 sera donc(x2; y2) = (�2;�1), ou, en ajoutant(a; b) =
(15; 8), on obtient(x2; y2) = (�2;�1) + (15; 8) = (13; 7) En effet, comme on peut
l’observer sur les figures 5.4 et 5.5, le pointZ2 = (13; 7) est le point le plus proche de la
droiteZ0Z1 au-dessus de cette droite,

Les coordonn´ees du pointZ3 = x3; y3 peuventêtre trouvées en appliquant les for-
mules 5.23:x3; y3 = (11; 7). En appliquant l’algorithme de construction de bande tourn´ee
R décrit ci-dessus, nous obtenons une suite de 17 points appartenant `a la bande (voir
fig. 5.4b):

(0; 0); (1; 0); (1; 1); (2; 1); (3; 2); (4; 2); (5; 3); (6; 3); (7; 4);

(8; 4); (9; 5); (10; 5); (11; 6); (12; 6); (13; 7); (14; 7); (14; 8)

La fonctionfrb(x; y), définie selon les ´equations 5.34, permet de d´efinir la rotation discr`ete
bijective par bandes rigides, pour l’ensemble de pointsfzg 2 Z

2. La figure 5.5 illustre
l’application de la fonctionfrb(x; y) à l’ensemble de pointsz = (x; y) 2 Z

2 tels que
0 � x � c� 1; 0 � y � 1 (deux bandes discr`etes).

L’ensemble de points entiers (ou de pixels) appartenant `a la bande rigide tourn´eeR
constitue la tuile fondamentaleF propreà cette rotation discr`ete bijective: c’est une struc-
ture répétitive qui pave le plan et qui contient toute information relative `a la disposition de
points lors de rotation. Il existe une repr´esentation alternative de la bande rigide tourn´eeR
qui se base sur les consid´erations de Holladay (voir l’annexe A et [Holladay80a]). En effet,
la tuile fondamentaleF est définie par un parall´elogramme aaux deux cˆotés exprimés en
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nombres entiers (vecteurs
�!
V1 et

�!
V3). Or, selon [Holladay80a], une repr´esentation alterna-

tive en forme de rectangle horizontal est possible dans ce cas. En plus, comme les nombres
a, b et c sont premiers entre eux et la superficie de la tuile fondamentaleF estégaleà c, le
rectangle de Holladay aura, dans ce cas, les dimensions suivantes: soit la largeur dec et la
hauteur de1, soit la largeur de1 et la hauteur dec.

Signalons une autre repr´esentation alternative, pour la tuile fondamentaleF propreà la
rotation discrète bijective par bandes rigides: l’ensemble de points contenus dans un carr´e
défini par deux vecteurs

�!
W1 = (m;n) et

�!
W2 = (�n;m), m et n étant les param`etres

générateurs d´efinis selon 5.6.

5.4 Rotation discr̀ete bijective de typea; b; b+ 1

Un cas particulier de triangle Pythagoricien apparaît lorsque les nombresn etm satisfont
la condition

m = n+ 1 (5.35)

et les nombres Pythagoriciens calcul´es selon les formules 5.6 satisfont les conditions

a = m2 � n2 = 1 + 2n

b = 2mn = 2n+ 2n2

c =m2 + n2 = 1 + 2n+ 2n2 = b+ 1 (5.36)

Le tableau suivant repr´esente les 15 premiers triplets Pythagoriciensfa; b; b+ 1g qui satis-
font les conditions 5.35 et 5.36, ainsi que des angles�=2, � et� � 90�:

15 premiers triplets Pythagoriciensfa; b; b + 1g

m, n a, b, c �=2 (degr.) �(degr:) � � 90 (degr.)
2, 1 3, 4, 5 26.5651 53.1301 -36.8699
3, 2 5, 12, 13 33.6901 67.3801 -22.6199
4, 3 7, 24, 25 36.8699 73.7398 -16.2602
5, 4 9, 40, 41 38.6598 77.3196 -12.6804
6, 5 11, 60, 61 39.8056 79.6111 -10.3889
7, 6 13, 84, 85 40.6013 81.2026 -8.79741
8, 7 15, 112, 113 41.1859 82.3719 -7.62815
9, 8 17, 144, 145 41.6335 83.2671 -6.73292
10, 9 19, 180, 181 41.9872 83.9744 -6.02558
11, 10 21, 220, 221 42.2737 84.5474 -5.45262
12, 11 23, 264, 265 42.5104 85.0209 -4.97911
13, 12 25, 312, 313 42.7094 85.4188 -4.58122
14, 13 27, 364, 365 42.8789 85.7578 -4.24219
15, 14 29, 420, 421 43.0251 86.0501 -3.94987
16, 15 31, 480, 481 43.1524 86.3048 -3.69522
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On constate, en observant ce tableau, que les angles de rotation� disponibles avec cette
méthode approchent90� au fur età mesure que les nombres g´enérateursm etn croissent
(et l’angle complémentaire�0 = � � 90� approche0�).

La particularité de la rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1 consiste dans le fait
qu’elle peutêtre obtenue en appliquant une formule d’une simplicit´e remarquable:

x = round

�
a

c
� (i� i0)� b

c
� (j � j0)

�
+ x0

y = round

�
b

c
� (i� i0) +

a

c
� (j � j0)

�
+ y0 (5.37)

où les centres de rotation(i0; j0) et (x0; y0) se trouvant respectivement sur le plan de co-
ordonnées original(i; j) et sur le plan de coordonn´ees destination(x; y), sont des valeurs
entières quelconques (on peut les supposer toutes ´egales `a0).

Si on compare les expressions 5.37 avec les expressions pour la rotation exacte (non-
discrète) d’un angle� donné par le même triplet Pythagoricienfa; b; cg

x =

�
a

c
� (i� i0)� b

c
� (j � j0)

�
+ x0 (5.38)

y =

�
b

c
� (i� i0) +

a

c
� (j � j0)

�
+ y0

on constate que la rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1 consiste en application
de l’opérateur “round” sur le r´esultat de la rotation exacte. Ce r´esultat est d’autant plus
étonnant, qu’on sait bien que cette technique ne fonctionne pas dans le cas g´enéral (voir le
début de ce chapitre).

Pour illustrer la bijectivité de la rotation discr`ete de typea; b; b+1, nous développerons
ici une représentation alternative de la mˆeme rotation. SoitV0 l’origine du plan et les points
V1, V2 etV3 définis respectivement par les coordonn´ees(m;n), (m�n; n+m) et(�n;m),
comme sur la figure 5.6. Soitz1, z2, z3 et z4 les points situ´es respectivement au milieu des
segmentsV0V1, V1V2, V2V3 et V3V0; soit z5 et z6 les points sym´etriques auxz1 et z4 par
rapport à l’origine V0. Le carré z1z4z5z6 ainsi que les carr´es obtenus `a partir du carr´e
z1z4z5z6 par translation d’une vecteur multiple des vecteurs

��!
V0V1 et

��!
V0V3, marqués en gris

sur la figure 5.6, sont tous centr´es autour des points entiers, marqu´es par des cercles sur la
même figure. Appelons ces zones centr´eesO. Le carréz1z2z3z4 ainsi que les carr´es obtenus
à partir du carr´ez1z2z3z4 par translation d’une vecteur multiple des vecteurs

��!
V0V1 et

��!
V0V3,

laissés en blanc sur la figure 5.6, sont tous centr´es autour des points situ´es au milieu de
quatre entiers, marqu´es par des croix sur la mˆeme figure. Appelons ces zones non-centr´ees
X. Nous avons obtenu un quadrillage du plan Cart´esien par les carr´es calculésà partir des
paramètres générateursm etn.

La représentation alternative de la rotation discr`ete rd(x; y) de typea; b; b + 1 peut
être formulée comme une application successive de la rotation exactere(x; y) selon les
formules 5.38 et de la rotation localerl(x; y):

rd(x; y) = re(x; y) + rl(x; y) (5.39)
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La rotation localerl(x; y) peutêtre définie comme une rotationexacte

x0 =
�
(b� c)

c
� (x� xc) +

a

c
� (y � yc)

�
(5.40)

y0 =
�
�a
c
� (x� xc) +

(b� c)

c
� (y � yc)

�
(5.41)

où (xc; yc) sont les coordonn´ees du centre de la zoneO ou deX à laquelle appartient le
point (x; y).

Les figures 5.7 et 5.8 illustrent l’application successive de de la rotation exactere(x; y)
et de la rotation localerl(x; y): les points obtenus par la rotation exactere(x; y) selon les
formules 5.38 sont montr´es sur la figure 5.7; les d´eplacements dus `a l’application de la
rotation localerl(x; y) sont montrés par des fl`eches sur la figure 5.8. Il est facile de v´erifier
que le résultat de l’application de la fonctionrd(x; y) définie selon 5.39 est identique au
résultat de l’application des formules 5.37, pour toutes les valeursm et n qui satisfont la
condition 5.35 (ce qui n’est pas surprenant, car, en fait, nous avons construit la fonction
rl(x; y) afin que les deux repr´esentations correspondent parfaitement).

On peut vérifier que les fl`eches qui repr´esentent la rotation localerl(x; y) sur la fig-
ure 5.8 ne traversent jamais les fronti`eres des zonesO ouX, et cela est ´egalement vrai pour
toutes les valeursm etn qui satisfont la condition 5.35. Puisque la rotation exactere(x; y)
est globalement bijective comme toute transformation lin´eaire, et puisque la rotation locale
rl(x; y) est bijective localement `a l’intérieur des zonesO et X pour la même raison, et
puisque les points avant et apr`es la rotation localerl(x; y) restent dans les mˆemes zonesO
etX, le fonctionrd(x; y) définie selon 5.39 est bijective.

Les figures 5.9 et 5.10 montrent l’application de la fonctionrd(x; y) définie selon 5.39,
pour d’autres param`etres générateursm et n. On peut constater que, lorsquem = 2 et
n = 1, comme sur la figure 5.9, les zonesO ne contiennent qu’un seul point (centre de la
zoneO), et les zonesX contiennent quatre points, tous tourn´es symétriquement autour du
centre de la zoneX. Au fur età mesure que les param`etres générateursm etn croissent, les
zonesO etX croissent, et la rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1 prend un allure
caractéristique de points r´earrang´es très symétriquement `a l’intérieur des gros blocs – voir
la figure 5.10.

On peut vérifier que la rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1 est identique `a
la rotation discr`ete bijective par bandes rigides, lorsque les conditions 5.35 et 5.36 sont
satisfaites. De ce point de vue, la rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1 peut être
considérée comme un sous-ensemble de la rotation discr`ete bijective par bandes rigides. La
représentation de la rotation discr`ete bijective de typea; b; b+1 par construction des bandes
rigides tournées, comme dans la section 5.3, est tout `a fait possible.

Comme dans le cas de rotation discr`ete bijective par bandes rigides, la tuile fondamen-
taleF propreà la rotation discr`ete bijective de typea; b; b+ 1 peutêtre définie par une des
trois représentations alternatives:

(1) par l’ensemble de points entiers appartenant `a la bande rigide tourn´eeR;

(2) par l’ensemble de points entiers appartenant au rectangle de Holladay correspondant;
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(3) par l’ensemble de points entiers appartenant au carr´e défini par deux vecteurs
��!
V0V1 =

(m;n) et
��!
V0V3 = (�n;m).

5.5 Rotation discr̀ete bijective par cisaillements discrets succes-
sifsXYX

Avant d’introduire la notion de rotation discr`ete bijective par cisaillements discrets succes-
sifsXYX, rappelons qu’une rotation exacte peut ˆetre représentée comme une s´equence de
trois cisaillements successifs (voir, par exemple, dans [Paeth90]).

L’opération de cisaillement horizontalCX est généralement d´efinie comme une trans-
formation linéaire qui projette un point(x; y) 2 R 2 vers un point(x0; y0) 2 R 2 ayant une
matrice de transformationMX :�

x0

y0

�
= CX(x; y; kx) = MX

�
x
y

�
=

�
1 kx
0 1

��
x
y

�
; (5.42)

où kx est le param`etre de cisaillement.
D’une façon similaire, le cisaillement verticalCY est défini comme une transformation

linéaire qui projette un point(x; y) 2 R 2 vers un point(x0; y0) = CY (x; y) 2 R 2 ayant une
matrice de transformationMY :�

x0

y0

�
= CY (x; y) = MY

�
x
y

�
=

�
1 0
ky 1

��
x
y

�
: (5.43)

Si le premier cisaillementX est défini par la matrice de transformation
�
1 k1
0 1

�
, le sec-

ond cisaillementY défini par la matrice de transformation
�

1 0
k2 1

�
, et le troisième ci-

saillementX défini par la matrice de transformation
�
1 k3
0 1

�
, on peut exiger que leur

application successive produise une rotation d’un angle� autour de l’origine du plan:�
x0

y0

�
=

�
1 k1
0 1

��
1 0
k2 1

��
1 k3
0 1

��
x
y

�
=

�
cos � � sin �
sin � cos �

��
x
y

�
(5.44)

La solution de l’équation 5.44 nous donne l’expression pour les param`etres inconnusk1,
k2 etk3 des cisaillements successifsX, Y etX:

k1 = k3 = � sin �

1 + cos �
= � tan(�=2); k2 = sin �; (5.45)

Soienta, b et c; a; b; c 2 Z, les trois côtés d’un triangle Pythagoricien qui d´efinit une
approximation rationnelle� de l’angle de rotation�: � = arctan(b=a). Nous supposons
que les nombres Pythagoriciensa, b etc sont engendr´esà partir des entiersm etn premiers
entre eux, `a l’aide des ´equations 5.6.
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Comme nous l’avons d´eja vu, le rapportnm définit un angle moiti´e de�. Leséquations 5.45
peuventêtre réécrites:

k1 = k3 = � tan(�=2) = � n

m
; k2 = sin � =

b

c
; (5.46)

Maintenant, nous pouvons introduire la notion de rotation discr`ete bijective par cisaille-
ments discrets successifsXYX. Un cisaillement discret horizontalDX est une trans-
formation qui projette le point(x; y) 2 Z

2 vers le point(x00; y00) = DX(x; y; kx) 2
Z
2; cette transformation est une op´eration compos´ee, constitu´ee d’un cisaillement continu

CX(x; y; kx), suivi d’une opération de troncature ou discr´etisationFI :�
x00

y00

�
= FI(CX(x; y; kx)) = FI

�
MX

�
x
y

��
= FI

��
1 kx
0 1

��
x
y

��
(5.47)

où kx est le param`etre de cisaillement horizontal etFI est une fonction discr`ete telle que,
par exemple,floor, ceilingou round. Il est évident que la fonction de cisaillement discretX
définie ainsi est une bijection par construction (les couches horizontales sont d´eplacées en
bloc par cette op´eration).

D’une façon similaire, le cisaillement discret verticalDY est une transformation qui
projette le point(x; y) 2 Z

2 vers le point(x00; y00) = DY (x; y; ky) 2 Z
2; cette transfor-

mation est une op´eration compos´ee, constitu´ee d’un cisaillement continuCY , suivi d’une
opération de troncature ou discr´etisationFI :�

x00

y00

�
= FI(CY (x; y; ky)) = FI

�
MY

�
x
y

��
= FI

��
1 0
ky 1

��
x
y

��
(5.48)

où ky est le param`etre de cisaillement vertical etFI est une fonction discr`ete telle que, par
exemple,floor, ceilingou round.

Par analogie avec le cas continu,la rotation discr̀ete bijective par cisaillements dis-
crets successifsXY X peut être définie comme une succession de cisaillements discrets
DX(x; y; k1), DY (x; y; k2) et deDX(x; y; k3), où les param`etres de cisaillementk1, k2 et
k3 sont définis selon les formules 5.46:�

x1
y1

�
= FI(CX(x; y; k1)) = FI

��
1 k1
0 1

��
x
y

��
�
x2
y2

�
= FI(CY (x1; y1; k2)) = FI

��
1 0
k2 1

��
x1
y1

��
�
x00

y00

�
= FI(CX(x2; y2; k1)) = FI

��
1 k3
0 1

��
x2
y2

��
(5.49)

L’erreur maximale introduite par le premier cisaillementDX est de(12 ; 0), l’erreur max-
imale après le deuxi`eme cisaillementDY est de(12 ;

1+k2
2 ), et l’erreur maximale apr`es le

troisième cisaillementDX est de(1+k3+k2k32 ; 1+k22 ). Par cons´equent, la différence max-
imale � entre les coordonn´ees du point(x0; y0) obtenu par rotation exacte selon les for-
mules 5.1 ou 5.44 et le point(x00; y00) obtenu par rotation discr`ete bijective par cisaillements
discrets successifsXYX selon les formules 5.49 peut ˆetre majorée par une valeurs

(1 + k2)
2

4
+

(1 + k3 + k2 k3)
2

4
= const (5.50)
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La rotation discr`ete bijective par cisaillements discrets successifsXYX selon les for-
mules 5.49 satisfait donc le crit`ere 5.3, et l’erreur de discr´etisation� est suffisamment petite,
pour permettre `a cette m´ethode d’être appliqu´eeà la rotation de plans de valeurs de seuil. Si
on considère� < �=2, les valeurs dek1, k2 et k3 seront, selon les formules 5.45, inf´erieur
à 1; l’erreur maximale de discr´etisation� est majorée par

p
1 + 9=4 = 1:80278. Dans

la plupart des cas d’int´erêt pratique, que nous avons exp´erimenté, l’erreur maximale de
discrétisation�, calculée pendant l’application de ce type de rotation discr`ete, varie entre
0:7 et1:5.

L’impl émentation de l’algorithme de rotation discr`ete bijective par cisaillements dis-
crets successifsXY X est très simple. Soitm, n, a, b et c les param`etres d’un triangle
Pythagoricien d´efini selon les formules 5.6 et(x, y) les coordonn´ees d’un pointz 2 Z2.
Voici un extrait du code C qui effectue la rotation discr`ete bijective par cisaillements discrets
successifsXY X selon les formules 5.49:

f
x -= floor(y*n/m + .5) ;
y += floor(x*b/c + .5);
x -= floor(y*n/m + .5);

g
L’impl émentation “on-the-fly”, sans stockage interm´ediaire est possible, `a cause du coˆut

peuélevé de cette op´eration.

5.6 Autres rotations discr̀etes bijectives

Il existe de nombreuses transformations qui peuvent ˆetre classifi´ees comme rotations discr`etes
bijectives selon le crit`ere 5.3. Les trois rotations discr`etes bijectives pr´esentées dans les sec-
tions précédentes ont l’avantage d’ˆetre relativement simples et efficaces `a la fois. D’autres
rotations discr`etes bijectives que nous avons construites dans le cadre de cette recherche
sont sensiblement plus compliqu´ees, sans offrir en contrepartie une pr´ecision suppl´ementaire.
C’est pour cette raison que nous limitons notre pr´esentation aux trois m´ethodes de rotation
discrète bijective pr´esentées, que nous consid´erons comme fondamentales.

5.7 Conclusions

Un opérateur de rotation discr`ete bijective est introduit dans ce chapitre. L’op´erateur de
rotation discrète bijective projette l’ensemble de points entiers du planZ

2 vers lui-même.
Une rotation discr`ete bijective d’un pointz 2 Z2 d’un angle� approxime la rotation exacte
du même point du mˆeme angle�, avec une pr´ecision� bornée.

Cet opérateur permet d’appliquer des transformations proches de rotations, sur les en-
sembles discrets, et, notamment, sur les matrices de seuillage, utilis´ee dans les algorithmes
de reproduction par seuillage, introduits aux chapitres 2 et 4.

Trois types différents de rotations discr`etes bijectives sont d´ecrits en d´etail: la rotation
discrète bijective par bandes rigides, la rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1, et la
rotation discrète bijective par cisaillements discrets successifsXY X.
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Aux chapitres 6 et 7, nous allons explorer les rotations discr`etes bijectives dans le but
fixé au début de notre recherche: obtenir des techniques de tramage pour la reproduction
couleur, sans effet de Moir´e, tout en minimisant les artefacts.
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Figure 5.6: Principe de construction de zones centr´eesO et non-centr´eesX, dans le cas o`u
m = 4, n = 3, a = 7, b = 24, c = 25, � = 73:7398�.
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Figure 5.7: Application de la rotation exacte (non-discr`ete) re(x; y), avec les param`etres
générateursm = 4 etn = 3; a = 7, b = 24, c = 25; � = 73:7398� .
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Figure 5.8: Application de la rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1 définie comme
fonctionrd(x; y), avec les param`etres générateursm = 4 etn = 3.
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Figure 5.9: Application de la rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1 définie comme
fonctionrd(x; y), avec les param`etres générateursm = 2 etn = 1.
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Figure 5.10: Application de la rotation discr`ete bijective de typea; b; b+ 1 définie comme
fonctionrd(x; y), avec les param`etres générateursm = 5 etn = 4.
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Chapitre 6

Reproduction en demi-ton par
rotation discr ète bijective de la trame
à points disperśes

Parmi diverses variantes de la m´ethode de rotation discr`ete bijective appliqu´ee au planZ2

des valeurs de seuillage, la m´ethode explor´ee dans ce chapitre occupe une place un peu `a
part. D’une part, la construction de la matrice de seuillage tourn´eeRc�n, est d’une extrˆeme
simplicité. D’autre part, la matrice de seuillage non-tourn´ee qui est utilis´ee pour la con-
struction, est une matrice dispers´ee de Bayer bien connue (voir chapitre 2). A partir de la
méthode de tramage par points dispers´es, nous obtiendrons une m´ethode o`u les points noirs
seront regroup´es dans les figures en forme d’anneaux et de croix `a orientation oblique (voir
fig. 6.4). Grâceà sa nature semi-dispers´ee semi-regroup´ee, cette m´ethode offre l’avantage
considérable d’avoir une courbe de reproduction plus uniforme que celle de la m´ethode
classique de Bayer. Les images produites `a l’aide de cette m´ethode peuvent ˆetre facilement
analysées dans le domaine de Fourier.

6.1 Rotation discr̀ete bijective appliquéeà la trame à points dis-
persés (type Bayer)

La matrice de seuillage utilis´ee par la m´ethode de tramage r´egulier par points dispers´es est
introduite au chapitre 2, section 2.3. Un exemple de matricesD4 est donn´e à la fig. 6.1a.

Pour illustrer le processus de construction de la matrice tourn´eeR5n à partir de la ma-
trice de BayerDn par rotation discr`ete bijective, consid´erons un exemple repr´esenté sur
la fig. 6.1. Dans cet exemple,n = 4, et nous allons construire la matrice tourn´eeR20 à
partir de la matrice de BayerD4. Tout d’abord, dupliquons la matrice de BayerD4 5x5
fois dans le sens vertical et horizontal, comme sur la fig. 6.1a. Appelons la grande matrice
ainsi obtenueD20[i; j]; les indicesi; j = 0; 1; :::; 19 peuventêtre consid´erés comme les
“coordonnées” d’une cellule ´elémentaire o`u les valeurs des seuils sont stock´ees. Les “coor-
données”(x; y), ou les indices des cases de la matriceR20, obtenue par la rotation discr`ete



Chapitre 6

Figure 6.1: (a) Matrice de seuillage dispers´ee de BayerD4 dupliquée 5x5 fois verticale-
ment et horizontalement; (b) Matrice de seuillage dispers´eeR20 tournée obtenue `a partir de
D20 par rotation discr`ete bijective.
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Figure 6.2: Diff érences entre les coordonn´ees des centres des pixels obtenues par rotation
discrète bijective et celles obtenues selon les formules de la rotation exacte d‘un angle
� = arctan(3=4).
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10 12

0

15

11

48

7

11

131

14

2

13

114

2

5

9

6

105

9

6

10

5

0

15

312

0

15

3

120

15

3

4

87

11

4

8

711

4

8

7

114

8

114

2

13

1

142

13

1

14

213

1

14

2

13

9

6

10

59

6

10

5

96

10

5

9

610

5

9

15

3

120

15

3

12

015

3

12

0

153

12

0

15

312

0

8

711

4

8

7

114

8

7

11

48

7

11

4

87

11

4

8

7

142

13

1

14

213

1

14

2

131

14

2

13

114

2

13

1

142

13

1

6

10

5

96

10

5

9

610

5

9

6

105

9

6

10

59

6

10

5

96

10

3

12

015

3

12

0

153

12

0

15

312

0

15

3

120

15

3

12

015

3

12

0

15

7

114

8

7

11

48

7

11

4

87

11

4

8

711

4

8

7

114

8

7

11

48

7

11

213

1

14

2

131

14

2

13

114

2

13

1

142

13

1

14

213

1

14

2

131

14

2

13

114

2

10

5

9

610

5

9

6

105

9

6

10

59

6

10

5

96

10

5

9

610

5

9

6

105

9

6

10

5

12

0

153

12

0

15

312

0

15

3

120

15

3

12

015

3

12

0

153

12

0

15

312

0

15

3

120

15

11

48

7

11

4

87

11

4

8

711

4

8

7

114

8

7

11

48

7

11

4

87

11

4

8

711

4

8

131

14

2

13

114

2

13

1

142

13

1

14

213

1

14

2

131

14

2

13

114

2

13

1

142

13

1

14

5

9

6

105

9

6

10

59

6

10

5

96

10

5

9

610

5

9

6

105

9

6

10

59

6

10

5

96

0

15

312

0

15

3

120

15

3

12

015

3

12

0

153

12

0

15

312

0

15

3

120

15

3

12

015

3

4

87

11

4

8

711

4

8

7

114

8

7

11

48

7

11

4

87

11

4

8

711

4

8

7

114

8

7

114

2

13

1

142

13

1

14

213

1

14

2

131

14

2

13

114

2

13

1

142

13

1

14

213

1

14

2

9

6

10

59

6

10

5

96

10

5

9

610

5

9

6

105

9

6

10

59

6

10

5

96

10

5

9

610

15

3

120

15

3

12

015

3

12

0

153

12

0

15

312

0

15

3

120

15

3

12

015

3

12

0

153

12

8

711

4

8

7

114

8

7

11

48

7

11

4

87

11

4

8

711

4

8

7

114

8

7

11

48

7

11

142

13

1

14

213

1

14

2

131

14

2

13

114

2

13

1

142

13

1

14

213

1

14

2

131

14

2

13

6

10

5

96

10

5

9

610

5

9

6

105

9

6

10

59

6

10

5

96

10

5

9

610

5

9

6

105

3

12

015

3

12

0

153

12

0

15

312

0

15

3

120

15

3

12

015

3

12

0

153

12

0

15

312

0

7

114

8

7

11

48

7

11

4

87

11

4

8

711

4

8

7

114

8

7

11

48

7

11

4

87

11

4

13

1

14

2

131

14

2

13

114

2

13

1

142

13

1

14

213

1

14

2

131

14

2

13

114

2

13

1

9

610

5

9

6

105

9

6

10

59

6

10

5

96

10

5

9

610

5

9

6

105

9

6

10

59

0

15

312

0

15

3

120

15

3

12

015

3

12

0

153

12

0

15

312

0

15

3

120

15

7

11

4

8

711

4

8

7

114

8

7

11

48

7

11

4

87

11

4

8

711

4

8

1

142

13

1

14

213

1

14

2

131

14

2

13

114

2

13

1

142

13

1

14

10

5

96

10

5

9

610

5

9

6

105

9

6

10

59

6

10

5

96

15

3

12

0

153

12

0

15

312

0

15

3

120

15

3

12

015

3

11

48

7

11

4

87

11

4

8

711

4

8

7

114

8

7

2

13

114

2

13

1

142

13

1

14

213

1

14

2

5

9

6

10

59

6

10

5

96

10

5

9

610

3

120

15

3

12

015

3

12

0

153

12

8

7

114

8

7

11

48

7

11

13

1

14

2

131

14

2

13

9

610

5

9

6

105

0

15

312

0

7

11

4 1

Figure 6.3: Tuile fondamentale de la rotation discr`ete bijective de la matrice de seuillage
disperséeR20 (bleu) ainsi que rectangle de Holladay correspondant (rouge).

bijective de typea; b; b+ 1 décrite au chapitre 5, peuvent ˆetre calculés d’après les formules
suivantes:

x = round

�
a

c
� (i� i0)� b

c
� (j � j0)

�
+ x0

y = round

�
b

c
� (i� i0) +

a

c
� (j � j0)

�
+ y0 (6.1)

où c = 5; a = 4, b = 3, i0, j0, x0 et y0 définissent les positions des matricesD20 etR20

dans les syst`emes de coordonn´ees(i; j) et (x; y).
Comme on peut l’observer sur la fig. 6.1b, la matrice de seuillage tourn´eeR20 pave

le plan. Elle contient exactement le mˆeme nombre d’´eléments que la matrice de seuillage
D20, mais ils sont dispos´es différemment. En effet, les sous-structures r´epétitives de taille
4x4 pixels, alignées horizontalement et verticalement sur la fig. 6.1a, sont transform´ees en
sous-structures jointives de 5 formes diff´erentes, toutes d’une taille de 16 pixels et orient´ees
obliquement (voir fig. 6.1b).

La figure 6.2 montre les diff´erences entre les coordonn´ees des centres des pixels obtenues
selon les formules 6.1 (rotation discr`ete bijective) et celles obtenues selon les formules
de la rotation exacte d‘un angle� = arctan(3=4). Le cercle rouge en haut du dessin
montre un motif répétitif formé par les différences. On constate qu’il n’existe que cinq
diff érences possibles: soit0 (le résultat de la rotation discr`ete bijective et de la rotation
exacte sont identiques) soit un d´eplacement non-nul, de valeur absolue1=

p
5 = 0:447214,
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ayant une des quatre orientations possible. Nous satisfaisons donc le crit`ere 5.3 d´efini au
chapitre 5; par cons´equent, la formule 6.1 d´ecrit une rotation discr`ete bijective d’un angle
� = arctan(3=4) = 36:87�.

Les cinq sous-structures jointives de la figure 6.3, orient´ees obliquement, forment une
structure minimale r´epétitive (tuile fondamentale dans la th´eorie de pavages). Cette tuile
fondamentale est soulign´ee par une ligne bleue, avec deux vecteurs fondamentaux qui ren-
voient la tuile fondamentale sur elle-mˆeme. Selon la th´eorie développée par Holladay (voir
[Holladay80a] ou appendix A), une autre tuile fondamentale rectangulaire peut ˆetre trouvée.
En effet, une telle tuile horizontale “selon Holladay” est soulign´ee par une ligne rouge sur
la figure 6.3.

Les constructions appliqu´ees ici aux multiples de la matrice de BayerDn, où n = 4,
s’appliquentégalement `a d’autres dimensions de la matrice de Bayer. Par exemple, pour
construire une matrice de seuillage qui contient256 valeurs de seuil diff´erentes, nous pou-
vons prendre une matrice de BayerD16 dupliquée 5x5 fois horizontalement et verticalement
et appliquer la rotation discr`ete bijective selon la formule 6.1.

6.2 Génération de l’image

Toute la châine de production d’images, `a l’aide de la trame dispers´ee tournée par rotation
discrète bijective, peut ˆetre présentée comme suit:

(1) Préparer une matrice de seuillage dispers´eeDn, de type Bayer.

(2) Appliquer une rotation discr`ete bijective sur la matriceDn, selon les formules 6.1.
Stocker la matrice r´esultante tourn´ee (tuile fondamentale) en m´emoire. La forme de
stockage “selon Holladay” est pr´eférable (voir appendix A ou [Holladay80a]).

(3) En utilisant la matrice de seuillage dispers´ee tournée, appliquer la m´ethode de repro-
duction de l’image par seuillage r´egulier, décrite au chapitre 2, section 2.2.

Notons que la r´ealisation de l’algorithme de tramage en forme de programme est sen-
siblement plus facile avec la repr´esentation par matrice rectangulaire, selon Holladay, car
l’impl émentation incr´ementale est alors facilit´ee. Aucune formule de rotation n’est ap-
pliquée pendant la phase de g´enération de l’image proprement dite; seule la tuile fonda-
mentale ainsi que deux vecteurs fondamentaux sont stock´es en m´emoire.

6.3 Résultats exṕerimentaux

Les avantages principaux de la m´ethode d´ecrite dans ce chapitre sont visibles sur la fig-
ure 6.4 où 256 niveaux d’intensit´e sont atteignables lorsqu’on utilise une matrice de seuil-
lage tournéeR16. Pourêtre plus exact, 257 niveaux d’intensit´e atteignables, mais, puisque
l’image source est cod´ee sur 8 bits, nous n’utiliserons que 256 sur les 257 niveaux d’intensit´e
disponibles
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Figure 6.4: 256 motifs différents qui correspondent aux 256 niveaux d’intensit´e distincts
atteignables par rotation discr`ete bijective de la trame `a points dispers´es, sortie `a 150 dpi.
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Figure 6.5: Images en demi-ton tram´eesà 150 dpi avec (a) une trame dispers´ee tournée
par rotation discr`ete bijective (256 niveaux ’intensit´e), (b) une trame dispers´ee de Bayer
(256 niveaux d’intensit´e), (c) une trame `a points regroup´es conventionnelle (32 niveaux
d’intensité), (d) diffusion d’erreur de type Floyd-Steinberg.

c) d)

a) b)
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On peut facilement produire des images couleur `a l’aide de la trame dispers´ee tournée:
les trois ou quatre plans couleurs peuvent ˆetre tramés séparément, en phase ou en contre-
phase (flamenco). Quelques ´echantillons d’images couleur produites `a l’aide de la trame
dispersée tournée sur une imprimante `a jet d’encre (300 dpi) sont montr´es sur la figure 6.6.

On peut constater que, pour des niveaux d’intensit´e consécutifs, le changement de struc-
ture està peine visible: les structures dispers´eesévoluent, s’ajoutent sans cr´eer d’artefacts
gênants. On observe tout de mˆeme l’apparition de petites structures en forme d’anneaux et
de croixà orientation oblique. Ces structures jouent un rˆole important dans l’am´elioration
du rendu, par rapport `a la méthode de tramage par trame dispers´ee de type Bayer. En effet,
ces structures sont suffisamment petites (de superficie 5 pixels en moyenne) pour ne pas
être visibles `a 300 dpi (voir les ´echantillons pr´esentés sur la figure 6.6). Elle sont suff-
isamment grandes pour assurer un comportement qui se rapproche de celui de la trame `a
points regroup´es, avec des avantages ´evidents: plus grande stabilit´e de l’image, courbe de
reproduction plus ´equilibrée. Enfin (last, but not least), cette trame a un aspect visuelle-
ment agréable, ce qui peut lui permettre de trouver `a l’avenir quelques applications dans
l’industrie graphique.

6.4 Analyse dans le domaine fŕequenciel

On peut analyser les aplats produits avec une trame dispers´ee tournée par rotation discr`ete
bijective à l’aide de la m´ethode de calcul de la transform´ee de Fourier de structures p´erio-
diques ou quasi-p´eriodiques `a deux niveaux d´eveloppée dans la section A.3. La figure 6.7
montre quinze aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´e g = 1=16; 2=16; :::; 15=16,
produits avec une matrice de seuillage dispers´ee D4 de taille 4x4 tourn´ee par rotation
discrète bijective, et la figure 6.9 montre les spectres d’amplitude de ces aplats, calcul´es
selon les formules A.7–A.13.

Les images des figures 6.7 et 6.8 doivent ˆetre compar´ees avec les images des figures
A.6 et A.7 qui sont produites avec la mˆeme matrice de seuillage dispers´eeD4, mais sans
rotation discrète bijective (seuillage avec une matrice de Bayer “standard”). Premi`ere con-
statation qui r´esulte de cette comparaison – c’est que la grille de fr´equences de base des
images produites avec la trame dispers´ee tournée est plus dense que celle des images pro-
duites avec la trame dispers´ee non-tourn´ee. On dirait qu’en plus des rotations exactes des
fréquences principales par un angle� = arctan(3=4), dans le domaine fr´equenciel, nous
avons introduit de nouvelles fr´equences plus basses. En effet, ces nouvelles fr´equences cor-
respondent aux erreurs d’arrondi introduites par l’op´eration de rotation discr`ete bijective,
qui, comme le montre bien la figure 6.2, portent un caract`ere répétitif (voir le cercle rouge
en haut du dessin).

Ainsi, l’ énergie port´ee par certaines harmonies des images produites avec la trame dis-
persée non-tourn´ee est en quelque sorte divis´ee et dispers´ee sur un ensemble plus grand
d’harmonies pr´esentes sur des images produites avec la trame dispers´ee tournée. La fi-
gure 6.9 illustre cette analyse: les harmonies principales d’un aplat d’un niveau d’intensit´e
3
16 produit avec la trame dispers´ee non-tourn´ee sont pr´esentéesà gauche de la figure. A
droite, sont montr´ees des harmonies principales d’un aplat d’un niveau d’intensit´e 3

16 pro-
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4x4 Rotated Dither, level=1/16 4x4 Rotated Dither, level=2/16 4x4 Rotated Dither, level=3/16 4x4 Rotated Dither, level=4/16

4x4 Rotated Dither, level=5/16 4x4 Rotated Dither, level=6/16 4x4 Rotated Dither, level=7/16 4x4 Rotated Dither, level=8/16

4x4 Rotated Dither, level=9/16 4x4 Rotated Dither, level=10/16 4x4 Rotated Dither, level=11/16 4x4 Rotated Dither, level=12/16

4x4 Rotated Dither, level=13/16 4x4 Rotated Dither, level=14/16 4x4 Rotated Dither, level=15/16

Figure 6.7: Quinze aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´e g =
1=16; 2=16; :::; 15=16, produits avec une trame dispers´ee de taille 4x4 tourn´ee par la ro-
tation discrète bijective d’un angle� = arctan(3=4) = 36:87�.

109



Chapitre 6

Amplitude Spectrum, level=1/16 Amplitude Spectrum, level=2/16 Amplitude Spectrum, level=3/16 Amplitude Spectrum, level=4/16

Amplitude Spectrum, level=5/16 Amplitude Spectrum, level=6/16 Amplitude Spectrum, level=7/16 Amplitude Spectrum, level=8/16

Amplitude Spectrum, level=9/16 Amplitude Spectrum, level=10/16 Amplitude Spectrum, level=11/16 Amplitude Spectrum, level=12/16

Amplitude Spectrum, level=13/16 Amplitude Spectrum, level=14/16 Amplitude Spectrum, level=15/16

Figure 6.8: Transformée de Fourier de quinze aplats qui correspondent aux niveaux
d’intensité g = 1=16; 2=16; :::; 15=16, produits avec une trame dispers´ee de taille 4x4
tournée par la rotation discr`ete bijective d’un angle� = arctan(3=4) = 36:87�.
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Figure 6.9: Spectre d’amplitude, pour le niveau d’intensit´e 3
16 .

Bayer’s 4x4 Dither: DFT, level=3/16
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duit avec la trame dispers´ee tournée, ainsi que les harmonies de la trame dispers´ee tournée
(souligné ou encercl´e). On constate que la valeur absolue des impulsions tourn´ees a diminu´e;
par contre, de nouvelles fr´equences ayant parfois de grandes amplitudes sont apparues.

Nous pouvons conclure notre petite analyse dans le domaine fr´equenciel par la cons-
tatation suivante: la trame dispers´ee tournée, introduite dans ce chapitre, poss`ede un spec-
tre d’amplitude caract´erisé par l’apparition de fr´equences suppl´ementaires par rapport aux
fréquences pr´esentes dans la trame dispers´ee non-tourn´ee, et l’énergie port´ee par les har-
monies est diffus´ee différemment dans les deux cas. Par cons´equent, l’aspect visuel des
aplats produits avec les trames dispers´ees tourn´ees et non-tourn´ees est tr`es différent. On
peut dire aussi que le poids des basses fr´equences est plus grand dans le cas d’une trame
dispersée tournée, ce qui la positionne `a mi-chemin entre la trame purement dispers´ee et
celleà points regroup´es.

6.5 Comportement de la courbe de reproduction

Comme nous l’avons vu aux chapitres 1 et 2, le comportement de la courbe de reproduction
d’un procédé de reproduction est l’une des caract´eristiques importantes qui joue un certain
rôle dans le choix des algorithmes de tramage. La valeur et mˆeme la nature de la d´eviation
de la courbe de reproduction du comportement lin´eaire, consid´eré comme id´eal, dépend
considérablement des caract´eristiques physiques du dispositif de sortie. Ainsi, sur la plu-
part des imprimantes laser ou `a jet d’encre, les pixels individuels ne sont pas d’une forme
carrée, comme cela est suppos´e lors de l’émulation et des calculs, mais d’une forme ronde,
amorphe, de superficie tr`es souvent sup´erieureà 1 pixel carré. Ce phénomène connu sous
le nom d’accroissement des points (dot gain, en anglais) peut fausser les r´esultats de tram-
age et mˆeme les rendre inutilisables. Pour pallier `a ce phénomène néfaste, on pratique une
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Figure 6.10: Dégradé d’intensité, pour les niveaux d’intensit´e entre 37.5% et 62.5%, re-
produit avec (a) une trame dispers´ee de Bayer de taille 16x16, (b) une trame dispers´ee de
taille 16x16 tourn´ee par rotation discr`ete bijective et (c) diffusion d’erreur de type Floyd-
Steinberg, sortie `a 300 dpi.
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Figure 6.11: Courbes de reproduction obtenues `a partir des mesures densitom´etriques des
échantillons imprim´esà 300 dpi.

réflectance de sortie

niveau d’inensit´e de l’image d’entr´ee

Figure 6.12: Comportement de la courbe de reproduction, pour un d´egradé d’intensité
reproduit avec (a) une trame `a points regroup´es conventionnelle, (b) une trame dispers´ee de
Bayer de taille 16x16, (c) une trame dispers´ee de taille 16x16 tourn´ee par rotation discr`ete
bijective et (d) diffusion d’erreur de type Floyd-Steinberg, sortie `a 300 dpi.
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correction de la courbe de reproduction (correction gamma). Cette correction est d’autant
plus efficace si la courbe de reproduction d’un proc´edé est lisse et uniforme.

Comparons les r´esultats exp´erimentaux des courbes de reproduction de diff´erents proc´edés.
Pour cela, nous avons produit des d´egradés d’intensité avec les m´ethodes suivantes: (a)
une trame `a points regroup´es conventionnelle, (b) une trame dispers´ee de Bayer de taille
16x16, (c) une trame dispers´ee de taille 16x16 tourn´ee par rotation discr`ete bijective et
(d) la diffusion d’erreur de type Floyd-Steinberg, comme montr´e sur la figure 6.12. Nous
avons sorti tous ces ´echantillons sur la mˆeme imprimante laser travaillant en r´esolution
300 dpi. Ensuite, nous avons mesur´e à l’aide d’un densitom`etre 32 valeurs de densit´e
intermédiaires, pour 32 niveaux d’intensit´e d’entrée, avec le pas constant de1=32, pour
chacune des m´ethodes de tramage susmentionn´ees.

A partir de donn´ees densitom´etriques, nous sommes capable de d´efinir le pourcentage
de couverture du papier par encre:

RK =
1� 10D

1� 10DK

(6.2)

où RK est le pourcentage de couverture recherch´e, DK est la densit´e mesur´ee de l’encre
noire etD est la densit´e mesur´ee de l’échantillon (pour la discussion de la m´ethode de
transformation des donn´ees densitom´etriques en pourcentage de couverture et vice versa,
voir [Schreiber93], p. 150).

6.6 Implémentation efficace de l’algorithme

Comme nous l’avons mentionn´e aux chapitres 1 et et 2, la question de l’efficacit´e de
l’algorithme de rendu peut ˆetre cruciale pour son application dans divers dispositifs d’affichage
tels qu’écrans ou imprimantes. On essaye d’´eliminer au maximum les calculs n´ecessaires
pendant la discr´etisation. Les meilleurs algorithmes sont incr´ementaux, c’est-`a-dire qu’ils
traitent les points de sortie un par un, en appliquant `a chaque ´etape des op´erations extrˆemement
simples, par exemple des additions, des comparaisons, des affectations. Nous avons r´ealisé
un algorithme de rendu de trame incr´emental qui se base sur la matrice de seuillage fournie.
Le langage PostScript poss`ede aussi un tel algorithme optimis´e. PostScript niveau 2 permet
de définir la fonction de seuillage de deux fac¸ons différentes: soit comme une fonction ana-
lytique (spot-function, voir le chapitre 2) soit en permettant de t´elécharger directement une
matrice de seuillage utilis´ee dans la phase de rendu de trame.

Comme nous l’avons vu dans les sections pr´ecédentes, nous pouvons d´efinir une matrice
de seuillage de taille 80x80 qui est parfaitement r´epétitive, dans le sens horizontal aussi bien
que dans le sens vertical. Cette matrice peut ˆetre facilement pr´esentée en format PostScript
et être utiliséeà l’intérieur de ce langage avec une efficacit´e maximale.

Voici un extrait du code PostScript permettant de t´elécharger notre matrice de seuillage
dispersée tournéeR80:

/thresholdString <
40E01090F88424E4643C7CDC20A0C8B818D8580C
......
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8C2C6C34B474D4A8C040B01050048444E494FC7C
> def
<<

/HalftoneType 3
/Width 80
/Height 80
/Thresholds thresholdString

>>
sethalftone

6.7 Conclusion

Une méthode de tramage r´egulier avec une matrice de seuillage dispers´ee tournée est pr´esentée.
La matrice de seuillage dispers´ee tournée est produite en appliquant une op´eration de rota-
tion discrète bijective de typea; b; b+ 1 sur la matrice de seuillage dispers´ee de Bayer. Les
cas de rotation d’un angle� = arctan(3=4) = 36:87� soit d’un angle� = arctan(3=4) =
90� � 36:87� sont particulièrement int´eressants. La m´ethode de reproduction en demi-ton
par rotation discr`ete bijective de la trame `a points dispers´es poss`ede un certain nombre de
traits caract´erisques, qui peuvent ˆetre consid´erés comme des avantages:

– évolution très progressive des structures pr´esentes dans les images, pour des niveaux
d’intensité consécutifs, presque sans artefacts gˆenants;

– apparition de petites structures en forme d’anneaux et de croix `a orientation oblique.
Ces structures jouent un rˆole important dans l’am´elioration du rendu, grˆaceà l’atténuation
de la perception des structures `a orientation oblique, par rapport `a ceuxà orientation
horizontale ou verticale, comme dans la trame dispers´ee de type Bayer;

– qualité nettement sup´erieure de la courbe de reproduction par rapport `a celle de la
méthode de Bayer; elle s’approche des courbes type des m´ethodes de reproduction
par trame `a points regroup´es;

– apect visuel “plaisant” des images produites; de petites structures en forme d’anneaux
et de croixà orientation oblique pr´esentes dans les images ne gˆenent pas la percep-
tion;

– facilité d’application de la m´ethodeà une impression en quadrichromie: les couches
colorées s´eparées sont superpos´ees soit en phase, soit avec un d´ephasage constant;

– possibilité d’implémentation efficace de l’algorithme. La matrice de seuillage, pro-
duite une fois pour toutes, sera utilis´ee par un algorithme de rendu de trame standard.
Une implémentation int´egrée au langage PostScript niveau 2 est possible.
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Reproduction en demi-ton par
rotation discr ète bijective de la trame
à points groupés

Aux chapitres 1 et 2, nous avons identifi´e un certain nombre de probl`emes, liés au principe
de superposition de couches tram´ees dans la reproduction couleur, ainsi que d’autres, li´es
à la nature discr`ete des grilles de sortie des dispositifs de sortie, travaillant en mode raster.
Au chapitre 4, nous avons d´eveloppé une technique combin´ee de g´enération de points de
trame (CombiScreen), qui permet de diminuer l’un des probl`emes susmentionn´es – l’effet
de bandes dans la reproduction. La solution d’un autre probl`eme – l’effet de Moiré dans la
reproduction en quadrichromie – consiste `a sélectionner, pour diff´erentes couches couleur
séparées, des orientations et des fr´equences de tramage qui r´epondent aux crit`eres de min-
imisation de Moiré, formulés dans l’article [Amidror94a]. Les solutions propos´ees ne
cooresponden pas aux orientations et fr´equences de tramage disponibles pour des trames
ordinaires de petite taille, rendues sur la grille carr´ee d’un dispositif de sortie. Il est donc
nécessaire de produire, par le biais d’une construction adapt´ee, des trames qui r´epondent `a
la fois aux critères de minimisation de Moir´e, et aux exigences de qualit´e, liéesà la repro-
duction couleur sur les imprimantes disponibles sur le march´e telles que, les imprimantes `a
transfert thermique ou `a jet d’encre, qui ont une r´esolution limitéeà 300–400 dpi, un mode
de reproduction tout-ou-rien, et un accroissement non n´egligeable des points de trame.

Notre approche du probl`eme susmentionn´e se base sur les trames `a points regroup´es,
sans effet de bandes, produites avec la m´ethode CombiScreen, auxquelles nous appli-
querons la rotation discr`ete bijective, d´eveloppée au chapitre 5. Grˆaceà cette combinaison
de deux techniques, nous obtiendrons de nouvelles m´ethodes de tramage destin´eesà la re-
production couleur, bien adapt´ees aux dispositifs de sortie disponibles et, notamment, aux
imprimantes couleur `a transfert thermique ou `a jet d’encre.
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Figure 7.1: Pavage du plan de sortie par une super-tuileT des valeurs de seuillage produite
avec la méthode CombiScreen,Ns = 64 (8x8), Nd = 4. Les lignes grasses d´elimitent
les frontières entre les super-tuiles, les lignes en pointill´e délimitent les frontières entre les
sous-tuiles ´elémentaires qui constituent les super-tuiles.

7.1 Principes de base

Les figures 7.1 et 7.2 illustrent bien les principes de base de notre approche. La figure 7.1
montre le pavage du plan de sortie par une super-tuileT produite avec la m´ethode Combi-
Screen,Ns = 64 (8x8), Nd = 4, et la figure 7.2 montre la rotation discr`ete bijective de
typea; b; b + 1 (a = 9, b = 40, c = 41, � = 77:3196�) de ce pavage. Sur les deux figures,
les indicesix et iy sont les coordonn´ees des points du plan discret de sortie, les lignes
grasses d´elimitent les frontières entre les super-tuiles, tandis que les lignes en pointill´e
délimitent les frontières entre les sous-tuiles ´elémentaires qui constituent les super-tuiles.
On peut constater que les sous-tuiles ´elémentaires, ainsi que les super-tuiles, ont pr´eservé
leurs superficies – ce qui est tout `a fait naturel pour ces transformations bijectives. En plus,
la disposition approximative relative des valeurs de seuil a ´eté préservée pendant l’op´eration
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Figure 7.2: Rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1 (m = 6, n = 5, a = 11, b = 60,
c = 61, � = 79:6111�): du pavage du plan de sortie de la figure pr´ecédente. Les lignes
grasses d´elimitent les frontières entre les super-tuiles, les lignes en pointill´e délimitent les
frontières entre les sous-tuiles ´elémentaires qui constituent les super-tuiles.

de rotation discr`ete bijective. Par contre, on peut constater que les centres des sous-tuiles
élémentaires, qui contiennent des seuils ´elevés, sont orient´es, apr`es la rotation, d’un l’angle
� = 77:3196� par rapport aux trames non-tourn´ees.

Une fois le plan de sortie couvert par les valeurs de seuil obtenues par la rotation discr`ete
bijective, on peut appliquer, pour la g´enération de l’image, la technique de tramage r´egulier
par seuillage, d´ecrite au chapitre 2. Dans les applications pratiques, il est souvent pr´eférable
de stocker un minimum d’informations r´epétitives, plutôt que d’engendrer l’ensemble des
valeurs de seuil associ´eesà chaque pixel de sortie `a la volée, sans stockage.

On peut constater, en observant la figure 7.2, qu’aucune super-tuile d´elimitée par la
ligne grasse ne peut servir de base r´epétitive de stockage minimal: en effet, la forme des
super-tuiles varie d’une super-tuile `a l’autre. Il est tout de mˆeme possible de trouver une
zone parfaitement r´epétitive Z, dans le pavage du plan de sortie tourn´e par une rotation
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Chapitre 7

discrète bijective. Le calcul de la zone r´epétitiveZ de la structure pav´ee par les super-tuiles
T, après rotation discr`ete bijective caract´erisée par sa tuile fondamentaleF, est détaillé dans
l’annexe A, section A.2.

Dans l’exemple pr´esenté sur la figure 7.2, la tuile fondamentaleF de la rotation discr`ete
bijective peutêtre définie par un rectangle de Holladay dont la largeur estLF = 61 et la
hauteur estHF = 1. Le rectangle de Holladay de la super-tuileT est de largeurLT = 16
et de hauteurHT = 16. Par cons´equent, la zone r´epétitive Z de la structure pav´ee par les
super-tuilesT, après la rotation discr`ete bijective caract´erisée par sa tuile fondamentaleF,
aura, selon les formules A.6, les dimensionsLZ = 976 etHZ = 16. Malheureusement, on
ne peut pas v´erifier l’exactitude de cette d´eduction directement sur la figure 7.2, `a cause de
la taille limitée de la feuille de papier.

7.2 Exemples de reproduction en demi-ton par rotation discr̀ete
bijective de la trame à points groupés

Nous allons maintenant examiner quelques cas concrets d’application de la rotation discr`ete
bijective sur des trames `a points group´es, produites avec la m´ethode CombiScreen, pour la
reproduction en quadrichromie. Rappelons-nous que notre but est de produire des couches
couleur tram´ees s´eparées qui satisfont la condition 1.1 de minimisation de l’effet de Moir´e
de type singulier. Comme nous l’avons mentionn´e, seules les trois couches cyan, magenta
et noir sont prises en compte, la quatri`eme couche – jaune – ´etant consid´erée comme ayant
moins d’impact sur l’effet de Moir´e que les trois autres.

7.2.1 Rotation discr̀ete bijective par bandes rigides

Débutons l’étude de cas concrets par un cas d’int´erêt pratique particulier: les orientations
des trois trames de couches cyan, magenta et noir se rapprochent du cas de la quadrichromie
traditionnelle, c’est-`a-dire que la différence entre l’orientation de la couche noire et celle
des couches cyan et magenta est ´egaleà respectivement30� � 0:1� et�30� � 0:1�.

Le tableau sur la page 79 montre une suite d’approximations de l’angle irrationnel
�30�, par des angles rationnels Pythagoriciens d´efinis par des triplets Pythagoriciensfai; bi; cig.
On constate, en observant ce tableau, que, pour satisfaire nos exigences de pr´ecision, il faut
adopter une solution engendr´ee par les param`etres générateursm = 41 et n = 11 qui
définissent le triangle Pythagoriciena = 780, b = 451, c = 901, � = 30:0367�.

En appliquant la m´ethode de g´enération de bande discr`ete rigide, d´ecrite dans la sec-
tion 5.3, nous obtenons une bande rigide tourn´eeR qui contient 901 ´eléments:

R = (0; 0); (1; 1); (2; 1); (3; 2); (4; 2); (5; 3); (6; 3); (6; 4); (7; 4); (8; 5);
(9; 5); (10; 6); (11; 6); (12; 7); (13; 7); (13; 8); (14; 8); (15; 9); :::;

(774; 448); (775; 448); (776; 449); (777; 449); (778; 450); (779; 450) (7.1)

En pavant le plan avec la bandeR, on peut remplir le plan des valeurs de seuilZ
2. Pour

l’impl émentation algorithmique, on utilise la m´ethode d´ecriteà la section 5.3.
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Reproduction en demi-ton par rotation discrète bijective de la trameà points groupés

La quantité de stockage n´ecessaire pour l’impl´ementation de cette m´ethode peut attein-
dre plusieurs centaines de kilo-octets. En effet, la superficieSz de la zone r´epétitive Z,
selon les formules A.6 est ´egaleàSz = 901 �Ns �Nd pixels, oùNs est la superficie de la
trame de base, etNd est le nombre de trames de base dans une super-trame. Dans le cas o`u
Ns = 25 (trame 5x5),Nd = 16 (Combi 4x4), la superficie de la zone r´epétitive estégaleà
Sz = 901 � 25 � 16 = 360400 octets.

La figure 7.4 montre un exemple d’application de la rotation discr`ete bijective par ban-
des rigides, avec la bande rigide tourn´eeR définie selon la d´efinition 7.1, sur une image
tramée produite par la m´ethode CombiScreen. La taille de la trame de baseNs varie en-
tre 9 (c) et 64 (a). Les artefacts, provoqu´es par l’opération de rotation discr`ete bijective,
sont beaucoup plus visibles dans le cas de trame de petite taille; son influence est att´enuée
lorsque la taille de trame de base est grande.

La figure 7.5 montre un exemple de superposition de trois couches s´eparées: (a) couche
#1 (cyan): trame 5x5 (Ns = 25) tournée par la rotation discr`ete bijective par bandes rigides
(a = 780, b = �451, c = 901, � = �30:0367�); (b) couche #2 (magenta): la mˆeme trame
de base tourn´ee par la rotation discr`ete bijective par bandes rigides (a = 780, b = 451,
c = 901, � = 30:0367�); (c) couche #3 (noire): la mˆeme trame de base, non-tourn´ee;
(d) superposition de trois couches en noir et (e) en couleur. La r´esolution de sortie est de
150 dpi. La superposition de trois couches en noir (d) amplifie les artefacts pr´esents dans la
superposition de trois couches en couleur (e). Les “vraies” images couleur produites `a l’aide
de cette trame, imprim´ees sur une imprimante `a jet d’encre `a 300 dpi, sont pr´esentées sur
la figure 7.6. On peut constater une bonne qualit´e générale et l’aspect plaisant des images
produites par cette m´ethode.

7.2.2 Rotation discr̀ete bijective de typea; b; b + 1

La figure 7.7 montre un exemple d’application de la rotation discr`ete bijective de type
a; b; b + 1, sur une image tram´ee avec une trame non-tourn´ee, produite par la m´ethode
CombiScreen. Comme sur la figure 7.4, la taille de trame de baseNs varie entre9 (c) et64
(a). On peut constater, que, dans ce cas, comme dans le cas de rotation discr`ete bijective
par bandes rigides, l’influence des artefacts, provoqu´es par l’opération de rotation discr`ete
bijective, est plus importante lorsque la taille de trame de base est petite.

L’impl émentation `a la volée, sans stockage interm´ediaire, est possible, en cas de rotation
discrète bijective de typea; b; b+1, compte tenu de la simplicit´e des formules 5.37, qui sont
utilisées pour calculer les coordonn´ees des pointsz 2 Z2, après rotation discr`ete bijective
de typea; b; b+1. Une implémentation “classique”, qui utilise une matrice de seuillage est
également possible, moyennant un espace de stockage de plusieurs centaines de kilo-octets.

7.2.3 Rotation discr̀ete bijective par cisaillements discrets successifsXYX

Dans le cas de la rotation discr`ete bijective par cisaillements discrets successifsXY X,
l’impl émentation `a la volée, sans stockage interm´ediaire, est pr´eférableà l’implémentation
où la zone répétitiveZ est précalculée, car cette derni`ere, en d´epit de sa vitesse d’ex´ecution,
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θ2θ1

W1W1’
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Figure 7.3: Trois vecteurs caract´eristiquesW1, W2 etW3 des couches s´eparées #1, #2 et
#3, dans le domaine fr´equenciel. Les vecteursW 0

1 etW 0
2 sont des vecteurs caract´eristiques

des couches #1 et #2, apr`es la rotation.

peut demander une quantit´e de stockage importante. Les calculs de la rotation discr`ete
bijective s’effectuent selon les formules 5.46–5.49.

La figure 7.4 montre un exemple d’application de la rotation discr`ete bijective par ci-
saillements discrets successifsXYX sur une trame produite par la m´ethode CombiScreen.
Tout comme dans les deux m´ethodes de rotation discr`ete bijective d´ejà vues, plus la trame
de base est grande, et plus l’influence des artefacts, provoqu´es par l’opération de rotation
discrète bijective, est att´enuée. On peut signaler l’aspect visuel un peu plus perturb´e que
celui obtenu par deux autres m´ethodes de rotation discr`ete bijective pr´esentées dans les
sections 7.2.1 et 7.2.2.

7.2.4 Rotations discr̀etes bijectives combińees

Il est possible de combiner deux ou mˆeme plusieurs rotations discr`etes bijectives cons´ecutives
afin d’obtenir une rotation de la trame d’un angle voulu.

Pour illustrer cette m´ethode, ´etudions un cas d’int´erêt pratique. Consid´erons le cas o`u
les trois couches color´ees – cyan, magenta et noire – sont obtenues en utilisant les trois
trames suivantes:

couche #1:(dx1; dy1) = (�1;�4); (dx2; dy2) = (4;�1);
couche #2:(dx1; dy1) = (4; 1); (dx2; dy2) = (�1; 4);
couche #3:(dx1; dy1) = (�3; 3); (dx2; dy2) = (�3;�3);
Il est facile de vérifier que les couches #1, #2 et #3 ne satisfont pas la condition 1.1 de

minimisation de l’effet de Moir´e de type singulier, formul´ee au chapitre 1, section1.2.1. En
effet, dans le domaine fr´equenciel, la somme vectorielle des trois vecteurs caract´eristiques�!
W1,

�!
W2 et

�!
W3 des couches #1, #2 et #3 n’est pas ´egaleà zéro, puisque (voir la figure 7.3):

k�!W1k = 1=
p
(�1)2 + (�4)2 = 1p

17
; �1 = � + arctan(41 ) � 180� + 75:9638� ;

k�!W2k = 1=
p
42 + 12 = 1p

17
; �1 = arctan(14 ) � 14:0362� ;

k�!W3k = 1=
p
(�3)2 + 32 = 1p

18
; �4 = 135�;

et le triangle, form´e des vecteurs
�!
W1,

�!
W2 et

�!
W3, ne se ferme pas (voir la figure 7.3b).

Par cons´equent, la superposition de ces trois couches va engendrer un certain effet de Moir´e,
bien visible sur la figure 7.9.
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Reproduction en demi-ton par rotation discrète bijective de la trameà points groupés

Pour satisfaire la condition 1.1, il suffit de tourner les trames #1 et #2 d’un petit angle.
Calculons-le.

La rotation d’un angled� dans le domaine de l’image se traduit par une rotation du
même angled� des vecteurs caract´eristiques, dans le domaine fr´equenciel, sans affecter la
valeur absolue de ces vecteurs caract´eristiques. Soient

�!
W1

0
et
�!
W2

0
les deux vecteurs

�!
W1 et�!

W2, après la rotation. Leurs orientations exactes�01 et �02 peuventêtre calculéesà partir de

considérations g´eométriques; on exige que le triangle, form´e des vecteurs
�!
W1

0
,
�!
W2

0
et
�!
W3,

soit fermé (voir la figure 7.3c). On admet que le vecteur
�!
W3 reste constant:r

(W 0
2x �W 0

1x)
2 +

�
W 0

2y �W 0
1y

�2
= k�!W3k =

1p
18q

W 02
1x +W 02

1y = k�!W2k =
1p
17

W 0
1x = �W 0

2y; W 0
1y = �W 0

2x (7.2)

La solution du syst`eme d’équations 7.2 donne, apr`es la simplification:

�01 = arctan(
W 0

1y

W 0
1x

) = � + arctan(
36 +

p
935

19
) � 180� + 74:0723�

�02 = arctan(
W 0

2y

W 0
2x

) = arctan(
19

36 +
p
935

) � 15:9277� : (7.3)

Par cons´equent, les angles de rotationsd�1 etd�2 sont

d�1 = �01 � �1 = arctan(
36 +

p
935

19
)� arctan(

4

1
) � �1:89147�

d�2 = �02 � �2 = arctan(
19

36 +
p
935

)� arctan(
1

4
) � 1:89147� : (7.4)

Ces rotations peuvent ˆetre obtenues en utilisant deux rotations discr`etes bijectives cons´ecutives
de typea; b; b + 1: la première d’un angled� = 0:543084� , et la deuxième d’un angle
d� = 1:34807�. Le tableau suivant r´ecapitule les param`etres principaux de ces rotations
discrètes bijectives cons´ecutives:

couche dx1 dy1 dx2 dy2 a b c d� (deg) � (deg)
#2 -1 -4 4 -1 180+75.9638

22260 -211 22261 -0.543084 180+75.4207
3612 -85 3613 -1.34807 180+74.0726

#2 4 1 -1 4 14.0362
22260 211 22261 0.543084 14.5793
3612 85 3613 1.34807 15.9274

#3 -3 3 -3 -3 — — — — 135

La figure 7.10 montre la superposition de trois couches s´eparées #1, #2 et #3, apr`es
l’application, sur les couches #1 et #2, de deux rotations discr`etes bijectives cons´ecutives
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décrites ci-dessus. Du point de vue de l’´elimination de l’effet de Moir´e, on peut constater
une nette am´elioration, par rapport aux images pr´esentéesà la figure 7.9. En contrepartie,
un léger artefact, une sorte de petit bruit, apparaît sur les couches tourn´ees.

7.3 Analyse spectrale

Les rotations discr`etes bijectives, appliqu´ees sur les trames issues du proc´edé CombiScreen,
décrit au chapitre 4, peuvent, en g´enéral, produire des structures trop compliqu´ees, pour
qu’on puisse les analyser dans le domaine fr´equenciel d’une fac¸on exhaustive. La descrip-
tion qui suit, ne donne qu’une premi`ere approche de l’analyse spectrale de telles trames.

Pour illustrer l’effet produit par une rotation discr`ete bijective, dans le domaine spectral,
nous avons utilis´e les mêmes aplats, que ceux utilis´es, au chapitre 4, section 4.9, dans le
but d’expliquer l’influence de la dispersion de type CombiScreen (voir les figures 4.21 et
4.22).

La figure 7.11 montre vingt aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´e g = 80
144 ,

81
144 ; :::;

99
144 . Ces aplats sont produits par la matrice de seuillageC obtenue par la technique

CombiScreen (dx1 = 3, dy1 = 0, dx2 = 0, dy2 = 3, Ns = 9), selon une r`egle d’inflation
de symétrie rotationnelle d’ordre 2, avecNd = 16, et sur laquelle une rotation discr`ete
bijective d’un angle� = arctan(3=4) = 36:87� est appliqu´ee. L’aspect visuel de ces
aplats est tr`es différent par rapport aux aplats de la figure 4.21. Cette diff´erence s’explique
sans doute par l’effet de distribution d’erreurs d’arrondi introduites par l’op´eration de ro-
tation discrète bijective, `a l’échelle “sub-pixel”, que nous avons mentionn´e au chapitre 6,
section 6.4.

Les spectres Fourier des aplats pr´esentés sur la figure 7.11, peuvent ˆetre calculés selon
les formules A.7–A.13. Ses spectres d’amplitude sont pr´esentés sur la figure 7.12.

La première observation s’impose lorsqu’on compare les figures 7.12 et 4.22: le r´eseau
des pics, dans le domaine fr´equenciel, est plus dense apr`es l’application de la rotation
discrète bijective. Ensuite, les pics principaux de la trame tourn´ee, c’est-`a-dire le pics qui
portent la plupart de l’´energie, ont les mˆemes coordonn´ees que ceux des pics principaux de
la trame CombiScreen de la figure 4.22, tourn´es d’un angle� = arctan(3=4) = 36:87�.
Une partie de l’énergie port´ee par les pics de la trame CombiScreen est distribu´ee sur les
nouveaux pics auxiliers.

On peut y voir une distribution d’´energie de deuxi`eme ordre: la trame ordinaire pr´esentée
à la figure 4.16 ne poss`ede, dans le domaine fr´equenciel, que des pics principaux (voir la
figure 4.17). La m´ethode CombiScreen distribue partiellement l’´energie port´ee par les har-
monies principales, sur les pics auxiliers du nouveau r´eseau (voir la figure 4.22). Ensuite,
la rotation discr`ete bijective cr´ee une trame qui poss`ede, dans le domaine fr´equenciel, un
réseau de pics encore plus fin que celui de la trame CombiScreen, et l’´energie port´ee par
les pics de cette derni`ere, est `a nouveau distribu´ee sur les pics auxiliers du nouveau r´eseau
(voir la figure 7.12).

Les formules A.7–A.13 permettent de calculer la transform´ee de Fourier de la trame
obtenue par la rotation discr`ete bijective. Ce qu’elles ne permettent pas de faire – c’est
de prédire l’impact visuel de telle ou telle rotation. En g´enéral, les aplats qui poss`edent,
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dans le domaine fr´equenciel, en plus des pics principaux, un r´eseau de petits pics aux-
iliers, sur lesquels une partie de l’´energie est distribu´ee, vont parâitre comme plus bruit´es
que les aplats d´epourvus de tels pics auxiliers. En contepatrie, par le biais des m´ethodes
CombiScreen et rotations discr`etes bijectives, nous obtenons des trames qui approchent
les orientations voulues et qui n’ont pas, en principe, l’effet de bande propre aux trames
simples.

7.4 Conclusions

Diff érentes m´ethodes de reproduction en demi-ton par rotation discr`ete bijective de la trame
à points group´es sont pr´esentées. Ces m´ethodes permettent de satisfaire divers crit`eres de
qualités de trames, formul´es au chapitre 1, parmi lesquels l’´elimination de l’effet de bande
et la minimisation de l’effet de Moir´e pour la reproduction en quadrichromie jouent un rˆole
important. La trame obtenue par ces nouvelles m´ethodes se base sur les trames `a points
regroupés, sans effet de bandes produites par la m´ethode CombiScreen, auxquelles nous
appliquons une rotation discr`ete bijective (chapitre 5). Grˆaceà cette combinaison de deux
techniques, nous obtenons de nouvelles m´ethodes de tramage destin´eesà la reproduction
couleur, bien adapt´ees aux dispositifs de sortie disponibles et, notamment, aux imprimantes
couleurà transfert thermique ou `a jet d’encre.

Trois types différents de rotations discr`etes bijectives ont ´eté expérimentés et sont d´ecrits
dans ce chapitre: la rotation discr`ete bijective par bandes rigides, la rotation discr`ete bijec-
tive de typea; b; b + 1, et la rotation discr`ete bijective par cisaillements discrets succes-
sifs XYX. A priori, toute trame peut servir de base pour une rotation. Tout de mˆeme,
dans les application pratiques, il faut tenir compte de la qualit´e visuelle de l’image tram´ee
obtenue. Notre exp´erience montre qu’en g´enéral, il existe une d´ependance entre la taille
de la trame de baseNs et le degré d’influence des artefacts provoqu´es par l’opération de
rotation discrète bijective. Plus la trame de base est grande, et plus l’influence des artefacts,
provoqués par l’opération de rotation, est grande.

Certainséchantillons, produits avec les m´ethodes d´ecrites dans ce chapitre atteignent
une qualité visuelle consid´erable. Les m´ethodes de reproduction en demi-ton par rotation
discrète bijective de la trame `a points group´es offrentà l’utilisateur potentiel un grand nom-
bre de param`etresà gérer. Ce nombre important de degr´es de libert´e permet de continuer
la recherche dans la direction trac´ee par notre travail, afin d’obtenir d’autres variantes inex-
plorées jusqu’alors, qui donneront, peut-ˆetre, de meilleurs r´esultats.

Dans les applications pratiques, il faut choisir une combinaison de param`etres des
méthodes CombiScreen et rotations discr`etes bijectives qui permette de limiter les artefacts.
D’après notre exp´erience, rien ne remplace une s´erie d’essais, l’appr´eciation des r´esultats
par un sp´ecialiste.
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a)

b)

c)

Figure 7.4: Rotation discr`ete bijective par bandes rigides (a = 780, b = 451, c = 901,
� = 30:0367�): l’image non-tourn´ee est produite avec la m´ethode CombiScreen. Les
paramètres de super-tuile (matrice de seuillage) sont: (a)Ns = 64 (8x8), Nd = 4, (b)
Ns = 25 (5x5),Nd = 4, et (c)Ns = 9 (3x3),Nd = 16. La résolution de sortie est de 75
dpi.
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a)

b)

c)

Figure 7.7: Rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1 (a = 11, b = 60, c = 61,
� = 79:6111�): l’image non-tourn´ee est produite avec la m´ethode CombiScreen. Les
paramètres de super-tuile (matrice de seuillage) sont: (a)Ns = 64 (8x8), Nd = 4, (b)
Ns = 25 (5x5),Nd = 4, et (c)Ns = 9 (3x3),Nd = 16. La résolution de sortie est de 75
dpi.
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a)

b)

c)

Figure 7.8: Rotation discr`ete bijective par cisaillements discrets successifsXYX (a =
780, b = 451, c = 901, � = 30:0367�): l’image non-tourn´ee est produite avec la m´ethode
CombiScreen. Les param`etres de super-tuile (matrice de seuillage) sont: (a)Ns = 64 (8x8),
Nd = 4, (b)Ns = 25 (5x5),Nd = 4, et (c)Ns = 9 (3x3),Nd = 16.
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image_domain level=80/144 image_domain level=81/144 image_domain level=82/144 image_domain level=83/144

image_domain level=84/144 image_domain level=85/144 image_domain level=86/144 image_domain level=87/144

image_domain level=88/144 image_domain level=89/144 image_domain level=90/144 image_domain level=91/144

image_domain level=92/144 image_domain level=93/144 image_domain level=94/144 image_domain level=95/144

image_domain level=96/144 image_domain level=97/144 image_domain level=98/144 image_domain level=99/144

Figure 7.11: Vingt aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´e g = 80
144 , 81

144 ; :::;
99
144 ,

produits avec une matrice de seuillage obtenue avec la technique CombiScreen (dx1 = 3,
dy1 = 0, dx2 = 0, dy2 = 3, Ns = 9, Nd = 16), tournée par la rotation discr`ete bijective
d’un angle� = arctan(3=4) = 36:87�
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Figure 7.12: Spectres d’amplitude de vingt aplats qui correspondent aux niveaux
d’intensité g = 80

144 , 81
144 ; :::;

99
144 , produits avec une matrice de seuillage obtenue avec la

technique CombiScreen (dx1 = 3, dy1 = 0, dx2 = 0, dy2 = 3,Ns = 9,Nd = 16), tournée
par la rotation discr`ete bijective d’un angle� = arctan(3=4) = 36:87�
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Conclusions

Les méthodes de tramage utilis´ees dans la reproduction en demi-ton d’images noir et blanc
ou couleur constituent la base permettant de reproduire fid`element les images sur des dis-
positifs de sortie disponibles, travaillant en mode tout-ou-rien: la plupart des imprimantes
de bureau, la majorit´e absolue des proc´edés d’impression de qualit´e, certains ´ecrans et pan-
neaux d’affichage ayant une palette de couleurs de base limit´ee.

Notre recherche a ´eté précédée par une analyse des probl`emes liésà la nature r´epétitive
des trames lors de la superposition de couches color´ees s´eparées, d’une part, et li´es à la
nature discr`ete des grilles de sortie des dispositifs de visualisation modernes, d’autre part,
présentée brièvement au chapitre 1. Cette analyse nous a permis d’identifier et de formuler
un certain nombre de conditions `a respecter, afin d’assurer une qualit´e de reproduction
acceptable.

Notre recherche s’est appuy´ee sur un savoir-faire en mati`ere de reproduction en demi-
ton impressionnant, accumul´e pendant plus de deux d´ecennies de recherche intensive, men´ee
par plusieurs scientifiques du monde entier. Le chapitre 2 r´esume les directions principales
de la recherche en la mati`ere. On peut constater, en ´etudiant la littérature relative `a ce
sujet, présentée dans la bibliographie, que, ces derni`eres ann´ees, la recherche consacr´eeà
l’amélioration de la qualit´e des proc´edés servant de base de visualisation ne ralentit pas.
Bien au contraire: chaque ann´ee, de nouveaux proc´edés émergent, qui am´eliorent les al-
gorithmes existant, ou introduisent parfois de nouvelles m´ethodes, plus performantes que
les anciennes. Cette abondance des nouvelles m´ethodes de reproduction est sans doute li´ee
au foisonnement des dispositifs de visualisation, et surtout des imprimantes couleur bon
marché, que l’industrie informatique a produits ces derni`eres ann´ees. Il n’est pas ´etonnant
qu’au moins la moiti´e des nouvelles m´ethodes de reproduction en demi-ton couleur soit
protégée par des brevets appartenant `a des compagnies priv´ees, et ne se trouve donc pas
dans le domaine public. Un nombre important de ces proc´edés innovatifs porte un caract`ere
fondamental et participe activement au d´eveloppement de la science de l’informatique
graphique.

Après avoir fait l’analyse de l’´etat de l’art, nous avons d´ecidé de mener notre recherche
dans les directions suivantes:

(1) méthode de reproduction d’images par trame pseudo-al´eatoire regroup´ee;
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(2) technique combin´ee de g´enération de points de trame (CombiScreen);

(3) méthode de reproduction en demi-ton par rotation discr`ete bijective

1. – trameà points dispers´es;

2. – trame `a points group´es.

Notre recherche a abouti `a un certain nombre de r´esultats positifs dont on r´esume ici les
apports principaux:

Méthode de reproduction d’images par trame pseudo-aléatoire regroupée

Un algorithme de construction de pavages pseudo-al´eatoires du plan de sortie est pro-
posé au chapitre 3.

La méthode de reproduction d’images propos´ee, par trame pseudo-al´eatoire regroup´ee,
se prête bienà la reproduction couleur `a haute r´esolution. Les ´epreuves en quadrichromie
que nous avons pu faire, montrent une qualit´e acceptable dans la fid´elité de rendu de nu-
ances des teintes; elles donnent une bonne impression g´enérale. Notre m´ethode offre un
contrôle accru sur la forme et la dispersion des ´eléments de trame, par rapport `a la plupart
des implémentations commerciales existantes. Le but principal fix´e – produire des images
couleurà haute r´esolution, avec une trame pseudo-al´eatoire, sans effet de Moir´e – aété
pleinement atteint.

Technique combińee de ǵenération de points de trame (CombiScreen)

Une technique combin´ee de g´enération de points de trame (CombiScreen) permettant
de minimiser l’effet de bande est pr´esentée au chapitre 4. La m´ethode CombiScreen est
parfaitement utilisable dans la plupart des applications graphiques, pour la reproduction
d’images couleur ou noir et blanc. Notre technique de super-trame permet d’obtenir des
gradations de niveaux d’intensit´e extrêmement lisses, presque sans textures gˆenantes. Par
ailleurs, elle permet d’utiliser des trames de base de diff´erentes tailles, y compris de toutes
petites trames, ce qui repr´esente un avantage consid´erable. Les trames de base peuvent
être d’une forme carr´ee ou celle hexagonale. Les trames obtenues par la m´ethode CombiS-
creen peuvent ´egalement servir de base de d´epart pour d’autres m´ethodes de tramage, et,
notamment, pour la m´ethode de reproduction en demi-ton par rotation discr`ete bijective.

Opérateurs de rotation discr̀ete bijective pour la ǵenération de matrices de seuillage
tournées

Un nouvel opérateur de rotation discr`ete bijective est introduit au chapitre 6. Cet
opérateur permet d’appliquer des transformations proches des rotations, sur les ensembles
discrets, et, notamment, sur les matrices de seuillage, utilis´ees dans les algorithmes de re-
production par seuillage.

Trois types différents de rotations discr`etes bijectives sont d´ecrits en d´etail: la rotation
discrète bijective par bandes rigides, la rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1, et la
rotation discrète bijective par cisaillements discrets successifsXY X.
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Une méthode de tramage r´egulier par matrice de seuillage dispers´ee tournée est pr´esentée
au chapitre 6. L’avantage principal de cette m´ethode consiste en la qualit´e améliorée des
images noir et blanc ou couleur produites par cette technique. Les petits d´etails sont bien
rendus, l’aspect visuel est assez plaisant. En outre, la courbe de reproduction de cette
technique est nettement sup´erieureà celle de la m´ethode de Bayer, pour s’approcher des
courbes de reproduction qui caract´erisent les m´ethodes de reproduction par trame `a points
regroupés.

Reproduction en demi-ton par rotation discrète bijective de la trameà points groupés

Diff érentes m´ethodes de reproduction en demi-ton par rotation discr`ete bijective de la
trameà points group´es sont pr´esentées au chapitre 7. Ces m´ethodes permettent de satisfaire
divers critères de qualit´es de trames, formul´es au chapitre 1, tels que l’´elimination de l’effet
de bande et la minimisation de l’effet de Moir´e dans la reproduction en quadrichromie.
Les échantillons produits par notre m´ethode atteignent une qualit´e visuelle consid´erable;
les grandes plages uniformes ou `a faible gradation d’intensit´e sont reproduites fid`element,
presque sans artefacts. Par ailleurs, une jolie micro-structure de rosettes, qui se rapproche
de celle obtenue par les m´ethodes de tramage traditionnelles `a haute r´esolution, apparaît
sur les images produites par notre m´ethode. La diversit´e des trames de base utilis´ees par
notre méthode de tramage laisse `a son utilisateur potentiel un vaste choix de param`etres
essentiels, tels que la taille, l’orientation et l’aspect g´enéral de la trame choisie. Une trame
particulière peut bien convenir `a une imprimante donn´ee, tandis qu’une autre convendrait
mieuxà une autre imprimante.

Grâceà diverses nouvelles techniques de reproduction d´eveloppées pendant cette recherche,
nous avons pu am´eliorer notre mâitrise des techniques de rendu pour dispositifs de sortie,
et, notamment, des imprimantes de bureau. On peut conclure, que le but principal fix´e
au début de notre recherche – explorer de nouveaux concepts de structures irr´egulières ou
semi-régulières, afin de les exploiter dans les proc´edés de reproduction noir et blanc ou
couleur, sans Moir´e ni effet de bande – a ´eté pleinement atteint.

/bayer
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[Kunt84] Murat Kunt,Traitement nuḿerique des signaux, Presses polytechniques roman-
des, 1984.
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Annexe A

Quelques calculs de structures
r épétitives

A.1 Calcul du rectangle de Holladay, pour des structures ṕerio-
diques

Compte-tenu de l’importance, pour l’impl´ementation pratique des algorithmes de tramage
issus de notre recherche, de la d´eduction de l’article [Holladay80a] concernant la pr´esentabilité
par un rectangle ´equivalent d’une structure r´epétitive, nous faisons ici un bref rappel de
l’essentiel de l’article susmentionn´e.

Soit A l’ élément fondamental, en forme de parall´elogramme, d’une structure r´epétitive,
comme sur la figure A.1, et soit�!z = (x; y) et �!w = (u; v) deux vecteurs entiers qui
définissent le parall´elogramme A. Holladay d´emontre que, pour n’importe quelle valeur
entière dex, y, u et v, il existe un pavage du planZ2 qui utilise une tuile de base en forme
de rectangle de largeurL et de hauteurp. Une rang´ee de tels rectangles est d´ecalée par
rapportà la rangée de dessous deS pixels à droite ou deD pixels à gauche. Le rectangle
de Holladay a la mˆeme superficieA que le parall´elogramme.

Pour trouver les valeurs deA, L, p, S etD à partir des param`etresx, y, u etv, Holladay
propose des formules suivantes:

A = x � v � u � y (A.1)

p = GCD(y; v) � 1 (A.2)

L = A=p (A.3)

D = (t � A+ p � u)=v (A.4)

où le param`etret est un entier tel que la condition

0 < jDj � L (A.5)

soit respect´ee.
D’une façon similaire, Holladay montre une construction compos´ee de rectangles de

largeurq et de hauteurK, alignés verticalement. Il est ´evident qu’un rectangleL surK est



Annexe A

Figure A.1: Dessin de l’article de Holladay [Holladay80b] qui montre les param`etres prin-
cipaux de sa construction.

répétitif aussi bien dans la direction horizontale que verticale. En g´enéral, le rectangleL
surK contient plus d’élément qu’un rectangle de Holladay “normal” de tailleL surp ou q
surK.

A.2 Calcul de la zone ŕepétitive Z de la structure pavée par les
tuiles T, après rotation discr̀ete bijective caract́erisée par sa
tuile fondamentaleF

Une tuile qui pave le plan peut ˆetre translat´ee par deux vecteurs de translation fondamen-
taux, qui ram`enent la tuile vers elle-mˆeme. Une repr´esentation d’une zone r´epétitive, par un
parallélogramme d´elimité par ces deux vecteurs fondamentaux, est tout `a fait naturelle. En
général, les vecteurs fondamentaux ne sont pas orient´es horizontalement ou verticalement.
Or, une organisation horizontale et verticale de la structure r´epétitive simplifie beaucoup
l’impl émentation algorithmique du proc´edé qui utilise le pavage du plan, tel que, par ex-
emple, l’algorithme de rendu de trame par seuillage. L’algorithme de Holladay (voir la
section A.1) montre que l’on peut remplacer une tuile en forme de parall´elogramme quel-
conque, qui a les cˆotés exprimés en nombres entiers, par une zone rectangulaire r´epétitive
horizontalement ou verticalement.

Cette section montre comment une zone rectangulaire r´epétitive horizontalement et ver-
ticalement peut ˆetre calculée, lorsqu’une tuile de base est tourn´ee par la rotation discr`ete
bijective caract´erisée par sa tuile fondamentale.

SoitT la tuile de base non-tourn´ee, dans l’espacexy (voir la figure A.2a). Le rectan-
gle de Holladay correspondantTH peut être trouvé selon la m´ethode d´ecrite dans la sec-
tion A.1. SoitF la tuile fondamentale qui caract´erise la rotation discr`ete bijective (voir la
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Quelques calculs de structures ŕepétitives

a) T

LT

TH HT

b) F

LF

FH HF

c)

zone répétitiveZ

bi-dimensionnelle

rectangle de Holladay HZ = HT �HF

LZ = LT � LF

x

y

x'

y'

x'

y'

Rotation

Figure A.2: (a) Représentation sch´ematique d’une tuile de baseT non-tournée, ainsi que sa
représentation de HolladayTH ; (b) tuile fondamentaleF qui caractérise la rotation discr`ete
bijective ainsi que sa repr´esentation de HolladayFH ; (c) zone répétitive bi-dimensionnelle
résultatnteZ, après la rotation.
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Figure A.3: Pavage du plan de sortie par une tuileT de superficieNs = 13 pixels.
Les lignes grasses d´elimitent les frontières entre les tuilesT, les rectangles en pointill´e
délimitent les rectangles de Holladay coorespondants, le carr´e en pointillé montre une zone
répétitive bi-dimensionnelle.

figure A.2b), dans une de ces repr´esentations (comme nous l’avons vu au chapitre 5, il existe
au moins trois repr´esentations alternatives de la tuile fondamentale, dans les cas de rotation
discrète bijective de typea; b; b + 1 ou par bandes rigides). SoitLF la largeur du rectan-
gle de HolladayFH , qui correspond `a la tuile fondamentaleF; HF la hauteur du mˆeme
rectangle de Holladay. SoitLT la largeur du rectangle de Holladay correspondant `a la tu-
ile T sur laquelle nous appliquerons la rotation discr`ete bijective;HT la hauteur du mˆeme
rectangle de Holladay. En particulier, la tuileT peutêtre une super-tuile produite avec la
méthode CombiScreen. La zone rectangulaire r´epétitive horizontalement et verticalement
Z (voir la figure A.2c) de la structure pav´ee par les tuilesT, après rotation discr`ete bijective
caractérisée par sa tuile fondamentaleF, aura la largeurLZ et la hauteurHZ définies

LZ = LF � LT
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Figure A.4: Rotation discr`ete bijective de typea; b; b + 1 (m = 2, n = 1, a = 3, b = 4,
c = 5, � = 53:1302�) du pavage de la figure pr´ecédente.

HZ = HF �HT (A.6)

Enfin, une zone r´epétitive bi-dimensionnelle peut toujours ˆetre trouvée: sa dimension sera
LCM(LZ ;HZ).

Les figures A.3 et A.4 illustrent la formule A.6. La figure A.3 montre le pavage du plan
de sortie par une tuileT de superficieNs = 13 pixels; le parallélogramme de base est d´efini
par deux vecteurs(3; 2) et (�2; 3). Nous utilisons comme unit´e de mesure la largeur du
carré qui représente le pixel individuel. Les lignes grasses d´elimitent les frontières entre
les tuiles, les rectangles en pointill´e sont des rectangles de Holladay, le carr´e en pointillé
montre une zone r´epétitive bi-dimensionnelle. Cette derni`ere est tout simplement un carr´e
deLTxLT pixels, dans le cas o`u le le parallélogramme de baseT est un carr´e.

L’application des formules A.1–A.5, sur les vecteurs(3; 2) et(�2; 3), donne les dimen-
sions du rectangle de Holladay associ´e à la tuileT: LT = 13, HT = 1.

La figure A.4 montre le mˆeme plan de valeurs de seuillage, apr`es une rotation discr`ete

151



Annexe A

bijective de typea; b; b + 1 d’un angle� = arctan(4=3) = 53:1302� (m = 2, n = 1,
a = 3, b = 4, c = 5). Sur cette figure, les lignes grasses d´elimitent les frontières entre
les zones r´epétitives bi-dimensionnelles (carr´es) de la figure A.3. On peut remarquer que
ces structures ne sont plus r´epétitives après la rotation, bien qu’elle continuent `a paver le
plan. Les lignes en pointill´e, sur la figure A.4, d´elimitent les rectangles de Holladay de la
nouvelle stucture tourn´ee.

L’application des formules A.1–A.5, sur les vecteurs(2; 1) et (�1; 2) (voir chapitre 5,
section 5.4), donne les dimensions du rectangle de Holladay associ´e à la tuileF qui car-
actérise l’opérateur de la rotation discr`ete bijective:LF = 5, HF = 1.

En appliquant les formules A.6, nous obtenons les dimensionsLZ et HZ de la zone
répétitive Z de la structure pav´ee par les tuilesT, après la rotation discr`ete bijective car-
actérisée par sa tuile fondamentaleF: LZ = 13 � 5 = 65, HZ = 1

En effet, comme on peut le v´erifier sur la figure A.4, le rectangle 65x1, marqu´e par
un pointillé, pave bien le planZ2 de valeurs de seuillage de sortie et il constitue une zone
répétitive minimale de cette structure.

A.3 Calcul de la transformée de Fourier de structures ṕeriodiques
ou quasi-ṕeriodiquesà deux niveaux

Nous présentons ici une fac¸on extrêmement simple de calculer la transform´ee de Fourier de
structures p´eriodiques `a deux niveaux. Ce calcul est utile pour la d´etermination du spec-
tre Fourier d’une image infinie qui repr´esente un aplat d’intensit´e constante, obtenue avec
une des m´ethodes de reproduction en demi-ton d´eveloppées dans le cadre de la pr´esente
recherche, `a l’exception de la m´ethode de tramage pseudo-al´eatoire.

Le calcul présenté ici s’appliqueà toute structure p´eriodiqueà deux niveaux, peu im-
porte la grandeur de la p´eriode de r´epétition, pourvu que les deux vecteurs de translation
d’une tuile fondamentale vers elle-mˆeme soient exprim´es en nombres entiers. Les struc-
tures quasi-p´eriodiques `a deux niveaux, c’est-`a-dire les structures o`u la périodicité n’est pas
directement visible mais o`u la tuile fondamentale de r´epétition existe, entrent ´egalement
dans la classe de structures p´eriodiques. Toutes les trames produites `a partir des trames
périodiques `a l’aide d’un des op´erateurs de rotation discr`ete bijective, appartiennent `a cette
classe. On peut donc calculer ces spectres de Fourier analytiquement.

SoitZ une zone carr´ee répétitive horizontalement et verticalement de la structure p´eriodique
à deux niveaux qui repr´esente un aplat, obtenu par une des m´ethodes de tramage, pr´esentées
aux chapitres 4 et 5 et qui repr´esente un certain niveau d’intensit´e d’entréeg. A partir des
deux vecteurs caract´eristiques de la structure p´eriodique, en appliquant les formules A.1–
A.5, on trouve la largeurLZ et la hauteurHZ du rectangle de Holladay de cette structure.
La dimensionP de la zone r´epétitive carréeZ sera alorsP = LCM(LZ ;HZ).

Nous connaissons la valeur binaire d’intensit´e I de chacun desP 2 pointsz = (x; y)
appartenant `a la zone r´epétitive carréeZ. SoitC(i; j); i; j = 0; 1; :::; P �1 la matrice carr´ee
qui contient les valeurs binaires appartenant `a la zone r´epétitive carréeZ, de la même taille.
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Ainsi, notre image infinie peut ˆetre définie comme

s(x; y) =
P�1X
k=0

P�1X
l=0

�kl(x; y) (A.7)

où les fonctions�kl(x; y) sont des fonctions p´eriodiques, avec la p´eriodeP dans les direc-
tionsx ety et dont les valeurs sont d´efinies comme

�kl(x; y) =

�
IIIP (x� k; y � l) siC(k,l) = 1
0 autrement

(A.8)

où IIIP (x; y) est un peigne bi-dimensionnel de Dirac, qui a une p´eriodeP dans les direc-
tionsx ety:

IIIP (x; y) =
1X

m=�1

1X
n=�1

�(x� nP; y �mP ) (A.9)

où �(x; y) est une fonction de Dirac bi-dimensionnelle classique.
La transformée de Fourierbs(u; v) de la fonctions(x; y) sera alors (th´eorème des sommes,

voir, par exemple, dans [Bracewell86], p.244):

bs(u; v) = P�1X
i=0

P�1X
j=0

b�kl(u; v) (A.10)

La fonction�00(x; y) est une variante du peigne bi-dimensionnel de DiracIIIP (x; y), qui a
une périodeP dans les directionsx ety:

�00(x; y) =

�
IIIP (x; y) siC(0,0) = 1
0 autrement

(A.11)

Sa transform´ee de Fourierb�00(u; v) est connue (voir, par exemple, dans [Bracewell86]):
c’est une fonction

b�00(u; v) = � 1
P 2 III1=P (u; v) si C(0,0) = 1
0 autrement

(A.12)

où, évidemment,III1=P (u; v) est un peigne bi-dimensionnel de Dirac, qui a une p´eriode
1=P dans les directionsu etv.

D’une façon similaire, la transform´ee de Fourier des fonctions�kl(x; y) peutêtre trouvée,
en appliquant le th´eorème de d´eplacement (shift theorem, voir dans [Bracewell86], p.244):

b�kl(u; v) = � e�2�i(ku+lv)

P 2 III1=P (u; v) siC(k,l) = 1
0 autrement

(A.13)

Chaque fonctionb�kl(u; v) peut avoir, en g´enéral, une partie imaginaire.
Ainsi, la transformée de Fourier d’une image infinie `a deux niveaux qui est constitu´ee

des structures p´eriodiques ou quasi-p´eriodiques, peut ˆetre calculée comme une somme A.10
deP 2 fonctionsb�kl(u; v), facilement calculables.
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Figure A.5: Transformée de Fourier d’un aplat qui correspond au niveau d’intensit´e g =
3=16, produit avec une matrice de seuillage de type BayerD4.

Pour illustrer ce calcul de la transform´ee de Fourier, ´etudions les images `a deux niveaux
produites avec la m´ethode de tramage r´egulierà points dispers´es de type Bayer, d´ecrite dans
le chapitre 2, section 2.3.

SoitD4 la matrice de seuillage d´efinie selon les formules 2.3–2.5:

D4 =

0BB@
a00 a01 a02 a03
a10 a11 a12 a13
a20 a21 a22 a23
a30 a31 a32 a33

1CCA =

0BB@
0 12 3 15
8 4 11 7
2 14 1 13
10 6 9 5

1CCA (A.14)

La matriceD4 permet de reproduire 17 niveaux d’intensit´e différents, allant de016 jusqu’à
16
16 .

Un aplat infini qui correspond au niveau d’intensit´e g = 0
16 est une structure r´epétitive

composée d’un carr´eC0, de taille 4x4 pixels:

C0 =

0BB@
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA (A.15)

Le spectre Fourier qui correspond `a cette image infinie est nul.
Les aplats infinis qui correspondent aux niveaux d’intensit´e g = 0

16 ;
1
16 ;

2
16 ; :::;

16
16 sont

des structures r´epétitives compos´ees des carr´esC1, C2, C3, ...

C1 =

0BB@
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA C2 =

0BB@
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

1CCA C3 =

0BB@
1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0

1CCA ::: (A.16)

Calculons la transform´ee de Fourier analytique de l’aplat du niveau d’intensit´e 3
16 , qui est

déterminé par la structure r´epétitive C3. Selon notre formalisme, l’aplat infini peut ˆetre
défini comme la somme de trois composantes:

s(x; y) = �00(x; y) + �02(x; y) + �22(x; y) (A.17)
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puisqueC3(0; 0) = 1, C3(0; 2) = 1, C3(2; 2) = 1, tandis que les autres ´eléments de la
matriceC3 sont nuls, et, selon la d´efinition A.8, les fonctions correspondantes�kl(x; y)
sontégalement nulles.

La transformée de Fourier des fonctions�00(x; y), �02(x; y) et�22(x; y) peutêtre cal-
culée selon les formules A.11 et AppendixA:250:

b�00(u; v) = 1

16
III1=4(u; v)

b�02(u; v) = e�4�iv

16
III1=4(u; v)

b�22(u; v) = e�4�i(u+v)

16
III1=4(u; v) (A.18)

Calculons les valeurs de la transform´ee de Fourierbs(u; v) de la fonctions(x; y) dans
quelques points du domaine fr´equentiel, par exemple, dans les pointsA = (14 ; 0), B =
(14 ;

1
4),C = (0; 14) etD = (12 ; 0) (voir la figure A.5a). Appliquons le th´eorème des sommes

(formule A.10):

A : bs(1
4
; 0) = b�00(1

4
; 0) + b�02(1

4
; 0) + b�22(1

4
; 0) =

1

16
+

1

16
� 1

16
=

1

16

B : bs(1
4
;
1

4
) = b�00(1

4
;
1

4
) + b�02(1

4
;
1

4
) + b�22(1

4
;
1

4
) =

1

16
� 1

16
+

1

16
=

1

16

C : bs(0; 1
4
) = b�00(0; 1

4
) + b�02(0; 1

4
) + b�22(0; 1

4
) =

1

16
� 1

16
� 1

16
= � 1

16

D : bs(1
2
; 0) = b�00(1

2
; 0) + b�02(1

2
; 0) + b�22(1

2
; 0) =

1

16
+

1

16
+

1

16
=

3

16
(A.19)

Toutes des impulsions, pr´esentes dans la fenˆetre du domaine fr´equentiel�1
2 � u; v � 1

2 ,
sont montréesà la figure A.5a; leurs valeurs num´eriques calcul´ees selon les fomules A.10
sont présentéesà la figure A.5b.

Quinze aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´eg = 1
16 ;

2
16 ; :::;

15
16 sont représentés

sur la figure A.6.
L’application des formules A.7–A.13 se traduit par le calcul de la somme de 16 com-

posantesb�kl(u; v), ayant chacune une phase diff´erente. Certaines de ces composantes ont
une partie imaginaire. Les spectres d’amplitude des 15 niveaux d’intensit´e différents sont
représentés sur la figure A.7.
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Bayer’s 4x4 Dither, level=1/16 Bayer’s 4x4 Dither, level=2/16 Bayer’s 4x4 Dither, level=3/16 Bayer’s 4x4 Dither, level=4/16

Bayer’s 4x4 Dither, level=5/16 Bayer’s 4x4 Dither, level=6/16 Bayer’s 4x4 Dither, level=7/16 Bayer’s 4x4 Dither, level=8/16

Bayer’s 4x4 Dither, level=9/16 Bayer’s 4x4 Dither, level=10/16 Bayer’s 4x4 Dither, level=11/16 Bayer’s 4x4 Dither, level=12/16

Bayer’s 4x4 Dither, level=13/16 Bayer’s 4x4 Dither, level=14/16 Bayer’s 4x4 Dither, level=15/16

Figure A.6: Quinze aplats qui correspondent aux niveaux d’intensit´e g =
1=16; 2=16; :::; 15=16, produits avec une matrice de seuillage de type BayerD4.
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Amplitude Spectrum, level=1/16 Amplitude Spectrum, level=2/16 Amplitude Spectrum, level=3/16 Amplitude Spectrum, level=4/16

Amplitude Spectrum, level=5/16 Amplitude Spectrum, level=6/16 Amplitude Spectrum, level=7/16 Amplitude Spectrum, level=8/16

Amplitude Spectrum, level=9/16 Amplitude Spectrum, level=10/16 Amplitude Spectrum, level=11/16 Amplitude Spectrum, level=12/16

Amplitude Spectrum, level=13/16 Amplitude Spectrum, level=14/16 Amplitude Spectrum, level=15/16

Figure A.7: Transformée de Fourier de quinze aplats qui correspondent aux niveaux
d’intensité g = 1=16; 2=16; :::; 15=16, produits avec une matrice de seuillage de type Bayer
D4.
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