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Résumé

Le propos de ce travail concerne la simulation numérique de la couche limite réactive
laminaire qui apparait au voisinage d’un corps se déplagant dans I'air. Nous nous sommes
intéressé a la modélisation de la couche limite réactive lorsque I’hypothése de "V’équilibre
chimique” concernant les réactions chimiques se produisant dans lair est satisfaite, et
lorsque les vitesses des réactions chimiques sont finies. Nous nous sommes aussi intéressé a
Pétude mathématique de problémes simplifiés issus de la modélisation de la couche limite
réactive.

Nous rappelons la méthode pour établir les équations de conservation qui sont écrites
pour les dix fonctions représentant les cinq espéces chimiques constituant 1’air, la densité
moyenne de ’air, la température de 'air, la vitesse moyenne et la pression.

Nous considérons ensuite les réactions chimiques qui se produisent dans Pair, et nous
proposons un modéle pour les termes de production des espéces chimiques. Dans le cas ou
Ihypothése de "1’équilibre chimique” est satisfaite, nous étudions la régularité des fonctions
représentant les fractions massiques des espéces chimiques. Finalement, nous établissons
une relation qui permet de considérer la fonction d’enthalpie libre comme une fonction de
Lyapounov pour les équations de conservation des espéces lorsque la diffusion des espéces
chimiques est négligée.

Les équations de la couche limite réactive sont des équations aux dérivées partielles para-
boliques semi-linéaires qui dégénérent sur le bord du domaine qui correspond au corps qui se
déplace. En considérant des problémes simplifiés déduits des équations de la couche limite
réactive, nous étudions le type de dégénérescence qui apparait dans ces équations et nous
établissons des résultats de convergence et des estimations d’erreur pour l’approximation
de ces problemes par des méthodes de différences finies.

Dans le cas ou la diffusion des espéces chimiques est négligée, nous nous sommes aussi
intéressés au comportement asymptotique des fonctions représentant les fractions mas-
siques des espéces chimiques lorsque l'on s’approche du corps.

Pour finir, nous proposons un algorithme pour approcher numériquement les équations de
la couche limite laminaire réactive.

Abstract

The objective of this work is the numerical simulation of the reactive laminar boundary
layer which occurs in a neighbourhood of a body moving in the air. We have investigated
the modelling of the reactive boundary layer when, the ”chemical equilibrium” hypothesis
concerning the chemical reactions occuring in the air is satisfied, and when the chemical
reaction rates are finite. We have made a mathematical study of the simplified problems
coming from the modelling of the reactive boundary layer.



We recall the method to state the conservation equations which are written for the ten
functions representing the five mass fractions of the chemical species constituting the air,
the mean density of the air, the temperature of the air, the mean velocity and the pressure.

Then we consider the chemical reactions occuring in the air, and we propose a model for
the production terms of the chemical species. In the case where the ” chemical equilibrium”
is satisfied, we investigate the regularity of the functions representing the mass fractions
of the chemical species. Finally, we state a relation which allows us to consider the free
enthalpy function as a Lyapounov’s function for the eqations of conservation of the species
when the species diffusion is neglected.

The reactive boundary layer equations are semi-linear partial differential equations of par-
abolic type which degenerate on the part of the boundary of the domain corresponding
to the moving body. When considering simplified problems derived from the reactive
boundary layer equations, we investigate the type of degeneration taking place in these
equations and we state convergence results and error estimates for the approximation of
these problems with finite difference methods.

In the case where the diffusion of the chemical species is neglected, we havec investigated
the asymptotic behavior of the functions representing the mass fractions of the species
when approaching the body.

Finally, we propose an algorithm to compute numerically the reactive boundary layer
equations.
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Notations vii

PRINCIPALES NOTATIONS UTILISEES

Principales notations mathématiques utilisées.

Dans ce qui suit, I désigne un intervalle ouvert de R, Q un domaine de R? et Qr le domaine
définit par:

Qr ¥ {(z,1) € (0,1) x (0,T)}.

On désignera par a un nombre réel tel que: 0 < a < 1, par p un nombre réel tel que
1 < p < +o00, et nous noterons X un espace de Banach réel quelconque.

CiI): ensemble des fonctions définies sur I & valeurs réelles j fois
continiiment différentiables (i.e de classe C7).

cid): ensemble des fonctions de CI(I) telles que leurs dérivées d’ordre
inférieur ou égal & j admettent une extension continue & I. la norme
de C¥(T) est donnée par: |iplici(r) = sUp,e7 Li=o letP(2)l.

(T X): ensemble des fonctions définies sur T & valeurs dans X j fois
continiment différentiables telles que leurs dérivées d’ordre | < j
admettent une extension continue & I. la norme de C’(I; X) est donnée

par: llolleiT.x) = LicosuPeer oV (@) x.
C>Y(Qr): ensembles des fonctions définies sur Qr & valeurs réelles deux fois
continiiment différentiables par rapport & la variable z et une fois

continiiment différentiable par rapport a la variable t.

C*(Qr): ensembles des fonctions de C*!(Qr) telles que leurs dérivées
admettent une extension continue a Qr.

C?*o1+%(Qr): ensembles des fonctions de C27(Qr) telles que la deuxiéme dérivée
par rapport a la variable z soit Hélderienne d’ordre o et la premiére
dérivée par rapport a la variable t soit Hélderienne d’ordre §.

D(I): ensemble des fonctions C*°(I) & support compact.

D) ensemble des distributions sur I a valeurs réelles.

DI X): ensemble des distributions vectorielles sur I & valeurs dans X.



viii

LA(Q):

LY(I; X):

HYI):

Hi(I):

HY(Qr):
W”’(I’):
HYI):

whte(I; X):

Notations

ensemble des (classes de) fonctions mesurables sur Q a valeurs réelles
de puissance p'*™¢ sommable. Pour p = +oc0 on remplace de

p p p P
puissance p**™¢ sommable par essentiellement bornées.

ensemble (des classes) de fonctions de I & valeurs dans X, mesurables
pour la mesure de Lebesgue telles que la puissance p**™¢ de leur
norme dans X soit sommable. La norme de LP(I; X) est donnée par:

||‘r’”x1,,v(1;x) = f] "‘P(I)"& dz

ensemble des fonctions de L*(I) telles que leur dérivée au sens des
distributions appartient 3 L*(I). La norme de H*(I) est donnée par:

"‘P"i[l([) = ”‘P”%?([) + “‘r’"'i*([)*

ensemble des fonctions de H'(I) nulles aux extrémités de l'intervalle
I. La norme de H}(I) est donnée par: |<pl§1;(,) = |l¢"Z2ry-

ensemble des fonctions de L*(Qr) telles que leur gradient au sens des
distributions appartient 4 L*(Qr). La norme de H'(Qr) est donnée

par: eltign = Helizgr + 19 Itz gn:

ensemble des fonctions de LP(I) telles que leur dérivée au sens des
distributions appartient & LP(I). La norme de W1P(I) est donnée par:

”‘r””ﬁvt.v([) = "‘P”’Lr([) + “‘P'”;p([)'

ensemble des fonctions de H'(I) telles que leur dérivée seconde au
sens des distributions appartient & L?(I). La norme de H?(I) est
donnée par: "‘r””iﬁ(]) = |"r°”§-ll(l) + "‘r’””iz(ly

ensemble des fonctions de LP(I; X) : telles que leur dérivé au sens
des distributions appartient 4 LP(I; X). La norme de WYP(I; X)

est donnée par: ”‘P“{w.pu) = "‘P”’z’,p(l;x) + "‘fa'“’;)(l;x)'
bord de Ri’ .

dérivée de la fonction réelle d’une variable réelle f.

dérivée d’ordre | de la fonction réelle d’une variable réelle f.
dérivée partielle d’ordre j par rapport a la variable z.
dérivée partielle de f d’ordre j par rapport a la variable z.

gradient de la fonction f par rapport a la variable z.



0z
KerA :

span(%) :

Notations

dérivée partielle par rapport la variable Z.

noyau de l'application A.

espace vectoriel engendré par le vecteur .



x Notations

Principales notations physiques utilisées.

A matrice stoechiométrique.

Cp: chaleur spécifique & pression constante.
Cp, : chaleur spécifique & pression constante de ’espéce chimique k.
g% enthalpie libre.

h: enthalpie massique.

hi : enthalpie massique de ’espéce chimique k.
M: vecteur des masses partielles.

My : masse de l'espéce chimique k.

N: azote sous forme atomique.

N, : molécule d’azote.

NQO: monoxyde d’azote.

0: oxygéne sous forme atomique.

0, : molécule d’oxygéne.

P: pression.

Py pression de Iespéce chimique k.

Ry : constante universelle des gaz.

T: température.

V= (u,0)7: vitesse de I’écoulement.

Vi = (Vi,» Vi, )T : vitesse de I’espéce chimique k.
D = (vk,,vk,) | : vitesse de diffusion de Pespéce chimique k.

W masse molaire du mélange.



Notations xi
masse molaire de espéce chimique k.
vecteur des fractions massiques des espéces chimiques.
densité massique du fluide multicomposant.
densité massique de 'espéce chimique k du fluide multicomposant.
tenseur visqueux des tensions du fluide multicomposant.
tenseur visqueux des tensions de Pespéce chimique k.
tenseur des contraintes de diffusion.
tenseur des contraintes de diffusion de 'espéce chimique k.
viscosité du fluide multicomposants.
viscosité de espéce chimique k.
vecteur des potentiels chimiques.
diffusivité thermique du fluide multicomposant.
diffusivité thermique de 'espéce chimique k.
tenseur des contraintes visqueuses.
tenseur des contraintes visqueuses de ’espéce chimique k.

coefficients stoéchiométriques.






Introduction

Lorsque I'on s'intéresse a la description de 1’écoulement de I’air autour d'un corps (avion,
navette spatiale,...), il est nécessaire de considérer I’écoulement du point de vue dynamique,
c’est-a-dire de décrire la vitesse, la quantité de mouvement, etc..., mais encore du point
de vue de ses propriétés intrinséques telles que sa température, sa pression, sa viscosité,
sa conductivité thermique, etc.., et bien siir il est nécessaire de considérer la masse des
diverses espéces chimiques le constituant. Dans le cas de 1air, une description réaliste
semble étre fournie par les équations d’Euler associées aux lois de la thermodynamique
classique, & I’exception toutefois d’une région située au voisinage du corps ou les effets de
la diffusion visqueuse peuvent étre négligés dans la direction principale de I’écoulement,
mais pas dans la direction normale au corps. Les effets dus a la viscosité sont importants
dans la pratique puisqu’ils induisent des forces de frottement qui modifient la distribution
de pression sur le corps et par conséquent la trainée. lls participent aussi & 'échauffement
du corps.

Les équations d’Euler négligent la diffusion visqueuse, c’est pourquoi elles ne sont pas
pertinentes au voisinage du corps.

Historiquement, ’étude d’un écoulement d’air au dessus d’une plaque plane fut le premier
exemple considéré par Blasius (voir {4]) pour illustrer la théorie de la couche limite de
Prandtl (voir [12]) qui avait pour but d’introduire les effets visqueux au voisinage du corps
dans la direction normale au corps.

Blasius utilisa une méthode dite de solutions similaires pour résoudre les équations de la
couche limite laminaire, incompressible en régime subsonique. L’idée d’une telle méthode
est d'introduire d’une part, la fonction de courant ¢ de Pécoulement afin d’exprimer les
composantes de la vitesse avec celle-ci, soit V = roti, ainsi la condition d’incompressibilité
divV = 0 est-elle automatiquement satisfaite. D’autre part, on considére un changement

de variables liant les variables indépendantes z et y du type: n « yy/ %‘f;, et on cherche

alors ¥ sous la forme: ¥ = +/2uzl f(n). La quantité U, représente la vitesse a I'infini
amont et u la viscosité de 1'air. Un calcul simple montre que la fonction f est solution
d’une équation différentielle ordinaire non linéaire.

D’autres transformations furent introduites par la suite, par exemple la transformation de
Dorodnitsyn (voir [5]), qui fournit dans certaines situations des solutions similaires pour
des écoulements compressibles. De telles méthodes permirent aussi d’obtenir des résultats
d’existence et d’unicité pour des écoulements incompressibles dans des situations bidimen-
sionnelles (voir Oleinik [10], [11]) ou tridimensionnelles (voir Walter [15]). Mentionnons
Pouvrage de Schlichting [13] et les références qui s’y trouvent pour I’étude de la couche
limite incompressible. En outre, citons les travaux de Aupoix-Cousteix (voir [2]), Aupoix
(voir {3]) et Edelm (voir [6]) ot des méthodes de type intégrales sont utilisées pour étudier
numériquement la couche limite compressible laminaire.

Dans ce travail, nous avons comme parti pris de ne pas introduire de telles transformations
ni des transformations des coordonnées pour discrétiser les équations. Ce choix est justifié
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par un souci d’approcher les quantités physiques qui intéressent I'ingénieur dans la pra-
tique. De méme, 'écoulement étant suffisamment complexe dans une description minimale
{composition chimique, réactions & considérer,..), nous nous sommes attaché & utiliser des
méthodes de discrétisation simples.

Lorsque le corps se déplace & trés grande vitesse, Pénergie cinétique est trés importante.
L'énergie se conserve sur la ligne de courant aboutissant au point de stagnation (appelée
ligne de stagnation); la vitesse s’annule sur le corps, il s’ensuit que I'énergie interne est
importante, et la température est donc élevée. Il n’est alors plus possible de négliger les
réactions chimiques qui se produisent.

En résumé, cette analyse tres succincte révéle que pour un écoulement de densité raison-
nable (permettant de considérer le milieu comme un continuum), lorsque le nombre de
Mach devient important, nous devons traiter ’écoulement autour du corps comme un
écoulement de fluide chimiquement réactif puisque les températures sont trés élevées. Pour
une description de ces phénomenes du point de vue de l'ingénieur, le lecteur pourra con-
sulter Anderson [1] et les références qui y sont citées.

Lorsque 'on étudie des écoulements de fluides chimiquement réactifs, il est traditionnel
de distinguer principalement deux catégories: les fluides dits & ’équilibre chimique et les
fluides dits hors équilibre chimique (pour une définition précise se reporter par exemple
4 Anderson [1], Kuo {8], Williams {16] ou au chapitre 2). Sans entrer dans le détail, un
fluide chimiquement réactif est dit a I'équilibre si les vitesses des réactions chimiques qui
se produisent sont beaucoup plus importantes que la vitesse moyenne des espéces, c’est-a-
dire la vitesse de I’écoulement. Par exemple, dans une couche limite se développant autour
d’un corps se déplagant a grande vitesse (vitesse hypersonique), au voisinage de la ligne de
stagnation, on peut considérer que le fluide chimiquement réactif est a I’équilibre chimique
puisque la vitesse est petite, par contre, ailleurs dans la couche limite, cette hypothése de
chimie & I'équilibre ne sera plus vérifiée. Evidemment, un fluide chimiquement réactif hors
équilibre est un fluide pour lequel les vitesses des réactions chimiques sont du méme ordre
de grandeur que la vitesse de ’écoulement.

La nécessité de modeéliser la réactivité chimique de ’air pour des objets se déplacant 2 des
vitesses hypersoniques est donc évidente, de plus, si on a la prétention d’obtenir quelques
résultats prédictifs pour la température au voisinage du corps, négliger les réactions chim-
iques revient systématiquement a surestimer la température. En effet, la plupart des
réactions chimiques se produisant entre les composants chimiques de I'air 4 des tempéra-
tures élevées sont des réactions de dissociation des molécules lourdes, donc des réactions
endothermiques.

Dans ce travail, par souci de clarté, nous nous placerons souvent dans un contexte ou la
géométrie des objets est plane.

Tout d’abord, nous rappelons les équations générales de conservation pour des écoulements
de fluides chimiquement réactifs, et nous décrivons rapidement la méthode asymptotique
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permettant d’en déduire les équations dites de la couche limite. Ceci est P'objet du chapitre
1.

Au chapitre 2, nous donnons quelques propriétés thermodynamiques de I’air, nous décri-
vons les termes de production des espéces chimiques et nous donnons une définition de
I’équilibre chimique. De plus, nous établissons un résultat de régularité par rapport a la
pression et la température pour les fonctions représentant les concentrations massiques
des especes chimiques & I'équilibre. Ce résultat sera utilisé aux chapitre 4 et 5 lorsque
I’équilibre chimique sera considéré.

Nous établissons encore une inégalité, que nous appelons inégalité de stabilité, et qui au
chapitre 5 nous permettra d’étudier le comportement asymptotique des fractions massiques
lorsque P'on s’approche du corps et ceci en I’absence de diffusion des espéces chimiques.

Le chapitre 3, quant & lui, est consacré & I’étude d’une méthode numérique que nous
utilisons pour résoudre les équations que satisfont les composantes de la vitesse. Une esti-
mation d’erreur est établie pour un probléme modele dégénérant sur un bord du domaine.
Il est 3 noter que nous n'utilisons pas de probléme approché régularisé pour obtenir cette
estimation d’erreur.

Au chapitre 4, nous étudions ’existence et P'unicité de la fonction représentant la tempéra-
ture dans la couche limite thermique & I’équilibre chimique, lorsque les valeurs des com-
posantes de la vitesse sont connues. Il est & noter que la méthode que nous employons
est une méthode constructive qui fonde la stratégie de I’algorithme que nous utiliserons au
chapitre 6 pour résoudre numériquement ’ensemble des équations. Bien évidemment,
ce n'est pas la seule méthode pour obtenir 'existence de la fonction représentant la
température, nous aurions pu, par exemple, utiliser un théoréme de Leray-Schauder dans
des espaces fonctionnels appropriés. On pourra consulter  ce sujet Ladyzenskaya-Solon-
nikov-Uralceva [9] ou Friedman {7].

Au chapitre 5, nous nous intéressons au comportement asymptotique des fractions mas-
siques des espéces chimiques constituant le fluide lorsque ’on s’approche du corps. Le
résultat que nous obtenons est le suivant: en ’absence de diffusion des espéces chim-
iques, les fractions massiques des espéces tendent vers leurs valeurs d’équilibre lorsque ’on
s’approche du corps.

Finalement au chapitre 6, nous décrivons un algorithme pour résoudre numériquement
les équations de la couche limite réactive se fondant sur une méthode de marche. Nous
montrons que pour chaque pas en espace le probléme approché des équations de la chimie
hors équilibre est un probléme bien posé.

Mentionnons les travaux de Sawley-Vos-Wiithrich [14] dans lesquels on trouvera une mé-
thode numérique qui semble proche de la nétre pour résoudre les équations de la couche
limite réactive.

Pour conclure cette introduction, résumons les principaux résultats que nous avons obtenus
et mentionnons le sujet commun aux divers problémes étudiés. Les équations de la couche
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limite thermique, de la couche limite visqueuse, de la couche limite chimique sont des
équations non linéaires qui dégénérent sur le bord du domaine qui correspond au corps qui
se déplace. Dans ce travail, nous avons eu comme constante préoccupation de comprendre
et d’analyser les conséquences de cette dégénérescence. Les quatre premiers chapitres,
du chapitre 2 au chapitre 5, outre I'intérét intrinséque des résultats qui y sont présentés,
justifient d’une certaine maniére la méthode numérique décrite au chapitre 6. Néanmoins
la démonstration de la convergence de cette méthode pour le probléme général reste a
notre connaissance un probléme ouvert.

Remarquons que trés peu de travaux sont consacrés & I’analyse numérique des couches
limites réactives, et qu’il existe donc peu de résultats concernant la convergence et les
estimations d’erreur pour ces problémes de couches limites réactives.

Nous avons montré dans ce travail que bien que les équations traitées soient dégénérées, le
type de dégénérescence n’interdisait pas d’obtenir des résultats de convergence ni méme des
estimations d’erreur (voir chapitres 4 et 5) sans faire intervenir de problémes régularisés.

Par ailleurs, dégageant un ensemble simple de propriétés {thermodynamiques, signe du
terme de production des espéces lorsque I'une d’entre elles s’annule,...), nous avons montré
qu'en ’absence de diffusion des espéces chimiques, les équations de la ”chimie” peuvent
étre résolues numériquement par des méthodes simples.

Puis au travers de quelques exemples numériques présentés au chapitre 6, nous espérons
avoir montré que la méthode numérique que nous proposons est efficace dans de nombreux
cas.

Evidemment, ce travail devrait se poursuivre afin de prendre en compte la diffusion des
espéces chimiques constituant le fluide chimiquement réactif. En effet, tout au long de ce
travail nous avons négligé la diffusion chimique ne considérant pas les situations ol celle-ci
est importante.

Nous ne saurions manquer de mentionner qu'une grande partie de ce travail a été réalisée
lors d’un contrat Hermés entre d’une part 'IMHEF, la chaire d’Analyse numérique, et
d’autre part 'ESA, et qu’une partie des résultats que nous présentons a été obtenue en
collaboration avec P. Lesaint de I"Université de Besangon et E. Boillat de I’Ecole polytech-
nique Fédérale de Lausanne.
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CHAPITRE 1
Modele physique et équations traitées

Résumé.

Dans ce chapitre, nous rappelons la marche & suivre pour obtenir le modéle physique clas-
sique décrivant les écoulements stationnaires de fluides multicomposants chimiquement
réactifs. Nous obtenons ainsi les équations de conservation. Nous rappelons ensuite les
relations thermodynamiques et les relations de transport. Ces expressions sont particu-
larisées pour les cas qui nous intéressent. Finalement nous présentons ’analyse asymp-
totique formelle qui nous permet d’établir les équations de la couche limite laminaire
chimiquement réactive dans le cas d’une plaque plane.
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1.1. Introduction.

Les équations de bilan pour un fluide multicomposant réactif expriment la conservation de
la masse totale, de la masse de chacun de ses constituants, de 'impulsion, et de I’énergie.
Ces équations s’obtiennent en supposant que chacun des composants obéit aux lois de
la thermodynamique et de la dynamique, et que le milieu est continu. La méthode
mathématique pour établir ces équations de bilan est maintenant classique. Elle con-
siste & écrire les relations de conservation pour chaque espéce et 4 en faire la somme pour
toutes les especes. On pourra consulter & ce sujet Williams [5] chapitre 1 et annexe C, Kuo
[3] ou Anderson [1], par exemple.

Soit un écoulement bidimensionnel stationnaire et laminaire de fluide réactif constitué de N
espéces chimiques. Les équations de bilan sont écrites pour les N +5 fonctions suivantes: les
fractions massiques des espéces constituant le fluide {Yx}1_,; la densité massique moyenne
du fiuide p; la température T; les composantes (u,v)T de la vitesse moyenne V dans le
repére Cartésien (€,,€,) et la pression P. Si on note py, Vi = (Viy» Vi)7 la densité
massique, respectivemnent la vitesse de 'espéce k pour k = 1,.., N, alors les relations
suivantes sont vérifiées:

N N
d 5 def 1 = 4
a4 E Pk; Vq'—é"; E PeVi; pYi L Pk (1.1.1)

Remarque.
Les relations (1.1.1) impliquent

N
Y hi=1
k=1

Considérons I’évolution de la masse de I'espéce k. Soit Tx un volume de controle arbitraire
qui se déplace 4 la vitesse Vi, nous désignons par M; la masse de I’espéce k contenue dans
ce volume arbitraire. Pour tout temps ¢ nous avons trivialement:

My =/ prdr.
e

La variation de My par rapport au temps s’obtient en différentiant par rapport au temps

I’équation précédente, soit:
dM d / d
—M = = T.
a T

Pour calculer le membre de droite de cette égalité on exprime 7x(t) en fonction de 74(0),
puis on utilise la formule de changement de variables pour les intégrales multiples. Il est
alors licite de permuter le signe somme et la differentielle. 11 vient (cf [5] annexe C):

d .,
E;Mk =/ (agpk + div(kak)) dr.
Tk
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Soit wi la masse de I’espéce k produite par unité de temps et par unité de volume, on a:

d
EM" = /; wyi dT;

ce qui, pour tout temps ¢, conduit a I’égalité:
/ [Beok + div(pa Vi) — wi] dr = 0.
T

Au temps ¢ on a 7¢ = T volume que l'on peut choisir arbitrairement, la relation précédente
se transforme en: .
3o + div(pa Vi) —wi = 0.

Si de plus on suppose le phénomene stationnaire, cette derniere égalité devient:
div(pi Vi) = wi.
Dans ce qui suit, nous ne nous intéressons qu’a I'état stationnaire.

Utilisant les relations (1.1.1) et la propriété de conservation globale de la masse, c’est-
a-dire Ei\’:l wg = 0, d’une part en sommant sur les espéces la relation précédente nous

exprimons la |a conservation de la masse totale par I’équation:
div(pV) = 0. (1.1.2)
D’autre part, de la relation donnant la variation de la masse Mg, en utilisant les relations

(1.1.1) et P’équation (1.1.2) on obtient I’équation de

co vatiol asse des espéces chimiques:
pVTVYs = wi — div(pYati); pour k=1,.,N, (1.1.3)
ou U est la vitesse de diffusion de 'espece k qui est définie par:
0 = (vkl,u;;,) =V -V;
N
et on a: Z PrUE = 6, (1.1.4)
k=1
ot le symbole T désigne la transposition. Nous définissons P, la pression totale & partir

des pressions partielles Py de chaque espece k par la loi de Dalton:

P= Pe. (1.1.5)

i-
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La méme démarche permet d’établir la conservation de I'impulsion et de ’énergie que nous
rappelons dans ce qui suit.

Conservation de impulsion.
Nous notons o) le tenseur des tensions de I’espéce k. La conservation de I'impulsion pour
P’espéce k s’écrit:

div(px ViV, ) = —~div(GY) + f,; (1.1.6)
div(piViVi,) = —div(8),) + fr,s k=1, N, (117

ou 5:’ e (ak”,aka) ,i=1,2et a)f = PI+ 114,

ou [I; dénote le tenseur des contraintes visqueuses. La quantité fe représente la force
volumique due aux sollicitations des volumes matériels des autres espéces sur I'espéce k
produite. Nous ne décrirons pas les fi puisque le principe de I'action et de la réaction

implique:
N
Z fi=
k=1

ce qui permet d’éliminer les f lorsque V'on considére les grandeurs moyennes.
Utilisant la premiére relation de (1.1.4) et sommant sur les espéce k les équations (1.1.6),

(1.1.7), il vient:
N N
div(Zkau+Zpkvkvkl) = ~dzv(Zokl) (1.1.8)
k=1 k=1

N
div(Zpk‘7v+ Zpk{fkvk,) = -diu(25,§;). (1.1.9)
k=1 k=1 k=1

Définissant le tenseur des contraintes de diffusion ¢ par:

N
dé( déf ..
D =p E Yivgve, = E 0,2,, 1<4,5 £2, (1.1.10)
k=1

et les tenseurs des contraintes visqueuses II et des tensions ¢¥ par:

N N
M=) My o= df, (1.1.11)
k=1 k=1
on a en tenant compte de la relation (1.1.1):
div(pVu) + div(6P) = ~div(3Y); (1.1.12)

div(pVv) + div(67) = —div(Fy). (1.1.13)
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Finalement la relation (1.1.2) implique:
p(VTOYW = ~div(c¥ + oP). (1.1.14)

Les tenseurs IT et ¢ ont pour expression:
n= (div(V')-:?;p)I — W(VV 4+ V7T
Vopill= (P+div(V)§p)I—p(VV+VVT), (1.1.15)

4 désignant la viscosité du mélange, et P la pression définie par la relation (1.1.5).
Conservation de énergie.

Nous présentons 1’équation de conservation de I'énergie dans un formalisme adapté aux
simplifications ultérieures que nous serons amenés  faire dans le cadre de la théorie de la
couche limite.

Soit ex, Jk respectivement I’énergie interne et le flux de chaleur de l’espéce k, pour

k =1,.,N. Nous définissons I’énergie interne ¢ et le flux de chaleur § du ﬂulde par:

N N
edéfzykek; ‘idé‘z Gk - (1.1.16)

La conservation de 1’énergie exprime que le taux de variation par unité de volume et de
temps de I'énergie est égal & la somme de I’énergie apportée sous forme de chaleur, de
I’énergie apportée par les travaux des forces visqueuses et de ’énergie apportée par la
production de masse de ’espéce considérée. Dans le cas stationnaire, pour l'espéce k la
conservation de I’énergie s’écrit:

. Vi +V? _ -
dw{pk{-% + ek}vk} = —div(§) — div(o) Vi) + &, (1.1.17)

ol £, représente 'énergie résultant de la masse d’espece k produite, (liée & son énergie
cinétique et son énergie interne) par unité de volume et de temps. On remarquera que
comme globalement il n’y a pas de création d’énergie on a:

Sa=0 (1.1.18)

ce que ’on exprime aussi par I’hypothése: ’ensemble des réactions chimiques ne produisent
pas d’énergie.

Nous définissons ’enthalpie massique de l'espece k hy et 'enthalpie massique du fluide par
h:

he ¥ ey + ; d“ZYkhk (1.1.19)
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Sommant sur les espéces les équations (1.1.17}, en tenant compte des relations {1.1.19) il
vient:

div(ip}’k{v:‘ ;W By — ilV,‘) = —dzv(qu) —div(zN:a,YVk). (1.1.20)
k=1 k=1

Utilisant la définition (1.1.15) de ¥ et les relations (1.1.16) et (1.1.5), on a:

div(zN:ka [(u + o )° ; (v + vk, )? + hk} [17 + 171:]) =
k=1
- div(§) — div(ink(v +5)).
k=1

L’équation (1.1.2) et les relations (1.1.4), (1.1.19), (1.1.10), (1.1.15) conduisent a:

N
VTVE + div(p[u2 “; ”2]17) + div( Y kahkUk) = —div(§) — div([Il + 0P| V)
k=1
N N
~ dio( Y s ) - div (% Yook +ob] [V +a]). (12
k=1 k=1

Remarquant que la relation (1.1.2) permet d’écrire:

ain(o[ L] 7) = VT (o(FTV)7),

on évalue le membre de droite de cette équation & P’aide de la relation (1.1.14). L’équation
(1.1.21) devient alors:

N N
PV Tk + div( Y pYihiie) = ~div(q) — div( (11 + oP] V) div( 3 M) -
k=1 k=1

N
div(é S on[eh, +oR] [V +3]) + VTdiv(e® +0Y). (11.22)
~ k=1

L’équation (1.1.22) avec I'expression de P'enthalpie h(T,¥) comme fonction de T et des
fractions massiques ¥; Pexpression du flux de chaleur ¢ comme fonction de T, p, et Y;
Pexpression des vitesses de diffusion #; comme fonctions de T, P et ¥ nous permettent
d’établir I’équation d’énergie exprimée avec la température.
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1.2. Relations thermodynamiques.

La thermodynamique des milieux chimiquement réactifs suppose I’équilibre thermody-
namique local dans I’écoulement. Elle permet de relier différentes grandeurs comme la
masse volumique et ’enthalpie aux variables d’état T, P,Y. Dans ce qui suit, nous ne
considérons que des mélanges de gaz parfaits.

Dans une telle situation la loi d’état s’écrit:

= -W. 1.2.1
p= g (1.2.1)
ol W représente la masse molaire du mélange, et est doanée par:
N
Y\
W= —] , (1.2.2)
(5

olt W, représente la masse molaire de I’espéce k. Dans ’expression (1.2.1) Ry désigne la
constante universelle des gaz.
L’enthalpie massique kg de 'espéce k est définie par:

T
he = ey + / Cpu(s)ds, (1.2.3)
To

ou hy, désigne ’enthalpie de formation & la température de référence Ty, et out Cp, désigne
la chaleur massique & pression constante qui dépend de la température. La chaleur mas-
sique & pression constante du mélange C; peut alors se définir par:

N
TP Y S vic,(T), (1.2.4)

k=1

ot le vecteur ¥ & pour composantes les fractions massiques des espéces chimiques con-
sidérées 11, .., ¥n. .
Finalement 'enthalpie du mélange k(T,Y) est donnée par:

N N T
WT, V) ¥ Z Yiha(T) € Z Yi <hko + / Cp.(9) ds) . (1.2.5)
k=1 To

k=1

Les fonctions Cp, (T) sont minorées par des constantes positives, et lorsqu’il s'agit de
calculer P’enthalpie k, elles sont approchées par des polyndmes.

La production de masse de I'espéce k par unité de temps et de volume notée wi(T, P, 9) est
une fonction connue de la température T, de la pression P et du vecteur densités-partielles

~ dé&f . Lo, . . N . .
7= (p1,.-,pn)T. Son expression sera précisée au chapitre suivant oti nous étudierons les
réactions chimiques.
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1.3. Relations de transport.

Les relations de transport expriment les vitesses de diffusion, le flux de chaleur et le tenseur
des pressions en fonction des variables d’état T, P,Y, de la vitesse et de leurs gradients.
Ces relations s’établissent & partir de la théorie cinétique des gaz (cf (1] p. 592, [5] annexe E
ou [3]). Des modeéles simplifiés ont été proposés pour calculer les coefficients de transport
(cf Staub [4] par exemple). Si nous utilisons la loi de Fick pour définir les vitesses de
diffusion des espéces chimiques #; nous avons:

N
% = D{VT+ DfVP+Y DL VY;, 1<k<N (1.3.1)
=1
ou DT, DF, D,‘; sont des matrices 2 x 2 dont les coefficients sont des fonctions de p, T, et
Y.
Pour le flux de chaleur g si on suppose que Veffet Dufour (qui représente la dépendance du
flux de chaleur par rapport aux flux moléculaires) et que 'énergie transportée par radiation
sont négligeables, alors on exprime le flux de chaleur par conduction & 'aide de la loi de
Fourier:
§=AVT, (1.3.2)
ol A est relié aux coefficients de conductivité thermique de 'espéce k A, par la formule
semi-empirique:

1 ~1
5[2)@\,, + (Zyk/\k ) ], (1.3.3)
ou par une formule de Wilke (cf 2] p. 597):
N
A= Z Yids , avec (1.3.4)

iy Yidu

brr = \/— (1+ <1+\/"-"\/_) {(1.3.5)

Les fonctions ux sont des fonctions de T qui représentent la viscosité de P'espéce k. On
pourra trouver une expression pour Ax et ux dans [1] formules (16.16) et (16.17) p. 596
par exemple.

Pour la viscosité du mélange p nous avons la formule semi-empirique suivante:

N N
1 _ -1
=X v+ (X n) ), (1.36)
k=1 k=1
ou la formule de Wilke: N

~ Y

p= S Jese (13.7)
kZ=, Z{i, Yiou

Remarquons que les fonctions pr et Ay sont des fonctions minorées par des constantes
positives, il en est donc de méme pour u et A.
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1.4. Hypothese de la couche limite.

Soit un écoulement de fluide chimiquement réactif au dessus d'une plaque plane. On définit

le domaine D dans lequel on s’intéresse a ’écoulement par D & {(z,9) eR*, 2> 0,y >
0}. La plaque de longueur L est définie par les points {(z,y) € R?,0 < z < L; y = 0}.
Dans la suite de ce travail, nous nous intéresserons a des écoulements de fluide réactif dont
les coefficients de transport A, u, DT, DF ,DZ:, sont trés faibles. Dans un premier temps
on peut négliger les termes d’ordre supérieur 4 un en ces coefficients de transport afin de
simplifier les relations (1.1.14) et (1.1.22). L’équation (1.1.14) s’écit alors:

p(VTV)V = ~divbig(c¥) = —div(PI + u[%div(?)[ -(VV+V)), (4

et I'équation (1.1.22) se simplifie en:

N
oV TVh+div( Y oVehatn) = ~div(\VT) - div(V) + Pdiv(s"),  (142)
k=1

ol IT est défini en (1.1.15). La relation (1.4.2) peut encore s’écrire aprés calcul:

N
PV TVA = —dz'v( v kahkﬁ'k) — div(AVT) + VTV P+
k=1

#2[(3:4)" + (8,v)] + (B0 + 9yu)?)).  (1.4.3)

Maintenant, nous supposons que ’écoulement est différent d’un écoulement de fluide parfait
en dega d’une hauteur 6 (6 << 1) de la plaque et que la longueur de la plaque L est un
(O(1). Nous nous proposons d’étudier l'influence des coefficients de transport dans un
voisinage @ & {(z,y) € D,0 <z < L; 0 < y < §} de la plaque.

Soit 19, un mombre positif donné, on définit les quantités

e, per DY, DY, DY,
par:

e déf def déf dég
AN Enld; uE ntus DI = nlD]; Df <'niDL; DY = 42D . (1.44)
On peut alors récrire le systéme S formé des équations (1.1.2), (1.1.3), (1.4.1), (1.4.3),
(1.2.1), (1.2.5), (1.3.1) en remplagant /\,p,DZ‘,Df,D,‘:j par leurs valeurs en fonction des

coefficients de transport indicés par ¢ et définis par {1.4.4).
Si on note

déf déf déf déf déf
My = 0P w(n) = nue; DI (n) = n?DL; DE(n) = *DE; DY, (n) € n* DY,
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et si on suppose que les coefficients de transport A, u, D, Df, D,’c’j dépendent du paramtre
7 en vérifiant les relations précédentes, les équations (1.1.2), (1.1.3), (1.4.1), (1.4.3), (1.2.1),
(1.2.5), (1.3.1) forment un systéme d’équations parameétré par 7, Sy qui s’écrit:

div(pV) = 0;
VTV =wy — div(pYity); pour k=1,.,N;
p(VTV)V = —div(PI + p(n) [%div(V)I - (VV + V?T)] );

N
pVTVh = —~dz'v( 3 kahkik) — div(\(n)VT) + VT VP+
k=1
#()20(8:1)* + (8,0)°) + (B:v + Byu)?)};
P
PRI
= é N
WT,Y)E Y Yiho(T),;
k=1
N
ok = DE(m)VT + DE(n)VP + 3 DY (n)VY;.
=1
Le systéme S est le systéme que 'on obtient lorsque ’on fixe la valeur du paramétre n 4
no (S = S'lo)

Maintenant nous allons supposer que le comportement par rapport a n des solutions du
systéme S, n’est pas quelconque. Si i désigne une quelconque des fonctions solutions du
systeme S, (p,u,v..), nous noterons par ¥ la fonction qui dépend de 5 définie par:
déf
¥(z,y,n) = ¥(z,y) Yn>0. (1.4.5)

Pour décrire le cas particulier de notre écoulement, il suffit de prendre 5 = o dans (1.4.5).
Supposons que I’hypothése suivante est satisfaite:

HP1 les inconnues ¥(z,y,n) admettent le développement suivant:

¥(z,y,1) = Zniz/)j(z, ¥y, v > 0. (1.4.6)
320 "

Nous définissons le domaine @, par:
Q= {(z,2) ¥ (2, ) pour (z,3) € Q).

Nous notons 8; pour i € {1,2} les dérivées par rapport a la ieme variable.
Introduisant les développements (1.4.6) dans les équations du systéme S,, nous obtenons
par exemple pour ’équation (1.1.2):

%32(/’0110) + an{ > ax(pfuj—-')} + En"'{ 3 32(/):’”;‘—-‘)} =0

20 egigs iz 0<i<;
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Identifiant les termes suivant les puissances de 5, & I'ordre le plus bas nous avons:
az(povo) =0, dans Q,,. (147)

Utilisant la condition d’adhérence sur la plaque

Z"j{ Z (Pf(z’o)”i—i(x,O))} =0 pour z > 0;

j20 0<is
on a: po(z,0)ve(z,0) = 0, ce qui avec la relation (1.4.7) fournit
vo = 0 dans Q,, (1.4.8)
puisque py est supposé non nul. A ordre suivant on a:
Oi(pouo) + Ba(povy) = 0 dans Q. (1.4.9)

Supposant que les coefficients de transport sont des matrices dont les coefficients sont
des fonctions réguliéres de p, T, }7, en raisonnant de la méme maniére pour les équations
(1.3.1), nous développons les coefficients de transport en fonction du paramétre 5. Nous
obtenons:

Sy =3 Y ame {DE (3T n ' Tw) "+ D, (80P, 0P
j>0 §>0 n+m=)

N
- T
Z Df.m (A, 7718 11,,) } (1.4.10)
=1
Ceci fournit les relations suivantes & 1'ordre zéro:

Ty =0; k=1,..,N dans Q,;

et a l'ordre un:

N
%, = ((DL,),,&T + (DF,),,Po + Y. (DL, ),
1=1

N
(DY) 5,80 + (DE);,0:Po + 3 (D;’,%)namo)f) (1.4.12)

=1

ou la notation ci-dessous a été utilisée:

déf % déf 33 déf &
DZ:O = DZ;o(po,To,Yo); Df‘o = DPCO(po,To,Yo); Dxco = D{teo (po,To,Yo).

On définit les équations de la couche limite réactive comme étant les équations que satisfont



18 Chapitre 1. Modéle physique et équations traitées

les premiéres fonctions ¥;(z, -q’;) non nulles dans le développement (1.4.6) lorsque I'on
considére les inconnues suivantes: la densité, les fractions massiques, la vitesse moyenne,
les vitesses de diffusion des espéces chimiques, les enthalpies massiques, la température et
la pression. Nous noterons de maniére abusive ces champs inconnus dans le voisinage Qy,
par: p, Y, V, 5, ks, T, P. On vérifie aisement que pour Vécoulement qui nous intéressait
(7 = 10) les quantités:

p(z,v); Ye(z,y); urlz,y); he(z,y); T{z,y); P(z,y),

représentent le terme d’ordre zéro (noté symboliquement = to(z, 'J,%)) dans le dévelop-
pement (1.4.6), alors que les quantités

v(z, ¥); vk (z’ v v, (2, ¥),

représentent le terme d’ordre un (noté symboliquement not) (z, -;;‘o-)) dans le développement
(1.4.6). Nous en déduisons les équations de la couche limite, que doivent satisfaire les
inconnues p, u, v, Yi, h, P, vs,, écrites avec les variables (z,y) dans le domaine Q qui
sécrivent:

9:(pu) + 8y(pv) = 0 dans Q; (1.4.13)
VT VY = wi(T, P,Y) — 8,(pYivr,) dans Q pour k =1,..,N; (1.4.14)
oV T Vu - 8,(pd,u) = —3, P dans Q; (1.4.15)
9yP = 0dans Q; (1.4.16)
pVTVKT,Y) - 8,(08,T) =
N
ud. P —- By(Zkahk(T)vk,) + p(ayu)2 dans Q; (1.4.17)
k=1
N
- P Yk —l.
p= RoT(gwk) ; (1.4.18)
. N
WT,¥) =Y Veho(T); (1.4.19)
k=1
N
vk, = (D]),0,T + (DF),,8,P + Y (DF),,0,Yi. (1.4.20)
=1

A ce sytéme d’équations il convient d’ajouter des conditons aux limites et initiales. Nous
dénommons conditions initiales les conditions en z = 0 par analogie avec les problémes
évolutifs. La méthode pour calculer ces conditions initiales sera précisée au chapitre 6.
Les conditions aux limites sont obtenues par la méthode dite des développements asymp-
totiques raccordés voir {1], {3] ou [6] par exemple. On a donc les relations suivantes:

pour les conditions initiales en z = 0:
on doit se donner u(0,y),v(0,y),T(0,y),Yi(0,y) pour 1 <k < N,0<y<§; (1.4.21)
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pour les conditions aux limites, sur la plaque:

u(z,0) = v(z,0) = 0; T(z,0) = T(z); Yi(2,0) =Yi (z), 1 <k <N, pour0<z < L;

(1.4.22)

pour les conditions aux limites sur le bord extérieur de la couche limite:
u(z,60) = Ue(2z); T(z,60) = Te(z); P(z) = Pe(2); 0 <z < L; (1.4.23)
Yi(z,80)=Ye,(2),1<k<N;0<z< L. (1.4.24)

Les champs U,, T, P., Y., représentent la trace sur la plaque respectivement de la vitesse
tangentielle, de la température, de la pression, et des fractions massiques des espéces
définis & ’extérieur de la couche limite, c’est-a-dire, la trace des solutions du systéme S
(équations (1.1.2),(1.1.3),(1.4.1), (1.4.3),(1.2.1),(1.2.5),(1.3.1)) lorsque les coefficients de
transport sont tous égaux a zéro. Si on suppose que les vitesses de diffusion des espéces
sont négligeables, et que v(z,8) < 0, alors on n’a pas & donner les fractions massiques sur
la plaque.

Remarques.

La relation E:’:l Yi =1 doit-étre vérifiée comme conséquence des relations (1.1.1).

En toute généralité, les coefficients de transport n’ont pas de raison particuliére d’étre du
méme ordre de grandeur. Néanmoins dans le cas d'écoulements ot les nombres de Schmidt
et de Prandtl sont proches de un cette hypothése n’est pas absurde.

L’équation (1.4.17) peut se récrire en tenant compte de 1'équation (1.4.14) et des relations
(1.4.19) et (1.2.4) comme une équation ne faisant intervenir que la température:

N
pCo(T, P)VTVT = 0,(00,T) = ud:P - 0, ( 3 pYahu(T)us, ) +

k=1
N N
#(0,u)" = Y 8,he(T)(pYeve,) - > h(T)wr(T,P,Y) dans Q. (1.4.25)
k=1 k=1
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CHAPITRE 2
Quelques propriétés thermodynamiques de 'air

Résumé.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de décrire un modéle du taux de production mas-
sique des espéces (en abrégé T.P.M.E) lorsque des réactions chimiques se produisent. Le
formalisme que nous utilisons permet de mettre en évidence une relation entre le vecteur
des potentiels chimiques, le vecteur du T.P.M.E et la fonction d’enthalpie libre. Cette
relation sera utilisée lors de I'étude du comportement asymptotique des fractions mas-
siques lorsque nous considérerons un écoulement d’air (traité comme un fluide réactif)
autour d’un corps. En outre, dans ce chapitre nous étudions la régularité par rapport a
la température et la pression des fonctions représentant les masses partielles (ou masses
des différentes especes) a 'équilibre. Ce résultat sera utilisé dans les modéles numériques
que nous décrivons au chapitre 6. Les résultats de ce chapitre ont été déja présentés dans
Boillat-Pousin [2]. Concernant ’extension de ces résultats & un cadre plus général que
celui des gaz parfaits, le lecteur pourra consulter Boillat {1}, par exemple.

21
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2.0. Introduction.

L'objet de ce chapitre est de fournir un modéle pour le taux de production massique des
especes constituant 1'air considéré comme un fluide chimiquement réactif, et d’étudier la
régularité par rapport a la température et la pression des fonctions représentant les masses
partielles (ou masses des différentes espéces) & 1’équilibre chimique. Pour ce faire, nous
avons adopté ’organisation suivante: tout d’abord, nous donnons, a ’aide des potentiels
chimiques des espéces, une expression du taux de production massique par unité de masse
des espéces chimiques constituant 'air. Ensuite, a la section 1, 'espace des réactions
chimiques et la matrice stoechiométrique sont définis, et quelques propriétés simples qu'’ils
satisfont sont énumérées. A la section 2, les propriétés élémentaires caractérisant la fonc-
tion d’enthalpie libre sont rappelées. A la section 3, nous rappelons la définition des masses
partielles & I’équilibre et nous étudions la régularité par rapport & la température des fonc-
tions les représentant. De plus, quelques propriétés simples du T.P.M.E sont présentées.
Finalement & la section 4, nous établissons une inégalité reliant le vecteur T.P.M.E, le
vecteur des potentiels chimiques de ces mémes espéces et la fonction d’enthalpie libre.

Soit Z ’ensemble des espéces chimiques: Z = {z;,..,2n}-

Considérons la réaction suivante en phase gazeuse:

N N

Z vz — Z vy 2k, (2.0.1)

k=1 k=1

ou v sont les coefficients stoechiométriques de la réaction (cf Kuo [11] chap. 2 par
exemple) donc des entiers, et ol z; désigne la k**™¢ espéce chimique parmi les N espéces
possibles.

Nous définissons la vitesse de réaction de (2.0.1) par unité de temps de la gauche vers la
droite par:

N +
k] ci, (2.0.2)
k=1

ou C} représente la concentration molaire de ’espéce k. Dans le cas ot la réaction se trouve
dans un voisinage de 1’équilibre thermodynamique* (encore appelé équilibre chimique),
alors K est une constante positive qui dépend de la température T et de la pression P mais
pas des concentrations et qui peut étre calculée & partir de ’équilibre thermodynamique.
La constante K peut aussi étre spécifiée en considérant un modeéle cinétique décrivant les
collisions possibles entre molécules (cf Feyman [7] p. 42.7, 42.8, [11] chap. 2, ou Williams
{14]). Arrhenius proposa Pexpression suivante pour K:

K = BT®exp(— RioaT')’ (2.0.3)

*c’est-a-dire que l'énergie, mesuvée a partir d’un état dit de référence, que la réaction peut échanger
est petite. Si celle-ci est nulle on dit que la réaction est & ’équilibre.
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olt Ry désigne la constante universelle des gaz, E, I'énergie d’activation de la réaction, a
une constante, et B une constante (par rapport a la température) positive. Extrapolant
cette modélisation au cas de la réaction réversible:

N

N
Z utzk = Z vy zi, (2.0.4)
k=1

k=1

on définit la vitesse d’avancement g de la réaction comme la différence des vitesses de
réaction inverse et directe:

dét > y A M
'Rp el | E/OE 3 | [o/ (2.0.5)
k=1 k=1

Ky > 0 et K, > 0 sont les vitesses directe et inverse de la réaction et sont liées a la
constante d’équilibre de la réaction K, par la relation:

K; _

7 =Ko (2.0.6)

si on se trouve dans un voisinage de ’équilibre chimique. Dans le cas de I'air, supposant
qu’il est constitué de cinq especes chimiques soit, Z = {N, 0, Nz, 02, NO}, considérons la
réaction suivante:

NO+0=N+0,.

Pour cette réaction, on aura:

On trouvera dans la littérature, suivant le type de réaction que I'on considére, un grand
nombre d'expressions en fonction de variables physiques pertinentes pour ces constantes
K., K, (cf Giovengigli [8] p. 33 pour quelques problémes de combustion, {11] chap. 2 olt
{14] annexe B).

Le taux de production massique 1 de I’espéce k (c’est-a-dire la masse de I’espéce k pro-
duite par unité de temps et par unité de masse) s’écrit alors:

Q¥R ot R ¥R} - Ry REY Wi, pour 1< kS N (2.0.7)
Wi représente la masse molaire de 1’espéce k.

Si I’on s’intéresse a un ensemble de £ réactions, on indice par j les quantités précédemment
définies pour chaque réaction, et on obtient comme expression pour Qj:

£
Q= R, (2.0.9)
j=1
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Considérons maintenant le cas de l’air. On suppose que les hypothéses suivantes sont
satisfaites:
HP1 i) lair est un mélange de gaz parfaits et constitué des cinq espéces chimiques suiv-
antes: N,0,N;,0:,NO;

HP1 ii) seules les vingt et une réactions chimiques suivantes se produisent:

N+ Xpe= N+ N + Xy pour X € {N,0,Nz,Oz,NO}(2.0.10—2.0.14)

0+ X =0+0+ X pour X; € {JV,O,Nz,02,N0}<2.0.15-2.0.19)
NO+Xi=N+0+ X; pour X; € {N,0,N;,02,NO}2.0.20-2.0.24)
NO+O=N+0y (2.0.25)
N, +0=N+NO; (2.0.26)
N, +0; =NO+ N 404 (2.3.27)
N, +0;, = NO+ NO; (2.0.28)
NO+NO=N+N+0+0; (2.0.29)
NO+NO=N,+0+0; (2.0.30)

et se trouvent dans un voisinage de I'équilibre chimique.

Remarque

Une hypothése standard est que pour des densités faibles tout mélange gazeux se comporte
asymptotiquement comme un gaz parfait.

Nous désignon§ par Rf le vecteur (Ri , ...,R;’;)T, et par R; le vecteur (R; - Rj_l.’ . RZ, -
R;‘)T de la j'*™¢ réaction, pour 1 < j < 21. Ecrivons les vecteurs Ry, R; et Rys,

correspondant aux réactions (2.0.11), (2.0.16) et (2.0.24) par exemple. On a:

Ry = (-2Wy,0,Wn,,0,0)7; R; = (0,-2Wo,0,Wo,,0)T;
Ris = (-Wn,-Wo0,0,0,Wno)T. (2.0.31)

L’intérét d’introduire les vecteurs ff,- comme représentant la j**™° réaction chimique réside
dans les remarques suivantes: les réactions chimiques que 'on considére ne sont pas
linéairement indépendantes, mais doivent étre “équilibrées” pour respecter le principe de
Lavoisier, c’est-a-dire ne créer ni ne détruire d’atomes. On traduira cela pour les vecteurs
Rj (objets plus manipulables) par: Pensemble des ﬁj ne constitue pas une famille libre
mais engendre un espace appelé espace des réactions chimiques ou noyau de la matrice
stoechiométrique. Cette propriété est nécessaire. Ainsi grace & des arguments d’algébre
linéaire on peut décider du nombre et des réactions qu'il faut prendre en considération.

Introduisons quelques notations. On désigne par M = (My,..., Mn)T le vecteur des
masses partielles (masses de chaque espéce), et par G*(T, P, M) le vecteur (u(T, P, M),.
s %(T, P,M))7 des potentiels chimiques (voir {14] pour une définition par exemple).
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Maintenant montrons que le T.P.M.E peut s’exprimer & partir des potentiels chimiques p
des différentes espéces. Ayant un mélange de gaz parfaits on a ’expression suivante pour
les potentiels chimiques uf de chaque espéce k,1 <k < 5:

T
ui(T,P,M) = h(T) - T/ CP.T(") dre
To

My

R’Tf{ log(P) + zog<§5“’~—&)} +7T6C,,, (20.32)

i=1 W;

ol he(T) représente 'enthalpie par unité de masse de la £'™¢ espéce 3 la température T,
et ol Cp,(T) représente la chaleur spécifique & pression constante et par unité de masse
de la k*¢™¢ espéce:

d

Cp (T = ﬁhk(T).

La quantité Ty € R% est une borne arbitraire, et €y, est une constante.
q + *

Il existe différents modéles qui précisent la dépendance de ’enthalpie massique par rapport
3 la température. Les modeles de Straub [13], de Park [12] ou de Gardiner [6] consistent
a approcher les enthalpies massiques hx(T) des espéces par des fonctions polynémiales
de la température, & estimer les constantes éo. et a préciser les constantes K., Ky, K,
comme des fonctions réguliéres de la température et de la pression. On peut trouver ces
approximations dans [2], [6] ol [12] par exemple. Dans la suite de ce travail, nous ne
considérerons que de tels modéles.

Définissons la fonction £x(T') par:
T
&(T)=h(T)-T / -C-P_;@df +71C,,,
To

lorsque les enthalpies massiques sont approchées par des fonctions polynémiales de la
température.
Soit la réaction (2.0.4) par exemple, la vitesse d’avancement ¢ de cette réaction (voir

(2.0.5)) s’écrit en fonction des masses partielles {M"}i=1 comme

Ve K Do GB)% K T, G . (2.0.33)

Tiavi Th= ":
M; .
(zz:l —Wf) (22:1 %IL)

On calcule alors la quantité suivante (ol les composantes du vecteur R sont définies par
q P P
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(2.0.7)) :

(T, P,M)TR~ (T, PMYTR
e""{ RoT } e"p{ RoT }‘
} Mo, G
(z;l LA

:

exp{ E?f [i E(Thwy Wk} + zs: log(P*)

k=1

k=1

On pose
1S s _
A(T,P)= exp{ T [Z &(T)u;Wk] +)_ log(P* )},
k=1 k=1

AT, P)= exp{L [25: Ek(T)V;:Wk} + i Iog(P":)}’
R,T Foe =

et on définit H_(T, P) et H.(T, P) par:

ae KT, P)
A_(T,P)’

aet K4(T, P)

HAT.P) = A(T.P)

Ho(T,P)%
1l est alors aisé de déduire de (2.0.33) que:

=z \T p— o3 7\T B+
(T, P, )T R EORATRY )y

BT } — Ho(T, P)exp { BT

En considérant la réaction a I'équilibre chimique on a ¢ = 0; (Z* )Tﬁ = 0 (d’aprés le lemme
2.3.1 puisque R appartient au noyau de la matrice stoechiométrique), cette derniére relation
entraine:

g=H_(T, P)exp{

. {ﬂ‘(T, P,M)Té-} — exp {ﬁ‘(T, P,M)Tﬁ+} _

ReT RoT o
oo {ELZTIN 1 o (EELIDTEY)

Nous déduisons alors de ¢ = 0 que: H_(T,P) = Hy(T, P) = H(T, P), ce qui avec (2.0.34)
permet d’écrire:

) { @(T,P,M)TR- } —exp {M}] (2.0.35)

Aq-_—H(T,P)[ex AT AT
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Raisonnant de méme pour les réactions (2.0.10),..,(2.0.30), de la définition (2.0.7) nous
déduisons que ’assertion suivante est satisfaite:

P1 pour tout 1 < j < 21 il existe H;(T, P) € C}{(R})%;R3) telles que:
. B(T,P,M)"R;
(T, P, M) = ;H,(T P)[ (_ﬁo_f_))—
(ﬁ'(T, P, M)TR;
exp| ———"L

T )][R+ R7] W(T,P,M)e (R} x (RY)S, (2.0.36)

ot (*(T, P, M) désigne le vecteur (Qi(T, P, M),...,Qi(T, P, M))".
Remarque,
Lien entre wy et Qf. Au chapitre 1 nous avons défini wy la production de masse de ’espéce k

par unité de temps et par unité de volume comme une fonction de T, P et ﬁdg (01,-0n)T
les densités des espéces. Donnons la relation qui lie wy 3 Qf. On a:

5
we(T, P, 5) = (T, P,p)(D_ p;) pour 1< k < 5.

j=1

Utilisant la propriété d’intensivité (homogénéité de degré zéro) de 2} par rapport a M
(qui est une conséquence de P'intensivité de fi* cf (2.0.32)), il vient:

wi(T, P, §) = Qi(T, P, 2.0.37
(T, P, p) = Qi( Z,:M; (gm) ( )
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2.1. Espace des réactions chimiques, matrice stoechiométrique.

Dans 'ensemble des espéces chimiques Z = {z,, .., 2n} nous distinguons le sous-ensemble
X® = {z1,...,2m} constitué des M espéces chimiques atomiques, c’est-a-dire ne com-
prenant qu’un seul atome. Nous supposons que

HP2 si un atome est présent dans une espéce chimique alors I’espéce chimique atomique

le représentant existe dans Z.

Nous noterons {My,.., Mp} les masses totales des atomes {z,...,zp}. On définit la
matrice stoechiométrique A* relative a 'ensemble Z comme étant la M x N matrice a
coefficients positifs vérifiant la relation:

M =AM, (2.1.1)

ot M = (My,..,Mpy)T. La quantité A% représente le nombre d’unités de masse de
I’'atome z; dans une unité de masse de ’espéce 2z, 1 <1 < M; 1 <k < N. Ona
trivialement:

A €[0,1]]pour 1Si<M; 1<k<N
(2.1.2)

M z
Tic1 Ak =1

On remarquera que N est toujours plus grand que M qui est positif. Si on choisit
d’ordonner I’ensemble Z de la maniére suivante: {z1,..,2Mm,2M+1,-,2N} on a:

Afj =éb;; pour 1 <i,7 < M, (2.1.3)

d’ol I’on déduit que A* est de rang maximum M et que dim KerA* = N — M. Le noyau
de la matrice A% est appelé ’espace des réactions chimiques relatif a Z.
De la propriété (2.1.3) nous déduisons une base évidente de KerA*:

B = {fi 1, 3}, avec

Lo A5 1<k<M, M+1<j<N;

Ji=+46p M+1<k<SN, M+1<j<N (2.1.4)
Le vecteur f]‘ s’appelle le vecteur de formation pour la j*™¢ espéce.

Ecrivons dans le cas de I'air avec Z = {N, 0, N;,0,, NO} la matrice A*:

Wx
A7 = 1 010 -—2—2&‘/,1\,0 .
01 0 1 22

2Wno
Une base du noyau de A* est composée des vecteurs:

ff=(-1,01,0,0)"; f: = (0,-1,0,1,0);
N =W, -Wo

T __ 2 2
s = (Gt e &0 )

T 1
T 2Wwo

(- 2Wn, —2Wo,0,0,2Wno) .
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Soit Afa le sous-ensemble suivant de RS
A%, = {M € RS, tels que A"M = M}, ot M € R} (2.1.5)

Nous introduisons aussi A% le sous-ensemble de A:'q stable par les perturbations appar-
tenant au noyau de A*:

Afa ={Me A’ tels que VR € KerA®, 3¢ > 0 tel que
M +XRe A V)€ (~¢ )} (2.16)

Nous noterons B(qu) la différence suivante:
B(AL;) = Ai; \ A% (2.1.7)

A Vaide de la base B* de KerA® (voir (2.1.4)) on identifie aisément B(A%;) & A%, NORY,
ott ORS désigne le bord de RS.

Nous terminons cette section en établissant quelques propriétés que vérifie .qu.
lemme 2.1.1. Supposons les hypothéses HP1 i) et HP2 satisfaites, alors le sous-ensemble
.qu de qu, stable par les perturbations appartenant au noyau de A*, défini en (2.1.6) est

non vide si et seulement si toutes les composantes du vecteur M sont positives, ¢’est-3-dire:
.A;q 0 Me (R;)’. (2.1.8)

De plué on a la relation suivante pour les normes des vecteurs M et M:
5

si M € A%, alors ||\M|y = [|Milx, ou [|M], £y IM;l; (2.1.9)

i=1

et pour tout ensemble K compact de R on a:

U A’ est compact dans RY. (2.1.10)
MeK

Démonstration. Pour prouver asssertion (2.1.8), considérons M € (R3)? et construisons
un M € (R3)® tel que A*M = M. En utilisant la propriété (2.1.3) on pourra prendre par
exemple:

5
M= (Ml,Mz,e,...,e)T ou M; = M, - eZA:k pouri=12et
k=3
M;
min —g—.
15152 37, 5 Ak

N -

€=
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Si A;—' # 0 montrons que M € (R3)%. Soit M € .qu, on a d’apres (2.1.2) et (2.1.3):

5

M=) ALM; > M 1<i<e
et

La définition (2.1.6) de qu et Passertion (2.1.4) impliquent que M; > 0 pour 1 < < 5.

Ainsi (2.1.8) est démontrée.

La propriété (2.1.9) est une conséquence immédiate de {2.1.2).

Montrons la propriété (2.1.10). De Dassertion (2.1.9) on déduit que [J g qu est un
ensemble borné, puisque K est un compact de R?. 1l suffit alors de vérifier que | J Niex qu
est un ensemble fermé. L’ensemble | J ;. x A% est Vintersection de deux ensembles fermés:
RS et la pré-image de K (qui est fermé) par 'application continue A : R® — R?. Le lemme
2.1.1 est démontré.

0
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2.2. Quelques propriétés de la fonction d’enthalpie libre,

Soit un mélange gazeux homogene constitué de N espéces chimiques z3, ..., zy. La thermo-
dynamique postule Pexistence d’une fonction réelle gZ, appelée enthalpie libre, dépendant
de la température T, de la pression P, et des masses partielles M (la quantité de matiere
étant représentée par les masses partielles) et possédant des propriétés particuliéres que
nous décrivons dans la suite pour le cas de l'air. (cf Callen [3], James [9] par exemple).
Etudions le cas de I’air supposé étre un mélange de gaz parfaits et constitué de 5 especes
chimiques, Z = {N,0, N;,0;, NO} (cf hypothése HP11)). Nous avons alors les expressions
suivantes pour les composantes du vecteur des potentiels chimiques #* (voir (2.0.32))

i(T,P,M)= (Tp)+__R°T1 _%._ :
WP =D o T )
RT

a¢f T Cp(7) N
x(T,P) = he(T)-T B dr+ TCo, + —
T T Wi

log(P), 1<k <5.

Nous supposons que I'hypothése suivante est satisfaite:
HP3 les fonctions x(T,P) € Cz([RfF]z;R) pour 1 <k <5.
Pour i = 1,2,..,5 nous définissons I le sous-ensemble de R3 par:

T = {M € RS tels que M; =0}, (2.2.1)

et la fonction gZ par:

13 M,
z . déf My W, ~ 12 .15
%(T,P, M) < ;-:, xk(T,P)Mk+melog(—E?=: %)],VT,P,MG [Ri] x R3]

(2.2.2)
Nous noterons Z;(M) le sous-ensemble de Z comprenant les espéces qui ont une masse
non nulle dans le vecteur M, et M représente le vecteur ayant pour composantes les
composantes non nulles du vecteur M.
Concernant la fonction ¢Z nous avons les résultats suivants:

Lemme 2.2.1. Supposant les hypothéses HP1 i}, et HP3 satisfaites, alors la fonction g2
définie par I’expression (2.2.2) vérifient les propriétés suivantes:

‘ { g%(T,P,01) € C*([Ry)” x [R3]*R) nCO((R3)” x [R$ \ O]; R); 223)
g%(T, P, M) = ¢2:((T, P, NY), -
- Z Y,
)T, P, M) = OL%T;M’:M, (2.2.4)

Démonstration. L’assertion (2.2.3) est immédiate & vérifier en utilisant la propriété bien
connue du logarithme: lim,—¢ zlogz = 0. Le lemme 2.2.1 est démontré.

0
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Lemme 2.2.2. Supposant les hypothéses HP1 i) et HP3 satisfaites, alors les dérivées de
la fonction gZ définie par Pexpression (2.2.2) vérifient les propriétés suivantes:
i¥(T,P) € (R})’ Jim p(T,P, M)=-oosi My € T\ 0,1 < k<5,
=eiviy

pi(T, P, M)W,
ReT

et est continue sur (R‘+)2 x [R5\ 0] pour 1 < 5,k <5. (2.2.5)

u) Oui (TPM) p{ }eﬁsteV(TvP,M)G(Rl)zx (RE\O]

De plus,

g? est une fonction convexe, homogéne de degré 1 de la variable M,YMe (R;)s;

(2.2.6)
Ker H(T, P, M) = span(M); (2.2.7)
ou H*(T, P, M) est le hessien de g%(T, P, M) par rapport a la variable M.
Démonstration. On a:
H3(T, P, M) = 0, (T, P, M)
R,T [Zk_ LA ]
= §ij — M € (R} (2.2.8)
W zk . w,‘ > W, +)
Montrons l'item (2.2.7). On a:
5 M
Tiet Wf 1 ]
Y bij— = |M;=0 1<i<5,
= Wi Zk Lt [ W;
d’otr
H*(T,P,M)M = 0.
Supposons maintenant que:
H(T,P,M}R =0,
c’est-a-dire
5 5
M\ R; R; .
— = = L <t <35
(k; Wk>Mi ]; W, 1<i<5 (2.2.9)

Posons
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L’égalité (2.2.9) s’écrit alors:

Ri R .

—_—— <1<

M, - 1<: <9,
donc R et M sont colinéaires. L’homogénéité de g% par rapport & M est immédiate.
Montrons que gZ est convexe. Pour cela il suffit de vérifier que (cf Ciarlet [5) théoréme
7.4.3 p. 155)

P

(G- M) (T, P3E)(G - M) 2 0v G, M ¢ (Ry)', G # M. (2:2.10)
Calculons

Q- M)

(@ - M) HY(T,P,M)(G - M) = ROT[E(MW

> (Q - M)i(Q - )
i,jz=1 WW Zk—l W J]

Posons z; & (Q — M); pour 1 <i <5 et calculons

5 2 5
def Ti%; zi MM, zi zk MiMy
E= ;g Wi W WW; T e MWW 2::1 M My Wi,
l s [x MMk i Tk M; M, + iLM‘M"]
2. TWWe M M Wil | MEW, W
5
1 xk 2
=3 > N Y “/rs
2wak o, "l 20 (2211)

...

"

De linégalité (2.2.11) on déduit (2.2.10) puisque T > 0, M € RS et les Wi > 0 pour
0 <k <5. Le lemme 2.2.2 est démontré.

m}
Remarques 2.2.1.

Ona E=0& @ — M =AM, ainsi la fonction g7 sera strictement convexe sur les sous-

5
ensembles convexes B C (Rf,,) définis par des contraintes affines, par exemple: B e

_ L o 2
{Me (R:_)S,BM = C avec B une 2 x 5 matriceet C' € (R;) un vecteur donné. }

Nous terminons cette section en mentionnant deux propriétés que satisfont les potentiels
chimiques. Nous notons M; le vecteur de RY dont les composantes sont celles du vecteur
Me RS, & Pexception de la jieme:

M; € My, My My, ., Ms)T.
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Lemme 2.2.3. Supposant les hypothéses HP1 i) et HP3 satisfaites, alors

Vi €{1,..5}VK C (R})? x [R1 \6] compact et Vs € R, il existe £(j,K,s) > 0
tel que si 0 < M; < £(j,K,s) alors ui(T, P, M) < sV(T, P, M;) € K. (2.2.12)

Démonstration. Les fonctions x; sont continues (voir HP3), et K est un domaine compact.
On pose

25: %))J_Romax - T+

i%ji=1 (T,P,M;)ex

RoT N M W,
[s - (T,:A{;ijex (Xj(T, P) - V, log (i¢%:=l W,))]+ R min(T,}:,A?;)elcT

. Ry, T
E(j,s) “s—  max xi(T,P) — =——1lo
[ (T,P,A'i,)ex( ! W; g(

ot le symbole |- ]* signifie la partie positive, respectivement la partie négative de I’expres-
sion entre crochets.
On définit £(7,K,s) par:
: déf .
£(4,K,s) = W;exp (E(j,5))
La croissance de la fonction log par rapport  la variable M, > 0 permet d’établir I’assertion
(2.2.12). Le lemme 2.2.3 est démontré

0
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2.3. Equilibre chimique de I'air.

Pour des valeurs de la température, de la pression et des masses d’atomes N et O données,
(T,P,M) € (R_‘F)2 x [RZ \ 0], on définit le vecteur C*(T, P, M) des masses partielles &
Péquilibre comme réalisant le minimum suivant:

¢%(T,P,C*(T,P,M)) = min ¢%(T,P,M"). (2.3.1)
M'eRS\G
A*M'=M
Dans ce qui suit, nous nous intéressons a P'existence, la continuité et la dérivabilité de
C*(T, P, M) lorsque M € (R} )*.
Lemme 2.3.1. Supposons les hypothéses HP1 i), HP2 et HP3 satisfaites. Si M € (R3.)?

alors la solution C*(T, P, M) du probléme (2.3.1) existe, est unique et est caractérisée par
les conditions d’optimalité suivantes (appelées loi d’action de masses):

i) g* (T, P,C-“(T,P,/\'—())"-f-;z =0pour2+1<j<5, ou f;‘ est défini en (2.1.4),
ii) A*CH(T,P,M)=M,
ili) le vecteur C* est positif i.e

C*(T,P,M) € (R})°. (2.3.2)

Démonstration. 1) Nous montrons que si C* existe alors il est positif. 2) Nous montrons
que C* existe. 3) Nous donnons une caractérisation de C* .

1) Pour M € (R%.)? nous savons que .qu # 0 d’aprés (2.1.8). Montrons que si C* existe
alors C*(T, P, M) ¢ B(A3,) = A%, N ORY, ce qui prouvera litem iii). Raisonnons par
I’absurde, mais auparavant établissons que:

VM € B(A%,), IR € Ker A® tel que M + R € A7, Ve € (0,1]. (2.3.3)

En effet, IM* € qu (puisque non vide) et donc M} > 0 pour 1 < ¢ < § (voir (2.1.7)).
Posons alors, I__? =M - Il?_, il est évident que Re Ker A% et de plus M =M+ R =
M +¢(M* — M) = (1 — €)M + eM" appartient bien a A%, Ve € (0,1].
Supposons que C*(T, PM)e B(A%;). De la dérivabilité de g2 on déduit qu'il existe 8,
0<0<1 tel que:
9%(T, P,C*(T, P, M) + €R) - ¢*(T, P,C*(T, P, M)) =

eii*(T,P,6eR + C*(T,P,M))"R. (2.3.4)

Par définition de R (voir (2.3.3)) on a R; > 0 si M; = 0 (puisque M* € A%,). 1l existe

€1 > 0 tel que Ve < ¢ on ait 8eR + C*(T,P,M) € (R;)s. Les composantes non négatives
de @*(T, P, 6eR + C-"(T, P,M)) sont bornées, alors le comportement asymptotique de ji*
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(voir (2.2.51))) permet de choisir € suffisamment petit tel que le membre de droite de (2.3.4)
soit strictement négatif. On contredit ainsi (2.3.1) et on a montré que C* est positif.

2) Montrons l'existence et P'unicité de €.

Pour M € [R;]2 A, est un ensemble convexe fermé et borné d’aprés (2.1.9). Pour
T, P, M fixés la restriction de gZ & .A;.{ CR} \ 0 définit une fonction continue (voir lemme
2.2.1). Le théoréme 8.2.1 de [5] fournit Pexistence d’un minimum C*(T, P, M) € Ay
L'unicité de C* est une conséquence de la stricte convexité de gZ sur qu (voir remarque
2.2.1).

3) Nous donnons une caractérisation de é=.

La fonction gZ est dérivable dans [R;]z x [R;]5 (voir lemme 2.2.1), C* € [R;]s, la
contrainte est affine, la condition d’extrémalité s’exprime par: V Mgz (T, P, ¢t } appartient
a Porthogonal du noyau de la matrice A* (voir par exemple le théoréme 7.2.3 de {5] p. 148
ol les ¢; € L(R%;R) sont définies par ¢;(¥) ¥ Z;:; Afvi — M, 1 £1<2) Clest ce
qu'exprime 'item i). Le lemme 2.3.1 est démontré.

a
Concernant la régularité de C* on a le résultat suivent:

Lemme 2.3.2. Supposons les hypothéses HP1 i), HP2 et HP3 satisfaites. Si M € [R3)?
alors C* défini par (2.3.1) vérifie: C*(T, P, M) € C*{([R3)? x [R3]% [R3]%).
Démonstration. On définit les fonctions de classe C! suivantes:
S *12 *12 .
G Ry x Ry x[Ry]* — R
T,P,M,M - G(T,P,M,M)
ot Gi(T, P, M, M) ¥ (ﬁ+2)Tﬁ’(T, P, M) pour k =1,2,3;
Gk(T,P‘M,M) o (A’M - M)k , pour k=4,5;
< » 12 «12 PR 12 «12
G: R x R x[R]" — [R3)? x R3] O
T,P,M,M — (T,P,M,G(T, P, M, M)).

Pour démontrer le résultat de régularité pour C*, nous utilisons le théoréme des fonctions
implicites pour la fonction G, puisque le systéme constitué par: (2.3.2) i) et (2.3.2) ii) est
équivalent & G(T, P,M,C*) = 0. Pour tout T,P,M € [R‘+]2 x [R;]s, un calcul simple
permet d’écrire, la matrice jacobienne J(T, P, M ) de G par rapport & M sous la forme:

3T, P,M)= (F.]H‘(i‘,tP,M)) , matrice 5 x §

ou F représente la matrice 3 x 5 suivante:

<(f‘;>T)
)
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- - 3
Etudions la régularité de J(T, P, M) lorsque M € qu n (Rl) . Soit 7 € RS tel que

JT,P,M)§=0. (2.3.5)
L'ensemble {f%, fZ, fz} forme une base de Ker A%, donc (2.3.5) se réduit a:
7 € Ker A® et H*(T, P, M)7 est orthogonal & Ker A*. (2.3.6)

Soit encore,
g€ Ker A* et §TH*(T,P,M)§ =0,

d’ou I'on déduit (en développant sur la base des vecteurs propres), puisque H* est semi-
définie positive:
g€ Ker A* et H*(T,P,M)j = 0.

Le lemme 2.2.2 item (2.2.7) fournit: § € span (M) mais comme M € A’ et que Me
(R;)Q on a span (M)NKer A* = {0} d'ot § = 0. Ainsi la matrice J(T, P, M) est réguliere
pour tout T, P, M € [R;]zj [R;]s.
Montrons que la fonction G est une fonction injective. Pour cela il suffit de vérifier que
pour 1\21,1‘22 € (R;)s on a:

G(T,P,M,M,) = G(T, P, M, M,) = M, = M,.

La relation é(T, P,/\;i,l\?l) = G"(T, P, J‘Z,Mz) se traduit par: Ajﬁ ~ M, € KerA*® et par:
(f“,g)T[/o1 HE(T, P, sMy + (1 — s)M,) (M, - ﬂg)ds] =0 k=345
Les vecteurs {f;,f;,ﬁr,} engendrent kerA’® et M - M, € KerA*, on a donc :
/o l (M, = ¥,) "H* (T, P,sMy + (1 — s)M) (M, — M) ds =0,
et comme H* est semi-définie positive, on a:
(M — M) THE(T, P,sMy + (1 - s)M) (M, - M;) =0 Vs € [0,1].
Si M, # M on en déduit puisque H* est semi-définie positive:

1, % mnym
“'(T,P,E(Ml + M)} (M - Mz) = 0.



38 Chapitre 2. Quelgques propriétés thermodynamiques de l’air

On déduit alors de I'item (2.2.7), qu'il existe A € R tel que:

(Ml + Mz) = /\(M] - Mg),

N —

d'ott My =0 ou M, =0, ce qui n’est pas possible puisque My, M, e [R;]s. La fonction G
est injective sur son domaine de définition.

Si on note Igs I'opérateur identité de R* dans R?, et K(T, P, M, M) la matrice jacobienne
de G par rapport aux variables T, P, M, il est immédiat de vérifier que la matrice jacobienne
de la fonction § par rapport aux variables T, P, M, M s'écrit:

IRl-‘ - 0 -
K(T,P, M, M) }T,P,M)/’

et représente une application réguliere de R? dans R® pour tout point du domaine de
définition de d .
On peut alors appliquer le théoréme 1 p. 93 de [4], qui fournit: G est un difféomorphisme
de son domaine de définition sur son image, d’ou (T, P, AZ,C-.’) = g“’(T, P,M,ﬁ), et donc
C* est de classe C? sur [IR;]2 X [R;]'z. Le lemme 2.3.1 est démontré.

O

Pour terminer cette section, nous donnons deux propriétés concernant les taux de produc-
tion des espéces, & savoir: Q%(T, P, M) € C" ((R;)2 x [R3\0]), et Qi(T, P, M) est positif
lorsque M = 0.

Lemme 2.3.3. Supposons les hypothéses HP1 i), HP1 ii),HP2 et HP3 satisfaites. Alors
le T.P.M.E §}* vérifie:

G+(T, P, M) € C*((R})? x [RE\ 0)).

De plus + appartient & I’espace des réactions chimiques Q% € Ker A%).
P

Démonstration. Considérant I'expression (2.0.36) de $}*, la régularité de §3* est alors une
conséquence de I’hypothése HP3 et de la propriété (2.2.5) i) du lemme 2.2.2. Par ailleurs,
on peut vérifier que les vingt et un vecteurs-réaction {R,}:;l (définis a la section 2.0 p.

22) appartiennent au noyau de ker A*. A partir de 'expression (2.0.36) de §3* on en déduit
§1* € kerA*. Le lemme 2.3.3 est démontré.
D

Remarque 2.3.1
1 € Ker A*, traduit la conservation des atomes.

Lemme 2.3.4. Supposons les hypothéses HP1 i), HP1 ii), HP2 et HP3 satisfaites. Alors
V(T,P,M) € (R})* x [R3\ 0] tel que M; = 0 on a:

QXT,P,M) > 0 pour tout i, 1 <i < 5.
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Démonstration. Nous introduisons les notations suivantes:
VM e RS, K(M)={j; 1<j<5tel que M; >0}
Pour M fixé on définit la partition p(M), p_ (M), p+ (M), p£(M) de {1,..,21) par:

p(M) = {j € {1,..,21} | K(R}) ¢ K(M) et K(R}) ¢ K(M)}

p+(M)={j € {1,.,21} | K(R}) C K(M) et K(R;) ¢ K(M)}
p-(M)={j € {1,.,21} | K(R}) ¢ K(M) et K(R}) C K(M)}
px(M) = {j € {1,.,21} | K(R}) C K(M) et K(R;) C K(M)}

L’ensemble p(l\? ) contient les indices des vecteurs-réaction utilisant des espéces qui ne sont
pas présentes dans le vecteur M, p+(M) contient les indices des vecteurs-réaction utilisant
des espéces qui sont présentes dans le vecteur M , €t ainsi de suite pour p4, p..
1l est immédiat de voir d’aprés la définition de A* (cf (2.1.1)) que si M € RS, est tel que
A*M € (R3.)?, alors toutes les espéces atomiques sont présentes, éventuellement comme
constituant d’une espéce moléculaire. On peut vérifier que si M € RS est tel que A*M €
(R%)? avec M; = 0, alors il existe une réaction (c’est-a-dire un vecteur fi,) qui produit
de D’espéce ¢ a partir d’une composante non nulle de M. Traitons par exemple le cas d’un
vecteur M donné par: MY (0,0,0,0,1)T. A partir d’un tel vecteur peut-on produire
les espéces zx pour k € {1,..,4}. La réaction (2.0.24) permet de produire les espéces
= N,zz = O avec un tel M, et la réaction (2.0.28) permet de produire les espéces
= N, z4 = 0,. Nous résumons ces propriétés par:
Soit M € RS, tel que A*M € (R} )* et soit i € {1,. .5} \ K(M), alors

(2.3.7)

soit il existe j(i) € p+(M) tel que R_ o > 0,
> 0.

soit il existe 7(i) € p—(M) tel que R](,)

La propriété (2.2.5) i) nous permet d’écrire le T.P.M.E (*(T, P, M) sous la forme:

o AT, P, M) R
0¢(T, P, M) = .GZ(M)H,A(T,P)ex (T)l R+ B;)+
i€os
T, P, )T E; _
,ez(:mHj(T’P)exP(—(—_f?oT_>[ R} - K7+
j€e-

(T, P,M)"R; i(T,P,M)TR¥\1, -, =
> Hi(T, P)[ <(——)—) exp(ﬂ—ET)—’H[R;‘ - Rj]
j€ps (M)

YT, P, M) € (R})? x [RY\0). (2:3.8)
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L’ensemble p(l\? ) n’intervient pas dans la formule (2.3.8) puisque u#(T, P, M) = —o0 pour
M, = 0. Soit M tel que M; = 0, d’aprés (2.3.7) il existe j(i) € p4+(M) tel que Ry, >0

ou il existe j(i) € p-(M) tel que R;(i

3. > 0. Pour un tel M, l'expression (2.3.8), se récrit:
i*(T,P,M)"R}
E(T.P, M) R; ) R+

o pi= ¥ T Pee( S0y
J€p4(M)
@(T,P,M)TR;\ _,
Y H,-(T,P)exp(T)Rﬁ. (2:3.9)

j€p-(M)

En effet, d’aprés la définition de pi(lv—f ) la troisiéme somme de (2.3.8) ne contribue pas
car R}, = R}t = 0 pour j; € p+(M). Comme R}, ou in); sont positifs, la propriété
Hj(T, P) € R} induit la positivité de (2.3.9). Le lemme 2.3.4 est démontré.

a
Remarque 2.3.2.

On peut simplifier quelque peu la cinétique chimique en ne considérant que les dix-sept
réactions (2.0.10),..,(2.0.26). Dans ce cas, la propriété (2.3.7) n’est plus vérifiée. On peut
néanmoins montrer que: pour tout M € R%, A*°M € (R}), tel que M; = 0, on a:
Q:(T, P, M) > 0, ce qui signifie que si une espéce disparait on ne peut plus en détruire. La
propriété (2.3.7) sert de critére pour choisir I’ensemble des réactions que ’on doit conserver
pour construire un modeéle admissible.
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2.4. Une inégalité de stabilité.

Dans cette derniére section, nous établissons une inégalité reliant le T.P.M.E ¢ défini en
(2.0.36), les potentiels chimiques px définis en (2.0.32) ou en (2.2.4) et 'enthalpie libre g2
définie en (2.2.2). Auparavant, nous rappelons un résultat concernant les valeurs propres
d’une famille d’opérateurs linéaires.

Soit un opérateur linéaire continu T(£y,..,&7) de R® dans R® (T(¢y,..,&7) € L(R%R%))
dont les coefficients sont des fonctions continues des variables réelles §),..,£7. On note
5

alors on a le résultat suivant:

Lemme 2.4.1. Soit I),..,I; sept intervalles réels et soit T({l,..,&) € C(RS;RS) un
opérateur dont les coefficients sont des fonctions continues des variables (£1,..,&7) €
I x .. x I. Alors il existe cing fonctions X;(&,,..,&) pour j = 1,...,5 continues sur
I) x .. x I dont les valeurs aux points £, .., &7 représentent les valeurs propres, répétées
suivant leur multiplicité algébrique, de I'opérateur T(€1, .., &7).

{,\,,(51, ..,f-,)} . les valeurs propres de T, répétées suivant leur multiplicité algébrique,

Pour une démonstration de ce résultat voir le théoréme 5.2 p. 126 de Kato [10] et son
extension au cas de plusieurs parameétres au paragraphe 7 p.133.
Soit F un sous-ensemble fermé de (R} )?, on a alors le résultat suivant:

Théoréme 2.4.1. Supposons les hypothéses HP1 i), HP1 ii), HP2 et HP3 satisfaites.
Alors pour tout sous-ensemble compact B de F x (R} )?, il existe une constante k(B) > 0
telle que:
&°(T, P, M) 5*(T, P, M) < ~k(B){g*(T, P, M) - ¢°(T, P,C*(T, P, A* M))}
¥(T,P,M) € F x (R})® avec (T, P,A*M) € B. (24.1)

Avant de donner la démonstration du théoréme 4.2.1, introduisons quelques notations qui
nous seront utiles par la suite.
Soit K le sous-ensemble de F' x (R}.)* défini par:

K ¥ ((T,P,M) € F x (R})® tels que (T, P, A* M) € B).

Pour tout (T, P, M ) € K, (T, P) appartiennent & un borné de F et A% M appartient 2 un
borné de (R3.)? donc d’aprés (2.1.9) le vecteur M appartient & un ensemble borné de R3.
L’ensemble K est borné.

On définit K4 le sous-ensemble de K suivant:

K., ¥ (T, P, M) € K tels que M = C¥(T, P, A* M)}, (2.4.3)



42 Chapitre 2. Quelques propriétés thermodynamiques de lair

ou C* est défini par (2.3.1).
Soit la fonction f définie par:

f: K\ K, —R
(T,P,M) — f(T,P, M) qui a pour expression:
3z ANT =z 1
f(T, P,M) d=éf §2 (T’PaM) [ (Tv P’M) (244)

gZ(T, P, M)~ g%(T,P,C*(T, P, A*M))

La fonction f est continue sur son domaine (voir lemme 2.2.1 et lemme 2.3.3).

Donnons maintenant le principe de la démonstration du théoréme 4.2.1. Nous montrons
que f est minorée par une constante négative et que {37 est orthogonal & ° sur K eq-
Auparavant, commencons par introduire une partition de K et par donner quelques pro-
priétés que vérifie le bord de ’ensemble K.

Le sous-ensemble K., peut se caractériser comme I'image de B par I'application A:
A:F x(R})? - F x (R})®
(T,P, M) ~ (T, P,C*(T, P, M))
o C* est le vecteur des masses partielles & ’équilibre, solution de (2.3.1). On a:
Keq = A(B). (2.4.5)

La continuité de I'application (voir lemme 2.3.2 et lemme 2.2.1):

. — - - 5 - -
(T, P, M) ~ ||@*(T, P,C*(T, P, M)) iz “:"JZ(;;;(T, P,Cx(T, P, M)))’,
J=1

et la compacité de B fournissent I’existence de
. 1 .
po > 0 tel que |i*(T,P,M)|l2 < 5P0 Y(T,P,M) € K. (2.4.6)
Nous définissons maintenant D,, par:

D,, € {(T,P,M) € K tels que ||i*(T, P, M)|)z < po}. (2.4.7)

L'item (2.2.2) du lemme 2.2.3 et la propriété: D,, est borné impliquent que D,,, la
fermeture de enveloppe convexe de D, satisfait: bpo est un sous-ensemble compact de
Fx (R3)®.

Soit AK Yensemble défini par:

AK ¥ (T, P,M) € F x 3RS, tels que (T, P, A*M) € B}.
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On a K UAK ¢ K, nclusion inverse sera vraie si nous montrons que K UAK est un
ensemble fermé. Pour cela, nous écrivons:
KUAK = {F xR.}nrY(B) ol I'application r est définie par:
ri FxR — F x (Ry)?
(T, P, M) (T, P, A* M);

ainsi, K U AK est Pintersection de deux ensembles fermés car Papplication r est continue.
On en déduit:

K =KUAK. (2.4.8)
Finalement, nous définissons W par:

2> déf e

W = K\ D,,, (2.4.9)
et nous posons: N

W =W\ AK. (2.4.10)

De (2.4.9), (2.4.10) et (2.4.8) on déduit:
K=WuD,,. (2.4.11)

Ce qui se résume par la figure suivante:

De la définition de K, (2.4.3), de la définition de C* (2.3.1) et du lemme 2.3.1 on déduit:

9% (T, P, M) — g*(T,P,C*(T,P,A*M)) >0 Y(T,P,M) € K\ K., (24.12)
9?(T,P, M) — ¢*(T,P,C*(T,P,A*M)) =0 V(T,P,M)¢ K,,. (2.4.13)
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Démonstration du théoréme 2.{.1. Nous allons montrer maintenant que la fonction f est
minorée par une constante négative et que Q° et i* sont orthogonaux sur K,.,. Pour
ce faire nous distinguerons le cas on (T, P, M) € W du cas ou (T, P,M) € Dy, \ Koy,

¢’est-a-dire que nous montrerons que:

3k; > 0 tel que f(T,P,M) < -k, V(T,P,M)e W, (2.4.14)
0*(T, P, M) i (T, P,M) =0 Y(T,P,M) € K.q; (2.4.15)
3k, > 0 tel que f(T,P,M) < ~k, V(T,P,M) € D,y \ K.,. (2.4.16)

et ainsi en posant
k(B) %' min(ky, k) (2.4.17)
nous aurons prouvé I'inégalité (2.4.1) et le théoréme 2.4.1 sera démontré.
Lemme 2.4.2. Soit K.y le sous-ensemble de K défini par (2.4.2). Alors on a:
G:(T,P,M) i (T,P,M) =0 Y(T,P,M) € K.,.
Démonstration. Utilisant l’expression (2.0.36) de * on a:
G (T, P, M) @5 (T, P, M) =
& i (1, P, M) & z(T,P, )" & T
ZHj(T,P)exp(/—‘-(—L—) [1 — exp(ﬁ(_;)___].)]lj‘(]" P, M)TR,-.

= RT ReT (2.4.18)

Remarquant que la fonction F(z) £ (1 — exp(z))x est une fonction négative pour z # 0
et nulle en z = 0, la positivité de

@ (T,P,M)TR;
ROTCXP(T)HJ'(T, P)
implique que
Q4T,P,M)T7*(T,P,M)<0 (T,P,M)c K. (2.4.19)
Examinons le cas ou
Q(T,P,M)"3*(T,P,M)=0. (2.4.20)

L’égalité (2.4.18) implique que
F(T,PM)TR;j=0 1<j<2L
Les {ﬁ,}f;l engendrent une base de ’espace des réactions chimiques (voir les vecteurs

ﬁg,ﬁ7, R, définis en (2.0.31)), ainsi le lemme 2.3.1 implique M =C*. On a donc

G*(T,P, M) "7 (T,P,M) <0 W(T,P,M) € K\ Ke; (2.4.21)
G¢(T,P,M) @*(T,P,M) =0 Y(T,P,M)€ K.,. (2.4.22)
Le lemme 2.4.2 est démontrée.

O

Intéressons nous maintenant au comportement de la fonction f sur W. On a:
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Lemme 2.4.3. Soit W le sous-espace de K défini par (2.4.10) et soit la fonction f définie
par (2.4.4). Alors il existe une constante ky > 0 telle que:

f(T,P,M)< -k Y(T,P,M)eW.

Démonstration. Tout d’abord remarquons que les inégalités (2.4.21) et (2.4.12) impliquent
que f est négative dans K \ K., et donc dans W. Raisonnons ab absurdo, et nions (2.4.14):

a{T,,,P,,,A?,.} — {T,P,M)} € W et
om—-ooo

n>
lim f(Tn, Pa, M,) > 0.

La continuité de f sur W N K, et les propriétés (2.4.21) et (2.4.12) (i.e (T, P, M) ¢ D,,)
impliquent que (T, PM ) ¢ WN K. Les points de W qui ne sont pas dans K sont dans
AK. On a:

a{T,.,P,.,M,.} € W, telle que nlin;o(T,.,P,,,ﬁ,.) =(T,P,M) e AK
n>0 =

et lim f(Ta,Po, M) 20.

Le vecteur M est tel que A*M € (R,‘,)2 puisque B est compact et donc M € RS \ 0.
La continuité de gZ sur F x [R$. \ 8] (voir lemme 2.2.1), la continuité de C* (T, Pn, A* M.,)
(voir lemme 2.3.2) et la propriété (T, P,M) ¢ D,, (donc (T,P,M) # C*(T,P,A*M))

impliquent que

Jim_g%(Ta, Pn, Ma) ~ 97(Tu, Pa,C* (T, P, A*Ma)) = B> 0.

La continuité de $}* (voir lemme 2.3.3), la propriété Q (T, P,M) > 0 si M; = 0 (voir
lemme 2.3.4) et la propriété (2.2.5) impliquent que

"an'oloQ: (T">P")Mn)/‘:(anPm MYK) = —00,

pour tous les ¢, 1 < ¢ < 5 tels que li.gn,,._.°c> M,; = 0. On obtient donc une contradiction
avec la propriété limnmco f(Tn, Pn, Mn) > 0. Le lemme 2.4.3 est démontré.

O

Intéressons nous maintenant au comportement de f sur D,,. On a:
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Lemme 2.4.4. Soit K4 les sous-ensembles de K et D,, définis par (2.4.3) et par (2.4.7),
et soit f définie par (2.4.4). Alors il existe une constante k, > 0 telle que:

f(T,P,M) < ks V(T,P,M) € Dy \ Koq.
Démonstration.

-\ T - o -
1) on majore (Q‘) i’ en fonction de —||M — C*||2 ¥(T,P,M) € D,,;
2) on estime g%(T, P,J\/?) - ¢%(T, P,Cr‘) en fonction de || M ~ 5‘”%

1) Pour tout L > 0, on définit af, q-g l_exb(_[‘ ;on a:

(1 —exp(z))z < —arz® Vze|-L,L)

R . H;(T, P)
= mn min —_—
19582 (rpay)er \ FoT

(un tel minorant existe car les H,(T, P) sont continues et positives), soit r > 0 définit par:

Soit k > 0 défini par:

r ¥ max =& |l2.
1580 (t.p.41)eR RoT

En posant L & Poax) <<t Ile'Iz, de (2.4.18) nous déduisons I'inégalité suivante:

21 2
(7, P, W) (T, P,3) < —arkexpl=pon) Y (T PR, ) MT,P.A) € Do
j=1
(2.4.23)
Soit P I'opérateur de projection sur Ker A%, dans la suite, nous noterons respectivement
par dic.r a5 CK" 4+ les vecteurs Pji*, PC*.
La famille {R }2L, est une famille génératrice de Ker A%, il existe donc une constante

é> 0 telle que:
21

2
Z(ﬁ‘(T, P,M)TR,«) > e\ Ter 4+(T, P, WD), (2.4.24)
j=1

L’inégalité (2.4.23) devient
(4T, P, M) i*(T, P,M) < —Cl|ftycer o+ (T, P,M)Il; V(T,P,M)€D,y,  (24.25)

ou C = éapk exp(—por).
La formule de Taylor avec reste intégral s’écrit:

@*(T,P,M) = §*(T,P,C*(T, P, A* M))+

b
/ H*(T, P,C*(T, P, A*M) + t{M — C*(T, P, A* M)})dt(M ~ C*(T, P, A*M)). (2.4.26)
0
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On projette cette relation sur Ker A* et on utilise les lois d’action de masse (2.3.2) i),
c’est-a-dire . . .
Bier (T, P,C*(T,P,A*M)) = 0,

il vient:

1
B (T, P, M) = [ / H*(T, P,C*(T,P, A* M) + t{M — C*(T, P, A* M)})
. 0

(M -C*(T,P,A*M)) dt] . (2.427)
Ker A%

Posons HX(T, P, M*) = H*(T, P,C*(T, P, A* M) + t{M — C*(T, P, A* M)}) et multiplions
gauche par (M — C*(T, P, A*M)), (2.4.27) devient
(M - C*(T,P,A* M) jik., 4:(T, P, M) =
(M =C*(T, P, A* KT [ /0 l H*(T, P, M*)(M - C*(T, P, A* M)) dt] R (2.4.28)
comme (M — C*(T, P, A* M)) € Ker A*, on a:
(M - C*(T, P, A" M) iy or 4o (T, P, M) =

1
(M = C¥(T,P,A*M))T / H*(T,P,M*)(M - C*(T, P, A*M))dt. (2.4.29)
0

Nous pouvons récrire la relation (2.4.29) sous la forme:

(M - 6I(T? P’ AZM))Tﬁ;(erA’(Tv P’ M) =
1
(M - C*(T,P,A*M))T / PTH(T, P, M*)P(M — C(T, P, A*M)) dt.
0

Pour t € [0,1], (T, P,M) € D,,, on a (T,P,M*) € D,,.
D’autre part, la matrice PTH?(T, P, M*)P est une matrice symétrique définie positive (voir
lemme 2.2.2) dont les coéfﬁﬁnts sont des fonctions continues des variables (T, P, M *)

lorsque celles-ci parcourent bpo.
Le lemme 2.4.1 fournit I'existence de {;(T, P, M}, .., M?)} fonctions réelles continues sur

-1‘): pour j = 1,...,5 représentant les valeurs propres de la matrice PTH*(T, P, M *)P,
répétées suivant leur multiplicité algébrique. L’application

(T,P,M*) — Din A, (T,P,M;,..,M;)

est une application continue sur D,, (puisque les fonctions A ;(T, P, Mj, .., M) sont contin-
ues). Ainsi Apin (T, P, M') “ minggj<s Aj (T, P, M, .., Ms‘) est une application continue
sur D,,. On pose

MY min AT, P M),
(1.p¥+)eD,,
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Puisque la matrice PTH(T, P,M‘)P est une matrice symétrique définie positive on a
A* > 0.
On déduit alors de (2.4.29)

(M =CX(T,P,A* M) Eier a:(T, P,M) > MM =~ C(T, P, A*M)|l}, (2.4.30)

Zier 4= (T, P, M)ll2 2 A"||M ~C*(T, P, A*M)|l: ¥(T,P,M)€ D,,. (2.4.31)
L’inégalité (2.4.25) devient:

OH(T, P.M)T3(T, P, M) < ~C(\" VM ~C*(T,P, A*M)|l} W(T,P,M)€ D,,. (24.32)

2) Examinons la différence de la fonction d’enthalpie évaluée en M et en C*. Le dévelop-
pement de Taylor de la fonction g2 s’écrit:

J%(T,P,M) — ¢%(T,P.C*(T,P,A*M)) =

%(M ~ C*(T, P, A* MY)TH*(T, P,oM + (1 - 6)C* (T, P, A*M))Y(M - C*(T, P, A* M),
(2.4.33)

ou 0 < 6 < 1. Sion note A* le maximum suivant:

A® o max max A;(T,P,M*) >0,
(T.P.41+)eD,, 1SIS8

on a:

A
2

\M ~ (T, P,A*M))3 Y(T,P,M)e D,,.
(2.4.34)

g%(T, P, M) - ¢*(T,P,C*(T,P, A*M)) <

2C(A°)?

- et le lemme 2.4.4 est démontré.

on pose alors k; =

O

Le théoréme 2.4.1 est démontré.

0
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CHAPITRE 3

Estimations d’erreur pour un probléme
parabolique non linéaire dégénéré

Résumé. Dans ce chapitre nous considérons une équation aux dérivées partielles de type
parabolique qui dégénére sur un bord du domaine. Cette équation peut étre interprétée
comme une modélisation de la diffusion de particules en physique des plasmas, ou encore
comme une modélisation simplifiée d’une couche limite visqueuse en dimension deux. On
rappelle des résultats connus d’existence et d’unicité pour la solution faible. On définit
ensuite un schéma aux différences finies implicite; on obtient une estimation de 'erreur
tenant compte de la régularité de la solution exacte. On donne un algorithme pour calculer
la solution numérique a chaque pas de temps et on montre la convergence de cet algorithme.
Mentionnons que ce travail a été réalisé en collaboration avec P. Lesaint de ’université de
Besancon (voir {13]).

51
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3.1. Introduction.

L’équation que nous nous proposons d’étudier modélise la diffusion des particules en
physique des plasmas (voir Drake et al [9] équation A1), ou la fonction inconnue u repré-
sente la densité de particules. Plus généralement, elle appartient 3 la classe d’équations qui
modélisent mathématiquement les phénoménes de diffusion rapide. En effet, si I'équation
est récrite comme il est classique de le faire pour les problémes paraboliques, en posant
v = u?, elle se met sous la forme: v, = (v”')” avec m = 1. Le coeficient devant le terme
de diffusion devient infini lorsque v s’annule puisque 0 < m < 1.

Ces équations ont été étudiées par de nombreux auteurs d’un point de vue théorique,
citons par exemple: Aronson {1], Aronson et Bénilan {2], Berryman et Holland (5], Herrero
et Pierre {11], Oleinik {17], Peletier {19], et Sabinina [21].

Notons que du point de vue numérique un résultat de convergence a été obtenu par De-
scloux pour un probléme similaire, voir {8}.

Le probléme que nous nous proposons d’étudier du point de vue de I’approximation
numérique peut étre aussi considéré comme une simplification des équations de la couche
limite visqueuse bidimensionnelle en mécanique des fluides. Considérant un corps plongé
dans un écoulement de fluide incompressible, si on néglige les termes de transport dans
la direction orthogonale au corps, l'inconnue u représente la vitesse du fluide suivant la
direction tangente au corps et la variable r représente la distance au corps (voir Oleinik
[16] par exemple).

Pour T' > 0 fixé, soit @t le domaine (0,1) x (0,T), le probléme (P) que nous considérons
s’écrit:

Trouver u(z,t) : Qv — R solution de:

Uy — Uz, =0 dans  Qr;
u(z,0) = ug(z), dans (0,1)
w(0,8) =0, u(1,t) = wy(t) dans  (0,T).

Le probléme (P) est un probléme parabolique non linéaire qui dégénere dans un voisinage
d’une partie du bord de Qr (la partie ot u s’annule). Le but de ce travail est d’obtenir des
estimations d’erreur lorsque le probléme (P) est approché par une méthode de différences
finies.
A la section 2, nous rappelons un théoréme d’existence et d'unicité de la solution (dans
un sens a préciser) du probléme (P), nous donnons un schéma de la démonstration de ce
théoréme et nous nous intéressons 4 la régularité de u; dans le cas particulier o u; = 1.
A la section 3 le probléme (P) est approché par une méthode de différences finies implicite
en temps. Nous montrons I’existence et la stabilité de la solution approchée ainsi définie,
puis, en adaptant une technique développée pour le probléme de Stefan par R. Nochetto
[15], nous établissons une majoration d’erreur entre la solution exacte u et la solution
approchée U, a savoir:

I~ wllagr) < €5 + k),
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ou T et h représentent respectivement les pas de la discrétisation en temps et en espace.
Le terme en 7‘; présent dans cette majoration provient de la dégénérescence du probléme
dans un voisinage de £ = 0.

A la section 4, nous définissons un algorithme permettant de calculer la solution du
probléme approché & chaque pas de temps, et nous montrons la convergence de cet al-
gorithme.

Enfin & la section 5, nous donnons quelques généralisations possibles des résultas obtenus
pour ce probléme dans les cas oi1 le terme uu¢ est remplacé par u?~tuy, p > 2, et (ou) la
dimension d’espace n = 2.
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3.2. Existence et unicité de solutions du probléme continu P,

Le résultat d’existence et d’unicité de solutions en un sens faible du probléeme (P) que
nous donnons a été démontré dans Sabinina [21] et dans Oleinik et al [18] par exemple.
Pour des raisons d’exhaustivité et de clarté nous rappelons succinctement la démarche
de la démonstration. Remarquons que d’autres résultats d’existence et d’unicité de so-
lutions du probléme (P) en un sens plus faible {u(z,t) n’est pas continue sur Q7 mais
C%0,T; L*(0,1))) ont été obtenus dans (2], {3], {19], {11]. Nous donnons d’abord les
définitions des espaces fonctionnels que nous utiliserons et la définition d’une solution
faible, puis nous énongons le théoréme d’existence.

Soit V' 'O(QT) et W) (QT) les espaces définis par:

V2 (Qr) ¥ C%(0, T; L*(0,1)) n L¥(0, T; H'(0,1))

WiNQr ¥ (v e HY(Qr), (0,t) =¢(1,t)=0, 0<t<T;
o(z,T)=0, 0<z<l1}

Soit D un ouvert de R, n=1oun =2, C%D) désigne l'espace de Banach constitué des
fonctions continues sur D muni de la norme du supremum.

Maintenant précisons les hypothéses que nous supposons satisfaites concernant les données
du probléme (P).

HP1 ug et u; sont respectivement de classe C! sur [0, 1] et sur {0, 7).

HP2 ul(O) = uo(l), uo(O) =0.

HP3 uy et u, sont des fonctions non négatives, de plus 38 > 0 tel que ug(x) > Bz, pour

0<z<], etuy(t) > Bpour0<t<T.

Avant de donner la définition d’une solution faible pour le probléme { P}, rappelons que si
une fonction 1 appartient & ’espace VZl ®(Qr) alors ¢ appartient en particulier a I'espace
L*(Qr). De méme, si une fonction v appartient & Lespace W, (Qr) alors ¢ appar-
tient & 'espace C°(0, T; L*(0,1)). Nous pouvons maintenant définir une solution faible du
probléme (P) par:

Définition 3.2.1. La fonction u € V,"°(Qr) est dite solution faible du probléme (P) si:

. /1 —ul(z)p(z,0)dz +/;2 [2uz(z, t)pr(z,t) - u?(z,t)pe(z,t)] dzdt = 0

Yo € W3 (Qr); u(0,8) =0, u(1,t) =u,(t), 0<t <T.

Nous pouvons maintenant énonger le résultat principal de cette section sous la forme du
théoréme suivant:
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Théoréme 3.2.1. Supposons les hypothéses HP1, HP2 et HP3 satisfaites. Alors le pro-
bléme (P) admet une unique solution faible u € V;*°(Qr) N L*(0,T; H?(0,1)) qui vérifie
de plus:
(i) u € C%@r) N L=(0,T; Wh>(0,1)).
(i) f: foT(u‘)"' dzdt < g ¥z, 0<z<1,otlaconstante C est indépendante de z.
(ii1) u(z,t) > Bz dans Q ot B est définie par I’hypothése HP3.

La démonstration du théoréme 3.2.1 se fait en plusieurs étapes, et utilise une technique de
régularisation due 3 Oleinik, associée au théoréme de point fixe de Leray-Schauder (voir
[21] et [18]).
(1) On introduit une suite de problémes perturbés (P¢) qui ne sont pas dégénérés, et
qui sont bien posés.
(2) On établit des estimations a priori pour les solutions des problemes (P¢).
(3) On montre en passant a la limite lorsque € tend vers zéro que la suite des solutions
des problémes perturbés converge vers une solution faible du probléme (P).

Nous reviendrons plus tard sur la démonstration du théoréme 3.2.1. Pour linstant, nous
nous intéressons aux problémes pertyurbés (P¢).

Pour tout ¢ tel que 0 < € < 1 on définit le probléme (P¢) par:

Trouver u¢ € C*NQr)NC*Qr) qui vérifie:

(v + eu; = u, dans QT (3.2.1)
u(2,0) = ug(z), dans (0,1); (3.2.2)
u®(0,t) =0, u*(1,t) =ui(t) dans (0,T). (3.2.3)

Concernant ’existence et I'unicité de solutions des problémes (P€) nous avons le résultat
suivant:

Lemme 3.2.1. Supposons que les hypothéses HP1, HP2 et HP3 sont satisfaites. Alors
pour tout ¢ donné tel que 0 < € < 1, le probléme (P*) admet une unique solution u* non
négative. De plus cette solution vérifie les estimations suivantes:

i) suplu| < C, etit) suplusl < Cy,

T Qr

ot les constantes C et C) ne dépendent pas de ¢ mais dépendent de ||uolici(fo,1)) et de
luallcr o, 1) En outre, u® € HY(Qr)n L¥0,T; H*(0,1)).

Démonstration. Pour Pexistence de u¢ € C31(Q7) N C%Q7) et pour les estimations i) et
ii) nous nous référons a [21] p. 495 et a [18].
Intéressons nous maintenant & la régularité de u¢. Si on définit v¢ par

vé(z,t) = u(z,t) — zuy(t) V(z,t) € Qr,
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on vérifie immédiatement que v¢ € CHYQr) N C*Q7) et que v¢ vérifie les équations
suivantes:

(u +eJo; =v;, - (zu)(u‘+¢)  dans  Qr
v¥(z,0) = uo(z) — zuy (0) dans (0,1);
v¢(0,t) = 0 = v'(1,¢) dans (0,T).

En posant a(z,t) = uf(z,t) + ¢ an(z,t) = 1; Po(z) = ue(z) — zu (0); et F(z,t) =
—(zuj(t))(u¢ + €)(z,t), V(z,t) € Qr, on peut alors utiliser la remarque 6.2 de Ladyzen-
skaya-Solonnikov-Uralceva [12] p.178 qui affirme que le probléme précédent a une unique
solution dans HY(@r). On a donc v* € H!(Qr). On en déduit que v, € L*(Qr)
puisque les fonctions zuj et (u* + ¢€) sont dans L=(Q7). 1l est immédiat de conclure que

u* € HY(Qr) N L*0,T; H%(0,1)).

o
Nous établissons maintenant des estimations supplémentaires pour la fonction u® et pour
sa dérivée u{ qui nous seront utiles lors du passage & la limite lorsque ¢ tendra vers zéro.

Lemme 3.2.2. Supposons que les hypothéses HP1, HP2 et HP3 sont satisfaites. Alors
toute solution u® du probléme (P¢) non négative vérifie 'estimation suivante:

(i) u‘(z,t) > Bz dans Q, ot § est définie par I'hypothése HP3.
De plus il existe deux constantes M > 0 et C; > 0 indépendantes de € lorsque 0 < e < 1
telles que toute solution u¢ du probiéme (P¢) non négative vérifie:

Gi) J} T (u)? dedt <M Vz>0, O<z<;
(i) Wut|lL2¢0,1:H%0,1)) < Co.

Démonstration. On définit la fonction e par e e Bz. D'aprés ’hypothése HP3, il est
immédiat de vérifier que la fonction e satisfait:

(ue + e)e, —€zz = 0, dans QT;
e(z,0) 20 dans (0,1);
e(0,¢t) =0; e(1,¢t) >0 dans (0,7).

La fonction u¢ étant non négative, la fonction e étant réguliére, on peut appliquer le principe
du maximum (voir théoréme 2 p. 168 de Protter et Weinberger {20]) qui implique que la

fonction e atteint son minimum sur la partie T & {0} x [0,T)u {1} x [0,T)U [0,1] x {0}
du bord de Q7. Ce qui démontre Pestimation i) du lemme 3.2.1.

Maintenant nous établissons une identité qui nous permettra de prouver les estimations ii)
et iii) du lemme 3.2.1. Pour cela nous avons besoin de I'espace de Banach E défini par

E ¥ {p € L*(0,T; H*(0,1) N H}(0,1)); %v € L*(0, 75 1%(0, 1))}
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muni de la norme suivante: |lwlle = |lvllz20,1:0200,1)) + [|f;v||u(o,7~;p(o,,)) Vv € E.
L’espace H2(0,1) N H}(0,1) est inclus dans L2(0,1) et P'inclusion est dense, on peut donc
affirmer que D([0,T); H%(0,1) N H3(0,1)) est dense dans E (voir par exemple L. Tartar
(23] p.40 ).

Nous aurons aussi besoin d’un résultat concernant les traces des fonctions de E que nous
rappelons. Auparavant précisons quelques notations. Si ¢ € L*(0,T; H(0,1)), alors ¢
s’identifie 4 une fonction ¢(t,z) et -:—,cp s’identifie & .

Il existe deux applications 9,y linéaires et continues de E — L?(0,1) définies par:

%: E—=L*0,1); ~7:E - L*0,1).
v (-, 0); v v (-, T).
Pour montrer ce résultat, on procéde par densité, c’est-2-dire que 1’on prolonge par conti-

nuité une application linéaire continue définie sur un sous-espace dense dans E. Montrons
que 7o existe et est continue. Soit v € D([0,T); H2(0,1) N H}(0,1)) et soit a € C1([0,T])

telle que a(0) = 1 et a(T) = 0. On pose w ' av et on calcule

T ;!
-—/ / w, we dzdt
o Jo
en intégrant par parties. Il vient:

T s T 1
—/(; /0 weswy drdt = %/o %/{; {wz(z,1)]? dzdt
1/ 1
= 5/0 [we(z, T))? dz — 5/‘; [we(z,0) dz
1
= 5 [ (a0 (2,00 de.
0

On en déduit la majoration suivante pour v,(.,0) en utilisant I'inégalité de Hélder:

o (0l 3(0,1) < 2| /0 T /olla(t)v,,][a(t)v, +d'(t)v] dzdt
< 20(T)vll L2co,13H20,0) [llvllm(o,r;mo,l)) + IIvzllu(o,T;Lz(o,n))]
<4C(T)lvli%-
On procéde de la méme maniére pour yr.

Dans ce qui suit, en raisonnant par densité nous prouvons une identité qui permet d’estimer
la norme L%(Qr) de u§ avec les normes C°(0,T; L*(0,1)) et C%0,1;L%(0,T)) de ut et
avec les normes C! de ug et de u;. Tout d’abord, nous translatons la fonction u¢ afin de
travailler avec une fonction nulle en z = 0 et en z = 1. Soit v¢ la fonction définie par
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v¥(z, ) E u*(z,t) — zus(t), ¥(z,t) € Qr. On a d’aprés le lemme 3.2.1 v¢ € E. Soit v¢ une
suite de fonctions de D([0, T}; H2(0,1)N H} (0,1)) telle que v, — v¢ dans E. Le résultat de
continuité des applications traces rappelé précédemment implique que vo{8;v) —+ Yo (vg)
dans L*(0,1) et que v7(8:v%) — yr(vs) dans L*(0,1).

En intégrant par parties I’expression

T 1
—/ / aﬁ,v;a.v:, dzdt
o Jo
1

T 1 1 1
- / / 2, ve 00t dedt = & / [Bvi(z, T)|? d — / (8,05 (z, O) da.
o Jo 2 Jo 2 Jo

on a:

En passant & la limite dans I'expression précédente lorsque n tend vers l'infini, il vient:

T 1 l 1 1 1
- / [ vsevidode =3 [ a3 [ b0,
0 1} 2 1 2 0

ce qui pour la fonction u¢ se traduit aprés quelques calculs élémentaires par:

T p 1 n 1t T
—/ / uf ufdzdt = -/ [ui(z,T)) dz — —-/ [us(z,0))? dz —/ uy(t)ul(l,t)dt.
o Jo 2Jo 2Jo 0

Multipliant ’équation (3.2.1) par u{ (qui appartient 2 L*(Qr) d’aprés le théoréme 3.2.2)
et intégrant sur le domaine Qr, nous obtenons d’aprés I'identité précédente:

/(;T /oz(ue + €)(uf)? dzdt +/(;T/:(u‘ + €)(uf)? dzdt + %/01 [(u;(:l:,T)]2 dz

1! 2 T
= 5/0 [u6(z)]” dz +/(; ul(1, )y (t) dt. (3.2.4)
Utilisant P’estimation ii) du lemme 3.2.1 nous obtenons une estimation de
ffu&(1, )l z2¢0,7) indépendante de . La minoration de u¢ que fournit litem i) du lemme
3.2.2, I'inégalité de Holder et I’hypothése HP1 permettent de déduire facilement de I'iden-
tité (3.2.4) estimation ii) sur la dérivée uf du lemme 3.2.2.

Remarquons que l'estimation (3.2.4) implique aussi que vu‘u§ est uniformément borné
dans L*(Qr) et montrons que u® est uniformément bornée dans L2(0,T; H*(0,1)). En
effet, réutilisant I’équation (3.2.1) on obtient:

T T
/ / (uf + €)*(uf)? dzdt =/ / (ul,)? dzdt,
o Jo o Jo
d’ou

. T r1 T 41
[ [ wteey dote < Qs +0) [ [+ ut)? dace
0 0 0o 1]
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Le membre de droite de I'inégalité précédente s’estime en utilisant 'identité (3.2.4) et les
majorations i) et ii) du lemme 3.2.1. 1 vient:

T o1
1
/ ./; (u%z:)? dzdt < (C + 1)(5"110”01([0,1]) + TCl”“l"Cl([o,l]))- (3.2.5)
0

Lestimation uniforme du sup, ;g7 |ui(z,t)| (voir lemme 3.2.1) et la majoration (3.2.5)

permettent de majorer uniformément la norme L2(0,T; H2(0, 1)) de la famille {u*}, ce qui
prouve litem iii) du lemme 3.2.2. Le lemme 3.2.2 est démontré.

a
A Taide des résultats que nous venons d’établir pour les problémes (P¢), nous pouvons
maintenant démontrer le théoréme 3.2.1.

Démonstration du théoréme 3.2.1. : Passage 3 la limite lorsque ¢ tend vers zéro.

a) Grace au théoréeme d’Ascoli-Arzéla, et grice aux estimations établient précédemment
pour la famille de fonctions {u‘}, on montre l'existence d’une fonction u satisfaisant les
estimations données par les items i), ii) et iii) du théoréme 3.2.1. b) Ensuite, on vérifie
que cette fonction u est une solution faible du probléme (P), puis on montre 'unicité des
solutions faibles du probléme (P) appartenant 3 L?(0,T; H%(0,1)).

a) Le lemme 3.2.1 fournit I’existence d’une famille de fonctions {u¢} solutions des problémes
(P*) qui appartient en particulier 4 C°(Q7). Si nous montrons que {u*} est une famille de
fonctions équicontinues (cf [21] p. 496), la famille étant équibornée de Q7 dans R (d’apres
Pitem i) du lemme 3.2.1), le théoréme d’Ascoli-Arzéla fournira 'existence d’une fonction
u € C%Qr) et lexistence d'une sous-suite {u‘*} avec ¢ = 1 telles que u** converge
uniformément vers u dans @ lorsque k tend vers l'infini.

Dans ce qui suit, il s’agit de montrer que la famille {(u‘ + 6)2} est une famille de fonctions
équicontinues. Pour simplifier 1'écriture, nous noterons v¢ pour (u¢ + €)>. On doit vérifier
que:

Yu>0,Y(z1,t1) € Qr,36 > 0, 36, > 0, tels que V(z2,t;) € Qr vérifiant
lxl - le S 60 et Itl —'t2| S 6lv alors lv((zlatl) "vc(vat?)l S By Ve’ 0<e S 1

Tout d’abord remarquons que pour tout t3,%4 € [0,T] et pour tout z,y € [0,1}, y > z en
intégrant P’équation (3.2.1) il vient:

y te 2 y
/ da:/ v dt =2 dt/ uf (z,t) dz,
z t3 t3 z

d’ott nous déduisons:

| /j [v*(a, ) = v'(a, 1)) de| = 2| /" [u5(0,) = iz, )] |-
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L'estimation uniforme sup(, = lug(z,t)| < C) (voir lemme 3.2.1ii)) permet de majorer
le membre de droite de I'inégalité précédente et on a:

y
Vu,z €10,1],z <y, Vis, ta € [0,7), / [v"(z,ts) — v¥(z, £3)] da| < 4C1Jta — ta).

L’intégrande étant continue, en utilisant la la premiére formule de la moyenne pour le
membre de gauche de 'inégalité précédente, on a:

Vts, tq € [0,T), Vy,z €[0,1),2 < y, Iz3 € (2,y) tel que
(v — Z)lv((:!:s,t,‘) - ve(l's,ta)l <4C |ty — t3|. (3.2.6)

Par ailleurs, le théoréme des accroissements finis et les estimations sup, . ea7 [u(z,t)| <
C, sup(:_,)eq—rlu;(z,t)l < C) (voir lemme 3.2.1) impliquent que:

VYm >0,Vz,z € [0,1] tels que |z — 2] < m alors
[vf(z,t) — v (z,t} < 2C(C + 1)m, Vi€ [0, T}, Ve, 0 < e < 1. (3.2.7)
Soit p > 0, fixé, et soit (z1,t1) € Q7 arbitraire, fixé, déterminons &, et §; pour que si

|21 = z2] € 6o et |ty — t2] < & alors [vé{z1,t1) — v¥(z2,t2)] S, Ve, 0 < e < 1.
On pose 6 = m;f‘arl), alors Pestimation (3.2.7) avec 7; = 26g implique que

Vz,z € [max(z; — &,0), min(z, + &,1)] on a |v*(z,t) — v¥(z,t)| < %,
vte€[0,T],Ve,0 <e<1l. (3.2.8)

En posant z = max(z; — 6,0), y = min(z; + &,1), & = 51-2%‘5-)-, ta = ta, t3 = 4,
lestimation (3.2.6) fournit:

Vi, € [0, T) tel que |t, — t;} < 6 alors |vé(z3,t2) — v*(z3,81)| < % Ve, 0<e<1.
Il est immédiat de déduire de 'inégalité triangulaire, pour 1'expression
v(z1,t1)—v(22,82) = v(21, t1) ~ v (23, 01 )+ v (75, 81 ) = v (23, t2 ) H v (T3, t2) — v (22, t2),

de Destimation (3.2.8) avec ¢ = z;, z = z3, de P’estimation précédente et de I’estimation
(3.2.8) avec x = z3, z = 73 que

|z1 —z2] S 8o et [t; — t2f < 8 = [o(z1, 1) — v (22, t2)| S, Ve, 0 < e < 1,
La famille {v¢} est donc équicontinue.

L'inégalité:
la — 8% < |a® - 8%| ¥(a, b) € RY,
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et la croissance de la fonction £ — /T pour z > 0, impliquent alors que la famille {u¢} est
équicontinue.

Ainsi, on obtient P’existence d’une fonction limite u € C%(@T) et la convergence uniforme
d’une sous-suite { u“'} avec ¢ = ;"- vers u. Maintenant nous allons montrer que de cette
sous-suite {u"' } nous pouvons en extraire une autre sous-suite uniformément bornée dans
des normes appropriées et qui converge aussi vers la fonction u. Ainsi, la fonction u
vérifira les estimations i), i), et iii) du théoréme 3.2.1. Pour cela rappelons les propriétés
de compacité suivantes que la boule unité d’un espace de Banach séparable satisfait (voir
Brézis [4]):
- la boule unité d’un espace de Banach reflexif séparable est faiblement séquentiel-
lement compacte;
- la boule unité du dual d’un espace de Banach séparable non réflexif est séquentiel-
lement compacte pour la topologie faible étoile.

L’estimation iii) du lemme 3.2.2 implique que la famille {u**} est uniformément bornée
en norme L3(0,T; H?(0,1)).

Des propriétés de compacité séquentielle de la boule unité d’un espace de Banach réflexif
et séparable (L2(0,T; H*(0,1)) pour s = 1,2), de 'unicité de la limite dans D'(Qr) et
de la propriété u* est uniformément bornée et converge vers u uniformément sur Qr, on
déduit I'existence d’une sous-suite {ex, = kl_x} de la suite {ex = }} telle que:

u* — u dans L*(0,T; H*(0,1)) faiblement pour s = 1,2.

Ce qui prouve que v € L*(0,T; H*(0,1)) pour s = 1,2.

De I’estimation uniforme de la norme H((z,1) x(0,1)) de la famille {u¢} (voir I'item i) du
lemme 3.2.2), en raisonnant comme précédemment, on déduit I’existence d’une sous-suite
{ex, = t} de la suite {eg, } telle que:

u*2 — y dans H((2,1) x (0,1))Vz, 0<z2<1,

ce qui prouve que la fonction u satisfait I'estimation ii) du théoréme 3.2.1.

Montrons maintenant que u € L*°(0,T; W1%°(0,1)). De 'estimation uniforme de u{ en
norme C° donnée par le lemme 3.2.1, de la propriété: 1’espace L>°(Qr) est le dual de
LY(Qr), espace de Banach séparable, et de la propriété de compacité séquentielle de la
boule unité du dual d’un espace de Banach séparable non réflexif nous déduisons ’existence
d’une sous-suite {ex, = ;‘;} de la suite {eg, } telle que:

u® — x dans L®(Qr) faiblement étoile, i.e

lim [us® = x]wdzdt =0, Yw € L'(Q7).

ky—o0 Jor

En outre, nous savons que u®*2 — u fortement dans C° et que la famille {u*:} est
uniformément bornée, ainsi u¢*:2 — u dans D'(Qr), et donc u¢*s — u dans D'(Q7).
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L’opérateur de dérivation 8, étant un opérateur linéaire continu de 7'(Qr) dans lui méme,
nous avons: u® — u, dans T'(Qr) lorsque k3 — co. La convergence faible étoile de ughs
vers x induit en particulier la convergence de u;** vers x dans D'(Qr) lorsque k3 — oo.
L’espace D'(Qr) est un espace topologique séparé, la limite d’une suite convergente est
unique, ce qui se traduit par x = ug, et donc uy € L(Q7). Ce qui prouve que la fonction
u vérifie I’estimation i) du théoréme 2.3.1.

b) Montrons que la fonction u dont nous avons montré I’existence en a) est une solu-
tion faible du probléme (P). Pour cela Considérons une formulation variationnelle des
problémes (P¢), on a:

. T
/ [u“s + ek,]ch
)

]

dz +/ ~[uts + eky) e+ 2uit o, dtdz =0 Vo € W' (Qr).
Qr

La majoration uniforme de u¢*s, la convergence uniforme de u¢*s vers u, et la convergence
faible de u*s vers u dans L?(0,T; H!(0,1)) lorsque k3 tend vers Vinfini que nous avons
obtenues en a) nous permettent de passer  la limite dans I’expression précédente lorsque
k3 tend vers l'infini. On en déduit que u est une solution faible du probléme (P).

Montrons maintenant P'unicité des solutions faibles appartenant a L?(0,T; H2(0,1)). Sup-
posons qu'il existe deux solutions faibles u, v appartenant a L2(0, T; H%(0,1)). On a:

%(u2 oY)y —(u~v);: =0 dans Qr. (3.2.9)

On multiplie I’équation (3.2.9) par la fonction sgn{u-v) (signe de u — v) et on intégre sur
(0,1) x (0,t). Il vient:

¢ p1 t 1
/ / %(uz — v?)sgn(u ~ v) dzdt — / / (u ~v)gzsgn(u - v) dzdt =0.  (3.2.10)
o Jo o Jo
Le deuxiéme terme de la différence (3.2.10) est négatif ou nul (inégalité de Kato), on en

dédnit: . .
%/ %/ |u? — v?| dzdt < 0,
() 0

ce qui entraine, puisque u et v vérifient la méme condition initiale:
10
5/ ful(z,t) — v} (z,t) dz <0, Vt, 0<t<T
0

Ce qui prouve Punicité. L'unicité des solutions faibles appartenant & L?(0,T; H2(0,1)) et
les résultats que nous avons établis en a) montrent qu’il existe un unique u € C*(Qr N
L(0,T; H%(0,1)) tel que de toute sous-suite {u*} avec ¢x = } extraite de la suite {u‘}
on peut en extraire une sous-suite {u“'l} avec €, = k’—‘ telle que u‘*: converge vers u
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uniformément sur @r et faiblement dans L?(0,T; H*(0,1)) lorsque k; tend vers I'infini.
On en déduit (en raisonnant par I'absurde) que c’est toute la suite {u‘} qui converge vers
u. Le théoréme 3.2.1 est démontré.

0
Remarques.

On peut démontrer I'unicité des solutions faibles (voir [21]), mais la démonstration est un
peu plus technique.

1 n’est pas nécessaire de supposer ug et u; de classe C! sur [0, 1], respectivement sur {0, T},
il suffit de supposer que uy et u; sont de classe C? sur (0,1), respectivement sur (0,T) et
ont une dérivée bornée.

Les hypothéses HP1 et HP2 peuvent étre affaiblies si des solutions plus faibles du probléeme
(P) sont considérées. On pourra consulter [2], [3), [11] sur cette question.

La régularité de u 13 ol u est positive peut étre étudiée a ’aide des méthodes standards
pour les problémes uniformément paraboliques (cf [1]).

Remarque sur la régularité de u, dans un cas particulier.

On pose u;(t) = 1 pour tout ¢t € [0,7], et on s’intéresse & la régularité de la fonction u,
lorsque u est une solution faible du probléme (P) appartenant & L*(0,T; H2(0,1)). On a
le résultat suivant:

Théordme 3.2.2. Posons u;(t) = 1 et supposons que les hypothéses HP1, HP2 et HP3
sont satisfaites. Alors toute solution faible du probléme (P) u appartenant &
L%(0,T; H%(0,1)) satisfait la propriété suivante:

V>0, Vg, 15q<g, ur € LI((0,1) % (t0,T))

Avant de démontrer le théoréme 3.2.2, mentionnons la méthode que nous utilisons et
établissons quelques résultats intermédiaires dont nous aurons besoin.

a) On approche la fonction u par une suite de fonctions {u}o.,< 3 solutions de problémes
perturbés.

b) On établit des estimations pour us.

¢) On obtient les mémes estimations pour u, que celles obtenues en b) pour u{ en passant
a la limite lorsque € tend vers zéro.

a) Commengons par régulariser la donnée initiale uo.
Lemme 3.2.3. Supposons que la fonction non négative uq est de classe C! sur [0,1)], et
posons M &' max (sup, o [up(2); 1). Alors il existe une suite de fonctions {up}p>2
telles que up € C(R; R} ) et qui vérifient les propriétés suivantes:
@) % < up(z) < maxyeo,1) luo(y)| + M + 1 pour tout p > 2 et pour tout z € R;
(ii) up \, uo uniformément lorsque p tend vers I'infini;
(iii) pour tout p > 2 il existe deux voisinages Vy et Vj des points {0} et {1} tels que
up(z) = uo(i;) + L:—’, Vz € Vp et up(z) = uo(1 - %) + M;Ll’ Vz € Vy;
(1) max;er |up(z)] < M, Vp> 2.
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Démonstration. Voir annexe 1.

On peut maintenant introduire la suite des problémes perturbés (P¢). Pour tout p > 2,
on pose € = %, et on définit le probleme (P¢) par:

Trouver u‘ € C*Y(Qr)NC°(Qr) qui vérifie:

uful = uf, dans  Qr; (3.2.11)
u(z,0) = up(z), dans (0,1); (3.2.12)
u(0,1) = up(0), u(1,t) = uy(1) dans (0,7), (3.2.13)

ol la fonction u,, est définie au lemme 3.2.3. Concernant I'existence et 'unicité de solutions
pour le probléme (P€) on a:

Lemme 3.2.4. Supposons que la fonction non négative ug est de classe C! sur [0,1].
Alors il existe a, 0 < a < 1 tel que pour tout ¢, 0 < € < ,i-, le probléme (P*) admet une
unique solution u¢ € C***1+%(Qr). De plus u® vérifie:

M +1) < u(z,t) € max, luo(2)] + M +1, ¥(z,t) € Qr

ou MY max { sup Jup(z)],1). (3.2.14)
z€(0,1]

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, on définit &, € C%(R;R4+) une régularisation de la
fonction L, telle que sup,cg |051)| < oo pour [ =0,1,2.

>

2/

Ve

Dans le probléme (P¢) on remplace ’équation (3.2.11) par 1’équation
ug— B (u i, =0 dans Q7. (3.2.15)
Si on pose a;(z,t,u,u;) = S (1)uy, ofz,t,u,u;) = BL(u)(u;)?, ¥(z,t) = up(z), on a que

P(z,t) € Cz+°']+§'(® Va, 0 < o < 1 et que ¥ satisfait les conditions de compatibilité &
Pordre un données par les conditions 6.3 p.449 de [12] (voir item iii) du lemme 3.2.3). On
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peut appliquer le théoréme 6.1 p.452 de {12] (avec # = a) qui fournit 'existence et I'unicité
d’une fonction u¢ € C?+*1+#(Qr) vérifiant les équations (3.2.15),(3.2.12), et (3.2.13).

Montrons que u* est solution du probléme (P¢). On remarque que ’opérateur £ défini par:
w = we — P (u)w,, est uniformément parabolique puisque $(u¢) est minoréé par une
constante positive. Le principe du maximum (voir [20] théoréme 2 p 168) implique qu’une
fonction u¢ vérifiant (3.2.15) atteint son maximum sur la partie r {0} [0,T)u {1} x
[0,T)U0,1] x {0} du bord de Q7.

Ainsi en utilisant I’estimation i) du lemme 3.2.3 on a:

max__u(z,t) < max up(z) < max |u0(:c)| +M+1.
(z,0)€Qr z€foa

Multipliant les équations (3.2.15), (3.2.12) et (3.2.13) par —1, notant v* = —u¢, le principe
du maximum implique que

max _v%(z,t) < max —u,(a::)<—M+1

(z.0€qr z€[0,1]

Finalement on obtient:

(M +1) Su(z,6) < max Juo(a)l + M +1,¥(=,1) € Qr,

ce qui imphque que u¢ vérifie I'équation (3.2.11) puisque Vs € [¢(M +1),2M + 1] on a
o (s) = 1.
Le lemme 3.2.4 est démontré.

a

b) Nous sommes maintenant en mesure de donner une estimation de u{. Plus précisement
on a:

Lemme 3.2.5. Supposons que la fonction non négative uy est de classe C? sur [0,1], et
soit u¢ une solution du probléme (P¢) dont P'existence est assurée par le lemme 3.2.4. Alors
Destimation suivante a lieu

€
ut < “T (3.2.16)

De plus pour tout ty, 0 < to < T il existe une constante C indépendante de ¢ telle que
P 3
"“g"L'((O,l)X(to,T)) <C pour tout ¢ tel que 1 < g < 5 (3217)

Démonstration. (cf [2]) Nous définissons la fonction p(z,t) par:

u‘t(l,t) uss(z,1)
u(z,t)  (u)(z,t)’

p(z,t) = ¥(z,t) € Qr.
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Un calcul simple permet de montrer que:

€

u::z € u (pu't)tt 2
P e TR T e

d’ou nous déduisons que p vérifie ’équation suivante:

Dzz _ ¢ Dr 2 _
p— o 2uf —= W) +p°=0 dans Qr. (3.2.18)

Si on définit P'opérateur £ par:

Pz Pz
@ Lp) =0~ - —2up (uey’

on vérifie aisement que la fonction ¥(t) e 1 ¥t € Ry satisfait:

L(¥) +%* =0 dans Qr.

Afin de comparer les fonctions p et ¥, nous définissons la fonction w par w & p—.

La fonction p(.,.) est continue sur Q7 et puisque lim,_.¢+ ¥(t) = 400 nous pouvons choisir
to tel que w(z,?) < 0 pour tout 7 tel que 0 < ¥ < ¢p et pour tout z € [0,1].

Montrons que w(z,t) < 0 dans (0,1) x {f, T) pour tout € (0, ¢}, ainsi nous aurons prouvé
que w(z,t) < 0 dans (0,1) x (0,T), qui n'est qu’une récriture de P'inégalité (3.2.16) pour
la fonction u*.

Il est immédiat de contdler que:

w(z,t) < 0sur T € {0} x £,T) U {1} x {, T) U (0,1) x {F}.
De plus, I’égalité suivante a lieu:
L{w) + (p+¥)w = 0 dans (0,1) x (,T). (3.2.19)

L’opérateur w — L(w) + (p + ¥)(w) est un opérateur linéaire uniformément parabolique
a coefficients Holdériens. Les résultats classiques d’existence, d’unicité et de régularité
pour de tels opérateurs (voir Fricdman [10] corollaire 1 p.171 par exemple) entrainent que
w € C2((0,1) x (£, T)) N C%[0,1] x [f,T)). Nous pouvons alors appliquer le principe du
maximum & 1’équation (3.2.19) (cf théoréme 7 p.174 et remarque ii) p.175 de [20] pour la
fonction —w) qui implique que le maximum de la fonction w est atteint sur la partie I’ du
bord de (0,1) x (£, T). On en déduit que w < 0 dans [0,1] x [£,T).
Montrons maintenant la propriété (3.2. 17) Dans ce qui suit on omettra I'indice € pour ne
pas alourdir Pécriture. On note par u; la fonction u} = max(0,u,); d’apres l'estimation
(3.2.16) et (3.2.14) on a:

+ < "uOllco(lo'l]) + M + l

F< ; (3.2.20)
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11 suffit donc d’estimer u; . Pour§ =¢—1< 1 et pour tout ¢, 0 <ty < T nous avons:

/‘o/(u‘)’dzdt /] (-)”(“‘) dzdt
-/ ’{u(u:f}’{;‘—‘;}—i}'-’ drde.

En utilisant P'inégalité de Holder pour le membre de droite avec r = § et r* = 115, il vient
la majoration suivante:

/:’/ol(u:_)" drdt < {/:'/ol u(uy)? d:dt}o{ /: /: u’:; dx dt}l-o. (3.2.21)

Nous majorons f: ;) u(uy)? dedt par f‘f 3 u(ue)? dzdt, que nous estimons avec la méme
méthode que celle que nous avons employée pour obtenir Vestimation (3.2.4). On a:

T 1
[ /0 u(u)? de dt < C(lublZogo)- (3.2.22)
0

Pour le deuxiéme terme du membre de droite de (3.2.21) nous avons l'identité:

dzdt = / / dzdt — /
'/to /; uTL" to v to Jo

D’aprés (3.2.16) et (3.2.14) on a:

Tlu:‘da' Tlll-ndd 1 ll‘-_z"-
“5//'"'_”xtﬁ—u so)y 3.2.23
/'o o uT t Jo t 1 Hollcogo,p ( )
D’autre part, nous vérifions que:
1-6
/ ‘/(; 1 - 20 dtdt / u-—-r dx < 0"“0”00([0 ID (3 2 24)

Finalement avec (3.2.22), (3.2.23) et avec (3.2.24) nous déduisons de (3.2.21) Pestimation:

T 1
_ 1 1-_2' 1 1-_20 1-8
[ [ s des el + ol + &g~ (229
0

ou la constante C ne dépend pas de . On majore ”“;’”200([0,1]) par max(llu;,lléo(lo’l]), 1) et
en utilisant 'item (iiii) du lemme 3.2.3 on montre que Pestimation (3.2.25) est indépendante
de e. Les estimations (3.2.20) et (3.2.25) fournissent alors une majoration uniforme en ¢
de la norme L3((0,1) x (t,T)) de uf. Le lemme 3.2.5 est démontré.

a
Remarque.
On peut modifier I’estimation (3.2.22) de telle sorte que la constante du membre de droite
ne dépende que de |[uolico(go,1)) car on intégre de tp > 0 & T. L’estimation devient plus
technique a obtenir.

Finalement, donnons une derniére estimation a priori de Jjullco(zy) qui nous sera utile
lorsque nous nous intéresserons au passage a la limite lorsque € tendra vers zéro.
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Lemme 3.2.6. Supposons que la fonction non négative ug est de classe C! sur [0, 1], et
soit u¢ € C**+*1+% (Qr) une solution du probléme (P*), c'est-a-dire des équations (3.2.11),
(3.2.12) et (3.2.13). Alors il existe une constante C indépendante de € € (0, ;) telle que:

luglleogr < C(luolleso,m)- (3.2.26)
Démonsiration. voir annexe 2.

O

Démonstration du théoréme 3.2.2. : Passage & la limite lorsque ¢ tend vers zéro.

Nous souhaitons étendre I'estimation (3.2.17) & la fonction u solution faible du probleme
(P). Si nous montrons que u¢ converge vers l'unique solution faible du probléme (P) dans
L%(0,T; H?(0,1)), nous pourrons étendre Iestimation (3.2.17) & la fonction u en passant
la limite lorsque ¢ tendra vers zéro puisque (3.2.17) est indépendante de e.

Maintenant nous pouvons montrer le résultat d’existence et de convergence suivant:

Lemme 3.2.7. Supposons que la fonction non négative uy est de classe C' sur [0,1].
Alors il existe u € C°(Qr) N L*(0,T; H2(0,1)) telle que

Vtg >0, V¢, 1<¢g< g, ug € LI((0,1) x (¢, T));

u¢ — u uniformément dans Qr; (3.2.27)
u® — u faiblement dans L*(0,T; H*(0,1)). (3.2.28)

Démonstration. Posons € = L, p > 2, le lemme 3.2.4 fournit U'existence d'une suite de
fonctions {u‘}0<(<% solutions des problémes (P¢). Montrons que la suite {u‘}o<‘<% est
une suite convergente dans L"(Q1) pour 1 £ r < 400 lorsque p tend vers Vinfini, et notons
u sa limite.

D’aprés I'item i1) du lemnme 3.2.3 nous savons que u, \, 4o uniformément sur |0, 1] lorsque
p tend vers l'infini. Montrons que la suite {u} est une suite non croissante lorsque p tend
vers Uinfini (e tend vers zéro). Soit p; et p; tels que 2 < py < p et soit € = pL: et e; = ;'2-
(0<e <6 < %), posons v = u®' — u®?, on vérifie immédiatement que v satisfait les
équations suivantes:

2v,; By (ur + u?)
T a0 tan ut 4 y*?
v(z,0) = up,(z) = up,(z) 20, dans [0,1];
U(O’t) = “pn(o) - uP:(O) Z 0; v(l:t) = uPl(l) - uP:(l) 2 0 da'ns [01 l]

vt v=0, dans Q7;

D’apres Pestimation (3.2.14) u®' +u*? > (M +1)(€; + €2) et comme u*}, u‘? appartiennent
a C¥*e1*%(Qr), le principe du maximum (voir théoréme 7 p.174 et la remarque ii) p.
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175 de [20]) implique que v > 0, ce qui prouve que la suite {u‘}0<(<¥ est une suite non
croissante.

L’estimation (3.2.14) du lemme 3.2.4 implique que la suite u® est minorée par 0, la suite u*
converge done ponctuellemnet vers une fonction u. Le théoréme de la convergence dominée
de Lebesgue et V'estimation (3.2.14) entrainent que u¢ — u dans L"(Qr) fortement pour
tout r, 1 <r < +o00.

Montrons maintenant que Vi; > 0, V¢, 1<g¢ < %, ug € L9((0,1) x (t0,T)). Soit
g tel que 1 < ¢ < 2, lestimation (3.2.17) et les propriétés de compacité de la boule
unité d’un espace de Banach réflexif et séparable, impliquent que V¢, > 0, il existe x €
L2((0,1) x (to,T)) et il existe une sous-suite {pe} extraite de la suite {p}p>2 telles que en
posant € = ';T onait: ug* — x LI((0,1)x(tp, T)) faiblement lorsque pi tend vers linfini.
Comme par ailleurs, u¢ — u dans L9((0,1) x (¢, T)), et donc dans D'((0,1) x (o, T))
lorsque p tend vers Pinfini, on déduit de la continuité de la dérivation par rapport & t dans
7'((0,1) x (to,T)) que uf* — u, dans D'((0,1) x (to,T)). L'unicité de la limite entraine
X = Uy, et donc U € L’((O, 1) X (to,T)).

Maintenant nous allons prouver I'assertion (3.2.27). Pour cela nous avons besoin d’une
estimation uniforme de u¢ en norme L?(0,T; H?(0,1)) que nous établissons comme suit.
En posant € = % et en répétant le raisonnement que nous avons fait pour établir I’estimation
(3.2.4), nous obtenons I’estimation suivante pour u¢:

T 1 1
/0 /; (u)(uf)? dzdt + %/; ((ui(z,T))? dz = %'/o [u'%(:tr)]2 dz. (3.2.29)

De litem iiii) du lemme 3.2.3 nous déduisons que ||vu¢u|| ;3@ ) est uniformément borné.
Les majorations uniformes de |lu¢||cogy et de ||u‘zllcoigy) (Voir( 3.2.14) et (3.2.26)) et
Péquation (3.2.11) impliquent alors qu'il existe une constante C indépendante de ¢ telle
que

e lz20,1:120,)) < €. (3.2.30)

Gréace au lemme 3.2.6 et aux estimations (3.2.14) et (3.2.30), nous pouvons répéter la
méme argumentation que celle développée dans la démonstration du théoréme 3.2.1 pour la
famille.de solutions du probléme (3.2.1)-(3.2.3) et nous obtenons que la famille {u}, . 2

est équicontinue et équibornée sur Qr. Le théoréme d’Ascoli-Arzéla fournit existence
d’une fonction u; € C%(QT) et 'existence d’une sous-suite {pi} extraite de la suite {p},>2
telle que en posant ¢; = ;‘; on ait la convergence uniforme dans Qr de la suite u** vers
u, lorsque k tend vers 'infini.

La suite {u‘} étant monotone, elle posséde au plus une valeur d’adhérance. On a donc
u; = u et de plus c'est toute la suite {u¢} qui converge vers u uniformément dans Qr.
L’assertion (3.2.27) sera prouvée si on montre que u € L2(0,T; H%(0,1)).

1l nous reste & montrer que u € L2(0,T; H?(0,1)) et I’assertion (3.2.28). Des propriétés
de compacité séquentielle de la boule unité d’un espace de Banach réflexif et séparable
rappellées précédemment et des estimations (3.2.14) et (3.2.30), on déduit I’existence d’une
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fonction u; appartenant & L2(0, T; H2(0, 1)) et P’existence d’une sous-suite {p;} extraite de
la suite {p}p>2 telle que en posant ¢ = ll on ait la convergence faible de la suite u*' vers u;
dans L%(0,T; H'(0,1)) et dans L2(0, T; H?(0,1)) lorsque ! tend vers l'infini. La convergence
de u vers u uniformément dans Qr implique la convergence de u® vers u dans D'(QT)
lorsque { tend vers linfini. La convergence faible de u¢ vers u; dans L*(0,T; H'(0,1))
implique la convergence dans D'(Qr) lorsque [ tend vers Vinfini. L’unicité de la limite
dans D'(Qr) implique u; = u. De Punicité de la fonction limite u et de la propriété: de
toute sous-suite de la suite {u‘} on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement
dans L%(0,T; H'(0,1)) vers la fonction u, on en déduit que c’est toute la suite u¢ qui
converge faiblement dans L%(0,T; H'(0,1)) vers u. Le lemme 3.2.7 est démontré.

]
Montrons maintenant que la fonction u dont ’existence est établie par le lemme 3.2.7
est Punique solution faible du probléme (P) appartenant 3 L2(0,T; H?(0,1)). Multipliant
Péquation (3.2.11) par ¢ et intégrant par parties, il vient:

(u‘)znp, dzdt + 2/ uip, dzdt =0 Vo€ W;’l(QT).

T Qr
(3.2.31)
Les propriétés iiii) du lemme 2.2.3, (2.3.27) et (2.3.28) permettent de passer a la limite
dans P’expression (3.2.31), ce qui prouve que u est une solution faible du probléme (P). Le
théoreme 3.2.2 est démontré.

O

_ /0' (us(2))*0(2,0) dz + /Q
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3.3. Schéma numérique, majorations d’erreurs.

Dans ce qui suit, afin de simplifier les calculs nous supposerons que u;(t) = b une con-
stante positive. Nous introduisons le probléme approché (Pf), nous montrons que c’est
un probléme bien posé, puis nous établissons des estimations a priori pour la solution de
ce probleme. Enfin nous démontrons une estimation de I’erreur entre la solution faible du
probléme continu (P) et la solution du probléme approché (Py).

Soit N et m deux entiers positifs. On pose:

Si ¢ est une constante donnée, nous définissons les espaces Vi, Vi(e), et W (e) par:

Vi = {p(s) € C°[0,1];  @l{z;,214.] €5t un polynome de degré 1};

Vile)={p €W »(0)=0, o(1)=c}

Wi(e) = {e(,) € LX0,T;C%([0,1));  @litazy,n) = #" € Va(e),
1<n<N).

Au produit scalaire (-,-) et & la norme || - || usuels dans L2(0,1), nous associons le semi-
produit scalaire discret (-,)s et la semi-norme || - |5 définis par:

(wo)n =h Y u(@)v(z:) + g{u(xmu)v(zmn) + u(xo)v(xo)};
i=1

oll} = (v,0)a  Vu,v € CO((0,1)).

Soit v la fonction de R dans R* définie par: 7(s) = 3s%.
Nous définissons le probléeme approché (P]) de la fagon suivante:

pour n =0,1,...,N trouver U" € V,,(b), U™ >0, tel que:

(U™ = 4(U™)0n)n + Ta(U™,08) =0, VYeop € V3(0), 0<n< N -1,
U° = rpu,, (3.3.1)

1
ou a(w,¢)=[) PP dz,
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et ol ry désigne I'opérateur d’interpolation usuel dans V4, c'est-a-dire:

e € Vi, rae(zi) =@(z:), 0<i<m+1, Ve C%{0,1)). (3.3.2)

Dans ce qui suit, si w € V;, on désignera par w; la valeur w(z;) pour tout 7 tels que
0<i<m+1.

Le lemme suivant donne P'existence et 'unicité de la solution du probléme (Py).

Lemme 3.3.1. Supposons que les hypothéses HP1, HP2 et HP3 sont satisfaites. Alors,
le probléme (P]} admet une unique solution U™ € V4(b) pour 0 < n < N qui vérifie de
plus: U >0pour1 <i<m+1let0<n<N.

Démonstration. On raisonne par récurrence. Pour n = 0, U® est donné par U® = rpuy,
ol ug est défini a 'hypothése HP3, et on a: U? > 0 pour 1 < ¢ < m + 1. L’hypothése de
récurrence s’exprime par: si pour n > 0 il existe un unique U™ € V,(b) tel que U? > 0
pour 1 €1 < m+ 1 solution de I’équation:

(VU™ =AU ), on)n + 7a(U"04) = 0, Yop € Vi(0),
alors il existe un unique U?*! € V,(b) tel que UM! > 0 pour 1 < i < m + 1 solution de
I’équation:
(HU™) =1 (U™), o)n + 7a(U™,08) = 0, Vopu € Vi(0).

Montrons que P'hypothése de récurrence est satisfaite. Pour cela on doit résoudre le
probléme suivant:

Trouver w € V,(5) tel que:

(v(w)yondn + ra(w,on) = (VU™ ),00)n  Yiou € Va(0), (3.3.3)

owU!>0, 1<i<m+1, U =0,

En posant w; = w(z;), le probléme devient:

trouver {w;}2, tels que:
h , T h, a2 .
Ew,- + E(—-w.'H +2w; — wi—y) = E(Ug ) , pour 1 S <m, (33.4)

Wmy1 = b, wp=0.

L’existence de solutions positives pour le probléeme (3.3.4) est obtenue en considérant un
probléme de minimisation annexe. Nous définissons la fonctionnelle 2 — J(z) de R™ dans
R par:

1 h m m
J(z) = 52‘.42 + 5 Z(zf)3 - ZFsz; (3.3.5)
i=1

J=1

. h, 0 . h, o n b
ou F} = -Z—(U) )27 1€7<m -1, Fip = E(Um)2 + 'h—v Z;. = max(Zj,O).
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Ici A est la matrice tri-diagonale ayant 3,_1 sur la diagonale et 3F sur la sur et Ja sous-
diagonale.

La fonctionnelle J(-) est strictement convexe, continue et J(z) tend vers l'infini avec la
norme Euclidienne du vecteur z. Le probléme de minimisation:

Touver @ € R™ tel que:
J(w) = xlel}(f"' J(z)

admet donc une unique solution w (voir théoréme 8.2.1 p. 175 dans Ciarlet [6]). D’autre
part, la fonctionnelle J(-) est différentiable et on a:

Tz) = (A2); + 5(3 ) - ;.

La solution @ du probléeme de minimisation vérifie donc (voir théoréme 7.2.1 p. 146 dans
(6]):
h
(Aw); + E(ua;“)2 -Fj=0pour1<j<m. (3.3.6)

Soit la matrice B définie par:

h
B.‘.'=Ai.'+§u7,~+
Bij=A;; t#£j 1<i,3<m.
+

En remarquant que ()% = W;w] , nous en déduisons que:

(Bw); = Fj, pour 1 < j <m. (3.3.7)

La matrice B est monotone et les F; sont positifs, les @, pour 1 < j < m, sont donc
positifs, et Ia relation (3.3.6) devient:

h
(Aw); ~ F; + E(u';,)2 =0pour1<j<m.

Le probléme (3.3.3) admet donc une solution positive.
Pour montrer Punicité de la solution positive du probléme (3.3.1), supposons l'existence de
deux solutions positives w!, w? pour le probléme (3.3.3). Un calcul élémentaire conduit
a

(1(w") = v(w?),on)n + Ta(w! —w?,08) =0, Vou € Va(0).
En remplacant ¢4 par w' — w?, il vient:

2

(7(wl) - 7(“)2),11)1 - wz)b + Ta(wl -w ,‘l,l)l - w2) =0,

or
(3(") = 7w’ ~ whha = 5((w ~ 07w +u?), 0t~ w7 20.
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Nous en déduisons a(w? — w?,w! —w?) =0, et puisque la semi-norme de H', |@|g1(0 1) =

Y, j; [¢z]? dz est une norme sur ¥4(0), nous avons w! = w?, ce qui prouve 'unicité. Le
lemme 3.3.1 est démontré.

0

Remarque 3.3.1

Si nous supprimons la condition U” > 0 dans la définition du probléme ( Py ), Pexistence
d’une solution devient un probléme ouvert. Nous avons une réponse dans le cas o m =1,
(h = 1). Pour ce cas, le probléme (3.3.4) s’¢écrit:

w} + 87(2w, - b) = (U})?,
qui a une solution positive et une solution négative.

Maintenant nous établissons des estimations a priori pour la famille {U™}2,. On a:

Lemme 3.3.2. Supposons que les hypothéses HP1, HP2 et HP3 sont satisfaites. Alors,

la famille {U™}2_, solution du probléme (P]) vérifie les inégalités suivantes:

U™ Looco,1y € maz(lU°fLeogo 1y, D), pourl < n < Nj (3.3.9)
no

73 NUPHZ 0,y € CHUMR 30,1y, POUF 1 S g < N, (3.3.10)
n=1

ot C est une constante indépendante de h et .
Démonstration. Dans la relation (3.3.7), nous remplagons @ par U™+!, II vient:
R ntl § orrn+d n+1 hUn2 <<
-2-U'~ o™+ Z(-—UH_I +2U -U) = U 1<:<m (3.3.11)
Untl = b, UPH =0,

Soit j 'indice tel que:
U;"H = sup UM
1<i<m+1

Si j = m + 1 alors 'inégalité (3.3.9) est démontrée. Si 1 < j < m, on a alors

~UrR 207 UM > 0,

d’ol nous déduisons:
1 prndly+ 2
U;‘ (U]- ) f(U;‘) .

Les UP*! étant non négatifs, pour 1 <1 < m nous obtenons:

Uptt < U7 < sup UT,
1<i<m
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ce qui induit:

sup U < maz( sup UP,b);
1<i<m+1 1<i<m

d'ot 'inégalité (3.3.9).
Dans la relation (3.3.1) nous remplagons ¢4 par Ut —U"™ € V3(0), et pourng, 1 <ng < N
donné nous sommons sur les indices n, pour 0 <n < ng—1:

no-1
Z {(7(Un+l) _ 7(U"),U"+l —U™), + ra(U"“,U"’H _ Un)} =0.

n=0
Le premier terme du membre de gauche est non négatif puisque U™ et U™*! sont non

négatifs, et puisque

(v(@1) — v(a2))(a1 — a2) = %((al —az)%(a) +a2) 20 pour ay, az 2 0.

Nous obtenons donc:

no—1

> {0 sy = 102 Bagey + HUZ* = U Mo } <O,
n=0
d’out la majoration

"U:"”i’(o,x) < llUi'll’wo,m ¥ng,1<ng N, (3.3.12)

qui permet de déduire (3.3.10). Le lemme 3.3.2 est démontré.

u]
L'utilisation du semi-produit scalaire discret dans le schéma nous conduit 4 considérer
Perreur liée 4 la quadrature numérique que nous avons introduite. Pour des fonctions v, w
continues sur [0, 1] nous définissons 'erreur due 4 la quadrature numérique par:

1
Ep(v,w) = (v,w)y — / vwdz.
0

Nous avons alors le résultat suivant:

Lemme 3.3.3. Pourp > 2 on a:

|En(v?,w)| < Ch?{uvp-l||L°°(0,1)||U:"L2(0,1)||w:"L2(0,1)+

1072z o,y oelBscoy ol ooy} Vo, € Va(B).
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Démonstration. Nous utilisons le procédé classique exposé par exemple dans Ciarlet [7).
Nous écrivons:

m ZTigr

Enr,0) = Y (3{00)e0 + (w)an)} - [

=0 T

vPw da:). (3.3.13)

En utilisant le changement de variable z = l‘.—;"{xi.}.] + 1—'2'—{1:;, et le changement de fonction

3(€) = v(z(£)), on a:

+1

g-[(v’w)(x;)+(v”w)(1:,'+1)] - / j‘“ vwdz = g[(ﬁ"w)(—l)+(ﬁ"u’;)(+l)— / avuadg].

Introduisons la forme linéaire continue L de H2(—1,+1) dans R définie par:
L: H*(-1,+1) >R

+1
2= [a-n+ 90 - [ a©ae],

et notons &, sa norme , c'est-a-dire

= sup  L(3)
éEH’(-—ld-l)
19082 (1. 90)01

5
8
|

La fonction 9Pt appartient 3 H*(—1,+1), et on a:
b s b
5[(v”w)(zg) + (v’w)(:c,'“)] - / vwds = EL(ﬁ”u”)).
Ty

Par ailleurs, la forme L(.) s’annulant sur P!([~1, +1]), 'ensemble des polynémes de degré
un sur {~1,+1}, le lemme de Bramble-Hilbert (voir {7} p. 192) fournit I'existence d’une
constante C telle que:

g
L)) < Cé uginw-l,m.

Si on pose § = tP@, utilisant la formule de Leibniz et le fait que © et ¥ sont des polynémes
de degré un, on a:

dqg ~p=2(5 2,4 ap—1a o

i plp — 1)o7 (0¢) b + 2pd® ™ deabe.

De plus les majorations suivantes ont lieu:

197~ Detbellz(=1,41) < 197 oo (=1, 4+ )lPellL2(=a,41) | Bell L2(=1,41)
< CZh”vp—l“L°°(z.',t.‘+|)”vt”L’(:.’.z-’-n)”wz ”L’(z.,z;“); (3'3'14)
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ou la constante C; ne dépend pas de h, et

ap=2sn N2 n sp— o "
167~ (96) BllLa(=1,41) < W07~ feoo (=140 HPeN L1, 401Dl oo (-1,41)
S CahlloP 2N Loo (o 2 g ) 102N 2z mi g W0 oo g0 (3:3:15)
ol la constante C; ne dépend pas de h. En combinant la relation (3.3.13), I’estimation de

L(.) et les estimations (3.3.14),(3.3.15), nous obtenons la majoration annoncée. Le lemme
(3.3.3) est démontré.

0
Estimatjon d’erreur

Afin d’obtenir une estimation de l’erreur, nous utilisons une méthode variationnelle due
a Nochetto [15] qui permet d’obtenir une estimation de stabilité en norme L?, et qui est
fondée sur une intégation par parties en temps . Avant d’expliciter cette méthode, nous
introduisons les opérateurs de projection dont nous aurons besoin.

Pour ¢ une constante donnée, nous dénotons par V(c) le sous-espace de H(0, 1) défini par:

V(e)={ve H'(0,1); v(0)=0; v(1)=c},
et nous définissons les opérateurs de projection IT et II} par:

Iy V(c) - Vi(c)
v Myv  défini par: a(v — av,) =0 Vo € V,(0).

07 L0,T;V(e)) - Wi(e)

1 thss
—/ Haw(-,t)dt,
tn

we Mw  défini par: Mwlg, 10,0 = -

En particulier, si u est la solution faible du probléme (P) dont I'existence est fournie par
le théoréme 3.2.1, nous noterons Y 'élément de W[ (b) défini par ¥ = II]u.
Nous définissons d’autre part 'opérateur ¢7, opérant sur C(Qr) par:

9" W) (10 ta41) = W{+,tnt1) que nous écrirons aussi w*(.), 0<n< N-1;

("w)(+,0) = w(-,0) = w’.
Finalement, U € W] (}) est défini par:
Ultto tose] = U pour0<n<N-1,

ou Un*! € Vi(b) est défini par le schéma (3.3.1).
Avant d’énoncer le théoréme de majoration d’erreur, montrons comment une inégalité de
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stabilité en norme L? peut étre obtenue sur une version continue du schéma. Dans les
quelques lignes qui suivent nous supposons donc que i est une fonction réguliére telle que
4 > fz dans Qr et que b = 0. Un analogue continu du schéma (3.3.1) s’écrit:

(v(@)e, 0) +afii, p) = 0, Vo régulitre, p(0,t) = p(1,t) =0
Nous intégrons en temps entre 0 et t < T et nous choisissons:
pour t<s<T

{ v(z,s) = f’ i(z,0) do, pour 0<s<t.

/0'(5%’7‘(11),/;‘11110)(13+/:a(ﬁ,/:adg)ds =0.

Le premier terme du membre de gauche s'écrit en intégrant par parties:

(@), / ado)| / (+(@), @) ds = ~(+(a(-,0)), / ado) + / L o,

Onz & = —4, il S’ensuit que le deuxi¢me terme du membre de gauche s’écrit:

/o""( ”’ds-// a,:;sg;’dxds 2/(a (2,0)dz,

car v(z,t) = 0. On en déduit:

/ot/(;lﬁ-"dzds+a(/:ﬁ(~,s)d5,/:ﬁ(-,s)ds)=‘£‘ [ag(x)/ota(x,s)ds] dz.

L’inégalité de Poincaré permet d’écrire:
IlIZao,1) S al¥,%) V¥ € Hi(0,1);
on en déduit les inégalités:

/] [/ iz, s)ds] dz <a(/ 4(z,s)ds, / (x, s)ds);
// ~3d:cds+—a(/ af - s)ds,/ a(-,s)ds) < = /ﬁg(x)dx.

Nous utilisons maintenant la propriété 4(z,t) > Bz, pour 0 <t < T; 0<z <1, ce qui
entraine que pour tout z, 0<z<1lona:

1 z 1 1 1
ﬂz/ ﬁzdx—ﬂzf ﬁzdx=ﬂz/ ﬁzdxg/ ﬁssz/ @ dx.
0 [1] z z 0

Nous obtenons finalement 'inégalité:

ﬁz/ol /otﬁQ(:c,s)dsdz+%a(/o'z}(-,s)ds,/otﬁ(-,s)ds)

1 t z
< 1 / i5(z)dz + Bz / / #®dzdt. (3.3.16)
2 a ¢ JO

L’égalité (3.3.16) permet de contrdler la norme L?(Qr) de & avec la donnée initiale et un
terme qui sera facilement estimable pour des z petits. C’est d’une inégalité analogue dont
nous aurons besoin pour la solution du probléme approché.

e(z,8) =

On obtient:
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Théoréme 3.3.1. On suppose les hypothéses HP1, HP2 et HP3 satisfaites. Soit u la
solution faible du probléme (P) appartenant & L*(0,T; H*(0,1)) et soit U € W la solution
du probléme (P]) . Alors on a l'estimation suivante:

r
U~ ullzrery < C(5 + rt),
ol la constante C est indépendante de h et 7.

Démonstration. L'existence de u solution faible du probleme (P) appartenant a

L*(0,T; H?(0,1)) est donnée par le théoréme 3.2.1; V’existence de U € W[ la solution du
probléme (P[) est donnée par le lemme 3.2.1.

D’abord nous établissons une inégalité de stabilité discréte analogue 4 l'inégalité (3.3.16).
Cette inégalité nous permettra de controler la différence entre la solution approchée U et
Iinterpolation ITju de la solution exacte u dans W}.

Pour tout n tel que 0 < n < N — 1, on peut écrire:

tagl tngt
[ (v(w)er ) dt + / a(w@)dt =0, Vo e Va(0), 7(u)(z,0) = y(uo)),

tn
ce qui devient en utilisant les notations introduites précédemment, et en sommant de n = 0
An=mng—1:

no—1 no—1
D) =W, ")+ Y a(¥ ™ o) =0, Ve e WI(0); 1<ne < N;
n=0 n=0

¥(u®) = v(up). (3.3.18)
Sommant sur n les relations (3.3.1), on obtient:

no—1 no—1

DU =AU s+ 7 > a(U™, ™) =0, Yo e Wi(0),1<Sng SN

) ) YU®) = v(rawo). (3.3.19)

Si dans les relations (3.3.18) et (3.3.19) nous effeciuons une intégation par parties discréte
en temps, il vient:

= ()™ = ") 7Y a(Y ") = (3(x%), ') + ((u™), ™) = 0;

n=1 n=1
ny no

=Y UM =M+ T Y a(Um,0"™) = (HU°), @M n + (H(U™), 0™+ = 0.
n=1 n=1

Soustrayant membre & membre ces égalités, il vient:

S [~ (0™ = 1w, 9™ - ") 4 ra(U = Y7, 0" =

n=1

i Ea(v(U"), ™! = ™) = Ea(1(U°), ") = (1(U°) = 1(°), ") = (1(U™), 0™ )u+

n=1

(7(u™),0™*)  Yp € WI(0); pour 1 < ng < N.
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Nous choisissons maintenant ¢ comme une intégrale discréte, entre les instants ¢, et ¢,

C’est-a-dire: N
n { Tz:k:.'n(bk ’_Yk) pour 1 SnSno

0 pour ne+1<n<AN.

n+1

On a en particulier ™ € V3(0), "1 —p" = —7(U™ = Y"). En définissant ¢ € W](0)

par:
Wl(l—n,tm“] = ‘Pﬂ+l )

il est licite d’utiliser ¢ comme fonction test dans ’expression précédente, et on obtient:

2(7(U") ~(u™),U" —Y")+rﬁza(U" -Y", Z(U" Y*) =

n=1 n=1
e P B - YY) = 0 3 B0, U - Y
n=1 k=1
e SN0 — 1), (U — YY), (33:20)
k=1

En définissant les quantités Dy, D,, D3, Dy, et Ds par:

D, ¥ Z(v(U =), U" =Y");

D, ¥ 72 Z oU™ -Y", > (U -YH))
n=1 k=n
Ds ¥ —r Y Ep(y(U™), U™ - Y™,
n=1
no
D, ¥ —TZEh(‘Y(UO),Uk -rky,

k=1
dét E
Dy F =1y (4(U°) — 4(u®), (U* - Y*));
Pégalité (3.3.20) s’écrit encore de fagon évidente:
Dy + Dy = D3 + Dy + Ds. (3321)

Si on dénote par D, et par D, les quantités suivantes:

D, ¥r Zw(v") —y(u"),U" —u");

n=1

D —TZ(v(U") Y(")u" = Y"),
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le terme D) se décompos~e en: D, = D; + D,. Nous souhaitons estimer D; en utilisant la
minoration Dy > D, — |D;]. Pour cela nous nous intéressons d’abord au terme D) puis au

terme |D,].

On sait que U™ > 0. D’aprés le théoréme 3.2.1, on a u(z,t) > fr pour 0 < ¢t < T
et pour 0 < x < 1, il est alors aisé d’en déduire les inégalités qui suivent:

i 1 1
Bh /;. (U™ —u™)dr < /;. (U™ +u™) U™ - u") dz < /0 (U™ + u™) U™ — u™)? dx,

et d’obtenir la minoration suivante pour D;:

Z/ (U —u")?dz <D +—T / U™ —u™)de

n=1

+Bh*r Z(HU“ Iz o,1) + e W o0 c0,0))-

n=1

Ce qui avec les résultats du lemme 3.3.2 et du théoréme 3.2.1. permet d’établir que:
Bhy — qruf <Dy + Ch? 3.3.22
2 I q “||L2(QTO) SO+ . (3.3.22)

Pour majorer Dy, nous introduisons la quantité a,, que ’on définit par:

AUy y(a™) - FIn n
=L st U u
ap = v "" ?é

0 siU™=u"

Remarquons que a, satisfait: an € L*(Qr) uniformément en n.
Nous pouvons écrire:

n n n é 1 n
(U™ = 7w = ¥™) = ([6@™) = 1@ U™ - w7 ad(w” - Y™),
ce qui avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, induit I’estimation suivante:
e . %
1D1] < [ 3 (U™ = 9@, U™ = w")] [ 3 fanllzm@n(™ - Y™, un ¥,
n=1 n=1
Posant A = maxi¢n<n l|@nll L0 (Q7), ON obtient
Dil< D+ ?
ID1| < eDr + —llg"v = Yllzaqp,)s (3.3.23)
ot € > 0 est arbitraire et Ty = no7. Nous en déduisons (puisque D; > D; — |Dy]) la

minoration: 4
Di(1-¢) - E”Q'“ - Y"%,’(QTO) <D.
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Choisissant € = 1 il vient en utilisant Pinégalité (3.3.22):

Bh - 4, ., Ch?
-4 ulli2qz,) = Flla™u - YllZ2(gr,) < D1+ 5 (3.3.24)

Considérons maintenant le terme D, de P’égalité (3.3.21); i.e
D, = 1.2 Za(Un _ Y", Z Uk _ Yk),
n=] k=n
et posons b, = (U™ —Y"),. On a:
no l no
D, =T2Z/ b Y bedz.
n=1"0 k=n

La forme quadratique 312, ba 3 ;2 . bx peut s'écrire sous la forme b*Bb otr b = (by, -, by, )
et o1 la matrice B vérifie:

1 sit=j
Bij={l .. JlS%JSno
7 sii#j

En remarquant que les valeurs propres de B sont égales & 1 (ordre de multiplicité no — 1)
et 3 1+ 221 (ordre de multiplicité 1), nous obtenons la minoration:

1, &
57 YW -YH)lha,y < D, (3.3.25)
k=1

ce qui représente I’analogue du deuxiéme terme du membre de gauche de I'inégalité (3.3.16).
Nous considérons maintenant le terme

Dy =-1) Ey(y(U™),U"-Y™").

n=]

Le lem;ne 3.3.3 avec p = 2 fournit:

[En(x(U™),U" - Y")| < Chz{”(Un)”LN(O.l)”U:”L2(0,1)”(Un = Y")ell2oy+

MU s @ IU™ = Y™ leon }- (3:3.26)
En utilisant la définition de Y™,

Y* =Mule, 1)
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la régularité de la fonction u qui appartient & C°(Q7)NL>(0, T; W1°(0,1)), et la propriété
U Le(0,1) £ € uniformément en n donnée au lemme 3.3.2, nous obtenons la majoration:

lU" = Y"||Leo(0,1) £ C uniformément en n.
Le second membre de 'inégalité (3.3.26) est donc majoré par:
CR U7 Ne@nlU™ = Y ™)elao + WUR s o))
donc aussi par:
1 (17 AN o N

ou C désigne diverses constantes indépendantes de h et 7. En utilisant ’inégalité (3.3.10)
du lemme 3.3.2 et la définition de Y™, nous avons:

|Ds| < Cy 2, (3.3.27)

ot C; est une constante qui dépend de [|U°|| oo ¢o,1), 1U2] Lo 0,1y el 2¢0, 7311 (0,1)) €t de b.
Pour majorer le terme

no
Di=-1Y En(x(U°),U* - 1),
k=1

nous procédons de la méme maniére que précédemment pour estimer D3 et nous obtenons:
|Dy| < G2k, (3.3.28)

ou C; est une constante du méme type que C;.

1l reste maintenant 3 estimer le dernier terme Ds = ~7 32, (v(U®) - v(uo), U* ~ Y*). 1l
n’est pas difficile d’obtenir & I'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz la majoration:

no
r
IDs| < §||U° + 6|z, IU° = w20l D U* = Y¥llp20,1).
k=1
Tirant profit de la propriété u® € W1°(0,1), il est alors classique d’en déduire:
U® = u®liL2o0y S Chi  IU® + w10y £ €,
ou C désigne diverses constantes indépendantes de k. Cela conduit 4 la majoration:
no
IDs| < Cikllr Y U* = Y*| 120
k=1
qui se transforme grace & l'inégalité de Poincaré (puisque (U* — Y*)(0) = 0) en:

no
IDs| < Cablir > UE = Yilizz00). (3.3.29)

k=1
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Combinant les relations (3.3.21) et (3.3.25) & (3.3.29), il vient:

Bh A Ch? 1 &
T = e uliaory = Sla7s = Ylitaory = 5 + 517 DU = ¥flliags <
k=1

no
(€1 +C2)h? + Cablir YUt = Yiirr0).
k=1

De cette derniére estimation nous en déduisons I'inégalité de stabilité en norme L? pour
le schéma (3.3.1) analogue & I'inégalité (3.3.16):

Ro
BRIV — ¢7ullfaqpyy + I 2 UE = Yilllagoa) < Ca(h® + 24llg7u ~ Yl zqy,)r (3-3.30)
k=1

ou C3 = 2C + 4C44C2 + 4C4.

1l reste maintenant A estimer le terme ¢"u — Y. Si on pose:

wdefl i
v =7 A (u( - tnsr) —u(-, 1)) dt;

aerl [l
£p #2760 - a0,

on a

1 a4l
= Vhnin =+ [ (6l tass) = Mo 0)dt = Y + .
tn

Nous calculons alors

n.2 - _1_ ! tntt - :
HET L2000y = 72 u(z,tuyr) —u(z,t) dt | dz
0 tn
1 1 tngt 2
== / u(z,tay1) — u(z,t) dt | dz+
75 Jh tn
2

1 h th1
= / u(z,tnt1) — u(z,t) dt) dz.
0 tn

Pour le premier terme du membre de droite nous pouvons écrire:

/h1 (/:Ml u(z,tnt1) —u(z,1) dt)2 dz = /: </:wl /t‘"“ ue(z,s) ds dt)2 dz

1 ptogn
< 13/ / ul(z,t) dt dz. (3.3.31)
h Jit,
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Pour le deuxieme terme du membre de droite, la propriété 1) du théoréme 3.2.1 entraine
les inégalités suivantes:

0 <u(z,t) <Chpourtout 0 <z < h, et pour tout 0 <t < T,

ce qui conduit 4 ’estimation:

3 ‘n+1 2
/ (/ u(z,thyr) — u(z,t) dt) dz < CT°R?, (3.3.32)
0 tn

ou C est une constante qui dépend de la solution exacte u mais qui est indépendante de
7 et h. Utilisant la propriéié iii) du théoréme 3.2.1 avec z = h, les inégalités (3.3.31) et

(3.3.32) impliquent:
T Z I|E; ”"1,,7(0_1) < C(T + h3>.

n=0

D’autre part il est bien connu que (voir [6] p. 138):
(-, ) = Mau( -, ) Z20.0) < CR* Nl 0,181 00,0
Ce qui permet d’obtenir
r 2 r? 2
a7 = ¥ agpyy < OO +A2). (3.3.33)

Combinant les inégalités (3.3.30) et (3.3.33) il vient:

2
,
WU = ¢ ulfser,) < Clzz + ), (3.3.34)

pour tout Ty = no7, ng < N.
Utilisant les mémes arguments que précédemment nous avons:

2
r T
= g"ulld gy < CC +4%).
L’inégalité triangulaire permet alors d’écrire:
r
U = ullzzery < C(5 + h#),

ou la constante C ne dépend que de la solution exacte u, des données ug , uy et de Qr.
Le théoréme 3.3.1 est démontré.

o
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3.4. Algorithme pour calculer la solution du probléeme diserét P/,

A la section 2 nous avons remarqué que pour b une constante positive donnée, a chaque
pas de temps, il était nécessaire de résoudre un probléme de la forme:

Pour f donnée dans C°([0,1]), f > 0 dans (0,1),
trouver w € Vj(b),w > 0 dans (0,1) telle que:

1
a(w,v) + (§w2,v)h =(f,v)r Vve Vi(0) (341)
Pour résoudre le probleme (3.4.1), nous proposons l'algorithme suivant:
Soit w® € Vi(b) donné tel que w® > 0 dans (0,1),

on définit la suite {wk}»o,wk € Vj(b) par:

a(w**1,v) + ‘12-(wk+lwkyv)h =(f,v)n Yo e Va(0). (342)

Les arguments de la démonstration du lemme 3.3.1 nous montre que le probléme (3.4.2)
admet une unique solution, et que cette solution est positive dans (0,1).
Avant d’énoncer le résultat de convergence pour 'algorithme proposé, nous introduisons
quelques notations, qui nous serons utiles pour écrire la solution du probléme (3.4.1) comme
le point fixe d’une application.
Soit ¢ une constante donnée, nous désignons par H, I'espace affine V,(c) muni de la norme
du maximum (c’est-a-dire que I’espace vectoriel associé Ho est muni de la norme du max-
imum). Nous définissons I’application

S"; . Hy— Hy

@ = 0= Si(p)

de la fagon suivante:

8 € Vi(b) est solution de:

a(0,0) + 3(e0 v = (o Vo € Va(0), (3.4.3)
1l n’est pas difficile de montrer que I'inclusion suivante est satisfaite:
Lemme 3.4.1. Le domaine D(S}) de I'application S} satisfait:
D(S%) O {p € Hy;infp > 0}.
1l est immédiat de vérifier qu’avec les notations introduites, w*+! peut étre exprimé comme:
wht! = s}(wk)’
et que la solution w du probléme (3.4.1) satisfait:
. w = SHw).
De plus, on 2 w; > 0 pour 1 € j <m +1, ot w; = w(z;) représentent les composantes de

w.

Enongons maintenant le principal résultat de cette section, c’est-a-dire, en quel sens
Palgorithme (3.4.2) est convergent.
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Théoreéme 3.4.1. Soit w la solution (positive dans (0,1)) du probléme 3.4.1. Alors il
existe un voisinage 'y de w dans L®(0,1) tel que si wy est choisi dans 'y, algorithme
(3.4.2) converge.
Donnons le méthode pour démontrer le théoréme 3.4.1. Nous voulons montrer que pour
une certaine norme notée ||| - ||}, le fait que ||jw — wo|| soit suffisamment petit entraine
que:

lim |Jjw — w¥j| — 0.

k—o0
Pour cela, il suffit de prouver qu’il existe une norme pour I'espace affine Vj(b) rendant
l’application S}( -} localement contractante puisque w est un point fixe de P’application
s3.
Si 'application S} admet une dérivée de Fréchet DS?( -), sachant que pour tout ¢ > 0 il

existe une norme notée ||| - ||| sur V4(0) telle que pour la norme d’opérateur subordonnée
on ait:

DS ()|l € p(DSH(w)) + e,

ol p(DS;(w)) représente le rayon spectral de application v — DS}(w).v (voir par exemple

6] p. 19), il suffit alors d’aveir p(DS}(w)) < 1 pour que I'application S}( - ) soit localement
contractante.

La démonstration du théoréme 3.4.1 est donc une conséquence immédiate des lemmes qui
suivent (voir par exemple Schartz [22]).

Maintenant nous nous intéressons & l'existence d’une dérivée au sens de Frechet pour
Papplication S}. Soit W défini par:

w = inf w;,
)21
alors nous avons le résultat suivant:

Lemme 3.4.2. Soit I le voisinage de w dans Hy défini par:

T={peHs; lw=-0vloon< -'2‘1}. Alors S5 ¢ CY(T) et Yp €T,
DS}(c,a) € L(Hy; Hy) la dérivé de I’application S; au point ¢ est définie par:

DS§(p).v = —S(¢).vS5}(p) Vv € Hy, (3.4.4)
ot lapplication linéaire continu S{¢) y — ¥ = S(¢).y de Hy — Hy est définie par:

1 1
a(d)»v) + E(‘P‘/’xv)’l = E(ya v)ha Vv e Vh(o) (345)

Démonstration. Pour ¢ € T soit § et 8 les fonctions de Vi(b) définies par:

aB,4) + 5((p + 0, ¥h = () (3.46)

a(0,6) + 2600 = (£ ¥ € Vh(0), (347)
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ou v € Hy est un accroisement de ¢, ce qui peut encore s’écrire
6="SKp) b=SHeo+v)

On remarquera que ¢ € I' entraine l'existence de 8 € Vi(b) avec 8 > 0 pour tout z > 0.
Il en est de méme pour & dés que ||v]| o0(0,1) €5t assez petit, puisque pour un tel v on a:

o+v2=20.
En soustrayant membre & membre les relations (3.4.6) et (3.4.7), on a:

(B - 0,0) + 5(e(I — 6), ¥)a = =500, ). (348)
La relation (3.4.5) permet d’écrire
8~ 6 = S(p).(—v8) = =S().v8 — S(p).v(8 — 8).
Si nous pouvons montrer que:

16 — 6l L= 0,1y = OlIvllLe= 0,1)), (34.9)

alors nous aurons prouvé que (voir par exemple Schwartz {22], p. 197 pour une définition
précise de la dérivée d’un opérateur d’un espace affine normé dans lui méme):

DS}{e).v=~5(¢)v8 Yv € Ho,
Cest-a-dire la relation (3.4.4). La solution § — 8 du probléme (3.4.8) vérifie:
16 = Bllrrsco,1) < Cllobiln < lloll 0,1y 1la-
D’autre part en utilisant une version discréte de 'inégalité de Poincaré on a:
6lla < Cl8llercony < ClFA < fllcogonys

et nous obtenons
116 = 8l 10,1y < Cllfllcoqoapllvlece,1y- (3.4.10)

En utilisant Iinclusion H1(0,1) — C°([0,1]), nous déduisons (3.4.9) de (3.4.10). Les
définitions des applications 5;( -) et S(-) et Pexpression de DS}(&p) montrent alors que
S3(-) € C'(I'). Le lemme 3.4.2 est démontré.

0
Le lemme suivant fournit une estimation du rayon spectral de I’application DS}(w).
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Lemme 3.4.3. Le rayon spectral p(DS}(w)) de 'application v — DS%(w).v de Hy dans
H satisfait I’inégalité suivante:

lwll o= (0,1
DSt (w)) € ——— 21 | 3.4.11
PDSHw) < 5 oMo (3.411)
ou
_ a(q,9) S

= 1n .
# 9EVR(0), ¢#0 (¢,9)n

Démonstration. L’application v — DS;(w).v est une application linéaire en dimension
finie. Son rayon spectral est donc égal au maximum des modules de ses valeurs propres.
Etudions donc ses valeurs propres, notées ), associées aux fonctions propres notées p,
c’est-a-dire (A, p) € R x Hy tels que:

DS}(w).p = Ap. (3.4.12)
En utilisant (3.4.4), le fait que w est un point fixe de S} et (3.4.12) on a:
-S(w).(pw) = Ap.
Posonqu = —Ap. La définition 3.4.5 de l'opérateur y — S(w).y permet d’écrire:
g € Via(0) et vérifie

a(g%) + 5(we, 9 = (0 V6 € Vh(0),

ce qui peut encore s’écrire si A £ 0

q € Vi(0) et vérifie
1 1
Posons d = —1—;1:\—’\, nous avons:

a(q, ¥) = d(wg,¥)s V¢ € Vi(0).

On remarque que la forme bilinéaire a(., .) est symétrique et que la forme bilinéaire (w.,.),
est aussi symétrique, ce qui implique que les d sont réels et de plus ils sont positifs car
a(g,g) > 0 et w > 0. Donc —&2 > 0, c’est-a-dire ~1 < A < 0. Nous pouvons méme
préciser cette derniére inégalité en posant:

a(z,z)

dy = :
! 1#0,2€Va (0) (w2, 2)4
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Alors les valeurs propres du probléme (3.4.12) satisfont:

W= —— < —1
142d ~ 1424,
Or
in a(z,z)
lwll oo (o,1y 220:2€Va(0) (2, 2)a

d 2
c’est-a-dire dy > l‘”w"Z‘L(o,l)v d’otr

< Kl Lo 1)
T 2p+ JlwllLeqo,n

Le lemme 3.4.3 est ainsi démontré.

]
Remarque 3.4.1.
Le probléme approché (3.3.1) pour un n fixé differe du probléme (3.4.1), nous devons
remplacer dans le probéme (3.4.1) le terme (Jw?,v), par le terme (z=w?,v), pour obtenir
le probéme (3.3.1). En fait, le résultat de convergence donné par le théoréme 3.4.1 reste
valide si dans le probéme (3.4.1) Vexpression (%wz, v)p est remplacée par: ($w?,v), pour
tout @ > 0. On doit simplement modifier la définition de p. Dans le cas a = & on définit
p par:
4=  m raed _ . g, a(g,9)
€Va(0), ¢#0 (¢,9)n  ¢€Va(0), ¢x#0 (g, q)n

Néanmoins, mentionons que pour le probléeme (3.3.1), lorsque % est fixé, u dépend liné-
airement de 7. En conséquence, la vitesse de convergence décroit avec 7 puisque le rayon
spectral de DS}(w) est majoré par:

"w||L°°(0,1)

Sj(w)) S g
p(DSy(w)) < 2p + Jlwl| 10,1

et tend vers un lorsque 7 tend vers zéro.
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3.5. Quelques remarques et généralisations..

Bemggge 3;2 l -

Maintenant nous donnons quelques remarques qui concernent le probléme en dimension
d’espace égale 4 1.

Le probléme approché a été étudié en supposant que uy(t) = b, ott b est un réel donné.
Les résultats que nous avons établis subsistent si b est remplacé par une fonction t ~ b(t)
vérifiant les hypotheses HP1 et HP2.

Si ug(z) ne vérifie plus 'bypothese HP3, c'est-a-dire si on n'a pas I’existence d’une fonction
z + Pz telle que: u(z,t) > Bz, pour0 <t < T, et pour 0 < r < 1, la majoration de
’erreur ne peut plus étre établie avec la méthode que nous avons utilisée.

Pour 2 < p < 0o on peut généraliser le probléme traité dans les sections 1 & 4 en remplacant
dans le probleme (P) le terme uuy par uP~lu, et en définssant dans le probéme (P])
la fonction 4 par s — 4(s) = i;-. De maniére similaire 4 ce qui a été fait, on peut
définir une solution faible dans C%(Qr) N L2(0,T; H(0,1)) pour ce probléme et montrer
Iexistence et P'unicité d’une solution faible non négative dans C(@7)NL2(0, T; H(0,1))N
L%*(0,T; H?(0,1)). Les résultats du théoréme 3.2.1 subsistent & I’exeption de litem ii) qui
devient:

1
/ / (u()2 dzdt < zx’i—l’ ¥2,0< z <1, ouC est indépendante de z.
z 0

L’existence de la solution approchée, deﬁnie en (3.3.3) est toujours assurée. Il suffit de
remplacer le terme 2 Z,_l(z+) par P(P‘H) Z,_l(z'* )P+ dans la fonctionnelle z — J(z),
définie en (3.3.5), et le lemme 3.3.2 concernant les majorations de stabilité reste vrai. Dans
le théoréme 3.3.1 de majoration d’erreur, I'inégalité (3.3.22) devient:

h p—1
B U - q"8ll%2(qy,) < D + Ch2.

La majoration (3.3.34) dev:ent:

2
d T -
"U -q ullsz(QTo) < c( hp-1 + h3 P)\

d'ott on déduit:
WU - ullLz(@q,) < C( =t R, (3.5.1)

Cette majoration n’est intéressante que pour p < 3.

Concernant ’algorithme défini & la section 4, pour montrer qu’il converge, il est nécessaire
de donner les nouvelles expressions de la dérivée de 'application S;( +) défini maintenant
par:

pr8= S'}((p) € Hy; ou 8 vérifie:
a0.9) + 370,00 = (£ D W€ Va(0), (35.3)
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Lemme 3.5.1. Soit w € Hy tel que S}(w) = w et soit T le voisinage de w dans Hy défini
par:
w
F={pcHy Jw=vli=pn<3}

Alors S%(p) € C'(T) et DS}(p) € L(Ho; Ho) est défini par:

DSY(p)v = ~(p— 1)S()-#* 0S4(0).

Démonstration. Nous procédons comme 3 la section 4, lemme 3.4.2. Nous définissons fet
8, des fonctions de V;(b) par:

a8, )+ (0,9 = (fDni (3.5.4)
a5} + (o + 0P = (6 V6 € VA(0), (355)
ol v € Hp est un accroissement de . On a donc:
0="S%p) 6=Sieo+v)

La fonction ¢ est choisie dans T' = {p € Hy; llw — ¢{lp=(,1) < %}, et la fonction v
est définie telle que |[vf| L (0,1) soit assez petite, ce qui entraine Pexistence et 1'unicité des
fonctions 8,0 telles que 8 > 0; 8 > 0 pour = > 0. En soustrayant membre & membre les
relations (3.5.4) et (3.5.5), il vient:

. 1, .5 1 - ~1NG
a6 - 6,¥) + ;(‘PP (O~ 8) ¥ = —;(((‘P + )P~ P18, ¥)n. (3:56)
Nous définissons 'application y — ¥ = S(p).y par:
1 1
a(‘I/,w) + ;(%P_I‘I’,w)h = ;(y,w)h. (3.5.7)

On a alors 3 )
§-6=-SE)(¢+vP -, (3.5.8)
ce qui peut encore s’écrire:
6~6=—(p—1)S(p)¢? 08 — (p— 1)S(v)-x" (6 - 6)
=S (e +v)P7 =P — (p— )P P0)h. (35.9)
D’autre part on a:

(p+0)P =P =(p=1)p+nv)P%v avecO0<n<1
= Ollivlizeo,1))-
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Nous déduisons alors de (3.5.6)

16 = 811513 0,1) = Ovllzes(0,1))  done [} = 8| oo 0,1y = OlivllLooo,1))-
Par ailleurs, nous pouvons écrire

(p+ 0P~ P = (p=1)p" %0 = (p = o((p +7v)P 7% ~ "7%),

donc

i + 0P~ =P~ — (0= V)P vl Loo(o0,1) < Cllvllzooo,1ye(llvliLeoco,n))s
ol ¢(t) tend vers zéro avec t. Le lemme 3.5.1 est démontré.

0

En ce qui concerne le rayon spectral de DS}(w), nous avons:
Lemme 3.5.2. Le rayon spectral de I'application v — DS}(w).v de Hy dans Hy satisfait
linégalité

P || Lo o1
DSb(w)) < _1_””’_____L)__ ot
PDSe)) < (0 =) o

_ a(z,2)

#= €V, (0);250 (z, z)h

Démonstration. Etudions les valeurs propres A et les fonctions propres r de 1'opérateur
linéaire en dimension finie DS}(w).

DS;(w).r = Jr, donc

—-(r- l)S(w).w”"’rS;(w) = Ar, et en utilisant w = S;(w)

—(p = 1)S(w).wP 1 r = Ar, ol encore

a(=Ar, %) + i(w"'(—xr),w)h — 2w )

On pose —Ar = g, il vient:

alg, ¥) + },(w"'q,w)h =2 A‘pl(w"‘q, s

lip+p~-1
P A

Posons d = —”—,ELK};‘—‘, alors nous avons l'inégalité:

a(qa 1)[)) + (wp—lq’ '(}I))h = 0

n X

d> ——— d’ott
flwP=1i 20,1

< - e licon

- i+ lwP= gos0,0)

Le lemme 3.5.2 est démontré.
O

Ainsi nous pouvons affirmer que:
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Lemme 3.5.3. Pour p > 2, I'algorithme (3.4.2) converge dés que la condition
flw? =g >1-2 (3.5.12)
u 12(0,1) > .9.12
est satisfaite.

Si on utilise ’algorithme 3.4.2 pour résoudre le probléme approché donné par (3.3.1) avec
¥(s) = % pour un n > 1 fixé, dans ce qui précéde, la fonction w € V4(b) désigne la fonction
U™. Nous savons d’aprés le Lemme 3.3.2 que:

U™z 0,1y < max(l]U°|le(0,1), b) 1<n< N

La condition suffisante (3.5.12) devient alors:

- 2
Tu(max(lU° 1o (0,1),5))' 77 > 1 - s

Remarque 3.5.2.

Pour généraliser le probléme traité dans les sections 1 & 4, on peut considérer le cas ou la
dimension d’espace n, égale 2. Dans ce cas I'intervalle (0, 1) est remplacé par un rectangle
Q = (0,1) x (0,2) par exemple. Le terme u,, dans le probléme (P) est remplacé par Au,

le Laplacien de u.
Si on note ¥ = (1, 2), ot {z1,z2) € 0,1} x [0, 2], on remplacera les conditions aux limites

en {0} et {1} par:

41(0,z2,¢) pour z; € [0,2], t € {0,T);
uy(z1,0,¢) pour z; € [0,1], ¢ € [0,T);
ui(l,32,t) pour z; € 10,2}, t € [0, T};
uy(3,2,t) pour z, € [0,1], t € [0, T},

u(Z,t) =

avec u3{0,z2,t) = 0 pour z2 € [0,2)], t € [0,T). La condition initiale sera alors:
u(#,0) = uo(2).

Les hypotheses HP1, HP2 et HP3 seront remplacées par:

HP1 ug et u; sont respectivement de classe C! sur § et sur  x [0, 7).

HP2 ui(z1,22,0) = ug(z1,22) pour (z,,22) € Q.

HP3 ug et u; sont des fonctions non négatives, de plus 38 > 0 tel que ug(Z) > fz,,
pour £ € 0, et uy(z1,22,t) > BV (z1,2,) €N pour 0 <t < T.
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Dans une telle situation on obtient des résultats d’existence et d’unicité d’une solution
faible (voir [19]) ainsi que Pestimation ii) du théoréme 3.2.1.

Pour obtenir l'existence d’une solution approchée (lemme 3.2.1) et avoir des majorations de
stabilité, il convient de demander au maillage de vérifier certaines propriétés garantissant
le principe du maximum pour le Laplacien (par exemple avec des mailles triangulaires &
trois noeuds, les angles des triangles sont < %).

Si on divise le domaine 2 en deux sous domaines: @ = {Z € @ 0 < z; < h} et
O = {F€Q, 7¢ M}, on peut adapter la démonstration de la majoration de I’erreur &
ce cas.

Concernant 'algorithme défini A la section 3, les résultats des lemmes 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3
restent vrais. Il suffit en effet uniquement de substituer, dans la démonstration du lemme
3.4.2, D'utilisation de P’inclusion de H(0,1) dans C?([0,1]) par I'inégalité inverse du type:

16 = Bll Loy < C(RIIG — 6l ey,

et de remarquer que pour 'algorithme, A est "fixé”. Il est & noter que dans ce cas, ) le
voisinage de la solution w dépendra du parametre h.
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Annexe 1

Dans cette annexe on montre que si f est une fonction & valeurs dans R définie sur un

intervalle fermé de R, I, &' [0, 4], ot @ > 0, alors on peut approcher la fonction f par une
suite de fonctions régulieres. On peut énonger le résultat suivant:

Lemme. Soit a >0, f € C1((0,a);R.) et soit co > M > 1 tel que
SUp,e0,0) 1f'(2)] £ M. On définit go € N, go > 2 tel que a > 3— Alors il existe une suite
de fonctions {fp}p>q, telles que f, € C(R;RY) et qui veuﬁent les propriétés suivantes:
(1) —;— < fp(z) < maxyeqo,q |f(¥) + M + 1 pour tout p > go et pour tout z € R;
(ii) fp \\ f lorsque p tend vers I’infini uniformément sur I,;
(iii) pour tout Pz > qo il existe deux voisinages Vo et V, des points {0} et {a} tels que
fo(z) = f(E) + M2, Yz € Vo et fo(z) = f(1- l)+M'ﬂ Yz € Vi;
(iii) max.er|f; (:!:)| < M Yp > qo.

Démonstration. Tout d’abord remarquons que si f € C*((0, a); R+ ), alors le théoréme des
accroisements finis implique que f € COI,;Ry). Nous étendons le domaine de définition

de f & tout R en posant: f(:t) (0) pourz < Oet f(x) e f(a) pour z > a. Nous notons
toujours par f la fonction ainsi obtenue. Evidemment f € C°(R;R+) mais f ¢ C'(R;R4).

Pour p > go on définit intervalle If par I? uf [-‘};,a - 1;] et la fonction f, par:

f(h)+ 2L siz <L
T ¥ fo)+ M sizelp
fla-H+ME siz>a-1.

Calculons la différence fp41 — fp pour p > go.

f(P‘H) f( )= p(r+l) siT S Grn (p-H)’

f(z)"f( )= ,(,.H) Siz;IT<$$,,,
Fori(z) = Folz) = _RA%HT siz €I

f(@) - fla=1)- ;G_‘H-g sia—t<z<a- oy

1 M+1 .
f(“"m)‘f(“‘p)‘wi‘ﬂ s'a-p-H sz

Le théoréme des accroissements finis et la propriété SUP,¢(0,q) [f'(2)] £ M permettent de
déduire la majoration suivante:

M4l six € IP;
T - (p41) a’
frt1(z) — folz) < { i Pl . P
-5 SiT ¢Ir.
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On montre alors facilement que la suite {E} S vérifie les propriétés suivantes:
P24g0
M+l  — M+1
< T S maxflz) + Yp 2 g; (P1)
f—, est constante pour z ¢ I? Vp 2> go; (P2)

{7} est decroissante; @ RGRECE L LVa R VD2 i (P)
()= fpv) = f(z) - f(y) VYz,ye€R, Vp2g. (P4)

Calculons la différence entre f, et f.

Ml sizelp;
Tolz) - flz) = ¢ f(3) = f(z) + ML siz <L

fla-Y) - fla)+ ¥ sia-l<a
Le théoréme des accroisements finis permet d’obtenir ’estimation suivante:
1 2IM +1
2 <Fe) - f2) S V2 €R, VP2 (P5)
p p
Soit § > 0, on désigne par ps un noyau régularisant tel que suppps C B(0,8) et tel que
fB(o syps(z)dz =1 (voir par exemple Brézis {4] p. 70 pour avoir un expression de ps).
On pose § a &(p) = ?TWT:;TI) et on définit les fonctions f, par:
. déf - -
@) [ psta =iy = [ pele = ) pour o 2 g0

On vérifie immédiatement que la propriété (P1) entraine que:

+
<fp<maxf(z)+ ——  Vp2q,
€, Qo

ainsi 'item i) est prouvée.
Montrons I'item i1) du lemme. Pour cela on caleule f, — fp41 que 'on écrit sous la forme:

Fo(@) = fpr1(2) = fp(2) = Fo(@) + Fp(2) = Foaa(@) + For1(2) = fpa(z) VzeR
Estimons la différence |f,(z) — f,(z)|-
[fp(2) = Fol2)| = l Lps(x -9 dy - f(z)

< /lz—ylsé ps(z = )| Fo(y) — Folx)] dy.
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La propriété (P4) et le théoréme des accroissements finis (que ’on utilise pour estimer
|f(y) = f(z)|) induisent P'estimation:

@ -Fel< [ ne-nlfw - f@drs [ pla-uMoa
lz—yl<$ lz—yl<6
On obtient finalement (puisque fg ps(z)dz = 1)

- M 1
15@) = 7| £ GrTD S e

VzeR; Vp2qo. 2)
Les propriétés (P3) et (2) permettent alors de montrer que la suite {f,} est une suite
décroissante Vp > go puisque ’on a:

1 2 S 1
plp+1) 4p(p+1) T 2p(p+1)

Majorons maintenant |f,(z) — f(z)]. On a:

|£3(2) = f@)| £ 1fp(2) = H(@)] + [Fola) = f(2)], Ve eRs VP2,
qui se transforme grice a estimation (2) et a la propriété (P5) en:

1 2M
[fo(2) = f(2)] < BOTD) + p+l Vz€R; Vp2g.

fp(x) - fﬁ-l(x) 2

Nous avons donc prouvé I'item ii).

L’item iii) est une conséquence immédiate de la définition de § = §(p). On peut choisir
des voisinages centrés des points {0} et {a} et de longueur 7(p) = mz-»_n par exemple.
Pour finir montrons 'item iiii). Soit & fixé, calculons fp(z + k)~ fp(z); d’aprés la propriété
(P4) on a:

folz+h) = fo(z) = /R ooz = )z +h) =~ f(2)] dz.
Ainsi

[fo(z + )= fo(2)]| < /R ps(z — 2)f(z + h) ~ f(2)] dz,

que 'on majore en utilisant le théoréme des accroisements finis pour la fonction f, ce qui
conduit a:

oz + 1) = fy(@)] < 1hIM /R po(c —2)dz=|hM VzeR, Vp2aq.

On a donc
lim |fP(I + h') — fP(x)l
h—0 |A|
ce qui prouve l'item iiii). Le lemme A.2.1 est démontré.
(w]

<M VzeR, VYp=go,



100 Chapitre 3. Estimations d’erreur ...

Annexe 2

Rappelons la famille de problémes perturbés (P*¢) que nous considérions & la section 2.

Pour p > 2 fixé soit u, définie sur [0, 1} & valeurs dans Ry donnée, et pour € = ;—,

soit ut € Ty (Qr) qui vérifie:

up = P(u)uy, dans Qr; (A.21)
u(z,0) = up(z), dans (0,1); (A.2.2)
u(0,t) = up(0), u‘(1,t) =up(1) dans (0,7), (A.2.3)

ou & € CH(R; R, ) est telle que: sup, g |<I>£')| < oo pour  =0,1,2 et telle que: ®.(s) >0

¥s € R. La fonction ®, est une régularisation de la fonction 1 (voir démonstration du

lemme 3.2.4). Nous pouvons alors énonger le résultat suivant:

Lemme A.2.1. Supposons que la fonction u, est de classe C™, qu’il existe oo > M >0
tel que sup,eo ) [up(s)l < M Vp > 2, et qu'il existe deux voisinages des points {0} et
{1}, Vo et V, tels que up est constante dans Vo et Vy. Siu‘ est une solution du probléme
(P*), cest-a-dire des équations (A.2.1), (A.2.2) et (A.2.3), alors il existe une constante C
indépendante de € pour ¢ € (0,1) telle que:

lutllcogry < Cllluolleron)- (A.24)

Démonstration. Principe de la démonstration: premiérement on montre que 'on peut
estimer u$(0) et uf(1). Ensuite en dérivant par rapport & z les équations (A.2.1) et
(A.2.2), le principe du maximum appliqué & I’équation que vérifie u} nous permettra
d’obtenir Pinégalité (A.2.4).

On translate le probleme (P¢) afin d’avoir des conditions aux limites homogénes. On
pose v(z) e (1 — z)up(0) + zup(l) pour 0 < z < 1 et on définit la fonction u par:
u(z,t) = u¥(z,t) — v(z) pour (z,t) € [0,1] x [0,T}. Un calcul élémentaire montre que u est
solution de:

up — P(uhuz, =0 dans QT; (A.2.5)
u(z,0) = up(z) — v(z), dans (0,1} (A.2.6)
u(0,t) =u(l,t) =0 dans (0,T). (A.2.7)

Pour tout to > 0, montrons que l'on peut construire des fonctions "barriéres” aux points
{0,t0} et {1,20}. Considérons la partie z = 1 du bord de Q7.
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t

0 1 xn X

On pose w(z) e exp [ -u(l -z )2] — exp [ —u(z - xl)z] > 0 pour z € [0,1]. On choisit
z) et p tels que:

w’(z) =2[1 - 2u(z - 21)*]pexp [— p(z — =1’ | S -m <0 vz €[0,1],

c'est-a-dire que ’on prend u = 1 et 2y = 2, et on aura m = 2exp(~4). Un calcul simple
montre que:

w — B (u)wer = - (u)wye >ym >0 dans Qrp,
ou ¥ est la borne inférieure (positive) de ®.(u¢).
Soit Cy = ;;ﬁi_—‘-; ol M est défini par les hypothéses du lemme A.2.1. Si on pose ¢ def
C1w — u, puisque sup,¢[o, 1} [up(2) = v'(z)| £ M ol M est indépendant de p, il est alors aisé
de vérifier en utilisant le théoréme des accroisements finis que ¥(z,0) = Cyw(z) — up(z) +
v(z) >.0 pour tout r € {0,1}.
11 est alors immédiat de controler que ¥ vérifie:

e — Pe(u e >0 dans  Qr;
¥(z,0) > 0, dans [0,1];
$(0,t) > 0 et P(1,£) >0 dans 0,7
Le principe du maximum (cf théoréme 2 p. 168 [20]) permet d’affirmer que ¥ > 0 dans
Qr, ce qui s’écrit: _
u(z,t) £ Ciw(z)  V(z,t) € Qr. (A.2.8)
En appliquant le raisonnement précédent 4 la fonction ¥ e 1w 4+ u on en déduit que:
u(z,t) > —Cw(z)  ¥(z,t) € Q7. (A.2.9)
Remarquant que u(1,%0) = w(1) = 0, on a d’apres les estimations (A.2.8) et (A.2.9):
-G [w(z) - w(l)] <u(z,to) —u(l,to) <Y [w(x) - w(l)] V(z,t) € Qr,

soit encore
lu(z,t0) — u(l, )l € Cilw(z) — w(1)]  ¥(z,t) € Q. (A.2.10)
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Les fonctions u et w sont C!, on déduit donc de P'estimation (A.2.10)
[uz(1,20)f < Cilw'(1)]- (A.2.11)

Le choix de zy, de u, de v et de m étant indépendant de tg, I'estimation (A.2.11) a lieu
pour tout to € [0, T], c’est-a-dire:

lue(1,8)] < Cilw'(1),  Vte[0,T). (A2.12)
On peut donc écrire pour la fonction u¢
[uz(1,2) = (wp(1) —up(0))] S Crlw’ ()], V€0, T);
ce qui avec les hypothéses du lemme A.2.1 et le théoréme des accroisements finis fournit:
fug(1, )1 < Crjw' (1] + Jup(1) = up(0)]
<Gl +MEC, ve[0,T). (A213)
Raisonnant de la méme maniére pour la partie z = 0 du bord de Qr, on obtient:
jus(0,1)] < Cs, vt € [0,T). (A.2.14)

Les constantes C; et C3 ne dépendent pas de .
Posons maintenant v¢ %' u, et dérivons par rapport & z I'équation (A.2.5). La fonction
v® vérifie les équations suivantes:

v — @ (uhl, — B (u N =0 dans Qr; {A.2.15)
v¥(z,0) = up(x) dans (0,1); (A.2.16)
v(0,8) = ul(0,t); v(1,t) = ui(l,¢) dans (0,T). (A.2.17)

Les coefficients de 'équation (A.2.15) sont des fonctions Holdériennes puisque la fonction
ul € C%Q7) et la fonction &, est réguliere et la fonction ®.(u) est minorée par une
constante positive. La théorie des opérateurs uniformément paraboliques & coefficients
Héldériens implique que v¢ € C2Y(Qr) N C%(Q7) (voir par exemple le corollaire 1 p. 71
de Friedman [10}).

D’aprés les hypothéses du lemme A.2.1 u,, est nulle dans les voisinages Vp et V) des points
z = 0et z = 1. On peut alors affirmer que max ¢[o,1) u,(z) 2 0 et que max ¢fo,1} —u,() 2
0. Ainsi d’apres le théoréme 7 et la remarque ii) p. 174-175 de {20] on sait que 1’équation
(A.2.15) vérifie le principe du maximum, c’est-a-dire que v¢ atteint son maximum sur la

partie T %' {0} x [0, T)U {1} x [0,T) U[0,1] x {0} du bord de Q7.

De méme, en posant w® = —v*, il est immédiat de voir que w* satisfait:
wf ~ & (u)wl, ~ PL(u)wt =0 dans Qr;
w'(z,0) = —uy(z) dans (0,1);

wi(0,8) = —uf(0,t); w(1,1) = ~ui(1,t) dans (0,T).
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Le principe du maximum imlique que la fonction w* atteint son maximum sur la partie
I % (0} x[0,T)U {1} x [0,T)U[0,1] x {0} du bord de Qr. Ainsi la fonction v¢ atteint
son minimum sur la partie I' du bord de Q7.
Les conditions aux limites et initiales étant bornées en norme C° indépendamment de ¢
(voir (A.2.13) et (A.2.14)), on en déduit que

sup_fuil < C
(z,0)€Qr

ol la constante C est indépendante de €. Le lemme A.2.1 est démontré.

0
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CHAPITRE 4

Résultat d’existence et d’approximation pour
un probléme de couche limite thermique

Résumé. Nous considérons dans ce chapitre un probléme de couche limite thermique pour
un écoulement de fluide chimiquement réactif. La température, inconnue du probléme,
vérifie une équation parabolique non linéaire qui dégénére le long d’un c6té du domaine.
Pour résoudre ce probléme, nous utilisons une méthode d’approximation. Nous définissons
une discrétisation du probléme par différences finies, puis en faisant tendre les paramétres
de la discrétisation vers zéro, nous montrons ’existence d’une solution faible. L’unicité est
démontrée grace a un argument de transposition-dualité. Le schéma aux différences sera
utilisé dans le chapitre 6 pour résoudre numériquement un probléme d’écoulement d’air
sur un plan ou autour d’un corps, ce qui permettra de mettre en évidence I'influence des
réactions chimiques qui se produisent.

Mentionnons que ce travail a été réalisé en collaboration avec P. Lesaint de 'université de
Besangon (voir Lesaint-Pousin [15]).
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4.1. Introduction.

Lorsqu’un corps se déplace dans l'air & une vitesse supersonique, il est bien connu (cf
Anderson {1]) qu’une couche limite visqueuse et une couche limite thermique apparaissent
prés de la surface du corps. Le but de ce travail est d’étudier une approximation des
équations de la couche limite thermique, dans le cas d’un corps bidimensionnel, en prenant
en compte les réactions chimiques se produisant dans P’air. Nous supposons que les vitesses
des réactions chimiques entre les espéces constituant ’air sont beaucoup plus grandes que
la vitesse du fluide. C’est ce que ’on appelle ’hypothése de chimie a 1'équilibre.

Les équations de la couche limite visqueuse laminaire ont déja fait I'objet de nombreux
travaux. Dans le cas d’un fluide incompressible, I’existence et I'unicité de la solution
des équations de la couche limite en géométrie bi- ou tridimensionnelle ont été étudiées
théoriquement par Oleinik {16], {17} et Walter (20]. Pour une approximation numérique du
probléme tridimensionnel, nous renvoyons au travail de Caussignac-Touzani [6], [7].

Dans le cas d’un fluide compressible, on pourra consulter pour ’approximation numérique
les travaux de Aupoix-Cousteix [2], Boillat-Pousin [4] ou Edelm [12] lorsque les réactions
chimiques sont considérées.

Nous supposons que la vitesse V= (u,v)7 et la densité p du fluide sont données et que la
vitesse s’annule sur le corps. Avant de donner I’équation que La température T satisfait
dans la couche limite thermique rappelons quelques notations introduites dans les chapitres
précédents.

Nous notons par V= (Yi,..,Ys)T le vecteur dont les composantes représentent les frac-
tions massiques des espeéces chimiques N,0, N2,02, NO constituant 1air (voir (1.1.1)).
La pression est notée P, l'enthalpie massique de Vair est notée h(T, P) (cf (1.2.5)) et h;
représente 1’enthalpie massique de 'espéce k (cf 1.2.3)). La deuxiéme composante de la
vitesses de diffusion de I'espéce k est notée vx, (cf (1.1.4)) et finalement, A et u désignent
respectivement la conductivité thermique (cf (1.3.3)) et la viscosité de Dair (cf (1.3.6)).

La température T dans la couche limite thermique satisfait 1'équation non linéaire paraboli-
que (1.4.17) du chapitre 1 qui s'écrit:

N
PVTVA(T,Y) - 8,(A8,T) = ud, P — 8,( D _ pYah(T)vs,) + p(Byu)’.

k=1}

L’hypothése de Péquilibre chimique (voir section 3 du chapitre 2 pour une définition)
impose de négliger les vitesses de diffusion vx,. Pour une telle situation le vecteur ¥, dans
Péquation précédente représente les fractions massiques des espéces a 1’équilibre chimique
(voir section 3 chapitre 2 pour une définition précise). Remarquons que dans ce cas le
vecteur ¥ devient une fonction connue de la température et de la pression via les lois
d’action de masse (voir chapitre 6 section 1 pour une expression détaillée dans le cas de
l’air). Si en outre, le corps est une plaque plane, alors la pression est constante dans
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la couche limite, ainsi I’enthalpie massique & devient une fonction H de la température
uniquement.

Afin de simplifier 'exposé, dans ce chapitre nous considérerons le cas d’une plaque plane
ot la conductivité thermique A est constante et égale 4 un.

Nous désignons par u, respectivement par v les produits de la densité par la vitesse tangen-
tielle, respectivement par la vitesse normale. Si oo > X > 0 et o0 > Y > 0 sont donnés et
représentent respectivement la longueur de la plaque, et la hauteur sous laquelle la couche
limite apparait, nous dénotons par Q le rectangle (0,X) x (0, Y) et nous définissons le
probléme (P) par: trouver T telle que

ud: H(T) + vo,H(T) - afwT =f dans @

T(07 y) = To(y) dans (0) Y)v
T(z,0)=T, dans (0,X);
T(z,Y)=T, dans (0, X).

Les fonctions u, v, et f définies sur @, les fonctions Ty, T. définies sur [0,Y], la fonction
Ty définie sur [0, X] et la fonction s + H(s) définie sur R sont données. Les expressions
H(-) et f représentent respectivement I’enthalpie par unité de masse et I’énergie due aux
forces de friction.

L’équation dégénére sur la partie du bord correspondant au corps puisque la vitesse
s’annule sur le corps, c'est-a-direu =v=0siy=0.

Dans ce chapitre, le résultat que nous obtiendrons pour le probléme (P) peut s'énoncer
ainsi: sous certaines hypothéses, précisées a la fin de cette section, nous montrons I’exis-
tence d’une unique solution généralisée. Cette solution sera obtenue par un procédé con-
structif au moyen d’un schéma numérique.

Le chapitre quatre est organisé de la fagon suivante.

A la section 2, nous définissons la notion de solution généralisée ou faible pour le probléme
(P), et 'unicité d’une telle solution est prouvée grace a un argument de transposition-
dualité.

A la section 3, nous définissons un schéma aux différences finies pour approcher le probléme
(P). Ce schéma est implicite pour la discrétisation en la variable z, considérée comme
une variable de temps. La discrétisation du terme convectif v, H(T) est décentrée.
L’existence d’une solution approchée, ainsi que des estimations a priori pour cette solution
sont établies.

A la section 4, faisant tendre les paramétres de la discrétisation vers zéro, nous montrons
la convergence de la solution approchée vers une solution généralisée du probléme (P).

Finalement & P'annexe 1, nous donnons une démonstration de Pexistence de solutions
généralisées pour un probléme annexe qui est parabolique linéaire a coefficients dans L>(Q)
et qui est dégénéré. Ce résultat d’existence a été utilisé dans la démonstration de 'unicité
des solutions faibles du probléme (P).
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La fin de cette section est consacrée aux hypothéses que les données du probléme (P)
satisfont.

Dans la suite du chapitre nous supposerons que les hypothéses suivantes sont satisfaites:

HP1 La fonction s ~— H(s) de R — R, est de classe C! et il existe deux constantes
M >0ety >0 telles que v < Cp(s) < M, pour tous s € R, ot Cp(s) &' €8 (s);
HP2
? i) u et v appartiennent 3 W(Q);
7 it)" Ozu + 8yv =0 dans Q;
? ii1)” u(z,0) = 0, u(z,y) > 0 pour tout (z,y) € Q et il existe une constante
# > 0 telle que sup, ,yc0 ess‘%:—:%l <y
HP3 T, appartient & H'(0,Y) et vérifie To(y) > 0 pour tout y;
HP4 la fonction f définie sur (J est de classe C! et f > 0;
HPS5 T, et T, sont des constantes positives.

Remarque 4.1.1

L’hypothése HP2 implique que le probléme (P) est uniformément parabolique a I'intérieur
de @, propriété qui permettra de montrer l'unicité des solutions généralisées (voir section
2).

Remarque 4.1.2

L’hypothése HP1 concernant la fonction enthalpie est réaliste en pratique (voir la propriété
P, chapitre 6).

Remarque 4.1.3

L’hypothése HP2 i) est compatible avec les résultats obtenus par Oleinik [16] (théoréme 3
page 22) pour un probléme de couche limite incompressible. L’hypothése HP2 ii) simplifie
quelque peu les démonstrations mais est non essentielle. L’hypothése HP2 iii) est essentielle
et la régularité en z demandée & f a ’hypothése HP4 nous semble minimale pour obtenir
les majorations a priori de la section 3.

L’hypothése HP5 est introduite par souci de simplicité. En fait on peut supposer que T,
et T, sont des fonctions positives appartenant & H1(0, X).
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4.2. Définition d’une solution faible du probléme (P) et unicité.

Avant d’énoncer la définition d’'une solution faible pour le probléme (P), nous rappelons la
définition des espaces fonctionnels dont nous aurons besoin, et nous donnons un résultat
concernant les traces sur des parties du bord de I'ouvert @ de fonctions définies dans Q
mais qui ne sont pas continues dans Q. Ce résultat nous sera utile pour donner un sens
aux conditions aux limites des solutions faibles du probléme (P).

Soit B un espace de Banach dont la norme est notée || - ||, on désigne par L%(0,Y; B)
Pespace des (classes) de fonctions y — 3¥(y) de (0,Y) & valeurs dans B telles que 1 est
mesurable au sens de Bochner pour dy et telle que

Y
Wy <y /o )l dy < oo.

L’espace L%(0,Y; B) est complet (voir Dau-Lio {10}).
Dans le cas ott B désigne I’espace L*(0, X), on identifie L*(0,Y; L*(0, X)) a L*(Q).
Si pour ¥ € L%(0,Y;L?%(0,X)) on note %w € D'(0,Y; L%(0,X)) la dérivée de la fonction
¥ au sens des distributions (cf [10]), on définit Vespace de Banach E par:
EY {¢ € L¥(0,Y; L*(0, X)) telles que %t,b € L2(0,Y;L2(0,X))},
ou la norme de E est donnée par
llle = I¥llLao,v;L2c0.x)) + ||diy'l’||L2(o,Y;L=(o,X))V¢ €E

Si D([0,Y]; L*(0, X)) désigne ’espace des restrictions & [0, Y] des fonctions définies sur R
3 valeurs dans L?(0, X), de classe C* et & support compact, alors d’aprés [10] (lemme 1
p.571 avec V = L%(0,X), V' = L*(0,X)) on peut affirmer que:

Lemme 4.2.1. L’espace D([0,Y); L*(0,X)) est inclu dans E et l'injection est dense.

Nous pouvons alors établir le résultat de trace suivant:
Lemme 4.2.2. Il existe deux applications linéaires continues vy et 7} de E dans L*(0, X)
définies par:
¥W:E-L¥0,X) +):E—L%0,X)
¥ = P(0) ¥ = YY)

Démonstration. On raisonne par densité. On montre que ¥ est bien définie sur I'espace
D([0,Y]; L*(0, X)) et est continue pour Ja norme de E. Ainsi, puisque D([0, Y]; L%(0, X))
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est dense dans E (voir lemme 4.2.1) on pourra prolonger 7§ par continuité 4 E tout entier.
Montrons qu’il existe une constante C, qui dépend de Y, telle que:

Iv8¥llL20,x) < Clivlie V¥ € D((0,Y]); L*(0, X)).

Soit a une fonction définie sur [0,Y] a valeurs dans R de classe C! sur [0,Y] telle que
a(0)=1,eta(Y)=0.
Soit ¥ € D(|0,Y]; L*(0,X), on pose v = ay et on a:

Y d
P(0) = - / —uvdy.
(0) 3
L'inégalité de Holder et inégalité 2bc < b2 + c? entrainent:

N (0)Z2c0,x) < 2["“'"%2(0,}') + "‘llliz(o,y)] [||¢||2L=(0.Y;L=(o,x» + 1%l 0,v,L2(0, x| -

On pose

c= \/2{”“'"20(0,Y) +lalago,p,)-
On utilise les mémes arguments pour 7. Le lemme 4.2.2 est démontré.

O

Remarque 4.2.1
Si on définit 1'espace de Banach E; par:

E, des {(/; € L¥(0,X; L*(0,Y)) telles que -:—xtl) e L*(0, X; L2(0,Y))},
ol la norme de E,; est donnée par

d
lte, = NllL2o,x;02¢0,v)) + ||E¢||L7(o,x;u(o,Y))V¢ € Ey,

on peut intervertir le rdle des variables z et y dans ce qui précéde, et établir a I'aide des
mémes arguments le résultat suivant:
Hl existe deux applications linéaires continues 7§ et 7% de E; dans L%(0,Y) définies par:

1§ : By = L}0,Y) ~%: Ey - L*0,Y)
¥ = (0) ¥ - P(X).

Finalement on peut énoncer le résultat suivant:
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Lemme 4.2.3. Si H(Q) désigne I'ensemble suivant:
H'(Q) = {¥ € L*(Q) telles que 8:v € L*(Q), 8,4 € I*(Q)},

alors il existe une application linéaire continue v¢ de H(Q) dans L*(0,Y’) définie par:

7% : H(Q) = L*(0,Y)
Y= 9(0, -).

Démonstration. On identifie L2(Q) a L%(0, X; L*(0,Y")), ainsi H}(Q) — E; avec injection
continue. L’existence de y§ est alors fournie par la remarque 4.2.1. Le lemme 4.2.3 est
démontré.

[m]

Maintenant nous pouvons donner la définition d’une solution faible pour le probléme (P).

Definition 4.2.1. On dit que T € L*(0,X;H(0,Y)) telle que u8,T € L*(Q) est une
solution faible du probléme (P) si:

/;2{u@,H(T)+vayH(T)}(,od:dy+/Q@,,T@,,<pdxdy=/Qf(pdxdy
pour tout v € L*(0,X; H3(0,Y)); (4.2.1)

et si:
{«T}0,y) = u(0,y)To(y) poury € (0,Y); (4.2.2)
T(z,0) = Ty; T(z,Y)=T., pour z € (0, X). (4.2.3)

D’apres ’hypothése HP2 i) nous avons (uT') € H'(Q) et ainsi le lemme 4.2.3 implique que
la condition (4.2.2) est bien définie dans L2(0,Y). Les conditions (4.2.3) sont elles bien
définies dans L?(0, X) d’aprés le lemme 4.2.2 puisque T € E.

Si D(Q) désigne I'ensemble des fonctions C°(Q) a support compact dans @, en utilisant
I'hypothése HP2 i) et la propriété D(Q) — L*(0,X; H}(0,Y)) , on remarquera qu’au sens
des distributions nous avons:

ud; H(T) + vdyH(T) - 82, T = f dans D'(Q), (4.2.4)
ce qui avec I'hypothése HP1 implique en particulier que 6§yT € L} Q).

Nous donnons maintenant le résultat principal de cette section & savoir P'unicité des solu-
tions faibles.
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Théoréme 4.2.1. Supposons les hypothéses HP1 et HP2 satisfaites, alors le probléme
(P) a au plus une solution faible.

Avant de démontrer le théoréme 4.2.1, nous donnons un résultat d’existence pour un
probléme parabolique annexe qui nous sera utile dans la démonstration de I'unicité. La
démonstration de ce résultat est reportée i I’annexe 1 4 la fin de ce chapitre.

Pour a, 3 et F des fonctions définies dans Q, on s'intéresse au probleme suivant:

trouver ¢ vérifiant

al; ¢ + B0, ¢ — 0:,45 =aF dans Q;

#(z,0) = ¢(2,Y)=0 dans (0, X);

#(0,y) =0 pour d < y <Y et pour tout d > 0.

Pour ce probléme on a:
Lemme 4.2.4. Soit a, B des fonctions appartenant 3 L®(Q) et soit F une fonction
appartenant & L?(Q) données. Si on suppose

i) qu’il existe une fonction non négative 8 € C°(Q) telle que 6(z,y) > 0 pour tout
y > 0 et tout z € [0, X], et satisfaisant a(z,y) > 6(z,y) presque partout dans Q;

ii) qu'il existe une constante u; > 0 telle que sup(; 4)eq €55 a(:'y < .

Alors il existe une fonction ¢ € L2(0,X; H3(0,Y)), telle que ad;¢ € L*(Q) et vérifiant les
relations suivantes:

/ {al:¢ + 8O, 4}w dzdy+/ 8y40,wdxdy = / aFwdzdy
Q Q Q

pour tout w € L*(0,X; HX(0,Y)); (4.2.5)
$(0,y) = 0 dans L*(d,Y), pour tout d > 0. (4.2.6)

De plus ¢ € L*(0, X; H2(0,Y)).

Pour tout d tel que 0 < d < Y nous définissons le domaine Qq par: Qg 4 0,X) x(d,Y).
Si nous changeons z en X - z, le lemme 4.2.4 implique le résultat suivant:

Lemme 4.2.5. Soit a, B des fonctions appartenant & L™(Q) et soit F une fonction
appartenant 3 L*(Q) données. Si on suppose
i) qu'il existe une fonction non négative 8 € C°(Q) telle que 6(z,y) > 0 pour tout
y > 0 et tout = € [0, X], et satisfaisant a(z,y) = 6(z,y) presque partout dans Q;
i) qu’il existe une constante u; > 0 telle que SUP(z,5)eQ €55 a(:’;) < pr.
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Alors il existe une fonction ® € L*(0,X; H}(0,Y)), telle que ad;® € L*(Q), 8:® € L*(Qu)
pour tout d > 0 et vérifiant:

- ad.$ + fOy® — 8,,% = aF dans L}(Q); (4.2
®(X,y)=0 dans L¥(d,Y), pour tout d > 0. (4.2.8)

Maintenant nous sommes en mesure de démontrer le théoréme 4.2.1.

Démonstration du théoréme 4.2.1. Principe de la démonstration. on suppose qu'il existe
deux solutions. On considére la formulation (4.2.1) du probléme (P) avec une fonction
"test” obtenue a I’aide du probléme auxiliaire (4.2.7), (4.2.8) et on conclut.

Supposons qu’il existe deux solutions faibles T) et T;. Nous posons alors:

r .
e SiTi#T
nL¥ETn); LYHED); ¥ -1, etK"é‘{ o Sh#ED
H'(T]) S1 Tl = T2

Il est immédiat grace a ’hypothése HP1 d’obtenir les estimations suivantes pour la fonction
K: :
0 < v £ K(z,y) < M pour (z,y) dans Q.

Définissons maintenant a par « “ uK; f par 8 «f —vK, et F par F « % =T -T.

Le lemme 4.2.5 induit I’existence d’une fonction & € L?(0, X; H{(0,Y)), telle que ud,® €
LY(Q), 3. ® € L*(Qq) pour tout d > 0 et satisfaisant:

- uK3,® - vKd,® — 8,% = ul dans L*(Q); (4.2.9)
d(X,y)=0 dans L%(d,Y), pour tout d > 0.  (4.2.10)

Multiplions P’équation (4.2.9) par la diftérence Ty — T; et intégrons sur le domaine Q, il
vient:

/ [~ uK0.® - vK0,® — 5, 8|(Ty ~ To)dzdy = / oI(T; - Ty)ds dy,
Q Q
qui s’écrit encore:

2
/ ~ul3,® — vI'9,® — 82, (T — T) dzdy = / u% dzdy. (4.2.11)
Q Q

Puisque les fonctions I et ® appartiennent & L2(0, X; H}(0,Y’)), nous pourrons donc ap-
pliquer la la premiére formule de Green (cf [10]) si nous montrons le lemme suivant:
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Lemme 4.2.6. Si I' € L%(Q) est telle que ul' € H'(Q) et si & € L*(Q) est telle que
ud;® € L*(Q) et vérifient au sens de la trace dans L*(0,Y):

u(O, y)r(07 y) = u(Xa y)Q(X1 y) =0.

Alors I’égalité suivante est vraie:

- / ul0,®dxdy = / (‘Pu@,l‘ + F‘Pa,u) dzdy. (4.2.12)
Q Q

Démonstration. Principe de la démonstration. Pour tout n > 0 on introduit une fonction
de troncature définie sur [0,Y], nulle dans [0, %), et on prouve (4.2.12) lorsque & est
remplacée par son produit avec la fonction de troncature. La dérivation ne portant que
sur la variable £ on peut passer  la limite lorsque n tend vers Vinfini et prouver (4.2.21).

Pour tout n € N*, soit 6, une fonction de troncature appartenant & C!([0,Y]) telle que:

1siy> X

Z h

() ¥ 0 S1si L <y< L,
0siy < 21';
On définit la fonction @, par:
déf
Pa(z,y) = On(v)®(z,y)Y(z,y) € Q.
Ainsi pour tout n € N* la fonction $, appartient & E;.

Sachant que ul' € H'(Q) et que u(0,y)I'(0,y) = u(X,y)®a(X,y) = 0 dans L2(0,Y), nous
avons en intégrant par parties:

—/ uP@,‘D,,d:cdy:/ $,ud,T + I'®,. 0, udzdy. (4.2.13)
Q Q

La fonction 8, ne dépend pas de z, on a:
(uB:8n)(2,¥) = u(2,y)0n(v)0: ¥(z,y) = On(y)u(z,y)3: ¥(z,y)V(z,y) € Q.

Les fonctions ud;®, et $,, convergent respectivement vers ud, d et vers ® presque partout
dans Q, les fonctions ud;® et & appartiennent 3 L3(Q), le théoréme de la convergence
dominée de Lebesgue implique que:

lim u8,@, = ud;® dans LYQ) et Jim &, = & dans L}(Q).

Nous pouvons donc passer 4 la limite lorsque n tend vers I'infini dans I’égalité (4.2.13), et
nous obtenons 1’égalité (4.2.12) que nous voulions établir. Le lemme 4.2.6 est démontré.
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Nous intégrons par parties dans le membre de droite de I'expression (4.2.11). En utilisant
Phypothése HP2 ii) et la nullité des termes de bord: {T} — T;:}(z,0) et {T} — T2 }(=,Y), il
vient: r2

7 dzdy.

/ {ud,T +vO,T}& + 0y (T, — T»)0, & dzdy = / ”
Q Q

Les fonctions T} et T, sont deux solutions faibles du probléme (P), ainsi le membre de
gauche de I'identité précédente est nul, ce qui nous permet de déduire que:

2
/ u-r— dzdy = 0 pour tout d > 0.
, K

D’aprés la minoration de K et I’hypothése HP2 iii), il s’ensuit que I' = 0 presque partout
dans Q. Le théoréme 4.2.1 est démontré.

]
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4.3. Existence, unicité et estimations a priori pour la solution discréte.

Le probléme (P) est approché en utilisant un schéma aux différences implicite dans la di-
rection des = et un schéma centré dans la direction y & ’exception des termes de convection
qui sont décentrés afin d’obtenir un schéma de type positif. Les termes non linéaires sont
évalués avec leurs valeurs & la position précédente. Nous construisons ainsi une méthode
de marche.

Soit N et m deux entiers donnés. On pose T = -f—,, et pour € {0,1,.., N} on définit les
points z; par z; = ir. L'intervalle [0, X] est ainsi divisé en N sous-intervalles I,,, avec
I, =(zp_y,zp) pour 1 <n < N.

On pose h = ,%l- et pour j € {0,1,..,m + 1} on définit les points y; par: y; = jh.
L'intervalle {0,Y] est ainsi divisé en m + 1 sous-intervalles J;, avec J; = [y;,y;41] pour
0<;<m.

Introduisons maintenant quelques notations. Pour ce faire, dans les quelques lignes qui
suivent, les indices j et n peuvent parcourir respectivement les ensembles {0,..,m + 1} et
{1,.., N}. Nous noterons par (u})*t, (u})~ les parties positives respectivement négatives
de u au point (z,,y;) c’est-a-dire,
(U’-‘)+ def |u;(x"v yj)l + “;’l(x'h yj)‘ (u,',)_ aéf 'u;“(xnv yj)l - u;‘(x,., yj)
i’ T 2 LA KA 2 :
De la méme maniére, nous noterons la partie positive, respectivement négative de v au
point (zn,y;) par:
B G Ko ) RO o o) e o)
= 2 )= 2
La grandeur 7} désignera la valeur de Ia condition "initiale” au point yj, 7 & Ta(yj) et
nous noterons FJ lintégrale suivante:

In
aét
F;‘ = f(xyyf)dx'
Tn-1
Le probléme discret que nous appellerons aussi probléme (4.3.1) ou schéma (4.3.1) auquel
nous allons nous intéresser dans ce chapitre est défini comme suit:
soit {T7}7:h' donné par:

T} = To(y;) pour 0 < j Sm + 1,

supposons connue une approximation { T;‘};";S’ de la solution T(z,,y;) pour 6 < j < m+1,

alors nous cherchons {T;‘“};,';;' pour 0 < n < N — 1 comme la solution de:

CoTH [uj T - T]} + P (@ - T - (o] 7O -1 -

h%{T]'fl’ - 2T;‘+l + Tj"fll} = Fj"“, pour 1 <j <m; (4.3.1)

1 1
Tt = T, T =T..
Concernant Pexistence et I'unicité de solution du probléeme discret nous avons le résultat
suivant:
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Lemme 4.3.1. Supposons les hypothéses HP1 & HP5 satisfaites. Alors le probléme (4.3.1)
a une solution unique {T}"“};-':'{,l pour tout n € {0,..,N — 1}. De plus, les T;"“ sont
positifs pour j € {0,..,m + 1}, et pourn € {0,..,N —1}.

Démonstration. Le lemme 4.3.2 est une conséquence classique des propriétés des matrices
monotones & diagonale strictement dominante.
Soit A la matrice tridiagonale définie par:

“fE+eaperty]  si=ien
Ajj = C,(T;')u;+l+§[%+|v;‘+‘|] si=4 pourl <i<m+1;
“i[Eroapeptr] sii=iog
0 sijg{i-1ii+1);
1 sig=1 1 sij=m+2
A= ;A = ) .
Y { 0 sinon mt2) { 0 sinon

Si on dénote par T" € R™*? le vecteur de composantes (I§y ., Thyq) b par Fr e R™+2 e
vecteur de composantes (T, F* + Cp(TP)TT, .., Fit + Co(TR )T, T.), le probléme (4.3.1)
s'écrit:

AT+ = i,

Dans ce qui suit, on dira qu’un vecteur de R™*? est positif, respectivement non négatif si
toutes ses composantes sont positives, respectivement non négatives.

D’apres I’hypothése HP2 iii) nous savons que u(zn41,y;) > 0 pour tout j € {1,..,m +1}.
L’hypothése HP1 elle implique que C}, > 0, il est alors immédiat de vérifier que la matrice
A est a diagonale strictement dominante et donc non singuliére (cf Berman-Plemmons [3]).
Le systéme linéaire précédent posséde donc un unique vecteur solution T7+! ¢ R™+2,
Les élements diagonaux de la matrice A sont positifs, les éléments hors diagonaux sont
non positifs, la matrice est donc monotone (cf [3]). L'hypothése HP5 fournit la positivité
de T, et de T, 'hypothése HP4 entraine que Fj"'“ est positif pour j € {1,..,m}. Ainsi si
T™ est un vecteur non négatif alors d’aprés Phypothése HP1 F*1 est un vecteur positif,
et on en déduit (cf [3]) que le vecteur T*+! solution de AT"+! = Fn+! est positif.
L’hypothése HP3 implique que T est un vecteur positif, I’hypothése de récurrence: pour
tout 7, tel que 0 < » < N — 1 si T" est un vecteur positif alors le vecteur T"+! solution
de AT™*1 = Fn+1 est positif, étant vérifiée on en déduit que le vecteur 7"+ solution de
AT+1 = Fr+1 est positif pour tout n, 0 < n < N — 1. Le lemme 4.3.1 est démontré.

a
Les estimations a priori de stabilité pour le probléme discrét (4.3.1) sont trés techniques.

Pour plus de clarté, nous montrons comment ce type d’estimations de stabilité peuvent
étre obtenues lorsque I'on considére un probléme continu ayant les mémes propriétés que
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le probléme discret (4.3.1). Soit donc le probléeme (4.3.2) qui est défini par:
trouver T vérifiant les équations suivantes:

uCp(T)3: T + vCo(T)3,T - 82, T - gagy,r =F dans Q;  (4.3.2)

T(z,00)=Tw; T(z2,Y)=T. dans (0,X); T(0,y) = To(y) dans (0,Y).

Le lien entre le probléme (4.3.2) et le schéma (4.3.1) n’est pas difficile & établir. Un calcul
simple montre que si on approche les fonctions u et v par leurs valeurs au point (z,41,¥;),
Cp(T) par sa valeur au point (zn,y;) et que 'on approche F par sa moyenne sur Iy,
au point y;. Alors en remplacant 9, T par une différence finie décentrée autour du point
{zn+1,Y;) et en remplagant 8, T, 63,1' et 32sz par des différences finies centrées autour
du point (3{za + Za+1},¥;) pour tout n € {0,1,..,N — 1} et pour tout j € {1,..,m} on
obtient le schéma (4.3.1) que nous avons considéré.

Maintenant nous nous intéressons au probléme (4.3.2), et nous souhaitons obtenir des
estimations a priori de stabilité en norme L? pour les dérivées 8, T, 6§yT et 83sz d’une
solution T' du probléme (4.3.2). Avant d’énoncer un tel résultat, pour tout L € (0, X] fixé
nous définissons le domaine @, par:

QL ¥ (0,L) x (0,Y).

Lemme 4.3.2. Supposons que les hypothéses HP1 & HP5 sont satisfaites, et supposons
que F est de classe C!. Sila fonction T' définie sur Q est de classe C? et est une solution du
probléme (4.3.2), alors pour tout L € (0, X| fixé les majorations suivantes sont vérifies:

Y
/ (8,T(L,y))" dy < By; (4.3.3)
0
/ uCy(T)(3;T)* dzdy < By; (4.3.4)
QL
T / (8,T)" dzdy < By, (4.3.5)
Qz

ot la constante B, dépend des données (T,.,T.,Ty et F) mais est indépendante de t et de
L.

Démonstration. Principe de la démonstration. La présence du terme "dissipatif” 33yT
dans I’équation (4.3.2) permet d’utiliser le lemme de Gronwall pour contréler la norme
L*(0,Y) de la fonction 8,T. Pour cela nous devons d’abord estimer cette quantité, c’est
ce que nous faisons dans ce qui suit.
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Pour tout L € (0, X] fixé, on pose

B, & / uCHT)(0,T)* dzdy;

QL
déf

B; = / vCyp(T)0, TO: T dzdy;
Qe

B, dzé-f—/ 8:vT3,Tda:dy;

Q

r

B, det _5,/ a:y,T(’),dedy;
QL

B:¥ | Fo.Tdrdy.
QL

Nous multiplions ’équation (4.3.2) par 3:T et nous intégrons sur @y, il vient:

/ wCH(T) (8, T)’ dzdy + / vCp(T)0, T, T dzdy — / &, T0,T dvdy~
QL QL

Qe

r
5/ azy,Taszzdy——-/ Fo,T dzdy,
Q Q

ce qui peut encore s'écrire:

B, + B+ By + By = Bs.

Intéressons nous a la quantité B2. Nous pouvons estimer sa valeur absolue par:

1B | < /Q \/'—Z—I\/CP(T)\/JI&TI\/W Co(T)I0, T dzdy.

Les hypothéses HP1 et HP2 permettent de majorer les quantités Cp(T) et |v| par:

v déf
bl Sy et vl <M= max_|u(z,y)l
u (z.9)€Q

Cp(T) £ M;
Nous en déduisons donc en utilisant I'inégalité de Young:

ab< fa?+ 2B Ve>0, VabeR
2 2¢

que 'on a:

MM
|Bal < ﬁ(g /Q uCy(T)(0:T)" dedy + —— /Q (ayT)’dxdy).
L L
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Estimons maintenant la quantité B;. Pour ce faire nous intégrons par parties en y, et
remarquant que 9;T s’annule en y = 0 et en y = Y, nous obtenons:

& Lo f” gy [ 2
By= [ &.10,Tddy=3{[ (4T@v) dy- [ (BTOY) d}.
QL [ [
Pour le terme By, nous effectuons la méme intégration par parties ce qui conduit &:
T 2
B, = 5/ (82,T)" dzdy.
Qc

Le traitement du terme Bs est un petit peu plus complexe. Ce terme contient la quantité
0:T qui ne peut pas étre controdlée directement par le terme

B = / uCy(T)(8, T)" dzdy,
QL

puisque u s’annule sur la ligne y = 0. Pour pallier cette difficulté nous intégrons donc par
parties en z dans le terme Bs. 1l vient:

Y Y
Bs=- [ ToFdody+ [ (FD(Lydy- [ (FTYOy)dy.
QL [} ]

Pour tout z € (0, L) et pour tout y € (0,Y), nous pouvons écrire:
T(z,y) = T(z,y) - T(z,9) + T(2,y), ot T(z,y) ¥' T,

ce qui permet de réexprimer Bj sous la forme:

Y
Bs = - / (T -T)8, F dzdy - / T8, F dzdy + / P(Ly)T - T)L,y)dy+
QL Qr 0

Y _ 14
] F(L,y)T(L,y)dy ~ ] F(0,5)To(y) dy.
(1] 0

Nous majorons les premier et troisiéme termes de Bs & 1’aide de 'inégalité de Poincaré qui
s'écrit:

Y 2 Y Y
[ e-evuws<t [@e-myeva=% [ @rreavecox
0 0 0

En utilisant les inégalités de Holder et de Cauchy-Schwarz autant de fois que nécessaire,
nous obtenons:

2 Y
Bl s [ @1V ey} [ @Fdzdy+ $ [ (0T(L0) dyr
4 Jou 2Jq, 2 Jo
y? Y 2 1 . 1 \
o / (F(L,y)) dy + 3 / (0:F)? dxdy + - LY (T, )*+
4¢, o 2 Qr 2

Y y v
%{ /0 (F(L,y) dy+Y(To)* + /0 (F(0,y))? dy + /o (To(y))? dy}‘
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En combinant les majorations des expressions B; pour i = 1,..,4 que nous venons d’établir,
Pinégalité:
4
By —|B;|+ Bs+ B4 <Y Bi < |Bs]
=1

devient:

1—61

Y
(1-‘7“) /Q L uC,,(T)(B,T)zdxdy+§ /Q ! (83.T)" dady+— /0 (3,T(L,v))" dy <

2 Y
(YEMM, 7 /Q (01" dsay + S+ DTF + 5 [ @) avs

Y 2 Y
5[ @) e [ @FPdndy+ (o) [P

Y
3 [ FOwa.

.. det dét . . .
En choisissant € = 7‘;, et € = %, nous obtenons ’estimation suivante en multipliant par

2 I'inégalité précédente:
1 Y
/ uC,,(T)(a,T)2 dzdy + T/ (63,'1‘)2 dzdy + -2-/ (6yT(L, y))2 dy
QL QL 0

<e / (0,T)* dzdy + C(F,To, T, Y), (43.7)
QL

2 ez ” . 2 s
onc¥ MM, + X et ot C(-) est une quantité bornée uniformément par rapport & 7 et
L.

Considérant I'inégalité (4.3.7) ol nous minorons les deux premiers termes du membre de
gauche par zéro, nous obtenons:

Y L Y
% / (8,T(L,y))’ dy < ¢ / / (8,T)* dedy + C(F, T, Tu, Y).
0 0 0

Le lemme de Gronwall (voir lemme 1 p. 672 vol 3 {10]) s’applique & la fonction ¢ définie
sur (0, X) par:

Y
Levsy /o (0,T(L, )" dv,
et nous obtenons

L
#(L) < /0 6(s)ds + C(F, Ty, Tu, Y') < C(F, Ty, Tu, ¥) exp(cX).

On pose
By =C(F, T, Tw,Y) exp(cX)
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et on a démontré P'estimation (4.3.3).
L’estimation ci-dessus permet de majorer le second membre de P'inégalité (4.3.7) par B;.
Il est alors immédiat d’en déduire (4.3.4) et (4.3.5). Le Lemme 4.3.2 est démontré.

O

En utilisant la méme démarche que précédemment nous établissons maintenant des inéga-
lités de stabilité analogues aux inégalités (4.3.3),(4.3.4),(4.3.5) pour des approximations de
8. T, 82,T et 85, T obtenues avec le schéma (4.3.1) .

vz

Lemme 4.3.3. Supposons que les hypothéses HP1 a HPS5 sont satisfaites. Pour tout n tel
que 0 < n < N soit {T}} 724! les valeurs de la solution approchée a I'abscisse z, solutions
du probléme (4.3.1). Alors les majorations suivantes sont satisfaites:

hi( .2 ) <By; (4.38)
_r(-)-l m n+l T~" 2

thy Y uitiCy (T"“)( L) <8y (4.3.9)

n=0 j=1
r-1 m n+l n+1 n n
T T'+] - T 2

hZZ( o — ’) <B, (4.3.10)

n=0 y=0

oii r est un nombre quelconque 0 < r < Net oit B est une constante indépendante de h,
deT et der.

Démonstration. Comme a la démonstration du lemme 4.3.2 nous souhaitons utiliser le
lemme de Gronwall pour contrédler la quantité:

o (),

Pour cela nous multiplions I’équation (4.3.1) par un analogue discret de 8;T, et nous
sommons sur les indices n. Auparavant introduisons quelques notations. Nous définissons
Z?! par:

b

n+1 déf (pn n
Zj“ 44 (Tj“—Tj )’
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et pour tout r tel que 0 < r £ N nous posons:

Al CEI h Z Zun+lc (Tjn)(z;x-f-l)z;
n-O =1
1 r-1m
A, "-_5‘ =N (- TR 2T - TR 27
n—O j=1
r—1 m
A3 d=éf Z Z (v;+1)+CP(T}p)(T)p+l Tn+l)zn+l
n=0 ;=1
r—=1 m
A SN (o) TO@(TR - TP 20
n=0y=1
r—=1 m
e h Z Z Fr+L(Tr+l m).

n-O J=1

Si nous multiplions I'équation (4.3.1) par 227! et si nous sommons sur les indices j et n
pour j variant dans {1,..,m} et pour n variant dans {0, .., ~ 1} nous obtenons une égalité
qui s’écrit:

A+ A2+ As + Ay = As. (4.3.11)
Maintenant nous estimons les quantités A; pour i =1,..,5.
Les quantités A3 et A4 se majorent comme la quantité By du lemme 4.3.2.
Considérant ’expression 43, nous avons:

n+l

n+l ‘/ n+1 /CP(Tn)Zn-H
VY CEnEp - T, (43.12)

o)t
D’aprés les hypothéses HP1 et HP2 nous pouvons majorer par g, 'un des facteurs
J

() CET* - T3 25 =

T?) par M et Sanii par M,. L'expression (4.3.12) est donc majorée par:
P j 7

T~"+] Tn+l

rh\/—\/_{ wIHCK(TT) IZ+|}{IJ ;-1'}

En utilisant I'inégalité 2ab < ea® + %bz, nous obtenons ’estimation:

r=1 m

IA3|<\/_{<5I;TEZ“;+IC(T")( 1)2 MM1 ii(

n=0 j=1

Tn-H T:p-+ll) }

(4.3.13)
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L’expression A4 s’estime de maniére similaire et on a:

r—-1 m Tn+1

ad < VE{ 2T S ey (A) My, 5 5 (BT

n=0 j=1 n=0 j=1

TEoTYY,

La quantité A; correspond aux termes B; et By. Pour 'estimer, nous effectuons une
intégration par parties discréte par rapport & I'indice j. En remarquant que:

A dé‘T"“ Ty =To-Tu=0; Z;}\= ¢ T -Tan =T -T.=0,

nous pouvons écrire:
r—l m

M= i 3 (T T - 7).

n-—01=0
Dans la relation
2an+l{an+l _ an} — (an+1)2 _ (an)Z + (an+l _ an)2y

nous remplagons ¢" par T, — T}*. On en déduit en faisant la sommation sur Vindice n:

b5 () 45 (s

= Y - T"‘“ TR - T;-)z
h :

gé( i+l

Les deux premiers termes de A; correspondent a I’expression Bj; le troisiéme terme de A,
correspond & ’expression Bj.

Pour estimer As, nous commengons par une intégration par parties discréte par rapport a
I'indice n. 1l vient:

N’ID"

r—l m m
- = Z Z (Fn+l Fn)Tn + - Z FrTr ZF‘]OT;O)
n—O)— T =1
ot nous avons posé F? %' ¢ J(0,y;).

Dans les deux premlets termes de As, nous substituons Tj" —Tw+Ty, & T}. Nous utilisons
P’inégalité de Poincaré discréte:

é(T}’—T (’"“)z( Ty {T, - TW))
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ce qui conduit a I'inégalité:
"‘ 2
n —
h,gzl(T -T.)* < Zth( )

En utilisant Pinégalité 2ab < ea® + 147 ainsi que I'inégalité de Cauchy-Schwarz, autant de
fois que nécessaire, nous obtenons finalement ’estimation:

r-1 m n r-1 m Fn+ n
4] < ‘—hfzz (T;+1 )2 h2r ZZ ( ) N
n=0 j=0 n=0 jx1
2 Y2 m Fr\2 Th r-1 m Fn+l Fn
me (BT 25 (Y zz< ik
%rhYT§+gi (?)2+§T3+gi(?)z+g 3 (4.3.14)
J=1 =1 _y—l
Dans les estimations des expressions 4,,.., As précédentes, nous choisissons ¢ “ ﬁ, et
o %- En multipliant par 2 la relation (4.3.11), nous déduisons I'inégalité:
2 4 4
2) Ai-2) |l <2) A< 4l
i=1 =3 i=1
qui avec les estimations précédentes des quantités A; devient:
nx0 j=1 n=0 ;=0
r r=I m n  _ n
vy (e s{zuMM1+Y§}hrzz<“+,?’—)’+
n=0 j=0
r=1 m - m
2hrzf:( f) +(1+Y2h2(2:’)2+h2($)2+
n=9 j=1 j=1 J=1
A+ X)YT2 + hz (L) zm: (12)°. (4.3.15)

Jj=0 Jj=0

Les hypothéses HP3 et HP4 concernant les fonctions Tp et f, le théoréme de la moyenne, et
le théoréme des accroissements finis permettent de montrer que la somme des termes du sec-
ond membre de I'inégalité (4.3.15), du deuxiéme au septiéme, est bornée indépendamment
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de h de 7 et de r, c’est-a-dire qu'il existe une constante C([|Toll#1(0,v), I fllc1 () telle que

2hr§i(pn+ ;‘) +(1+Y"')h2(—;) +hg(§)2+(1 L X)WYT2 4

n=0 y=1 i=1
2 TR, -T2 ad
Ry (%) +h3_ (1)) < CUIDollaovy I flcr @) Yha TV, 0 < r < N.
j=0 J=0

En minorant par zéro les deux premitres expressions du membre de gauche de I'inégalité
(4.3.15), et en majorant le membre de droite de (4.3.15) avec l'inégalité ci-dessus, il vient:

hzm:( BTy < forna + Do 530 (BT
n=0 j=0
= - CUTsl oy I fllor )

Pour tout n tel que 0 < n < N et pour tout r tel que 0 < r < N nous définissons 4, et O,
par:
dét “ def
1
oYy (BLI) 0, (ounaan, + 2} Zo + CToll o), I fllcn @)
Jj=0
L'inégalité précédente se récrit avec ces notations comme:

or S G‘)7‘—13

ce qui implique que
Y? Y?
- — < — .
6, — 0,1 < {2uMMy + 5 |16,y < {2uMy + -} 0,
On en déduit aisement (cf lemme de Gronwall discrét) que:

Y2
8. < CITell 0.1y Ifllcs @exe ({2uMMy + - }X) ¥r0 <+ < N, ¥,

ce qui démontre ’estimation (4.3.8) avec
Y?
= C(Tollmox Iflcs @) exw ({26MM; + -} X).
Utilisant la majoration ~
er S Bl

pour borner le membre de droite de 'inégalité (4.3.15), nous en déduisons immédiatement
les estimations (4.3.9) et (4.3.10). Le lemme 4.3.3 est ainsi démontré.
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Afin de construire une solution faible du probléme (P) & partir des familles {T}}724},

n > 0, il est nécessaire de traduire les estimations du lemme 4.3.3, ainsi que la définition
du schéma (4.3.1), en terme de fonctions. Pour cela, dans ce qui suit, nous introduisons
des espaces vectoriels de dimension finie et des opérateurs d’interpolation sur ces espaces,
technique classique pour les méthodes de différences finies (voir par exemple Raviart [18]).
Nous définissons d’une part, les espaces Vj, et V par:

1753 {w(s) € C°[0,Y]; wliy, y;,,) €5t un polyndme de degré 1 pour 0 < j < m};

VP E weVi w(0)=0, w(¥)=0}

m+1

Nous noterons par {;}7.4" la base éléments finis de Vi constituée des fonctions chapeau.

Au produit scalaire (-,-) et & la norme || - || usuels dans L%(0,Y'), nous associons le produit
scalaire discret (-,-)s et la norme || - ||sdéfinis sur V; par:

() ER Y uly;)e(y;) + %{u(yo)v(yo) + 4(¥m41)0(¥me1)};

3=t

oliz £ (v, 0)n Vu,v € Vi

Nous définissons d’autre part, les espaces V7 et W7 par:

et . ;
vy & {0(3) € C°(Q);  @llzn,zns1]xly;954:] €St UN polynome de degré 1 en z et y
pour 0 < n < N —1et pour 0<j<m}

wr € () € L20, X); Yl(z,.2.4,) €St une constante pour 0 < n < N —1}
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Nous définissons les opérateurs d’interpolation suivants:

rs : Co([O, Y],R) and V],
déf pas
v PnwE Y wye;
=0

¢": CY[0,T}L*(0,Y)) — L*(Q)
@+ g7, ot ¢"p est constante par morceaux en X,
r déf
q ‘P(z’ . )I[:n,:n“) = V’(IM ');
§: C°(I0,T);2%(0,Y)) — L*(Q)
@+ §"p, ol § ¢ est constante par morceaux en X,
.r déf
702, Nizn,znpal = P(Tnt1s);
Py: C°(0,Y]; L0, X)) — L*(Q)
@ — Py, ol Php est constante par morceaux en y,

déf
Pro(- 3 9)ligs ps00) = #1955

By: ([0, Y} L0, X)) — L¥Q)

@ 15;,99, ou f’,.go est constante par morceaux en y,
5 et
Pre( s lgi ) = 22 9541)-
A partir des quantités {T} ;-";61 pour n > 0, nous définissons la fonction T* € V] par:
T*(zn,y5) u T} pour tout j € {0,..,m + 1} et pour tout n > 0.

De méme nous définissons la fonction T par:

N
T §’T € H Vi, cest-d-dire, §"T*(z, - ) € V} pour presque tout z € (0, X).

n=1

Avec ces notations nous introduisons la forme variationnelle suivante:
X 5'¢ _
/ (§Tuq"Cp(T*)0:T*, 1), %" dz + / a(T, on)¥" dz+
0 [)
X Y .
/ / Py [ﬁrv+qTCP(T‘)] 0, TPhoayp” dzdy—
o Jo

X 4y X
/ / Pi[§"v"q"Cp(T"))8, TPapnp dzdy = / (raf,on),¥" dz,  (4.3.16)
o Jo ()
Yon € VP, VT € W7, oti a( -, - ) désigne la forme bilinéaire définie par:

Y
a(T, ¢) d=“/O OyToypdy.
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Nous allons montrer que (4.3.16) est équivalente au schéma (4.3.1).

Si nous remplagons ¢, par la fonction chapeau qui vaut un au point y; et zéro en tous les
yi pour ¢ # j, et la fonction 37 par la fonction caractéristique de Dintervalle (x4, zn41), il
vient:

Y
(“(xnﬂ, ‘)CP(T‘(-’”m ')){T.(Inﬂ» )= T*(za, ')}"PJ');. + T'/o avTav‘Pj dy+
Y
T/(; P[0} (2a41,9)Cp(T* (20, 9))] 0y T(Tns1, ¥) Propy dy—

Y
T/ P, [v_(xnﬂ,y)Cp(T'(xn,y))] avT(xnﬂ,y)Ph% dy = hF}'“- (4.3.17)
(i

Vérifions que daus la relation (4.3.17) nous retrouvons une discrétisation décentrée du
terme d’advection v3, H(T). Nous avons:

Y
. /0 Pa[o* @nt 1> 9)Co(T* (20r )] 8, (@t 1, v) Prsp; dy =

v (@041, 4)Co(T™ (205 95)) (T2 041, 45) — T(@nt1,¥5-1));

ainsi que:

Y
T'/o Ph [v-(zﬂ"'lyy)c}’(T‘(x"vy))] ayT(an,y)Ph‘Pj dy =

V7 (Znt+1,¥5)Co(T* (2, Y;)) (T (@041, Yj41) = T(Tnt1,95))-
Pour les autres termes de la relation (4.3.17), la comparaison avec le schéma (4.3.1) est
immédiate.
Maintenant & partir des résultats du lemme 4.3.3, nous allons donner des majorations a
priori pour les fonctions T, T* et pour leurs dérivées.

Lemme 4.3.4. Supposons les hypothéses HP1 & HP5 satisfaites. Alors les fonctions T et
T* vérifient les estimations suivantes:

IT*l[Leoco,x;: 1300, < Brs (4.3.18)
(Tl Lo t0,x:H0,v)) < B (4.3.19)
1P (37 vud:T*]ll22(q) < B3; (4.3.20)
18:T*li 120,y < B3 pour tout d > 0, (4.3.21)

ot les B} pour i € {1,.,3} sont des constantes indépendantes de h et de 7 mais ot By
dépend de d.

Démonstration. Pour tout vy € V, il est aisé de montrer que les relations suivantes sont
satisfaites:

a(va,vn) = h f: (”"(3”"")’2—‘””(“’))2 (4.3.22)

=0
fluall < llualln, (4.3.23)
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et que (4.3.22) et (4.3.23) impliquent Vestimation qui suit

Y
V[ vy < VE max sl < VP(VFalonon) + (o). (4324)

Evaluons la norme L*(0, X; H!(0,Y)) de la fonction T*. Puisque T* € V; on a:

mo T - TT
sup \/G(T‘(l', ~),T‘(I, )) = r<na<xN \| hz ( )+lh J )2.

2€(0,X) =0

L’estimation (4.3.24) et la condition limite T*(z,0) = T,, Vz € [0, X] impliquent

m

=0
L'estimation (4.3.8) implique alors (4.3.18) avec B} = (1 +Y)B; + VYT,
Puisque T = §'T* € H,,N=l Vi, les mémes arguments montrent que (4.3.19) est une

conséquence de (4.3.8),(4.3.22) et (4.3.24).

Montrons maintenant (4.3.20). La fonction T* appartient & l'espace V)7, donc 8;T* est
une fonction constante par morceaux en z. L’estimation (4.3.20) est alors une conséquence
de ’hypothése HP1 (v £ Cp(s) < M Vs € R) et de ((4.3.9). L’estimation (4.3.21) se déduit
de (4.3.23), de (4.3.9) de ’hypothése HP1 et de ’hypothése HP2 iii) (u > 0 pour y > 0).
Le lemme 4.3.4 est démontré.

-
Nous terminons cette section en énongant des résultats qui sont induits par 'estimation
(4.3.10) et qui nous seront utiles lorsque nous considérerons le passage a la limite.

Lemme 4.3.5. Supposons que les hypothéses HP1 &4 HPS sont satisfaites. Alors les quan-
tités T* = T ¥ T — §7T*, T* — ¢"T*, Pog"T* = T*, Poq"T* — T*, P,T* — T* tendent
vers zéro fortement dans L’(Q) lorsque T et h tendent vers zéro.

Démonsiration. Pour z tel que z, < z < 2,4, NoOus avons:
z
(T° =T)(z,y) = L(T'(::,.,y ~ T*(Zn41,y)) pour tout y dans [0,Y].

Un calcul élémentaire montre que:

S N1y
IT* - T =3 D / (T*(@ny) - T'(-”"h"’!*’))2 %
n=0 70
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Puisque T*(z,,0) ~ T*(2n41,0) = 0, on peut utiliser I'inégalité de Poincaré pour obtenir:

Y 2 Y
Y . .
/ (T*(2nry) — T"(2np1,%)) dy < = / (BT (2n,y) — 8, (2nt1,9))  dy
0
Tn+1 Tn-H T’!H —_Tn

S%Q-hjz::(’“hj _ 14 . 1)2_

Avec ce qui précéde on obtient:

r-1m n+1 n+1 n _mn
I T < S 5 (BT T Ty

n=0)=0

L’inégalité (4.3.10) du lemme 4.3.3 permet de conclure que
. B v
7 - T”i’(Q) < T'E'Bz-
En procédant de méme, nous établissons:
N
1" = " T Wa( < 7B

Maintenant nous nous intéressons & P,T*—T*. D’une part, sur chaque intervalle {y;,y;+1),
on a pour tout vy € Vj:

(Phvn = va)(y) = (va(y5) — v) (1) = —(vn(yj+1) — va(yy)) & —hyj’

et ainsi:

Y

- - vn(yi+1) = valy;)
[ By = 23 ont) - en(u)? = & 3 (2ellsmad menlen)y?
)=0 =0
D’autre part, pour tout z € V7, la relation suivante est satisfaite:
[t e Y e+ (o + Fen ).
n=1

De ces deux derniéres relations, on déduit I'inégalité:

”PhT‘ Tt”L’(Q) < A Z hz (_J‘H—Tn)2+

n=0 ;=0

5 (B ey (B )}

=0 =0
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qui combinée a ’estimation (4.3.8) du lemme 4.3.3 fournit:

. e rht - XB
1PAT™ = T*[1}3(q) < = NBi = ‘h2

En procédant de maniére analogue, on obtient I'estimation:

m
* Th2 -
1P T" =g T*I}a(q) < 5 "Z( ’“ ) S 5 NBi===h%

n=0 j=0

Répétant ces calculs lorsque By, est substitué & P, nous obtenons des estimations similaires.
Les autres résultats de convergence donnés par le lemme 4.3.5 s’obtiennent & partir des
résultats précédents grace & ’inégalité triangulaire. Le lemme 4.3.5 est démontré.

]



Chapitre §. Résultats d’ezistence et d’approzimation ... 133
4.4 Convergence de la solution approchée lorsque 4 et v tendent vers zéro.

Les estimations données par le lemme 4.3.4 vont nous permettent de déduire Iexistence de
sous-suites convergentes a partir des propriétés de compacité classiques de la boule unité
d’un espace de Banach séparable (voir par exemple la proposition 11* de [10] vol. 3, page
605) . Pour cela, rappelons ces propriétés briévement.
i) la boule unité d’un espace de Banach réflexif, séparable est faiblement séquentiel-
lement compacte;
ii} la boule unité du dual d’un espace vectoriel normé séparable non réflexif est
séquentiellement compacte pour la topologie faible.

De plus, afin de pouvoir passer & la limite dans les termes non linéaires nous utilisons
un résultat de convergence presque partout dans @ pour ces sous-suites. Pour établir ce
résultat, le probleme étant dégénéré sur une partie du bord, nous devons utiliser un procédé
d’approximation de 'ouvert @, associé & un procédé d’extraction.

Enoncons le résultat principal de cette section, & savoir ’existence de solutions faibles pour
le probléme (P) que l'on obtient en passant a la limite lorsque h et T tendent vers zéro.

Théoréme 4.4.1. Supposons que les hypothéses HP1 & HP5 sont satisfaites. Alors le
probléme (P) a une unique solution faible T (au sens de la définition 4.2.1). Cette solution
est la limite, au sens fort, dans L?(Q) pour 1 < p < oo, de la solution approchée T*
construite avec le schéma (4.3.1) lorsque les paramétres T et h tendent vers zéro.

Avant de donner la démonstration du théoréme 4.4.1, pour tout N > 0 et pour tout m > 0

nous intreduisons deux suites de fonctions T, ., et Ty, définies & partir des fonctions T*

et T de la section précédente. Nous montrons l'existence d’une fonction T et 'existence

de sous-suites extraites des suites Ty m et TN,,,. qui convergent vers T lorsque N et m

tendent vers linfini.

Auparavant, rappelons les définitions des fonctions T* et T. Avec les notations de la

section précédente, pour N > 0 et pour m > 0 les paramétres 7 et h sont donnés par:
=X =X

T= ~ e!. h= AT .

La fonction T* € V)] est définie par:

T*(zn,y;) €« T} pour tout j € {0,..,m + 1} et pour tout n > 0,

ol la famille {TP}724} vérifie le schéma (4.3.1).

La fonction T € H,’:;l Vi est définie par:
TEgT

Dans ce qui suit pour tout N > 0 et pour tout m > 0 nous noterons par TR m et Twm les
suites de fonctions données par:

T;,,m =T*, et par: TN,m =T,
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Lemme 4.4.1. Supposons les hypothéses HP1 & HP5 satisfaites. Alors il existe T €
L9(0, X; H'(0,Y))N HY(Q4) pour q tel quel < g < oo et pour tout d > 0, et il existe deux
sous-suites que l'on note encore T ,, Twm extraites des suites T3 s Tn,m qui lorsque
N et m tendent vers linfini vérifient:

Tym et TN .m tendent vers T dans L%(0,X; H'(0,Y)) faiblement pour 1 < ¢ < o0

et dans L=(0, X; H(0,Y)) faiblement étoile; (441)
Py(¢"Vu0: T} ) tend vers /ud, T dans L*(Q) faiblement; (4.4.2)
Tj m tend vers T dans H'(Qq) faiblement, pour tout d > 0; (4.4.3)
Ty m tend vers T dans LP(Q) fortement, pour 1 < p < oo,

et presque partout dans Q; (4.4.49)
TN_m;q'P;.TX,,m;q'f"hT;,,m tendent vers T dans L*(Q) fortement,

et presque partout dans Q. (4.4.5)

Démonstration. La démonstration se fait en deux étapes. D’abord nous prouvons les
assertions (4.4.1) a (4.4.3), puis nous établissons les assertions (4.4.4) et (4.4.5).

Les estimations (4.3.18) & (4.3.21) du lemme 4.3.4 et les propriétés de compacité séquentiel-
le de la boule unité d’un espace de Banach séparable rappelées au début de cette section
fournissent 1’existence de fonctions T, T}, x et T, et l'existence de sous-suites telles que:

T, ,my — T dans L0, X; H'(0,Y)) faible pour 1 < ¢ < o0;
Th..m, — T dans L=(0, X; H'(0,Y)) faible étoile;
Twny,my — Th dans L9(0, X; H'(0,Y)) faible pour 1 < ¢ < oo;
Ty my — T dans L0, X; H'(0,Y)) faible étoile;
Py ((i’\/;a,T;,hm‘) — x dans L%(Q) faible;
TA. my — T2 dans H'(Qy) faible pour tout d > 0.
Il nous faut donc montrer pour vérifier (4.4.1) et (4.4.2) que:
Ty =T, =T; et que x = Vud,T.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit:

I/Q (Thymi = Tiaymi ) dzdyl S ITR, my = Themillivollellzg, Ve € L3(Q).

Le lemme 4.3.5 nous indique que le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro
lorsque Ni et m; tendent vers l'infini pour tout ¢ € D(Q). Ainsi T = Ty dans D'(Q).
Montrons maintenant que x = /ud,T. Auparavant rappelons que grace & ’hypothése
HP2 i) puisque u > 0 sur @Q, le théoréme des accroissements finis et Pinégalité:

|a-b|2 < |0,2 -bzlva)b € R‘h

impliquent que la fonction /u est Héldérienne d’ordre % sur Q. Nous pouvons donc affirmer
que le lemme suivant est vrai.
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Lemme 4.4.2.
Py§"\/u — \/u fortement dans LI(Q) lorsque h — 0 pour 1 < ¢ < 0.

Soit d > 0 fixé, montrons que 8;T € L*(Qq).
Pour tout ¥ € D(Q4) on considére Pexpression suivante:

8.T(w) ¥ - /Q To,pdsdy ¥ lim - /Q Ty Oct dody.
d 4

&My =00

Par ailleurs, d’aprés P’estimation (4.3.21), 'inégalité de Cauchy-Schwarz conduit a:

—/Q T,‘\,_,mkazz/)dxdy:/; 0: TN, m, ¥ dzdy < B3¢l L2(q.)»
< 4

ainsi on en déduit que:

0:T(¥) < B3ll¥ll 12

En utilisant la densité de D(Q4) dans L*(Q4) la forme linéaire ;T € L(D(Q4); R), con-
tinue pour la norme de LZ(Q4) peut étre prolongée en un élément de £(L?*(Q4);R). On a
donc prouvé que 3,T € L*(Qq) puisque le dual de L3(Qy) est L*(Qq).

Lemme 4.4.3.
Pu(§"VuB: TR, m,) — Vu0:T dans D'(Q).

Démonstration. Définissons A par I’expression suivante:
A% 4 ¥ [ (PG VEBT, m,) - Vi T} dedy Ve € D(Q).

Remarquant que Pr8; Ty, .., = 0: PaTR, m,, A peut encore s'écrire:

A= / {Pad V0. PyT™ ~ /a0, T} dady,
Q
et on peut donc majorer |A| par:

Al £ |‘/;2 {Prd"Vu — Vu}0: PaTR, o, 0 dzdy| + |/Q\/17{6,P,.T;,.’m. - 3, T}pdzdy|.
Pour chaque ¢ € D(Q), soit K 4 suppy, son support. Le sous-ensemble compact K est
strictement inclus dans @. L’inégalité précédente se transforme en:

1Al < I1Pag"Vu = Vull 2 (i 10: PaTR, my N L2y llopll oo iy +
I/ \/E{O,PATX;.,,M — 6,T}<pd1:dy|.
Q
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En intégrant par parties nous avons pour le deuxiéme terme du membre de gauche de
Pinégalité:

/Q 0 {PaT3, m, = T} Viip dady = - /Q {(PAT3, s — T}0u(vap) dzdy.

L’hypothése HP2 implique que 3, (\/up) € L%(Q), ainsi d’aprés le lemme 4.3.5 et l'inégalité
de Hélder on en déduit que P’expression ci-dessus tend vers zéro lorsque N et m; tendent
vers linfini.

L’estimation (4.3.9) et les hypothéses HP1 et HP?2 iii) entrainent que §O: PuTR, iz
est bornée indépendamment de N; et de my. Ainsi le lemme 4.4.2 implique que:

Ve eD(Q), lim |A(p) =, lim _|A[=0. (4.46)

Le lemme 4.4.3 est démontré.

]
Sachant que

Py (¢ V0. T}, m, ) — x dans D(Q),

le lemme 4.4.3 entraine que x = /8.7, ce qui prouve P'assertions (4.4.2).
L’assertion (4.4.3) est alors une conséquence de (4.4.1) et de P'hypothése HP2 iii) (u > 0
dans Q) et de (4.4.2).

D’aprés la propriété (4.4.1) nous savons que Ty, ., — T dans L%*(Q) faiblement, donc, a
fortiori aussi dans L?(Q) faiblement. En utilisant la propriété (4.4.3) et la compacité de
Vinjection de H'(Qq) dans L?(Qq), on obtient que T, ,,, — T, dans L?(Qq) fortement.
L’unicité de la limite d’une suite convergente dans un espace séparé permet de conclure
que T =T;.

Montrons maintenant les assertions (4.4.4) et (4.4.5), et pour ne pas alourdir les notations
nous notons T .. la sous-suite que nous notions précédemment TR, my

Pour cela, nous utilisons les résultats de convergence du lemme 4.3.5, une approximation de
@ par une suite croissante d’ouverts strictement inclus dans @ et un procédé d’extraction.
Pour k entier non négatif, nous définissons Q* par:

Q¥ (o) € Quels quey > 1) = Q.

Pour tout k 2 inf(1, §), nous définissons

(Titm)" ¥ T mln-

Il est alors immédiat que la famille de fonctions (T;,'m)k est bornée dans H(Q*) (cf
(4.3.18)) indépendamment de N et de m. 1l existe donc une fonction 7% € H'(Q*) et il
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existe une sous-suite extraite, notée (T,{,‘,m‘)k qui converge vers un T* faiblement dans
HY(Q*), et fortement dans LI(Q*) pour 1 < ¢ < oo, lorsque Ni,my tendent vers D'infini
(c’est-a-dire lorsque h et T tendent vers zéro). L'unicité de la limite dans D'(Q*) et
Passertion (4.4.3) impliquent que:

déf
TH=T"<T|,.

Soit g tel que 1 £ g < oo nous désignons par T, m., & 1a suite convergente que ’on considére

sur chaque ouvert Q¥ lorsque Nj, m; tendent vers Pinfini.
Par ailleurs il n’est pas difficile d’obtenir la majoration suivante:

k -
TR ik = Tlleoc@) S N (Txm) = TElzocery + 1o mek — Thiorer)-

L'expression Tf; ,,, — T est uniformément bornée dans L>(0, X; H'(0,Y)) (cf (4.3.18)) nous
pouvons donc affirmer que:

Ve > 0, 3K (e) € N tel que Yk > K(e), on ait |T, 1. x — Tlleqiet) < &

Pour k- fixé tel que k¥ > K(¢) + 1, nous pouvons choisir N; et m; suffisamment grands tels
que:

. k
H(Thm) ~ T*llLaer) < &

puisque nous savons que Ty, .. , — T dans LI(Q¥).
Nous avons donc montré que:

Ve > 0,3K () tel que Yk > K(¢), IN(e,k), IM(e k) tels que
VN 2 N(e,k), Ymu 2> M(e,k) on ait [T, m, & — Tllsg) S e (44.7)

Remarquons que les indices N; et m; dépendent de l'indice k.

Montrons maintenant que de cet ensemble de sous-suites T, ,,, ; on peut extraire une
sous-suite qui converge vers T dans LY(Q) lorsque Ny, my, k tendent vers l'infini. Pour cela
il nous suffit de montrer que:

¥n > 0,3Py(n) tel que ¥p > P(n) on ait ||TR, (), mip), k() = TllLec@) < -
On définit K(p), N(p), M(p) pour p > 1 (ayant fixé K(0) = N(0) = M(0) = 0) par:
K(p) ¥ max| K (2), K- 1)]s
N 1 )
F(p) % max [N ke, Ko - D]

H(p) max[M(f;, ko)), M(p - 1)] .
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On pose alors:
k(p) E K(p); Mi(p) € N(p); mu(p) &' M(p).

On définit Py(n) par: Po(n) = & E(%) + 1, ou E représente la partie entiére.

1l est immédiat de vérifier que d’aprés (4.4.7) on a:

1
TN Poy mi( Py, k(P = ThLrc@y < B

et que cette relation reste vraie pour tout p > Py puisque k(r) 2 k(p), Ni(r) = Ni(p),
my(r) 2 my(p) pour tout r > p.

Nous avons donc montré que I'on pouvait extraire une sous-suite de Ty, ,, qui converge
fortement vers T dans LY(Q) pour 1 € ¢ < oo lorsque N et m tendent vers l'infini.

Nous utilisons alors un théoréme classique (voir théoréme 3.12 p. 65 de Rudin [19] par
exemple) pour obtenir la convergence presque partout dans ¢ d’une sous-suite extraite de
Ty encore notée Ty, . vers T. L'assertion (4.4.4) est ainsi prouvée.

La convergence forte de T; ¢" PyT*; q" PoT* vers T dans L?(Q) devient une conséquence
immédiate du lemme 4.3.5. La converge presque partout & une sous-suite prés est obtenue
comme précédemment. Le lemme 4.4.1 est démontré.

0
Nous sommes en mesure maintenant de prouver le théoréme 4.4.1.

Démonstration du théoréme 4.4.1. Avecle lemme 4.4.1 nous avons montré J’existence d’une
fonction T € L*(0, X; H'(0,Y)) telle que u8,T € L*(Q) qui est la limite d’une sous-suite
extraite de la suite Ty, ., encore notée Ty, .. Il reste donc & montrer que cette fonction T
est une solution faible de (P). L’unicité des solutions faibles (cf théoréme 4.2.1) entrainant
par ailleurs que c’est toute la suite T, qui converge vers T

Montrons que nous pouvons passer a la limite dans la forme variationnelle (4.3.16) du
schéma (4.3.1), c’est-a-dire dans ’expression suivante:

/ i (349" Co(TR, my )0: TR, my > 01) ¥ d2 + / a(T,on)" dz+

/ / B [¢7v* 9" Co(TR, m, )]%Tf’w’m/)' dzdy—-

/o /o PAld7"0 Ty m ) TPt dey = | " (rafoon) 9" da, (447)
ol pour tout ¢ € D(0,Y) et pour tout ¥ € D(0, X) nous avons défini ws et " par:

déf
on = Tay;
déf
Y= ¢
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Considérons le premier terme de ’expression (4.4.7) que nous noterons Dy.

X
D, 4 / (7 ug" Co(T")0. T" 01) 4" d.
[}

Remarquant que pour 8, w dans C°[0,Y], et ¢4 dans V), puisque ¢4(0) = @a(Y) = 0,
nous avons:

(8,4), = (P8, Paipn);
Pp(8w) = Py(6)P(w),

alors nous pouvons écrire:
(qruqr P(Tf:/k,mh )a’T;’k,mn ’ ‘p")h = (P" [q~r\/;qr P(Tf:'k,"lk )] Py [‘q.'?\/;a:T;,k,mk] ’ P"Soh)'

11 s’agit donc d’étudier la convergence de:

X
[ Pula Vo (T m ) PA a7 VEOLTi ], Pri)s d

Nous savons que

Pronp™ — o9 L*(Q) fortement;
P [§"Vud: TR, ] = V40T L*(Q) faiblement (cf Lemme 4.4.1);

Prg"Cp(Ty, m,) = Co(Prg" TR, m,) — Cp(T) presque partout dans Q,
ce qui implique la convergence de:
P, [ér\/;q'C,(Tﬁh’mk )] — uCy(T) presque partout dans Q.

De plus la quantité P, [§"/ug” o(Th )] reste bornée dans L=(Q), alors le théoréme de
la convergence dominée de Lebesgue et la définition de Cp(T) = H'(T) impliquent que

Dy — / u0: H(T)pyp dzdy.
Q
Etudions la convergence du second terme de ’expression (4.4.7), c’est-a-dire:
x o
| oTnmion)s” as.
[}

Il est immédiat de montrer & partir du lemme 4.4.1 et des propriétés:

wn —  fortement dans H'(0,Y) lorsque m — oo
%" — ¢ fortement dans L(0, X) lorsque N — oo,
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que V'intégrale ci-dessus converge vers

/ {8,T8y ) dzdy,
Q
et de méme il est immédiat que

X

[ ontionvras

0

converge vers
/ fot dzdy.
Q

Examinons maintenant la premiére partie du terme convectif de I'expression (4.4.7):
X Y .
/ / Py vt ¢ Co(T™))8, T Prontp™ dzdy.
o Jo

On vérifie que: } ) }
' PG v* ¢ Cpl(TR m)] = [Pa™v¥ | CoPag TR ).

Les propriétés suivantes:
PrgTvt — vt dans L®(Q) fortement ;
Cp(Prq T} ) — Cp(T) presque partout dans Q;
C,(f’;.q'T;,,m) est bornée dans L*(Q),

implique la convergence de:
/ Puld vt g Co(TN )] Oy TN m Prionty™ dzdy — / v+ Cyp(T)8, Tt dzdy.
Q Q
La deuxieéme partie du terme convectif de I'expression (4.4.7):

- '/(;X /OY P, [i]"v‘q' ,,(T')] 3, TPrpry™ dzdy
se traite de la méme fagon. Finalement on obtient que T satisfait 1'égalité:
L (u0: H(T) + v3, H(T)) o + 8,T0, (p)) dxdy = /Q o dady.
Yo € D(0,Y), V¢ € D(0,X). (4.4.8)
La densité du sous-espace vectoriel ci-dessous:
{ Z a;jpit, ou ; € D(0,Y), ¢; € D(0,X), aij € R et ou I, J sont des ensembles ﬁnis}

iel
j€J
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dans D(Q) permet d’affirmer que la relation (4.4.8) reste vérifiée si @t est remplacée par

® € D(Q). La densité de D(Q) dans L2(0,X; H}(0,Y)) implique que la relation (4.4.8)
reste valide pour n'importe quel & € L*(0, X; H}(0,Y)).

1l nous reste maintenant & examiner quelles sont les conditions aux limites que satisfait la
fonction T.

L’hypothése HP2 1) et le lemme 4.4.1 impliquent que:
uTy , — uT faiblement dans H'(Qq) pour tout d > 0 lorsque N,m — oo.
Pour tout d > 0, en remplagant Q par Qg et (0,Y) par (d,Y) dans I’énoncé du lemme 4.2.3
nous obtenons l'existence d’une application linéaire 7§ continue de H!(Qq) dans L*(d,Y).
L’application étant linéaire, elle est continue lorsque H'(Q4) et L*(d,Y) sont munis de
leur topologie faible (voir théoréme 3.9 p. 39 de Brezis [5]).
On en déduit:
(«T% m)(0, -) — («T)(0, - ) faiblement dans L*(d,Y)Vd > 0 lorsque N,m — co.
Par ailleurs, il est bien connu que I’hypothése HP3 implique: (8:49)
raTp — Tp fortement dans L*(0,Y) lorsque m — co. (4.4.10)
On déduit alors de la relation:
©(0,4){Tx m(0,y) — raTo(y)} =0 pour tout 0 < y <Y,
et de (4.4.9) que
u(0, - )raTy — (uT)(0, -) faiblement dans L*(d,Y) pour tout d > 0 lorsque m — oo.
La propriété (4.4.10) implique alors que:
(uT)(0, -) = (0, - )T dans L*(d,Y) pour tout d > 0. (4.4.11)
Montrons maintenant que (4.4.11) implique que

(#T)0, ) = u(0, - )Ty dans L*(0,Y). (4.4.12)

Pour tout [ > 0, soit x; la fonction caractéristique de Dintervalle %—,Y). Il est immédiat
de vérifier d’aprés (4.4.11) que

x1(uT)(0, -) = u(0, - )Ty presque partout dans (0,Y);

et que A
[ (T)(0, ))® < [u(0, )To)® € L}(0,Y).
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Le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue implique que:

(uT)(0, -) € L*(0,Y), et Jim Ixt(uT)(0, -) = u(0, -)TollL2¢0,v) = 0.

De la propriété (uT)(0, -} € L*(0,Y) on déduit
Jim lx1(uT)(0, ) = (uT)(O, Hz0.v) =0
et donc (4.4.12) est vraie.

A T'aide d’arguments similaires & ceux que nous venons d'utiliser, la propriété (4.4.1) et
les applications 73,7} du lemme 4.2.2 impliquent que:

T(z,0) = T,,; et T(z,Y) = T. dans L*(0, X).

Les conditions aux limites (4.2.2), (4.2.3) sont donc satifaites, et T est une solution faible
du probléme (P). Le théoréme 4.4.1 est démontré.

0



Chapitre §. Résultats d’ezistence et d’approzimation ... 143

Annexe 1. Un probleéme linéaire parabolique dégénéré annexe.

Dans cette derniére section, nous donnons la démonstration du lemme 4.2.4. Pour le
confort du lecteur, nous redonnons ’énoncé du lemme 4.2.4 sous la forme d’un théoréme
en conservant les notations de la section 2 du chapitre 4.

Pour a, 3 et F des fonctions définies dans Q, on s’intéresse au probléme suivant:

trouver ¢ vérifiant

00.¢ + pOy¢ — 93,6 = aF dans  Q;

#(2,0) = ¢(z,Y) =0 dans (0, X);

$(0,y) =0 pour d £y £Y pour tout d > 0.

Théoréme A.1.1. Soit a, 8 des fonctions de L(Q) et F une fonction de L*(Q) données.

Si on suppose

i) qu'il existe une fonction non négative § € C°(Q) telle que 8(z,y) > 0 pour tout
y > 0 et tout z € [0, X], et satisfaisant a(z,y) 2 8(z,y) presque partout dans Q;
ii) qu’il existe une constante y1; > 0 telle que sup(, ;) eq €ss's :'y) < py;

alors il existe une fonction ¢ € L*(0,X; H}(0,Y)), telle que ad,¢ € L*(Q) et vérifiant les
égalités suivantes:

/{a@,¢+ﬂ6y¢}wd:cdy+/ ayd)aywdz:dy:/ aFwdzdy
Q Q Q

pour tout w € L2(0, X; H}(0,Y)); (A.11)
#(0,y) = 0 dans L*(d,Y), pour tout d > 0. (A.2.2)

De plus ¢ € L*(0,X; H*(0,Y)).

pour la démonstration nous utiliserons les méthodes classiques pour les opérateurs para-
boliques (voir par exemple Ladyzenskaya-Solonnikov-Ural’'ceva {13] pages 153-154 et 177).
On régularise le probléme, puis on approxime le probléme régularisé par une méthode de
Galerkin. La régularité des fonctions de base utilisées permet d’établir les estimations a
priori suffisantes pour passer & la limite. Les étapes de la démonstration sont donc les
suivantes.

-1 Nous introduisons a‘(z,y) u a(z,y) + ¢, et nous considérons le probléme (P*):

trouver ¢° telle que

a8, ¢ + pOy¢* — B} ¢° = aF, dans Q; (A.1.3)
$(z,0) = ¢°(2,Y) =0, pour0 <z < X (A.1.4)
¢(0,y) =0, pour 0 <y <Y. (A.1.5)
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-2 Nous construisons une suite {$%}%_y,; ®y € V, d’approximation de type Galer-
kin pour le probléeme (P¢), V étant un espace de dimension finie.

-3 Nous établissons des estimations pour les fonctions ®§y, uniformes en N et e.

-4 Nous passons & la limite simultanément lorsque ¢ tend vers zéro et N tend vers
"Tinfini, utilisant un procédé diagonal. Nous aurons obtenu ce faisant une solution
du probléme (A.1.1), (A.1.2).

Etape 2, existence d’une solution approchée pour le probléme (P¢)

Soit {y} une base de H(0,Y) orthonormale dans L2(0,Y). On prend {4}, les fonctions
propres de I'opérateur -3‘% avec des conditions de Dirichlet homogénes qui sont données

par:
Pr = @sin(% )

Pour N > 0 nous définissons alors &4, par:
dét o

85, €'Y chiz)en(y).
k=1

Si on dénote le produit scalaire usuel de L%(0,Y) par (-, )L3o,v), les C% sont données
par:

Aéf /2 ¢
Ck’ = (Q.’V$‘pk)L2(o’y)» (Alﬁ)

et résulterons des relations ci-dessous:

(a‘azq)?‘l + ﬂav@;h‘f’r)bz(o’y) + (ayq’;hay‘/’r) L’(O,Y) = (O’F, ‘Pr)L:(o,y):

pour 1 <r <N; (A.L7)

%(0,Y)=0. (A.1.8)
Lemme A.1.1. Soit , 8 des fonctions de L°(Q) et F une fonction de L*(Q) données. Si

on suppose que a est une fonction non négative, alors pour tout N > 0 et pour tout € > 0 il
existe une unique fonction ®%; € H'(0,X; H*(0,Y)) solution des équations (A.1.7),(A.1.8).

Démonstration. Soit le vecteur Cn ayant pour composantes les fonctions (CY,..,CR) et
soit le vecteur F ayant pour composantes ((aF, ¢1)12(0,)1 - (@F, @ N)L2(0,v) )-

On définit les N x N matrices [ et A par:

déf
Ir,k = (a(‘/’kv‘Pr))L’(o,Y);
aét
Ak = (ﬂaycpk,<p,-)u(o,y) + (8y<pk,8y<p,)L,(o_Y); 1<kr<N.
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Il est aisé de vérifier que les équations (A.1.7),(A.1.8) sont équivalentes au systéme linéaire
d’équations différentielles ci-dessous:

156, + AGy = F.
dx

La matrice 1 est symétrique, définie positive (puisque a® > ¢ > 0), ainsi I™? existe et est
une matrice & coefficient dans L*=(0, X).
Le systéme précédent s’écrit:

%C‘N +I7'AGN =17 F (A.1.9)
Cn(0) =0. (A.1.10)
La matrice I"!A est une matrice dont les coefficients sont des fonctions appartenant 3
L*(0,Y), donc appartenant aussi & L!(0,Y), et I"1F appartient [LQ(O,X)]N. Le

- N
systeme (A.1.9),(A.1.10) posséde un unique vecteur solution Cy € [H‘(O,X)] {voir
par exemple Coddington-Levinston [9] p. 97). Le lemme A.1.1 est démontré.

a
Etape 3, estimations a priori pour &%,

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le lemme suivant:

Lemme A.1.2. Soit & € H'(0,X; H}(0,Y)) I’approximation de Galerkin de la solution
du probléme (P¢) définie au lemme A.1.1. Alors il existe des constantes, M, et M>,
indépendantes de € et de N telles que:

NNl 2o 0, x;1300,¥)) € My; (A.1.11)
Voo, iy llLe @) < M (A.1.12)
[10: BN 12 ¢Qq) £ Mz pour tout d > 0. (A.1.13)

Notons que M, dépend de d.

Démonstration. Les estimations (A.1.11) a (A.1.13) résulterons du lemme de Gronwal.
Pour cela, nous introduisons la fonction ¢ définie sur [0, X] par:

Y
xH/O [0,%%v(2, )] dv,

et nous établissons une majoration de la fonction ¢.
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Nous multiplions 'équation (A.1.7) par 8;C% (), nous sommons sur les indices k tels que

1 <k < N, et nous intégrons par rapport & x. Il vient:

z £
jo (°0: By, 0: W) 3oy 92 + /0 (BOy B3, 0:BN) L3 oy, d+

/o (99 %, 02, B%) 130, v) 4 = /o (aF,0: 3% 2o, ) 4

On pose

B [ 085,085 iy 5
E¥ /oz (ﬂa,,ﬁv,az‘l’iv)u(o,Y) dz;
EY /: (Byfb?\/,azy‘l’}v)u(o.Y) dz;
E, e /o’ (GR azd’;l)u(o,Y) de.

L’égalité (A.1.14) s’écrit:

3
ZE; = E,.

i=1

Un calcul simple montre que nous avons

z Y 2
E, =/ / a‘[@,@j\,] dzdy;
o Jo

Y
E3 = —/ 6 (6 & ,6 [ 3 )L2[0 Y)d A [8y@5v(11y)]2dy

Puisque a 2 0, nous avons pour tout ¢ > 0,

z pY
Ed< o [ / () deay+ 2 [ [ alo.# ) dedy.
[} 0

Pour le dernier terme E;, nous avons pour tout ¢; > 0:

z Y
|By| < / / 180, @40, &% | dzdy

// 16110, #%] dzdy+—-// 181{6, 84" dzdy.

(A.1.14)

(A.1.15)
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En regroupant les estimations des E; pour i = 1,..,3 nous déduisons de (A.1.15) lestima-
tion suivante:

3
B -|Bl+E: <) E:<|E,
=1
qui s’écrit encore

z Y 1 Y 1
(@ - a2 ~ 161 2) (0. 85" dedy + -/ (8,85 (2,9)])” dy < 5—llellL=(@) I FliL2 @)+
o Jo 2 2 2 0 26)

1 it 2
E"B" 1%(Q) fo /0 [8y®%] dady, 0 <z < X. (A.1.16)
Nous pouvons choisir ¢, &' Lea ¢ 5-‘1; ol u; est défini & 'hypothese ii) du théoréme

A.1.1(donc |8|$ £ £). Ainsi le premier terme du membre de gauche de l'inégalité (A.1.16)
satisfait:

1 z Y 2 z Y a € 2
0< —/ / a* [0, ®y]" dzdy 5/ / (ot —ag —1815) [0: 8] dzdy.  (A.117)
2 0 JoO 0 Jo 2 2

A partir des inégalités (A.1.16) et (A.1.17) nous déduisons 'inégalité:

Y z Y
2
| o) a0 < lallmIFlina) + 2l8lmca) [ [ (085" s

que nous récrivons encore:

x
82) < 2lBlimce | 45)ds + lallm@lFlira)

Le lemme de Gronwall (voir lemme 1 p. 672 vol 3 [10]) s’applique 4 la fonction ¢ et fournit:
z
42) < 2alBllmca | #(s)ds + ol @ Fllinca) <

llallz @ Fllza) exp (21 [1BllL=(@X), V= € (0, X).  (A.1.18)
Si on définit la constante M) par:

M= \/ ezl Fllz(q) exp (21 l1BllL=(@)X)

Pestimation (A.1.11), se déduit de (A.1.18). 1l est immédiat de vérifier que M; ne dépend
ni de e ni de N.

L’estimation (A.1.12) est une conséquence de (A.1.16) et de (A.1.18).

L’estimation (A.1.13) quant & elle est une conséquence des inégalités (A.1.16),(A.1.17),
(A.1.18) et de 'hypothese i) du théoréme A.1.1. Le lemme A.1.2 est démontré.

o

Etape 4, passage a la limite

Nous utilisons les arguments classiques de compacité séquentielle de la boule unité dans les
espaces de Banach séparables (voir par exemple [10], vol. 3 p. 605), associés au procédé
d’extraction diagonal pour définir une sous-suite de ¢, que ’on notera encore % (on

peut choisir par exemple € def -};;) Nous avons le résultat suivant:
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Lemme A.1.3. Soit &, Ja suite de fonctions solutions du probléme (A.1.7),(A.1.8) définie
par le lemme A.1.1. Alors il existe ® € L0, X; H}(0,Y)) telle que \/ad,® € L*(Q) et
telle que 8:® € L*(Quq) pour tout d > 0, et il existe une sous-suite extraite de la suite &5,
encore notée ¥, satisfaisant:

%, — & dans L*(0,X; H'(0,Y)) faible

et dans L®(0, X; H'(0,Y)) faible étoile; (A.1.19)
&S, — & dans H'(Qq) faible pour tout d > 0; (A.1.20)
Va9, 8y — /ad,$ dans L*(Q) faible. (A.1.21)

Démonstration. Le résultat de convergence (A.1.19) est une conséquence de I’estimation
(A.1.11), de la compacité séquentielle de la boule unité d’un espace de Banach séparable
rappelée a la section 4.4 et de V'unicité de la limite d’une suite convergente dans D'(Q).
De méme, les estimations (A.1.12) et (A.1.13) impliquent que:
Va8, 8% — 7 dans L*(Q) faible;
9. %% — 72 dans L%(Qq) faible pour tout d > 0.
L’opérateur de dérivation étant continu dans D'(Q), nous avons que:
8, ®% — 9. P dans D'(Q) et aussi dans D'(Qy) pour tout d > 0.
Nous en déduisons par unicité de la limite dans D’ que: v, = 8, 9.
Montrons que
Va<d, 8y — Vad, & dans D'(Q).
Soit ¢ € D(Q), nous désignons par K le sous-ensemble compact de Q tel que: K ks supp .
D’une part nous avons:
/ Vatd, % dody — / T dzdy.
K K
D’autre part, nous vérifions aisement que:
€
0$ﬁ—ﬁ=va+e—ﬁ=ms\/€;
ce qui permet de déduire que:
Vatp — \Jap dans L*(Q); ainsi que
/ Va0, 84 p dzdy ~ /a0, &(p) = / Vad; ®p drdy.
K X
La convergence faible de /a0, &5, vers v, dans L*(Q) permet d’affirmer que
71 = /ad;®. Le lemme A.1.3 est démontré.
0
démonstration du théoréme A.1.1. Le théoréme A.1.1 sera démontré si nous vérifions que
la fonction & € L*(0,X; H}(6,Y)) telle que /a8, ® € L%(Q) et telle que 8,% € L?(Qq)

pour tout d > 0 dont I'existence a été établie au lemme A.1.3 est une solution du probleme
(A.1.1),(A.1.2). C’est P'objet du lemme suivant.
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Lemme A.1.4. Soit {®%]} la suite de fonctions solutions du probléme (A.1.7),(A.1.8)
définie par le lemme A.1.1, et soit & € L*(0,X; H}(0,Y)) telle que \/ad,® € L}Q) et
telle que 3;® € L%(Q4) pour tout d > 0 la fonction limite d’une sous-suite extraite de
{®% ) dont I'existence a été établie au lemme A.1.3. Alors & est une solution du probléme
(A.1.1),(A.12).

Démonstration. Soit une famille {g;};>1 de fonctions définies sur {0, X], réguliéres telles
que ’ensemble S défini par:

S Y ({WP as1;m>1 ot W™ est défini par

n n
W) €S Y apgi(z)es(y), ¥(z,y) € Q avec ajx € R}
k=1 j=1

soit dense dans I’espace L*(0,X; H}(0,Y)). Nous multiplions ’équation (A.1.7) par g; et

nous sommons sur tous les indices ; < m et k < n ot n < N. Intégrant par rapport a z,
il vient:

X x
/(; (\/a?a,ﬁv,\/(?W,',")u(o,y) dx+/; (ﬂay‘ﬁvvw':n)L’(O,Y) dat

X X
/o (0,25, 0, W) Lo,y 42 = /0 (@F W) ooy 2V Wi € 5.

Prenant la limite dans ’égalité précédente lorsque ¢ — 0 et N — 00, nous obtenons:

X X
/0 (Vad,®, VW) 10y, de + /o (B8, W) 12y, o+
X X
/0 (3,2,8,W.") 120, da = /0 (@F WD) ooy YW €S, (A122)

La densité de S dans L2(0, X; H{(0,Y)) permet de prolonger la relation (A.1.22) pour tous
les ¢ € L*(0,X; H{(0,Y)), qui alors n’est rien d’autre que la relation (A.1.1). On a:

L {ad.6 + BB, 8} dedy+ /Q 8,60, dady = / oFy dedy
Q
pour tout % € L*(0, X; HA(0,Y)).  (A.1.23)

Intéressons nous a la relation (A.1.2) maintenant. D’aprés le lemme A.1.3 nous savons
que:

¥4 — & dans H'(Q,) faible pour tout d > 0.

Pour tout d > 0, en remplagant Q par Q4 et (0,Y) par (d,Y) dans I’énoncé du lemme 4.2.3
nous obtenons I'existence d’une application linéaire 7¢ continue de H'(Qq) dans L%((d,Y).
L’application étant linéaire, elle est continue lorsque H'(Qy) et L*({d,Y) sont munis de
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leur topologie faible (voir théoréme 3.9 p. 39 de Brezis [5]).
On en déduit:

£(0, -) — @(0, - ) faiblement dans L?(d,Y’) pour tout d > 0 lorsque N — oo, € — 0.

La relation suivante:
®(0,y) = 0 dans L*(d,Y)

est donc satisfaite pour tout d > 0, ce qui n’est rien d’autre que la relation (A.1.2). Le
lemme A.1.4 est démontrée.

0
Utilisant la propriété D(Q) C L*(0, X; H3(0,Y)), nous déduisons de la relation (A.1.23)
que:

ad, ¢ + BOy¢ — 2,6 = oF dans D'(Q).

Les propriétés o, 8 € L®(Q); /a0:® € L*Q); F € L*(Q) entrainent que
& € L2(0,X; H?(0,Y)). Le théoréme A.1.1 est démontré.

0
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CHAPITRE 5

Comportement asymptotique des fractions
massiques au voisinage du corps

Résumé. Soit un écoulement de fluide réactif au dessus d’une plaque plane. Nous nous
proposons, dans ce chapitre, d’étudier le comportement asymptotique des fractions mas-
siques des espéces chimiques constituant le fluide dans un voisinage de la plaque. Néan-
moins nous nous restreindrons au cas o la diffusion des espéces peut étre négligée, et
ot la vitesse, la température et la pression sont données. Une telle situation apparait
lorsque I’on étudie numériquement cet écoulement, dans le cadre de la couche limite, &
I'aide d’une méthode de marche par exemple (cf chapitre 6). La connaissance de ce com-
portement asymptotique au voisinage du corps est aussi intéressante d’un point de vue
numérique pratique dans le cas ot la diffusion des espéces n'est pas négligée. En effet, une
stratégie possible est de dissocier la convection de la diffusion et il est alors intéressant
de connaitre le comportement au voisinage du corps (cf [3]). Le résultat qui est obtenu
dans ce chapitre est celui prédit par la physique; la vitesse s’annule sur le corps, donc les
fractions massiques sur le corps annulent le taux de production des especes, aussi, ce sont
les fractions massiques de ’équilibre chimique. Ce résultat est trivial si on suppose que les
fractions massiques sont des solutions réguliéres des équations de conservation de la masse
des différentes espéces chimiques, mais en ’abscence de diffusion des espéces il n’est pas
loisible de considérer une telle hypothése de régularité. Nous considérons donc des solu-
tions faibles des équations de conservation de la masse des différentes espéces chimiques et
nous établissons ce résultat pour ces solutions faibles. Mentionnons que ce résultat a déja
été présenté dans Boillat-Pousin {1).

153
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5.1. Introduction.

Par souci de simplicité, dans ce qui suit, nous considérerons le cas d’un écoulement de fluide
réactif (voir figure 1) au dessus d’une plaque plane; le fluide réactif est de I’air constitué de
cing espéces chimiques, N, 0, N2,0;, NO, et nous supposerons que les hypotheses HP1 &
HP3 du chapitre 2 sont satisfaites. Nous supposons que les vitesses de diffusion des especes
sont négligeables. Soit & > 0, nous noterons O le sous-ensemble de R?, (—a, 1+a) %[0, 1 +a)
dans lequel la couche limite apparait, et nous noterons Q le domaine (0,1)x(0,1). T_, la
partie "éclairée” de la frontiére de Q est définie par:

To={f=(0,5)T,0<s<1}U{T=(s,1)T,0< s < 1}

ot le symbole T désigne la transposition. Nous noterons ¥ le vecteur de RS dont les com-
posantes sont les fractions massiques des espéces, V la vitesse du fluide, T la température
et Pla pressxon Le probléme P que nous considérons peut alors se formuler par: pour

= (v),v2)7, T, et P des fonctions réelles définies sur © données, et pour Y, une fonction

a valeurs dans [R+] donnée,

trouver ¥: § — (0,1)° solution de:
V()T VY (£) = YT(E), P(7),Y(Z)) pour £ =(z1,72)" dans Q;  (5.1.1)
V(%) = Ye(Z,)  pour £p dans £_, (5.1.2)

et préciser le comportement de ¥ z),x2) lorsque 7 s’annule Vz; > 0.
P p

L’équation (5.1.1) est I’équation de continuité pour chaque espece chimique o £ représente
le taux de production massique des espéces qui a été défini au chapitre 2 en (2.0.36). Pour
s’assurer de cela considérons I’équation (1.1.3) dans laquelle on utilise 'expression (2.0.37)
du terme de production wi. Si on annule la vitesse de diffusion & pour 1 <k < 5etsion

exprime fg-% comme une fonction de Y, (Y 4 ﬁ) , en notant §Y(T, P,¥) pour
k=l k=

Q‘(T, P, fﬁ) on obtient I'équation (5.1.1).

Pour étudier I'existence, 1'unicité et le comportement asymptotique des solutions ¥ du
probléme (5.1.1), (5.1.2}, nous utiliserons la méthode des caractéristiques. Ainsi sur chaque
courbe caractéristique, le probléme du comportement asymptotique se réduira i une étude
de stabilité & I'infini pour une équation différentielle ordinaire. L’aspect dynarmque du
probléme (équation aux dérivées partielles) n'apparait p]us et les propriétés de €} reliant
la fonction d’enthalpie libre, les potentiels chimiques et {} (voir hypothése HP5 v)) nous
permettrons de construire une fonction de Lyapounov (I'enthalpie libre), technique clas-
sique pour traiter ce type de probléme.

L’organisation de ce chapitre sera la suivante: la fin de cette section est consacrée aux
hypothéses que nous faisons sur la température T, la pression P, la vitesse V et la fonction
1. A la section 2, nous étudions les courbes caractéristiques associées au champ V et nous
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donnons un résultat d’existence de solutions au probléme (5.1.1), (5.1.2) en un certain sens.
A la section 3 nous étudions la stabilité ”a I'infini” des équations différentielles représentant
P’équation (5.1.1) sur les courbes caractéristiques et nous en déduisons que les fractions
massiques tendent vers leur valeur d’équilibre lorsque P'on s’approche du corps.
Concernant les champs de température T, de pression P et de vitesse V, nous supposons
que les hypothéses suivantes sont satisfaites:

HP1 T,P € C'(O;R}) et leurs dérivées sont bornées sur O;

HP2 V € C}(O;R?) et ses dérivées sont bornées sur O.

De plus, nous supposons que V s'annule sur la partie £o du bord de Q définie par:
To={T= (:tl,O)Ttels que z; € [0,1]};

et que les signes des composantes horizontales et verticales de la vitesse V sont fixés partout
dans Q. De facon plus précise nous supposons:
HP3 il existe p, p > 1 et u(Z) € C(O;R?) dont les dérivées sont bornées sur © tels
que: v;(%) = z8u(3);
HP4 il existe d > 1 et v(F) € C'(O;R}) dont les dérivées sont bornées sur © tels que:
v2(Z) = ~28u(F).
Remarque:
Si d < 1 Péquation de continuité (1.4.13) qui peut s’écrire:

VTVlogp = —divV (5.1.3)

impliquerait que la fonction p représentant la densité a un gradient non borné dans un
voisinage de £y ce qui n’est physiquement pas admissible.
Concernant la fonction € nous supposerons que les hypothéses suivantes sont satisfaites.
HPS i) (T,P,M) ¢ C((R})? x [R% \ 0}; R®);
i) V(T,P, M) € (R})® x [RS\ 0] tel que M; = 0 on a: (T, P, M) > 0 pour tout i,
1<t <
iii) I existe A une 2 x 5 matrice a coefficients non négatifs telle que Z 1 Aij = 1 pour
tout j, 1 < j <5 et telle que YT, P, M) € KerA V(T P,M) e (R, )2 RS \6]
iiii) Il existe une fonction ¢?(T, P, M) € C’([R; x [R;] R)NCO([R} ] x [R3\O]; R
et il existe C*(T,P,AM) € CY( [R.}]2 x [R;]z; [R_,_] } qui réalise le minimum
suivant:
(T, P,C*(T,P,AM)) = min ¢%(T,P,M").
M'eR3\0

AM'=AM

De plus si on définit les composantes du vecteur i* par pk(T PM ) @ _g%%’,ﬂ)_

pour 1 < k < 50n a 7(T,P,C*(T, P, AM)) e {Ker A} (Porthogonal du noyau
de A).
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v) Soit F un fermé de (R} )2, pour tout sous-ensemble compact B de F x (R%)?, il
existe une constante k(B) > 0 telle que:

(T, P, M)Ti*(T, P, M) < —k(B)[¢?(T, P, M) - ¢*(T, P,C*(T, P, A" M))]
Y(T,P,M) € F x (R})® avec (T, P,A*M) € B.

Remargue:
Nous avons démontré au chapitre 2 que les hypothéses HP5 étaient satisfaites dans le cas

de l'air pour autant que les hypothéses HP1 a HP3 du chapitre 2 soient satisfaites. Pour
HP5 i) et iii) voir le lemme 2.3.3, pour HPS5 ii) voir le lemme 2.3.4, pour HP5 iiii) voir les
lemmes 2.2.1, 2.3.1 et 2.3.2, et pour HP5 v) voir le théoreéme 2.4.1.
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5.2. Existence et unicité de solution au probléme P.

Dans cette section, nous montrons ’existence de courbes caractéristiques associées au
vecteur V et nous donnons une estimation du paramétre servant & décrire les courbes car-
actéristiques lorsque celles-ci s’approche de . Nous donnons la définition d’une solution
faible pour le probléme P, puis nous montrons I’existence et I’unicité d’une solution faible
pour le probléme P.

Commengons par énoncer un résultat d’existence et d’unicité pour un systéme d’équations
différentielles ordinaires.

D’abord nous introduisons # : R x Ry — R une fonction indéfiniment différentiable telle
que 6 = 1 dans @ et telle que ¢ = 0 dans le complémentaire de ©. On peut prolonger la
fonction V 3 R x Ry en la multipliant par 8 et on notera encore par V ce prolongement.
D’aprés ’hypothése HP2 la fonction prolongée ¥ est de classe C! et est bornée ainsi que
ses dérivées.

Soit Z € R x RY donné, on cherche une fonction

X(%,.):R— RxRy
7 X(E 1) = (Xu(F 1), Xa(E, 7)) T

de classe C?! et vérifiant:

d—‘i-)?(s,f) =V(X(&,1)) (5.2.1)
X(£,0)=Z. (5.2.2)

Avant d’énoncer un résultat classique d’'existence et d’unicité pour le probleme (5.2.1),
(5.2.2), introduisons quelques notations.

Soit £ € R x R} donné on définit la courbe ¥(&) par:

déf

(F) = {§|§ = X(Z,7) pour 7 € R ol X(Z,.) est solution de (5.2.1),(5.2.2) }.

Soit & = (0,1)7, on définit les sous-domaines de Q, Q. et Q_ par:

déf g - -
Q:+E{FeQlm=y,22>p 00§ €1@)};

déf ¢, N ~
-E {feQlai=y1, 22 <y: 04 F € 7(@)}.

Nous désignerons par m, respectivement M en indice d’une fonction, son minimum, re-
spectivement son maximum sur Q:

fm=minf(Z);  fum = max f(Z).
#6Q zeQ
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Lemme 5.2.1. Supposons que les hypothéses HP2 & HP4 sont satisfaites. Alors:
a) VY& € R xR} il existe une unique fonction X(%,.) : R — R x Ry de classe C*
vérifiant les équations (5.2.1),(5.2.2).

b) Pour tout £ € Q U Z., il existe un intervalle compact I(Z), défini par: I(Z) =
[tp(£), ts(2)] tel que O € [tp(Z),ts(F)) et tel que X(F,.) : I(F) — Q avec X(Z,tp(Z)) €

déf

c) Les fonctions tp et ts : QU L. — R sont continues et on a pour tout z; tel que
0<zy <1

lim tp(z;,2z2) = —00.

23—0

d)sip¥ Uzeg {£} x (tp(),ts(£)) alors la fonction

X:p — Q
&) - X(#,7)

est continue.

Démonstration. a) L’hypothése HP2 implique que la fonction (prolongée) V est Lipchitzi-
enne et bornée dans R x R.

Considérons le cas d'un £ € @, les autres cas (£ € R x R} \ Q) se traitant avec les mémes
arguments.

D’aprés le théoréme 1.8.3 p. 122 de Cartan {2] on a Vexistence d’un plus grand intervalle
I(Z) tel que 0 appartienne 3 Dintérieur de I(Z) et on a Vexistence d’une unique fonction
X(Z,.): I(£) — @ de classe C? et vérifiant les équations (5.2.1),(5.2.2).

Montrons l'existence de tp(Z) et de ts(Z) tels que I(T) = [tp(Z), ts()], et pour cela com-
mengons par montrer que I(Z) est fermé.
Supposons que I(Z) soit semi-ouvert, cest-a-dire I(Z) = [a,b). Soit {rn} une suite
d’éléments de [a,b) telle que 7, tend vers b lorsque n tend vers l'infini. La suite {75}
est une suite de Cauchy. En intégrant P’équation (5 2.1), il est immédiat de vérifier que
{Xn = X(£,7)} est une svite de Cauchy puisque V est bornée. 1 existe donc X, € R?
tel que
lim, y X(z,7) = X,
r<b

Ainsi tant que X; € Q on peut prolonger la fonction X(Z,.) 2 un intervalle [a, b;] avec
by > b. Raisonnant de méme pour les autres cas (I (£) ouvert ou semi-ouvert & gauche) on
en déduit que I(Z) est un intervalle fermé.

Montrons que I(%) # R si on impose X(%,7) € Q (et que I(Z) = R si on impose X(:i’, T)E
R xR} ), c’est-a-dire qu’il existe tp(Z) et ts(Z) appartenant 3 R tels que I(Z) = [tp(£), ts(Z)]
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et tels que:
Iim,._.,,,(;))—(‘(f,tp(f)) €X;

r>tp(¥)

lim, iy X (F,t8(2)) = X,; avec X,, =1, X,, > 0.
r<ts( )

En montrant que X, et X, vérifient des inéquations différentielles nous allons estimer
X; et X;3. Soit F la fonction définie par:

F:(0,40) — R,
t
ds
t H.Ft:/ .
(9] ==

Il est aisé de vérifier que F est croissante et bijective. De la propriété d > 1 nous déduisons
que:

F(t) 2 log(t) vVt 2 1; F(t) Slog(t) vt < 1.
La croissance de F permet alors d’inverser F, et on déduit des deux inégalités précédentes
que:
Jim FE) =0 lm F(z) =00, et FTHO) = 1.
Des hypothéses HP3, HP4, et de (5.2.1),(5.2.2) nous déduisons les inéquations suivantes
pour X(Z,.):
R d_ . - P . .
[X2(2,7))Pum sd—TX,(x,‘r) < [Xa(&,7))Pune V1 € I(E); (5.2.3)
d
~[Xa(&, )" om < X )< ~[XE@ ) m VrelE).  (5:24)

ou l'indice m, respectivement M désigne le minimum, respectivement le maximum de la
fonction sur @. On pose ¢ = p+d — 1, en intégrant (5.2.4) de 0 &4 7 > O on a:

22 22 vr > 0. (5.2.5)

Y1+ quzg‘r 1+ qv,,.xgr -

Combinant (5.2.5) et (5.2.3) et intégrant de 0 & 7 > 0 il vient:

<Xo(fr) <

T+ x;'d;l;—':l-f(l +qomair < Xi(F.1) <

)+ z;"’;—vb-'-f(l +qumzir) Vr20. (52.6)
m

De méme en intégrant 1’équation (5.2.4) de 7 & 0 pour 7 < 0, on a:

T2

Y1- qvmxzi(—r)

T2

S Xo(£,7) £ ————r—rere
&) Y1 - qumzi(-7)

vr <0. (5.2.7)
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Combinant (5.2.3) et (5.2.7) et intégrant de 7 3 0 > 7 il vient:
21+ 23 2 F (1 quyal(-1)) S Xa(3,7) <
M
T + z;"d%'lf(l — qumzi(—7)) Vr<0. (5.2.8)

On pose a det —;:;v—m, de la minoration (56.2.7) pour X3(&,7) on déduit que

lim‘:_';:x'z(i,?) = +00. (5.2.9)

Du comportement de F en 0, de la majoration (5.2.8) pour X,(Z,7) et de la propriété

z2 > 0 on déduit que:
Iim:_»;:Xl(i,r) = —00. (5.2.10)

Le domaine @ est borné, la fonction )?(5:‘, .} est continue, les assertions (5.2.9) et (5.2.10)
impliquent qu’il existe tp(f), a < tp(£) < 0 tel que la borne inférieure de I(Z) égale tp(Z)
et tel que X(Z,tp()) e T_.
Du comportement de F en +00, de la minoration (5.2.6) pour X, (%, 7) et de la propriété
z2 > 0 on déduit que:
hm X,(%,7) = 4oo.
T 400

Le domaine Q est borné, la fonction X(Z,.) est continue, on en déduit donc I'existence de
ts(Z) tel que

0 < ts(Z) < 400, et tel que X,(F,ts(%)) = 1. (5.2.11)
Remarquons que d’aprés ’estimation (5.2.5) on a:

T2
& ———
Y1+ quamzaT

Dans le cas ou I'on impose X(%,7) € R x R}, en posant u;n = v = 0 dans (5.2.3) et
(5.2.4) on déduit des estimations (5.2.5) et (5.2.7) (avec vm = 0) V'existence de X(Z,.) :
R — R x R} puisque V est bornée sur R x R}. Ce qui prouve les items a) et b).

< Xo(Z,7) Vr20, VE€RxR]. (5.2.12)

¢) Montrons maintenant que la fonction ¢p : Q1+ U¥(d)NQ — R est continue, la continuité
de la fonction ts : Q+ U+(@) N Q — R se montrant & I’aide d’arguments similaires.

De I'unicité des solutions au probléme (5.2.1), (5.2.2) on déduit que deux courbes (),
v(¥) distinctes ne se coupent pas. Ainsi, si £ et § appartiennent a3 Q- U (&) N @ alors
X1(Z,tp(%)) = X1(7,tp(7)) = 0 et on déduit des estimations (5.2.8) que:

(54 - D) + 04 = a7 (= miaflagm) + o1 [F (- st 03m) = 7~ i3]

9.9
UmY3 T2

< ip(7) - tp(y) <
(=5 - ) + (o] — 9)F 7! (- g 8) + 2§ [F 1 (- maaf'q22) — FH (- yuyd )]

Q
qumyszd
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La continuité de F~! permet de montrer que:

}i_!}lztp(i) =tp(¥), V£,7€Q-U1(@0Q.

Si T et § appartiennent 3 Q4 U+(d)NQ alors X3(7, tp(F)) = Xa2(¥, tp(§)) = 1 et on déduit
des estimations (5.2.7) que:

q_ .9 q _ .9
(-’”2 = yz) = (1?2 - yz)
—— < ip(T) —~ tp(y) £ ~——7=.
prome = B o

La continuité de la fonction & sur R, implique:
g_{n!tp(i) =tp(f), VILF€Q+U@NQ.
La continuité de tp : Q — R est alors une conséquence immédiate de la continuité de
tp: Q1 U4(@)NEQ — Rpuisque @ =Q+ UQ-U(@)NQ
Montrons maintenant que Vz; tel que 0 < z; < 1 alors, lim,,.—¢ tp(z;,22) = —00.

Soit & = (0,1)7, on pose ; = X2(&, (&) > 0 et Y (1,%,)7. On définit la bande B par
(voir figure 1):
B={5€Q|0<$2<f2}.

2 It

= ]

I

% L LLLLLLLL 2Ll #, S
Tages S: :0 1,
Figure I

On s'intéresse donc aux points de B. Pour tout # € B, on a X3(F,tp(2)) = 0ot X =
(X1(Z,7), X2(Z,7))7 est la solution des équations (5.2.1),(5.2.2).
La minoration (5.2.8) pour X, fournit:

_qu ~
T +ah ‘——qv‘: F(1 + quuzitp(Z)) < 0,

et comme F~?! est bijective et croissante on en déduit:

F N —gyzdtaw) 1
) < rn(y 2 T DT R 7L

o] (5.2.13)



162 Chapitre 5. Comporiement asymptotique des fractions massiques ...

Etudions la limite de Tmin(Z) lorsque z; — 0.

- M
exp poly .
d )

B= PUNM

-l g5,

quM

On pose

Dans le cas ot d > 1, de la définition de Tmin, de la régle de Bernouilli-L’hospital et du
résultat:
FH0)=1

on déduit que:
lim Tmin(z1,22) = 8 lim z;°.
z2+0 z3—0

Le résultat ci-dessus est immédiat dans le cas d = 1.
De la propriété: 8 < 0 et de (5.2.13), on déduit que:

zl,lgo tp(zy,22) = —o0.

d) Pour terminer, montrons que la fonction

XD —Q
(1)~ X(2,7)
est continue, c’est-a-dire:

Y(Z,7) € D, Ve > 03n > 0 tel que ||§ — §l| +|r —t| < n == | X(F,7) - X(@F 1) < e
Soit # € Q et ¢ donnés, montrons I'existence de 5 tel que ’assertion précédente soit vérifiée.
La fonction X (Z,.)R — R x R} est continue, il existe n; > 0 tel que

IX@E ) - ZEDI < g silr-tl<m.
Les fonctions ts,tp : @ — R sont continues, il existe donc 1, > 0 tel que
{tp(9), ts()] C tp(Z) — 21, ts(2) + 2m] si [i7 ~ 41l < ma.
def -
On pose I = [tp(F) — 2q1,ts(Z) + 2m}.

11 existe n3 > 0 tel que
IZ - ¢l <ns = g€ R xRS,
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on a donc Dexistence de la fonction X(§,.)I — R x R3 solution des équations (5.2.1)
telle que X (,0) = & pour tout § vérifiant: ||F — 7| < ns.
L'intervalle I est compact, le corollaire 1.10.2 p.124 de [2] affirme que la fonction X(#,7)
est une fonction continue du couple (§,7) sur {7, tels que ||Z — #]| < 53} x I, et méme
continue par rapport a i uniformément par rapport a 7.

Ine >0, tel que [|F — 9] < ne => | X(5,t) - X@ )l < %w el

On pose 5 4 inf 1<i<4 i, D'inégalité triangulaire implique la continuité de la fonction X.
Le lemme 5.2.1 est démontré.

0

Soit ¥ .€ CX{(Q) N C°Q) une solution du probléme (5.1.1),(5.2.2), pour Z € Q, nous allons

considérer I’évolution de ¥ sur la courbe v(Z).

Soit X(Z,.) la solution du probléme (5.2.1),(5.2.2) (voir le lemme 5.2.1 pour P'existence de
X). Le théoréme de dérivation des fonctions composées, un calcul élémentaire et I’équation
(5.1.1) entrainent que:

dirm(s,f)) = VTVRR(3,7) =
QT(X(#,7)), PX(E 7)), V(X(F,7)) Vr € (tp(£),t5(8)). (5.2.14)

L’équation precédente montre que si Pon connait ¥ en un point £ de la courbe v(Z) on
peut connaitre ¥ en tout point # = X(%,7) de la courbe 4(Z) en intégrant 'équation
précédente de 0 a .

Nous définissons alors une solution faible du probleme (5.1.1),(5.1.2) par:

Définition 5.2.1. Soit ¥,-, ¥ : (0,1) — — [R} ] deux fonctions données. Si X(Z, -), tp
et ts désignent les fonctions définies au lemme 5.2.1, alors on dira que Y est une solution

faible du probléme (5.1.1),(5.1.2) si:
VF € Q_ lafonction ¥ vérifie:
{ LY(X(7, 1) = UT(X(Z,7)), P(X(Z,7)), V(X(£,7))) Yr € (tp(Z), 25(£));
Y (Xa(F,tp(2))) = ¥, (X2(Z, tp())),

et si
VT € Q4 lafonction ¥ vérifie:

{ £V(X(# 7)) = YT(X@E, ), P(X(#,7)), V(X(Z,7))) V7 € (tp(),15(%));
Y(Xi(Z,tp(2))) = VH (X2 (3, t(2))).
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Remarques 5.2.1

la fonction ¥ solution faible du probléme (5.1.1),(5.1.2) n’est pas définie sur la courbe 7(&).

Remarques 5.2.2

Par définition si ¥ est une solution faible du probléme (5.1.1),(5.1.2), alors VF € Q4, 7+
Y (X(£,7))) est une fonction de classe C? sur (p(Z),ts(Z)) et continue sur [tp(Z), ts(%)),
o les fonctions X (Z, -), tp et ts sont définies au lemme 5.2.1. On traduira cela par ¥ est
de classe C? sur v(Z) N Q pour tout ¥ € Q4.

Remarques 5.2.3

Si les fonctions Y.~ et )7:' sont définies sur (0, 1], respectivement sur {0,1) et si }7:(1) =
Y,#(0) alors la définition d’une solution faible s’étend de maniére immédiate 4 @ tout entier
en remplagant @ par @4 U+v(@) N @ dans la définition 5.2.1.

Maintenant nous donnons le résultat d’existence et d’unicité de solution faible pour le
probléme (5.1.1),(5.1.2), mais auparavant, définissons le sous-ensemble de R® E, par:

5
E. « {I-;G (0,1)® tels que Zb‘ = 1},
i=1
et les sous-ensembles de T_, £~ et T} par:
o ¥ E=(0,5)",0<s<1}et SF ¥ z=(5,1)T,0<s < 1).

Théoréme 5.2.1. Supposons que les hypothéses HP1 4 HP5 iii) sont satisfaites et soit
Y#:(0,1) — E, deux fonctions données. Si on dénote par X et tp les fonctions définies

au lemme 5.2.1 et si on pose
7.5 { Y7 (Xa(#,1p(#) si X (7, p(2)) € T2
YH(X1(3,tp(£))) si X(F,tp(7)) € TF.
alors il existe Y une unique solution faible du probléme (5.1.1 ),(5.1.2) & valeurs dans E..

De plus on a: .
AY(Z) = AY (X(Z,tp(£))) VT €Qx
ot A est définie & ’hypothése HPS5 iii).
Avant de démontrer le théoréme 5.2.1, nous donnons un résultat d’existence et d’unicité

pour un probléme annexe d’équations différentielles ordinaires qui nous sera utile pour
montrer |’existence et 'unicité de la solution faible pour le probléme (5.1.1),(5.1.2).

Soit I un intervalle compact de R donné, on pose U - [Ri \()] , et soit une fonction
@,
3:U—R®

(t, W) — (¢, W).
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Lemme 5.2.4. Supposons que la fonction & : U — R® est continue et localement
Lipchitzienne en W dans U, que & € KerA pour tout (t,W) € U ou la matrice A est
définie 3 I’hypothése HPS5 iii). Supposons de plus que si (¢, W) € U tels que W; = 0 alors
wg(t,W) > 0 pour tout 1,1 <1 < 5. Alors:

a) pour tout point (to, Wo) appartenant & l'intérieur de U, si on pose § = %2221 W,
il existe une unique fonction W(Wy,.) : I — [R_‘,,]s \ [0, 6)5 de classe C! telle que
(t, W(Wo,t)) € U et qui vérifie:

%W(Wo,t) = &(t, W(Ws,1)); (5.2.16)
W (W, to) = Wo. (5.2.17)

b) De plus si D est un sous-ensemble ouvert de [R;]s, tel qu’il existe K un sous-ensemble

compact de [R,‘,_]5 satisfaisant D C K, alors

YWy € D, Ye>0,3n> 0 tel que |Wo — Zo| < 9 == |[W(Wo,t) — W(Zo,0)| < evtel
(5.2.18)

Démonstration. Principe de la démonstration. On montre I'existence locale, puis on mon-
tre que les composantes du vecteur solution sont positives et restent bornées. On obtient
alors I’existence dans I.

a) Le théoreme 1.8.3 de [2] p. 122 fournit, 'existence d’un plus grand intervalle J de R tel
que ¢y appartienne a 'intérieur de J, et l'existence d’une unique fonction W(Wg, Yy J—
R® de classe C! telle que (¢, W(Wp,t)) € U et qui vérifie les équations (5.2.16),(5.2.17).
Montrons Maintenant que:

AW (Wy,t) = AW,  VteJ. (5.2.19)
D’apres (5.2.16) et la propriété & € KerA on déduit:

%AW(WOJ) = AG(t,W(Wo,t)) = 0Vt € J,

ce qui prouve (5.2.19).
L’hypothése HPS iii) et (5.2.19) impliquent que

S 5
Y WiWo.t)=) We., Vield (5.2.20)

=1 i=1

Puisque (t, W(Ws,t)) € U on en déduit:

5
0 < Wi(Wo,t) < ZWOJ' pour tousles 1 1 <7 <5Vt e J;

=1

5
vteJ 3,1 <1<5tel que %Z W, < Wi(Wo,t). (5.2.21)

=t
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Montrons que la propriété:
0 < Wi(Wo,t) pour tous les 7, 1 <i < 5Vt € J. (5.2.22)

est vraie.
Pour cela supposons qu’il existe une suite {t"}n>0 € J telle que

lim t, =1,
N OO
0< WiWo,t,) Vn Vi telquel <i<5
et telle qu'il existe 7, 1 < 7 < § vérifiant:
nl:_rge W;(Wo,t,) =0.
De la premiére estimation de (5.2.21) et de ’hypothése: & est localement Lipchitzienne,

il est aisé de montrer en intégrant Péquation (5.2.16)) que Wi(Wo,t,) est une suite de
Cauchy pour tout 1 tel que 1 <1 € 5, et donc que

0< "l.i_lgo Wi(Wa, tn) = Wi(Wo, ) pour tous les 4, 1 <i < 5.
La deuxieme inégalité de (5.2.21) implique qu’il existe I # j, 1 <1< 5 tel que
0 < Wi(Wp,£), et ainsi lim &(tn, W(Wo,tn)) = (i, W(Wa, 1)),
et doncfe J.

La fonction Wj(Wo,.) est non croissante en t = {, on déduit de 'équation (5.2.16) que
wj (f, W( Wo, 0) < 0, ce qui contredit la propriété:

vZeRS\0),0<wi(t,Z)si Z;=0,Vte J.

On a donc prouvé (5.2.22).
En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 5.2.1, il est immédiat de déduire
de (5.2.22) et de (5.2.20) que I C J.

. det . s .
Sion pose §; = % ;=1 W, , nous venons de montrer I’existence et 'unicité d’une fonction

W(Wo,.): I — [R3]%\ [0,6))° de classe C! solution des équations (5.2.16),(5.2.17).

b) Montrons maintenant litem (5.2.18). Soit § €' ming, ., 2 Y5, Wo,, Pégalité (5.2.20)
et {5.2.22) induisent I'existence de F C [R;]s \ [o, 6)5 un sous-ensemble borné tel que

W(Wy,t)e F VieIletYW,eD.
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Soit Uy = I x F, alors pour tout Wy € D on a Pexistence d’une fonction
- - - 5
W(Wo, ) — [R3)°\ [0,6)

de classe C? telle que (¢, W(Wy,t) € U, et vérifiant les équations (5.2.16),(5.2.17).

La fonction & est Lipchitzienne sur Uy, le corollaire 1.10.2 de [2] p.124 affirme que la
fonction W : Dx I — [R3]%\ [o, 6)° est continue et méme continue en Wy uniformément
en t, ce qui prouve 'item (5.2.18). Le lemme 5.2.4 est démontré.

O

Maintenant nous sommes en mesure de démontrer le théoréme 5.2.1.

Démonstration du théoréme 5.2.1. Soit ¢ > 0, VT € Q4+, on pose
I (tp(2) - e,t5(8) + o, Wo Y P.(X(2,00(2)), to % tn(2) (5.2.23)
et on définit la fonction & par:

- a(t, 2) ¥ T(X(3,1)), P(X(%,0)), Z) pour tout (¢,Z) € I x [R5\ J).

Si on définit U par: U ¥rx [IR5+ \f)], alors les hypothéses HP3 i), HP1 et le lemme 5.2.1
impliquent que & est continue sur U.

L'intervalle I est compact, les hypothéses HP5 i), HP1 et le lemme 5.2.1 (X(Z,.) prend ses
valeurs dans O) entrainent que & est localement Lipchitzienne en Z. Les autres hypotheses
requises au lemme 5.2.4 sont des conséquences immédiates des hypoteses HP1, HP5 i) et
iii). Pour tout ¥ € Qu., le lemme 5.2.4 fournit I’existence d’une fonction W(Wy,.): I —
[R+]5 \ [0, 1)® de classe C! telle que:

t
W(Wo,t) = We + / (s, W (Wo, s)) ds (5.2.24)
to
ol tp = tp(£). On pose
Y(&) ¥ 7 (X(z,0)) = W(¥,,0), (5.2.25)

il est immédiat de vérifier & partir de (5.2.24) que Y(Z) est une solution faible de (5.1.1),
{5.1.2). L’unicité de la solution faible résulte de I'unicité de la fonction W(W,.).

Les relations (5.2.20) et (5.2.22) impliquent que ¥ € E.. La propriété
AY(3) = AY,(X(,tp(F))) VFe Qq

est une conséquence de (5.2.19). Le théoréme 5.2.1 est démontré.
0
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Terminons cette section par quelques remarques. La fonction tp est continue, alors en
raisonnant comme nous l'avons fait pour montrer la continuité de la fonction X au lemme
5.2.1, nous obtenons pour tout ¥ € @ existence d’un intervalle I et d’un nombre n > 0

tels que
I(§) C IVy tels que |~ g)| < n.

La fonction & est Lipchitzienne par rapport a Z sur I x [0, %)"’ et puisque la fonction
W solution de (5.2.16), (5.2.17) est continue par rapport 3 Wy uniformément en t (voir

(5.2.18)), il est aisé de montrer que si Y.* : 0,1] — E. sont continues, alors ¥ : Q4 U
(@) N @ — E, la solution faible du probléme (5.1.1),(5.1.2) est continue.
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§.3. Comportement asymptotique dans un voisinage de Zj.

Dans cette derniére section, nous montrons que ¥, les fractions massiques des espéces ten-
dent vers leurs valeurs d’équilibre lorsque ’on s’approche de &,. Ce résultat est obtenu en
étudiant 1’équation (5.1.1) sur les courbes caractéristiques 4(Z) N Q. Nous avons montré
que ¢p(%) tendait vers —cc lorsque ’on s’approchait de Ty (voir lemme 5.2.1), le com-
portement asymptotique de ¥ est donc réduit & une propriété de stabilité a linfini pour
les équations (5.2.16),(5.2.17), (d’aprés la définition (5.2.25) de Y') uniforme par rapport
4 la donnée initiale. Pour étudier la stabilité a I'infini nous sommes amenés & utiliser la
fonction (d’enthalpie libre) gZ comme fonction de Lyapounov.

Avant d'énoncer le résultat principal de cette section, montrons que ’on peut mesurer la
distance de 17(5:‘) 3 sa valeur d’équilibre & I’aide de la fonction d’enthalpie libre gZ. Plus
précisement nous avons la proposition suivante dont la démonstration est donnée 4 la fin
de cette section.

Lemme 5.3.1. Soit H et Sy deux sous-ensembles compacts de (R%)?, alors Ve > 0, il
existe 8(e,H,Sy) tel que:

[¢%(T, P,Y) - ¢*(T, P,C*(T, P, AY))] < &(¢,H,So)
implique

¥ — C*(T, P, AY)|| < € pour tout (T, P,Y) € H x {[0,1]% \ 0] satisfaisant AV € S,.

On définit E, par:

5
E. ¥ {(5cE. At (0,1} on E.= (5 (0,1)° | Y bi=1}.
=1
Le résultat principal de cette section est:

Théortme 5.3.1. Supposons les hypotéses HP1 & HP5 v) satisfaites, et dénotons par X
et tp les fonctions définies au lemme 5.2.1. Si on pose

7. (2 { Y. (X2(Z,tp(3))) si X(Z,tp(Z)) € TT;
¢ 7 (X:(3, tp(2))) si X(Z,tp(F)) € =T,

et si on suppose de plus que
1) 17,i :(0,1) — E. et que Y, (s) € E.Vs € (0,1) ;
ii) il existe So un sous-ensemble compact de {§ € (0,1)? | T
AY, (s) € So Vs € (0,1).
Alors pour tout z; € (0,1} fixé, ¥ la solution faible du probléme (5.1.1), (5.1.2) vérifie:

2

=1

b = 1} tel que

Jlim, II¥(F) = C*(T(), P(3), AV(2))|| = 0 (5.3.1)
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ot £ = (21,72)7 et oi C* et A sont définis & hypothése HP5.

Le théoréme 5.2.1 fournit I’existence et Vunicité de ¥ € E; la solution faible des équations
(5.1.1),(5.1.2). D'aprés I'hypothése i) du théoréme 5.3.1 et d’aprés la propriété:

AY(Z) = AY,(X(F,tp(2))) VE€ Q:
donnée au théoréme 5.2.1, on a que AY(Z) € So

L’hypotheése HP1 implique que (T(£), P(Z)) appartiennent & un sous-ensemble compact M
de (R})?, le lemme 5.3.1 montre que pour établir I’assertion (5.3.1) il suffit de montrer

que:

Vz; € (0,1] fixé, pour £ = (11,22)T €Q-uy {a':'= (l,s)T, 0<s< :":2},
Jim ¢%(T(2), P(2), Y (2)) ~ ¢*(T(@), P(2),CX(T(2), P(2), AV (2))) =0 (5:3.2)

Pour établir la propriété (5.3.2) on procéde de la maniére suivante:
1).0On étudie ¢Z(T(Z), P(3), Y(2)) — ¢Z(T(3), P(),C*(T(E), P(Z), AY(F))) sur les

courbes v(Z) en montrant que cette différence vérifie une inéquation différentielle;
2) lorsque £ € Q- et 22 — 0, on étudie le comportement asymptotique des solutions
de Vinéquation différentielle.
3) On conclut.

Introduisons quelques notations et énongons trois lemmes qui seront nécessaires pour mon-
trer que la propriété (5.3.2) est vérifiée. Les démonstrations de ces lemmes seront données
apreés la démonstration du théoréme 5.3.1.

Pour tout
FeQ-u{f=(,s)",0<s< i}

on pose T 4 (Z,tp(£)) et on définit la fonction AG : [0,(%) - tp(Z)) — R4 par:

b
AG() = g% (T(X (Zo,t + tp(E)), P(X (@0, t + tp(2)), V(K (Zo,t + tp(2))) ) -
o7 (T(R(Go, t + tp(@), P(X (Fo, t + tp(2))),
hiad (T(X(fo,t +1p(2))), P(X (5o, + tp())), AV (X (%o, t + tp(f))))), (5.3.3)

o les fonctions X, tp et ts sont définies au lemme 5.2.1.
Ona

AG(0) = ¢*(T(@), Pl&e), F(20)) - ¢ (T(E), P(50).C(T(Eo), P(0), AP (30)))-

1) Etude de AG sur les courbes v(Z). Commengons par préciser 'inéquation différentielle
que AG satisfait.
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Lemme 5.3.2. Sous les hypothéses du théoréme 5.3.1, pour tout T € Q_ U {z':' =(1,9)7,
0<s< :ig} si k est la constante définie & hypothése HP5 v) qui ne dépend ni de % ni de
%o, alors la fonction AG de classe C! satisfait:

%AG(t) < —kAG(t) + fE)VE € [0,t5(2) - tp(E)], (5.3.4)
ot f: [0,ts(T) ~ tp(Z)] — R est Ja fonction continue définie par:

§ ¥ [lo*(T, P, ) - *(T, PC(T, P, AV))(VT) T+

a%[gz(T ,P,Y) - ¢%(T,P,C*(T, P, A?))](VP)T] -(%)Z(io, tp(Z)+.) (5.3.5)

et o T,P,Y et C* représentent les fonctions en un point de la courbe ¥(£) N Q.
Donnons maintenant une estimation de f(t) en fonction de ¢.

Lemme 5.3.3. Supposons les hypothéses du théoréme 5.3.1 satisfaites et soit C' = —3:

(olt v, ¢ = p+ d — 1 sont définis a la section 2 et a ’hypothése HP3), alors il existe une
constante positve M indépendante de T et de Ty telle que:

NFN < (—(fft—)ew €[0,t5(Z) - tp(@)}, VE € Q- U {=(1,5)7,0 < s < £2}. (5.3.6)

2) Maintenant précisons le comportement de AG lorsque ¢ tend vers Iinfini.

Lemme 5.3.4. Supposons les hypothéses du théoréme 5.3.1 satisfaites et soit AG une
solution de I'inéquation (5.3.4), alors elle vérifie:

Ve > 0, 3t(e) tel que Vi > t(€) on ait |AG(t)| < 2e. (5.3.7)

De plus, t(¢) est indépendant de £ € Q_ (et donc de Ty aussi).

Démonstration du théoréme 5.8.1. 3) Prouvons l'assertion (5.3.2). Le lemme 5.3.4 im-
plique que lim¢—.oo AG(t) = 0, aussi montrons que Yz; € (0,1] fixé, ¢t le paramétre de la
courbe ¥(Z)NQ tend vers I'infini lorsque z; tend vers zéro. Pour cela estimons le paramétre
t. Lorsque

FEQ-U{F=(1,5)7,0<s <35},

en posant 2 = Xo(Zy,t + tp(&)), d’aprés Pestimation (5.2.5) on a:

L

qumz]  qumzd <
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I nous suffit donc de montrer que:

Vzy € (0,1) fixé, pour 3= (:c],xg)T €Q-ufzr= (1,5)7,0<s< ig} tel que z, - 0
alors ts(Z) — tp(Z) — +oo.

Nous avons montré au lemme 5.2.1 qu’en définissant 8 par

exp ‘ —:;p% !—l

8= oM sid=1; oo limotp(f) =8 limoa:;‘7 = —o0,
zy(d=1) _- T2 T2
—-;(;2 std> 1,

et que —oo < £5(Z) < 400 VZ € Q. Ce qui prouve que lim,, .o ts(Z) — tp(Z) = 400 et que
Passertion (5.3.2) est vrate. Le théreme 5.3.1 est démontré.

o

Donnons maintenant les démonstrations des lemmes 5.3.2, 5.3.3 et 5.3.4.

Démonstration du lemme 5.9.8. Soit £ € Q- U {z" =(1,9)T,0<s < 52} fixé. Des
hypothéses HP1, HPS iiii), du lemme 5.2.1 et de la remarque 5.2.2 nous déduisons que
la fonction AG est de classe C'. Calculons sa dérivée. Le théoréme de dérivation des
fonctions composées permet d’écrire:

4 a6ty = (22N [T(R (50, t + tp(z P(X (0.t + tp(2))), V(X (& t+t(~)))]
G060 = (T5) [T (@ost + tp(2), P(X (G, t + o)), F (X(Go.t + tp(2

%?(X(fo,tp(s) +1)) + f(2), V¢ € [0,4(F) - tp(E)], VE € Q_, (5.3.8)

ou f a pour expression (lorsque T, P, Y et C* représentent les fonctions en un point de la
courbe Y(£) N Q)

7 lo(T, P.7) - g%(T, P, (VD) T+
a%[gz(:r, P,Y) - ¢%(T,P,C*)] (vp)*] %X(fo,tp(f) +.)
- (?g—f) (r,pc) e (T(X (o, tp(&) + ), P(R (o, tp(3) + ), AV (X (2o, tp(7) + ')2~
8C* dt (53 )

Montrons que £C*{T,P,AY) € KerA en tout point de la courbe () N Q. D'aprés le
théoréme 5.2.1 on sait que AY est constant sur HE)NQ, on en déduit:

ade_ 4

dt i =9
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sur y(Z) N Q.
L’hypothése HPS5 iiii) fournit:

69 z 3z -z 3z 1
-ﬁ(T,P,C ) =@ (T,P,C*) € {Kera}
d’ol 807 d
g - -
—{T,P,C*)=C* =0,
o DR
et ’expression (5.3.9) se réduit & (5.3.5).
La continuité de f est alors une conséquence des hypotheses HP1, HPS iiii) et du lemme

5.2.1 (X(Zo,tp(Z) + .) est une fonction de classe C*).
Examinons maintenant le terme

z -
(%) &

apparaissant dans 1'égalité (5.3.8). De I’hypothése HP5 iiii) ( %’5— = [#*) de Jéquation
(5.1.1) et de la remarque 5.2.2 on déduit que

092\Td ~
(39}_7) 27 =07 sur v(#)nQ, (5.3.10)

Utilisant 'hypothése HP5 v) (puisque T, P et AY (Af" C So) restent dans un sous-ensemble
compac_:t), on peut majorer le second membre de (5.3.10) par :

QTE < —kAGsur v(B)NQVF€ Q- U {F=(1,5)7,0< s < 5}, (5.3.11)
ol la constante k > 0 est définie a V'hypothése HP5 v) et ne dépend pas de £. Finalement
regroupant (5.3.8),(5.3.5) et (5.3.11) on obtient (5.3.4). Le lemme 5.3.2 est démontré.
a
Démonstration du lemme 5.3.3. Les fonctions T et P sont bornées ainsi que leurf dérivées
sur Q (voir hypothése HP1). L’hypothése ii) du théoréme 5.3.1 entraine que AY (%) € S
Ve Q-U{F=(1,5)",0 < s < &}. Delhypothese HPS iiii) on déduit que C* reste

bornée, la différentiabilité de gZ entraine alors ’existence d’une constante M, telle que sur
@ on ait:

”a% [s%(T,P,¥) ~ o%(T, P.C(T, P, AT (VT) T+
(,;ip [¢%@. P.7) - * (@, P.C(T, P, AT NI(VP) ]| < 1.

D’aprés (5.3.5), pour établir I'estimation (5.3.6) il suffit de montrer I'existence d’une con-
stante positive M, telle que:
1L % (20,8 + (@) < =Ty vt € [0,45(7 - tp(3)), Y € Q- (5.3.12)
dt (C +t)s
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ol £y = X(Zo,tp(Z)). Des estimations (5.2.3),(5.2.4) on déduit I'existence d’une constante
C) indépendante de 7 et de Ij telle que:

—X(Zo,t + tp(D) < C1[XJ (o, t + tp(F)) + X (%0, ¢ + tp(D))]
vt € [0,ts(F) — tp(Z)], VT € Q-. (5.3.13)

1%

L’inégalité (5.2.5) avec £ = & et 7 = t + tp(Z) fournit:

s

L)
0 < Xo(Fo,t + tp(T)) < ——(—q:’:)—LVt € [0,ts(%) — tp(Z)). (5.3.14)
(a=+9)’
On pose M2 2((’%) C,C= -qv—, et combinant (5.3.13 ) avec (5.3.14) on obtient
(5.3.6) avec M Ml M,;. Le lemme 5.3.3 est démontré.
0O

Démonstration du lemme 5.9.4. On multiplie I’équation (5.3.4) par exp(kt), elle s’écrit:
d
T [exp(kt)AG(t)] < exp(kt)f(t).

On intégre cette équations de 0 3 ¢, on en déduit:
t
AG(t) < exp(—kt)AG(0) + exp(~kt) / 1£(5)| exp(ks)ds. (5.3.15)
0

La valeur AG(0) est non négative (d’aprés la définition de C*, voir HP5 iiii)) et AG(t)
définie en (5.3.3) est majorée en fonction de g% le maximum de la fonction
lgZ(T(Z), P(£),Y(£))| lorsque £ € @ et lorsque ¥ € E.. On a:

AG(0) < 2¢%,. (5.3.16)

Ainsi,
AG(0)exp(—~kt) < esit> —llog (2; )I (5.3.17)
M
De Pestimation (5.3.6) on déduit I’existence de ¥(£) « (%’—) " —C (ot M, C sont définis
au lemme 5.3.3) tels que

FEIss w21
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On a:
t i(s)
exp(=kt) [ 1f(e)lexptbs)ds = exp(=k) [ If(s)jexp(ks)ds+
) 0
t
ﬁ [f()exp(ks)ds]. (53.18)
i(s)
SiC= , en vertu de (5.3.6) on majore le membre de droite de (5.3.18) par :

E

exp (k(-t+t( ))) +3

On pose

9= mx (3o (271765 + oo (35700)])
et d’aprés (5.3.15) on a AG(t) < 2¢. Le lemme 5.3.4 est démontré.
0
Il ne reste maintenant plus qu’a démontré le lemme 5.3.1.
Démonstration du lemme 5.8.1. La démonstration se fait ab absurdo. La négation du
lemme 5.3.1 fournit I'existence de € > 0 et d'une suite

{(T",P",?")} oo EHx[0,1°\ ) vérifiant AT" € S, telle que:

)[g* (X", P, ¥") - g*(T", P",C*(T", P", A*Y"))] < % vn,

et telle que

#@)|V" - C(T", P, A*Y")|| > e
De la compacité de H et de [0,1]°, on déduit Pexistence d’une sous-suite extraite encore
notée {(T",P",Y—‘")}"NJ de la suite {(T",P",f“)}nzo qui converge vers (T, PY) e

H x [0,1)° et vérifiant AY € Sp.
Soit n &' ming, s S5 Wi, Phypothese HP5 iii) (E?:n A;j =1 pour tout j, 1 < j <5)

implique que
2
<Y R, =Y,
=1

j=1
donc ¥ # 0. La continuité de gZ et de C* (voir HP5 ilii)) induit la relation suivante:
9%(T,P,¥) — g%(T,P,C*(T,P, A*Y)) = 0 avec C*(T, P, A*Y) # ¥
ce qui contredit la définition de C* (voir HP5 iiii)). Le lemme 5.3.1 est démontré.
(m]
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CHAPITRE 6

Méthode numérique

Résumé.

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode numeérique simple pour simuler le com-
portement de couches limites chimiquement réactives apparaissant au voisinage d’un corps
bidimensionnel ou axisymétrique. Les caractéristiques principales de la méthode peuvent
étre décrites succinctement par:

- Un schéma aux différences implicite est utilisé dans la direction tangentielle au
corps, alors qu’un schéma centré pour les termes de diffusion et décentré pour les
termes de convection est utilisé dans la direction normale au corps, ce qui conduit

‘4 une méthode de marche.

- lorsque cela est possible, une partie des termes non linéaires est évaluée a la position

précédente o ceux-ci ont déja été calculés.

La méthode que nous présentons est une extension immédiate de celle décrite dans Boillat-
Pousin {2].

177



178 Chapstre 6. Méthode numérique
6.1. Introduction.

Lorsque I’on s’intéresse a la description de 'écoulement stationnaire et laminaire de fluide
chimiquement réactif constitué de N espéces chimiques autour d’un corps bidimensionnel
(voir figure 1), une description réaliste est fournie par les équations d’Euler associées aux
lois de la thermodynamique, & I’exception toutefois d’une région située au voisinage du
corps. Dans cette région les effets de la diffusion visqueuse peuvent étre négligés dans la
direction principale de 1’écoulement, mais pas dans la direction normale au corps.

Dans ce chapitre nous nous intéressons & I'écoulement situé entre le choc et le corps dans
le cadre de la théorie de la couche limite laminaire.

Nous notons § la hauteur sous laquelle la couche limite apparait, LS la ligne de stagnation
et S le point de stagnation. Nous supposons en outre que les hypothéses suivantes sont
satisfaites:

HP1 la ligne de stagnation LS coupe orthogonalement le choc;
HP2 la diffusion des espéces chimiques est négligeable.

rigure 1

Lorsque I’on se propose d’étudier numériquement I’écoulement de I'air dans une zone située
entre le choc et le corps dans le cadre de la théorie de la couche limite, nous devons
déterminer la vitesse V = (u,v)7, la température T, le vecteur des fractions massiques
des especes constituant I'air ¥, la pression P et la densité p. Nous renvoyons le lecteur au
chapitre 1 pour le modéle physique. Il est nécessaire de connaitre la valeur de la vitesse,
de la température, et (éventuellement) des fractions massiques, sur le bord supérieur de la
couche limite, sur le corps et sur toute la hauteur de la couche limite pour une abscisse
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donnée. 11 est aussi nécessaire de connaitre la pression sur le bord supérieur de la couche
limite. Cette nécessité résulte de Pensemble des équations paraboliques, ou hyperboliques
que V'on doit résoudre, voir par exemple dans le cas ou le corps est une plaque plane
le systéme d’équations (1.4.13),..,(1.4.20). Les valeurs de la vitesse, de la température,
(éventuellement) des fractions massiques, et de la pression sur le bord supérieur de la
couche limite sont obtenues & partir des équations d’Euler.

Position du probléme.

Plus précisement, fixons z¢ > 0, tel que zo << 1, on note Q le domaine (z¢,X) x (0,4).
L’abscisse curviligne sur le corps égale & zéro est située au point de stagnation S. On
suppose que le corps est délimité par une courbe réguliére d’abscisse curviligne z. On note
7 la normale au corps, y la distance au corps, 7 le rayon vecteur, et 4 le vecteur atteignant
le "pied” de la normale sur le corps (voir figure 1). On a: #z,y) = F(z) + y7i(z). On
définit le repére curviligne orthonormal lié au corps en un point (z,y) par: & = "-g:%;
& =1

Les équations que satisfont les composantes de la vitesse moyenne V = (u,v)” dans le
repére (€:,€y), la température T, le vecteur des fractions massiques des espéces consti-

tuant le fluide ¥, et la pression P s’écrivent (voir par exemple Williams [7] équations
(17),(16),(18),(19) avec R =1 p. 490-491 ou Boillat [3]):

p(T, P,Y)|udu + v0yu] - 8,(u(T, P,Y )d,u) = —3. P dans Q; (6.1.1)
3:(p(T, P,Y Ju) + 8y(o(T, P,Y Jv) = 0 dans Q; (6.1.2)
o(T, P,Y)ud (T, Y ) + vO,h(T,Y)] - 8,(MT,P,Y)3,T) =

4, P + u(T, P,Y )(9,u)? dans Q; (6.1.3)
43, ¥ +v9,Y = (YT, P,Y) daus Q; (6.1.4)
8,P =0 dans Q; (6.1.5)

avec les conditions aux limites données sur le corps par:
u(z,0) = v(z,0) = 0; T(z,0) = T.(z); 2o <z £ X (6.1.6)
les conditions aux limites données sur le bord extérieur de la couche limite par:

u(z,8) = U(z); T(z,8) = T.(z); P(z) = Po(z); 20 < = < X; (6.1.7)
si v(z,68) < 0 on doit donner Y (z,68) = Y.(z), 20 < 2z < X; (6.1.8)

et les conditions initiales” en zy; ol nous devons nous donner:

u(:L‘o, y) = uo(y) > 0) pour y > Ov v(307 y) = vO(y)vT(xOvy) = To(y) > 0)
¥ (zo,y) = Yp(y) pour 0 < y < 6. (6.1.9)
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La densité p et Penthalpie k sont des fonctions de T, P, Y définies par:

N -1
o(T,P,¥) = ROT(Z Y") ; (6.1.10)

N
KT, V)= Yiho(T). (6.1.11)

k=1
Dans les équations précédentes hg désigne 'enthalpie massique de ’espéce k et a été définie
au chapitre 1 cf (1.2.3), Wi sa masse molaire; u désigne la viscosité de Pair et ) désigne la
conductivité thermique de 'air et ont été définies & la section 3 du chapitre 1; 0 désigne
le taux de production massique des espéces dans le cas de Dair et a été défini au chapitre

2 en (2.0.36) (nous omettons ici I'indice 2). i

Les quantités U, T, }.;C,P, représentent les traces sur le corps des fonctions qui sont solu-
tions des équations d’Euler a I’extérieur du corps.

Vérifions que lorsque le corps est une plaque plane et que le fluide est de I'air, ’équation
(6.1.4) est bien équation de conservation des espéces chimiques (équation (1.4.14)) par-
ticularisée lorsque la deuxiéme composante des vitesses de diffusion vi,, sont nulles. En
effet, posant vy, = 0 dans ’équation (1.4.14) et en utilisant ’expression de w; donnée
au chapitre 2 en (2.0.37) ou —TLZ —o st exprimée comme une fonction de Y (& savoir,
Am)
—p% «f ¥), nous obtenons I'équation (6.1.4).
h 1
Dans les équations (6.1.1),..,(6.1.11), les champs inconnus (u,v)7, T, ¥ sont des fonctions
des variables (z,y), alors que P ne dépend que de z. 1l est & noter que la pression est
donc une fonction connue égale & P,. Donnons la méthode que nous avons utilisée pour
déterminer les quantités U,, T¢, Y., P. qui représentent les traces des solutions des équations
d’Euler sur le corps.
Calcul des conditions aux limites.
Dans les exemples que nous présentons par la suite, la pression est déterminée par la théorie
Newtonnienne (cf Anderson (1] pages 53-54):
P.(2) = Po + (P., — Poo)sin6(z),
ou 8 désigne 'angle que font la normale au corps et la direction de I’écoulement & l'infini
amont (cf figure 1), et ou P, désigne la pression sur la ligne de stagnation immédiatement
aprés le choc.
Lorsque la pression est connue, nous calculons U, T, Y, comme les solutions des équations
suivantes:

oT:(2), Pelz), el Ve () S (2) = —%&(x>; (6.1.12)
p((Te(Z') Pe(z), Ye(2))Ue(x )dh(T“Y‘)( )="U. (6.1.13)

U. = (T.(z), P.(z), Ye(2)); (6.1.14)
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avec U.(0) = 0, T.(0) = T(S) la température au point de stagnation, ¥,(0) =
C*(T.(0), P, M), le vecteur des fractions massiques & I’équilibre chimique (défini au
chapitre 2, lemme 2.3.1), ou M= (c1,¢2)T avec ¢; = .769,c, = .231. Les valeurs de
c1 et de ¢z que nous utilisons sont les valeurs usuelles pour les proportions atomiques
d’atomes d’azote et d’oxigéne dans l’air.

Remarques 6.1.1.

¢ L’origine de P'abscisse curviligne + = 0 est située au point de stagnation S pour les
raisons suivantes:
1) -les équations dégénérent sur la ligne de stagnation puisque u = 0;

i) néanmoins, si le point de stagnation S est a I’équilibre chimique, alors de I'hypo-
thése HP1 et des propriétés de conservation sur la ligne de stagnation, on déduit
la température au point d’arrét S cf (1];

iil) supposant que les équations de la couche limite sont encore valides dans cette
région, sous des hypothéses raisonnables, on peut résoudre la dégénérescence des
équations (6.1.1),..,(6.1.6) sur la ligne de stagnation LS et ainsi connaitre les
champs U, T, ¥ sur la ligne de stagnation.

o La ligne de stagnation LS est une ligne de courant, et la vitesse atteint son infimum en
valeur absolue sur cette ligne de courant. L’énergie se conserve sur les lignes de courant,
la pression varie peu entre le choc et le corps et ’énergie cinétique est faible. On en déduit
que la température sera élevée. Il y aura donc un important flux de chaleur, c’est pourquoi
il est intéressant d’étudier précisement cette zone sur un plan thermique.

Remarques 6.1.2.

i) Lorsque hypothése de la chimie & ’équilibre est satisfaite, I’équation (6.1.4) peut
étre remplacée par les conditions d’optimalité (2.3.2) i), ii) obtenues au chapitre 2,
.encore appelées lois d’action de masses. Ces relations se traduisent par un systéme
d’équations algébriques que I’on note symboliquement V= (T, P, Y). De plus la
condition a la limite (6.1.8) est alors supprimée.

i) dans le cas d’un corps axisymétrique, I’équation (6.1.2) est remplacée par:

3:(p(T, P,Y)Ru) + 8,(p(T, P,Y )Rv) = 0 dans Q;

ol R est une fonction qui dépend de z uniquement et qui représente la distance,
du point d’abscisse « situé sur le corps, a 'axe de symétrie.

Maintenant, donnons le plan de ce chapitre. A la section 2, nous présentons une méthode
pour calculer les conditions "initiales” au voisinage de la ligne de stagnation pour les
fonctions (u,v)T,T,}-;. A la section 3, nous décrivons ’algorithme que nous proposons
pour résoudre numériquement les équations (6.1.1),..,(6.1.11) lorsque les réactions sont a
Péquilibre chimique, et & la section 4 nous considérons le cas ol les réactions sont hors-
équilibre. Ces algorithmes sont fondés sur une méthode de marche dans la direction des
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z positifs, ce qui permet de découpler et de ”linéariser” les différents problémes. Pour
cela nous utilisons les valeurs des inconnues calculées au pas précédent dans les termes de
couplage et dans les termes non linéaires. Nous montrons aussi que le probléme permettant
de calculer les fractions massiques des espéces chimiques est numériquement bien posé a
chaque pas dans le cas ou les réactions ne sont pas a I’équilibre chimique. Finalement a
la section 5, nous présentons quelques exemples numériques que nous avons traités. La fin
de cette introduction est consacrée a la description des réactions chimiques qui sont prises
en compte dans le cas de air.
Réactions chimiques considérées dans le cas de Pair.
Nous supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites:

HP3 i) Pair est un mélange de gaz parfaits et constitué des cinq especes chimiques suiv-

antes: Z %' (N,0, N3,0,,NO}.
HP3 ii) seules les vingt et une réactions chimiques suivantes se produisent:

N+ Xyg=2N+N+X; pOUl‘XkG{N,O,Ng,OQ,NO};
O+ X =20+0+ X, pour X; € {N,0,N;,0,,NO};
NO+Xi=2N+0+ X, pour Xy € {N,0,N;,0,,NO};
NO+0O= N +0;;

N+ O = N+ NO;

Ny 4+02= NO+N +0;

N, 402,=NO+NO;

NO+NO=N+N+0+0;

NO+NO=N+0+0.

et se trouvent dans un voisinage de I’équilibre chimique.

Nous supposons de plus que ’hypothése HP3 du chapitre 2 concernant les potentiels chim-
iques des espéces chimiques est satisfaite.

Maintenant, écrivons les relations de conservation des atomes, c'est-a-dire {} € ker A* (cf
lemme 2.3.3) otr A* représente la matrice stoechiométrique (voir 2.1.2 pour une définition

précise) et est donnée par:
Wx
aref 1010wl
01 1 '

1
01 s
ou W; pour I € Z désigne les masses molaires des espéces. Nous avons:

2Wno

W, o
Qn + 0N, + W Qno =0; (6.1.15)
7%
Q0+ Qo, + =2 Qo = 0; (6.1.16)

2Wno
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ol les composantes du vecteur de production {2 sont notées pour k = N,O,N2,0,;,NO

L’absence de diffusion des espéces chimiques et les relations de conservation des
atomes ((6.1.15),(6.1.16)) impliquent que sur les lignes de courant les relations suivantes
sont vérifiées:

Ynv+Yn, + L¥no = ar; (6.1.17)

Wn,
2Wro

Yo +Yo, + 555Yno = (6.1.18)

Wo,
2Wno
ol ¢j,cy sont des constantes. L’uniformité du milieu 3 Pinfini amont implique que les
relations (6.1.17),(6.1.18) sont vérifiées partout.

Nous prendrons ces constantes égales a .769 pour ¢, et .231 pour ¢;, ce qui est habituel
dans le cas de Pair. Les relations ci-dessous sont donc vérifées dans Q :

YN + YN2

2W i ¥no = .769; (6.1.19)

Yo +Yo, + 2 Yno = .231. (6.1.20)

2W

Remarquons que les relations (6.1.15), (6.1.16) impliquent: Z:’___l Yi=1.

Cas de la chimie A I’équilibre.

Maintenant, nous considérons le cas ou les réactions chimiques sont & I’équilibre. Il s’agit
d’obtenir en plus de (6.1.19),(6.1.20) trois autres équations des conditions d’optimalité
(2.3.2) ).

Les vecteurs de formation des espéces fﬁ,z, fc’),y fio sont donnés par (2.1.4), ils s'écrivent:

- = P 114 W
Z (= T. z _ T, T (_ N3 _ [o T
fN, ( 1’0;1)010) 3 fO, (0) 1,0,1,0) ) fNO ( 2WNO’ 2WN0,0,0’1) .
On écrit alors la condition (2.3.2) i) soit:
- }(T,P,Y) + u},(T,P,Y) = 0; (6.1.21)
- m‘)(T PY)+ub,(T,PY)=0; (6.1.22)
W - -

- stk BY) = p2i wb(TRY) 4 uiyo(T, PY) = 0. (61.23)

ou u} désigne les potentiels chimiques des especes.
On utilise les expressions (2.0.32) du chapitre 2 pour les potentiels chimiques uj, lorsque
les fonctions £x(T) données par:

T
&(T) ¥ h(T) - T/ @dr +TCo,, pour k € {N,0,N,,0,,NO}.
To
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sont remplacées par des approximations polyndmiales ®(T).

On trouvera les expressions des fonctions $x(T') dans Boillat-Pousin [2] ou dans Eldem [6]
par exemple,
Les relations (6.1.21) & (6.1.23) se transforment en:

P W, W,
Ya, = Y3t exp { WV (80(T) - S (T 2, 6.1.24
™, Nzizl%exp{m{ N(T) = &m(T)} 3 (6.1.24)

P Wo Wo.
Yo, = Y= exp { 52 {%o(T) - &0,(T)} } 52 (6.1.25)

i % { }W2
Wnro
Yno = VYWY,
NO Yo, =
1

exp { - m{Wo,@O,(T) + W, @n,(T) - WNo‘I’No(T)}}~ (6.1.26)

Dans le cas de la chimie & P’équilibre nous avons donc obtenu un systéme de cinq équations
(6.1.19), {6.1.20), (6.1.24), (6.1.25), (6.1.26) pour les cinq inconnues Yy, Yo, Yn,, Yo,,YNno.
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6.2. Conditions initiales.

Pour plus de clarté, nous présentons la méthode de calcul des conditions ”initiales” en
x = zg pour (u,v)T,T,]-; dans le cas d’un écoulement incompressible avec une viscosité
4 constante. On ne considére que les deux premiéres équations (6.1.1) et (6.1.2) ou p est
une constante égale & un. Ce systéme (Pi,) s'écrit:

[ud:u + v3yu] — 9y (udyu) = ~O; P dans Q;
8;u+ Jyv = 0 dans Q;
u(z,0) = v(2,0) = 0; u(z,8) =U.(z) pour z > 0.

On suppose que les équations de la couche limite ci-dessus sont valides dans le domaine
(0, X) % (0,6). Soit zo fixé, le profil vy de v en z¢ se déduira du profil ug de u en 74 de la
maniére suivante. A Paide de la deuxiéme équation du systéme ci-dessus, on élimine 3, u
de premiére équation qui s’écrit alors:

S

dy dy ko dy?
v(0) = 0;

+U(3:o) (:co), pour 0 <y < §;

En vertu des résultats de régularité donnés par le théoréme 3 p. 22 de Oleinik (7], on a
que & — 0 lorsque y — 0. On exprime la fonction v de classe C! solution de I'équation
précédente par:

(f‘uo(s)

_ [ )
w(s) = [ BB W.(x0

On calculera numériquement vg & partir de cette expr&ssion.

) ds.

Reste a calculer ug(y). Pour ce faire, nous supposons que 'hypothése de Dordnitsyn-
Mangler est satisfaite:

HP4
3X; >0, 3Z € CY2([0, X3) x [0,4]) telle que
u(z,y) = Ue(2)Z(z,y), avec Z(0,y) # 0, Vy € (0,4], Vz € [0, X;]; et Z(0,0) = 0.

Puisque U.(0) =0 on a 8;u(0,y) = U.(0)2(0,y). Si on pose
Zow) ¥ 2(0,9) wiy) ¥ v(0,y)
les équations du systéme (P, ) s’écrivent:

Ue(0)Z5 +v1 2~ pZg = U,(0); dans (0,6)
Ul(0)Zy + vy = 0; dans (0,8)
Zo(O) = 01(0) = 0; 20(6) =1.
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On résout numériquement ces équations pour obtenir Zp et v;. On prend alors I’approxi-
mation suivante pour ug:

uo(y) &' 200, u(0,y) = 20U.(0)Z(y) pour 0 < y < 6.

Pour le cas d’un fluide réactif nous utilisons la méme démarche. Connaissant uo, Ty, Yo, en
z = zo pour 0 < y < 4, nous calculons vy & Iaide de 1’équation (6.1.1) lorsque 6,Tg,6,170
sont exprimées & partir des équations (6.1.3) et (6.1.4) écrites en z = z¢ (ce qui est possible
si uo(y) > 0 pour y > 0).

Pour calculer To(y), Zo(y), Yo(y) nous résoudrons numériquement la dégénérescence des
équations (6.1.1),..,(6.1.8) sur la ligne de stagnation, équations qui s’écrivent:

¢ dz,
ATo, Poo, Yo) [Zgug(()) + 1 72] -
y
d 5 dZ .
EJ(I‘(TO’POO»YO)E) = p(To, Peo, Yo)UL(0), 0 < y < &; 6.2.1)

dp(T!)’ Poos }-;0)

_ - . d
Ui(0)Z0p(To, Poo, To) + 01 224 +p(To,P°°,mdi; =0,0<y < 5(62.2)

: > 5 dT; > dY;
P(To, Poo, Yo )11 [3Th(To,Yo)—d-y?' + a?h(To,Yo)';yg]'

d - dTp

—_— —_— )= < § 2.
dy(,\(To,Poo,Yo) dy) 0,0<y <6 (6.2.3)
v _‘fi’; =N To, Poo, Vo); 0 < y < 6. (6.2.4)

Les conditions aux limites sont:
Zo(0) = v3(0) = 0, To(0) = T.(S), To(8) = To(S), Zo(6) = 1, Yo(8) = ¥.(S), (6.2.5)

et les fonctions p et k des variables T, P, Y sont données par:

., P, Yo, \ -1
p(To, Py, Yo) = o= =2 (6.2.6)
r (T )
W(To,Yo) = Y Yo, he(To). (6.2.7)
keZ

Pour calculer Zg, v, 75, )70 nous utilisons le procédé de point fixe suivant:
e on se donne v{,Tg,}—"},j pour j =1,
e on calcule alors Z{*' comme la solution de P’équation (6.2.1) dans laquelle on a
remplacé vy, Ty, Yo par vf,Tg, f’?;
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¢ puison calcule Tg *+1 comme la solution de 'équation (6.2.3) ol1 vy, Yo sont remplacés
par v}, et oti Ty est remplacé par T dans la fonction X;

e on calcule alors ¥§*! comme la solution de ’équation non linéaire (6.2.4) dans
laquelle on a remplacé v, par v{ . Pour ce faire on utilise une méthode de point fixe
de Picard; )

o finalement, on calcule v]*! comme la solution de I’équation (6.2.2).

Nous avons ainsi effectué une itération sur le sytéme complet. Nous répétons ces itérations
jusqu’a convergence.

Dans le cas de la chimie & I’équilibre, I’équation (6.2.4) est remplacée par un systéme
algébrique de cinq équations formé de (6.1.19),(6.1.20), (6.1.24),..,(6.1.26) que ’on note

Yo = [(To, Poo, Vo). (6.2.8)
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6.3. Algorithme pour résoudre les équations de la couche limite & Péquilibre.

L’algorithme que nous proposons pour résoudre numériquement les équations {6.1.1),
(6.1.2),(6.1.3),(6.1.5),(6.1.19),(6.1.20),(6.1.24),..,(6.1.26), avec les conditions aux limites
(6.1.6),..,(6.1.11) (ot on ne prend pas en compte les conditions concernant la fonction
Y) est fondé sur les remarques suivantes:
i) tant que u > 0 si le systéme formé des équations (6.1.1),(6.1.3) est parabolique, on
peut utiliser une méthode de marche dans la direction des z croissants;
ii) les équations sont découplées en utilisant les valeurs des inconnues & 1’abscisse
précédente.
Remarquons que la propriété "I'équation (6.1.3) est parabolique” n’est vraie que si A est
minorée par une constante positive et que si 8rh(T,Y) est minorée par une constante
positive. Si nous écrivons I'enthalpie massique & comme une fonction de la température
et de la pression H(T, P) (ce qui est possible puisque les fractions massiques sont des
fonctions de la température et de la pression), montrons que la propriété (P} suivante est
vraie.

Pour tout compact K de Ry x Ry, il existe une constante ¥ > 0 telle que:
8rH(T, P) ¥ C,(T, P) > v pour tout (T,P) € K.

Preuve. De Vexistence d’une fonction d’entropie comme une fonction de la masse, de
I’énergie interne et du volume, nous en déduisons lorsque la masse est fixée une fonc-
tion d’entropie par unité de masse S(H, P), comme une fonction de Ienthalpie et de la
pression. La fonction S est deux fois dérivable par rapport 4 ses arguments et est concave
par rapport & H. De plus la température est reliée &3 S par:

OuS(H, P) = % (6.3.1)

Pour prouver que la propriété (P,) est vraie, raisonnons ab absurdo. Puisque K est
compact, il existe T*,P* € K tels que 0 > Co(T*,P*). De la relation (6.3.1) nous

déduisons:
1 1 1 1

TTIOH(T,P) . T:C,(T,P)
Si Cp(T*, P*) < 0, alors les égalités précédentes contredisent la concavité de la fonction

S par rapport & H; si Cp(T*, P*) = 0 elles contredisent la dérivabilité de la fonction S.
Ainsi nous avons prouvé la propriété (Py.).

0

a?‘IHS(va) =

L’équation (6.1.3) est une équation pour la température, et nous utilisons I’expression
suivante pour évaluer la dérivé de I'enthalpie &, par rapport a la température:

LT P)E Vi, PYorhu(T) + A(T)OrYa(T, P),
k€2
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ce qui conduit & Véquation suivante pour la température T

4 (T, )P TVT - 8,008,T) = ud: P[1 - p 3 h(T)3pYi(T, P)] + u(B,u)?. (6.3.2)

P
dT i

Remarquons qu’au chapitre 2 nous avons montré que les fractions massiques & 1’équilibre
chimique étaient des fonctions dérivables par rapport a la température et & la pression (cf
lemme 2.3.2).

probléme approché.

Soit N > 0 donné, on pose 7 = i’gﬁﬂ, et on définit les points z; par: z; =it +29; 1 < <
N. Ainsi Pintervalle [z, X] est divisé en N sous-intervalles I,, avec In = (zn~1,%a) pour
1<n<N.

Soit m > 0 donné, on pose h = +1 , et on définit les points y; par: y; = jh, pour0 <5 <
m + 1. Ainsi D'intervalle [0, 6] est divisé en m + 1 sous-intervalles J; avec J; = (y,¥;41]
pour 0 < 7 < m.

Introduisons maintenant quelques notations. Nous noterons par U}, V", T}, P",
}7]." e (Yﬁi’--’yﬁo,»)T des approximations de u,v,T, P,¥ aux points (zn,y;) et nous
noterons Aﬂ’(T;‘, P ApY(T '?, P"*1) des approximations de la dérivée de Y par rap-
port 4T ou & P & Pabscisse 2, et au point y;. Pour 0 <n < Njetpour 0 < j <m+1
Nous désignons par:

P] ’C" al‘;a ;la et hk

les quantités suivantes:

o7 ¥ p(Prt1, T2, Py, 00 €S YR Orhu(T]) + k(TP ATYi(TF, P™Y),
k€Z

e ¥ (P, TR TP, A EAPH, T TR, et b ¥

hi(T}).

L’algorithme s’écrit:

;Soit’{U?}Tx'B‘; {VPYR AT RS (VDR {ArP (T, POYRS {ARY (IF, POYRY!
onnés;

supposons connus {U} > 0} Tobh; (VP YRk (TP}l (Y7 )78h {Ar¥ (T, P Tt

{Ap?(T}',P’"‘“)};-':’(')l pour n > 0;

m+1

¢ on calcule une approximation de la vitesse tangentielle {U;}72;" comme la solution de:

n .,,U--U" vt Ui — Uj- m-Uit1 =Uj1 16t +65 Ui = U;
5[ i )l et
K+ 8} U = Ui } _ _prti_pe

2 h -
Uo = 0; Um+] = U¢($n+]). (633)

spour 1 <5 <m
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Dans ce qui précede, Vj+ éf w, v df M—F”-, c’est-a-dire la partie positive, respec-
tivement négative de V;.

o on caleule une approximation de la température {T;}7ch 1_0 comme la solution de:

T -1, ~ —Tj) 1AL+ AT, -T
uCn [U + (Vn)+_’_1. - ’“h ] h{ J+12 ’ H’lh t-
AT T T n n n priny| B PT

: R }=[Ui-P;th;3PY*(T:"P ) *

kez

n[(Uins = UiN? (Ui = Uiy, ]
#j[( . ) +( - )],pourlS]Sm
To = Tc(zn'f'l); Tm+l = T‘(x"'“); (634)

¢ on calcule une approximation des fractions massiques {V;}78! = {Ya,,..,Yno; } b
comme les solutions de:

&-YNO, =.769;

Yn;, + YN, + W
Wo,
Yo, +Yo,, + Wo Yno; = .231;
n+l
 Yn, =Y, P—exp {2’0’; {(BN(T}) - By (T )}}
keZ Wg
Pn+l
Yo,; = ng —eXpP {—{Qo(T )— QO;(T;)}} ;

kez

Wno { 1
Yno, = /YN, Yo, ——— o
No; = /YN, Yo, mz—w—o;exp T,
{Wo,20.(T}) + Wn,8n,(T5) ~ WNod’No(Tj)}}; pour 0 < j <m+1; (6.3.5)
Si on note symboliquement le systéme (6.3.5) Y IT;, P+, Y; i), on calcule alors simul-

tanément une approximation de la dérivée de Y par rapport a P ApY(T Pr+ly comme
la solution de

ApY(Tj, P™HY) = I(T;,1, ApY (T;, P™HY)).

e on note A7Y; pour ArY(Tj, P"*!) une approximation de la dérivée de ¥ par rapport
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- ) m+1 1 .
a T, et on calcule {ATYj} = {AYw;,..,AYNo; };"__.*0 comme les solutions de:
j=

W,
ATYy, + Ar¥,, + éW—NI\;ATYNO, =0
Wo, e
ArYo; + ArYo,; + Wrg ArYno; = 0;
pntt WN WN
ATYN;j = ATY:,,, ——E;Texp { = {(P (T ) (T )}} W; ;
kez Wis

pntl W,
ArYo,; = ATY(%; — Azt XP { {(I) (T)) - %o (7:1)}} WO; i
€z "W

v v W, 1
. ATYNO, = ATYN,,. ATYOzj —ﬁ’\/_—f—OT_O—eXP { - E.T
N2 2 J

{Wo2 IO;(Tj) + Wh, ’N,(Tj) - WNo‘i'NO(T,')}}; pour0<j<m+1; (6.3.6)

e on calcule la densité {p;}7t! 4 aide de I'expression suivante:

i=0
n+1 Y;
P (Z 5y ho<i<mel (6.3.7)
I kez
¢ finalement on calcule la vitesse normale {V;}7c5' comme la solution de:
Vier = L[p-V - -’-l-{p-U —p'»‘U"}]' pourl1<j<m
J Pj+1 37 T v 173 ’ =J =

Vo =0. (6.3.8)

¢ On pose alors
Wt € s (v E s I s,

déf déf
(PP ST s E ot

Si 2n41 € X, on pose n = n + 1 et on recommence le cycle (6.3.3),..,(6.3.8).

Remarques.

Pour calculer les solutions des systémes algébriques (6.3.5) et (6.3.6), on utilise un algo-
rithme de Newton avec les valeurs des inconnues en n comme point de départ. De méme,
lorsqu'il s’agit de calculer la dérivé des fractions massiques par rapport a la pression, on
utilise la méme méthode de Newton.



192 Chapitre 6. Méthode numérique
Soit A et T les matrices tridiagonales définies par:

[lt""“l +p(V")] sig=1t+1;
+ LRI L.
Gl b e BETAL Liemet

[l-l+“l +(‘/Jn)+] sij=i-1;
sijg{i—1,i,i+1};
1 sijg=1 1 sij=m+2
A = - A .
Y {0 sinon ¥ {0 sinon ’
et par
_1 AT AT non ny— coe . B
|2 TG (V) sij=i+1;
C"—I- [ ”,+A _,+A V"] Pj=i
Ti; = Pir S VPN sig=d l1<i<m+l;
;[L\Lﬂl_ ncn(vn)+] sij=i—1;
0 sijg {i-1,{,i+1};
1 sijg=1 1 sij=m+2
Ty; = i T2 = .
Y {0 sinon ~ "t {0 sinon

Alors tant que {U? ;"_T,' est une famille de nombres positifs, il est classique de vérifier que
les matrices A et T sont réguliéres et monotones. En effet, il suffit pour cela de vérifier que
pour tout T et pour tout h, les matrices A et T sont & diagonales strictement dominantes,
donc non singuliéres. De plus, les termes extra diagonaux sont non positifs, cela implique
que les matrices sont monotones (cf Berman-Plemmons [4]).
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6.4. Algorithme pour résoudre les équations de la couche limite hors-équilibre.

L’équation (6.1.3) est une équation pour la température T, et nous utilisons alors I’équation
(6.1.4) pour évaluer le terme

(48, Y +v9,Y)0y h(T,Y),

ce qui conduit a ’équation:

5
PCHT,YWTVT - 3,(\0,T) = ud: P + p(8yu)’ — p > ha(T)U(T, P,Y),  (6.4.1)
k=1

ol Cp(T,¥) = 8rh(T,¥). En conservant les notations de la section précédente, nous
introduisons quelques notations supplémentaires qui nous seront utiles. Pour 0 <n < N,

et pour 0 < 7 £ m + 1, nous noterons par U;‘,V;‘,T;‘,P", }-;j" - (Yﬁ,-!"vYI(J‘Oj )T des
approximations de u,v, T, P,Y aux points (za,y;).

Considérons maintenant les fonctions ¢ et 8 définies par:

0:R—[0,1)
0 siz<0
z—8z)=(z si0<z<1
1 siz2>1.
9:R* >R

7 (%) ot Ba(z) & O(zx); pour 1 <k <5,

La fonction € n’est pas Lipchitzienne par rapport 3 ¥, cest pourquoi, dans ce qui suit,
nous considérons la fonction § représentant le terme de production modifié qui sera une
fonction Lipchitzienne par rapport & Y. Nous définissons la fonction par:

Ou(T;, P,Y;) ¥ Qu(T;, P,8(Y;)); pour k € {N,0,N,,0,,NO}.
Finalement nous désignons par:
p,,C",p],)\J,Q,‘ y et Ay
les quantités suivantes:

o} ¥ (P, T7, V), Cp € Cp(T], V1), 17 & w(P™, T}, ),
;'dé‘ ,\(Pn+l’T}‘,}7jn)’Qk délQ (Tn prtl Y"), et hn défh (Tn)
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L’algorithme s’écrit:
o Soit {UP}ToEY; {VRYEh {(TP) kY {¥)7h} donnés;

supposons connus {U} > 0}7uf; (V7 ;":6'; (TP {}7;'};":*6’ pour n > 0;

* on calcule une approximation de la vitesse tangentielle {U;}7%! comme la solution de:

Ui "Ui] _ l{l‘?n tuiUin —U;

nUJ UJ n+U) j-1 ny—
e Rl e B e

h

? *U. -U. n+l _ pn
l‘]-l;' l‘] U; hU)—l } - _P - P ipour1<j<m
Up=0; Umsr =Ue(zas) (6.4.2)

* on calcule une approximation de la température {Tj}7:4' comme la solution de:

R R e
A"’; 41 S R it A ) T
iz
#}'[(Uj“h_ U")2 + (Uj _hUj" )2]; pour1 <j<m
To = Te(zn+1)i  Tm4r = Te(Znt1); (6.4.3)

e on calcule une approximation des fractions massiques {Y,};’;’Zl = {Yn;,.,Yno; ;."___’t,‘
comime les solutions de:

¥, -¥r 7 -V o -V = .
Uy 4 (U T vy B < e, ),
T J h h
pour 1<j<m; T, P, ¥) =0,
et si V.7 > 0 on impose Yuyy = }7,(:"+1); (6.4.4)

NPIN déf |Vi[+V; - déf 1V;)-V; s . -
Dans ce qui précede, Vj+ = ’I,;' 4, V= v; |2 1. c'est-a-dire la partie positive, respec-

tivement négative de V.

® on calcule une approximation de la densité {p,}7h! & Paide de I'expression suivante:

n N -
pi:%(z%) Logi<may; (6.4.5)

kez 'k
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m+1

o finalement on calcule une approximation de la vitesse normale {V;} j=¢ comme la solution

de:
1 h n .
V. = —p;V; - — U = ptUR Y- <9 1<
j+1 P [P) J T{PJU) P; U; }]) pour1<j<m

Vo =0. (6.4.6)

¢ On pose alors
déf déf dét
{UPHRE S U AV = (Vi (TP S (T

> déf déf
TP S T oS = (e i

Si 2n4+1 < X, on pose n = n + 1 et on recommence le cycle (6.4.2),..,(6.4.6).

Remarques.
Si les concentrations )7, restent dans [0,1]5 pour 0 < j < m + 1 alors § = @ et résoudre
P’équation (6.4.4) est équivalent & résoudre une approximation de I’équation (6.1.4).

En raisonnant comme nous ’avons fait a la section précédente, tant que {U} "‘“ est une

famille de nombres positifs, il est standard de vérifier que les schémas (6.4. 2) et (6.4.3)
conduisent & des problémes matriciels bien posés et que ce sont des schémas monotones.

Maintenant, montrons que sous certaines hypothéses le schéma (6.4.4) conduit & un pro-
bléme bien posé et que les vecteurs concentrations ¥ restent dans (0,1)3.

Le probléme (6.4.4) est non linéaire, il est donc nécéssaire de proposer un algorithme
convergent pour le résoudre. Dans ce qui suit, nous noterons V; pour V" et nous supposons
que:
HP5 {V;}7h! est une famille de nombres négatifs avec Vo = 0 et que {U;}7f! est une
famille de nombres positifs avec Uy = 0

Pour h et 7 fixés, et pour {T; > 0}72h!, P"*! > 0 donnés, récrivons le schéma (6.4.4) sous
la forme suivante:

U; + %V,‘)}"] = Tﬁ(T,,P"“,?j) + %Vj_?jﬂ + U,-}?'J«" pour 1< ;< my
Vi1 = Ve(2nt); (6.4.7)

Avant de donner un résultat d’existence pour le probléme (6.4.7), introduisons les sous-
ensembles de R® D, et E. dont nous aurons besoin. On définit D et E, par:

dét{WEIR5 tels que A‘W—é'd—“(cl,cz) ,e1>0,¢3>0,¢+¢c2=1}

dé‘{WeDtelsqueWk>0pourl<Ic<5}

Les relations (6.1.19),(6.1.20) montrent que le vecteur des fractions massiques des espéces
a D'extérieur de la couche limite Y, vérifie A*Y, = &= (.769, .231)T.
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Théoréme 6.4.1. Supposons que les hypothése HP1 a HPS sont satisfaites. Soit {}7]" i
une collection de vecteurs tels que Y' € D pour j € {1,..,m} et soit Y. € D donnés. Il
existe un 79 > 0 tel que Vr € (0,79) le probléme non linéaire (6.4.7) admet une unique
solution {Y‘,};’.‘__, telle que Y; € D pour j € {1,..,m}. De plus les vecteurs Y; peuvent
étre calculés par le procédé itératif de Picard. En outre, si Y* € E. et si Y. € E., alors
Y; € E., pour tout j € {1,..,m}.

Démonstration. On raisonne par récurrence. On a:
?m-H = ?e €D
Montrons maintenant que I’hypothése de recurrence suivante est satisfaite:

37o tel que Y7 € (0,7), si ¥;4y € D est solution de (6.4.7)
alors il existe un unique vecteur }7, € D solution de (6.4.7) pour
1<j<m+1.

Soit j fixé, et soit ?j«H € D solution de (6.4.7). Montrons qu’il existe 7o qui ne dépend
pas de j et qu’il existe un unique ¥; € D solution de (6.4.7) V7 € (0, 7).
Nous définissons 'opérateur A par:
A : Dom{A) — R®;
W — AW satisfaisant
oL, PP W) | EV P + U
Ui +£V7) Ui +:v7)

D’aprés le lemme 2.3.3 et la définition de 8 on a que le domaine de définition de A, Dom(A)
est donné par:

AW = (6.4.8)

Dom(A) ¥ { W € R® tels que I € {1,..,5}, Wi > 0}.

Vérfions tout d’abord que D C Dom(A), et que A laisse invariant le sous-espace affine D.
Montrons que:

VW € Dil existe | € {1,..,5} tel que W; > %

Raisonnons ab absurdo et supposons que Wi < § pour tout k € {1,..,5}, on en déduit
que 33, Wi < 1.
Par ailleurs, d’aprés la propriété (2.1.2) que vérifie la matrice A%, Z?:) A5 = 1 pour

1<k <5 0na:
2 s 5
l=a+a=Y Y AaWi=) Wi,
k=1

i=1 k=1
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ce qui contredit l'inégalité: T;_, Wi < 1. On en déduit que 8(D), I'image de D par
I’application @, reste & une distance positive de P'origine. Lorsque R® est muni de la norme
[I-}f2 on a:

dist(6(D),0) >

[ TN

On a montré que D C Dom(A).

Assurons nous maintenant que A laisse invariant le sous-espace affine D. Pour W € D
calculons A*W.

Le lemme 2.3.3 implique que ﬁ(T, PM } € KerA* vM € RS\ 0}, donc en utilisant les
propriétés }7;‘ €Det }-;jﬂ € D, on déduit que le produit du second membre de I'égalité
(6.4.8) par A* est égal a:

B AT + LTy (U 5V7),
G+ GFE)

L’image de D par A reste dans D.

Montrons maintenant que A est un opérateur Lipchitzien. Calculons

3
3 [u(T;, P, W) - (T, P, W2)) 2,

.
(Uj+§v,»->Jk=.

D’une part le lemme 2.3.3 implique que (T, P, M) € C*(R3? x [RS \ 0);R®). D’autre
part, (D) reste a une distance positive de lorigine, et § est une fonction Lipchitzienne

IAW?) = AWz =

bornée. On en déduit que Q(T,-,P"“, W) est une fonction Lipchitzienne pour tout j tel
que 1 < j € m puisque c’est la composée d’une fonction Lipchitzienne et bornée avec une
fonction C!.

On pose §; = 1 et on définit Ly par:

Ly = max su 3,T;, P, 2)|l..
0= 3z, s 10T, P Dl

On alors a I'inégalité suivante:

HAWY) = AWH)l2 < 7 Lo[[W! — W2, (6.4.9)

1
U; + V)
Nous définissons alors 7o tel que:

1
Ly————— < 1. 4.
T0 ﬁmlnls,‘Sm U,' < (6 4 10)
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Ainsi l'application A est strictement contractante et admet donc un unique point fixe
Y; € D qui sera solution du probléeme (6.4.7) et qui peut étre calculée par le procédé
itératif de Picard. L’hypothése de récurrence est vérifiée.

Montrons maintenant que }7, vérifiant }7, = A}-"j appartient a E. si f"j" €E.etsi¥. € E.,
pour 1 < j < m. Pour cela il suffit de montrer que }7, >0pour1<j<m.
Supposons que {Y;}71, solution de (6.4.7) soit telle que:

min Y, <0; et notons ¥;, = min Y;.. (6.4.11)
1<k<s 1<k<s
15<m 1558m

Du lemme 2.3.4 nous déduisons que: Q(T},P"“,ﬁ) > 0.
Ecrivons le schéma (6.4.7) pour j =i et pour la composante /. Il vient:

Us¥i + 2V (Vi = Vi) = 1T, P74, T) + DY (6.4.12)

On obtient alors une contradiction puisque 7§}, + U:Y;? > 0Vr > 0, tandis que le membre
de gauche de (6.4.12) est non positif d’aprés ’hypothése HPS et la propriété (6.4.11). Le
théoréme 6.4.1 est démontré.

(]
Nous terminons cette section par quelques remarques.

Remarques 6.4.1

i) Dans HP$ si nous remplagons ’hypothése {V,};":ol est une famille de nombres
négatifs par {V,};’:{,l est une famille de nombres positifs, alors en utilisant le com-
portement asymptotique des fractions massiques étudié au chapitre 5: les fractions
massiques sont égales & leurs valeurs a Péquilibre chimique sur le corps, on définit
Yo comme étant égal aux valeurs de I’équilibre chimique. Dans ce cas, le théoréme
6.4.1 rest vrai.

ii) la couche limite existe pour autant que u(z,y) > 0 Yy > 0, ce que I'on exprime
aussi par Gyu(z,y) > 0. Dans ce contexte, si on suppose que U; > ah avec a > 0
et que les {U; ]"‘;;’ forment une famille croissante de nombres positifs (ce qui est
réalisé dans certains cas), la condition (6.4.10) se transforme en: ToLq < 1.
.Cette condition s’apparente aux conditions de stabilité classiques des méthodes
explicites.

iii) dans la pratique, pour calculer }7, solution du probléme (6.4.7) nous utilisons une
méthode de Newton initialisée avec la valeur de Y;41. En effet la condition (6.4.10)
n’est pas nécessaire pour démontrer 'existence d’un point fixe.

iii) dans le cas de la plaque plane, on vérifie 2 postériori que les composantes de la
vitesse ont un signe constant.

vi) on peut simplifier la cinétique chimique en ne considérant que dix-sept réactions
chimiques, c’est-a-dire, les réactions (2.3.10) & (2.3.26). Pour cette situation, le
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théoréme 2.3.4 ne peut plus étre utilisée, puisque ’hypothése HP3 du chapitre 2
n’est plus vérifiée (cf remarque 2.3.2). Néanmoins, cela ne modifie pas le lemme
6.4.1, il faut simplement, dans la démonstration de celui-ci utiliser la remarque
2.3.2 (qui implique que £, > 0) au lieu du lemme 2.3.4.
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6.5. Quelques résultats numériques.

Les résultats numériques que nous présentons ont été obtenus avec deux cas-test: la plaque
plane sans incidence et Pellipse 2D sous trente degrés d’incidence.

1. Plaque plane sans incidence.

Nous considérons tout d’abord quelques résultats numériques mettant en évidence les effets
de la réactivité chimique de 'air lorsque I’on calcule la température et la vitesse.

Les résultats numériques que nous présentons avec les figures 2 et 3 ont été obtenus avec
les valeurs suivantes pour les paramétres physiques et les parameétres de discrétisation:

P = 12027pa; u=510"%Kg/m/s; ¢ =.769
Prandtl = 1.1; Cp, =1005s/Kg/K; c; =.231
m == 100; N =200, T =.001

Pour ces figures, les symboles blancs représentent les quantités calculées lorsque la réac-
tivité chimique de Pair est prise en compte et lorsque ’hypothése de la chimie a I'équilibre
est satisfaite, alors que les symboles noirs représentent les mémes quantités lorsqu’elle est
négligée, c’est-a-dire lorsque le terme Or H(T, P) est constant (ce qui revient a considérer
Cpi =Cet 3pY = 0 dans Palgorithme de la section 3 et & ne pas calculer les fractions

massiques).

Dans le cas ot u, o 3000m/s, T. = 2000K, T. = 2500K, et 6 = .06, la figure 2 représente
respectivement la température et la vitesse tangentielle comme des fonctions de V'altitude
au point z = .2m.

La figure 3 représente les mémes quantités comme des fonctions de l’altitude au point
z = .2m lorsque u. %' 5000m/s, T. = 4063K, T. = 2500K, et § = .085.

Remarque 6.5.1.

Les figures 2 et 3 montrent que le maximum de la température décroit dans la couche limite
lorsque la réactivité chimique du fluide est considérée, cela en accord avec la physique des
réactions chimiques qui sont endothermiques.

Nous considérons maintenant une plaque plane plongée dans un écoulement d’air chimique-
ment réactif, et nous présentons les résultats que nous avons obtenus lorsque les réactions
chimiques sont & 1’équilibre et lorsqu’elles n’y sont pas. Nous désignons ces situations par
I’équilibre chimique, respectivement le non-équilibre chimique. Les paramétres physiques
que nous avons utilisés sont les suivants:

- la viscosité est constante, p = 0.005;
- la diffusion thermique est constante, A = 4.568;
- la température sur la plaque vaut 1500°K.
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Les figures 4 et 5 représentent les profils de la température et de la vitesse tangentielle a
Pabscisse z = 1.2m comme des fonctions de I’altitude.

Les figures 6 et 7 représentent les fractions massiques des espéces O; et Nz a la méme
abscisse comme des fonctions de laltitude dans le cas de 1’équilibre chimique et du non-
équilibre chimique dans la couche limite, lorsque I’écoulement externe est a 1’équilibre
chimique.

Remarque 6.5.2.

-Les figures 6 et 7 mettent en évidence la possibilité de considérer I’équilibre chimique dans
la couche limite lorsque l’écoulement extérieur est lui méme & I’équilibre chimique.

Remarque 6.5.3.

La propriété (P,) montre que 'hypothése HP1 faite au chapitre 4 est réaliste dans la
pratique. Le schéma numérique que nous utilisons pour P’équation (6.3.4) est celui que
nous avons étudié au chapitre 4.

2. Ellipse 2D sous 30° d’incidence.

Nous considérons un corps de forme elliptique (considéré comme infini dans la directoin
transverse & P’écoulement d’air, voir figure 1), plongé dans un écoulement d’air. Nous sup-
poserons que les réactions chimiques sont a 1’équilibre. Le nombre de Mach de I’écoulement
est 25, la viscosité et la conductivité thermique dépendent de la température. Dans le
cadre du projet Européen Hermés d’étude d’une navette spatiale, cette configuration a
été proposée pour représenter la navette spatiale lors de sa rentrée dans 'atmosphére. Un
workshop intitulé "on hypersonic flows for reentry problems” a été organisé par 'INRIA (cf
[6]) afin de comparer les résultats que 1'on peut obtenir par différentes approches (modéle
visqueux, non visqueux,..) pour le probléme de la rentrée dans I'atmosphére de la navette.
Les résultats que nous allons discuter ont été présentés a ce workshop. Pour une description
détaillée des paramétres physiques, nous renvoyons a [6] cas-test 6.3.2.

La température est imposée sur le corps et vaut 1500°K, la température a linfini vaut
56°K, la pression Po, = 2.5P, et évidemment la vitesse est nulle sur le corps.

Les figures 8 & 10 représentent les profils de la vitesse tangentielle, de la température, et de
la vitesse normale en fonction de I'altitude qui ont été utilisés comme conditions “initiales”
pour Palgorithme (6.3.3)-(6.3.8). Ces champs ont été calculés avec la méthode exposée 3
la section 2.

Les figures 11 & 13 représentent la température, la vitesse tangentielle divisée par la vitesse
du son & l'infini et le coefficient de pression C,z = AP-Po) o1 Je bord extérieur de la

Poolvoolz
couche limite comme fonction de I’abscisse curviligne.

Les figure 14 4 16 représentent les isothermes, les iso-Mach et les lignes de courant dans la
couche limite.
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Maintenant intéressons nous a 'ordre de convergence de la méthode par rapport au
paramétre h de la discrétisation dans la direction normale au corps. On choisit une ab-
scisse curviligne T. Soit hg le plus petit paramétre pour lequel nous pouvons effectuer les
calculs sur Pordinateur dont nous disposons sans dépasser sa capacité mémoire, et soit
le paramétre 7o de la discrétisation dans la direction de 'abscisse curviligne tel que les
valeurs calculées a I'abscisse T pour les parametres 22, ko soient identiques & celles cal-
culées & I’abscisse T pour 7o, kg a la précision machine prés. On considére que les valeurs
obtenues & I'abscisse T pour la température T et pour la vitesse tangentielle U avec les
parameétres 7o, ho sont les valeurs des solutions exactes & ’abscisse Z.

La figure 17 représente la variation en norme L™ de 'erreur entre la solution exacte &
I’abscisse T et la solution calculée avec les paramétres 7o, h lorsque h varie.

Pour conclure ce chapitre, nous donnons quelques remarques concernant la méthode numé-
rique que nous venons de présenter.

Conclusjon.

-L’ordre de la méthode est proche de 1 comme I'indique la figure 17, ce qui est cohérent
avec la discrétisation et la ”linéarisation” que nous avons utilisées.

-La méthode numérique que nous avons présentée n’utilise par de transformation de coor-
données ce qui augmente sa simplicité et a comme conséquence une mise en oeuvre facile.

-Les résultats que nous avons obtenus sont aussi précis que ceux obtenus avec d’autres
codes numériques, voir Sawley et al [8] par exemples.

-La méthode présentée se généralise facilement au cas ot les vitesses de diffusion des espéces
ne sont plus négligées, et les résultats du théoréme 6.4.1 subsistent si on suppose en plus
de Phypothése HP5 que {V;}724! est une suite décroissante (i.e V; < Vj_;). Néanmoins,
on ne peut plus découpler les inconnues sur une ligne verticale. On remarquera que le
probléme remplagant 1'équation (6.4.4) peut s’écrire schématiquement:

(UId+ AY = rB(Y)+ F + UIdP™,

ou ﬁ(f’.) représente le taux de production, F représente les termes de bord, UId représente
la matrice diagonale construite avec les Uj, et ¥ € R™5 représente les cing composantes
des fractions massiques aux points jh.

La matrice A est une discrétisation de 1'opérateur de diffusion convection. La matrice A
est une matrice réguliére et définie positive (grace 3 '’hypothése HP5 et & la propriété
Vi < Vi)

-La convergence de la méthode est un probléme ouvert. A notre connaissance il n'existe
pas de résultat de convergence pour le probléme de la couche limite incompressible lorsque
celui-ci est formulé avec les inconnues physiques (dans les travaux d'Oleinik [7] il y a des
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résultats de convergence lorsque le probléme est transformé au moyen d’un changement
d’inconnues qui utilise la fonction de couraat).

La convergence de la méthode utilisée pour les équations de la vitesse (6.1.1) et (6.1.2)
est un probléme ouvert du fait du manque d’estimation a priori sur la fonction v (nous
disposons seulement d’estimations pour [[8;u} || L3(Q))-

-Pour la convergence des problémes partiels, voir les chapitres 3 et 4.
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FIGURE 2

PROFILS DE LA TEMPERATURE ET DE LA VITESSE TANGENTIELLE
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FIGURE 3

PROFILS DE LA TEMPERATURE ET DE LA VITESSE TANGENTIELLE
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FIGURE 4

PROFILS DE LA TEMPERATURE
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FIGURE 5

PROFILS DE LA VITESSE TANGENTIELLE
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FIGURE 6

COMPARAISON DES FRACTIONS MASSIQUES DE O, A L’EQUILIBRE
ET HORS-EQUILIBRE
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FIGURE 7

COMPARAISON DES FRACTIONS MASSIQUES DE N; A L'EQUILIBRE
ET HORS-EQUILIBRE
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FIGURE 8

VITESSE TANGENTIELLE "INITIALE* AU VOISINAGE DE LA LIGNE DE STAGNATION

TANGENTIAL VELOCITY PROFILE NEAR THE STAGNATION LINE
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FIGURE 9
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TEMPERATURE ”INITIALE” AU VOISINAGE DE LA LIGNE DE STAGNATION

TEMPERATURE PROFILE ON THE STAGNATION LINE
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FIGURE 10

VITESSE NORMALE ”INITIALE” AU VOISINAGE DE LA LIGNE DE STAGNATION

NORMAL VELOCITY PROFILE ON THE STAGNATION LINE
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FIGURE 11

TEMPERATURE SUR LE BORD EXTERNE DE LA COUCHE LIMITE

TEMPERATURE DISTRIBUTION OVER THE BOUNDARY LAYER
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FIGURE 12

NOMBRE DE MACH SUR LE BORD EXTERNE DE LA COUCHE LIMITE

MACH NUMBER DISTRIBUTION OVER THE BOUNDARY LAYER
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FIGURE 13
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COEFFICIENT DE PRESSION SUR LE BORD EXTERNE DE LA COUCHE LIMITE

REDUCED PRESSURE DISTRIBUTION OVER THE BOUNDARY LAYER
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FIGURE 14

ISOTHERMES DANS LA COUCHE LIMITE
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FIGURE 15

ISO-VALEURS DU NOMBRE DE MACH DANS LA COUCHE LIMITE
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FIGURE 16

LIGNES DE COURANT DANS LA COUCHE LIMITE
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FIGURE 17

COURBE DE CONVERGENCE
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