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RESUME.

Dans le cadre d’une collaboration avec le Professeur Jacques Ligou
du Département de Physique, nous éwdions une méthode pour la résolution
numérique des équations d’Euler en coordonnées lagrangiennes, dans le
cas des symétries sphérique et cylindrique. Dans le contexte de 1la
fusion par confinement inertiel et de la simulation du comportement de
cibles, un code numérique, désigné par MEDUSA, traite ces équations avec
le schéma de Richtmyer et Morton: un schéma centré auquel est ajouté un
terme de viscosité artificielle de von Neumann destiné a amortir les
oscillations numériques typiques de ce genre de méthodes. Les résultats
numériques obtenus avec ce schéma montrent que la viscosité artificielle
ne suffit pas A éliminer les oscillations numériques de fagon
satisfaisante.

Dans ce travail nous considérons, d’abord pour un gaz non
conducteur de la chaleur, un schéma s’inspirant du schéma de
Lax-Wendroff que nous adaptons au cas de maillages irréguliers. Nous
étudions la précision de ce schéma et nous établissons, grice a [’éwde
d’un cas simple, une condition heuristique nécessaire A sa stabilité.
Nous éliminons totalement les oscillations numériques générées par notre
schéma en I’hybridant a 1’aide d’un schéma d’ordre 1; pour ce faire,
nous généralisons la méthode de I’hybridage auto ajusté de Harten et
Zwas au cas des schémas ne pouvant pas &we mis sous forme conservative.
Nous traitons les conditions aux limites correspondant au cas de la
fusion par confinement inertiel: au centre de la cible nous
réfléchissons les ondes en nous inspirant des travaux de Chorin et de
Sod et a sa surface, ol la pression est imposée en fonction du temps,
nous utlisons le schéma de Godunov. Dans le cas du gaz conducteur de la
chaleur, la diffusion thermique, que nous traitons avec un schéma Euler
implicite linéarisé, est introduite au moyen d’un splitting. Finalement,
nous présentons les résultats numériques obtenus avec notre méthode dans
le cas de la compression d’une cible sphérique.
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1. INTRODUCTION.

1.1. Le contexte.

Le présent travail est motivé par la simulation numérique de 1la
fusion contrdlée dans le cas particulier du confinement inertiel.
Rappelons brievement les principes de ce mode de réalisation de la
fusion nucléaire.

La surface d’'une petite masse sphérique ( appelée ‘cible” ) de
deutérium et de tritium gazeux est soumise 3 un violent faisceau ionique
ou laser. Une mince couche superficielle de cette cible est ainsi
ionisée et volatilisée dans I’espace environnant. Une énorme onde de
pression est alors engendrée par réaction a la surface de la cible et se
propage vers son centre, élevant A cet endroit la densité et la
température du deutérium - tritium a4 des valeurs telles que le processus
de fusion nucléaire y est amorcé. Le dégagement de chaleur qui en
résulte permet la propagation du processus de fusion du centre vers
I’extérieur de la cible.

La convergence de 1'onde de pression vers le centre, puis la
propagation vers l’extérieur du phénoméne de fusion ont lieu en un laps
de temps tres court. Pendant ce laps de temps, la matiére reste confinée
par inertie A& lintérieur d’un espace assez restreint pour qu’une
température et une densité favorables A la fusion nucléaire y soient
maintenues : la cible est consumée avant d’étre dispersée dans 1’espace
environnant.

On pourra se référer a [1] pour une description plus détaillée du
processus de  fusion par confinement inertiel, ainsi que pour
I’établissement des équations données ci-apres.

1.2. Les équations.

La cible est décrite en coordonnées sphériques, en supposant que
toutes les grandeurs en présence ne dépendent que du rayon R et du
temps t ( symétrie sphérique ).

Les équations sont écrites dans le contexte lagrangien suivant:
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considérons une particule se trouvant initialement a une distance r du
centre de la sphére. Désignons par &(r,t) la distance qui sépare cette
méme particule du centre & [linstant t. Par définidon , &(r0) =r; la

variable r est la coordonnée de Lagrange La vitesse est donnée en

fonction de cette variable par

u(r,t) = 8t§(r,t). (1.1)

La coordonnée d’Euler R et la coordonnée de Lagrange r sont reliées
par le changement de variables

R = E(r.p). (12)

Soit p 0(r) la densit€é initiale en coordonnée de Lagrange. Nous
introduisons la variable

T

m = m(r) = J y’p,()dy ; (13)
0

m(r) est la masse contenue dans un secteur de un stéradian a !’intérieur
de la sphere de rayon r. Par la suite, c’est & la variable m que nous

donnerons le nom de " coordonnée de Lagrange

L’évolution de la cible est décrite en fonction de m et de t par
les équations

OR =u; (14)
9V -3 (R =0; (15)
du +R%D p=0; (1.6)
c\,iat'ri +po,V = am(RzKiaRTi) +S,; (17)
CVcatTe +pdV + BIp = 3 (RK I T) + Se ; (1.8)

p, = kT, ; (19)



P, = f(p.T,) - ( 1.10)

Dans ce modele, les ions et les électrons sont considérés comme
deux especes formant un seul fluide, ou " mélange ", de densité p,
s’écoulant 4 la vitesse u.

Le gaz des ions est caractérisé par la pression P> la température
T, le coefficient de chaleur spécifique CV. et par le coefficient de
conductivité thermique K, donné par I’expression 1

YRS

-12 Ti
Ki=4.310 —_—, ( 1.11)

v M In(A)

ou M est le nombre de masse moyen du mélange et ou A est une fonction de
la température et de la densit€ du gaz des é€lectrons ( In(A) est appelé
" logarithme de Coulomb "). Les ions sont considérés selon le modéle du
gaz  idéal non  dégénéré, caractéris€é  par  un coefficient de
compressibilité B égal a zéro et par l’équation d’état ( 1.9 ), ou n,
est le nombre des ions par m’ et ob k est la constante de Boltzmann.

Le gaz des électrons est caractérisé par la pression p o la
température T, le coefficient de chaleur spécifique Cy et par le

coefficient de conductivité thermique Ke donné par I’expression

1+a—=2 |a | In(A)

ol Xc est le libre parcours moyen des électrons et ol a est une
constante. Les électrons peuvent étre considérés selon le modele du gaz
idéal non dégénéré ou selon celui de Fermi - Dirac. Nous donnons
I’équation d’état du gaz des électrons sous la forme générale ( 1.10 )
et nous désignons dans (18) par B e son coefficient de
compressibilité.
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Les équations (1.7 ) et (1.8 ) sont les équations d’énergie des
deux especes; Si et S e VY désignent des termes sources. Dans ( 1.7 ),
aRTi désigne la dérivée de la température des ions, considérée comme
fonction de la variable eulérienne R, par rapport a cette variable. La
quantité RzKiaRTi est alors considérée comme fonction de la variable m,
et dérivée par rapport a cette variable pour donner le terme de

diffusion thermique o m(RzKiaRTi) . La méme remarque peut é&we faite pour
2 , .
le terme am(R K eaRT e) de I’équation ( 1.8 ).

L’équation ( 1.4 ) est une conséquence directe des relations
(1.1) et (1.2); elle exprime le lien entre la variable eulérienne R
et la variable m.

L’équation ( 1.5 ), dans laquelle V est le volume spécifique
mélange, exprime la conservation de la masse dans le fluide.

%du

L’équation ( 1.6 ) est I’équation de la quantit¢é de mouvement du
mélange; p y désigne la pression totale P;*P,-

1.3. Nos objectifs et leur réalisation.

Un code numérique, désigné par "MEDUSA" et présenté dans [15], a
été créé pour simuler 1’ensemble du processus décrit au § 1.1. Dans ce
code, les équations (14) a (1.10) sont traittes a l'aide d’un
schéma a 5 niveaux de temps s’inspirant du schéma centré de Richtmyer et
Morton présenté dans {[2], p.318, adapté au cas d’'un maillage irrégulier
s’affinant vers le centre de la cible. Les équations ainsi discrétisées
contiennent un terme de viscosité artificielle de von Neumann destiné 2a
amortir  les  oscillations = numériques  produites au voisinage  des
discontinuités par de tels schémas.

La figure 1.1 montre le profil de la pression en fonction de 1la
variable m obtenu par MEDUSA lors de la simulation de la compression
d’une cible sphérique, dans le cas d'un gaz non conducteur de la
chaleur. Nous y voyons une onde de pression s’éloigner du centre de la
cible un peu aprés sa réflexion en ce point. Nous remarquons que la
viscosité  artificielle n’a pas suffi A4  supprimer les  oscillations
numériques, particulierement visibles en arriére du choc.



15 N
340 2
.~. . = [ ]
o dy, .
P
[ ] ™ o
m =7 yA
0o © £
figure 1.1

Nous nous sommes fixé pour objectif de construire un schéma
numérique capable de produire, en un “"temps calcul" si possible
inférieur 2 celui requis par MEDUSA, des solutions libres d’oscillations
numériques sans toutefois que le profil des éventuelles discontinuités
(chocs, discontinuités de contact) ne soit amorti par une diffusion
numérique excessive.

Remarquons que, dans le contexte de cet objectf, les
simplifications introduites au § 14 n’altérent en rien les
caractéristiques du modele que nous devons traiter.

Notre méthode est composée des éléments suivants:

i)  Les parties "hydrodynamique" et "diffusion thermique" sont séparées

par un splitting.
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ii) La partie "hydrodynamique" est traitée par un schéma hybride basé
d’une part sur le schéma de Lax-Wendroff et d’autre part sur celui
de Lax.

iii) La “diffusion thermique” est introduite par un schéma Euler
implicite lin€arisé.

iv) . A la surface de la cible, la pression est imposée; nous traitons
cette condition aux limites en nous inspirant du schéma de Godunov.

v) Au cente de la cible, nous procédons de maniére a obtenir une
réflexion des ondes.

La méthode d’hybridage entre un schéma monotone d’ordre 1 et un
schéma plus précis a été introduite par Harten et Zwas (c.f. [3]) dans
le cadre d’équations de conservation et pour des maillages réguliers. A
notre connaissance, les équations d’Euler en symétrie sphérique ou
. cylindrique n’admettent pas de formulation sous forme conservative. Pour
réaliser le point 1ii), nous avons généralis€¢ le procédé de Harten et
Zwas pour des systtmes hyperboliques quelconques et pour des maillages
irréguliers.

Au point iv) nous considérons la condition de bord obtenue en
imposant une pression donnée en fonction du temps a la surface de Ila
cible. Remarquons que MEDUSA prévoit également la condition obtenue en
imposant la vitesse du fluide au bord en fonction du temps. Toutefois,
la donnée de 1la pression a la surface de la cible nous parait plus
significative dans le contexte des exemples traités au cours de ce
travail, et nous ne considérons que ce cas.

Au point v), nous réfléchissons les ondes au centre de la cible en
adaptant au cas lagrangien la méthode proposée par Chorin dans [11] et
utilisée par Sod dans [12] dans le cadre d’'un écoulement radial en
symétrie cylindrique et en coordonnées eulériennes.

Pour une méme situation, la figure 1.2 présente, en trait fin
continu, le profil de pression obtenu avec MEDUSA (figure 1.1) et, en
pointillé, le résultat correspondant obtenu avec notre méthode.

Nous observons:

- La solution obtenue par notre méthode est exempte d’oscillations.
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la diffusion numérique introduite au niveau du choc dans les deux
solutions est similaire: il faut environ 5 points aux deux méthodes
pour représenter cette discontinuité.

le résultat obtenu par MEDUSA a requis 3500 pas de temps alors que
notre méthode n’en a nécessité que 2959.

Au vu de cet exemple et de ceux qui seront présentés au cours de ce

travail, nous estimons que nos objectifs sont atteints.

1.4.

Simplifications.

Dans le cadre de ce travail, des simplifications sont apportées au

modele décrit au § 1.2.

Tout d’abord nous ignorons les termes sources, c’est-a-dire nous
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posons Si = Se = (0 dans les équations ( 1.7 ) et ( 1.8 ). Dans le modéle
traité par MEDUSA, ces termes sources contiennent des grandeurs telles
que [D’énergie apportée au systtme par les réactions thermonucléaires ou
I’énergie déposée dans le fluide par le faisceau ionique destiné a
volatiliser la surface de la cible. Le traitement de ces termes est tres
complexe et n'a pas d’intérét dans le cadre des objectifs que nous nous
sommes fixés, raison pour laquelle nous choisissons de les ignorer.

Nous supposons que le gaz des électrons, a Dinstar du gaz des
ions, est toujours idéal et non dégénéré ( cf. § 1.2 ). Les ions et les
électrons ont ainsi le méme coefficient de chaleur spécifique que nous
désignerons  par CV' De plus, le coefficient de compressibilit¢ des
élecrons B e apparaissant dans 1’équation ( 1.8 ) ‘est égal a zéro.
Enfin, 1’équation d’état ( 1.10 ) prend la forme

Pe = nekTe , ( 1.13)

ol n e oSt le nombre d’électrons par m’,

Dans le cas du deutérium - tritium, n o= 1 et nous désignerons par
n ce nombre. Ki est toujours trés inférieur a Ke‘ Nous posons Ki = (0, et
nous écrirons simplement K au lieu de Kc par la suite. Nous supposons
enfin que les ions et les électrons ont la méme température T.

Ces simplifications nous permettent de considérer un modele de
fluide & une seule espéce. En effet, en rappelant que p est la pression
totale P;*P,, hOUS remplagcons, en les sommant, les équations ( 1.7 ) et
( 1.8 ) par I’équation d’énergie

2C,A.T + pd,V = 3_(R’KIT) . ( 1.14)

En procédant de méme avec les équations ( 1.9 ) et ( 1.13 ), nous
obtenons 1'équation d’état

p = 2nkT . ( 1.15)

Remarquons que si M est le nombre de masse moyen du mélange et que
m, est la masse du proton, la densité p est donnée par I’expression



p = nMm,_ . (116)
Ainsi, puisque p = 1 , en introduisant la constante du gaz
v
c =_XK ( 1.17)
g MmH

nous pouvons réécrire 1’équation d’état ( 1.15 ) sous la forme
pv = 2CgT . ( 1.18 )

Nous regroupons ci-dessous les équations du modele que nous
considérerons par la suite :

9,V - 9 (R =0 ; ( 1.19)
atu + Rzamp =0; ( 1.20)
2C9,T + p3,V = 3_(R’KIT) ; (1.21)
OR = u; N @ &2
PV = 2C,T . (123)

1.5. Conditions initiale et aux limites.

II convient de compléter les équations ( 1.19) a (123) en
spécifiant des conditions initiale et aux limites.

Au temps t = 0, le fluide est au repos et le rayon de la cible est
égal a2 R. La densité est uniformément égale a une valeur p s La
variable m parcourt donc I’intervalle [ O,m ], ol

3
Ry (1.24)
3 o

Bi
i

Pour des raisons de symétrie, nous imposons au centre de la cible
les conditions
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uO,) = 0

et amT(O,t) =0,Vt>0.
A la surface de la cible , nous imposons les conditions
pmt =ht) Vt>0,

ou h est une fonction positive donnée,

et amT(r"n‘,t) =0 Vt>0.

(1.25)

(126)

(1.27)

(1.28)

L’équation ( 1.28 ) exprime le fait que le flux de chaleur A la surface

de la cible est nul.

Remarque 1.1: c’est par les variations de la pression

surface de la cible que le fluide est mis en mouvement.

imposée a

la
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2. UN SCHEMA NUMERIQUE POUR LA PARTIE HYDRODYNAMIQUE.

Dans ce chapitre, les équations ( 1.19) a (123) sont
considérées sans diffusion thermique et sont réécrites au § 2.1 sous une
forme appropriée. Au § 2.2, un schéma numérique a pas fractionnaires
adapté & wun maillage irrégulier pour la résolution de ces nouvelles
équations est présenté. La précision de ce schéma est étudiée au § 2.3,
et une condition C.JF.L., suggérée par LUétude de la stabilitd¢ dans un
cas simple, est proposée au § 2.4. Au § 2.5, notre schéma est hybridé au
moyen d’un schéma s’inspirant du schéma de Lax.

2.1. Le systtme d’équations sans diffusion thermique.

Considérons 1’équation
2CVatT + patV =0 (21)

obtenue en écrivant la reladon ( 1.21 ) sans le terme de diffusion
thermique 9 (R°KIT) .

En introduisant 1’énergie totale

1~:=2CVT+lu2, (22)
2

nous pouvons écrire I’équation ( 2.1 ) sous la forme
3tE - uatu + patV =0, (23)

et les relations ( 1.19), ( 1.20 ) nous permettent d’obtenir 1’équation
d’énergie

2
BtE+am(Rpu)=O. (24)

Le systtme (1.19) a (123) sans diffusion thermique devient
ainsi

2
atv - am(R u) =0, (25)
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du + 9 LRP) = po (R , (2.6)

9E + 9 (R’pu) = 0, (27)

atR =u, (28)
C

pv=_§_(E-lu'~’), (29)
Cy 2

En introduisant les notations

w=(V,uE RI, ( 2.10 )
E _ 2 T

(W) = R (-U, P, P4, O) ’ ( 2.11 )
H — T

(w) =@, p, 0,07, (2.12)
gw) = R?, ( 2.13)
L — T

(W) = (07 Oa 09 u) ’ ( 2.14 )

ou l’indice T désigne la transposition, nous pouvons écrire le systeme
(2.5)2a (29 ) sous la forme

dw + d_F(w) = H(w) 3_g(w) + L(w) , ( 2.15 )
C

pv=—8E-1. ( 2.16 )
Cy 2

2.2. Un schéma numérique a pas fractionnaires.

Dans ce  paragraphe, nous discrétisons 1’équation ( 2.15) en
adaptant le schéma de Lax-Wendroff au cas d’un maillage irrégulier.

Pour m défini par (124 ), et pour N € N, nous considérons une
subdivision quelconque, indépendante du temps, de ’intervalle { O,m ]
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0= mi< my<.< me < me=m. (217)
Nous lui associons les points intermédiaires

1 .
mj"'é’ = 5 (mj+1 + mj) ’ J = 1a29"-’N"1a ( 2.18 )

ainsi que les quantités

Amj+~;- =M - m; , J = 1,2,...N-1, (219)
Amj = mj_’_% - mj_% , j = 2,3,...N-1. (220)

Nous supposerons par la suite que la subdivision ( 2.17 ) est telle
que

tim [ max ami]=0. (221)
No+oo Li<j N-1 2

Remarquons que les définitions ( 2.18 ) 4 ( 2.20 ) impliquent que

: 1 .
Amj = E ( Amj_% + Amj-% ), j = 2,3,...,N-1. (222)

Nous introduisons également un maillage temporel
0=1t<t'< . (223)
et les quantités

n-i% = 1 (trH'1 + tn) .

t (224)

[\ ]

1
A =0 sornzo. (225)

Pour wlj] 4+ approximation de w(mj 1 M, et pour une fonction
2 2

quelconque f de w ( en particulier f(w) = w ) nous posons

_ n
f‘jl+% = f(wj+%) , (226)



n n
5 .1 f
- Amj_;_ f1+% + Amﬁ_% _%
f. = . (227)
J 24m,

f}l est I’approximation de f(w) au

interpolation linéaire entre m. 1 et m L
2 2
1

point (mj, tn) obtenue par

1
A - . . 4=
De méme, pour w j 2 approximation de w(mj, ® 2), NOus posons

1 1
f‘j‘*i = f(w'iH'E) . (228 )

En nous inspirant du schéma de Lax-Wendroff ( voir [2],

équations
1224 a et b ) nous discrétisons 1’équation ( 2.15 ) comme suit:

1
witi - Wl Fj - F g - g L
: + 2 2 - ;‘ 2 2+ L? (229)
n+- ’
t PN Am.
A - 2 Am j mJ
n+1 n n+% n+§
Wisl - Wil Fig - F
+ =
n+=
At 2 Amj_‘_l
2
n+> n+s  nds n+l n+> n+i
+ . (230)
2 Am. 1 2
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n+¢
Wy neyq
d-f
2 t
tn+§
|
l :
n ' " | - n
w'-! ‘ ‘;}-‘n af' 4 | 'n ‘(f; n
A o S s B
m, e, m. , m. m. »a
;i 4 T AR 3
figure 2.1

2.3. Consistance.

Dans ce paragraphe, nous montrons que, pour un maillage ( 2.17 ) a
(221 ) bien choisi, le schéma (229 ), (230 ) est précis d’ordre 2
au voisinage de toute valeur de m arbitrairement fixée.

Soit une valeur quelconque m € JO,m[ fixée.

La relation ( 2.21 ) implique que, pour tout N assez grand, il
existe un unique entier s(N), que nous désignerons simplement par s, tel
que

m i1 <m<m.i. (231)
2 2

Nous supposerons que, lorsque N tend vers UDinfini, le maillage
spatial ( 2.17 ) a ( 2.21 ) est tel que

— 2
Ams = Ams_% + O(Ams+%) . (232)

Am

2
s+l = Ams+% + O(Ams+_1_) . (233)

2
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Nous nous plagons, sans restriction de généralité, au temps t =10 ;

nous posons
1

AtY =,
et nous supposons que

T = O(Am, 1) . (234)
2

Soit W une solution assez réguliere de I’équation ( 2.15). Pour N
assez grand, nous posons

w1 = G’v(ms_l, 0,

-2 2
0 - o~
w1 = w(ms+l, 0, (235)
2 2
wl. 3 = W(m_.3, 0) .
S'I'E ' S+5’

Soit w! 1 la quantité définie par les relatons ( 2.35), (229 )

s+
et (230 ) avec j=setn=0.
Le résultat suivant exprime le fait que le schéma ( 2.29),

( 2.30 ) est précis d’ordre 2.

Proposition 2.3.1.

1, _ o~ 3
ws+_21_ = w(ms+%, 1) + O(Ams+%) ,

lorsque N tend vers l’infini.

Démonstration.

Soit f une fonction assez réguliere de w. Les relations ( 2.27 ),
(222 ) et ( 2.32 ) permettent d’écrire

2
;-0 fo Ams+% fo Ams+§ ) to s
s = fsel = 5 Ofol + —— Oppfi L + OBmg, 1) (236)
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De maniére analogue, nous obtenons

- 2 N2 2
- amf‘s’+-l- - —_2— ammf‘s)+l + O(Ams+1)‘ (2.37)
Am 2 2 2

1
pour j=s n=0 et At =1

En écrivant Véquation ( 2.29 )

satisfaisant ( 2.34), et en considérant les relations (236 ),

(237 ) et ( 2.15 ), nous pouvons déduire

Am 1

2
';' 0 S+§a 0 T 0 Ams+§ 32 W°
w =W . 1l-e———— 3 Wl *— O W |+ —_—0)T1 w1
+- + +- -
S s+2 5 m's 5 b st 4 mm’ s+;
tAms+_1_

2 2 .0 3
- -—‘-1—— amtws_’_% + O(Ams+_1_) .

(238)

" En comparant cette dernidre relation avec

le développement limité
d’ordre 2 de W autour de (m, 1, 0), nous obtenons

1
2 _ o~ T 0 3

w, = w(ms, -?) + Aws% + O(Ams+1) R ( 2.39)

ot nous avons posé
2
Aw01=-:hz-'-—%—a2 w°1-ia’w°1 ( 2.40)
Les relations ( 2.22 ) et ( 2.33 ) impliquent que
_ 2
Ams+§ = Ams+§ + O(Ams+1) . (241)

En remplagant s par s+l dans ( 2.39 ),

(240 ), et en utilisant
( 2.33 ) et ( 2.41 ) nous pouvons €crire

w

W N

1= “;’(msﬂ’ %) + Awg+% + O(Am;_}_) . (242)
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Remarquons que

0 . _ 2
AWS+% = O(Ams+_;_) ] (243)
Avec les notations
fm,) = f(w(m,)) , (2.44)
~ : af N
awf(m9t) = _(W(m,t)) ’ ( 2-45 )
d
w
les relations ( 2.28 ), ( 2.39 ) et ( 2.43 ) nous donnent
LR ~
2 _ T T 0 3
fs = f(ms, ——i—) + awf(ms, —E—)AWS+% + O(Ams+%) . ( 2.46 )

1

: +1 Ppeut étre obtenue grice a

( 2.42 ) et, en tenant compte de ( 2.43 ), nous trouvons

Une expression analogue pour f

1 1
f:-f-l - fszs - T 2
= amf(ms+l, —) + O(Ams+1) , (247)
Am_ 1 2 2 2
S4-
2
1 1 5
1,2 2 _ T 2
5 ( fs+l + fs ) = f(ms_’__;_, —2—) + O(Ams_‘_%) . (248)

1

En écrivant Déquation (230) pour j=s, n=0 et At =1
satisfaisant ( 2.34 ), et en  udlisant (247 ), (248) et (215),
nous obtenons

1, _ .0 ~ T 3
ws+% = ws_‘_% + 1T Btw(ms+%, —;—) + O(Ams+%) . (249 )

Nous avons pour la différence centrée

w(ms+%, 1) - w(ms+1, 0)

2

= d,Ww(m,_. 1, -4) + Ot ( 2.50 )
T t S+§ 2
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que nous réécrivons grace A ( 2.34 ) et ( 2.35 ) sous la forme

0

ot - ~ T 3
w(m 1, T) = s+l +1 8IW(mS+%, —2—) + O(Ams+%) : (251)

2

Finalement, en comparant ( 2.49 ) et ( 2.51 ), nous obtenons

1, _ 3
Ws+% = w(rns+%, T) + O(Ams+%) s (252)

ce qui achéve la démonstration. n

Remarque 2.3.1.: la démonstration ci-dessus utilise de fagon essentielle

les hypothéses (232 ) et (233 ) qui impliquent que, au voisinage de
tout point m fixé, le maillage devient régulier lorsque N tend vers
Pinfini.

Si nous effectuons les mémes calculs en un point m, ou l’indice j

est fixé, nous obtenons que le schéma (229 ), (230 ) est encore
précis d’ordre 1. Ainsi, notre schéma est consistant méme au voisinage
du centre.

2.4. Une condition heuristique de stabilité dans le cas d’un maillage

non uniforme.

Dans ce paragraphe, nous justifions le choix d’une condition de
stabilité locale pour le schéma (229 ), (230 ) dans le «cas ou le
maillage ( 2.17 ), ( 2.18 ) posseéde une certaine régularité.

Notre approche est basée sur I’étude de 1’équation

atw-i-Aamw:O, (253)
c’est-a-dire de I’équation ( 2.15 ) dans laquelle nous avons posé

F(w) = Aw , ol A est une matrice constante,

H(w) = 0
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Considérons une famille de maillages de ] O, +e= [, dépendant d’un

parametre h > 0, de la forme

0= my ; < mh,l% < mh’2 < mh,2% < ..

?

satisfaisant Ia condition

_1 :
mh,j+§ = 5 (mh,j + mh,j+1) Vjiz21. (254)

Supposons qu’il existe une fonction ¢ € C° [0,400[ N C' 10,40

satisfaisant les conditions

ox)>0 Vx>0, ( 2.55a)
¢0) =0, ( 2.55b)
( 2.55¢)

et mh’j+_§ = (p(xh,j"";') VJ 21,

ol xh,j+% = jh .

Remarquons que les m, j ne sont pas univoquement déterminés par
9,

(2.54), (255)

Pour ( 2.53 ), le schéma ( 2.29 ), ( 2.30 ) s’écrit

n+1
_ n n n
wj+§ = C_I(mh’j_l_%, t)wj_% + CO(mh,j+%’ t)wj+% + Cl(mh,j+%’ t)wj+%
(2.56)
avec
1
C_q(my 1 © = [ +1 ] (2.57)
2 Amh,j Amh, j +%
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1
Cymy 410 O = -1] (2.58)
ik Ay ja1 - ATy, ol
CO(mh,j+%’ ) =1- C—l(mh,j+%’ %) - Cl(mh,j+%’ 7, (259)
ol Amh,j+% et Amh,j sont définis par ( 2.19 ), ( 2.20 ).

Soit f: [0,40o[ x ]JO,+eo[» R une fonction telle que

Amh,j+% = f(xh,j+%’ h) Vh>0ejz1, (2.60)
et supposons que
f(x,h)
lim = ¢'(x) . ( 2.61)
b0,

Soit q > O fixé. Nous lions T et h par la relation

T =gqgh. (2.62)

Nous pouvons €écrire ( 2.57 ) sous la forme
C_l((P (xh,j+%) 0 =

T A

[

T A
[ +1 ] (2.63)
T T
(p(xh,j-*-%) - (p(xh,j‘f'% - T) f(xh, i +§’ T)

Le membre de droite de cette expression, ainsi que celui des
expressions similaires que nous obtenons pour C1 et CO’ a un sens Si on
,j+% par x € 10, +oof tel que x - —;-

Soit 0< a< b. Compte tenu de la remarque précédente, nous pouvons
définir pour x € [ a,b ] et T < qa les fonctions

remplace Xp

v

0.

D_,(x0) = C_;(¢(x),7) (2.64)
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DO(x,t) =1- D_l(x,t) -~ Dl(x,t) . (2.66)
SoitT>O,telquea+—T-_<b--;r—.
q q

Pour une condition initiale u® e L2 Ja,b{ , nous considérons le

schéma défini par
1
n,_, _ n-1 T
uz(x) _kz_l D, (x,7) u, " (x + k) ( 2.67)
n n *
pour xe]a+—q—t,b-—q-1:[,et pour tT<qa e ne N tels que
nt<T.
* .
A domaiine e uc
NG - — — — — -
£ >
0 a 6 X
figure 2.2
nt 1
b-— X 3
Introduisons la notation Juf . = { I u’(x)dx ]
’ nt
q

Définition 2.4.1.

Le schéma ( 2.67 ) est stable s’il existe une constante M ne
dépendant que de a, b et T, telle que pour tout u® € L? Ja,b[ on ait

n 0
lugly e S M Juij
TinT L3a,b[

quel que soit T <qaetne Navecnt < T .
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Proposition 2.4.1.

Si ( 2.67 ) est stable,

¢’ (¢)
alors Tt £ min ————h ( 2.68)
asgcsh |7L|
pour toute valeur propre A non nulle de A.
Preuve .
Pour x € [ a,b ] soit
! ga qA
D_,(x0) = = [ v ] ( 269 )
¢’ (x) b ¢’ (x)
!aa qA
D,(x,0) = [ -1 ] (270)
¢’ (x) ¢’ (%)
DO(X,O) =1- D_l(x,O) - Dl(x,O) . (271)

Pour k=-1,0 et 1, Dk(x,O) est continue et lim Dk(x,t) = Dk(x,O)
-0 +

uniformément dans [ a,b ].

On remarque que le théoréme de Strang ( cf. [2], section 5.1
p- 93 ) a un caractere local et que sa démonstration est valable sans

modification essentielle dans la situation que nous considérons.
Nous avons donc le résultat:

si le schéma ( 2.67 ) est stable, alors ¥ ¢ € ] a,b [ le schéma

1
g = J Do) Ultx + k-;—) , (272)
k=-1

considéré dans LX(R), est stable.
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On  vérifie aisément que la matrice d’amplification ( c.f. [2],
chapitre 4 ) du schéma ( 2.72 ) est donnée par

A T A 2 T
G@s,t) =1 -~ ————— 1 sin(s g ) - ( ) a - cos(s—q—)) ,
9’ (¢) ¢’ (¢)
(273)
et que la stabilit¢ de ce schéma implique que
¢’ (c)
qs N - pour toute valeur propre A non nulle de A. (274)

Ainsi, puisque la stabilitt de ( 2.67 ) implique la stabilit¢ de
(272) pour tout ce ]ab{, la relaton (2.62) nous permet
de conclure. ]

Sans introduire une définition rigoureuse de la  stabilité, la
proposiion  2.4.1  suggére un crittre de  stabilit€ pour ( 2.29 ),
( 2.30 ), puisque, au changement de variable m = @(x) pres, les schémas
( 2.56 ) et ( 2.67 ) sont équivalents.

Pour la généralisation au cas non linéaire, on procéde formellement
de la maniére traditionnelle en remplagant A, dans [’énoncé de 1la
proposition 2.4.1, par la matrice obtenue par linéarisation du systéme
(2.15).

Dans le cas des équations ( 2.10) a ( 2.16 ), la matrice gF
w
prend la forme
r u -
0 -1 0 2 —
R
A g ' L, P
) \" CV \Y% CV \" R
A(w) = R ) (275)
up C C_u pu
- p - g g
A" CV \'% CV \'% R
i 0 0 0 0 )
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et admet les valeurs propres non nulles

1

C P
112(1+_§_)._2
Cy V

7\,1 ) (276)

Ay == Ay

Pour une condition initiale w° la relation (2.68 ) fournit le
critére suivant pour le choix du premier pas de temps:
1 (p’((P-l(mh’j_,,%) )
At* < min h, (277)
J 0 1
0 2 C pk+§ 2
max (R).1) [(1 + —&)
kK KH Cy Ve
A" k+§

ol le minimum est pris sur tous les points du maillage appartenant au
domaine de définition de la solution et ou le maximum est pris sur tous
les points du maillage compris dans un certain voisinage de myp 141 Le
Y2
choix empirique de ce voisinage dépendra de chaque application.

n+s

Au (n+l)émc pas, un critere analogue pour le choix de At 2 est
obtenu en remplagant w’ par w" dans ( 2.77 ).

Les exemples numériques présentés au paragraphe 2.5 et au

chapitre 5 montrent que ce crittre de stabilit¢é donne des résultats
satisfaisants.

Nous illustrerons ce paragraphe avec |’exemple concret suivant:

pour h >0, x20 etj=1 , posons
my ¢ = jG-Dh’ (278)

my syl = G0 (279)
X2
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o(x) = X,

et  f(x,h) = 2xh .

Avec ce choix, les relations (254 ), (255) (260) et
( 2.61 ) sont aisément vérifiées et notre critere de stabilité devient

1 jh
A2 < 2 min h, (280a)
j21 n 1
a2 C pk+§ 2
max (Rk+l) a1+ g ) =
ke, %2 Cy Vi,

ol Aj désigne un ensemble d’indices "voisins de j".

Si nous choisissons Aj = {j}] dans [I’expression ci-dessus , nous
obtenons la condition C.F.L. habituelle

Am. 1

1 j+=
A3 < min .__n_?_ , ( 2.80b )
j=21 K(wj_'__x_)

2

C !
ol AMw) = Rz((l + -E-g—) -5—]2 X
\"

Les expériences que nous avons effectuées dans le cas d’une cible
sphérique nous ont permis de faire les observations suivantes

1) dans l'expression ( 2.80b ), le minimum n’est pas pris en les

points m situés prés du centre de la cible, méme lorsqu’une forte
2

onde de pression converge vers ce point et s’y réfléchit (c.f. § 3.2).
Nous pouvons donc choisir empiriquement un indice j0 > 1 tel que la
condition
ne! A
At "2 < min =

nin ( 2.80c )
JZJOK(W”%)



.27 .-

soit équivalente a I’expression ( 2.80b ).

2) La condition de stabilit€¢ ( 2.80c ) n’est pas suffisante pour Ia
méthode que nous proposerons au § 3.1 dans le cadre du traitement de la
condition de bord ( 1.27 )

Compte tenu de ces observations et aprés différents essais nous
avons adopté avec succes, dans le cas d’une cible sphérique, la
condition

1 2j h
Atz < 0 h, ( 2.80d )
n 1
2 C Pr+lyz
max (Re,») (1 +—8) 2
kZJO 2 CV Vk+-‘-

obtenue en prenant le minimum sur les indices j > j0 seulement et en
posant Aj = jo’ - .N-1} , ob j >1 est choisi empiriquement, dans
Pexpression ( 2.80a ) .

Nous illustrerons Iimportance du choix de lindice j o dans le
contexte de I’exemple numérique présenté & la fin du § 3.2 .

2.5. Un schéma hybride.

Dans ce paragraphe, nous rappelons 2 1’aide de I’équation scalaire

Btu +C axu = (0, c constante,
le caractére oscillatoire des solutions obtenues avec le schéma de
Lax-Wendroff dans le cas d’un maillage régulier.

Toujours dans le cas scalaire et pour un maillage régulier, nous
nous inspirons de la méthode présentée par Harten et Zwas ( c.f. [3],
[4] ) et nous éliminons ces oscillations en hybridant le schéma de
Lax-Wendroff avec un schéma d’ordre 1.

Nous adaptons cette méthode d’hybridage au schéma ( 2.29 ),
(230) dans le cas du systtme ( 2.15) et d’un maillage irrégulier, et
nous I’appliquons au probléeme du choc cylindrique présenté par Ben-Artzi
et Falcovitz dans [5]. Des résultats numériques sont présentés.
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Soit ¢ # 0, et le probléme de trouver u : R X R - R telle que

atu+caxu=0 VxeRett>0, (281)
0,x<0

ux,0) = uo(x) = (282)
10, x > 0.

La solution exacte de ce probléme est donnée par

u(x,t)=u0(x-ct) VxeRett20.

At

Ax
que -1 Sp<1l.Pourje Zetne lN,soitxj=(j-l)Axettn=nAt.

Si nous remplagons mj par xj dans ( 2.17 ) a (220), le schéma
(229), (230) pour I’équation (2.81) est le schéma de
Lax-Wendroff.

Soit At >0, Ax >0 et p = ¢ ; nous supposerons par la suite

n+1 H n 2 n H n
Uj+_;_ = —5'—- (l'ﬂ.l) uj_% + (l—u) Uj+% - —2— (l-u) uj+% .. ( 2.83 )

La figuwre 2.3 montre, en pointillé, la solution de ( 2.81),
(282) pour ¢ =1 obtenue aprés cent pas du schéma ( 2.83 ) avec
2
Ax = 0.01 , et, en trait fin  interrompu, la  solution  exacte
correspondante.
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10
r
a <
0l '1 %
0 .3
figure 2.3

Des oscillations apparaissent au voisinage du choc.

Harten et Zwas ont proposé (cf. (3], [4]) la méthode dite de
I’hybridage auto-ajusté permettant d’éliminer les oscillations
numériques, telles que celles présentées précédemment, en  particulier
dans le cas des schémas d’ordre 2 pouvant é&tre mis sous forme
conservative, c’est-d-dire pour lesquels il existe une fonction h2,
appelée flux numérique, telle que 1’on puisse écrire V j

n+l At

_ _at n n o n
“j-&% = Uil (hz(“j+§ , uj+§) hz(“j+§

o). (284)
2 Ax I73

bl

L’idée de I’hybridage est la suivante:
on considére un schéma d’ordre 1 sous forme conservative

n+l At
_n n n o, n n
uj+_;_ = uj_‘_% v (hl(uj+% , “j+§) hl(uj+-;- ’ uj_%)) , (285)
et V j et n, un parametre 93.‘ e {0,1] a définir.
En posant V j € 1z
n n n n n n n
1~ 0" h, @ ; -0" ; : :
hy = 6; 1(“3+%’ uJ_%) + (1-6) h2(u3+§, uJ_%), ( 2.86)
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on définit le schéma hybride sous forme conservative

n+1 At

n n n
] = Uu. - e (h. - h) . 2.87
u]+% uj+-’2- Ax ( j+1 J) ( )

Remarque: si les 9? sont petits dans le sens " 8 = O(Ax) ", on peut

vérifier que le schéma ( 287 ) est du méme ordre que le schéma
(2.84).

Revenons au cas scalaire et supposons que le schéma d’ordre 1
( 2.85 ) préserve la monotonie dans le sens suivant ( c.f. [7] ):

Définition 2.5.1. Un schéma est dit préserver la monotonie s’il a la

propriété suivante:
n n
S’il existe 8 € {-1, 1) tel que & (“j+l -u;1)20 Vjez,

2 J=2
n+l1 n+l
alors 8 (u.,1 -u. 1)20 Vje z.
J+3 I-3

Rappelons ( cf. {7] ) qu'un schéma d’ordre 2, comme nous 1’avons
vu pour le schéma ( 2.83 ), ne préserve pas la monotonie.

La méthode de I’hybridage auto-ajusté consiste a choisir, V j, o7
en fonction de u de fagon a ce que le schéma ( 2.87 ) préserve,
partiellement au moins, la monotonie au voisinage des discontinuités, et
soit précis d’ordre 2 partout ol la solution est assez réguliére.

Le choix de maillages irréguliers ne permettant pas d’écrire le
schéma ( 229 ), ( 2.30 ) sous forme conservative, nous allons adapter
la méthode de I’hybridage auto-ajusté au cas de schémas ne pouvant pas
étre mis sous cette forme.

Dans le cas scalaire, considérons le schéma de Lax-Wendroff
( 2.83 ) et le schéma

n+l 1 , B 1 , D 1 , N
u. 1 == (IH) u, 1+ = (A=) u, 1+ = Q- v, 3. (2.88)
I3 4 =2 2 I*3 4 1+3

obtenu par deux demi-pas du schéma de Lax ([6]).

On vérifie aisément que le schéma ( 2.88 ) est précis d'ordre 1 et
préserve la monotonie.
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La figure 2.4 montre en pointillé la solution de ( 2.81 ), ( 2.82 )
pour U = 1 obtenue aprés cent pas du schéma ( 2.88 ) avec Ax = 0.01, et
2

en trait fin interrompu la solution exacte correspondante.

40

i

figure 2.4

Sans metre (283 ) et (2.88) sous forme conservative, nous
définissons le schéma hybride

n+l n+l1 n+l1

. = o0 . + (1-7 . )
uj,% J+.;_ (“34%)1 ( J+-;-)(u]+%)2 (289)
n+l n a n
ol (uj +q est la valeur obtenue a partir de u j-b UL oet ugs par
2 n+l 2 2 2
( 2.88 ), (uj +1)2 celle obtenue par ( 2.83 ), et ol
2
n n n n
) = e . ’ : 3 : ’ .
OJ% (uj_% u]+_;_ uJ+_32_) ( 2.90)

@ : R~ [0, 1] étant une fonction qui reste 3 définir.

En introduisant ( 2.88 ) et (283 ) dans ( 2.89 ), nous obtenons
le schéma
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n
n+1 1 ej+% n
upl =t fus a-w] s
72 2 2 173
n
L I
+ (1-u9Q - > ) uj+%
n
1 ej*% n
-1y [u - (1+p.)] o3 (2.91)
2 2 173
Remarque 2.5.1 : on vérifie aisément que si la fonction 0O introduite

dans la relation ( 2.90 ) est telle que

G[u(xj_%) ,u(xj +§), u(xj +_32_)] = O(Ax)

pour toute fonction u assez réguliere, alors le schéma ( 291 ) est
précis d’ordre 2.

En introduisant les quantités

n_ . n n :
. =u.,.1 - u, v
AuJ uJ_‘__;_ uj_% i

et en procédant comme dans [4], on obtient que le schéma ( 2.91)
préserve la monotonie au sens de la définition 2.5.1 si et seulement si

-

1 A+pu + ! (1-;,t2)9r.l 1 ] | Au® 1' +

L 2 4 1=3 -

[ 2 1 P NPIN | n n
- e el ] |au?] +

_ 1 1 (1_u?a? n > :
2(1u)u+4(1u)6J+%]|AuJ+1| >0 Vijez. (292)

L.

En considérant, pour j et n fixés, les cas

n _ n| _ n
'Auj-ll = lAujl =0, lAuj+1| >0
n n n _
et lAuj-ll >0, lAujl = |Auj+1| =0,
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nous déduisons de I’inégalité ( 2.92 ) que les conditions

o0 12— s |A rlI Oet Jau" .| >0
J+l T si |Au et uJ_’_1 >0, (293a)
n -2

et ©..1 2 51|Au|>0et|Au |=O, (293b )
J+§ l_u ]+1

sont nécessaires pour que ( 2.91 ) préserve la monotonie.

Lemme 2.5.1

Soite >0et,Vjez,

2u 21
lau}, | - —— lad}]
1+t j 1-p J 0
max{O, }sx lAuJ+1|+|Auj|>e
no, _ n
914% l J+1I + IAU I
0 sinon.
(294)
Alors le schéma (291 ), (294 ) est précis d’ordre 2 et 61; +1
2
satisfait les conditions ( 2.93 ) V j tel que | Au?? j +1| + IAu?I > E.
Preuve.
La reladon ( 2.94 ) implique que, V j,
n n n
20 I“J+ -ul g g -l
n Ax 2 2 2
0<86. +1 < % l - I .
] 1+t Ax 1-p Ax

Ainsi, d’aprés la remarque 2.5.1, le schéma ( 291 ) est précis
d’ordre 2.

Supposons maintenant Au? i =0 et |Au l >¢ dans (294 ). Nous
avons alors

a pall 2

6., 1 = max { 0, } 2 , et la condition ( 2.93a) est

%2 1+p 1+p

satisfaite.




- 34 -

On procéde de méme pour la condition ( 2.93b ). .

La figure 2.5 montre la solution de ( 2.81), (2.82) pour p =

N =

obtenue avec Ax = 0.01, apres cent pas

- du schéma hybride ( 2.91 ), ( 2.94 ) pour € = 0.01 ( en pointillé ),
- du schéma de Lax-Wendroff ( 2.83 ) ( en trait continu ),

et la solution exacte correspondante ( en trait fin interrompu ).

o 7

@
. AW
v ]
figure 2.5

Les  oscillations ont disparu au prix d’une  diffusion peu
importante.

Revenons au schéma ( 229 ), (230 ) dans e contexte du systéme
non linéaire ( 2.15 ) et d’un maillage irrégulier.

En nous inspirant du schéma de Lax ( cf. [6] ) et en utlisant les
notations ( 226 ) a (228 ) du paragraphe 2.2 nous définissons le
schéma

n+- —n n n n n
- - W F. - F. . - g.
I I L I = S U Il T

+ =Hj ~1~Lj (295)
Atn+- AmJ AmJ




n+1 n+i n+i N+ n+i
1 2 2 2 2
. - = . + w. F. - F.
Wiet = 5 (Ve t Wy D) A
A3 Amj%
2
n+2 n+sonds o+ n+s o
Hjal ¥ Hj 7 8e1 — 8 List * L
+ . (296)
2 Amy,1 2

2

On remarque que ce schéma correspond 4 deux demi-pas du schéma de
Lax et que ( 2.95 ) est identique a ( 2.29 ).

En procédant comme au paragraphe 2.3, on peut démontrer que le
schéma (295), (296 ) est précis d'ordre 1 dans le cadre de 1la
résolution du systeme ( 2.15 ).

n+l n+l
Notons par (wj +1 )1 V’approximation de w en (mj PRUNN
2

n+l
avec le schéma (295 ), (296 ) et par (w j 41 )2 celle obtenue avec le
2

) obtenue

schéma ( 229 ), ( 2.30 ). Comme dans le cas scalaire, nous définissons
un schéma hybride en posant

n+1 n n+l n n+l

Wj_'_% = ej+-;- (Wj-i-%)l + (1 - 9j+%)(wj+§)2 , (297)

C’est-d-dire, avec les notations du paragraphe 2.2,

n+= n n n n n
Wiz - Wy Fj+§ Fj-% - gJ.,,% -8 _% —
= Hj +Ly (298 )
A" Am; am;




n+1 j+% n+ n+§) a en ) n en Fn+5 I:m-—
W. 1 - (w + w. -(1-9..1) w. 1 .1 . - F.
i+ 2 jrl J j*+s7 Uiy - i*s ) j+1 j
1 2 Am. 1
At"T3 i+
1 1 1 1 1 1
n+- n+- n+- n+- n+- n+-
2
Of.r Hyj+Hp " g -g "t Lyj+l
a - 2)[ N - ],(2.99)
2 2 Amj_'_%

ol 6?_*_% = O(W?_%, w?+%, w}l_‘%) € [0,1] Vj, 6 érant une fonction qui
reste & définir.

Nous allons maintenant adapter les conditions ( 293 ) au cas du
schéma ( 2.98 ), ( 2.99 ) et du systeme ( 2.15 ).

D’abord, nous devons choisir une grandeur scalaire o(w) pour
remplacer u dans ( 293 ); les essais numériques montrent que G(w) = p
ou o(w) = p sont en général de bons choix.

Ensuite, remarquons que pour F(w) définie par ( 2.11), les
vitesses de propagation sont données par les valeurs propres non nulles
de la matrice jacobienne ( 2.75 ), c’est-a-dire par 7»1 = A et }»2 = -A ol

LS 2

C p

A= Aw) = Rz[(l + 8 ___]
CV \%

Enfin, remarquons que V v e ]-1, 1[ fixé, les conditions ( 2.93),

dans lesquelles on a remplacé u par o(w), sont vérifiées en méme temps
pour L = v et 4 = -V si et seulement si

2|v|
0" 12— ¥ jtel que |Aow?. )]+lacewD]| > 0
1*3 1+|v| ! 1 i+l ]

et |Ao(w?+1)| |Ao(w?)| =0.  (2100)
( 2.100 ) est la condition cherchée.

Par exemple, en posant pour € > 0, ¢ 2 2 fixés, et V j
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cv;-’+1 ||ApJ+1| lAp?ll
2 | n
si Ap |+|Ap | > €
n n j+1
erjl+l - 1+Vj+% IApJ+1I+|Apj|
2 0 sinon
( 2.101)
n+l
At 2
ob Vil = omax. gm— AW,
3T ksj-1,j,j+1 K+ 2
on vérifie que la condition ( 2.100 ) avec o(w) =p et v = vJ + est

satisfaite V j tel que lAp |+|Apn| >¢& , et que, si on remplace dans

j+l
(2101) wlr;_l par w(x, .1, ) pour k =j-1,j j+1 , ol w est assez
2 2

réguliere, alors

9J+1 = O(Am +Amj) . ( 2.102 )

~ Remarque 2.5.2: la relation ( 2.97 ) peut s’écrire sous la forme

n+l n+l1 n n+l n+l
Wial = (Wil + 9j+§[(wj+§)1 - (Wj+§)2]

et on peut démontrer que, si le maillage satisfait les hypothéses
(232),(233) du paragraphe 2.3, alors la propriéé ( 2.102 )
implique que le schéma ( 2.98 ), ( 2.99 ) est précis d’ordre 2.

Remarque 2.5.3.: Les tests numériques, tels que celui présenté a la fin

de ce paragraphe, montrent que la derniere équation de ( 2.99 ) peut
produire des approximations du rayon R qui ne sont pas strictement

monotones, c’est-a-dire qui ne vérifient pas la condition
n+l n+1
R. 1< R Y i
1=2 2
Rcmarquons que, dans une maille [mJ 1, mJ +] le volume enfermé est
2

égal au volume spécifique moyen multiplié par la masse contenue dans la
maille. En rappelant que nous considérons un secteur de un stéradian,
nous pouvons approximer cette égalit€, dans le cas de la symétrie
sphérique, par la relation
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n+l 3 n+l 3

(RJ+’) (Rj—%) | o+l n+1
- == (V.1 +V. 1) Am. . 2.103

3 3 2( LR 2) J ( )

n+1 n+1
Si R1 1 est connu, cette relation permet de calculer R i 1 Viji>l

2 2
n+1

Le calcul de R;1  sera discuté dans le cadre du traitement des
2
conditions au centre (§ 3.2).

Les résultats obtenus en remplagant la derniére équation de
( 299 ) par I'égalité ( 2.103 ) sont satisfaisants.

Compte tenu de la remarque 2.5.3, nous considererons par la suite
le schéma

wits w8 R - Fl g -8
+ 2 2 -yt 2 2+ LY (2104)
J i )
1 ’
AtDts Amj Amj
2
n
n+l1 93+- n-i-l n+-;-
j+L - (VJ+1 * V9 (1-65, 1)V
2
1 -
a3
1 1 1
N+ 5 N n+s o N+-
n 2 2 2
Oisl RyD7u, ] - Ry Dy
(1- ) =0, ( 2.105 )
2 Am. 1
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n
n+l ej+% ( n+% n+§ LN n
L1 = — (u, + u. - (1-8. .
Uiel m o Wy oy ) - (505, Duyd
1
At
1 1 1 1
n+= n+- n+- n+=
n 2.2 2 2.2 2
2 Am, 1
I+
1 1 1 1
n+- n+- n+- n+=
n 2 2 2 2.2
(1- ) . , ( 2.106 )
2 2 Am, 1
L
n
n+l 9j+% n+l  n+s noen
At“*% ’
1 1 1 1 1 1
N+~ n+=- n+- n+= n+- n+-
n 2.2 2 2 2,2 2 2
Oj+k  (RyD" Pyyy a1 - Ry D7 p5 Ty
(1- =0, (2107)
2 Amj+l
2
n+l 3 n+l1 3
(Rj+%) - (Rj-%) L . n+l n+1
== (Vi 1+ V. 1) Am, . ( 2.108 )
3 2 % J=3 J

La fin de ce paragraphe est consacrée 2 un exemple.

Dans [5], Ben-Artzi et Falcovitz proposent un schéma d’ordre 2,
basé sur la résolution d’un probleme de Riemann généralisé, pour 1’étude
du mouvement d’un fluide s’écoulant & travers une section variable.

Ils présentent les résultats obtenus avec ce schéma dans le
contexte du probléme test suivant:

considérons un gaz compressible et non-visqueux, caractéris€é par
I’équation d’état
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pV = (-DE-1d) oby =14, ( 2.109 )
2

initialement au repos. :

Un diaphragme cylindrique de rayon R = 100 sépare l’espace occupé
par le gaz en deux domaines; a UI'intérieur du diaphragme, la densité et
la pression sont uniformément égales A 1, alors qu’d Dextérieur, ces
deux grandeurs sont uniformément égales A 4 (figure 2.6).

Pebe4

figure 2.6.

Au temps t = 0, le diaphragme est supprimé.

Les figures 2.8 a 2.11 présentent, pour différentes valeurs de t,
la densit€ en fonction de R obtenue par Ben-Artzi et Falcovitzz la
discontinuité initiale (figure 2.7) se décompose en un choc suivi d’une
discontinuité de contact convergeant tous deux vers le centre du
cylindre, et une onde de détente s’éloignant dans la direction opposée
(figure 2.8). Au temps t =58, le choc a été réfléchi par l'axe du
cylindre (figure 2.9), se dirige vers la discontinuité de contact qui
converge toujours vers le centre (figure 2.10), et rencontre cette
derniére au temps t = 90 (figure 2.11).

Dans le cadre de ce probleéme, avec les notations du paragraphe 2.1,
le mouvement du fluide en symétrie cylindrique est décrit par le systéme

(215)

8tw + 0 FW) = H(w) o nEW) + L(w) ,
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on w=(V,u E, R)T.

Fw) = R (-u, p, pu, 0)%,

Hw) = (0, p, 0, 0)7,
gw) =R ,
L(w) = (0, 0, 0, u),

et ou m est donné par la relation

by
m = | yp,(y)dy
0

analogue a D’expression ( 1.3 ) introduite au paragraphe 1.2 dans le cas
de la symétrie sphérique.

L’équation d’état est donnée par ( 2.109 ).

Nous avons traité ce probleme avec le schéma ( 2.104 ) a ( 2.108 )

que nous avons adapté au cas de la symétrie cylindrique en remplagant

1 1 1 1
n+= n+- += n+-
2.2 2.2 n

les quantités (Rj +1) et (Rj ) par Rj _& et Rj 2 dans les relations

(2105) a (2107 ), e¢ en remplagant le membre de gauche de

n+1 n+l
®R;,07 - ®;_»*
I’équation ( 2.108 ) par 2 2

2

Nous avons choisi pour le paramétre d’hybridage 6 1’expression

3§ g 200
(2101 ) avec € = 107 et ¢ = Jdo
8 sinon

pour le maillage les relations ( 278 ), (279 ) avec h = 0.638, et
pour la condition de stabilit¢ 1’expression ( 2.80a ) ou le maximum a
été pris sur tous les k tels que | j-kl < 10.
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Au centre du cylindre, le problime a ét¢ traité selon la méthode
présentée au paragraphe 3.2, et le domaine de calcul a été choisi assez
grand pour que la solution reste constante au voisinage du bord pendant
tout l’intervalle de temps considéré.

Les figures 2.12 a 2.15 montrent la densit¢ en fonction du rayon R
obtenue avec cette méthode pour les instants correspondant aux résultats
des figures 2.8 a 2.11.

40

o R 200

figure 2.7 {0
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A0 40
§ ¥
0 R 20 O R 200
figure 2.8 t= 54 figure 2.12
40 /0
f (4
'0 R 200 © R 200
figure 2.9 £=53 figure 2.13




40 10

: R 200
0 R 20 0
figure 2.10 £=70 | figure 2.14
A0 ©
S $

0 R 200 © R 200

figure 2.11 é= 90 figure 2.15

On remarque que notre méthode est plus diffusive que le schéma
sophistiqué de Ben-Artzi et Falcovitz, et que linteraction du choc et
de la discontinuit¢ de contact ( figures 2.11 et 2.15 ) est légérement
déphasée dans le temps ( cette interaction a liew pour t = 94 avec notre

schéma ).
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Toutefois, I’accord entre les résultats obtenus avec ces deux
méthodes est satisfaisant.
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3. TRAITEMENT NUMERIQUE DES CONDITIONS AUX LIMITES.

3.1. La condition de bord.

Au paragraphe 1.5 , nous avons introduit [Dintervalle [ Om ]
parcouru par la variable m, et la condition de bord ( 1.27 )

pmt) =h(t)y V>0, (31)
ou h est une fonction positive donnée.

Le présent paragraphe est consacré au traittement numérique de la
condition ( 3.1 ) dans le cadre de la résolution du systtme ( 2.15),
( 2.16 ) avec le schéma ( 2.104 ) a ( 2.108 ).

Considérons, pour N e N fixé, une subdivision de Iintervalle
[Om ] et un maillage temporel satisfaisant les relations ( 2.17 ) 2
(220 ) et (223 )a(225).

n

Soit n un entier positif fixé et supposons les quantitdés w, 3 ,
R el :
w_ 1 et At 2 connues.
N-2

Nous proposons ci-dessous une méthode, basée sur le “splitting" du
systtme ( 2.15 ) réécrit sous une forme appropriée et sur le schéma de
Godunov pour les systtmes de lois de conservation linéaires, pour

n+l n+l
déterminer une approximation w, 1 de w(mg 1t ), en tenant compte de
2 2
la condition ( 3.1 ) (c.f. figure 3.1).
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n+q
We-k ) ¢
n+s
PRE)=AE) \ g

" n

Wu-3 Wyeg Pl

r ) 7% I
mN-Z '"‘,,_, ‘"tN: m

figure 3.1

Réécrivons les équations ( 2.5 ) & ( 2.9 ) sous la forme

9,V - R9_u = uw_(R), (32)
du +RD p=0, (33)
dE + R%_(pu) = - pud R’ , (34)
dR =u, (3.5)
p=—z—\g;%(E-§u’). (36)

Remarque 3.1.1.

Au paragraphe 1.2, nous avons relié la variable eulérienne R et la
variable lagrangienne r par le changement de variables

R = &@Y (37)
tel que
r = &r,0) Vi, ‘ (38)

puis nous avons introduit la variable
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. ,

m = m() = f y°p(y,0)dy (39)
0

ou p désigne la densité en coordonnée de Lagrange r.

Soit p la densité en coordonnée d’Euler :

PEmY, 1) = p,t) . (3.10)

La conservation de la masse et les reladons (3.7) a (3.10)
impliquent que , V t et r positifs,

é(l"o) g(f,t)
m) = [ ¥ B0y = [ ¥ Bondy . (3.11)
0 0

En dérivant cette derniere égalit€é par rapport 4 r nous obtenons,
grice 4 ( 3.10 ), la relation

r*p(r,0)
& (r, t)p(r,t)

ALY = (3.12)

Si nous considérons R comme fonction de m et de t, les relations
(37)(39) et (3.12) impliquent que

3 Ry = dE@y 4L = Fimt) (3.13)
dm RZ(m,)

La remarque 3.1.1 nous permet d’écrire les équations ( 3.2) a
( 3.6 ) sous la forme

3,V - Rzamu =2V % , ( 3.14)

du + R p=0, (3.15)

OE + R%_(pu) = -2pV % , ( 3.16 )

OR =u, (3.17)
C_1

p=—2 _E-1uh. ( 3.18)
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1. n
Nous considérons ce systtme pour m € ]mN_Z,mN] et t2t, et nous
nous proposons d’approximer sa solution pour la condition initiale

n
WN-% » m € Jmy_omy gl

w(m,th) = ( 3.19)

n
wN__;_ , m € [mN_l,mN]

ol w est défimi par ( 2.10 ), et pour la condition de bord ( 3.1 ).

Nous procédons en deux étapes ( méthode du splitting ).

Tout d’abord, nous considérons le systtme avec second membre et
sans "flux" :

) v ( 3.20)
R
du=0, (321)
dE = -2pV = , (322)
IR =u, (323)
C._1
p=—§—(E-lu2), (3.24)
Cy V 2

avec la condition initiale ( 3.19 ).

Pour m fixé dans ]mN_z,mN], le systtme ( 3.20 ) a (323 ) est un
systtme d’équations  différentielles ordinaires du premier ordre. On

vérifie aisément que sa solution, pour la condition initiale ( 3.19 ),
est donnée par

Uyl 2
Yy = VI, [ 1+ @t —2 ] , (325)

2 n
R .1

k+-

2

u(m,t) = uﬂ_._l , ( 3.26)
2



ou

(v, 1 (e, 1)’ Uk+s

Bmy = —2— + [ED,; - — ] [ 1+ (@) —2
2 2 RD

K+

Rmy) = Rﬁ +§ + (t-th ul': +% ,

N-2 sim € ]mN_z,mN_l[
k = ’
N-1sime [m_,m]

Nous considérons ensuite le systtme sans second membre

2
atv - Ramu 0,

2
atu+Ramp 0,

2 -
3tE + Ram(pu) =0,

atR=0,
C_, 1

p=—L _—E-1u),
CVV 2

avec la condition initiale

ol W est

wmt™ = #(m*) v me Im_,mJ],

condition de bord ( 3.1 )

pmH = h@ V>,

n+l

donnée par les relations ( 3.25) a ( 3.29),

(327)

(328)

(329)

(3.30)

(331)

(332)

(333)

(334)

(335)

avec la

(3.36)

La quantit¢ R__1 sera obtenue par I’équaton ( 2.108 ), introduite
2

par la remarque 2.5.3. Nous omettrons donc 1’équation ( 3.33 ) par la

suite.
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Soit
o= uET,
®(®) = (<u, p, pu)’,

et la matrice

S o
o P C
AR® =R (@) =R* | - = - _&
0w \' Cy
P C
[V Cy

Avec ces notations,
forme

ato) + A(R,m)9 m® = 0.

Afin de placer dans le cas des

conservation linéaires, nous introduisons les quantités

nous

+1
VN_% = V(mN_%,tn )

1= u(m 1 Rt

2

TR
]
oo ]
)
}
0
:-’b
+
[
N

le systme (3.30) a (3.32)

(3.37)

(338)

(339)

s’écrit sous la

(340)

systtmes de lois de

(341)

(342)

(343)

(3.44)

(345)



- T
@1 = (VN_%, U1, EN__ ),
A = AR 1,0 1)

N-=< N-3" N-3

et nous approchons ( 3.40 ) par le systetme linéaire:

atco + AN__% amo) =0.

La matrice A1 admet les valeurs propres
2

A o= ‘RN_l A
c Pyl 5
N-= 12
ot x=[(1+-—g-) 2] ,
CV N-1

Ay = A,

et les vecteurs propres correspondants

V1 = (1, A, )\.ﬁN_l - 5 _% )T,
C
vy =0 Y§ 1),
C
g
vg= (L, -A A1 - D _% )T

Avec ces notations, soit IKN_ 1 | 1a matrice telle que
2

IKN_1| Vi = ““kl v pourk =1,23.
2

Nous avons

( 3.46 )

(347)

(348)

(349)

(3.50)
( 351 )

(352)

(353)

(3.54)

(3.55)

(3.56)



e Cg Ty cg
AV Cy A V1 Cy A V 1
2
A 1l =R 1 0 A 0
2
o~ 2 ~ ~
pN_% 3 Cg Py.1 Cg pN_%
- “N-l[l - ] 2
2
AV Cy A V.1 Cy A ¥ 1
L 2 2 2 ]
( 3.57)

En nous inspirant de (8], nous introduisons un état fictf G'JN 1o
2

pourt=tnetm>mN.

énd
~ ~ -~
w ”_%, SR L &S, ¢ é"'
mﬁ/—f m'/y
figure 3.2
Dans le contexte illusté par la figure 3.2 , supposons la

condition C.F.L.
2 1
R,.12 Az < Am_ 1
2 2
satisfaite.

Le schéma de Godunov obtenu en considérant les solutions des
problémes de Riemann pour I'équation ( 3.48 ) en m = m _q, etenm=m.,
et en intégrant cette équation sur le rectangle [mN_l,mN] X [tn,tn+1]
(c.f. [9]) , fournit la relation
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n+1 AL"H; _ -
W, 1=0 1- (® -0 3)
N=2 N=3 2AmN_ Nz N N=
1
ST gl G- 26, 58
+ 1] (@, 1 -20 1+0 3). (358)
2am_ 1 V3 N+ N3 "2
Ne-=
2
3
Soit a;, a, €t a3 € R tels que O)N_*_% - Q1 =) a v . On véifie
=1
aisément que la relation ( 3.58 ) est équivalente a
n+i n+-
n+l At 2 x 1 D@ - At7 2 \
O 1=0 1-———(A 1+/A_ 1])(®, 1 -0 3)- aAv,,
N=3 N3 2am_ 1 Yz N7 N=3 N=3 Am_ 1 P11
N-3 N=-=
(3.59)
n+l - _
ce qui implique que W, 1 ne dépend que de ®.3 O 1 et a. I1 reste
2 2 2

donc a déterminer a;.

Nous remarquons que a, ne dépend que de ﬁ')N_ 1 et de la pression p
2

régnant dans le secteur Q défini par (c.f. figure 3.3):

m-mN n
Q={(m,t)/x1< <0,t>t}. ( 3.60 )
t

En effet, pour m <m_ et ¢t > t®, la solution du probléme de Riemann
défini par les relations

-~ _ n
E)tco+AN_%amm-O,me|R,t>t, (361)

®._1,m<m

o(m,t?) = 2 ( 3.62)
CON+% ,m > mN ,

est donnée par ( c.f. [9] )

o e ML A kA e



w(m,t) = 2 ¢ ( 3.63)

figure 3.3

La pression p associée 3 @ = ( _\7, u, E ) est donnée par ( cf.
équation ( 3.34 ))

—_ C —_
pV=--=_8E-1%). (3.64)
CV 2

En introduisant la relation ( 3.63 )

0= (:)N_I% +av, ( 3.65)

dans ( 3.64 ), nous obtenons la relation

C

V. 1 2 ¥ (VN-l)2 -

) 2 N-2 C 2 P
aj + — n,.1a - —E (1-——)=0, (366)

C 2 C ~

1+ & 1+ & pN-%
Cy Cv
Cy P
o M 1= (1 —). ( 3.67)
2 C. p.1
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En considérant p comme connue, ( 3.66 ) définit une équation
quadratique pour a, dont la seule solution admissible est donnée par

1
VN' % 2 Cy P 2
ap = - —— | et - [mhr s 200 Yon- =) | (368)
C 2 2 ~
1+ & g Pyl
C 2
v

En effet, l'aure solution conduit a wun volume spécifique V
négatif.

Les développements qui précédent suggeérent la méthode suivante pour
n+l

le calcul de w,_1 dans le contexte introduit au début de ce paragraphe
2

et illustré par la figure 3.1 :

i) Calculer la solution du systtme (3.19) a (324) en m = m 3 et
2

m, 1 etent=t"" (cf équations (325 ) 2:(329)) :
2

pour k = N-2 et N-1, soit

n
n n+d uk’% :
Ve i = Vi ( 1+ AT ] , (3.69)
2 2 n
Rk+§
~ n
u, .1 =Uu,, 1, (370)
k"'; k+-£
C
28
(WP, 1)’ (ufy )* | el Sy
B 1= 2+ |EP - 2 1+ A 2 (371)
k+3 2 k+3 2 n ’
Rk+%
1
Rk+% = RE_*-% + AT, (372)
2
~1(Vl§1E1)T ( 3.73
O)k‘l"-z- = k+a’ k+5’ k+5 ’ : )

et soit



o1 . ( 3.74 )

ii)  Approcher ensuite la solution du systtme ( 3.30) a ( 3.36)

en imposant, dans le secteur Q défini par la relation ( 3.60 ), la
1

pression p donnée par la condition de bord ( 3.1 ) a I'instant itz R
n+:
p=h+ 83, ( 3.75)
2

et en calculant les quantités

ay (équations ( 3.67 ), ( 3.68 ))
KN_% , (équations ( 3.39 ), ( 3.47 ))
A, (équation ( 3.50 ))
?\.1 , (équation ( 3.49 ))
vy (équation ( 3.53 ))
IKN_%I , (équation ( 3.57 ))
n+l
et @ % . (équation ( 3.59 ))

n+l
Le rayon RN_ 1 est donné par I’équation ( 2.108 ) .
2

A ttre d’exemple considérons, dans le cas d’une cible sphérique,
le systtme (2.15), (216) pour t>0, me [ 0@ ] avec m = 10 kg,

pour les constantes

C_= 3324 ,
g kg°K
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3
Cy =2 C_ = 4986 ,
Vo278 kg’K

et pour la condition initiale

1 m’
Vim,0) = — —,
kg

u(m,0) = 0 % ,

pm0) = 9912180 X vm.
m

Avec ces données, la cible a un rayon initial égal a 107 m (cf.
équation ( 1.24 )).

Au bord, nous imposons la condition ( 3.1 ), p( m,t) = h(t), avec

1
: 5
mini6 Vg, 1<,

t )2
h(t) = L- ;]“ (376 )
5
10 P, 2t

A,

ob p, st la opression initiale égale A 9.972 10° -112- et ou
m
t, = 13466 107 s .

Nous avons traité ce probléme avec le schéma ( 2.104 ) a ( 2.108 )
pour le maillage (278 ), (279 ) ol h =4.5510"% (N =70), et pour
une expression du parametre d’hybridage O qui sera discutée au
chapitre 5.

Le taitement du problkme au centre de la cible ainsi que la
condition de stabilitt que nous avons utilisée seront présentés au
paragraphe suivant.

Pour la condition de bord, nous avons procédé selon le schéma
présenté ci-dessus.

Les résultats numériques montrent que ce traitement de la condition
de bord peut brusquement conduire A une pression négative lorsque une
forte onde de pression se propage du centre de la cible vers !’extérieur
et atteint sa frontiére.

La figure 3.4 oprésente, en fonction du temps, la pression en
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m=m 1 obtenue avec notre méthode (en pointillé), et Ia pression
2

imposée en m = m, par les relatons ( 3.1 ) et ( 3.76 ) (en tait fin
continu).

“%w N
€5 0 3

0
134.1 1025 € 137.546%
figure 3.4

A Vlinstant t = 136.67 107 s, la pression devient négative et les
calculs sont interrompus.

Pour remédier au problime de la pression négative, nous
introduisons deux modifications.

a) Dans le contexte illuswé par la figure 3.1, nous résolvons comme
au point i) le systtme ( 3.19) & (324 ) . Nous résolvons ensuite le
systétme ( 3.30 ) & ( 3.36 ) de maniére itérative :
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a+l o
soit (@ _ % ) =0 1.

A la k™ itration, nous considérons la matrice définie par (c.f.
équation ( 3.39 ))

~k-1 .
+@c 1) ) (377)

et nous reprenons le procédé €tabli par les équations (348 ) 2
(368) (cf point 1ii)) dans Ilesquelles nous avons remplacé la
k-1

matrice A 1 par la matrice A1 .
2

2 n+l k

Nous obtenons ainsi la quantité¢ (@ __1 ) , et nous posons
2

n+l n+l k
@ 1=(, 1) ' (3.78)
N-2 N-3

des que

n+l k n+l k-1
I (O)N-% ) - (G)N-% ) I

<d, (3.79)
n+l k

| @)

ou Hwk désigne la norme euclidienne de ® et ol & est un nombre positif
choisi empiriquement.

b) Pour réduire 1la taille des mailles au voisinage du bord, nous
modifions la grille en posant:

m =0, ( 3.80)

Amj+l=2jh2,15jSJ, ( 3.81)
2

Am 1 = 22J-ph? , J < j < N-1, (3.82)
2

ou lindice J < N-1 est choisi empiriquement; les valeurs de m. et de
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mj +1 sont alors déterminées par les relations ( 2.18 ) et ( 2.19 ) .
2

Remarquons que ce maillage est symétrique par rapport au point my, 1
2

et qu’'il est identique au maillage ( 2.78 ), ( 2.79 ) dans [Iintervalle
[Omy ] -

La figure 3.5 montre le résultat analogue a4 celui de la figure 3.4
obtenu avec le maillage ( 380 ) a ( 3.82 ) pour h = 496 10°¢ et 7 =50
(N =70), dans le cas de la conditon de bord ( 3.1 ) traitée avec la
méthode  itérative  présentée  ci-dessus pour J = 10°%. La figure 3.6
montre , au cours du temps, le nombre d’itérations requis pour vérifier
la condition ( 3.79 ) .

Nous remarquons que linteraction de ['onde de pression venue du
centre avec la frontiere est traitée de fagon satisfaisante.
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13%.¢4 40 s

figure 3.5

137.5 406" %



¢ | iterations

- -3
1344 40> s ¢ 137.540 s

figure 3.6

Remarque 3.1.2.
Une autre variante de la méthode présentée dans ce paragraphe peut

étre obtenue en considérant R comme constant dans le systtme ( 3.30 ) A
( 3.36 ), par exemple en posant R = EN_ 1 , et en utilisant le schéma de
2

Godunov pour les systtmes de lois de conservaton non linéaires (cf.
[9], [10})) dans la maille [mN_l,mN] .

Dans ce cas également, la donnée de la pression p le long de la
droite m = m_ suffit & déterminer la solution.

Les développements algébriques nécessaires 2 la mise en oeuvre de
cette variantc sont compliqués et nous avons choisi de ne pas les

présenter dans ce travail.



- 65 -

3.2 Conditions aux limites au centre de la cible.

Dans ce paragraphe, nous complétons le schéma ( 2.104 ) a ( 2.108 )
par un procédé pour le calcul de la solution au centwe d’une cible
sphérique, en nous inspirant de la méthode proposée par Chorin dans [11]
et appliquée avec succes par Sod, dans [12], au <cas d’un choc
cylindrique en coordonnées eulériennes.

Considérons, pour N e€ N fixé, une subdivision de [!intervalle
[ Oom ] satisfaisant les relations ( 2.17 ) a ( 2.20).

1
Soit n un entier positif fixé, et supposons les quantités AYE et
n

wj 41 »pour j 2 1, connues.

2

,.;g ["n-o.{

+3 ned
: n
} -
m m
m{=0 4%- mz 2%.
figure 3.7

Tout d’abord, nous calculons 2 Paide de I’équation ( 2.104 ) les

n+l

quantités Wi 2 vy j22

Nous procédons ensuite de fagon 2 obtenir, entre les instants t° et
tm'l, une réflexion des ondes sur la surface sphérique m = m,1. Pour ce
2

1

faire, nous supposons que, a l’instant t = 2 , le mouvement du fluide

est symétrique par rapport 2 m = m1 o, c’est a dire que (cf.
2

figure 3.7)
1 1
n+- n+=
2 _ 2
Vit=Vy
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n+% n+i

up C=-uy t, ( 3.83)
I

E, " =E

Au § 1.5, nous avons supposé le centre de la cible immobile (c.f.
équation 1.25), et nous posons V n :

n+§
R, “=0. (3.84)

Les équations ( 2.105) a (2107 ) nous permettent alors de

n+l  n+l n+1
calculer les quantités Vj+% , uj_'_% et Ej+% Vizl
n+1

Il nous reste a calculer le rayon Rj JHoVizl
2

A cet effet, nous supposons que le volume spécifique du fluide
contenu dans la petite boule de masse m;1 située au centre de la cible

n+1
est uniformément €gal a V1 1

2
de cette pette boule, la relation

; cette approximation donne, pour le rayon

n+l 3
Ry1) a4l
= my1 Vy1 (385)
3 2 2 "

Les équadons ( 3.85) et (2108 ) permettent alors de

calculer
n+l
les valeurs de Rj+1 Vjia1l.
2
A titre d’illustration, considérons l’exemple de 1la cible sphérique

présenté a la fin du paragraphe précédent.

Nous avons trait€é ce probléme avec le schéma (2104 ) a (2.108)

pour le maillage (3.80) a (382) ot h=4910"° e J =50
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(N = 70), et pour une expression du parameétre d’hybridage © qui sera
discutée au chapitre 5.
Pour la condition de stabilit4¥ nous avons choisi 1’expression

(280d ) avec jo = 20 (seuls les points mj 4+ 2 mj 1= 0.1 m sont pris
2 02

en compte: c.f. §2.4 ).
Au centre, nous avons appliqué la méthode présentée ci-dessus.
Au bord, nous avons utilis¢é la méthode itérative présentée au § 3.1

avec 8 = 107,

La figure 3.8 montre, en fonction de la variable m, le profil de 1Ia
pression obtenue avec notre schéma, & différents instants. L’onde de
pression générée par la condition de bord ( 3.1 ), (376 ) s’approche
du centre de la cible (t =136 107%s); elle est réfléchie en ce point
(t=1362 10°% a 1364 107%), et rtepart vers le bord
(t = 136.5 107s).

La figure 3.9 montre, en fonction du temps, les pressions obtenues
en m = m, % (en pointillé) et en m = my;_ % (en trait fin continu). Ces
résultats seront interprétés au chapitre 5.

AP (SRS
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136.5 45°s
1364 4038
136.3 40°s
13¢.2 <0 s
13€.0 40" %

N

figure 3.8
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¢ 10 —
p :
134.4 4525 £ 132540 S

figure 3.9

Les résultats présentés ci-dessus ont nécessité 5630 pas de temps.
Les mémes calculs effectués avec jo =6 (mj +1 =001 m ), les
0 2

autres parameétres étant inchangés, ont nécessité 18901

pas de temps
(cf. § 24).

A titre de comparaison, la figure 3.10 montre, en fonction du

temps, les pressions en m = m, 1 obtenues avec j0 = 20 (en pointllé) et
2

Jjp =6 (en mait fin continu). On remarque que la solution obtenue avec
un grand nombre de pas de temps est plus diffusée.

La figure 3.11 montre, en fonction de la variable m, les profils de
la pression 2 Ilinstant t = 136.5 107% (onde a été réfléchie) obtenus
avec j0 = 20 (en pointillé noir) et avec j0 = 6 (en pointillé blanc).

Remarquons qu’il faut environ 136 10™°s A I’onde de pression générée par
la condition de bord ( 3.1),

(376 ) pour atteindre le centre de la

R T T X
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cible, alors que, aprés sa réflexion en ce point, il lui suffit de
04 10° pour rejoindre le bord (c.f. chapitre 5). Cette grande
différence de vitesse de propagation explique I’important déphasage qui
apparait entre les deux solutions de la figure 3.11 .

“< N
€l T

/3% 4 45 s figure 3.10



. -71 -

4 A0 —=

m?*

0 m Ao ?,éc?

Remarque 3.2.1.

Une variante simplifiée de cette méthode peut é&tre obtenue en
procédant comme suit:
pour un indice L choisi empiriquement et fixé, nous immobilisons la

k 0
surface m = my +% en posant RL _,% = RL +% V k, et nous réﬂéchlssons les
ondes sur cette surface comme nous 1’avons fait précédemment sur la

surface m = m,1 . Les points du maillage m.
2

1 avec j < L sont ignorés.
i3 e
2

Les résultats présentés au § 25 dans le cas de la symétrie
cylindrique ont ét€ obtenus avec cette variante, pour L = 2 .

Toutefois, dans le contexte de 1la fusion par confinement inertiel
qui motive notre travail, la compression du centre de la cible est

PR S SREE- A
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particulierement importante et nous préférons la méthode plus précise
présentée au début de ce paragraphe.
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4. LE CAS DU GAZ CONDUCTEUR DE LA CHALEUR.

Au chapitre 1, nous avons motivé notre travail par 1'étude d’un gaz
ionisé et conducteur de la chaleur, satisfaisant les équations (c.f.
(119)a(123))

oV -3 (Rlw) =0, (4.1)
du + am(Rzp) = pam(Rz) : (42)
2C,A,T + po,V = 9_(R’KIpT) + S, (43)
dR =u, (44)
PV = 2C,T, (45)

ou 9 (R’KIpT) est le terme de diffusion thermique.

Ci-dessus, le coefficient de conductivit¢ thermique K est considéré
comme une fonction des quantités V, T et BRT , comme ce sera le cas dans
les exemples numériques présentés a la fin de ce chapitre et au chapitre
suivant.

Des conditions aux limites viennent compléter ces  équations
cf. §15).

Aux chapitres 2 et 3 nous avons traité le systtme (4.1) a (45)
sans le terme de diffusion thermique am(RzKBRT) .

Dans [13] et [14], des équations de la chaleur du méme type que
(43 ) sont étudiées dans le cas eculérien, et des résultats numériques
trés satisfaisants sont obtenus avec une méthode basée sur la méthode
d’Euler implicite.

Dans ce chapitre, nous nous basons sur ce qui précéde pour traiter
le systtme avec diffusion thermique en deux étapes (méthode du
"splitting") :

3 chaque pas de temps, nous traitons d’abord le systtme sans
diffusion thermique a l'aide des méthodes présentées aux chapitres 2 et
3, puis nous effectuons, sur 1la solution ainsi obtenue, un pas de
diffusion avec la méthode présentée dans ce chapitre. '
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Séparons tout d’abord la partie hydrodynamique et la  partie
diffusive.
Au § 2.1, nous avons introduit I’énergie totale

12

E=2CVT + iu . (46)
A T'aide de ( 4.1 ) et ( 4.2 ) nous obtenons la relation
2C3,T + po,V = E + d_(R’pu) . (47)
Le systtme ( 4.1 ) a ( 4.5 ) peut donc s’écrire sous la forme
2 —-—
atv - am(R u) =0, ' (48)
2.\ _ 2
atu+am(Rp)-pam(R), (49)
2\ _ 2
atE + 0 m(R pu) = am(R KaRT) , (410)
atR =u, (4.11)
C
p=-tLlE-ly, (4.12)
CV A% 2
_ 12
E = ZCVT + <u (4.13)
2
que nous séparons en les deux systémes
2 -—
oV -9 (Ru) =0, (414 )
du + 3 _(R’p) = po_(R?) , ( 4.15)
2 —
atE+am(Rpu)-0, (4.16)
atR =u, (4.17)
C
p=-8LlE-1lp, (4.18)
v \" 2

et
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V=0, (4.19)
du=0, (420)
9E = am(RzKBRT) , (4.21)
dR =0, (422)
E = 2C,T + 12
= 2CT + ~u” . (423)
2

Le systtme (4.14) a (418) , complété par les conditions aux
limites ( 124 ) et (127 ) , est la “partie hydrodynamique” que nous
avons traitée aux chapitres 2 et 3.

Nous désignerons par ‘“partie diffusive” le systtme (4.19) 2
( 4.23 ) complété par les conditions aux limites ( 1.26 ) et ( 1.28 ) :

amT(O,t) =0 Vt>0, (424)

BmT(E,t). =0 Vt>0. (425)

Nous sommes maintenant & méme de traiter numériquement le systtme
(41) a (45) par la méthode du "splitting".

Considérons, pour N e N fixé, une subdivision de [Iintervalle

[O0m] et un maillage temporel satisfaisant les relatons ( 2.17 ) a
(220 ) et (223)2(225).

meq

i *5 o 3
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Soit n > 0 fixé et supposons connues, au n+1éme

1 n

quantités A2 et wj_,_g , pour j=1,..,N-1 , ot w est défini par
2

pas de temps, les

la relation ( 2.10 ) .

Nous traitons tout d’abord la partie hydrodynamique pour la
condition initiale

n

wm,th) = w L,m<m<m,,,j=1,. Nl ( 4.26)

j*3 7 J
4 l'aide des méthodes présentées aux chapitres 2 et 3, et nous désignons
n

par w i+ 1 'approximation ainsi obtenue au point (
2

n+l1
mj+%, t ).

n+1 de

Nous approximons ensuite la solution au temps t la partie
diffusive pour la condition initiale
n n .
w(m,t)=wj+%,mj$m<mj+l,_|=l,...,N—l (427)

selon la méthode présentée ci-dessous.

Pour chaque j, les équations (419) , (420) e (422)
donnent, pour les quantités V, u et R, les relations

n+l1 n
Vj+%=vj+%’ ( 428 )
n+l n
“j+l = uj+1 (429)
2 2
et
n+l n
Rj+%=Rj+%’ (4.30)

n+l
et il nous reste & déterminer les quantités E j 41
2
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A cet effet, nous approximons le terme RzKaRT au  point

(mj* ,tn+1) , ol m,, = 1 (m 1+ m, 1) par la quantité
2

i
(R’K9 T)“+1 = R )“*1 K(V‘J‘Il, A T "o aR'r“+1 : ( 431a)
n+l1 n+l
ot (R )“+1 ! [(R D+ R 1)] ( 431b )
2
1 n+l
n+l _ 1 n+
vist =2 [v”; + VJ_;] ( 431¢)
T§*=1[TI.11+TI.11], (431d)
o2 Uy
n n
3T RiBE ( 431e )
.y = J1€
R™j* n+l n+l
R. 1 -R. 1
AT A
et
n+1 n+l
T. .1 -T. 1
j+x T Nj-2
<'9RT‘J.",:1 =2 2 ( 431f )
n+l n+l1
R.. 1 -R. 1
LAFTE A

Nous approximons alors le second membre de !’équation ( 4.21 ) au

point (mj +b tn+1) par V’expression
2

n+l n+l
5 - n+l (R KBRT)(J+1) (R KaRT)
(RKdpT).,1 = . (432)
m RV j+=
2 Aqul_1 + Amj

On peut démontrer que cette approximation est précise d’ordre 1 .

En utilisant les relations ( 420 ) et ( 423 ) , nous éliminons la
variable E de I'équation ( 4.21 ) en la réécrivant sous la forme

atT=-——a(RKa T, (433)
2CV
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que nous discrétisons au moyen de la formule d’Euler implicite :

n+1 n
Tj+% - Tj+% 1 , n+l1
= 0_(RKI,T). .1 . ( 4.34)
1 2C, ™ R I+
Atn-&-; A"

Nous reviendrons a la variable E & l'aide de la relation ( 4.23)
aprés avoir résolu I’équation ( 4.34 ) .

Remarquons que I1’équation (434 ) n’a un sens que pour
j=2,.,N-2.

Remarque 4.1.: L’expression ( 4.34 ) est en fait une formule d’Euler

implicite linéarisée, puisque la  dépendance du coefficient de
conductivitt K en les quantités T et aRT est considérée au temps t" lors
du calcul du second membre de cette équation (c.f. les relations
(431)). .

On peut montrer que la formule d’Euler implicité usuelle et la
formule  linéarisée  présentée  ci-dessus  sont  toutes deux  précises
d’ordre 1 et qu’elles sont inconditionellement stables.

Nous préférons la formule linéarisée qui présente 1’avantage de ne
pas nécessiter l’emploi d’une méthode itérative, comme c’est le cas de
la méthode d’Euler implicite non linéarisée.

Soit, pour j = 2, ..., N-1, les coefficients

1 2\n+1 n+l n n
Atn+§ (R%); K(Vj* ’ Tj* ’ aRT_]* )

J*
il - . (435)
J CV n+l n+l
R. +1 - R. 1
1+3 J-3
On vérifie aisément que, pour j=2,..,N-2 , [Iexpression

( 4.34 ) est équivalente a la relation
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n+1 n+1 n+1 +1
C; n+1 Ci + Gl an Cit1 me1l @
-—T. 1 + (1+ )T., 1t = ————— — T. 3=T. 1.
) J+s J+s J+s
Amj_'_1+Amj 2 13mj+1+Amj 2 Amj+1+Amj 2 2
(436 )

Ny a liew d’établir des relations correspondantes pour j =1
et N-1 au moyen des conditions aux limites.
A cet effet, nous introduisons , au centre de la cible, le point

ficdf mi =-my1 (cf figure 42) , et nous discrétisons I’équation
2 2

( 4.24 ) en posant

n+l n+l
T1 =T11 . (437)

2 2

- ¥ - P

L m
e ™4 2 24
mlro
figure 4.2

En remarquant que Am, = Am,1 nous écrivons formellement la relation
q q 1 11
2

(436) pour j=1 ; en introduisant I’équation ( 437 ) dans
I’expression ainsi obtenue nous trouvons

n+l n+l
3 n+l C, n+l n
(1+——-——-—)T11 ‘——'—Tzl =T11 . (438)
Am2+Am1 1 2 Am2+Aml 1 2 2
2 2

En procédant de maniére analogue avec la condition de bord ( 4.25)
nous obtenons pour j = N-1 :



n+l n+l
CN-- 1 n+l CN- 1 n+l n
- T3 + (1+ ) TN_l = TN_I
AmN_ 1+AmN 1 2 AmN_ % +AmN_1
(439)

Afin de regrouper les équations (436 ) , (438 ) et (439)
n+l

sous forme matricielle, nous introduisons la matrice A d’ordre N-1
définie par
Cn+1
2
TSI P— ( 4.40a )
Am,+Am, 1
2
Cn+1
2
ANl e — ( 4.40b )
Am,+Am, 1
2
Cr}+1
n+l ! i =2 N-2 4
jj__l—-z-——A—- pour j =2, .., N-2, ( 4.40c )
mj+1+ mj
Cr'1+1 t_1+1
n+l J ’ CJ +1 .
Ajj =1+ pourj=2,...,N-2, (4.40d)
Amj +1+Amj
CI.H'I
An+l _ j+l .
cilq = - pour j =2, .., N-2, ( 4.40e )
)i+l Am. , .+Am
A2
n+l
n+l CN'I
AN-IN-2 = - A A Py ( 4.40f )
TN 2 FAMN-
ol
ARl = 1+ , ( 4.40g )

Amy % +Amy_,

ainsi que les vecteurs
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~ n n
T = (Tj1, . Ty D' (441 )
2 2
et
n+l n+l
™ - (1, T (4.42)
2 2

ou I’indice T désigne la transposition.

Avec ces notations, les équations (433 ) , (424) et (425)
sont discrétisées par 1’expression

ARHLpn+L Tﬁ

(443)
n+l
Les quantit¢s E jal sont détermindes a4 'aide de 1’équation
: 2
(423):
n+l n+l 1 n+l 2
Ej+% = ZCVTJ._,_% + i (uj_’__;_) . (444)

Finalement, nous approximons la solution au temps tn"'1 de la
partie diffusive pour la condition initiale ( 4.27 ) par

n+l n
Vit = Vsl ( 447)
n+l n
u..1 =1Uu,,1 , ( 448)
I*3 I+3

n+l1 n .
Rj,% = Rj% pour j=1,..,N-1, ( 4.49 )

( 4.50)
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et
n+l n+1 1 n+l 5 .
Ej+1 = 2CVTj+l + - (uj+l) pour j =1, .., N-1, (4.51)
2 2 2 2
n+1

ou la matrice A est définie par les relations ( 4.35 ) et ( 4.40 ) .

Nous obtenons ainsi une approximation de la solution du systeme
avec diffusion thermique (4.1 ) a (45) pour la condidon initiale
(426) .

A due ({’illustration, nous considérons l'exemple de la cible
sphérique présenté a la fin du § 3.1 , en supposant le gaz conducteur de
la chaleur.

Pour le coefficient de conductivit¢ thermique K, nous utilisons
Pexpression ( 1.12 ) du § 1.2,

5

1 L, T
K = " 1.83 10 , (4.52)
1 +a— IaRTI In(A)
T

ou la constante a est égale 4 1 , et ou le libre parcourt moyen des
élecrons A et le logarithme de Coulomb In(A) sont donnés par les
expressions (c.f. [15] et [16])

5710 T?
A = ( 4.53)
2.41 10 L
v
et
!
In(A) = ln[max{lO, 7.99 1077 (VT%)? }] . ( 4.54)

Nous avons traité ce probleme avec la méthode du “splitting”
présentée dans ce chapitre.

Pour la partie hydrodynamique, nous avons utilis¢ le schéma
(2104) a (2108) pour le maillage (380) a (382) ou
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h=49610"° e J=50 (N=70) , et pour une expression du paramétre
d’hybridage 0 qui sera donnée au chapitre 5.

Pour la condition de stabilit¢ nous avons choisi I'expression
( 2.80d ) avec jo =20 .

Au bord, nous avons utilis¢ la méthode itérative présentée au § 3.1
avec 8 = 107* .

Au centre, nous avons appliqué la méthode présentée au § 3.2.

Pour la partie diffusive, nous avons utilisé les équations ( 4.47 )
a ( 4.51 ) établie dans ce chapitre.

La figure 4.3 montre, en fonction de la variable m, le profil de la
température obtenu avec notre schéma, a différents instants.

La figure 4.4 montre le profil de la pression aux mémes instants.

La figure 3.8 montre les résultats correspondants 2 ceux de la
figure 4.4 dans le cas d’un gaz non conducteur de la chaleur. On
remarque, en comparant ces deux figures, que [lDeffet diffusif de la
conduction thermique est surtout sensible aprés que 1'onde de pression
générée au bord de la cible se soit réfléchie en son centre (c.f.
§ 32); le profil de l’onde est alors fortement amorti par cet effet.
La méme remarque peut étre faite en comparant les résultats de la figure
43 avec les profils de température de la figure 4.5 obtenus dans le cas
d’un gaz non conducteur de la chaleur.

La figure 4.6 montre, en fonction du temps, les pressions obtenues
en m =m, % dans le cas d’un gaz conducteur (en pointill€) et non

conducteur (en trait fin continu) . On remarque que la conduction
thermique n’a que peu d’effet sur ce résultat.
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5. UN EXEMPLE:
LA COMPRESSION D’UNE CIBLE SPHERIQUE.

Dans c¢e chapitre nous simulons la compression d’une cible
sphérique, comme celle décrite au chapire 1 dans le contexte de la
fusion par confinement inertiel, en  utilisant les méthodes présentées
dans les chapitres 2 a 4. Dans chacun de ces chapitres, des exemples
numériques  particuliers illustrent les procédés qui y sont développés.
Nous présentons maintenant une vue d’ensemble des résultats qui peuvent
étre obtenus au moyen des méthodes que nous avons étudiées.

Considérons  une  cible  sphérique  composée de  4m 107 k
(m = 1077 kg) d’'un gaz compressible et conducteur de la chaleur,
caractérisé par les constantes (c.f. chapitre 1)

]
cg = 3324 ——
ky K
et
]
C. = 4986 — ,
g kg ‘K

C

N 1w

V=

et satisfaisant les équations (c.f. ( 1.19 ) a ( 1.23 ))

3V - 3 (R%) =0, (51)
du + 3 (Rp)=pd ®), (52)
2C9,T + pa,V = 3 (R’KIpT) , (53)
R =1u, (54)
PV = 2C,T . (55)

Le coefficient de conductivité thermique K de 1’équation ( 5.3 )
est donné par (c.f. équ. ( 4.52 ) a ( 4.54))



3
1 2
T
K = 1.83 10710
A
1+ — [Tl In(A)
T
ou
5710 T?
A=
2.41 100 L1
\Y
et

1

In(A) = ln[max{lo, 7.99 1077 (VT)? }] :

Initialement, 1’état de la cible est décrit par

3

1 m
Vim0) = — —,
300 k
g
m
um,0) = 0 —,
S
T(m,0) = 500 ‘K ,
p(m,0) = 9.972 10° VY me [0,

m

et son rayon est égal 2 10° m (c.f. équ. ( 1.24)) .

Pour t > 0, la pression a la surface de
fonction du temps par (c.f. § 3.1)

1

p(m,t) = [ t

(56)

(57)

(58)

la cible est donnée en

(59)
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N
on p est la pression initialle égale a 9972 10)° — et ou
0 m?

t, = 134.66 107 s .

La pression définie par la relaton ( 59 ) est représentée en
fonction du temps 2 la figure 5.1.

4 N_

2 Ao m2

0

)
A3 A4 453 ¢ 132.546's

figure 5.1

Nous avons traité ce probléme avec la méthode du splitting
présentée au chapitre 4.

Pour la partie hydrodynamique, nous avons utilisé le schéma
(2104) a (2108) avec le maillage (38 ) a (38) ot
h=49610"° e J=50 (N=70), et avec la conditon de stabilité
(2.80d) ob jo = 30 (seuls les points mj 412 mj 4= 022 m sont pris

2 02
en compte: c.f. § 2.4) .

Le paramétre d’hybridage O donné par 1’expression ( 2.101 ) du
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§ 2.5, et utlisé avec succes dans le contexte du traitement d’un choc
cylindrique, ne donne pas des résultats satisfaisants dans le cas de la
symétrie sphérique. Aprés différents essais nous avons choisi, pour ce
parametre, 1’expression

n n
9.,1= min{l, 6.+1} , ( 5.10a )
13 173
avec
n n n
: 1|, | ap®
g weflagal i)
n = si |Ap.+1|+|Ap.| > 100
5. 1 = 1+v.+l |An |+|A n| J ]
j+s T "2 Pj+1!*10P;
0 sinon
( 5.10b )
n n
o ApY=pi1-p1 (5.11)
2 2
et ol
i n
n At™: n C Prel 1
Vil= | omax Ry 1)’ [(1 v+ By __2 ]2 (512)
2 k=j-1,j,j+1 Amk+l 2 CV V. 1
2 k+-2-

Avec ce choix, une relation analogue a ( 2.102 ) peut étre obtenue,
et la remarque 2.5.2 s’applique.

Remarquons que dans D’exemple traité dans ce chapitre 1’égalité

n 1n

est vérifiée pour tout j et pour tout n.
Les résultats que nous avons obtenus montrent que le paramétre

défini par l’expression ( 5.10 ) est satisfaisant.

Au bord de 1la cible nous avons utilisé la méthode itérative
présentée au § 3.1 avec § = 107 .

Au centre, nous avons appliqué la méthode présentée au § 3.2 .
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Pour la partie diffusive, nous avons utilis¢é les équations ( 4.47 )
a ( 4.51 ) du chapitre 4.

Les figures 52 a 5.5 montrent les profils de la pression, de la
vitesse, de la densité et de la température en fonction de la masse, un
peu avant et un peu aprés la réflexion au centre de la cible de 1’onde
générée par la condition de bord (59 ). La figure 5.6 montre les
profils correspondants du parameétre d’hybridage © donné par [’expression
(510) .

Nous remarquons (cf. figure 54) que la forte élévation de
densité, causée au bord de 1Ila cible par [Dimpulsion destinde a Ila
comprimer, ne s’eést pas encore propagée jusqu’au centre, comme c’est le
cas pour la pression et la température.

Ce résultat illustre le fait que Ja matiere se déplace avec une
vitesse trés inférieure a la vitesse de propagation des ondes dans le
fluide de la cible.

La figure 5.7 montre en trait fin continu la pression au bord de la
cible (m = my_! ) , et en pointillé la pression en son centre (m = my 1),
2 2

en fonction du temps.

Nous remarquons que l’onde générée au bord de la cible atteint le
centre et s’y réfléchit 2 Iinstant t = 136.34 107 s, pour rejoindre le
bord et s’y réfléchir 2 Dinstant t = 136.63 10 s ; l'onde atteint le
centre un seconde fois 2 I'instant t = 136.96 107°s.

Les figures 5.8 et 59 montrent, en fonction du temps, la densité
et la température au centre de la cible.

A Dlinstant t = 13634 10 s ou l'onde atteint le cenre de la
cible pour la premiere fois, la pression, la densit¢é et la température
atteignent les valeurs

3>
"

535 10% N 5 10° 0
. —_2' = p(mv ) ’
m

0>
]

k
7.62 10° —£- = 25 p(m,0)
m

et

3>
1

= 1.06 10® °K = 2 10° T(m,0) .
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Nous remarquons que le rapport Blp(m,O) est trés inférieur aux
A
rapports S/p(m,O) et T/T(m,0).

La figure 5.10 montre la déformation de la cible en fonction du
temps. Nous y voyons, pour k=1, .., 50, le graphe de la fonction
R, (® représentant , au temps t, la distance par rapport au centre d’une
particule se trouvant initialement a la distance Rk(O) = kAR, ou AR est
donné par

107

50

Nous remarquons, sur cette figure, l’onde de pression se propager du
bord vers le centre ou elle se réfléchit, atteindre a4 nouveau le bord et
retourner vers le centre (comparer avec la figure 5.7).

La figure 5.11 montre une coupe de la cible subdivisée en 50
parties, & l'instant t = 0.

Les figures 5.12 a 5.16 montrent la méme coupe a différents
instants: tout d’abord, la périphérie de la cible est fortement
comprimée alors qu’un  voisinage du centre est laissé  intact
(t= 13400 10° s, t=1355010"s et t= 13600 10°s), puis I'onde
atteint le centre et la cible est completement déformée
(t = 13634 107 5) ; enfin, le fluide se détend en commencgant par le
centre (t = 137.50 107 ).

Cette simulation, pour t allant de 0 a 137.50 107 s, a nécessité
3672 pas de temps.

La figure 5.17 montre, en fonction du temps, la taille des pas de
temps At tels qu’ils ont été déterminés, au cours de ce calcul, par la
condition ( 2.80d ) avec jo =30 .
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figure 5.13: cible au temps t = 135.50 10”° .
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