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PREFACE

Prédiction: un mot trds employé par le mathématicien appliqué
dans des contextes assez divers. Ce mot évoque 13 notion de “temps®;
dans la théorie des chatnes de Markov, le temps et le paramdtre sont
jdentifiés. Souvent, on veut extrapoler (prédire) raisonnablement le
futur compte tenu de V'information que 1'on possdde sur le présent ou
le passé. La propriété de Markov usuelle nous dit que l1a meflleure
prédiction ne dépend pas du passé. Dans le cas des processus
stochastiques 3 plusieurs paramdtres (champs stochastiques), les
notions de passé, de présent et de futur peuvent avoir des
interprétations géométriques: le passé serait 1'intérieur d'un domaine
A, e présent serait constitué par la frontidre Fr A et le futur
serait le complémentaire de A. Ce qui précdde est 1'essence des
propriétés markoviennes qui ont retenu notre attention. Nous avons par
exemple la propriété de Markov étroite (resp germe) linméaire: nous
disons qu'un processus X paramétré par IRN ala propriété étroite
(resp. germe) par rapport ) un domaine A de IRN si les v.a.
indexées par A et AC ne sont pas corrélées étant donné e
comportement de X sur Fr A (resp. sur un voisinage infinitésimal de
Fr A). La linéarité de ces propriétés est justifi€e car notre objectif
est la prédiction linéaire: nous aimerions estimer le comportement
globa)l d'un processus X d N indices A 1'aide d'une combinaison
linéaire (infinie) de réalisations de X sur une partie de 1l'ensemdle
des paramdtres,

Les propriétés markoviennes de type linéaire coTncident avec
les propriétés de MNarkov germe et étroite usuelles Torsque e
processus est gaussien. On dit qu'un processus X a la propriété de
Markov étroite (resp. germe) par rapport 3 un domaine A de IRN, si
les tribus engendrées par les v.a. indexées par A et AC sont
conditionnellement indépendantes relativement 3 1a triby indexée par
Fr A (resp., par cette méme frontidre enrichie de manidre
infinitésimale). Les propriétés de type germe s' étendent aux
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processus généralisés (3 valeurs distributions). Rappelons que la
régle markovienne traditionnelle selon laquelle le futur est
indépendant du passé si le présent est connu, reste toujours valable.

Nous pouvons dire qu'un processus ordinaire ou 3 valeurs
distributions, est markovien au sens global (resp. local) si 1la
propriété de Markov de type germe est satisfaite pour tous les ouverts
(resp. pour les ouverts bornés). Paul Lévy 3 été le premier en 1945
(L) 3 envisager 1'étude de propriétés de Markov du type décrit
ci-dessus. Une grande partie des travaux dans ce sujet ont €té
consacrés au cas gavssien (cf. McKean (Mc), Pitt (P), Kallianpur et
mandrekar (KM), Mandrekar (Ma), Rozanov (R1l)). Parmi les auteurs qut
ont étudié le contexte nom gaussien nous comptons Albeverio et
Hoegh-Krohn (AH), Koriezlioglu, Lefort et Mazziotto (KLM), Carnal
(Cal, Ca2), Russo (Rul), Rockner (RG).

Une classe importante de champs markoviens généralisés est
constituée par les solutions au sens distributionnel des équations
stochastiques linédaires aux dérivées partielles du type LFf = W ou L
est un opérateur linéaire différentie)l et W est un bruit blanc. NoOus
pouvons associer 3 L une forme différentielle., Oirectement ou
indirectement, (KM) et (Rl) ont étudié le cas o0 la forme est
elliptique, (W2) s'est occupé du cas parabolique; en ce qui concerne
le cas hyperbolique un papier récent qui en partie motive le chapitre
6 de cette thése est (CN); Carmona et Nualart considdrent une €équation
d'onde avec second membre non linéaire. (R2) présente une approche
générale au probleme LE = W avec conditions auv bord. Par ailleurs i1
ne faut pas oublier que parfois, parmi ces solutions, nous avons des
processus ordinaires, cf. (W2), (Cn).

Un processus qui est solution d'une équation elliptique du
type ci-dessus est wune généralisation du mouvement brownien 3
plusieurs paramdtres, appelé “Mouvement bdrownien de Lévy*, cf. (L).
Une autre extension naturelle du mouvement brownien est constituée par
le drap brownien qui a été d'abord étudié par Kitagawa (K), Chentsov
(Ch) et Yeh (Y). A son tour, ce processus est solution g'une équation
différentielle (cette fois hyperbolique). Son caractdére markovien a
été observé par exemple par Walsh (wl), Nualart (Nu), Wang and Zakai
(W), Dalang et Russo (DR).
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CHAPITRE 1}
INTRODUCTION
§ 1.1 Motivation
Considérons un  phénomdne aléatofre qui dépend de N

parsmdtres. Son eoddle mathématique sera wa processus stochastique .
paramdtres. Parfois §1 sera commu par sa ol comme le mouvement
brownien de Lévy, le drap brownfen ou poissonien. Plus souvent, 11
sera supposé 8tre solution d'une équation différentielle stochastique:
{M2) nous décrit par exemple le phénosdne d’une corde de guitarre
sousmise ) une templte de sable ("aléatoire”); le moddle sera solution
d'une équation des ondes déterministe perturbée par un “bruit®
aléatoire. Supposons gque lors d'une expérience (réalisation du
hesard), on évalue le comportement du phénomdne sur la frontidre d'un
domaine de IRN: nous aimerions décrire le phénomdne sur un point
quelconque de IRN.

. S0it S la frontidre d'un domaine de [RN et X = (X;), un
processus. Nous aimerions caractériser wa processus prédicteur PSX
1 PcX, est une bonne prédiction de X, teT, en foaction
des X, se trouvant sur S ou autour de S. Dans les meilleures
hypothdses 1) serait souhaitable de pouvoir décrire explicitement ce
processus PSX; fayte de <cela, une caractérisation analytique
univoque serait suffisante: 1 pourrait §&tre identifié comme wune
solution unique d°'une équation différentielle stochastique avec
conditions av bord.
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Ou la propriété de Markov intervient-elle? Yn ensemble S du
type ci-dessus partage )'espace en deux parties D1 et °2' Le
probldme classique de prédiction est celul de prévoir le comportement
du processus en t ¢ 02. en fonctions des données mesurées sur S.
Cette prédiction est d'autant plus ®crédible® ou *fiable® si une bonne
propriété de Markov est vérifiée: par exemple Ssupposons que
1'information contenue dans 01 est non correlée avec I1‘information
contenue dans D2 étant donnée 1'information de S. La meilleure
extrapolation linéaire de X‘ sf t appartient 3 o2 compte tenu
des données mesurées sur S est alors également la meilleuyre
extrapolation compte teny de tous les renseignements contenus dans
01. NOousS savons cependant Qu'une telle propriété de Markov si
exigente est rarement vérifiée; en généra) plutdt que )'information de
S nous utilisons l'information avtour de S (proprété de Markov germe).



§ 1.2 Résumé

Le chapitre 1 présente un complément de théorie de
1'intégration et des notions sur les mesures et distributions 2
valeurs hilbertiennes.

Le chapitre 2 est consacré Q2 1'étude des processus
généralisés en relation avec la prédiction., On s'ocCcupe
essentiellement de processus ayant ua biorthogonal. Nous rappelons la
validité d'ume propriété de MNMarkov gerse globale dans Dbeaucoup
d'exemples (§2.7), nous décrivons les espaces germes associés ) des
frontidres de domaines (§2.8) et nous prouvons que la propriété de
Markov germe linéaire a un caractdre optimal (cf. §2.9), sous des
hypothéses assez larges. Parmi les exemples les plus significatifs de
processus ayant un Dbiorthogonal nous trouvons les solutions
d'équations aux dérivées partielles stochastiques linéaires du type
indiqué dans 13 préface (§2.4). Rappelons également qu' 3 tout
processus ordinaire on peut associer un processus généralisé. Pour les
processus ordinaires, nous rappelons qu'il est raisonnable
d'introduire la propriété de Markov étroite linéaire qui est plus
forte que celle de type germe,

Le paragraphe §2.9 mérite quelques précisions ultérieures;
il constitue en fait la section véritablement originale du chapitre 2.
Son intérét consiste 3 jJustifier le choix de ta propriété germe pour
décrire le caractdre markovien de processus ordinaires ou généralisés.
Le résultat e plus significatif est présenté av corollaire 2.9.25: 11
concerne une classe étendue de processus 3 N paramdtres dont le
biorthogonal a un opérateur linéaire différentiel de covariance.
Soient deux adhérences d'ouverts F) et Fp ayant une fromtidre
commune. Supposons que la propriété de Markov germe est vérifiée, c. d
d. que 1'espace germe associé 3 la frontidre est un espace de scission
pour les espaces étroits indéxés par 1'intérieur des deux fermés F)
et Fa. Si F1 et F2 sont localement ¢€toilés, 1'espace germe
frontidre est 1'espace minimal de scission des deux espaces qu‘tl
scinde. En ce sens 1a propriété de Markov germse est optimale.



A partir du chapitre 3 nous nous concentrons sur les
processus ordinaires 3 deux paramdtres, en particulier sur les
processus planaires } accroissements orthogonaux. Pour commencer, nous
définissons wune notion technigue que nous appelons intégrale
curviligne généralisée de dérivées partielles lelong d'une courbe
(§3.1). Ce concept permet d'obvier 3 1°'absence de dérivadbilité de
processus comme le drap drownien; parfois la restriction des dérivées
partielles d'un processus 3 une courbe peut &tre {dentifiée 3 une
distribution ou 3 wune  mesure. Lorsque le processus est 2}
sccroissements orthogonaux et 1a courbe est croissante ou
décroissante, ces restrictions sont des mesures orthogonales (§3.2 et
§3.3).

Rappelons que 1a classe des processus 3 accroissements
orthogonaux contient les processus ) accroissements indépendants: de
cette liste font partie les draps brownien et poissonien centré et }
1a correction d'une fonction déterministe prds, les processus de
Gauss-Markov sur les chemins croissants et décroissants, comme le
processus d' Ornstein-Uhlenbeck., 0'autres processus d accroissements
orthogonaux sont les martingales fortes adaptées ) un brownien. 1 est
essentiel de rappeler que tous ces exemples ont la propriété
markovienne germe linéaire globale.

Dans 1le chapitre 4 nous nous donnons un processus A
sccroissements orthogonaux et nous supposons que la variance de la
mesure aléatoire associée 3 ce processus, soft essentiellement de type
produit. Nous décrivons de manidre détaillée deux espaces associés 2
une ligne de séparation décroissante: Il'espace étroit et 1'espace
oinimal de scission., Lorsque 1a ligne de séparation est bornée, les
€léments de ces espaces sont des intégrales stochastiques de ligne
lelong de la ligne, cf. théordme 4.2.4 et remarque 4.3.2. Sous des
conditions de régularités appropriées les éléments de )'espace étroit
s'expriment comme une intégrale déterministe du processus restreint 2
la ligne. En cl8ture de chapitre, le théordme 4.3.5 présente des
conditions nécessaires et suffisantes pour que 1'espace étroit
coTncide avec 1'espace minimal de scission.



Le chapitre 5 est de nature quantitative. I1 se place dans le
cas od la varisnce de 1la mesure aléatoire d'un processus X 3
accroissements orthogonaux est exactement de type produit, Nous
évaluons les wmeilleurs prédicteurs linéaires Pry et Pry au sens
des wmoindres carrés des v.a. Xy o) H est 1'espace étroit et M
1'espace @inimal de scission associé 3 une ligne de séparation
décroissante (cf. §5.4). Nous remarquons que Jes fonctions
t == PruyXg et toe==—> PryXp sont solutions d'une équation
hyperbolique triviale sur les parties délimitées supérieurement et
inférieurement par Jla ligne en question avec condition au bord
PryXe = PryXe = Xt si t appartient 3 la ligne de séparation.

Le chapitre 6 part de cette dernidre constatation pour
étudier V'existence et l1‘unicité d'un prodblame de Cauchy hyperbolique
stochastique avec conditions au bord sur une ligne de séparation
décroissante, Dans e cas ob le processus solution est
trajectoriellement de classe cl. i1 est 1intuitif que pour assurer
T'unicité de la solution §1 faut imposer des conditions sur la
restriction des dérivées partielles 3 13 ligne. Autrement, nous devons
faire appel 2 la notion de restriction de dérivées partielles dont i1
est question au chapitre 3,



§ 1.3 Premiéres notations et conventions

Nous introduisons dans ce paragraphe juste des notations

de base qui interviendront tout le long de cette thése.

N sera toujours un entier positif. Nous appellerons
N . ; o .
pavé un sous-ensemble de R qui est le produit cartésien d4d'in-

tervalles réels.

Si t € RN , ti' 1l < i £ N, symbolisera la composante i

de t. Si tl,tz € RN , nous dirons que tl < t2 (resp. <} si

t} < ti (resp.<) pour tout 1 < i < N. ]tl,tzl sera défini comme

i
le pavé {s ¢ Y ! et s < tz}. De maniére analogue on définit

[tl,tz[, ]tl,tz[, [tl.tz]. RT sera l'ensemble {t € R ft > 0};

si t € RT . R, sera {s € RN jo < s < ¢},
Soit I un intervalle réel et a : I -+ R localement &
variation bornée; da représentera la mesure signée canonique

associée a a.

Si J est un autre intervalle réel et a : I ~ J est

. . -1 .
continue,monotone, surjective, o : J » I sera la fonction

a_l(v) = sup {u]| afu)<v}.

1.3.1 Remargue. On peut voir qu‘il existe une famille dénom-
brable (éventuellement vide) d'intervals réels (In), da-négli-

geables telle que

-1
a o afu) = u, u g v In'

En particulier a'l o a vaut 1'identité de I dans I, da p.p.

Par ailleurs a o a~ ' vaut 1'identité J + J.
Nous rappelons la formule standard suivante
{ ,“(“2) L
(1.3.2) ! £{u) doa(u) = J £(a”"(v))dv, u
]“1‘u2] a(uy)

L ¢ Uy foe Ll(diai)
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(c£ (DM), chap VI.2(55.1)), ol dla| est la mesure de variation
de a.

Concernant l'intégrabilité, si (T,T,v) est un espace

mesuré, pour p > 0, nous noterons
f
tP(r.v) = (£: 7+ R )||f|P av < w);

lorsque l'ensemble T est sous-entendu, on pourra abréger avec
Lp(v). Si T est une partie de RN Lebesgue mesurable, Lp(T)
sera Lp(T,dt) ou dt est la mesure de Lebesgue.

Nous dirons qu'une propriété est vraie v p.p. (presque
partout) si elle vaut en dehors d'un ensemble v-négligeable;
lorsque v est la mesure de Lebesgue, on remplacera v p.p. par
p.p. tout simplement.

Lorsqu'il sera question de parler de probabilité, il y
aura toujours un espace sous-jacent (Q,E,P). Une propriété
vraie P-p.p. sera indiquée par p.s. Une v.a. sera toujours une
fonction mesurable définie sur (Q,F) & valeursdans R muni de
sa tribu borélienne.

Si T est un ensemble de paramétres, un processus sto-

chastique sera noté par (X(t,w)) ou, sans rappeler la

teT,wel’
variable w, simplement par (xt)teT' On dira que ce processus
est de carré intéqrable si E(Xi) < o pour tout t € T. Dans ce

cas, on note par X : T - L2(Q,§,P) la fonction qui associe

4 t € T la classe d'équivalence de v.a. qui a X, comme repré-

t
sentant. Si Y est une v.a. de carré intégrable, Y sera simple-
ment sa classe. Cependant, lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité,

on confondra tranquillement v.a. avec classe.

Les deux prochains paragraphes introduiront des
concepts de théorie des mesures et distributions & valeurs
hilbertiennes.



§ 1.4 Mesures & valeurs hilbertiennes

Soit H un espace de Hilbert réel muni d'un produit sca-

laire <*,*>; notons || + || la norme qui lui est associée de
maniére naturelle. Soit T un espace localement compact a base

dénombrable; T sera muni de sa tribu borélienne B,.

Soit v une mesure de Radon non négative sur Bpi

notons B le é-anneau des B ¢ B, tel que Vv(B) < «. Nous dirons

=V =T
que u : B, + H est une mesure onthogonale définie sur T a
valeurs dans H de vaxrdance v si
<u(a) ,u(B)> = v(AnB), A,BeB .

En particulier, u est o-additive.

En anglais, on parle de countably additive onthegonally
scattened (c.a.0.5.), measure.

1.4.1 m ues

(a) u(g) = 0.
(b) B, contient le 6-anneau des ensembles relativement

compacts de T. g
Si g € Lz(v), la notion d'intégrale
/g du,
T

est tout & fait naturelle et bien connue. Nous avons la

propriété fondamentale

(1.4.2) < fgy, duw , Sfg, du > = [g,g9, dv ,
T 1 T2 T 172

ol gy 9, € Lz(v).

N\
Soit T un autre espace localement compact a base
’ 0 hY ’ <
dénombrable et ¥ : T + T borélienne, u une mesure orthogonale

sur T a valeurs dans H.



~ -
Pour A € Bx. notons V(A) = w(Y¥ 1(A)). Pour B € 53 , notons

T
- % - ~ -
a(B) = p(vY 1(B)). Nous noterons parfois v = vo ¥ l,u = oV 1:

N N
u est une mesure orthogonale sur &‘ de variance v .

"
De plus, si g : T+ R, ¢ : ¥ . R sont des fonctions
n
mesurables telles que g = g o ¥, alors

g € LA(T, vk=> § e L2(E,D)

et dans ce cas .

43d?§=)’gdu.
T

Le cas particulier le plus important traité dans cette
thése concernera un homéomorphisme ¥ : T = R = % =T c Rz.
I' sera donc une courbe dans R2 . T sera muni de 1'ordre ginduit
de < via ¥: nous utiliserons donc pour T des notations
analogues a celles de R. Par exemple, si X, . x2
sera le sous-ensemble connexe de T ayant x, comme extrémité

€T, [xl,xz[

gauche (incluse) et X, comme extrémite droite (exclue).

Si %y x2 ¢ T, nous poserons

N v
u(]xl,le) = - u([xz,xl[) etc.
[Xo a A
On utilisera en outre la notation J g du pour
X
f N A 1
J llx x,] 9
r 1772

Ces derniéres considérations se reécrivent évidemment pour le
cas réel: Xy Xy € R, u et g définies sur R.

Da maniére analogue au cas des mesures a valeurs
réelles, on a le résultat suivant.

1.4.3 Remargque. Fixons a €¢ R, Y € H., Il existe une bijection
entre les mesures orthogonales définies sur R & valeurs dans H
et les fonctions £ : R - E 3 accroissements orthogonaux

continues a droite telles que f(a) = v .



- 10 -

Si £ est donné le u correspondant est caractérisé
par u(lb,c]) = f(c} - f£(b), b, c € R. 4

Passons a quelques rappels de théorie de l'intégration
d'une fonction a valeurs dans un espace de Banach; voir par
exemple (Y), V 4 et 5, Ici on se limite au cas hilbertien.

Soit (T.T) un espace mesurable, Vv une mesure non
négative sur cet espace; H muni de sa tribu borélienne est

aussi un espace mesurable.

Soit £ : T + H; nous dirons que f est scafadirement
mesurnable si pour tout h € H, t - < £(t), h > est mesurable.
Nous dirons que f est {ortement mesurable si elle est limite
ponctuelle de fonctions quasi-étagées mesurables, c.a d. du type
-
jgl lBj Yj , ou Bj € gv 'Yj € H, les Bj étant disjoints.

A ce propos, en relisant la démonstration du théoréme
de Pettis présenté par (Y) & la section V 4 on peut s'apercevoir

de la validité du résultat suivant.

1.4.4 Proposition. Soit £ : T ~ H ou (T.T) est un espace

mesurable et H un espace de Hilbert. Les trois propriétés

suivantes sont équivalentes.

(a) Il existe une suite de fonctions guasi-étagées mesurables
qui convergent uniformément vers f.

(b) f est fortement mesurable.

(c) £ est a valeurs dans un espace séparable et f est

scalairement mesurable. o

On dit que £ : T - H est faiblement v-intégrable
fau sens de Pettis} si f est scalairement mesurable et si il

existe p € H (forcément unique) tel que
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{1.4.5) <h, p>= f <h, £(t) > dv(t), ¥ h € H,
T

o est noté %,f dv. On dit que £ : T + H est foatement v-intégra-
bfe si £ est fortement mesurable et Lplﬁlldv < o,

Rappelons que si f est v-fortement intégrable, f est
aussi faiblement intégrable.

Pour indiquer que f est v-fortement intégrable, nous
utiliserons la notations f € Ll(T,H;v).

Supposons T localement compact & base dénombrable.
On dit que f est Localement v-intlgrable (notation :
£ e Lioc(T,H;v)) si £ est fortement mesurable et £ lxe Ll(T,H;v)
pour tout K compact de T.

Dans les considérations précédentes, si v est la
mesure de Lebesgue, le symbole u pourra étre oublié, et

dans les intégrales, dv sera remplacé par dt.

Voici un résultat de Fubini concernant les intégrales
de Pettis et celui par rapport 4 une mesure orthogonale.
(cf. (Mas), thm 7.7)

1.4.6 Proposition. Soient (A,A), (B,B) des espaces
‘mesurables, v et A deux mesures non-négatives définies
respectivement sur A et B. Soit u une mesure orthogonale

définie sur A de variance v.

Soit £ : A x B -+ R mesurable.
(@) si f,l£@,b)|% av(a) < » A-p.p.(b) alors

b + IA f(a,b) du(a).

existe et est faiblement mesurable.

(b) 81 /, dv(a) fBlf(a,b)|2 dr(b) < @ , alors

IB (IA £(a.b) du(a)) dx(b) = [, (IB f(a.b) di(b)) dula) ,
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Soit B : R + R localement & variation bornée continue
a drozte- on sait donc gue R = B 2 ,81 et 62 non décroissantes.
sifeil(r.m; d'Bl).alorsfeL(RP ag,), i = 1,2 et on
pose [fdBR = ffdsl - Ifdez. J'dei est 1' 1ntegrale de f par

rapport a la mesure dBi.

Comme corollaire de la proposition 1.4.6 nous avons

le résultat d'intégration par parties suivant.

1.4.7 Corollaire. Soit M une mesure orthogonale définie sur
R 3 valeurs dans H, Considérons une fonction f associée a u

au sens dela remarque 1.4.3, 8 : R ~ R localement 3 variation
bornée, continue.

(a) £ € Li,. (R ,Hid|B])

(b) Pour tout ¢,d ¢ R, ¢ < d, on a

rd a
J £46 = (£8) (d) - (£8)(c) - J Bdu
C c

Preuve. Notons v la variance de u.

(a) £ est continue & droite, donc son image est contenue dans
le sous-espace de H engendré par les f(q ), ou (q ) est la
famille des rationnels. Par conséquent, le sous-espace H de H

engendré par l'image de £, est séparable.

Remargquons que f est scalairement mesurable. En effet, soit
h ¢ H. Par composition de f continue a droite et du produit
scalaire, qui est continu, 1'application 8 : t + < f(t),h >
est continue a droite. Par conséquent 6 est bien mesurable.

Par la proposition 1.4.4, f est fortement mesurable.
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Par ailleurs, si ¢, 4 € R, ¢ < 4,
1

(d . 3 ¢
[Tewnasio < woxy? [ aisl
c [of

Y
ol x = min(a.c), y = max(a,d): J d|R| est fini car 8 est
localement 3 variation bornée, Pir conséquent £ est fortement
d|8|-intégrable.

¢d
(b) D'abord remarquons que J 4B = I1 + 1, ou
c
4 (d
I = J (£(t)~£(c))dB, 1, = J f(c)dB = f£(c) (8(dq)-B(c)).
c c

Par la proposition 1.4.6,

4 t d 1a
= ( dB(t)[ du(s)J

Je Je

I dg = B8(d) (£(d)-£f(e))

d
- J B Qu.
c

4 f
1 v

< s

D'ou I1 + 12 donne bien le résultat voulu.

Le prochain corcollaire concerne la dimension N quel-

conqgue et suit de la méme maniére que le précédent.

1.4.8 Corollaire. Soit u une mesure orthogonale sur RE

4 valeurs dans H et £ : Rg-* H défini par £(t) = u(Rt).

Dans ce cas, f € Lfoc(lgiﬁ) et pour tout 8 € CN(RN ) & support

compact contenu dans R_,

f t N

| sau = -n¥ | £ a—ti-% () at.
N N 1°°°°°N

R* R+

(I1 est clair que ]RN* peut étre remplacé par ]RN)
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§ 1.5 Distributions a valeurs hilbertiennes

Schwartz traite dans (S2) la notion de distribution &
valeurs dans un espace vectoriel topologique localement convexe
séparé. Le cadre qui nous intéresse est celui d'un espace
hilbertien : il y a des résultats spécifiques qu‘il convient

de souligner et qui ne sont pas dans (S2).

Soit T un ouvert de RN . D(T) sera l'espace vectoriel
des fonctions infiniment différentiables sur T a valeurs réelles
telles que leur support est compact. D(T) est muni de la topo-
logie habituelle : si (fn) est une suite dans D(T) avec support
inclu dans un compact K, alors (fn) converge vers £ € D(T),
si les fn convergent uniformément vers f et si il en est de
méme des dérivées respectives. (c¢f (S1), chap. 3). Rappelons

que D(T) est un espace vectoriel localement convexe réflexif.

Une application linéaire continue £ : D(T)> BH est

appelée distributicn {vectorielfle, ici hilbertienne).

. 1 . . s
Si f € Lloc(T,H) on peut lui associer de manieére
canonique une distribution Te a savoir :

Tera > S f(t)a(t)dt,
T

cf(S2),83. En pratique f se confond avec Ter Comme dans le cas
des distributions réelles, nous avons la propriété suivante :
(1.5.1) Tfl = sz => fl(t) = fz(t) p-p-

En effet, fl et f2 étant fortement meiurables, par la propoiition
1.4.4, il existe un espace séparable H tel que fl,f2 : T + H.

(S2),83 nous permet de conclure.

Lorsque 1 est une mesure orthogonale définie sur T,
nous pouvons egalement lui associer une distribution de

maniére naturelle :
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(1.5.2) T, e IT a(t)du(t).

En utilisant la propriété (1.4.2) nous pouvons voir que si
u, et y, sont deux mesures orthogonales telles que T = T

1 2 vy My
alors Wy = M.

Comme (1.5.1), la plupart des propriétés des distri-
butions réelles se généralisent sans trop de difficultés au cas
vectoriel., Par exemple, la remarque suivante se justifie en
utilisant les meémes arguments que dans (S1), p. 51-52.

1.5.3 Remargue. Si T est une distribution définie sur un
intervalle réel I telle 71T' est identiquement nulle, alors t

coincide avec une fonction constante.

Rappelons que 1'(a) = - t{a'), pour tout a € D(I).

Le résultat suivant se formule de maniére naturelle, mais il
sera utilisé seulement dans l'étude du probléme de Cauchy

avec conditions au bord du chapitre 6.

1.5.4 Proposition. Si T est une distribution définie sur 1la
droite réelle telle que sa dérivée est une mesure orthogonale
u, alors 1 coincide avec une fonction f a accroissements
orthogonaux associée a ¢ en accord avec la remarque 1.4.3.

Preuve. Soit a € R. Si g(t) = p(Ja,t]) pout tout
t € R, le corollaire 1.4.7 nous dit que

Jga'dt = - Sfadu, ¥V a € D(R).

D'ou T'g = u; d'aprés la remarque précédente et le fait que
(r-rg)' = 1" - r'q = ye-p =0, T - rg coincide avec une
fonction constante k. En conclusion T coincide avec la
fonction £ = g + kK qui est manifestement une fonction recherchée.
o
Voici une caractérisation de la dérivée distribution-

nelle d'une fonction localement intégrable.
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1.5.5 Proposition. Si f € Ll (R ,H).
loc
[ fltre)-f(t)
J trel-f£(% a(t)dt, ¥ o € D(R).

(a) = lim .
: 1 s

Preuve. Soit a € C (R ) & support compact; prouvons

que le membre de droite de 1'égalité de 1l'énoncé est égal a

- [ £(t)a'(t)de.
R

Soit € > 0; par un changement de variables, nous avons

f ( ) (t) f
| fleel=flt) o (¢)ae = | £ eleceloale) foel=alt) ge.
/

€
R R

Comme o est globalement lipschitzienne,

| £(t) alt-e)-alrd|i s ™ || £(&) ],
€

ol M est une constante ds Lipschitz. Par le théoréme de 1la
convergence dominée (cf. (Di), chap. II, §8), le résultat

suit aisément. o

Nous présentons briévement des notions utiles a la
section § 2.4 pour étudier les solutions faibles d'équations

aux dérivees partielles linéaires stochastiques.

Nous avons déja dit que D(T) est un espace localement
convexe. D'(T) est l'espace des distributions réelles sur T,
c. & d. le dual topologique de D(T) : il est constitué par les

fonctionnelles linéaires continues u : D(T) - R.

Nous pouvons munir D'(T) de la topologie faible qui
est celle de la convergence simple : (un) dans D'(T) converge
vers u € D'(T), si un(a) + u(a) pour tout a € D(T). Il s'agit
en fait de la topologie o (D'(T), D(T)) : D'(T) muni de cette
topologie est appelé le dual §aible de D(T) (cf. (B).III.14).
D' (T) peut étre également muni de la topologie forte B(D'(T),

D(T)) : selon cette topologie, (un) converge vers u si
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sup Iun(a) - u(a)| =—— o0,

a€B n-+e

pour tout ensemble borné B de D(T) (cf. (B),I1I.2). D'(T)
muni de cette topologie est appelé le duaf §oat de D(T).
0'(T) muni des topologies faible ou forte est localement
convexe.

D' (T) est de plus réflexif si muni de la topologie
forte ; D(T) et D'(T) sont chacun le dual fort de l'autre
(cf£. (S1), th., XIV, § 2, chap. 3).

Soit maintenant L : O(T) -+ 0(T) un opérateur linéaire

différentiel du type suivant :

(1.5.6) Lo =Z ajblc ., a€D(T) , me N

[3lem
ou aj € Cw(T), j désigne un multi-indice du type (jl,---.jN)
et |j| = APRETRLS N

Signalons que L : 0(T) - D(T) est continu. En parti-
culier, ((B),IV.6) on peut définir l'adjoint (ou transposd)
de L, & savoir L* : 0'(T) » 0'(T). Il s'agit encore d'un
opérateur linéaire continu, si D'(T) est muni de la topologie
forte. Rappelons que si u € D'(T), a ¢ D(T),

u(La) = (L*u) (a).

. . 1
1.5.7 Proposjtion. Si g € Ly (T),
L*qg = I (-l)ljlbj(ajq)
[ilm
au sens des distributions réelles.

1.5.8 Remargue. Notons que aj g e Lioc

indices j dont il est question ci-dessus. Lioc(T) se plonge

(T), pour les multi-

de maniére canonigue dans D' (T) et on identifie g avec la

distribution associée.
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Preuve (de roposition). Soit a € U(T). Le résultat

suit par l'égalité suivante.

,

J angJa dt

(L*g) (o) = g(La) = SfgLadt =
T T

z
3
=z 013 ol a9 (@ .
] 3
Faisons le lien avec les distributions hilbertiennes.

Si £ : D(T) + H est une distribution hilbertienne et j un
multi-indice du type (jl..-.,jN), on peut définir la distribution
hilbertienne ng : D(T) + H par l'égalité

o} gty = (-1 !3lepiay.

Si L est un opérateur du type (1.5.6) on définira LE : 0(T) - H
par
LE(a) = E{L*a) . o

1.5.9 Remargue. La restriction de L* a D(T) est & valeurs
dans D(T). En particulier, la définition précédente a un

sens. a

Soit n : D{(T) -~ H une distribution hilbertienne;
nous appelons espace image de n, la fermeture de n(a), o € D(T)

dans H : nous la noterons Hw'

On pourrait s'intéresser aux distributions £ : 0(T) - H
telles que LE = n : cette classe peut étre trop grande en
général. Pour la restreindre raisonnablement, nous dirons

qu'une solution § : D(T) »~ H de LE = n est dite spbeiale

si HE [ Hn : autrement dit, £{ est une distribution hilbertienne
a4 valeurs dans Hn'

1.5.10 Remarques. Soit { une solution de Lf = n. Nous avons

les conclusions suivantes.

(a) H, & Hg car si o € D(T), n{a) = E(L*a) € HE'
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(b) £ est spéciale si et seulement si Hn = Hi'

() 11 existe toujours une solution spéciale de Lf = n.
Prenons par exemple Ep(a) égal a la projection orthogonale

de £(a) sur Hn. o

Le cas particulier qui nous intéresse et qui sera
repris & la section § 2.4, se présente lorsque n = TX et X
est une mesure orthogonale définie sur T. Rappelons que

x et TX seront confondues.

Si O est la variance de x. il est bien connu que
la fermeture de U(T) dans L2(T,O) donne bien L2(T,O). Par

conséquent, la propriété (1.4.2) nous conduit a conclure

(1.5.11) Hx = { /g ax | g e LZ(O) }
T

1.5.12 Propesition.Seit T un ouvert de RN et X une mesure
orthogonale sur T de variance 0. Si § est une solution spé-
ciale de l'équation hilbertienne L{ = x, il existe une distri-
bution hilbertienne A : D(T) -+ LZ(T,O) telle que

£{a) = [ Ala) dx, V a € D(T).
T

De plus AL* : D(T)~ L2(T,O) vaut l'injection canonique.
Preuve. Considérons l'isométrie naturelle
[- 3 LZ(T,O) - HX donnée par g+ S ¢ gx . Compte tenu de
T
H, = HX , si a € 2(T), &(a) € HX et 1l'on peut poser

£
re = o7t g0,

Comme £ est une solution de L{ = x, on a bien

AL*(a) = 07 (E(L*a)) = 0T (a d x) = w e D(TI.
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CHAPITRE 2

NOTIONS SUR LES PROCESSUS GENERALISES

La notion de processus généralisé est due & Guelfand(G):
nous adopterons trés souvent le point de vue de Rozanov (Rl).
Ce concept est intimement 1ié avec celui de distribution
vectorielle. Les exemples les plus simples sont construits a
partir des processus ordinaires; d'autres plug intéressants sont
constitués par les solutions faibles d'équations aux dérivées
partielles linéaires stochastiques. Pour définir ce genre
d'objets, il peut étre utile d'introduire une intégrale sto-
chastique particuliere : son intégrateur sera une mesure &
valeurs indépendantes et son intégrand un processus naturelle-
ment adapté 3 la filtration de la mesure en question.

Nous introduirons des propriétés de Markov associées
4 une classe de domaines, donc indépendantes de l'ordre partiel
du paramétre. La plus étudiée sera la propriété de Markov de
type germe linéaire : nous donnerons des conditions suffisantes
pour que cette propriété ait un caractére d'oprimalité-mini-~
malité.

Bien que la plupart des notions de ce chapitre n'aient
pas besoin de probabilités, nous nous placerons dans un contexte
d'analyse stochastique. En effet, les exemples que l'on traite
sont de cette nature.

Dans ce chapitre, H sera 1l'espace de Hilbert Lz(ﬂ.z.P)
muni du produit scalaire < Yl,Y2 > = E(Yle), ou Yl et Y2
sont deux v.a. de carré intégrable. Notons || °}| 1a norme

associée au produit scalaire en question.
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§ 2.1 Processus ordinaires et fonctions hilbertiennes

Pour cette section, la nature de l'espace H est

essentielle.

2.1.1 Propositjon. Soit T un ouvert de RN , £ : T+ H.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) £ est fortement mesurable.

(b) £ admet une version mesuradfe, ¢.d d., il existe un proces-

sus mesurable (X(t,w)) de carré intégrable tel gque

teT,we

X = £.

Preuve. Tout d'abord, on remarque que l'on peut
remplacer T par RN . En adaptant aisément la preuve du th. 30,
ch. IV de (DM), on obtient que f a une version mesurable si
et seulement si f est limite uniforme (dans L2(Q,§,P)) de
fonctions étagées mesurables. Par (a) <=> (b) de la proposition

1.4.4, on peut conclure.

o
. . N
2.1.2 Corollaire. Soit T un ouvert de R , (x(t'_,cl:))te,l,“‘)GQ
un processus réel. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes.
. 1

(a) X € L1°c (T,H).
(b) X a une modification mesurable, est de carré intégrable

1

et t ~ || X(&) || e Ly (T,

loc

2.1.3 Propgsition. Si X est continu dans Lz, alors

. 1
X € Lloc (T.H).

Preuve. Tout d'abord, l'espace image de i est engendré
par les i(qn), ou les (qn) sont dans T n " : d'ou l'espace
image est séparable. Par ailleurs, pour tout h € H,

t + < h, X(t) > est continue, donc borélienne; ceci prouve
que i est scalairement mesurable. Par la proposition 1.4.4,
ﬁ est fortement mesurable. Comme X est continu dans L2,
t -~ [[xw)f € Lioc(T). Le résultat suit par définition de

Lloc (T,H). o
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La prochaine proposition met en évidence la relation
entre intégrale trajectoire par trajectoire et intégrale de

Bochner pour un processus stochastique.

2.1.4 Proposgition. Soit T un ouvert de RN , (X(t,w))
un processus mesurable de carré intégrable tel que

teT,wef

fT” i(t)“ dt < » , Nous avons les conclusions suivantes :

(a) §(w) = &,X(t,w)dt est défini p.s. et £ € H.
(6) Sy X(ev)ae = & .

Preuve. D'aprés la proposition 2.1.1, X est fortement
mesurable; compte tenu de 1l'hypotheése, X e Ll(T,H). Pour
conclure, nous avons besoin du lemme suivant.

2.1.5 Lemme. Soit (T,T.v) un espace mesuré. Soit

(X(t'w))ter,weﬂ mesurable de carré intégrable tel que

% el (rEiv) .

(a) £(w) = [, X(t,w)dv(t) est défini p.s.(uw) et EeH.

(b) [ X(vrawit) = &

Preyve. Signalons que (Q .P) a seulement besoin
d'étre un espace mesuré.

(a) Par le théoréme de Fubini ordinaire et 1'inégalité de
Cauchy-Schwarz,

f{flx(t,u)|dv(c)}zdp(u)xfdp(w)fav(t)fdv(u)|x(c,u)Hx(u,wﬂ
QT Q T T

= [ dv(t)dv(u)f|x(t,w)|k(u w) |[dP(w)= S dv(t)dv(u)<N(t) N(u)>

TxT T*T
€/ av(maviw || X)) || J x(w |} = ¢ f atjl x|l 32
T<T

Le dernier membre est fini puisque i est Bochner intégrable.

D'ou J |X(t,s)|dt est fini p.s. (w), et £(w) est défini
T
p.s. (w) .
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Par ailleurs, comme [f£(w)| £ J [X(t,w)|dv(t).p.s.(w),
T

/ [E(w)lzdp(w)s S X (t,w) | [ X(u,w)dv(t)du(u)dP(w) < = ,
Q QxTxT

et £ appartient bien a H.

(b) Il suffit de voir que pour tout h v.a. de carré intégrable,

< [ X(t)dv(t), h > =< &, h >,

I
T
Compte tenu de (1.4.5), le premier membre de l'égalité précé-
dente est égal 3

f < X(t), h > avit) = f dav(t) S X(t,w)h(w)dP(w)
T T Q

S d@P(w)h(w) S dv(t) X(t,w) = J h £ ap
Q T Q

La deuxiéme égalité de la chaine précédente s'explique par Fubini
et par le fait que

£dv(t) J dP(w) |X(t.w) || hlw)| = / dvie)IX|(t), |hp ¢
Q T
T

< || Bl oavie)]] X(e) | < .
T
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§ 2.2 Processus gé&néralisés

Rappelons que H est l'espace de Hilbert LZ(Q,E,P),
muni de son produit scalaire habituel <+,+> et de sa norme
associée || *|| . T sera un ouvert de R" .

Un processus (champ) géniralist est une distribution
hilbertienne £ : D(T) - H. T sera dit ensemble des paramdtnes.

Comme annoncé auparavant, les premiers exemples
de processus généralisés se fabriquent 4 l'aide de processus
ordinaires. Si X est un processus réel ayant la propriété (a)
du corollaire 2.1.2, on peut lui associer le processus
généralisé T; en conformité avec la section § 1.5.

Si deux processus x1 et X2 satisfont cette méme

propriété (a) et sont tels que T, = alors ils sont une

riz,
modification de l'autre (cf. 1.5.1}.

Sauf dans le dernier chapitre, nous considérerons
seulement des processus généralisés centrés : donc un tel
processus sera une fonction § : D(T) - Ho , ou Ho est
1'espace des classes de v.a. de carré intégrable 3 moyenne nulle :

Hy={YeH | <Y, 1>=01}

Parfois Ho sera écrit Li (Q,g,PL

Des exemples importants de ces processus généralisés
sont donnés par les distributions Tu , OU0 U est une mesure
orthogonale définie sur T & valeur dans Ho .

Parmi ces mesures, on en trouve d'importance capitale,
p

comme on l'illustre aux lignes suivantes.
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Une mesure orthogonale u définie sur T 3 valeurs dans
Hy de variance v est dite & valeurd {ndépendantes si. pour tout
leé <
choix de Al,....AN éléments de gv . les u(An), 1l £ ng N, sont
indépendants : imaginons & titre d'exemple le bruit blanc ou

la mesure de Poisson centrée.

A propos de ces mesures, je reporte une remarque
due entiérement au professeur Chatterji, mon directeur de
thése.

2.2.3 Proposition. Soit u une mesure 3 valeurs indépendantes
dans Ho , de variance v , A € gv. Si v est non-atomique, alors
la loi de u(A) est infiniment divisible.

Preuve. Pour chaque n, il existe A;.-..,A: disjoints

tels que A = Ag [CRRNY A: et v(A;) = !ﬁﬁl. Dans ce cas
u(A)'jgl u(Ag) ou les u(A?), 1 < j £ n, sont des classes

ya)

de v.a. indépendantes de moyenne nulle et variance o .

Par la théorie des tableaux triangulaires de v.a. indépendantes,
nous savons bien que la loi de u(A) est infiniment divisible. o
Vu son utilité et son caractére gaussien, rappelons
que le bauit blanc, noté W , est une mesure a valeurs indé-
pendantes définie sur lﬂi de variance la mesure de Lebesgue A

et telle que W(A) est gaussienne si A € B, -

Par la suite, on confondra bien sur les mesures orthogo-

nales avec les processus généralisés qui leur sont associés. o

Poursuivons avec les conventions et notations. Soit
N

£ un processus généralisé défini sur un domaine T de R .

Si S est un ouvert de T, nous noterons ag(s) le
sous-espace de H qui est engendré par les v.a. £(a),a € D(S).
dans H_ . Si s est fermeé, nous noterons GE(S) 1l'intersection
des HC(O)’ ou O décrit la famille des ouverts tels que
S € 0« T. Cette définition est par exemple dans (P) ou (KM).
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McKean ou Rozanov, dans (Mc) ou (Rl), en donnent une légérement
différente :

G.(S) =~ H.(S) .,

g £>0 £ ¢

ou Se est £-voisinage de S. Nous appellerons espace Ztrodd

(resp. espace germe) de § associé a S 1'espace HE(S) (resp.
S)).

GE( ))

Il est clair qu'un espace germe au sens des ouverts,
est contenu dans celui au sens des e¢-voisinages.

Si T est un ouvert ou adhérence d'ouvert de RN et
(xt)teT un processus réel centré de carré intégrable, nous
pouveons produire des définitions analogues aux précédentes.
Si S est un sous-ensemble quelcongue de T, notons HX(S), la
fermeture dans H des XS, s € S : 1l s’'agit de 1'espace &troit
de X associé a S. Si S est un fermé, nous noterons par GX(S)
l'espace germe de X associé a S : il s'agit également de
1'intersection des HX(O). pour O ouvert contenant S. Méme
dans ce cas, la défipition au sens de Pitt donne un espace
plus petit que pour Rozanov.

Remarguons que le premier peut étre strictement plus

petit., Considérons & ce propos T = Ri , une v.a. Y centrée
non triviale
0: t, <1
Xe e, = { !

1’72 Y : tl 2 1.,
Considérons S = { t ¢ T | t,=1- % Pty 2 1}

s 2

AN

Figure 2.1
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Il est clair que pour tout ¢ > O, SE rencontre la droite

1= 1, d'oun H (se) contient Y. Par ailleurs, il existe un
€>0

ouvert contenant S ne rencontrant pas tl =1, d'ol l'espace

t

germe & la Pitt est l'espace trivial.

Notons que, par des arguments de compacité, on peut
voir que lorsque S est borné, les deux notions coincident
dans tous les cas. Dans cette thése, nous utiliserons toujours
la définition de Pitt.

N

2.2.4 Remarque. Soit T un ouvert de R, (xt)te?

. . X 2 . g C o
réel centré continu dans L™ et { le processus généralise

un processus

associé & X. Si S est un ouvert de T, le lemma 14 de la section

5 de (KM), prouve que Hx(s) = Hi(s)' a
Revenons 3 nos processus généralisés. Dés maintenant,

lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité, on omettra l'indice X

ou £ aux espaces étroits ou germes; on parlera de H(S) ou

G(s).

2.2.5 Proposition. Soit { un processus généralisé (resp. X
un processus ordinaire) avec ensemble de paramétres

un ouvert T de Y . Nous avons la propriété de continuité
suivante : si (on) est une famille d'ouverts (resp. sous-

ensembles de T), alors ; H(On) = H(g On).

Preyve. Pour X c'est clair, concernant £ un peu moins.
D'aprés le th. 3, section 3.2 de (F), il existe une partition
de 1'unité pour les (On) : plus précisément, une famille (an)
(-]
€ = « 1
telle que oy D(On), 0 ¢ a, € 1 ’nél @ 1l; il faut encore

spécifier que tout compact de T intercepte seulement un nombre

£ini de support de a - Par conséquent, si £ € D(H On), ilya
seulement un nombre fini de Ban non nuls : d'ou

£(8) = £ £(ca) et £(8) e v B(O) ¢ ainsi Hig O,) € v H(O).

L'inclusion inverse est triviale.
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La notion suivante est a attribuer & Molcan (Mo);
elle peut s'écrire dans un contexte purement hilbertien.
Nous dirons que deux processus généralisés {(centrés) § et n
sont bioathogonaux, si

(a) < E(a)n(B) > =/ a B at, V a,B € D(T)
T

(b) H

E(T) = Hn(T).

Dans ce cas, nous dirons aussi que £(ou n)a un (processus)
biorthogonal.

2.2.6 Proposition. § @ au plus un processus biorthogonal.

Preuve. Supposons en effet qu'il y a deux processus

généralisés Nye Ny tels que § et n, (resp. £ et n2) sont

1
biorthogonaux. Dans ce cas, (a) implique

< nl(u),i(e) > = f a R dt = < nz(qxg(S) >,
T

pour tout o,8 € D(T). Par conséquent, si o € D(T), pour tout
g e D(T). nl(u) - nz(u) est orthogonal a {(B8), d'ou

nl(u) - nz(a) € HE(T)*, ou 1 signifie complément orthogonal.

D'aprés la propriété (b). nl(a) - nz(a) € HE(the qui implique

bien nl(a) - nz(u) = 0. En conclusion ny H LY

Des exemples de processus biorthogonaux sont donnés

3 la section 2.4.



§ 2.3 Intégrale stochastique par rapport & une mesure
3 valeurs indépendantes

Ce paragraphe n'est pas trés ambitieux. Nous partons
essentiellement de la constatation suivante : lorsque l'on po-
se de maniére générale une équation différentielle stochastique
aux dérivées partielles, on s’aper¢oit que 1'intégrale ordinai-
re de (CW) ne suffit pas: celle-ci est congue pour intégrer sur
des domaines de RN qui sont bornés inférieurement comme le
premier quadrant du plan. (HW) pose les bases pour une réponse
globale a ces préoccupations. Ici on se contente d'un cadre sim-

plifie.

N
Soit j = (ny,....ny) € {-1,1}" ; appelons J l'ensemble
de multi-indices j de ce type. RN peut étre muni des ordres
partiels suivants :

n,
u < v (resp. usv) o= (ui-vi)(-l) :

3 3

<0 {(resp. £ 0)

Vie€{l,...N}.

Notons R = {teRr® | u<t s v}
) j 3
. N . s N
Soit a € R ; ce point permet de considérer 2 quadrants

ouverts de nﬁq de maniére naturelle. Pour chaque j €J, soit

Q. = (terY |act).
J 3

Soit H = Lz(Q,g,P), T un ouvert de RN, n une mesure a

valeuns indépendantes sur T. Rappelons que n peut se confondre
avec le processus généralisé associé. Si A est un ouvert de T,
on a défini Hn(A) ; en anticipant sur la section § 2.7, on peut
considérer la tribu gn(A) engendrée par Hn(A). Notons v la va-
riance de n. Supposons que les hyperplans {t € RN i ti =y},
1€{1....N}, y€R. ont une intersection v-négligeable avec T.
Il est clair que T'\(J.gJ Qj) est v-négligeable.
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Soit ga la 0-algébre engendrée par les sous-ensembles
de TxQ du type

(2.3.1) R ,XFohusv, R chJnT,pegm&uL jJET

, u,
J
)
u
Ru,v
v
2
’ Figure 2.2

Nous désignerons par Li l'ensemble §es processus X appartenant
a L2(sz'2, ga, v@®P). Notons en plus par €? la classe des pro-
cessus qui sont combinaisons linéaires d4'indicatrices 4'ensem-
bles du type (2.3.1).

Par des raisonnements standards, c¢f. par exemple le

lemma 2.4 de (CW), € est dense dans Li. Considérons 1'opéra-

a

teur linéaire 3% : ¢ — Ho défini par

n
5 ]uzs.ixpi — 1 enaply

n
(2.3.2) }
= i=]1 i

i=1

ou, cf. (2.3.1), A est du type Ru . et Fi du type F. Nous pou-
vons établir aisément l'égalité suivante

(
(2.3.3) E(¢a(A))2=J' x%a(vep), wvxeed.
TxQ
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Dot ¢2 se prolonge de maniére continue en 38 . Lg _ Ho et
par (2.3.3) il s‘*agit d'une isométrie. Il est clair que la pro-
priété fondamentale suivante est satisfaite :

2

<a 2 _
(2.3.4) E(¢ (x1)° (x2)) = j E(xlxz)dv, vxl,x2€ La .
T

Lorsque le point a€ RN

est sous-entendu, nous pourrons poser
I X dn = 073 (x),
T

2
pour X € La’

Nous dirons qu'un processus (X(t,w)) est a-pré-

tET, WERN
visible [par napport & n} si X est mesurable par rapport a ga.
Nous dirons que X est a-adapté (par nrappoat & n) si xt==x(t,-)

est I;I(Ra t) pour tout t € T.

2.3.6 Remargues.

(a) Un processus continu et a-adapté est a-prévisible. (Ce-

ci se vérifie par des arguments standards d'approximation).

(b) Sur chaque guadrant Qj’ nous avons une intégrale ordi-
naire du type (CW).

. N . . . .
(c) Sin=W, T=R 1l'intégrale introduite ici corres-
pond & celle présentée par (HW), ou la classe C est constituée

par {Ra,t | teT}. o



- 33 -

§ 2.4 Solutions faibles d'équations aux dérivées partielles
Tinéaires stochastiques (EDPLS)

Soit T un ouvert de RN.

Le type de EDPLS considéré ici est bien limité :
il s‘'agit en effet tout simplement d'équations hilbertiennes
du type LE = x oUu x est une mesure orthogonale définie sur T
a valeurs dans Bo = Lg (2,E,P) et 1l'inconnue est un processus

généralisé (centré) défini sur T.

Cette section doit nous permettre entre autre de
décrire une classe importante de processus généralisés ayant
un biorthogonal. Bien que la notion de processus biorthogonal
ait été placée dans un contexte probabiliste, rappelons que
tout peut s'écrire, a& part les exemples, a un niveau hilbertien

général.
Soit un opérateur différentiel du type (1.5.6), donc
(2.4.1) La-=2% a, pla ,a e, . )
lifem I ‘ '

aj € Cw(T). Dans cette section, nous ferons 1l'hypotheése

suivante sur L :
(2.4.2) La fermeture de LD(T) dans L2(T) vaut LZ(T).

2.4.3 Proposition. La restriction de 1l'adjoint
L' : D'(T) - D' (T) & LZ(T) est injective.

*
Preyve. Soit g € Lz(T) tel que L g = 0, Si a € D(T).

<g, La>, = (L’g)(a) =0,
L7 (T)

ou <o, > 2 est le produit scalaire dans L2(T). La propriété
L™(T)

(2.4.2) nous permet de conclure que g = 0. p.p. c
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Rappelons donc que Ho sera l'espace de Hilbert
Lg(Q,g,P). Soit x une mesure orthogonale sur T & valeurs
dans Ho' de variance @. A la section § 1.5 nous avons

étudié quelques propriétés des solutions de Lf{ = x.

Rappelons que HX(T) ; { /g ax | ge LZ(T,O)} et
considérons 1‘'isométrie ¢ : L°(T,0) -+ HX(T), donnée par
¢+ /S gdyx (cf. section § 1.5). Rappelons gu'une solution §
de L{ = X est spéciale si et seulement si HX = HE (remarque
1.5.10 (b)).

2.4.4 Proposition. Soit T un ouvert de RN , L un opérateur
différentiel du type (2.4.1) ayant la proprieté (2.4.2).

Soit x une mesure orthogonale définie sur T a valeurs

dans Ho de variance 0 absolument continue. Supposons 0 < p < =,
- -
. € L (T) oup =29,
3 TS

Soit § une solution spéciale de L§ = . Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes.

*
(a) LA : D(T) - D'(T) est l'injection canonique, ou

A= O'lo £ .

(b) £ a un processus biorthogonal.

De plus, si (a) ou (b) sont réalisés, le biorthogonal
de § s'écrit

In

s}

£(a) = 4 ry dy @€ 0(T). g

2.4.5 Remargues.
*
(i) L |2 est injectif, donc il posséde une inverse M.
L°(T)
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Si (a) de la proposition 2.4.4 est vérifié, A est
en fait la restriction de M a D(T). (En effet, (a) nous dit
que L*A : D(T) + D(T) vaut l'identité; par ailleurs, la propo-
sition 1.5.12 nous dit la méme chose pour A L* : D(T) -+ D(T))

(1i) 1l y a au plus une solution spéciale ayant un
biorthogonal. En effet, compte tenu de (i), A est univoque-

ment déterminé.
(ii1) 0O est équivalente a la mesure de Lebesgueeth(T)=L2(®L

Preuve (de la proposition). Supposons (a) et prouvons

que t(a) =/ 1;—0' ax est un biorthogonal de £.
T
La 2
Tout d‘'abord, remarquons que E; € L (T,9), car
1 € L°(m.
P

Soient a,B € D(T); d'aprés la définition de A, nous

savons que {(a) = / Aa dy, d'ou

T
E(E(a) T(8)) = / Ao EE 40 = (Aa(LB)
T 3

*
= (L Ax)(B) = < a,B > 5 .
: % (m

D'autre part, nous allons voir que
2
(2.4.6) H = Hg = {/ g ax | g € L°() } .

La deuxiéme égalité suit de (1.5.11) et du fait que § est une
solution spéciale de Lf{ = y. Vérifions que le premier membre
est égal au troisiéme; comme l'inclusion de gauche a droite
est claim, il suffit de voir que l'orthogonal de Hr dans

{/ g ax | g € L2(0)}) est nul. Soit h ¢ L2(T,0) tel que

/ h dx est dans cet orthogonal. Nous avons
T
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dx [ h dy } =

T

©lg

;e h p dt
T p

L= IR

/ hladt, ¥aceD(T.
T

Comme la fermeture de LD(T) dans LZ(T) vaut LZ(T), nous tirons h = 0
et (2.4.6) est vérifié.

Ainsi £ et T sont biorthogonaux et (b) en suit.

Supposons (b) vérifié et notons £ ce processus
biorthogonal. Comme HE = H€ ,(1.5.11) nous dit encore que

H: = { [/ g dxlgeLz(o)}
5 T

Soit B e D(T) et g € L2(0) tel que £(8) = / g dx. Pour tout
T
a € D(T) la définition de processus biorthogonaux nous dit

E(E(Wa)E®) = /(La) gat =<a, LE>,
T L2 (1)
par le fait que £ est une solution de L = x
B8 @) E(B) = EU o ax S g a0 = <ogp >, -
T T Lo(T)

D'ol, D(T) étant dense dans L2(T), g = %F— et

t) =/, X 4y, 8eo0(m.
. P

Dans ce cas, pour tout a,8 € D(T),

*
<LAQ‘B>2 = < Ag,LB>2 =
L°(T) L(T)

=etre ax 7 2o = BE@EB) = < a8 >,
T T P L°(T)

*
ceci implique bien que L A vaut l'identité D(T) -+ D(T).
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2.4.7 Remarque. Lorsque x est le bruit blanc, (Rl) appelle
solution gondamentale de L§ = x toute solution § spéciale
de L = x qui a un biorthogonal.

Avant de passer aux exemples, signalons une définition
et une remarque.

Si £ est un processus généralisé (centré), on
appelle opirateun de covaniance de £ , la fonctionnelle B :
P(T) *x D(T) + R Qdéfinie par B(a,B) = E(E(x)E(B)).

2.4.8 Remargue. Avec les notations de la proposition 2.4.4.
£ est un exemple de processus généralisé ayant un biorthogonal

£ dont l'opérateur de covariance est donné par

B(a,B) = [ LalB dv
T

ol dv = qdt et 0 < q < ®, qlal € L(T,at).

En effet, il suffit de se rappeler que
Eo) = 7 X ay
T

et d'appliquer (L4.2); on aura q = % .

Ce genre de processus interviendra par la suite
(§ 2.9) dans 1'étude de conditions suffisantes pour qu'une
propriété de Markov de type germe linéaire ait un caracteére
d'optimalité-minimalité.

Lorsque B est elliptique ou localement elliptique,
ces processus ont été étudiés du point de vue markovien par
auteurs comme Kallianpur-Mandrekar (KM) ou Rozanhov {R1l).
ch. 3, § 4. o

Passons & l'illustration des exemples de processus
généralisés ayant un biorthogonal qui sont solutions spéciales
de EDPLS du type L§{ = X, selon les notations de la proposition
2.4.5.
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2.4.9 Exemple. Sans rien spécifier sur L,donnons un exemple

de X qui peut s‘avérer important. Soit (O(t.w))teT weq Un pro-
P s . s N
cessus a-prévisible par rapport a8 un bruit blanc Wou a€ R .

Supposons que 0 <p<®, p, %ELQ(T) ou p : t+—E 02(t,-). Po-~

sons

x(A) = [ ¢ dW, A€B,.
A -

X @ les propriétés énoncées & la proposition 2.4.4.

Occupons-nous d'exemples plus explicites.

2.4.10 Exemple. Mouvement browndien de Livy.
Il est décrit au chap. 3 § 4.1 de (Rl). C'est un pro-
cessus ordinaire gaussien centré (Xt)tERN dont la fonction de

covariance vaut

(2.4.11) E(X,X) = =(|t] + |s| - [t-s]), t,se RN
t7s 2
Posons T = I@I\(O}, N impair, & = E%l. Considérons le
processus @généralisé £ associé a X, c¢. a 4. tel que
£(a) = [ afs) X_ds, a€D(T).
T s

Compte tenu d'une correction d'une petite faute, (R1)

nous fournit les renseignements suivants.
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2.4.12 Lemme.

(a) £ a un biorthogonal £ dont 1'opérateur de covariance est
de la forme suivante.

(2.4.13) B(a,8) = (-1% v rafar -8 ae,
T

ol Y est une constante indépendante de N.

e w - 2, N ‘ A
(b) HE HE H, (4 g dWlg € L°(R )}, ol W est un bruit

blanc défini sur T.

(c) {t =+ It]i U, u € D(T)) est dense dans LZ(RN )i U

désigne la transformée de Fourier de u.

Supposons maintenant £ pair. En intégrant par
parties (2.4.13), on a

B(a,B8) = / Lo LB dt = E(RA(a)A(R)), .
T
ol )
2 2
La = (-1)"y & a , n(a) = [ La dW
pour tout «,B € D(T).
L [3

Siaeo(m), |1 = (102 22 q, c£(15.3) de (F),

chap. 3, sect. 15. Par 1‘'égalité de Plancherel, on tire que
(2.4.14) {La | a € D(T)} est dense dans Lz(T).

Par conséquent (1.4.2) et le lemme 2.4.12(b) nous disent

que Hﬁ = Hw .
Comme, d'autre part, si a, B € D(T),
E(£(a)E(8)) = B(a.B) = E(A(a)fi(B)),

il existe une isométrie d'espaces gaussiens Y : Hw -+ Hw qui envoie
£(a) sur fi(a) pour tout a e D(T).



- 40 -

Nous avons donc i = ¥ 0 £; notons n = Y ¢ §£.
Il est clair que n et N sont biorthogonaux. En particulier,
nous savons
.4. = H. =H .
(2.4.15) Hn A "
Il existe donc une distribution hilbertienne A : D(T) = LZ(T)
telle que n(a) =/ A o dW, a € D(T). Soient a,8 € D(T):

comme N et N sont biorthogonaux, nous avons

<1'ha,8 > , = <ha LB >, = E((a)A(B)) =
2m L3 (m
=< q,B > H
12 (m

*
d'ol L A vaut l'identité D(T) + D(T).

Par la proposition 2.4.3 et (2.4.14), la restriction
* *
de L a L2(T) est inversible, d'ou A L vaut encore l'identité

D(T) - D(T). Ceci implique que Ln = W puisque

(2.4.16) n(L’0) = AL e aw=/aaw va e D(T).

Concernant §, nous avons

* -1 * -1
E(L a) =¥ "o n(L a) =¥ "{f adWw) =/ aaw' ,
ou W' = ¥ o W est encore un bruit blanc sur T. Compte tenu
de (2.4.15) et du fait que Hw, = Hw , & est une solution

spéciale de L§ = W',
En synthése, nous avons le résultat suivant

2.4.17 Proposijtion. Soit £ le processus généralisé associé a

un mouvement brownien de Lévy défini sur RN ou ¢ = E%l est
£ £
pair, L = (-1)2 A2 .

Il existe alors une constante o et un bruit blanc W
tels que £ est solution spéciale avec biorthogonal de LI = oW
sur RN \{0}.
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Présentons le dernier exemple

2.4.18 [Exemple. Famille du drap brownien

N —a
SoitT=R+ , L=

atl.. .atN

2.4.19 Lemme. LO(T) est dense dans Lz('r).

Preuve. Comme les cembinaisons linéaires de boréliens
bornés sont denses dans L2(T) et compte tenu de (Hl1l), sections
10 et 11, il suffit d'approcher l'indicatrice d'un pavé
1, N ou les I 6 sont des intervalles bornés, par
La, ou & € D(T). Par conséquent, il suffit de résoudre le

Xeeax I

probléme suivant.

Soit I un intervalle réel borné; A trouver : une suite

@) dans D(R,) telle que / (1 - ar")z(t)dt + 0; ceci est

>0
:R+ n

équivalent & trouver (un) dans D (R ) avec s an de = 0

ot f(a - 1%(e) » 0.

neo

*
Soient a < b, les extrémités de I. Pour n ¢ N ,
posons

Ins[ -"']’;.b"ﬁ].ans[b+1-i'.b+1&n+‘k].

Knx[b+1,b+1+n]

Par le lemme 1, chap. 3, sect. 2 de (F), il existe on 'wn € D(R¢)
c
tels que @n = 1 sur I et 0 sur In et wn =1 SUr K . et 0 sur
c
Jnet05¢n,wnsl.
L Figure 2.3

1 b+l Kpn b-r’l-m
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f¢ndc

= - ou ¢ = =— . Nous avons ainsi
Posons an ¢n c , n fwndt ainsi

nwn

/andt = 0. Il reste a voir : lim f(an- lI)zdt + 0.

n+©

Comme ¢n +1 dans Lz(R+) , il suffit de vérifier

I

que ci fwi dt + 0. Pour ceci notons que

fwn dt > n, f¢n dt ¢ 1 + % , fwi dat ¢ n + % :

par conseéquent,

ce que l'on voulait démontrer.

Soit W un bruit blanc défini sur T et ¢ un processus
comme dans l'exemple 2.4.9; considérons le processus

t
X, = J d(s)aw(s).
t

2.4.20 Remargues

(a) Si % est prévisible par rapport & la filtration (gt) ou

gt = o(w(at», X est une martingale forte (cf. (CW),
§ 1 et §8)
(b) Si ¢ = 1, X est le drap brownien.

Notons x la mesure hilbertienne sur T telle que

dy = ¢ dW, Si a € D(T), le corollaire 1.4.8 nous dit que

Ela) = f is a(s)ds = / a(s)dx ,
T T

ou aft) = f a{s)ds, t € T ; d'ou H5 c H_ . Posons
{s>t] X

A
Aa = a.
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Remarquons que, si a € 0(T), nous avens

Lo =1V
q = - e ————
atl...atN

* *
par conséquent, AL = L A vaut l'identité D(T) =+ P(T).

En conclusion £ est une solution spéciale de L = ¥
et compte tenu du lemme 2.4.19 et de la proposition 2.4.4,
£ a un biorthogonal.
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§ 2.5 Espaces auto-reproduisants

Ces objets constituent un outil important dans 1'étude
des propriétés markoviennes des processus généralisés ayant
un biorthogonal.

Soit 3 nouveau un ouvert T de RN et §, E deux

processus biorthogonaux ayant T comme ensemble de paramétres.

Si S est un ouvert de T, nous noterons
H(S) = HE(S) . B(s) = HE(S) ;
par contre, si S est un fermé de T
G(S) = 6. (S) . GIS) = G;(s).
Si Y € H(T), notons par vY la distribution.
vy(a) = E(Yg(a)), a e D(T).

On appelle espace auto-reprodudisant associé a ¢
1l'‘ensemble Vg(T) des vY tel que Y € H(T). Il s'agit d'un
espace de Hilbert muni du produit scalaire <VY1'VY2>V = E(Yle).
Lorsqu’'il n'y aura pas d'ambiguité, on écrira simplement

V(T) a la place de VE(T)'

2.5.1 Remarques.
(a) Si Y = £E{(B), B € D(T), le fait que £ et £ sont biortho-

gonaux impligue
v, (@) = S a 8 dt
Y T

d'olu v, coincide avec B. Par conséquent
y q

D(T) = V (T) < D' (T).

13
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(b) I1 y a une isométrie J : VE(T) + H(T) donnée par

7YXy =v. L, 3 | =f .

Y 2 (T)

(c¢) D(T) est dense dans VE(T) au sens de la topologie de
VE(T)'

(d) Le produit scalaire de V(T) restreint & D(T) x D(T)
coincide avec l'opérateur de covariance de é; en effet
si o, o, ¢ o(T), < @, o, Zv = E(E(al)i(az). si g

est une solution spéciale de Lf{ = ¥ au sens de la
section précédente.

< ay. @, > = [ La

1 La i dt,
b

2 T 1 2

ou 46 = pdt est la variance de x . o
Si S est un ouvert de T, notons V(S) le plus petit
sous-espace fermé contenant v € V(T) dont le support est
contenu dans S. Il y a ici un conflit avec (Rl) qui définit
V(S) comme le sous-espace de V(T) généré par les v t.q.supp v <
s_ex'r\(sc)e , € > 0. L'espace de (Rl) est contenu dans le

nétre. Notons Ds l'espace des a € D(T) tels que supp o € S.

2.5.2 Remargue
(@ 3Ty = H(S)
(b) J(V(S)) = (T
(@ T, =v(s) ==> H(S) = Gms).
Preuve. (a) est une conséquence immédiate du fait

que le(T) = { et (b) se déduit de considérations semblables
a celles de (Rl), chap. 3 §1.2.
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§ 2.6 Propriétés de Markov de type germe linéaire

Nous allons considérer des propriétés de Markov
linéaires., donc plutét faibles, qui nous permettront d'aborder
le probléme de la prédiction linéaire. Dans un contexte
gaussien, ces propriétés de type linéaire s'averent étre
équivalentes aux propriétés ordinaires (cf. § 2.7).

Soient Hl' Hz et H3 des sous-espaces de Ho = Lg(ﬂ,g.P)-
Nous dirons que 53 est un espace de scdissdon pour Hl et H2
(en anglais : splitting space) si

(2.6.1) Hl 0 H3 i H2 e H3 H

H, © H3 est le sous-espace engendré par les v.a.

i
Y-Py Y, Ye Hi et P, Y la projection orthogonale de Y sur
3

Hy

H i=1],2,

3
2.6.2 Remarques

(a) si H,
sera également pour Hl v 83 et 82 v H3

est un espace de scission pour Hl et Hz, H3 le

(b) si Hl c Hl P H2 3 82 et 83 est un espace de scission

pour Hl et Hz, il le sera aussi pour Hi et Hé.

H, 0 H, = H, ~ H.*.

CHH OHy=H Al

(c) Lorsque Hy

D'aprés (Rl), chap. 2 § 3, on a les propriétés

suivantes. Soient Hl’ Hz et H3 des sous-espaces de Ho.

(2.6.3) Un sous-espace 83 de Hl est un espace de scission

X _ 2 1
pour Hl et Hz si et seulement si H3 = Hl la) Hz' Hl 1 Hz

et H_ , alors

(2.6.4) si HB est un espace de scission pour Hl 2

H3 =] H1 [a} H2 .

(2.6.5) Parmi les espaces de scission H3 de Hl et H2 inclus

dans Hl’ il en existe un plus petit, appelé espace minimal

de scission pour H) et H,.
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(2.6.6) si Ha est un sous-espace de scission pour Hl et H2
et Hi c Hi sont des sous-espaces i = 1,2, H' = H.v Hi v H.

3 2
, et Hz -

est un espace de scission pour H

Soit T un ouvert de RN . Les notions topologiques
de fermeture, frontiére d'un sous-ensemble de T etc., seront
référées a la topologie induite de RN sur T.

Soit (D_.D+.P) une partitionde T; on dira qu'elle
est rfgulidnre si D_ et D, sont des ouverts et
I' = Fr D_ = Fr D, . Compte tenu, par exemple, du lemme 5.1

de (Rul), on voit aisément le résultat suivant.

2.6.7 Proposition. Soit (D_,D*,F) une partition de T.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) La partition est réguliére.
() D_=IntD ., T =FrpD_.

(c) D_est ouvert et I = Fr D = Fr D_

2.6.8 Remarque. Si S est un ouvert, D_ = Int §,

D, = 3%, = Fr §, constituent une partition réguliére de T.

+ o

Si (D_.D,.T) est une partition réguliére de T, nous
dirons que notre champ généralisé £ a la propailté de Markov
germe Linlaine (en abrégé : PMGL) par rapport a (p_.D..T)
si G(I') est un espace de scission pour G(ﬁ_)et G(ﬁ*).

Si § a la PMGL par rapport a toute partition réguliére,

on dira tout simplement que £ a la PMGL gfobafe; si ¢

a la PMGL par rapport a toute partition réguliere (D_,D+,F)
avec D borné, on dira que § a la PMGL {focale.
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La remarque 2.6.2(b) et (2.6.3) justifient le résultat

suivant.

2.6.9 Propositjon. Soit £ un processus généralisé (centré)
paramétré par un ouvert T de RN et une partition réguliére
D_.D,.T) de T.

(a) si § a la PMGL par rapport & (D_,D_.T) alors G(T') est un

espace de scission pour H(D_) et H(D+).

(b) £ a la PMGL par rapport a (D_,D+,T) si et seulement si

G(r) =a6(d)) nG(B,) , 6(B)" L (D)

L'énoncé du point (a) de la proposition précédente
n'a pas forcément de réciproque. Cependant, si pour tout

ouvert O contenant I' nous avons
(2.6.10) H(Q) = H(D_n 0} v H(D N O) ,
la réciproque a lieu.

2.6.11 Proposition. Soit £ un processus généralisé para-
métré par un ouvert T de RN et (D_,D+,T) une partition

réguliére de T.

Si G(I) est un espace de scission pour H(D_) et H(D+)
et (2.6.10) a lieu pour tout ouvert contenant I, alors §

a la PMGL par rapport a (D-,D+,F).

Preuve. Soit O un ouvert de T contenant . Par
(2.6.6), si G(I') est un espace de scission pour H(D_) et
H(D+), alors H(0O) sera encore un tel espace; par la remargue
2.6.2(a) et la proposition 2.2.5, H(O) est un espace de scission
pour H(D_v 0) et H(D+u O). On peut conclure en utilisant

(2.6.3) et la proposition 2.6.9(b).
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2.6.12 Remargye. La propriété (2.6.10) est vérifide si §
est associé a un processus X continu dans Lz(ﬂ,g,P).

Concernant le caractére markovien des processus
biorthogonaux, le théoréme 1 de (KM) nous permet d'écrire

ce qui suit.

2.6.13 Proposjtion. Soient { et £ deux champs généralisés
biorthogonaux. £ a la PMGL g¢lobale (resp. locale) ssi les
deux propriétés suivantes sont satisfaites.

(a) E est a valeuns orthogonales, c. a 4. E(E(0)E(B)) = 0
pour tout a,B € D(T).

(b) Pour toute partition réguliére (D ,D+,F), quelconque
(resp. avec D_ borné), V(D_) est la fermeture de

%} selon la topologie de V(T). o
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§ 2.7 Propriétés de Markov et processus ordinaires

Nous allons parler dans cette section surtout des
propriétés de Markov associées a des tribus. Rappelons que
(2,F.P) est un espace de probabilité.

Si A, B, C sont des sous-tribus de E. on dit que C
est une tribu de scission pour A et B si A et B sont condi-
tionnellement indépendantes, étant donnée C; on utilise

parfois la notation A + B | €.

Soit T un ouvert de RN et £ un champ généralisé a
paramétres dans T; nous pouvons lui associer une famille de

tribus (dite f§<i€tration natunelle de E)de la maniére suivante :
H (S) = o (H_(S)),
=g £

si S est ouvert et

(s) =0 (G.(s5)),

§ £

£

si S est fermé. H,(S) sera appelée trnibu &troite associée 3

13
S et gg(s) tribu genme associée a S.

Soit (D-,D+,T) une partition réguliéere de T. Nous
dirons que £ a la proprilté de Markov germe (en abrégé : PMG)
par rapport 3 cette partition si gg(r) est une tribu de scission
pour G (D_) et g (D,). si £ a la PMG par rapport & toute
partition régulieére (D_,D+,r) (resp. avec D_borné) nous dirons
gue £ a la PMG globafe (resp. Locale).

2.7.1 Remargue. Si f a la PMG par rapport & (D_,D_,r)ila
également la PMGL.La réciproque est vraie si ¢ est un champ
gaussien, ¢. a d. si l'espace HE(T) est gaussien.

Dans le cas gaussien, le lemma 3.3 de (Ma) nous

permet de voir que

Oea(S) i3



- 51 -

ou S est un fermé de T et o(S) est la famille des ouverts de T

contenant S. o

Soit maintenant T un ouvert ou une adhérence d'ouvert
de RN et X = (xt)teT un processus réel. Nous pouvons écrire
des définitions analogues aux précédentes. Si S est un sous-

ensemble guelconque de T, nous notons
gx(s) = o(xt, t € S),

la tribu &troite de X associée a S; si S est un fermé de T,

nous désignons par

(s) = (0,
8x oea(s) X

la tribu germe de X associée a S,

Si X est de carré intégrable et S un sous-ensemble
de T, nous avons bien sur

(2.7.2) B,(S) = 0(H(S)):

si S est fermé,

(2.7.3) Gg (5) = olGy(S)).

Nous dirons que X a la propriité de Markov genme
(resp. la proprdiété de Markov &troite) ou en abrégé la PMG
(resp. la PME) par rapport a S si gx(FrS) (resp. gx(Frs)) est
une tribu de scission pour gx(s) et gx(sc).

Clairement, nous pouvons définir pour X la propriété de
Markov germe (resp. étroite) linéaire ou en abrégé la PMGL
(resp. la PMEL) : il suffit de remplacer les tribus par les
espaces respectifs.
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Nous dirons que X a la PMG (resp. PMGL, PME, PMEL)
globale si X a cette propriété par rapport & tout S © T;
X aura la PMG (resp. PMGL, PME, PMEL) locale si X 1'a par

rapport a tout S borné.

2.7.4 Remarque. La PMG (resp. PME) est clairement plus
forte que la PMGL (resp. PMEL). Dans le cas oi X est gaussien,
il y a équivalence.

Dans ce qui suit, notons pat@ une quelcongue des
propriétés suivantes : PMG, PMGL, PME, PMEL.

2.7.5 Remarque. X a la ® globale (resp. locale) si X a la
® par rapport 3 tout S € T (resp. S € T borné) tel que
s = Int §.

En effet, si S < T, le lemme 5.1 de (Rul) nous
permet de vérifier que, si A = Int S, alors A = Int A.
Une simple adaptation du corollaire 2.2(a) de (Rul) nous dit
que si Int § a la@® alors S 1'a également. La conclusion

est évidente.o

2.7.6 Proposjtion. Seoit Ho = Li(Q,g,P), T un ouvert de RN.
Soit X = (xt)teT un processus réel continu dans L2 et §
le processus généralisé associé. Nous avons les conclusions

suivantes.

(a) £ a la PMGL globale (resp. locale) si et seulement si
X a la PMGL globale (resp. locale).

(b) Soit (i)tei un prolongement continu dans L2 de X et s<T,
X a la Q? par rapport a S si et seulement si X l'a par rap-
port & SNT.

Preuve. Rappelons que X € Llloc(T,Ho) par la propo-
sition 2.1.3; d'ol § existe.

(a) D'aprés la remarque 2.7.5 et la proposition 2.6.7, il
suffit de se donner une partition réguliére (D_,D+,F)

et de prouver l'équivalence suivante.
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X a la PMGL par rapport a D_ 8i et seulement si £ a
la PMGL par rapport & (p_.p..T).

La continuité dans L® de X nous dit que H, (D)) = Hx(5+) ,
d'ou par la remarque 2.2.4, la PMGL pour X par rapport
& D_ équivaut 3 dire que GE(P) est un espace de scission
pour HE(D-) et HE(D*)° Nous pouvons conclure par la propo-
sition 2.6.11 et la remarque 2.6.12.

(b) C'est un exercice facile. o

Le chap. 3 de (Rl) exhibe une classe assez impor-
tante de champs généralisés qui ont la PMG locale. Supposons
que § a un biorthogonaliet que l'opérateur de multiplication
par une fonction test est continu dans l'espace auto - repro-
duisant de £ , c. & 4. si )

(2.7.7 ”‘“”v‘c“)l“‘“v- v a e D(T)

ol ¢ € D(T) est donnée et C(¢) est une constante; dans ce
cas, si £ est gaussien, £ a la PMG locale. ||~||v désigne
la norme dans VE(T)'

Par exemple, si W est un bruit blanc et £ est une
solution fondamentale de LE = W, ou L est un opérateur linéaire
différentiel satisfaisant la propriété

(2.7.8) ||L(sa) || 2 £ C(¢)||La]] 2 ., Vae DT
L (T L (T

ol ¢ € D(T) est donnée, alors §{ a la PMG locale.

Si l'opérateur de covariance de E, B(a,B8) = f(La)(LB)dAt,
est focalement elliptique, cf. propriété (4.4) de § 4, chap. 3
de (R1l), (2.7.7) est vérifiée. Si { est le processus associé

au drap brownien, c'est également le cas.
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Une question que beaucoup de spécialistes se sont
posés est la suivante : si la PMG est vérifiée par un processus
généralisé dans le cas des ouverts bornés, est-ce qu'elle se
transmet au cas des ouverts non bornés ? autrement dit, est-ce
que la propriété de Markov locale implique la propriété de
Markov globale ? C'est un probléme difficile. De maniére
générale, méme dans le cas guassien, Slepian (S ) a montré
que c'est faux. D'autre part, Molcan (cf. (Mo), section 3)

a affirmé que tout champ régulier a cette propriété. Cependant,
Kinsch (section 3) (Kii), a trouvé un contrexemple a l'affirma-

tion de Molcan.

J'ai essayé d'écrire des conditions suffisantes
raisonnables pour que la propriété de Markov germe locale se
transmette 3 1a propriété de Markov germe globale, mais sans
beaucoup de succeés. Nous pouvons renforcer par exemple

(2.7.7) de la maniére suivante :
(2.7.9)  ||%al] < c(d)]]all. . ¥ ae O(T),
v v

ot ¢ € C (T) a ses dérivées de tout ordre bornées. En suivant
la démonstration du lemme 1, chap. 3 § 1 de (Rl)., nous pouvons
voir que sous (2.7.9), la PMG globale est satisfaite. Mal-
heureusement, on ne sait méme pas vérifier (2.7.9) pour le

drap brownien.

Cependant, il y a une classe assez vaste de processus
généralisés qui vérifient la propriété de Markov globale.
Déja par (KM), th. 2 § 5, on savait que si { est un champ
gaussien dont le biorthogonal E a un opérateur de covariance
elliptique, avec des coefficients bornés et infiniment
dérivables. la propriété en question est vérifiée. Un exemple
significatif est le "Mankov {ree {{eld"” de (Ne). D'aprés (RS),
la PMG globale est méme vérifiée si 1'opérateur de covariance
est localement elliptique d'ordre 2 méme avec des coefficients
non bornés et des singularités.. Nualart (Nu), a prouvé que la

PMG globale vaut pour le drap brownien et pour les martingales
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fortes, gaussiennes et planaires, donc, en tenant compte de
la proposition 2.7.6 aussi pour le processus généralisé qui
leur est associé.
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§ 2.8 Description d'espaces germes

Soit £ un processus généralisé ayant un biorthogonal
et satisfaisant la PMGL globale ou locale. Pour résoudre un
probléme de prédiction relative & ce champ, il est indispen-
sable de posséder une description explicite de 1l'espace
germe associé a la frontiére d'ouverts constituant des partitions
réguliéres.Rozanov, dans (R1l), ch. 3 § 5 décrit des espaces
germes de solutions fondamentales d'EDPLS du type Lg = W ou L
est un opérateur différentiel linéaire a coefficients lisses
et W est un bruit blanc; (Rl) impose des restrictions techni-
ques du type (2.7.7). Ici, nous voulons souligner le fait qu'une
telle description peut se faire sans une hypothése aussi peu
naturelle gque (2.7.7). Au paragraphe précédent, nous avons dit
que la classe de ces solutions fondamentales £ ayant la PMG
globale est assez étendue : les cas les plus célébres se
présentent lorsque l'opérateur de covariance du biorthogonal
de £ est elliptique (si il est localement elliptique £ aura

la PMG locale) et lorsque § est un drap brownien.u

. N
Soit T un ouvert de R" , « et x des mesures orthogonales
définies sur T a valeurs dans Li (2,E,P) et L un opérateur

différentiel satisfaisant les hypothéses suivantes :

2.8.1 Hypothése. Supposons que la variance de yx vaut p dt ou
0 < p < « et p, % € Lw(T) et la variance de x est la mesure

de Lebesgue.

2.8.2 Hypothése. Supposons L du type

Ia = £ a.DJa , Vaed(T) ,
|jlem

ou a; € c”(m, |jl¢ m, m € N. Supposonsde plus LD (T) dense
2
dans L7(T).

2.8.3 Remargue. Si n est une solution spéciale avec biortho-
gonal de Ln = « , il existe une solution § du méme type pour

LE = x. En voici les raisons.
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Tout d'abord, on rappelle que LZ(T,dt) = Lz(T,O).
Soit A : D(T) =~ LZ(T) la distribution hilbertienne telle
que n(a) = f A a dk, a € D(T) et AL' vaut l'identité
0(T) + D(T). Par la proposition 2.4.4, L’A : D(TY »~ D(T)
vaut également l'identité. Le processus généralisé
E(a) = J Aa dx, a € D(T) fait évidemment l'affaire.

Rappelons que §{ est l'unique solution de L{ =

avec biorthogonal (cf. remarque 2.4.5). c

2.8.4 Proposition. Soit n (resp. &) une solution spéciale
A
de Ln=«k (resp. L{=YX) ayant un biorthogonal £ (resp. ﬂ).

Si n a la PMGL globale (resp. locale), alors { 1l'aura
également.

Preyve. Soit (D_,D+,F) une partition réguliére de T.
Comme n et ¢ sont a valeurs orthogonales, la proposition
2.6.13, nous dit qu’'il suffit de vérifier le résultat suivant.

(2.8.5) Vn(D;) = DID;) => VE(D;) = D(E;):

en se souvenant que Vn(T) et Vg(T) désignent des espaces
auto-reproduisants et la fermeture est i entendre au sens

de la topologie de ces espaces.

S désignera D_ ou D, et J& (resp. J ) l'isométrie
entre Vg(T) et H (T) (resp. V (T) et H (T)) En accord avec la_

remarque 2.8.3, con51derons A ¢ 0(T) -+ L (T You
n(a) = f Aa dx , §(a) = fha dx . a € D(T)

Soit v € V (S) que l'on peut supposer a support dans S.
Jg(v) est de la forme f gdx . g e L (T,pdt). Pour tout a € D(T)

via) = E(Jg(v)i(a)) = E{ / g & / Ao ayx}
T T
= f ghAapdt =E {2 Aa dk} =
T T
= @ @,

n



- 58 -

oW 2 =//gpdk . Comme p ¢ Lm(T), gp €L2(T).

D'ou, la distribution J;l(z) est bien & support dans S

et appartient a Vn(s).

Par l'hypothése de (2.8.5), il existe une suite (an)

dans D(S) telle que !|J;1(Z) - anliv + 0. Par ailleurs,
n
par la proposition 2.4.4
) 2
||an - V|IV5 = E {&(a) - JC(V)} =
(Lan ]2 Lan V2
A R A R At
T T\ P
La 2
2 n 1
€ ¢ é p l —;— -g } dt,

ou ¢ est une constante qui provient du fait que i e L7 .

Par suite

2., =
Ilan‘-'vllv5 < c é (Le, - g p)7at =

]

¢cE{ S (La_ - g pldk }2
ot n

- 2 _ -1 N
c B (2 - Ao )" =c [[I37(2) - "“l'Vr
I

—_— 0
n-+o

En conclusion V ¢ DU{3) selon la norme de Vg(T) et le résultat

est prouvé.

Enchainons avec quelques considérations générales.
Soient ¢ et é deux processus biorthogonaux tels que ¢ 1la
PMGL globale (resp. locale): soit (D_,D+.F) une partition
réguliére quelconque (resp. avec D_ borné). Dans ce cas,

on peut voir que, selon les notations de § 2.5,
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(2.8.6) G(T) = B(T\ "
En effet, par la remarque 2.5.2(c) et la proposition 2.6.13,
G(D;) = H(DH ',

avec les mémes notations qu'au paragraphe § 2.5. D'ou, par
la PMGL, la remarque 2.6.9(b) et la proposition 2.2.5,

G(I)

G(B_) nG(B,) = H(D)" A A(MD_)* =

(B(p,) ¥ H(O_N' = HIT D' .
L'utilisation de (2.8.6) nous permet de décrire les

espaces germes dans le cas voulu.

2.8.7 Proposition. Soit T un ouvert de RN , k et x des
mesures orthogonales définies sur T a valeurs dans Lz(Q,g,P)
et L un opérateur différentiel satisfaisant les hypothéses
(2.8.1) et (2.8.2). Soient n et £ des solutions spéciales

avec biorthogonal de Ln = «k, L§ = x respectivement.

Si § ou n ont la PMGL globale (resp. locale) et
(D_,D*,F) est une partition reqguliére quelconque (resp. avec

D_ borné), alors
2 *
(7Y = { f g dx|lg € L“(pdt), L g = 0 sur T\ T}.
T
*
Rappelons que L : D'(T) = 0'(T).

Preuve. Tout d'abord, la proposition 2.8.4 nous dit
qu'en tout cas £ a la PMGL globale (resp. locale).

D'aprés (1.5.11), He(T) = {fgdx | g e L2(T,pdt)}.
T
Compte tenu de (2.8.6),
z=/gax . ge LT pat),
T

appartient a8 G(I') si et seulement si
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E(zE(a)) =0 , ¥ a e D(T\ D).
D'aprés la proposition 2.4.4, pour tout o € D(T\T),

0 = E(zE(a)) = E( / g dx /22 ay) = / La g dt,
T TP T

et la conclusion suit.

(a) Les exemples typiques de mesures Kk et y satisfaisant
1l'hypothése 2.8.1 se présentent lorsque x est un bruit
blanc W et dy = ¢ dW; ¢ est a-prévisible par rapport a w
pour un a€IRN; de plus 0 < p < = et p, %eLm(T) ou p :

t ~— E ¢2(t,'). On pourrait envisager bien d'autres cas

intéressants : x pourrait étre une mesure de Poisson centrée.

(b} Famille du drap brownien.

Soit T = RE , ¢ comme dans l'exemple (a). Posons

= f
X E
Tt

le processus généralisé £ associé 3 X. C'était 1'exemple
2.4.18; (Nu) a prouvé que le drap brownien a la PMG
globale; par conséquent, compte tenu de la proposition
2.7.6(a), le processus généralisé n associé, a également
la PMG. D'aprés les lignes qui suivent 1l'exemple 2.4.18,
n (resp. £) est une solution spéciale axec biorthogonal

. _ 9
de Ln = W (resp. L{ = ¢ W), o L = atl"'atN

également que L satisfait 1l'hypothése 2.8.2. D'aprés la
proposition 2.8.4, £ a la PMGL et la proposition 2.8.7,

. Rappelons

nous avons

G (1) = G.(T) = { g ¢ aw|g ¢ L3RV, pat),

i
2 rY
+
N

3

Btl...atN

¢ dW, ol W est un bruit blanc sur T et considérons

g = 0 3u sens des distributions sur T\ T}
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Mouvement brownien de Lévy.

Supposons T = RY \ {0}, N = 42 -1, & entier positif.
C'est l'exemple 2.4.10. Rappelons que le processus géné-
ralisé £ qui lui est associé est une solution fondamen-
tale de L§ = W, ou L = (-1)2 A2 et cet opérateur satis-
fait 1'hypothése 2.8.2. D'aprés (KM), §6, prop. 4, &

a la PMG globale. D'aprés la proposition 2.8.7, nous

avons

G(I) =G€(1') = {f qdw]qeLz(RN),Alg=05ur T\T}
RN




§ 2.9 Caractére de minimalité markovienne des espaces
(ou tribus) germes

Le caractére de minimalité markovienne de certains
espaces ou tribus de scission (en anglais : "splitting spaces"”
ou "splitting o-fields") a été étudié par différents auteurs :
citons par exemple McKean (Mc), Pitt (P), Rozanov (R1l), Walsh
(Wl), (wW2), Nualart (Nu), Wong et Zakai (W2).

Au début de la section 2.6 nous avons signalé qu'étant
donnés Hl, Hz et H3 sous-espaces d'un espaces de Hilbert,si H3
est un espace de scission pour Hl et HZ’ alors H3 p) Hl la) Hz.
D'autre part, parmi les espaces des scission contenus dans

H il existe un espace de scission minimal.

1’
De méme, par la section 6 de (Mc) si 8. H, et §3

sont des sous-tribus de F et §3 est une tribu de scission
pour El et §2' alors 53 o> H N §2 et parmi les tribus de
scission contenues dans 51' il en existe une plus petite

appelée tribu minimafe de scission.

Soit T un ouvert de RN . (D_, D+,F) une partition
réguliére de T. Dans cette section, nous allons donner des
conditions géométriques assez générales sur D_ et D
pour gqu'une classe assez étendue de champs généralisé posséde
un espace (ou une tribu) germe de scission minimal(e)

associé(e) a T.

Tout d'abord, signalons que, compte tenu de la
remarque 2.6.9(b), si G(I') est un espace de scission pour
G(D_) et G(D,), alors G(I) = G(5_) A~ G(B,), d'ou G(I) est
évidemment 1l'espace minimal de scission pour G(ﬁ_) et G(5+).
Or, d'aprés la remarque 2.6.9(a), G(T') est aussi un espace
de scission pour H(D_ ) et H(D+). La question intéressante
est de savoir quand est-ce que G{I) est un espace minimal de

scission pour ces deux espaces.
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Trois résultats d'un certain relief sont a retenir
& ce propos. Le premier de (Wl) et (W2) concerne le drap
brownien : il dit que si T est monotone par morceaux
H(D ) » H(D+) est 1l'espace minimal de scission pour H(D_ ) et
H(D*) : plus précisément, on a le résultat pour les tribus
correspondantes. Le second.tiré de (Rl), ch. 3 § 4 th 1l
concerne un champ £ ayant un biorthogonal dont 1'opérateur de
covariance est localement elliptique : il dit que si 5_ et 5+
sont localement étoilés (1la définition suivra) avec D_ ou D

bornés, G(T') = H(D_) n H(D*) et il s'agit évidemment de
l'espace minimal. Le troisiéme,dans (DR), nous dit encore que
si 1'on a un drap brownien et T est une ligne de séparation

bornée décroissante, G(T) égale aussi H(D ) n H(D+). o

Commengons avec quelques considérations techniques.
Soit O un ouvert de RN, fn € CQ(O,RN), n € N, Nous dirons
que (fn) converge vers fo de maniere tads Lisse si ffn)
converge vers fo uniformément sur tout compact de O et s'il
Y a méme type de convergence pour les dérivées de tout ordre

des f
n.

2.9.1 Remarque. Soit M un entier positif. Nous pouvons
définir les dérivées successives f(k), cf. par exemple (C),
ch. 2 et 5. Nous aurons une fonction matricielle

L} - MXN ’
£r:0+R o= ) iem, 15508

£ : 0+ RWMY telle que £ = D, £) .
J i
4 M
Soient t © 9, €¢C (OLR ). ne N, tels que f f '
9 - q de manxere trés lisse. Soit a € c (G, R ), a support
compact. U un ouvert de RM , et & : U~ U un difféomorphisme
de classe Cw. Nous avons les conclusions suivantes :

- fn-qn* fo-qo de maniere tres lisse,
- Si M=1 et les fn ne sont jamais nulles,

1

rii % de maniére trés lisse.
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-Sifn(O)CU,pourtoutneN,@ofn*Oofo

de maniére trés lisse.

-a ° fn - a ¢ foselon la topologie de D(T).

Dés maintenant T sera un ouvert de :RN fixe.
Soit F un fermé de T. Nous dirons que F a la propriété @
d' homotopie par rapport & T s'il existe ¥ : Tx I « T, ou 1
est un intervalle fermé a droite par 1 (disons 10,1)), tel que

(a) ¥, = ¥(-,w) : T+ T est un difféomorphisme de classe c”.

(b) ¥, est 1'identité.

1

() lim ¥ = lim v~ 1=y, de maniére trés lisse.
w1 w wel @ 1

(@ ¥ (F) cIntF, Vowel N1} .

Nous dirons qu‘'un fermé F de T a la propriété @
d'homotopie par rapport a4 T s'il existe un ouvert O de B
contenant la fermeture de T dans IRN par rapport auquel F a

la propriété @ d'homotopie.
2.9.2 ues

(a) Supposons que F satisfait la propriété @O par rapport
a un ouvert O 2 T. Dans ce cas ‘l’(:,(t) est une matrice
réguliére pour tout w € I, t € O.

En effet, comme Ym est un difféomorphisme,
vo (e en e (v71) (¢). vaut 1'identité.
w w w ‘

(b) Si ¥ est de classe ¢ sur T x I, la premiére partie de la
condition (c) de la définition d'homotopie est réalisée.

Dans cette section, si US T, les notions de U, Fr U



- 65 -

désignent respectivement la fermeture et la frontiére dans T.

sivuc :RN , l-JN, FrN U désigneront la fermeture et la frontiére
c

dans RN; U~ signifie :RN\ u.

2.9.3 Remargque. Compte tenu de la condition (d) de la
définition de propriété d'homotopie, si F a cette propriété,
alors F = Int F.

2.9.4 Exemples.

(a) Soit T un cone convexe ouvert de RN de sommet to € RN .
Nous dirons qu'un fermé F de T est T-&toilé, si pour tout
t € F, le segment ] et [ est contenu dans Int F.

(b) Un fermé F de :RN est dit &toilé si il existe to € Int F
tel que le segment ) to’ t [ est entiérement contenu dans
Int F.

2.9.5 Proposition. Soit F un fermé de T (resp. F€T, fermé
de RN) qui est T-étoilé (resp. étoilé). Alors F et T\F vé-
rifient la propriété@ par rapport & T (resp. RN) .

Preuve. Supposons F T-étoilé, l'autre cas se traitant
de maniere analogue. Posons I = ] 0,1], t  le sommet de T,
‘l’l(t,w) = tom(t-to) .
= i
vz(t,w) L (e-t)) .

w € I. Nous pouvons voir que F (resp. T ) satisfait @
grace a 1’1 (resp. 1'2). Le seul point non trivial & vérifier

concerne

‘l’l(F) cInt F , YZ(T\.F) cT\F.

Remarquons que la deuxiéme inclusion est plus forte
que demandée, car T \F € Int(T' F).

Soit w € I , t € F. Comme ‘Pl(t,w) € ]to,t[ et

F est T-étoilé, ¥,(t,0) e Int F. Par ailleurs, si t ¢ T\F,
on va voir que Yz(t,w) € Fc: si ce n'était pas le cas, t
appartiendrait & Int F, vu que ]to, Vz(t,w)[ < Int F;

ceci est absurde. °
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Soit F un fermé de T {(resp. un compact F contenu dans
T) tel que ™F a la propriété Qz) (resp. QZD) par rapport
a T. Si @ est vérifiée, soit O un ouvert contenant la
fermeture de T dans RN par rapport auguel TNF a la pro-
priété 6@ . Notons donc To l'ensemble T (resp. O). Si
£: A+-R, ouAC To’ nous posons f : To + R.

£ty = {f(t) si t e A
0 sinon

Soient Y et I provenant du fait que T\F a la propriété @E}

par rapport a To' Si welI, ae D(T), il est clair que

a Y < . i = W .
oY : T, ~R;posons i o= (ao .w)lT

Comme T est un espace normal, il existe un ouvert
borné U tel que F € U € U © T. Rappelons que

D, = {ae?T)| suppac U } .

2.9.6 Proposition.
(a) Si T\F a la propriété CE) . alors i o« 0(T) pour tout
a e D(T), wel,

(b) Si TNF a la propriété (:9 il existe w, €1 tel que
i, a€D(T) pour tout w 3 w, o€ DU.

Preuve.

(a) Comme Ww : T+ T, we I, est un homéomorphisme, supp

a o Ww = W;l (supp a) est un compact de T.

(b) Comme ﬁN est compact, d(ﬁN,Tc) est un nombre positif,
disons vy > 0. Soit B € D(O) tel que supp B8 € U; il

s'agit de voir que supp B8 o Wm C T pour w suffisamment

proche de 1.

Puisque, pour w ¢ I,
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1

supp B o¥ = W;l {supp B) < ¥ %,

. . -1 =N -1
il suffit de prouver que Wm (') € T. Comme yw o1 ?1
uniformément sur tout compact, il existe w, € I tel que
it ¢ X veed™, ws e
A} 2 [ o *

Sited , nous avons

d(wal(ﬁ,'rc) 3 - I\i/:)l(t)-cl +a (¢,15

W
I~
+
-
n
1<

ce qui prouve bien que t € T.

Soit donc F un fermé de T (resp. un compact F
contenu dans T) tel que T\F a la propriété (resp. @ ).
Soit £ un processus généralisé paramétré par T. Nous dirons
que £ a la propriété €O (resp. €) de continuité par
rapport a3 F si les opérateurs

(2.9.7) i D(T) €S V(T) » V(T) , i a=xaoV |,

w w W
(resp.
(2.9.8) 1 UU SVIT) »V(T), i, a =T o ¥, pour un ouvert U
tel que FC U C ﬁN < T) sont bornés et si il existe une cons-
tante M telle que |liw|| § M, pour w suffisamment proche de 1.
Rappelons que Iliwll représente la norme ordinaire de 1'opé-
rateur linéaire borné i, -

Si £ a la propriété @ (resp. @) par rapport
aF, im se prolonge de maniére continue a

V(T) = V(T) . (resp. DU + V(1) )

ou la fermeture est a prendre au sens de V(T). Nous noterons
toujours par iw ces prolongements et nous aurons évidemment

encore ||i || ¢ M pour w suffisamment proche de 1.

2.9.9 Lemme. Si vy v dans V(T), alors Vp TV selon la
topologie faible de D' (T).
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Preuve. Si J : V(T) - Hg(T) est l'isométrie naturelle,
v{a) = E{(J(v) &(a)) = lim E(J(vn) E(a)) = lim vn(a) .

ne+«o n+o

o

2.9.10 Remargue. Avec les notations précédentes, les

opérateurs i  : V(T) + V(T) (resp. DU + V(T) )

sont donnés explicitement de la maniére suivante :

oyt
[

iwv(a)= v , a € D(T)

v =]
Idetwwoww | lp

Preuve. Soit (Bn) dans D(T) tels que lim Bn =v
n-PW

dans V(T). Par continuité de iw et par le lemme précédent,

i vila) = 1im i B (a) = lim / 8 o ¥ (£) a(t)dt
w wn n w

n-+o n+«< T
o
S, = = w1 I
(x = ¥ (t)) = lim J B (x)a(¥ T (x))]|det(¥ ) (x)|dx
w n w W
n+e T
°
ao gl ao vyt
. W w
= lim Bn —1 s v| =3
new [dety’ o ¥ ~f [dety' o ¥ 7,
@ w w w

Signalons que t— det ?é(t) ne change pas de
signe sur To car par la remarque 2.9.2, WL est toujours

une matrice réguliére. o

Voici un exemple important, ol les propriétés de

continuité et d'homotopie sont vérifiées.

2.9.11 Proposjtion. Soit £ un processus généralisé ayant
un biorthogonal dont 1'opérateur de covariance vaut
B(a.8) = / La L8 pdt, ob a8 € D(T), L= I a (t)D%,

T

|k |=m

3 € C°(T) et 0 < p < » , p, % e L7(T), me N.
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Soit (D ,D+,r) une partition réguliére de T, Nous avons les
conclusions suivantes.

(a) si D_ est T-étoilé, alors D_ et ﬁ* ont (}) par rapport

4 T et £ a la propriété (€O par rapport & b_ et 5* .

(b) si D_ est un compact étoilé contenu dans T, alors D_et 5]
ont@ par rapport 3 T et £ a la propriété @ par
rapport & D_ .

+

2.9.12 Remarque. En référence aux sections §2.4 et §2.8,
1'indice k de sommation dans l'opérateur différentiel Lest cette
fois tel que |k| est constant.

De cette catégorie de processus généralisés font
partie les solutions spéciales d'équations L{ = x, ayant
un biorthogonal, ou x est une mesure orthogonale sur T
de variance pdt et L est comme dans l'énoncé de la proposition
précédente. Les exemples a la fin de §2.8 (famille du drap

brownien et mouvement brownien de Lévy) sont du type requis. o

Preuve (de la proposition). Par des majorations
évidentes, il est clair gque l'on peut supposer p = 1.
(a) Par la proposition 2.9.5, nous savons que D_ et 5+ ont
la propriété @) par rapport & T, grdce &
Wl(t,w) = to + w(t-to)
1
\l’z(t,w) =t vy (e-t.)

teT, we J0,1): rappelons que t, est le sommet du céne T.

Prouvons que § a €O par rapport a 5_ et ﬁ+ .
Notons 6§ = w ou i , ¥ = Wl ou Wz . Soit a € D(T); rappelons
que

[al1? = 1 (La)?(e)at.
v T
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Nous pouvons écrire

[L(a o ¥ ) (e)] = | ; a, (£)0"(a 0 ¥ )(t) |

k

| L a &' D" o (v (e0] =

& | Lo (v Ce))| . teT.

Par le changement de variables y = Ww(t ) (dy = 6N at) .

- &N
ICERNINER:

v wo e = ol -

et D, .

I
T
D_ +

D'oid €D est vérifiée pour
(b) Nous savons que D, a la propriété (HD) par rapport & T:
plus précisément 5+ a la propriété (O par rapport &
R" grace a
Yitbw) =t + 3 (eoe)
’ [} w o 7
t e RN , we ]0,1] et to provient du fait que 5_ est étoilé.

Comme D est compact. on considére U ouvert tel que

D cue N © T. comme dans (a), nous vérifions que

. 1
Higelly = 2= {lall,
w

pour tout w suffisamment proche de 1 et a € DU . Ceci prouve

€D pour D_ . o

Revenons au cas génédral. Soit (D ,D+,F) une partition

réguliére de T et £ un champ généralisé ayant un biorthogonal E.
2.9.13 Lemme. Supposons que 1l‘'une des deux hypothéses
suivantes est satisfaite.

(a) 5+ a la propriété (HD d'homotopie et £ a la propriété
de continuité par rapport & D_ .
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(b) 5+ 2 la propriété QED et B_est un compact inclusdans T
par rapport augquel £ a la propriété (:D . De plus V(U):f?U
pour tout ouvert borné Utel que U = Int § ¢ ¢ (D).

Dans ce cas

vib) = n _ V()
- Aeo(D_)

(Rappelons que, si F est un fermé, o(F) est la famille des

ouverts A de T contenant F).

2.9.14 corollaire. Avec les mémes hypothéses que dans le
lemme, on a H(D,) = G(B,).

Preuve (du corollaire). Compte tenu de la remarque
2.5.2(b),

(B )t = T = J(W@) = A e(ma)’

Aeg (D) Aeo(D)
ou J : V(T) - H(T) est 1'isométrie canonigue.

Soiv A € o (D_): comme

™ < T™\D_ = D_ ,

+
on sait que D_ ¢ o(TVA), dou G(TVA) < H(D) :
par conséguent
- 1 4 - 1
G(D,)” 2 H(D,) > G(D))
ce qui donne bien le résultat,

Preuve (du lemme). Supposons (b) vérifié. Si (a)
est satisfait, la preuve suivante s'adapte en plus simple.

Rappelons qu'il existe un ouvert O contenant TN ,
par rapport auquel f)+ a la propriété ; soit Y l'appli-
cation qui s'y rapporte. Conformons-nous aux notations qui

précédent la proposition 2.9.6.

Soit v.¢ n _  V(A). Considérons U ¢ o(D_)
Aeo(D_)
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tel que les opérateurs iw : DU + V(T) sont continus et les

Iliwll sont bornés pour w suffisamment proche de 1 (cf. (2.9.6):
ceci s‘'explique par la propriété (:) ). Comme v ¢ V(U) = ﬁU’ iwv est
bien défini pour w proche de 1.

I1 s'agit de voir que v € V(D_). Pour cela, il suffit

de prouver que lim iw v = v. En effet, compte tenu de la

w+l
remarque 2.9.10,
3o W;l
i via) = v a € D(T).
w -1
ldet(?(:)o\!’w ot

T

si w est proche de 1. Soit a € D(T) avec support inclu dans

B* . D'aprés la propriété @ pour 5* , on a

- -1 _ - -
(2.9.15) supp & o Vm = *w (supp @) < wm(D+) <o, .
Soit A e 0(5_): compte tenu de la définition de V(A) et du
lemme 2.9.9, le support de v est inclus dans V(A): par
conséquent supp v € 5_ . (2.9.15) nous dit que i, v{a) = 0

et par conséquent supp i, vepD_ .

Prouvons donc que lim iw v = v dans V(T).
w+1

Soit & > 0 fixé et B € D(T) tel que |[v-8|], < 3.

Il existe w € T tel que si w € [wo,l), ||iw(v-8)llv < M6,
ou M provient du fait que les lliwll sont bornés dans un
voisinage de 1.

Du fait que lim Vm = Vl de maniére trés lisse,
w+l
BOYw - B + O de maniére trés lisse. Remarquons que
w=1

- -1 - -
supp (Bovw) = Ww (supp B) et puisque le + ¥ uniformément

1
sur tout compact, il existe un voisinage compact K de
supp B tel que V;l(supp B) <k pour w proche de 1. D‘ou

g8 o Ww + B selon latopologie de D(0), et compte tenu de la
w=+l



proposition 2.9.6(b), i 8 = go¥ |
topologie de D(T). Par conséquent,

; ; F s 2
11,8 - 8ll, = E(&Gi 8 - 8)) - 0.
w=1

Or par une inégalité triangulaire,

||iw v - vllv € 6 + M3 + ||iw8 - B||v

et par conséquent,

lim sup ||v - iwvllV € 8 + MS .
w+l

§ étant arbitraire, lim iw v = v dans V(T).
w+l

Nous pouvons ainsi obtenir un premier résultat global

dans le cadre de validité de la propriété Cza d'homotopie
et @ de continuité.

2.9.16 Théoréme. Soit T un ouvert de RN , & un processus

généralisé paramétré par T ayant un biorthogonal, (o_.D,.T)
une partition réguliére de T. Supposons que D_ et ﬁ+ ont
la propriété @ d'homotopie et § a la propriété @
par rapport & D_ et 15+ .

Alors é(r) S H(D) n H(D,) .

De plus, si § est gaussien, G(T') € H(D_) n H(D) .
Preuve. Par la corollaire 2.9.14,
G(r) = G(B_) ~ G(B,) = H(D) ~ H(D,) .

La conséquence relative aux tribus suit du lemma 3.3 de (Ma).

o
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Si £ avait la PMGL, la proposition 2.6.9(b) nous
dirait que l'inclusion précédente serait une égalité. Compte
tenu de ce qui précede, de la proposition 2.9.11 et du
théoréme 2.9.16, nous avons le corollaire suivant.

2.9.17 Corollajre. Soit £ un processus généralisé paramé-
tré par un ouvert T de RN ayant un biorthogonal dont

1'opérateur de covariance est de la forme

B(a.8) = / Lo LB pdt, ot a,8 € D(T), L = &£ ak(t)Dk,
T |k|=m

€ C(T) et 0 < p <>, p. i € Lm(T), me N.

a
P

k

Soit (D ,D+,F) une partition réguliére de T telle
que 5_ est T-étoilé. Supposons gque £ a la PMGL par rapport

a cette partition. Nous avons alors les conclusions suivantes.

(a) G(T) est égal & H(D_) ~ H(D+). De plus, il est 1l'espace

de scission minimal pour H(D_) et H(D+L

(b) Supposons § gaussien. G(I') est alors la tribu de scission
minimale pour H(D_ ) et §(D+) et G(T) = H(D_) n g(D+L

2.9.18 Remargue. Un exemple typique de cas ou D_ est
T-étoilé se présente lorsque I est une ligne de séparation
décroissante, cf. § 3.2 et T = Rf (cone de sommet to = 0).

r

D Dy Figure 2.4
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Nous allons viser maintenant un résultat local dans
le cadre de la validité des propriétés @ et @ .

Nous dirons qu'un fermé F de T a {ocalement La
proprilté (:D d'homotopie Par rapport a T, si pour tout
t € T, il existe un voisinage Vt de t, compact, contenu dans T
et tel que T\(Vt ~ F) a la propriété (@) . Nous dirons
qu'un fermé F de T est focalement &20ifE si pour tout t € T,
il existe un voisinage vt de t, compact, contenu dans T

et tel que vt ~ F est étoilé.

Si F est localement étoilé, alors F a localement la
propriété (:) par rapport a T. En effet, d'apres la propo-
sition 2.9.5, si V

@ .

g " F est étoilé, 'r\(vt ~ F) a la propriété

Remarquons qu'il suffit de vérifier les propriétés
précédentes pour t € Fr F. En effet, si t ¢ Int F, il existe
une boule fermée B dans RN centrée en t et contenue dans
Int F : il s'agit bien d'un compact €toilé, d'ou ;<E a la
propriété @ .

2.9.20 Théoréme. Soit T un ouvert de RN , (D ,D*,F) une

partition réguliére de T et £ un processus généralisé
paramétré par T ayant un biorthogonal 5 . Faisons les
hypothéses suivantes :

(a) D_ et D, possédent localement la propriété @D .

(b) si (U_,U*,C) est une partition réguliére de T ou ﬁ+
a la propriété @z) par rapport a T, alors £ a la
propriété (:) par rapport a 5_ .

(c) Si v € V(T) alors v.8 € V(T), ou veB(a) = v(aB),

pour tout o € D(T).

(d) £ a la PMGL locale.
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Dans ce cas, si £ a la PMGL par rapport a (D ,D+,r),
(ou si D_ est borné), alors G(I') est égal &
H(D ) n H(D+) et il s'agit de l'espace minimal de scission

pour H(D_) et H(D*) .

2.9.21 Remargues.

(i) L'hypothése (c) de 1l'énoncé du théoréme est clairement
vérifiée lorsque l'opérateur de multiplication par une
fonction test est continu selon la topologie de V(T),
cf. (2.7.7). En effet, dans ce cas, l'opérateur borné
a + ¢a de U(T) dans V(T) se prolonge univoquement en un
opérateur continu allant de V(T) dans V(T). Par le lemme
2.9.9, on peut voir que ce prolongement est donné par

v vee .

(ii) Rappelons que la propriété (2.7.7), donc & fortiori
1l'hypothése (c¢) est vérifiée lorsque l'opérateur de
covariance de §{ est localement elliptique, cf. (4.4).
§ 4.2 et th. 2 § 3.2 du chap. 3 de (R1l); (2.7.7) est
encore vérifiée lorsque f est associé & un drap

brownien, cf. § 5.3, ch. 3 de (R1l}.

(iii) Compte tenu d'arguments semblables a ceux du lemma
1§ 1,2, chap. 3 et du théoréme de § 2.3, chap. 3
de (R1), si (2.7.7) est vérifiée et é est a valeurs
orthogonales, £ a justement la PMGL locale (hypothése
(@)).

{iv) Si & est gaussien, on aura G(I') = H(D_) ~ g(D*) et
G(T) sera la tribu minimale de scission pour g(D_)

et H(D,).
Preuve (du théoréme). Il suffit de prouver que

(2.9.22) V(s) = ~ V() ,
A€o (S)

ol S =D ou D_ . En effet, par la preuve du corollaire
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2.9.14, on a G(3) = H(S). La PMGL par rapport & (D_.D,.T) et
la proposition 2,6.9(b), nous permettent de tirer

G(I) = 6(B) ~ G(D,) = H(D_) N H(D,) .
d'ou la conclusion.

Prouvons donc (2.9.22). Soit v a support dans §;:
i1 suffit de voir : v € V(S). Or § a localement la propriété
(:}; d‘ou, pour tout t € T, il existe un voisinage compact Vt
de t qui est inclu dans T et tel que T\(Vt A~ 5) ala
proprieéeté (:} .

Posons wt = Int Vt, t € T, La famille (wt)ter

constitue un recouvrement d'ouverts pour I'; comme T est
o-compact, il existe un sous-recouvrement dénombrable

(wk)kzl : notons (vk)kkl les (Vt) correspondants et

W= T\l . Par le théoréme de partition de l'unité’ (th. 3,

sec. 2, (F)), il existe des fonctions (Qk)kelﬁ avec

(1) ¢k 20, i ¢k = 1 sur T.

(ii) @k e c© et son support est inclu dans wk'
(iii) Chaque compact inclu dans T coupe seulement un nombre
fini de supports de ¢k .

Si a € D(T), la propriété (iii) nous dit que

La ¢k est en fait une somme finie; par conséquent, comme
k

v est une distribution,
(2.9.23) v(a) = ¥ v (@) + v _(a),
o]
k=1
ol vk(a) = v(¢ku) , ke N .
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Posons k € N' . Comme les supports des ¢k sont compacts,
1'hypothése (c) nous dit que vk€v(T) . Posons
pk=T\ (v n®, Dk=T\D r¥ = pr p*. D'aprées le lemme 5.1 a)
de (Rul) on a Dk- Int Dk Par ailleurs

(2.9.24) DX = T\D’: = Int(T\D}) = It N9,

d'ou D)fnol( = @. Par la proposition 2.6.7, la partition

(D)_{, D):, I‘k) est réguliére. D'autre part, D’_‘ est un compact in-
clus dans T et EE a la propriété @ . Comme £ a la PMGL loca-
le, la proposition 2.6.13 dit que V(U) = 50 pour tout UE o(-l;j_z)
borné tel que U=1Int U. De plus, par l'hypothése (b).§ a la
propriété @_par rapport a D’f . Comme le support de Vi est

contenu dans D]_‘ ., le lemme 2.9.13 nous dit que

k
v EV(D™).
Puisque (D_,D+,1") est réguliére, (2.9.24) dit que
- N
pXcint § =5 et v EV(S). Soit >0 et V, EV(T) tel que
- £ <
|v V‘J] et supp vk S. Posons
o R " -
w = E (vk-vk) ;
comme ||vk-vk[| £ €<, la définition de w a un sens et

k 1
w€ V(T). Notons v=v-w,- 1l est clair que v€V(T),

v =¥y = il <e.

Rappelons que, par construction, supp voCT\F;d'autre
part, par (2.9.23), v(a) -k by vk(a) =v, (a), a €D(T), ce qui
nous dit que supp vOCS : en conclusxon supp VOC S.

Soit a € D(T) avec support dans S :

% % "

vie) = (v-w (@) = [ v («) + v (a) =0,
k=1

N
d'ou le support de v est bien inclus dans S et (2.9.22) est

vérifié.
1 o



- 79 -

Quitte a recopier et & adapter de maniére microscopigue
la preuve du théoréme précédent, nous pouvons observer qu'il
est possible de remplacer les hypothéses (a) et (b) avec les

suivantes :
(a') D_ et ﬁ+ sont localement étoilés.

(b*') 5S4 (U_.U,.C) est une partition réguliére et U est
un compact étoilé contenu dans T, § a la propriété (:9
par rapport a §_ .

Les considérations qui précédent, ainsi que la
proposition 2.9.11 et la remarque 2.9.21 i) nous ménent

au corollaire suivant.

2.9.25 corollaire. Soit &£ un processus généralisé ayant
un biorthogonal dont 1‘'opérateur de covariance vaut
B(c.8) = f Lo L6 pdt, o 0.8 ¢ D(T), L=  a (D",

T lkj=m

o 1 o
3 ¢ C (T) et 0 < p < =, p, ; €L (T), me N.

Supposons de plus que £ réalise la propriété (2.7.8).

Soit (D_,D+,P) une partition réguliére telle que

D et 5+ sont localement étoilés.

Si £ a la PMGL par rapport 3 la partition en question
(ou D_ est borné), alors G(I) = H(D_) ~n H(D ) et il s'agit
de 1’'espace de scission minimal pour H(D_) et H(D, ). Si § est
gaussien, on a une conclusion analogue pour les tribus

correspondantes.

2.9.26 Rem i e

(1) Notre résultat englobe le cas D_.D_ non bornés, généralise
et contient les résultats de (Wl}. (WZ} et (DR) concernant le
drap brownien et celui de (R1l) concernant le cas "locale-

ment elliptique".
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Si l'on avait considéré la définition d'espace germe
de McKean (Mc) ou Rozanov (Rl), on aurait obtenu les
mémes résultats. En effet, dans ce cas comme dans le
notre, si G(I') est un espace de scission pour H(D )et
H(D,), il est égal a H(T\T)* : voif la proposition

2.6.13, la remarque 2.5.2{(c) et (Rl), ch. 3 §1.2.

Dans l'énoncé des corollaires 2.9.17 et 2.9.25, nous

avons rajouté une conclusion supplémentaire lorsque §

était gaussien. Rappelons que si £ est une solution spéciale
avec biorthogonal d'une équation du type L{ = ¥ ., ou L

est un opérateur différentiel comme & la section 2.4 et

X une mesure orthogonale gaussienne, alors §{ est
gaussien.

En effet, par (1.5.11), HE(T) = {/g dxlg € Lz(T,O)}
- T
ou T est l'ensemble des parametres et O la variance de ¥.

HE(T) est bien un espace gaussien. o
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CHAPITRE 3

PROPRIETES ANALYTIQUES DES PROCESSUS PLANAIRES
A ACCROISSEMENTS ORTHOGONAUX (PAO)

Cette famille de processus réels ordinaires indexés
par le plan est trés importante. Elle contient les processus
centrés & accroissements indépendants et les martingales fortes
localement de carré intégrable, adaptées par rapport & un drap
brownien, cf. th. 8.1 de (CW). Rappelons toujours, que les
processus gaussiens qui sont markoviens par rapport aux che-
mins croissants et décroissants sont essentiellement le pro-
duit d'une fonction déterministe et un processus & accroisse-
ments indépendants, cf. (Ca2); pemsons par exemple au pro-
cessus d'Ornstein-Uhlenbeck, cf. (W2), chap. 1.

Une fonction définie sur un ouvert du plan a valeurs
hilbertiennes a des dérivées partielles qui sont des distri-
butions hilbertiennes et il est pourtant difficile de définir
une restriction de ces objets 3 une courbe. A la section §3.1,
nous présentons une généralisation d'une intégrale curviligne
de ces dérivées partielles le long d'une courbe. Cet outil
peut étre utilisé pour redéfinir des intégrales stochastiques
de ligne (cf. §3.2); sa fonction principale sera par contre
celle de pouvoir exprimer certains PAO définis au-dessus d'une
courbe de séparation décroissante comme la solution unique
d'un probléme de Cauchy hyperbolique, ou les dérivées par-
tielles "restreintes a la courbe" sont données (cf. chap.6).
Un tel PAO sera la somme d'une partie connue (par rapport
a l'espace germe associé a la courbe) et d'une partie inno-
vative: au niveau de la prédiction, la premiére partie sera
le meilleur prédicteur du processus par rapport & la courbe

{(ou plutdt au voisinage infinitésimal de la méme) .
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§ 3.1 Généralisation d'intégrales curvilignes de
dérivées partielles.

Dans ce paragraphe T sera un ouvert de R2 et T une
courbe paramétrée par y : R + T, ¢ = (wl.wz), continue et
injective. Sur toute lettre désignant une fonction, mesure ou
distribution définie sur T on écrira le symbole ~ ; la méme
lettre sans ce symbole désignera la fonction ou mesure réelle

définie via ¢ sur R .

Soit H un espace de Hilbert, O ¢ p € ©, & une mesure
~ _1 -
de Radon sur R et § = 8 o ¢~ la mesure correspondante sur |

(ou plutét B;). Nous posons

Pr®) = ¥F=fo0ylir - RriEC PR, O

LP(ru:8) = (F=f0 ¢ YT+ Rif ¢ LP(R.H;6)}

Si € est la mesure de Lebesgue, les notions précédentes
Y -
restent valables en supprimant € et € ; on peut bien sur

aussi parler de Lp

loc

Nous noterons
0(f) = {¥=fov T +RIfecDR)) .

D'(T) sera l'espace des fonctionnelles Y définies sur
0(T) telles que ¥ 0 ¢ est une distribution réelle. Si
~
% € Llloc (T,H) et u est une mesure orthogonale définie sur T

a valeurs dans H, on peut leur associer les distributions
N A" . .
1, et T, définies par

u

(@ = tga), T, (@) = 1 (), & € (D),

¥ i

. ~ v N
oua=a0y, u=uo vy, £f=£f o y. et 1, se confondent

e
=

avecg ,g et s.
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Pour €, u € R, notons

vel) = vy (use) v,y (), vi(w) = (b (W), 4, (ute))

O o

et T~ =%  (R), i = 1,2. Remarquons que F; =T.

1

Soit £:T+H telle que f € L loc(I‘:) pour ¢ assez

petit : il suffirait par exemple que f soit loc. bornée dans un

~N
ouvert contenantTl.Soit ¢ € LQ(T). a support compact inclus
dans T.

Nous allons généraliser les notions d'intégrales

curvilignes suivantes
N

S S (6) DYE(at,. £ §(t) DPE(t)dt..

r 1 2
T
Nous introduisons et utilisons une notion qui est liée a vy
et qui n'est donc probablement pas intrinséque par rapport
a .

Pour ¢ > 0, posons

L £(0(u) - £(vow)
F(e) = J g(u) du
R

) £v2 () - £w)
F'(e) = [ g(u) du
R

Si lim Fl(e) (resp. Fz(e)) existe, nous noterons
€+0

1 2

N * n, *
(3.1.1) J gD £ 4 ty (resp. / gD" £ 4 t2)
T r

cette limite.

Nous verrons dans les exemples que f peut ne pas
avoir de dérivées partielles en aucun point, mais par effet

de compensation la limite des intégrales peut exister.
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3.1.2 Propositjon. Si f et y sont de classe Cl, nous avons

A N .
; gp*fdt, = sgotgat,
r o T 1

s

Y ® .

Preuve. Soit g € L (') a support compact inclusdans T,
g = a o V. Soit I un voisinage compact de 0 € R ; notons K le
support de g. Pour u € R, considérons l'application de classe
ct. 6, ¢ I +H aéfinie par G (c) = £(pI(w), i =1.2.
La dérivée vaut

pG, : € ~ Db £(vi(w)v, (ure)

u g WYy -

Si |]*]] est la norme associée au produit scalaire sur H,

nous avons

[Ip*e (&) 1] ¢ sup |[D*£(y ()

w;(u+e)l :
ueK, €€l

ce suprémum existe car t -+ IIle(t)Il est continue : notons -
le M. Compte tenu du corollaire 3.2.2 du théoréme des accroisse-

ments finis, cf. (C), nous avons

iIGu(s) - G (o) |
€

£ M, u€EkK, e€1I.
Par conseéquent, si u € R

[l6,(€)-G, (0) ||

. “lgtule Mellgll, Lo (w e L (®)

par le théoréme de la convergence dominée, cf. th. 3 §g,
chap. 2 de (Di), nous avons
£(v, () - £(¥(u)

J glu) . qu ——
R £+0

D E(u(u)) v (w) g(uwau = £ §wn £wa

R -]
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3.1.3 Remarque. Il est possible de définir une intégrale
curviligne intrinséque qui généralise le concept usuelet
qui soit plus naturelle que (3.1.1).

. N © . n,
Soit g € L (T), & support compact, notons ¢ = g o V¥.
Seit ¢ > 0; considérons o ¢ T+ T tel que ®e(t) = £ +cen

ol n est un vecteur unitaire paralléle a l'axe0X;, i = 1,2.
Soit l'expression suivante :

(3.1.4) 07 f£0) Jeottenar, - 7 £(6) §lode. ) .
€ ® € 1 r 1
€

(r)

Si la limite lorsqgue € + O existe (méme si ce n'est gu'au sens
L% N
de la topologie faible), on peut la noter (le)'(g).

Si f et ¢y sont de classe cl, (Blf)(a) coincide avec

1 v
l'intégrale usuelle /[ le(t)g(t)dti. Malheureusement, vu que
(3.1.1) est plus pratique 2 l'usage, nous n'avons pas étudié

davantage cette notion. o
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§ 3.2 Intégrale curviligne généralisée de dérivées
partielles de fonctions & accroissements

orthogonaux

Soit un espace de Hilbert, <¢,+> et |[|+|| le produit
scalaire et la norme correspondants. Soit T = R+ le premier
quadrant ouvert du plan, I < T une courbe paramétrée par
y = (wl,wz) : R + T injective et continue. Dans ce para-
graphe, i désignera toujours un élément de {1,2}.

I' sera dite crodissante si wl et wz sont non décrois-

sants (resp. dicroissante si wl est non décroissant et wz
non croissant ). Dans ce cas, I sera toujours orientée sui-
vant wl. Nous pouvons veoir que ¢ : R + T est un homéomor-
phisme. Nous appellerons seament de T un sous-ensemble de T
qui est 1l'image via ¥ d'un intervalle borné : un segment sera

connexe et relativement compact.

Considérons les applications ¢i : T - R+

(tl,tz) -t Bien que ¢isoit défini intrinséquement, on a

-1 . .
¢i = wi o % ~. A la section § 1.3, nous avions convenu que
wfl(v) = sup {ufjy. (u) ¢ v}, ve Imuy, .
i 1 i
-1 _ -1 51 .
Posons °i =y o0 ¢i . Nous rappelons que yi o] wi vaut

1'identité sauf sur une réunion d'intervalles v 1 ou wi}
n I
n

.o.=1 . cye
est constant. D'ou ¢i o ¢i vaut l'identité sauf sur une

réunion de segments de T, Vv Jn . En particulier, ®;lo o
n
vaut 1l'identité, Ai- p.p. ou Xi est la mesure de Radon sur T

telle que X, (le,z2]) = Izi- til, pour t, z ¢ T tels que

t ¢ z. D'autre part, il est évident que v, 0 wTl et & o ¢-1
i

1 i

valent 1'identité A. » A, QU A, = Im ¥, = Im¢. , i = 1,2.
i i i i i
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Si C ©T, notons la trace suivante par

n, C= {s = (sy.8,) e T3t eT, t, =808, 28

/;

Figure 3.1

Soit x une mesure orthogonale définie

sur T. Notons v la variance de x. Si C € B posons

r ¢
Y
o; (c) = v(HiC) .

. N P
Considérons les mesures orthogonales ¥y définies sur I a

valeurs dans H définies par

N = ~ - i-1
ui(C) = x(HiC), (resp. ui(c) = (=1) x(HiC)),
si T est croissante (resp. décroissante) et C ¢ B, -
o,
i

. . N
81 sera clairement la variance de By -

. ~ 2 ~ v -1
3.2.1 Remarque. Soient g € L°(T, oi) et h(ti)z g o¢i (ti),

. fes 2 .
ou si l'on préfere, (tl,tz) - h(ti) €L (Hir,v) et
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a(t) = hi o @i(t). Par un raisonnement standard, on a

JGda8 = 1 n(r)) v (t.t,)
r 1 T 1 1
i
N 4"
S §a¥ = /  hit)) dx (t,.t)
T i nir i 172

si ' est croissante; si [ est décroissante, il faut multiplier

le second membre de la derniére égalité par (-l)i°1,

De plus M ¢ B, est 8i-négligeable si et seulement

si Hi M est v-négligeable.

R . ~ g . PP
Dés maintenant, u, -6, seront toujours définis de

N . P . ~
la maniére qui précede. Nous leur associons ui = ui oy

et Oi = %1 o ¥ qui sont respectivement une mesure orthogo-

nale et une mesure de Radon définies sur ER' ei est la
variance de My
3.2.2 Proposition. Soit I une courbe croissante ou décrois-

sante de paramétrisation ¢ : R =T lipschitzienne sur tout com-
pact J de R . Soit X une mesure orthogonale définie sur T & va-
leurs dans H dont la variance y est t.q. dv =pdt et p est loc.

bornée sur T. Posons
fi(t) = X(Rtnﬂir). teT.

N @ .
Pour tout a € L (') 3 support compact dans I, nous avons

v i *

; apr £(w)a’t, =S 3 an,
i i i
T r
N . . ~ L *
d'ou la distribution hilbertienne a = [/ a D fi d ti
r

est la mesure orthogonale ﬁi'

Preuve. Remargquons tout d'abord que t -+ ||fi(t)!|
est continue donc localement bornée: il a donc un sens
d'évaluer les intégrales curvilignes généralisées. Vérifions

par exemple le cas i=1,
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’\‘ , .
Soit a = a 0 ¢y et € x0Q., I décroissante.

£(0r(w) - £ (6% (W)

du =

S a(u)
r €
=7 atw B w@ee)] au =

R

1 ute v

= [ a(u) " / dul(V) = f dul(v) i S a(wdu = I(¢)

R u R € v-e

Le dernier passage s'explique par la proposition 1.4.6
de Fubini. Comme

v
% /' oafu)du —= a(v) p.p.
v-€ €+0
et LV
]; I a(wau| s ||zl p.p..
v-e

par le théoréme de la convergence dominée nous avons,

1 Y 2
J do.(v) {= [/ a(wdu - a(v)}* —— 0
1 [
R V- € £+0

H1e) - £ au (waw][?
R V=-¢

v
I {a(vy - 1 J u(u)du]%ao,(v)+o
€ i
R
et le résultat suit.

Considérons le cas € < 0, Si T est croissante
le méme raisonnement précédent est valable.
Si T est décroissante, le rapport incrémental,

£ ) - £ (v(w)
€

S/ a(u) du
R

est égal a I, (e) + Iz(e), ol
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100 = 5 S jyiuee) v ] du
R
-)((Ru €)
I,(e) =/ ofu)s —— du
2 €
R
et
Ry e = {(wl(v),tz)lv €lu+e,ul, tf]wz(u),tz(v)]}.

Par des arguments semblables a ceux de la preuve du théoréme

3.2.4., qui va suivre, on voit que lim Iz(e) = 0.
£+0

Par ailleurs, on a déja prouvé que lim Il(e) =/a d&l .
[de] r

Si € >0, T croissante, la preuve est analogue.

3.2.3 Remargue. T pourrait étre en fait n'importe quel
ouvert de R2 qui est borné inférieurement. L'hypothése de

bornitude est nécessaire vu la définition de fi “a

Une courbe décroissancé IS T est dite f£igne de sépara-
{ion s'il existe une paramétrisation ¥y : R +T telle que
wl(-@)= ., (+=) = 0. En particulier il existe deux domaines D_
et D_ tels que la partition (b_.D,.T) est réguliére. Soit D_ le

domaine dEL{imité supérieurement par ', c.a.dé. t.qg.
b = (W )y, (v | —e<ucv<m).
D, sera dit dgeimitd ingérieunement pan T.

Par la suite, nous bornerons notre €tude au cas des li-
gnes décroissantes, bien que des réflexions séparées sur les li-
gnes croissantes pourraient mener a des conclusion également in-

téressantes.
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Voici des exemples de lignes de séparation

décroissantes

!
i
|

L

Figure 3.2

. Lorsque [ est une ligne de séparation décroissante

sa paramétrisation v a les propriétés suivantes :

wl(-m) = ¢2(+®) =0, ¥, non décroissante,

w2 non croissante.

3.2.4 Théoréme. Soit X une mesure orthogonale définie sur T avec

variance 8 absolument continue telle que %% = p est loc. bornée

sur T. Soit I une ligne de séparation décroissante de para-
métrisation ¢y : R -+ T; supposons ¢ lipschitzienne sur tout

compact J de R . Posons
fit) = X(Rt N D+) .

ou D_ est le domaine délimité inférieurement par T.
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" ) . -
Pour tout a € L (I) & support compact dans [, nous avons

", *
J a(x)Dif (x)d X, = 0, i=1,2.
T

Preuve. Limitons-nous au cas i = 1, l'autre se traitant de
N
a 0 y; posons

£0lw) - £t @)

maniére similaire. Soit a =

I(e) = J a(u)du
R €
£0vl )
= [ —— afu)du .

R €

I1 suffit de voir que 1lim I(e€) = 0; si e < 0, I(e) est
£+0

toujours nul. €>0

)

Notons ¢ la paramétrisation yg .

Figure 3.3
¥, (u) =0, (- ¢ (u)
w2<u+e>=
¢2(u+e) ].\\~_~__-_-_
i U)= O U+g)= !
1l “1

¢l(u-a) ¢l(u)
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Par les propriétés de linéarité de l'intégrale de
Pettis, nous avons

[zee) 12 = £ Qu afu) 7 dv a(v) < £(4(u)), £(6(v)) >
R R

= -% S dua(u) f ava(v) f p(t)at =
E“ R R RMU)ARMV)AD+

= [ du afu) {Il(u,s) + Iz(u,e)} .

R
ou

u+e ¥, (u+e) v, (V)

I,(ue) =/ av alv) ffl dx, r? -1 dx p(xd
u 2 by v v e 2
u+e ¢, (V) v, (u)

I(ue) = S av il ax; 12 ax, p(x)]
u-¢ € wl(u) wz(wl (xl))

Soit J un intervalle ouvert borné contenant le support de o;
pour un ¢ > O suffisamment petit, J contient l'e¢-voisinage
du support de a. Il existe des constantes C et D telles que

si u € supp «

g ute
I1,(u, e} ] ¢ -2 i dv le(v) - wl(u)l |02(u) - ¢2(V)1
u+e 3
< 22 I dv(v—u)2 = % 52 = § D .
€ u €

Rappelons que wl et wz sont lipschitziennes sur J. D'autre

part on voit également gque
lIz(u,e)l ¢ Ee,
ou E est une autre constante.
Par conséquent, si j = 1,2,
[ du |I,(u,e)| |a(u)] s M e — ©
R J

£+0

ou M est une autre constante. Le résultat suit.
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3.3 Processus & accroissements orthogonaux

Soit T le premier quadrant du plan, Ho 1'espace de

t’ t€T
est & accrodlssements orthogonaux (centré, s'annulant sur les

Hilbert Lg(ﬂ,g P). Nous dirons qu'un processus X = (X_)

axes)., en abrégé PAO, s'il existe une mesure orthogonale X

e = X(Rt)'tET :
en particulier X sera de carré intégrable. x sera appelée me-

définie sur T & valeurs dans Ho telle que X

sune oathogonale associle & X. Notons v la variance de x; com-
me v est une mesure de Radon, t # X appartient a L (T H ).
Nous pourrons nous apercevoir que la restriction 1mposee au
processus X @'étre centré et de s'annuler sur les axes he li-
mite pas la généralité.

Soit X = (xt)teT un PAO avec mesure orthogonale X as-
sociée de variance 0. Soit egalement une courbe croissante ou
décroissante dans T et les mesures u ui, Oi' Oi définies a
la section §3.2. Nous pouvons defzn;r des intégrales de ligne
de la maniére suivante :

(3.3.1) Ixz go.X = sz gali . 1=1.2,

*1 *1
ol X)X,y €T, g GLF(F,Oi). Si X est a accroissements indépen-
dants, (3.3.1) est conforme avec (CW), section 4. Par somma-

tion des seconds membres de (3.3.1) on définit

X x
2~ ~ 2 N n ~
f g X = J g atu; + py) .
X
Soit maintenant une partition réguliére (D_.D+.T) de
T, ou I est une ligne de séparation décroissante.

. dv
Supposons Vv absolument continue, avec EZ localement bornée sur

T. Nous pouvons écrire
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xt = hl(t) + hz(t), t €T,

N _ - ® .
ou hl(t) = x(Rt I3 D_), hz(t) x(Rt la) D+). Comme hl'hz € Lloc(T,ho)

nous pouvons calculer les intégrales curvilignes de dérivées par-
tielles de hl et h2. D'aprés la proposition 3.2.2 et le théo-
réme 3.2.4, nous avons

vod * NN
/ gD hld ti = [ g dui

A4 *

f @D hzd L, = 0,
~ @ .

pour tout g € L (T) a support compact dans [, i = 1,2.
Il en découle le résultat suivant qui nous donne une autre
formulation de l'intégrale stochastique de ligne lorsque
l'intégrand est déterministe.
3.3.2 Théoréme. Soit X = (xt)teT un PAO avec mesure
orthogonale X associée, I une ligne de séparation décrois-

sante.

Supposons la variance v de X absolument continue

\ . Y
et 3¢ localement bornée. Si g € (), X)X, € T, nous avons
X
2

i e *
| g p'%,4 v, = I §aX ,i=1.2

1
[ 2 X

f

] a
Xy

1

Remarquons que l'intégrale curviligne généralisée

de dérivées partielles de h(t) = it est intéressante car
cette notion peut exister sans que les dérivées partielles

existent au sens ordinaire. Considérons le cas ou X = (wt)teT

est un drap brownien donc un PAO du type précédent. Or,
t ~ &t n'est pas dérivable : observons par exemple que pour
tout t = (tl,tz) €T

W -W 2

LIRCTEN .ty 2 )
E ) E 2 — 0O
€
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par ailleurs, il est bien connu que ce processus est trajectoi-

rement nulle-part dérivable. o

3.3.3 Exemples. Les PAO qui ont motivé notre intérét sont

les suivants.

- Les processus a accroissements indépendants de carré inté-
grable, comme par exemple, le drap brownien et le processus

de Poisson centré.

- Les processus gaussiens X centrés, avec fonction de cova-
riance continue non nulle sur les axes, qui sont markoviens
sur les chemins croissants et décroissants. Il ne s'agit
pas de PAO, mais (Ca2) a prouvé qu'il existe une fonction
h:T -+ R telle que xt = h(t)Yt, t € T, oi Y est un processus a
accroissements indépendants gaussiens. Parmi ces processus
X il y a le drap de Ornstein-Uhlenbeck, cf. (W2), chap. 1,

donné par
-t +t,)
Xe e, ¢ 12"2c 2t, *
1°72 - 1, e 2
ou ("t)t e T ©St um drap brownien.

- Les martingales fortes. Soit (xt)teT une martingale forte
localement de carré intégrable adaptée & un drap brownien.

D' apras le théoréme 8.1 de (CW), si X est localement de carré

intégrable, il existe toujours ¢ ¢ Lioc(Txn,ngg,dtaP) adapté

au brownien tel que

X, = S ¢ AW, t e T,
Rt

Dans ce cas,

2
6(A) = [ E ¢°(t)dt, V A € H
4 Er

6 est donc absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
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A partir du prochain chapitre, nous étudierons en
détail les problémes de prédiction concernant une certaine
classe de PAO. Nous reprendrons ainsi les notations habituelles
relatives aux espaces germes, étroits, minimaux de scission
et propriétés de Markov, cf. §2.2, §2.6, §2.7. Si X est
un PAO et Y la mesure orthogonale associée, nous savons par
(1.5.11) que

H(T) = { fgdx | geLi(T,0)} .
X T

L'étude markovienne et la description des différents espaces
associés 4 la frontiére I d'un ouvert de T tel que

Fr D = Fr D pour X se reconduit de maniére équivalente

& celle du processus généralisé associé §.

Compte tenu du corollaire 1.4.8, nous avons

E(a) = J u(s)is s = /& dy .
T T

ou a(s) = £w dcl = ae a{t). D'ou Hg = HX: puisque

2
1 s,
32
—— a = a, £ est clairement une solution spéciale de
Btlatz
a2

5;;3;; £ = X . Comme pour 1l'exemple 2.4.18, on voit que § a un

biorthogonal.
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CHAPITRE 4

THEOREMES DE REPRESENTATION D’ESPACES
FRONTIERE POUR UNE CLASSE DE PAO CONTINUS DANS L2

Soit T le premier quadrant ouvert du plan;
en fait tout le contenu de ce chapitre reste valable si T
est le produit de deux intervalles ouverts de R, . Dans ce

chapitre X = (Xt) sera toujours un PAO continu dans

teT
Lz(Q,g,P): I' sera une ligne de séparation décroissante para-
métrée par ¥ : R + T et (D_,D#,F) sera la partition ré&guli2re de
T telle que D_ = {w (), ¥y(v)| == < u g v < =}. Dans ce
chapitre, les notions de frontiére et fermeture seront

référées & la topologie induite de By sur T.

wz(u)

wz(v)

vy by (V)

Figure 4.1
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Etant donné un PAO X, notre but est celui de déter-
miner la meilleure prédiction de X étant donné les valeurs
de X sur T ou sur un voisinage de '. Pour cela nous avons
besoin de décrire les espaces frontiére G(I'), H(I) et M(T) qui est
l'espace minimal de scission pour H(D ) et H(D+). Nous verrons
que souvent les éléments de ces espaces sont des intégrales
stochastiques de ligne; lorsque I est suffisamment lisse
les v.a. de H(T) seront données par des intégrales détermi-

nistes de X le long de T.
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§ 4.1 Sur une équation hyperbolique homogéne

Dans l'objectif de décrire l'espace germe G(T), nous
avons besoin du résultat suivant qui sera par ailleurs reformulé
de maniére plus générale au chapitre 6.

4.1.1 Proposition. Soit H un espace de Hilbert, D = D_ ou D,.
2
1 3° f

8t1 3t2

Considérons £ € L loc(B’H) solution de = 0 au sens

des distributions hilbertiennes sur D.
Dans ce cas,il existe fi : JO,»[ + H, i =1,2 avec

f(tl,tz) = (fl(tl) + f2(t2)) 1D (tl.tz) pP-pP-

De plus, si £ est continue, fl et f2 le seront aussi.

Pour la démonstration il est nécessaire de formuler

le lemme suivant.

4.1.2 Lemme. Soit R = I1 x 12, ou I, et I_ sont deux

1 2
2
intervalles ouverts et f ¢ L1 (R,H) telle que 2L . 0
loc atlatz

sur R au sens des distributions.

Alors il existe hi : Ii - H, 1=1,2, tels que

f(tl,tz) = hl(tl) + hz(tz) pP.pP.

Preuve (du lemme). Soit a, € D(Ii); par hypotheése
on a
{ dtl al(tl) J dt2 uz(tz) f(tl,tz) =0
I
1 2
Par 1la remarque 1.5.3, il existe A ¢ H tel gque

(4.1.3) £, 4 uz(tz) f(tl,tz)dt2 = A p.p. (t
2

-
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N
D'ou, pour £ fixé,

s at
P

’ n
, ay(ty) (£(t) t)=£(¥.t,)} = 0 p.p. (t)).

Il suit gque pour £ p.p.,f(tl.tz)-f(gl,tz) dépend uniquement
de tl: notons hl(tl) cette différence; posons

v .
hz(tz) = f(tl,tz) et on a la conclusion. _
4.1.4 Remargyes. Si f est continue, hl et hz le seront
également.

Preuve (de la proposition). Prouvons l'énoncé
lorsque, par exemple. f est définie sur D_. Soit i e{1.2}.
Posons R = I, x I, ou I, = ]o,wi(o)[. D‘aprés le lemme préceé-
dent, il existe hi : Ii + H tels que

£ R (tl,tz) = hl(tl) + hz(tz) p-pP-

Pour t = (tl,tz) € D_ tel que t, > wi(O), posons

i

(£, ).

(4.1.5) gy (t).t)) = £(t;.t)) = hy (t, .

Nous avons par conséquent,
(4.1.6) qi(tl,tz) = hi(ci) , U(tl,tz) € R p.p.

Nous aimerions prolonger (4.1.6) & tout D_. Considérons

le cas i = 1.

Soit (tn) la famille des rationnels positifs. Pour

n € N, posons

r‘_ pu— —_—
IJ = ]O,Wj(tn)[, i=1,2, R = I, %1I,.
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Soit a € U(Ig): d'aprés (4.1.3) qui se trouve dans la preuve
du lemme 4.1.2, on sait que
' n
t'.l‘—* fn ] (tz) f(tl.tz)dtz, tl € Il .
I
2
ne dépend pas de tl(p.p.); or h2 ne dépend pas de tl non plus;

par conséquent, (4.1.5) nous dit qu'il existe M C I? Lebesgue -

négligeable, tel que

by ﬂi
I
est constant pour t; € I?\ M. D'aprés (4.1.6), il existe

a'(tz) gftl'tZ)dtz

N~ Y n . .
ty € Il\ M tel que qft1't2) = hl(tl). Par suite si t; € I\ M,

’ = ’ > =
in a (tz)qftl,t2)dt2 in a (tz)qftl'tz)dtz
2 2

N
= h (8] S o (Ede = o,
I

1 n n
D'ol pour t, € I1 p.p.. qftl,tz) ne dépend pas de t2 € 12 p.pP.

Il existe donc hg : IT + R telle que

n
Q{tl,tz) = hl(tl) . s1(tl,t2) € Rn p.p-
Soient m, n € N : nous avons

m .
h (tl) = qétl,tz) = h1 (tl), si (tl,tz) € R AR P.p.

[t ]

n .
hl (tl) = qftl,tz) = hl(tl) . 81 (tl,tz) € R, "R pP.p-

Il existe donc M' < ]D,w1(+°)[ Lebesgue-négligeable, tel que
si t e M,
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ne | () =h)(t) ., ¥nme N, n3zm,
1 m 1
1
1
n
h. | () = h,(t) , ¥ne N.
1 1
5

Nous pouvons donc considérer ta fonction £, ¢ ]o,wl(w)[ + R,
définie par
W) L, sit, e ID W
1'71 1 1
£.(t,) =
1'71 .
0 ., Ssinon

Posons D, = {(tl,tz) €D | £ wi(O)} , i=1,2.

Figure 4.2

Remarquons que Y R =Dy VR, D'ou
n

n -
R Igﬁtl,tz)-fl(tl)ldt < L flgftl,tz)-hl(tl)ldt =0,

i
Dl n Ry

ce qui entraine gl(tl,tz) = fl(tl), si t = (tl.tz) € Dy VR - p.p.
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De la méme maniére, il existera £2 : lc.wz(-w)( + R

telle que

fz(tz) = gz(tl,tz) sit = (tl,tz) € DZU R p.p.

La conclusion de la proposition est maintenant
immédiate pour D_ .

Si nous voulons prouver 1'énoncé de la proposition

1*12, ou

Ii = ]wi(o), + » [ et on procede de maniere absolument
semblable.

lorsque f est définie sur D,. on pose R = 1

Lorsque f est continue, f, et f, le sont également
compte tenu de la remarque 4.1.4. o
Poursuivons avec un résultat utile a la description,

de 1'espace minimal de scission associé a un PAO.

Soit q € ] 0,4+ » ], U,V boréliens de RN,tels que U < v;

considérons une mesure non négative v définie sur EU‘ On
. . ; y 19
dira que ¢ : V = R appartient a Lloca KNU

pour tout compact K de Rz.

(u,v) si gl € Lq(v)

Une mesure v définie sur B, sera dite décompesatble

T
si elle est de la forme
Tk k k ok
(4.1.7) I v, v = p d(v. B v)) ,1c<k<n neN,
= k™1 2
k=1
ou v? ., 1=1,2 sont des mesures de Radon continues sur [0.o [

©©
et Py € Ly ca(T-dt) telles que 0 < p < =,

_L_ o
P € Lloca( T,dt) , k e {1,....nl}.
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4.1.8 Proposition. Soit \ une mesure décomposable. Si
2 =
g € Lloca(D_,v), q(tl,tz) = a,(t)) - az(tz), alors
2 n \ - i i
(tl,tz) - ai(ti) € L% ca (2_,v). En particulier, lorsque

D est borné, ces mémes fonctions sont de carré intégrable.

Preyve. Dans cette démonstration, i désignera un
élément de {1,2} .

(a) Examinons tout d'abord le cas ou v = 2 ] vy - Comme

les constantes sont dans L2 (D_,v) on peut remplacer

loca

les a, par a; +C, ou C est une constante. Reprenons les

mémes notations qu'a la figure 4.2; nous avions

R = R=1 xI,D.=((tl,t2)eD_|ti>wi(o)}.

Roy(oy- 1 20 Y3

1
Or, a; € L (Ii,vi) car
i |ai|d\)i < i dvl(tl)Ig(tl,t2)|+[a2(t2)|vl(Il) < o
1 1

pour p.p. t2 € IZ' Quitte a soustraire la constante

dvl, on peut supposer II a, dvl = 0.

! 1

Prouvons maintenant que (xl,xz) i ai(xi)lR(xl,xz)
est de carré intégrable. En effet,

! qzdv = f af dv + f ag dv + 2 f alazdv :

R R R R
cependant

S a,a, dv =S a,dv, S a dv, =0 ;

R 172 1 171 1 2772
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ainsi,

h ai(ti)dv(t) < f gfav < =,
R R

et les a, sont de carré intégrable sur R.

Soit K un compact du plan; il s'agit de démontrer

que [ ai dv < =, Il existe un intervalle borné I

Iy

tel que D2 nKc I1 x I, d'ou

(4.1.9) S az dv ¢ S ai av ¢ [ av, s avy ai
Kn D2 le 1 I I1
v, (I)
2 2
—— fd\)& < o,
vz(Iz) R 1
D'ou, a, € L? (D,,v) et par additivité a_, = ¢ - a_. ¢ Lz D, V)
* o1 loca 2’ 2 1 locé 2’
- . \ 2
De la méme maniére qu'en (4.1.9), a, ¢ L loca(Dl,v) et
et 2
par additivité a, € L loca(Dl,v).

. 2 2
En conclusion, a, € L locébl v D2 U R) = LlocéD-'v)‘

(b) Si la conclusion de la proposition vaut pour ¢ € Lioca(D-’V)’
: 2 N w©
elle vaudra aussi pour o ¢ Lloca(D_,pdv), ou p € Lloca(T'dt)'
1 ® -
telle que 0 < p < » et p € Lloca( .dt).
ok 13
(c) Supposons que v = I Vv, ol V' est une mesure non négative
k=1
2 .
sur gT . Remarquons que g ¢ Lloca(D-'v) si et seulement
X 2 k
si g e Lloca(D-’v ), ke {1,...,n} .

Par conséquent, si la conclusion de la proposition vaut pour
tous les Vy - elle vaudra également pour v.

(a),(b) et (c) permettent d'achever la démonstration.
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4.1.10 Propositjon. Soit g : D_ » R telle que

_ N . . 2
g(tl,tz) = al(tl) + az(tz), oda, : R, »R.SigelL° (D),
alors g = O.

Preuve. Soit I un intervalle borné dont l'extrémité
gauche est wl(O). Posons R = I x }wz(o), » [ ., Prouvons tout

d'abord que a; € Ll(I); en effet, comme g est localement

intégrable, pour p.p. t, € ]wz(O), » [ , nous avons
£[al(tl)idtl g é!g(tl,tz)ldtl + MDD |ay(e,) ] <=,

ol ) est la mesure de Lebesgue.

Quitte 3 soustraire de ay la constante

I
C = S a,at
A1) I 11

et & la rajouter & a,, on peut supposer que -/ aldt1 = 0.
: I
Par conséquent, comme g € L2(R),

(4.1.11) S g2at = f alteyae + £ al(eats
R R R

ceci prouverait gue (tl,tz) - al(tl) € L2(R). or

2 © 2 2
S oaf(t )de = f at, [ al(t.)dt, = =-f al(t.)dt, = =,
R 1’71 ¢2(0) 2 I 1’71 1 1 171 1

a3 moins que /S ai(t )dt = 0 et alors a,| = 0; dans ce cas,
1 1 1 I

comme a, ne dépend que de tl' 3 est identiquement nulle.
- 2 -
Par conséquent, (tl,tz) - az(tz) = g(tl,tz) € L7(D,);

ceci n'est possible que pour a, = 0. a
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Quitte & modifier partiellement 12 preuve de la
proposition 4.1.8, nous obtenons le résultat suivant.

4.1.12 Proposition. Soit v une mesure décomposable sur T.
Soient g, : D_ + R, telles que qn(tl,tz) = an(tl)-bn(tz).

v p.p.,neN,oixan, bn:R,,-»R.

. 2 2
Sig €L loca(D-’v) et g g dans L°(D_ N K,V)

pour tout compact K de R2 , alors il existe des constantes
2 .
Cn' n € N, avec a, + Cn, bn + Cn, convergeant dans L (D_ n K, v)

pour tout compact K du plan.

De plus, il existe a, b : R + R telles que
g(tl,tz) = a(tl) + b(tz) v p.p.

Preuve. La derniére conclusion suit du fait que T
est une réunion dénombrable de compacts et que la convergence
2 .
dans L"(v) impligue la convergence Vv p.p.

Il reste & prouver que, pour des constantes appropriées

ta, + Cn) et (b, + Cn) sont de Cauchy dans Lz(D_ A K) ou K

est un compact de Rz.

Pour le reste nous pouvons suivre le déroulement de
la preuve de la proposition 4.1.8; nous nous plagons d'abord

dans le cas ou v = v, @ v_,cf(a) et nous choisissons des
L2 ey

constantes C_ telles que [ 1 (a_ + C ) dv. = 0; nous
n 0 n n 1

aurons ainsi J/ a b duv = 0 etc.
R PP

4.1.13 Remargue. Si D_ est borné, nous pouvons remplacer

L2

loca Par L2 dans 1'énoncé de la proposition 4.1.12.
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Terminons ce paragraphe en énongant un petit

résultat d'unicité.

4.1.14 Proposjtjon. Soit v une mesure sur gT du type

v @y, ou vyo o= 1,2, est une mesure de Radon sur [0, =l
1

Soient a; ¢ R+ + R, g€l loca

al(tl) - az(tz) =0 v p.p. Il existe alors une constante C

(D_,v) tels que

telle que ai(ti) =C v p.p.

Preuve. Soit le rectangle R = Rw(o) et les
intervalles, I, = lo,wi(o)[ , i =1,2. Nous avons

(4.1.15) al(tl) = az(tz) , Vt= (tl,tz) € RV p.p.

Par les mémes arguments que ceux de la preuve de la proposition

1 o
4.1.8, nous avons gy e L (Ii ,Vi),i=l,2. En intégrant

(4.1.15) par rapport a t2 sur 12’ nous avons

1
S a,dv, , vt €I, v, p.p.
v (Il) 1,2 2 1 i

1 2

al(tl) =

Il existe donc une constante C telle que al(tl) = C,
tl € Il vl p-p. Par suite, en reprenant les notations de la

figure 4.2, il est évident que al(tl) =C, ¥teD, VRV p.p.
Par ailleurs, az(tz) = C v p.p. sur R et par conséquent sur

D, U R. Soit i1 = 1,2. Nous venons de veoir que ai(ti)= C,

1

vV p.p. sur Ru D par hypothése, ceci implique que

3-if
ai(ti)=c V p.p. sur R v Di et donc le résultat voulu

(cf. toujours la figure 4.2). o
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§ 4.2 Description d'espaces de scission associés &
une ligne de séparation décroissante

Soit T le premier guadrant ouvert du plan, (D,D+,F)
une partition réguliére de T telle que I est une ligne de sé-
paration décroissante de paramétrisation ¢ : R +~T et
b= {(wl(ll),wz(v))l -®<yugv<o}, Soit X = (X )cET
mesure orthogonale X associée; notons v la variance de x.

un PAO avec

Dans ce paragraphe nous voulons donner une description
explicite des espaces G(I') et M(I'). Voici un premier résultat

qgui concerne l'espace germe.

4.2.1 Théoréme. Supposons v absolument continue avec dv = pdt,

0<p<e®, p, i€ L”(T). Nous avons les conclusions suivantes.

P
(a) X a la PMGL globale.
(b) L'espace G(I') est constitué par les Y = f gdy., ou
gle).ty) = 150t ¢ ) (a) (t)) =a,(t,)) p.p.. ger? (D), a;tR_~+R.

De plus pour un ¢ fixé, les a; sont uniques 3 une constante pres.

Preuve. A la fin du chapitre 3, nous avons re-
marqué que le processus generallse £ associé a X est solution
spéciale avec biorthogonal de 3;;3;; £ = X.

(a) Comme le drap brownien a la PMGL globale, la proposi-
tion 2.8.4 nous confirme que £ (et par conséguent X) a la PMGL
globale.

(b) La proposition 2.8.7 nous dig que G([') est l'espace des
Y = ’{‘ r gax. q€L2(T.v), tel que raat— g = 0 sur T\T au sens
des distributions de Schwartz. 1 11 est bien clair que
les fonctions du typgz(tl,tz)rvg(tl,tz) =1D(tl,t2)(al(tl)-az(t2n
sont solutions de =9 - % sur T\T, don¢ les Y de 1'énoncé

Btlatz
sont bien des éléments de G(I'); prouvons donc l'inclusion réci-
proque., Si Y = % gax. geLZ(v), ﬁ-=05ur't\l‘, alors g D et
1 2
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et g D seront solutions de la méme équation respectivement sur

D et D:. D'aprés la proposition 4.1.1, il existe ai'bi H R+ * R,

i =1,2, tels que
qlD(tl,tz) =a)(t)) -a,(t,). g D+(tl,t2) =b (t)) +b,(t,)
Comme %EILQ(T), ng €L2(D+), la proposition 4.1.10 nous dit gque
+

g z 0.
D+

L'unicité découle de la proposition 4.1.14.°

Reprenons les notations de la section §3.2 et considé-

N
rons les mesures de Radon Oi et Oi telles que

3 b= "2 5%2% o (uvn = ()2
Oi(le.z2 = ELJ i J o 0y Uuv ) = Elj ixJ .
zy v (u)

ai est définie sur gr et @i sur B
t*’ti, i=1,2.

R" Soit cbi: 'R définie par

Lorsque I, et par conséquent D, est borné, nous pou-
vons utiliser les intégrales de ligne pour représenter . D'a-
prés la remarque 3.2.1 et la proposition 4.1.8 nous pouvons

écrire le résultat suivant.

4.2.2 Proposition. Supposons la variance v de y décomposable.
. v v )
Soient a;, : R, *R, 3, : T+R tels que ai(ti) —aiO¢i(t). si T

est borné, les propriétés suivantes sont équivalentes.

- 2
(a) (tl,tz) ai(tl) -az(tz) € L°(D.V)
(b) 3. €L
De plus, si (a) ou (b) est vérifié,

ax = [ Sax+ | 35
(al(tl) -az(tz)) X = J 2)3,X J a,9,%X.
r

(S —

4.2.3 Remargue. Reprenons les conventions de 1l'énoncé précé-
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dent avec T éventuellement non borné. Si Y = / (a,(t,)-a, (t_Ndx.
b 1ttty
r,o,)

é 10y représente Y, a

% 2
nous dirons que (a .3 ) GLIOC(I‘,Ol)XLlOc
Comme conséquence directe du théoreme 4.2.1 et de la

proposition précédente, nous avons le résultat suivant.

4.2.4 Théoréme. Soit X = (xt)tGT un PAO avec mesure orthogo-
nale associée y de variance v absolument continue et telle que

dv = pdt, 0<p<», p, %eLw(T). Soit T une ligne de séparation

décroissante bornée.

G(T') est alors l'espace des Y € H(T) tel que

{ ~ N ~ 2., .
Y = J (2;3)X + a,3,X), a €L (0, i =1,2. |
T
Lorsque T est non borné, on ne peut pas espérer obtenir
la méme représentation qu'au théoréme 4.2.4. Supposons en effet

£y

que X est un drap brownien (w ) soit [ 1'hyperbole

t€T
{(t 'ty ) €1’ft 2 = 1} et 2° = (zg,zz)e . La v.a. W o appar-
txent a G(I'), mais il n'y a pas 4' a €L (.,% ) tels que
Wo = { (alalx-+a232X). En effet
1 d
Wo = J (al(tl) -az(tz)) X
D

D'aprés le théoreme 4.2.1, a, et a, sont uniques 4 une constan-
te prés. On peut aisément vérifier qu'il n'existe pas de cons-~
tante C telle que

2
(£y.t,) m>a, () +C € L°(D).
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4.2.5 Remargue. Supposons la variance v de x du type

dv = p d(vlevz), avec 0<p<x, p, % bornées vlvevz p.p. Nous
avons le résultat d'unicité de représentation suivant. Si

Y € H(T) est représenté parw(gl,gz) et (gl'gz)’ alors il existe
une constante C telle que ai = bi'+c, Oi p.p. Pour la preuve,

nous utilisons la proposition 4.1.14 et la remarque 4.2.3.

Soit X = (xt)tET un PAO ayant une mesure orthogonale
dont la variance v est supposée comme dans 1l'énoncé du théoréeme
4.2.1. Le processus génédralisé § associé a4 X a un biorthogonal
avec oggrateur de covariance B(a,8) = 4 L%fﬁ dt, o,8 €D(T), ou
L= 3;;3;; . Soit (D,D+,r) une partition réguliére comme au dé-
but de la section. Comme I est une ligne de séparation décrois-
sante, D est T- étoilé. Par le corollaire 2.9.17, G(I) est l'es-

pace minimal de scission M([) entre H(D) et H(D+).

Du coup. le théoréme 4.2.1 nous donne une description
de M(T). Cependant pour ce dernier espace, nous pouvons faire

plus et ceci est illustré dans les lignes qui suivent.

4.2.6 Remargue. Soit X = (xt)teT un PAO continu dans L2, X
sa mesure orthogonale. Dans ce cas H(D) NH(D ) est l'espace mi-
nimal de scission M(T') pour H(D) et H(D+). De méme si X est
gaussien,g(D) ng(D*) est la tribu minimale de scission pour H(D)

et H(D)).

De plus, un systéme de générateurs pour cet espace est

donné par les variables aléatoires
2
3 1 =
(4.2.7) J X X, z€T, 1 =12,
2°
ot z° est un élément de ' fixé.
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2 ,
Rappelons, cf. §3.2, que £° 3% 1= 1,2, sont égaux
au signe prés a x(Ai) ou Ai, i=1,2, 2z€T7,est représenté dans
la figure suivante.

N

-~ N

Figure 4.3

Les propriétés énoncées ci-dessus ont été prouvées
dans (W1l), th. 3.1 et 3.2 lorsque X est un drap brownien. Pour
obtenir notre cas, il suffit de remplacer la mesure bruit blanc W
par x dans la preuve de (W1).

Notons que les générateurs (4.2.7) peuvent se réduire

a
(Z

(4.2.8) J aix, i=1,2, z€T, X ° '
zO 2

. O . - z .
ou 2” €T est fixé. En effet, X, = xz°+£° 3X ou ax:alx+32x.

Notons par Hi le sous-espace de H(T) engendré par les

v.a. /% 3 X. 11 est facile de voir que
zo 1
2

[ A v C o
ai-{J gy, X |deL (r,oi)}, i=1,2.
r

Par conségquent,



s TFEe x|
(4.2.9) M(T) = B FH,+ X o

.

ou [x o] est le sous-espace de H(T) engendré par X .
2 2z

4.2.10 Remarque. La somme, meme directe, de sous-espaces de
Hilbert fermés n'est pas nécessairement fermée, cf. (H2), §1lS.
Cependant, si [ est borné, Y (-«) = lim ¢ (u) appartient a la fer-

Uu+-co
o —_—
meture de T et X o=/% 3X¢€ H) +H,; nous verrons méme que
Z Y(-=)
M(T) = Hl + !-12. o

Soit X = (xt)t€’1‘
ciée. Supposons la variance v de x décomposable. Appelons M

un PAO avec mesure orthogonale x asso-

l'espace des Y€ H(T) tel qu'il existe g eLg(D.v) avec
g(tl,t2)= al(tl) -az(tz), vV p.p. et Y = é gdx.
4.2.11 Lemme. M est fermé.

Preuve. Soient Y, = é gndx, gne LZ(D,v) du type

R - _.n

gn(tl,tz) —al(tl) az(tz) vVp.p.
Si Y~ Y €H(T) dans LZ(Q,g,P)I (gn) converge dans Lz(v) vers
gEZLz(D,V) telle que Y==é gdx. D'aprés la proposition 4.1.12,
il existera a, et a, tels que g(cl,tz) =a1(tl) -az(tz) Vp.p-.
comme désiré. o
4.2.12 Corollajre. M(T) M.

Preuve. Il est clair que les générateurs (4.2.8) de
M(l') appartiennent & M. Le lemme 4.2.11 nous permet de tirer

M(I‘)cM=M.o

4.2.13 Proposition. Supposons [ ligne de séparation décrois-
sante bornée.
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(a) Mle+Hz, c.a.d. M est l'espace des Y€ H(T) tel qu'il

existe giéLz(I‘,’éi), i=1l,2, avec

{
Y= | <Qlalx+§232x).
r

(b} M(T) = M.

Preuve. (a) est une conséquence de la proposition
4.2.2. Prouvons (b). Par la remarque 4.2.10, xzoea_l—:Tz ;
par (4.2.8), il suit que M(I) -HI*HZ est inclus dans M. D'au-
tre part (a) nous dit que M=H1 +HZCM(I‘) ce qui prouve le ré-

sultat.

Lorsque ' n'est pas bornée, la conclusion de la propo-
sition précédente M(I') =M reste vraie sous certaines conditions.
Le théoréme suivant nous donne un résultat de représentation
pour M(l).

4.2.14 Théoreme. Soit X = (xt)te'r un PAO avec mesure orthogo-
nale x associée; notons v la variance de x. Supposons que
v=vlev ou \:i est une mesure continue de Radon sur IT* . Dans

2
ce cas M(l') est l'espace M des

(
2
(4.2.15) ¥ = J gdx, g€L(D,v), g(tl,tz) =al(t1) -az(tz) VP.p.
D

Preuve. Compte tenu du corollaire 4.2.12, nous avons
M(l) €M. Il nous reste a voir que cette inclusion est une éga-
lité. Prouvons pour cela que MMt nm=o.

Soit YEM du type (4.2.15) qui est orthogonal aux gé-
nérateurs (4.2.8) avec 2° =y (0) par exemple. Le chapitre sui-

vant va nous aider. a; et a seront logigquement solutions de

2
(5.1.10) avec '\1 z A2 =0 et A(0) =0. Par la proposition 5.1.15(b)
a) et a, seront solutions de (5.1.21). D'aprés la proposition
5.1.20.¢ sera nulle et par conségquent Y =0. Ceci prouve bien

1'égalité M(T) =M. o
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§ 4.3 Description d'espaces étroits

Soit (D_.D,.T) une partition réguliére du premier qua-

drant ouvert T du plan et x:=(xt) un PAO. En général, l'es-

pace étroit H(T) n'est pas un espzzz de scission pour H(D) et
H(D*); de meme g(T) n'est en général pas une tribu de scission
pour H(D) et H(D,). En effet, si X est un drap brownien, (Wl)
prouve que H(T) §§(1‘) méme lorsque D est un domaine aussi sim-
ple que le triangle {(tl.tz) €T It14-t2< 1} : si West la mesu-
re orthogonale associée au brownien, W(D) appartient a M(T),
mais pas a H(F). Rappelons que, si X est un processus & accrois-
sements indépendants, nul sur les axes, et D est une réunion fi-
nie de pavés, nous avons H(T) =M(F) =G(T), cf. théoréme 7.5 gde
(Rul) . Lorsque X est un PAO, la preuve du meme théoréme de (Rul)
peut s'adapter et 1l'on peut prouver que H(I') =M(T) =G(T). X a
donc la PMEL par rapport a toute réunion finie de pavés. Lors-
que T est une ligne de séparation décroissante, des conditions
nécessaires et suffisantes seront données pour que H(T) =M(l)
lorsque X a une mesure orthogonale dont la variance est sembla-

ble a une mesure de type produit.

Dés maintenant, dans cette section, (D,D*,T) sera une
partition réqguliére de T telle que I est une ligne de sépara-
tion décroissante de paramétrisation ¥ : R - et
D= -® < < = -
D {(wl(u),wz(v))l ©w<ugv<wel X= (X)) ., sera un PAO avec me
sure orthogonale associée X: notons V la variance de ¥.

Reprenons les notations de 1a section §3.2 concernant

les mesures de Radon %i et ei, i=1,2. 8i est définie sur T. ei
sur R telles gue
" (°2 2 rba) 42
Gi(]zl,zzi) = E[J aixJ . ei(]u,v]) = EiJ aixJ
2y ¥ (u)

2
loc
v . %
(a.a) représente Y nous noterons Y =R(&).

B . . v . X 2 o
Si pour Y€ H(T), il existe a€lL g.,vl) nLlocé"e2)' tel que
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4.3.1 Théoreme. Suypposons dv = pd(vlevz), 0<p<o,

p. %E L”(T), 5 des mesures de Radon continues sur §+ . H(T) est

l'espace des Y € H(T) pour lesquels il existe 3 borélienne avec
A

Y=R(a).

4.3.2 Remarque. Rappelons que si Y = R(’;) ou gex.z(r,?-)l) n
LZ(I‘,'E)z) alors ¥ = [ an (cf. proposition 4.2.2). C'est le cas
par exemple lorsque T est borné. o

Pour la preuve du théoréme, nous avons besoin d'un lem-

4.3.3 Lemme. Soit E= (Y€ H(T) |3 3 borélienne, Y=R(3)). Soit
Y € H(T) représenté par un certain couple (3’1,32) ou les gi sont

boréliennes.

Dans ce cas YEE si et seulement si il existe Mi 621.
" N\
gi - négligeables, i= 1,2, avec a, =a, sur r \(Ml UM2) .

N A

Preuve. Si Y€E, il existe a tel que Y=R(a). D'apres

: n i
la remarque 4.2.5, il existe une constante C telle que a, =3+C
a,
exception faite pour un borélien Mi qui est ei - négligeable.
N "
D'ou a, =a, sur r \(MIUMZ)'
A, . .

S'il existe des boréliens ei - négligeables Mi avec
N~
a

1= 32 sur T \ (My UM,), on peut poser

’\/8’\1 +’\4
3 a1|I‘\Ml a

[V
2'My

et voir que gixg, gi p.p. Par conséquent Y= R(:) -

Preuve (du théoréme) . Dans cette preuve i € (1,2}, neEW.
¢l et IIi ont été définis au paragraphe 83.2.

vérifions tout d'abord que E est fermé. Soit (Y?) une

suite dans E, od Y= R(an), gn borélienne. Par définition, si
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it ) =3 (¢°l(t )). on a
n i n i ittt

n _ 1 2
Y = J (bn(tl) - bn(tz))dx .
D
Si (Yn) converge vers YGH(T) et q€L2 (D. V) avec Y = / gdx, alors
(tl,tz) [ bxl‘(tl) - b (t ) convergent vers g selon L2(D v). D'a-

prés la propositlon 4 1. 12, il existe bl et b2

tels que
g(t ,t ) -b (tl) -b (t ) et, a un ajustement de constantes pres
pour les 3, ona b -*b’- dans L (D NK, V) pour tout compact K du
plan. Qultte a passer a une sous-suite il existe un borélien
Mi, V- négligeable tel que

bh(e;) =lim bl(t,), si (t).t,) €D\ M, .

n+o

On peut supposer certainement que niMi = Mi'

Rappelons que d'aprés le début du paragraphe §3.2,
-1 . ~ .
o = . = .
¢i ¢i(x) X, si xELi g Jn ou Jnxest un’\lsegment de T et
@i 3 est constant. On peut voir que Li est ei - négligeable. En
effet, pour tout n, niJn est contenu dans une droite paralléle

a4 l'axe Ox et v est décomposable; d'ou

3-1
N "
o, (L) sg 6,9 = ,Z, v(n3.) = o.

Con51derons M cT tel que I M -M D'aprés la remarque 3.2.1,
Ml est un boréllen o -neghgeable Posons K. -ﬁi Uﬁi et
Bl=blo o . Si xer\?t

Bl (x) = lim gn(q);l o ¢, (x)) =1lim gn(x) .

n+wo n-+o
En conclusion, pour des boréliens ki' 81 - négligeables.
Bloo =820, xer \ (& vk,

Y Y O . .
Comme les b1 et b2 sont boréliennes et Y est représenté par

(gl,gz), le lemme précédent nous dit que YEE, d'ou E est fermé.
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si z€T alors X, = R(3), ou a = l{x€F|x<z) par suite
X, €E, Comme E est ferme, B(I'}) <E.

Prouvons 1l'inclusion réciproque. Supposons d'abord v
de type produit vlevz. I1 suffit de vérifier que a(r)*naso.
Soit YEE nH(I‘)J' représenté par 3',- posons asgo Y. Nous avons
Y==£ (aowzl(xl) -aowzl(xz))dx. Le chapitre suivant va nous ai-
der : puisque E(Xw(u) *Y) = 0, pour tout u€ R, a sera une so-
lution de (5.1.9) avec A(u) £0. Par la proposition 5.1.5(a),
(a,a) sera solution de (5.1.21). D'aprés la proposition 5.1.20,
a sera nul et par conséquent Y=0. Soit v dQu type 4v spd(v 2)
comme dans 1'énoncé et YEE tel que YxR(a) Si Kk est une mesure
orthogonale de variance v1'6v2 eth tel que Y =/gdy., posons
¥ =/ gdx; nous avons encore Y= R(a). Compte tenu des lignes qui
précédent, Y peut étre approchée par une suite incluse dans le

nouveau H(l); la conclusion suit sans difficultés.

Voici enfin une application intéressante des théorémes
de représentation vus dans ce chapitre. Le prochain résultat
nous donne une condition nécessaire et suffisante pour que
H(T) = M(T).

4.3.5 Théoréme. Soit X = (xt)tET un PAO. Supposons que la va-

riance v de sa mesure orthogonale associée est du type

dv = pd(vlevz), ol 0<p<=» et p,é bornées v @v2 p.p. Soit

1
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(D,D+.r) une partition réguliére de T telle gque T est une ligne
de séparation décroissante et D le domaine délimité supérieure-

ment par T.

N
Notons par Qi les mesures

~n { 2 .
ei(B)zs{J 31"} . BeB. 1=1.2.

Les trois conditions suivantes sont équivalentes.

(i) H(T) = M(I)

(11) 3,X € H{I') , pour tout segment J de T

J
ki 1
(iii) [ 3,X€ H(I') ., pour tout segment J de T
J
(iv) 81 et éz sont des mesures mutuellement singuliéres.

4.3.6 Remargues.
(a) Si X est un processus gaussien, on obtient évidemment

un énoncé semblable concernant l'égalité des tribus H(I) et
M(T).

(b) La condition (iv) dans le théoréme est équivalente &

B . .
dire que les mesures réelles ei= 010 y sont singulieres.

Preuve du théoréme. (i) = (i1i) est évident. Si J est un

segment de I', (ii) ®(iii) découle du fait que [ 32X==§ ax-éalx.
J

Passons a (iii) = (iv); signalons tout d'abord que [ est une réu-

nion dénombrable de segments Jn' neXN, de I'. Il est clair que

(
X +J 1 azx.

j IX = J 03
J

D'autre part., d'aprés le théoreme 4.3.1, il existe gn borélienne
telle gue é 32x= R(gn), pour tout n€ N. D'aprés la remarque
4.2.5, il existe une constante C telle que

i -0=c & t3 -1=c 8
a, -0 =2¢, 6p.p. et 3 -1+=¢ 62 P-P..
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1 2

sur Jn: il existe donec M®, M' € B tels que 0=1 sur Jn\(MglJMg).
Posons Mi =y M} , i=1,2; nous pouvons tirer que 0 =1 sur

n i
F\(MllJMz) : 31 et 32 sont bien mutuellement singuliéres.

(iv) = (i). Soit Y€M(l). Compte tenu du corollaire
4.2.12 et de la remarque 4.2.3, Y est représenté par un couple
(31,32). Selon (iv), il existe M. boréliens de T 51 - négligea-
bles tels que My UM2=I‘: d'ou 31'22 sauf éventuellement sur
I‘\(M1 UM2)7 par le lemme 4.3.3 et le théoréme 4.3.1, Y€ H(I).

Lorsque X est un drap brownien, les conditions néces-
saires et suffisantes pour que H(I) =M(l') ont été étudiées dans
(DR), theorem 3.12:; (DR) ne met toutefois pas en évidence le ca-

ractére intrinséque de la condition (iv) du théoréme 4.3.5.
Soit X un drap brownien. Pour i=1,2, nous avons

.
@i(B) x)‘(HJ_.B) ’ BEET ,

N
ol A est la mesure de Lebesgue. Nous pouvons voir que ei est

e

Y
équivalente a la mesure Ai de variation de la i~ coordonnée,

c.a.d.

}i(Js.t]) = |t;-s;] .

s = (51'52)’ t= (tl,tz) €T tels que s g¢t. Rappelons que 5 est
l'ordre de R induit par ¢ sur T.

En effet, si ¢i : r‘e-R+ est défini par t ~ ti, cf.

section §3.2, nous avons

X.B) = | ax i=l,2 BEB
i J ¢339 < 2r
B
et 0 <¢3-i <®, Ainsi le théoreme 4.3.5 nous donne le résultat

suivant.

4.3.7 Proposition. Soit X est un drap brownien, [ une ligne
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de séparation décroissante. M(T) =H(I) si et seulement si les

v v .
mesures Al et AZ sont mutuellement singuliéres.

4.3.8 Remgrques.
(a) D'apreés le corollaire 2.9.17, la remarque 2.9.18 et

l'exemple 2.4.18, nous avons gxuﬂ =§x(F) si X est un drap brow-
nien. La proposition 4.3.7 fournit ainsi une condition nécessai-

re et suffisante pour que g(r) =G(r).

(b) Si I est une réunion dénombrable de segments paralléles
o~ v .
aux axes, les mesures xl et Az sont mutuellement singuliéres.
N kY - .
Cependant il existe des cas ou %1 et Az ont cette méme proprié-
té et [ ne contient aucun segment horizontal ni vertical.

Soit en effet, une application F : (0,1]+ R continue,
strictement croissante telle gue dF est une mesure singuliére
par rapport a la mesure de lLebesgue. Un exemple d'une telle
fonction est fourni par (HS), chap. V. example (18.8). Posons

r={(t,F(1-t)), te€10,10}).

“V
Il est manifeste que Xl et kz sont mutuellement singulieéres.
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CHAPITRE 5

PREDICTION CONCERNANT LES PAO AVEC VARIANCE
DE TYPE PRODUIT

Soit T le premier quadrant ouvert du plan. Dans ce cha-
pitre x=-(xt)t€T sera toujours un processus a acroissements or-
thogonaux (centré, s'annulant sur les axes), en abrégé un PAO.
Soit x la mesure orthogonale associée et v sa variance. Vv sera

toujours supposée de <Lype produit, c.a.d. du type v, ®v,, ol

1 2

les vy sont des mesures continues de Radon sur [0,«l. Les résul-
tats qui sont présentés dans ce chapitre seront valables méme si
T est le produit de deux intervalles bornés inférieurement.

Compte tenu de ceci, il ne sera pas restrictif de supposer
Vﬂlmt“)>0, V%>0, i=1,2.

I sera une ligne de séparation décroissante paramétrée par
Y : R ~T et (D,D+,r) la partition réguliére de T telle que
ﬁz{(wl(u),wz(v)) | e <ugv<al},

Dans ce contexte, nous voulons établir des formules ex-
plicites pour les prédicteurs linéaires de X lorsque ce proces-
sus est connu sur I (grace & H(T)) ou sur un voisinage infini-
tésimal de T (& 1'aide de M(l) ou G(I)).En gros.ce chapitre se
déroulera sur deux plans : la prédiction par rapport a H(l) et
celle par rapport & M(T): a postériori, il résultera clair gue
M(T) = G(I'). Cette égalité n'est connue a priori, c¢f. corollai-~
re 2.9.17, que lorsque dv = pdt, 0<p <=, p, ée LQ(T).

Lorsque X est un drap brownien et T est borneé, les pré-
dicteurs ont été donnés dans (DR) et lorsque X est gaussien,

markovien par rapport aux chemins croissants et décroissants,
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le probléme a été abordé dans (Ru 2). Si [ est une hyperbole,
(Car) a fourni une autre approche pour la prévision concernant

le drap brownien.



- 127 -

§ 5.1 Formulation du problgme et calculs préliminaires

Les théorémes de représentation 4.2.4 et 4.3.1 nous dé-
crivent explicitement les espaces M(T) et H(I'). Depuis mainte-
nant Y desxgnera un élément de H (T): Y sera donc de la forme
J' gdyx. g€L (T,v).

Notons
i (b (u)
X =J 9.X, u€R, i =1,2.
u i
¥ (0)
1 2 N
Rappelons que l'on a X -X +x +X u€ R . D'apreés

Y {u) w(0)"’
(4.2.8),
i o
(5.1.1) X, UER, i=1,2, xw(o) ,

. 1 2
sont des générateurs de M(T). Rappelons que XW(u) =xu+xu+xw(0),

u€ R . Posons

X, (u)-E(YX (u)), u€R, i=1,2.
on a clairement Au) = )\l(u) + Xz(u) +X(0), u€ R. Nous allons
. . A i
évaluer PM(I.)Y et PH(I‘)Y en fonction de {, i A, \’i PM(I.) et

PH(F) représentent respectivement les projecteurs orthogonaux
sur M(T) et H(T).

D'aprés le corollaire 4.2.12 et la remarque 4.2.3, il

. ~ 2 ¥ . v .
existe a. €L1°ca(l‘ 9., ), i=1,2 tels que (al.a ) représente
PM(NY D autre part le theoreme 4.3.1 nous dit gu'il existe
a€L1 (I' @ ) an (l‘ O ) tel gque (a a) représente PH“.)Y :

autrement dzt Y= R(a). Les mesures O ont été définies a la
section §3.2.

Notons ay =3i oy, £ =3 o Y. Rappelons que (al,a2) et
(f,£) sont univoquement déterminés & une constante prés (cf. re-
marque 4.2.5). Nous avons
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(5.1.2)

f -1 -1
PH(F) = J (f owl (xl) -f oV, (xz))dx
D

r

- e o1
(5.1.3) PM(F) = J (a1 o¢l (xl) 3,0, (xz))dx
D

L'équation (5.1.2) est équivalente aux relations sui-

vantes.

( . .
(.14 E|] (fowll(xl)-fowzl(xz))dx-xwu))=x(u), WER.
D

Par ailleurs, compte tenu de (5.1.1), l'équation

(5.1.3) est equivalente aux suivantes

3\
J=X(0)

ff -1
(S.l.S.O)EL J (al owl (xl) ~-a

D

o9t xax -

X
2 ¥ ()

2

(f
(5.1.5.1)5{ J (a

D

o v ix,) —a, o x,dx - X2 = (w, i=1,2
1 1 1 2 2 2 uj i ’ rer

ue€R.
(5.1.4) se reécrit de la maniére suivante en utilisant (1.4.2)

f -1 -1
A(u)=J (£ow  (x) = fou, " (x,))av

Ry (w)

et par suite

rWl(U) -1 (wz(u)
(5.1.6) A(u) =J dvl(xl)f owl (xl)Yz(u)-J dvz(xz)
0 o}

fo w;l(xz)Yl(u) :

(5.1.6) a pu étre obtenue car,d'aprés la preuve de la proposi-

tion 4.1.8,ti'——‘>fi ow;l(ti) est localement intégrable, i=1,2.

Par ailleurs les équations (5.1.5.i) se reécrivent de

la méme maniére.
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( -1
(¢l(u) (w2owl(x1) 3 0
Al(u) =J av, (x;) J dvz(xz)(alow1 (xl)-a2°w2 (x,))
Wl(o) 0
v, () v, 005t (x,)
2 1%z ) 1
(5.1.7 kz(u) =j dvz(xz) J dvl(xl)(alowl (xl)-a20¢2 (xz))
w2(0) 0
N f -1 -1
(0) zJ dvl(xl)dvz(xz)(alowl (xl)-azow2 (x2))
Ry (o)

Avant de procéder introduisons une notations trés uti-

le.

Yy () =v1(10,w1(u)1), Y, (u) =V, (00 ¥, (W), uER.

Yl est non décroissante, Y, non croissante, en particulier les
A sont & variation bornée sur tout compact; de plus
Yl(-”)= Y2(+“)= 0 et les Y; sont strictement positifs.

En reprenant les équations (5.1.6) et (5.1.7) et en
opérant quelques changements de variables du type (1.3.2), nous
obtenons le résultat suivant.

5.1.8 Propositjon. Soient f, 3, 3, : R— R boréliennes.
Supposons que (bl'b2)= (£.£) et (al.az) satisfont la propriété
d'intégrabilité suivante :

J ar, (y,) J (=4Y,) (¥y,5) (by (¥) =bylyy)) <= .
- yl
(a) L'équation (5.1.2) est équivalente &
u «©
(5.1.9) x(u) =72(u) J fdyl + Yl(u) J dez . u€ R

- u
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(b) L'équation (5.1.3) est équivalente au systéme suivant :

(u (Yl
1) Al(u) = J dyl(yl) J dYZ(yZ)(al(yl) —az(yz))
0 +
(u 2
- i

(5.1.10) 2) Xz(U) = J dY2(Y2) J le(Yl)(al(yl) -az(yz)).

o] -

0 bt
3 A0 = ¥,(0) | dvja) -v,(0) | dvia, .
-0 0

5.1.11 Remarque. La condition d'intégrabilité de 1'énoncé re-
; - . -1 -1

vxe;t 4 exprimer le fait que (tl,tz)k—éblo wl (tl)-b2 sz (t2)

€ L°(D,v).

Avant de continuer démontrons quelques propriétés tech-

nigues pour Al' Az et A.

Par (1.4.2) et des changements variables du type
{1.3.2), on obtient

ru (WZ(YI)
Aya) = J dvl(yl) J dvz(yz)g(yl,yz)
o} V]
v (wl(yz)
Aplu) = J dv, (y,) J dvylydaly . vy)
0 0
(¢1(u) fwz(u)
A(u) = J dvl(yl) J dvz(yz)g(yllyz).
0 0

D'ol l‘on obtient le résultat suivant.

5.1.12 Propositign. dki est absolument continue par rapport a
in et
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ax v, (v)

1 = | 2

dYI(v) J g(Uy (V) y,)dv,(y,)
0

(5.1.13)

di ¥y (v)

—2 =11

Cw2(v) J gy ¥y (v))av, (yy)
(o]

5.1.14 Lemme.

Y
{a) McR est d(Y—l-) - négligeable si et seulement si M est
dyi - négligeable pour 2 i=1,2,
Y
(b) d(fL) est absolument continue par rapport a d(;l). ce
i Y
que l‘on va noter d(JL)<« d(-l), i= 1,2.
Yi Y2
Preuve.
(a) Si M est un borélien réel, nous avons
(Y ¢ dy (Y
| ah = | —L 4 J =2 a(-v,).
2 ! 2 2
M M M

Comme tous les termes dans cette égalité sont positifs, la con-

clusion suit.

Y
(b) D'aprés (a), in « d(Y—L). Par la proposition 5.1.12,
2 n
dxi «< dyi de telle fagon que &) = dxl + d)(z « d(Yz)' Comme
d(‘L) = (d—)*' - Ady.), le résultat suit.
Yi v Y 1 o
i

Revenons a 1l'occupation principale de ce chapitre qui
est celle de déterminer £, 2, 2, qui résolvent (5.1.2) et
(5.1.3). D'aprés la proposition 5.1.8 on peut se limiter & étu-
dier les équations (5.1.9) et (5.1.10).

Définissons Ll et Lz comme les intersections suivantes :

L= 0 tleenl av). 1, = 0 Lllenelatr,)
n€WN n€EN
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et considérons les opérateurs linéaires so’ Sl et 52 définis sur

L1 xL2 par
fa f“
so(fl,fz) W) =y, (W } flle+yl(u) j £,av,
- u

{m
Yz(u)fl(u) + J fdeZ
u

sl(fl,fz)(u)

3
Sz(fl'fz)(“) = ~Yl(u) fz(u) + J fldYl

-3

5.1.15 Proposjition. Soient (al,az), (f, £) ELl xLz.

(a) L'équation (5.1.9) est équivalente a
( y (=)
s,(£.6) =6, aGY - p.p., ou o, = —3;L
(5.1.161) 2 ai—4
S _(£,£)(0) = A(0) 3-1
i o
pour i=1 ou 2.
(b) Les équations (5.1.10) sont équivalentes au systéme
suivant.
[2
{ —1
1) Sl(al,az) = &, . dyy - p.p.
- —2 -
(5.1.17) 2) Sz(al,az) = dYZ . de p.p.
3) so(al’aZ)(O) = A (0)
Preuve.
(a) En divisant (5.1.9) par Y, on obtient
A ra Yl (e
(5.1.18) “—(u) = fay, + () J fav, . u€ R
Y2 1 Y, 2

-c0 u
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Par le lemme 5.1.14(b), les deux membres de l'équation précé-
dente sont absolument continus par rapport a d(;—l): donc
(5.1.18) impligue l'égalité des dérivées de Radon-Nikodym par
rapport a d(ll) :

Y2

@

(5.1.19) ) (w =£(u)‘—‘L(u) +f fay, - —‘L(u)f(u)—’z‘(u)
(-L> u Y2 <—)
L'identité N
ah
L e —2 . __.l_ _1 __z_
Ly d(;l) Y a(—%
2

nous permet de transformer (5.1.19) en sl(f,f) = Gy. Il est
clair, d'aprés (5.1.9), que so(f,f)(O) = 1(0).

Pour voir l'implication inverse, supposons (5.1.16),
i=1 vérifiée; une forme équivalente de sl(f,f) =Gl est
(5.1.19).

Si l'on intégre cette derniére équation par rapport a
(—l) on trouve (5.1.18) a une constante prés, c.a.d. il exis-
te CER telle que

(u 6l
A) = v, () J del*le(u) J de2+CY2(u) .
-0 u

Comme So(f,f)(O) =A(0), il suit que C est nulle, d‘ou (5.1.9).

Signalons que pour obtenir Sl(f,f) =Gl nous avons pri-
viligié Ygo bien que (5.1.9) a une certaine symétrie en Y, et
Yy Si nous avions d'abord divisé cette éguation par Y, nous
aurions obtenu (5.1.16) pour i=2.

(b) D'aprés la proposition 5.1.12, les deux membres des
équations 1) et 2) de (5.1.10) sont absolument continus par
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rapport a dﬁ.et dyz respectivement. Pour u=0, les deux membres
s‘annulent, et par conséquent 1) et 2) de (5.1.10) équivalent
aux dérivées de Radon-Nikedym respectives par rapport a

le et dY2. On obtient donc 1) et 2) de (5.1.17).
Avant de séparer 1'étude des prédicteurs Pa(r) et
PM(F)’ nous avons besoin d'étudier le probléme homogéne associé

aux équations (5.1.17). Pour cela on peut se servir de la propo-

sition suivante.

5.1.20 Proposition. Si (hl'hz) ELIXL2 est solution de

|
o

f s, (hy.h,)
(5.1.21) J SZ(hl'hz) =0
So(hl,hz) =0,
alors il existe une constante C telle que hi =C, i=1,2.
Preuve. Il est clair que si hi =C, i=1,2, alors

(hl'hz) est solution de (5.1.21). Supposons que (hl’hz) est
solution de sl(hl,hz)s sz(hl,hz)z 0.

Posons
[ A 1 (®
hl(u) = Yz(u) J hdez
(5.1.22) "
A 1 [ a
hz(u) - yl(u) J hydvy
A
pour u€ R . Par déflnltzon de s . —h dY - p.p.: de plus,

il est clair gque dh est absolument cont1nu par rapport a

dY3 .. 1=1,2. Par (5.1.22)
-i
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ce qui implique le systeme

dh
_L_l = A h
(5.1.23) av, = v, () -h ). dY Y hy -h ).

(5.1.23) peut étre reécrit en intégrant les deux membres par
rapport a Y2 et Yl :

. h -h
A A 1 _L_Z
h, (u)-h, (v} = (-1) J dyy_; =

u Y34
A A
i (V h,-h
= (-1) J i Y;dyy_jo U, VER, i=1,2.
u

A A
Par soustraction des égalités i = 1,2, si h=h,-h,, on obtient

172
(v
- B - _h— =

h(u) -h(v) J Ylyz(Ylde*‘deYl)

(v
- | D av v,
Y12
u
d'ou
dh . . —h
aty,y,) Y Y,

Il est bien connu que la solution générale de cette éguation
différentielle est donnée par

h(u) =
Yl(u)Yz(u)

ou k€ R. En reprenant (5.1.23), nous voyons qu'il existe deux

constantes klet k2 telles que
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{
{Uk
hy(w) = | Y—Zd(‘L) + %,
1 Y2
0
A {u 1 k
hy(u) = J 4G - [y, R
0

5.1.24 Lgmm_. Si Yl(+w) <o ou Yo =) <o, (hl,h ) définit une
solution de S (h ) = S (h h ) =0 si et seulement si kz-o.

A A
Preuve. Si (hl’hz) était solution du systéme ci-dessus,

on aurait
lim h, (W)Y, (u) vin | Ba
im u)y,(u) = - lim h,dy, = 0
s SR Wl B LLP
) A ) 2 A
lim hZ(u)Yl(u) = lim J hlle =0

Y- y-+-c

Cependant, si 1'on fait un calcul direct, pour u 20 nous obte-

nons
A u k|
by @l 2 v, | —Yz— d(;l-) - kv, (0
0
Y, {u) ( . \
2 k| (uy. —d—
Yl(\J)! ZILYZ () YZ(O)J ey lyy (w)
k.|
I, | O ey '
R { 'vl(o)}' 12 e Y 49
D'ol Ik

5l

2—
liminf |y (u)h (u) | Y, e

g+
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De la méme maniére, on vérifie aisément, que

A lkzl
liminf (v)(Why(w) |3 T4 -
u=+o 2

Par conséquent, si Yl(+w) ou Yz(-w) sont finis on aboutit a la
conclusion que k, doit étre nul, a
Compte tenu du lemme précédent, il nous reste a exami-
ner le cas ou y1(+w)='y2(-w)= © , Dans ce cas,on va voir que
(h h ) ne peut pas étre solution de S (h h ) =0 sauf si k2 =0,

Calculons

A A (9 A (® A
so(hl’hz)(”)' Y, (u) J hydy; + v, (u) J hydy, =
u

A u a _l.
= Yz(u){le1|-w -1y Y1 2 a(d )}

2 Y

w (® 3
+ yl(u){ﬁzxzi - J Y -2 (;Fq} =
u 2 1

= v, (W Y, (0) (hy () -hy (W) +

1 P
+ kz{ 2(u)+ 2(_&)} Y, (u)



- 138 -

k
2
(u), nous avons,
2

. A A
Puisque (hl-hz)(u) —Yly

A A I{Yz(“) Yl(u) \l
So(hrhahn=k2(l-1+l)+k2 [Yz(-“) - Y1(+w)J
J

\

d‘ou la conclusion. o



- 139 -
§ 5,2 Prédicteur par rapport 3 l'espace étroit H(T)

Reprenons les mémes nhotations qu'a la section §5.1.
Pour déterminer le meilleur prédicteur linéaire d'une v.a.
Y € H(T) par rapport a H(I'), il suffit de résoudre les équations
(5.1.16) ; plus explicitement, il s'agit du systéme

. LY
S, (8.8 =6 AT - pop.
S, (£.£) (0) = 2r(0)

pour i = 1,2.

Supposons d'abord d'étre dans le cas lisse c.i.d. que
Yy Y, et A sont de classe C1 et (Yi,Yé)(u) # (0,0) pour tout
u€ R . L'équation (Sl(f,f) =Gl) peut étre reécrite de 1la manié-

re suivante :

{2 )
- (7
e + | £E@vy(vdv=6 (W = A . uer.
a 4l ()
)

Dans ce cas f ecl et, en dérivant des deux cotés. on obtient,

f G N G
£ (u) = =—(u) et £(u) - | < (v)av+c, ueER,
Y2 5 Y2

ou C est une constante. Si 1l'on effectue une intégrale par par-
ties on peut obtenir une expression pour f qui a un sens méme
dans le cas non lisse; guitte a rajouter une constante, nous
avons

G A
(5.2.1) £,(u) = <X - Ga(X) +C, uem.
1 v, J 1%y,
u

©
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ou uo€ R est fixé. Méme sans supposer aucune régularité, l'in-

tégrale se trouvant en (5.2.1) est toujours finie

u (u
I Ay 1 1,1
G,d(=™) ! s - 1G,Y, 1d (=)
1"y, 7 v mintu, ) } 11y 0
u u
(<} o
| {* N
¢ Yl(mln(u ~u)) J lGlld(yz)l ‘
u,
. L 1 1
et le dernier terme est fini car G1 €L (d(==)).
loc y2

Si nous avions étudié 1l'équation Sz(f,f) =G2, nous au-

rions obtenu

-G ru

2 1
(5.2.2) £f_(u) = —=(u) + G, d (=) + fu) + C,
2 Yy J 270y, Y)Y, ©
u
o
ou 7 t (uo) est une constante additive qui simplifie le lemme
12
suivant.

G Y
(a) 71“- 72 = ——A— d(TL) - P.P.
: 2 M1 MiY2
(b) Si C et u, représentent les mémes constantes qu'en

(5.2.1) et (5.2.2), alors

Y1
fl = fz d(;;) - p.p.

Preuve.

(a) Signalons que



& 4

aidy ad)

Gl . -—Yz— G2 4 i + A 1
Y ! Y

Zaigh  ash Yach ek

2 1 1

En utilisant des relations bien connues se trouvant dans (DM),
chap. VI, (90) - (93), nous avons

6, -2,
2 2 2 Y
Y2 ar=h) 2 a=d
Y2 Y
et (a) suit.
(b) Par définition des fi , fl==f2 est équivalent a

G G (U {u

L) + =) - | Ga(d) + | e a(d) + 22—,
Yy Yy Yy 27y T vy o
[o] [o]

I
ce qui donne pour u d(Y ) - P.P-..
2

A u 1 [ 1 A
5.2.4 = G,d G,d
( ) YlYZ(U) J 1 (Yz) + J 2 (Yl) + Yle(uo)
Yo Yo
Prouvons (5.2.4) : pour u€ R on peut écrire
u d(_A"Y Y )
2 - 2w = | —i2 4
N2 Y1Y2 oM
u a(-™
(<] Y
2
a ) d(—x—)
G5 oYY
=] —L2 e + J —1—2—Y %;le
1 2 a=t
U, Ay U (Yz)
= Il + 12 + 13 + I4 .
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N 1
ou a(=)
1= [ ead PO e WAL SRV I
1 J 17y, 2 J Y Y 17y
2 2 1 2
u u a(==)
o o Y
2
A
46D " a3
ARSI W [~ A 2
I, = dy. , I, = bounvnt dy, .
3 Il Y2 1 4 YlYZ Y1 1
u, d(Y ) "2 ° d(Y—)
2 2
Mais alors
(4 i, ., 1
I, + I, = J Gld(Yz) + J sz(yl) .
u u
o o
et en appliquant le lemme qui suit avec o = Yl’ 8 = ;L', nous
obtenons 2
M ) _dg My as
PR SR § >, =
L+, ] T T@e ¥ ] Ty T 4 =0
1'2 1'2
u u
) <)
et (5.2.4) est démontré.
5.2.5 Lemme. Si da <« d(uB) et dB <« d(a8), alors
da . _ g8 .
d(a8) * 9 = Jasy 9
ou —da_ et 48 sont les dérivées de Radon-Nikodym de

d (af) 4 (aB)

de da et dB par rapport a d(aB). (Preuve : cf. (DR}, lemma 5.5)

Nous avons donc montré que les fonctions fl et fz sont
différentes seulement en apparence et en fait elles différent
au plus d'une constante. Nous allons voir gu'elles nous donnent

l'expression du predicteur PH(T)’
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¥
5.2.6 Lemme. Si £= fi d(;l) - p.p., alors £ eLl an et £ est
solution de (5.1.9). 2

Preuve. Pour vérifier que f €L NL,, les lemmes
5.1.14(a) et 5.2.3(b) nous disent qu'il suffit juste de s'assu-
rer que fl ELl et 22 ELz. Nous oublions les constantes additi-
ves qui sont clairement dans LlliLzr compte tenu de raisons de
symétrie, nous prouvons juste gue £2 €L2. Il suffit en fait de
vérifier que

w

[£,1 @(=Y,) <= ., pour o <u

O ~——

ot u €R.,
(=]

Observons tout d'abord que

©

I =Y
[+ —2’ =
+ @ > J G,| a¢ - ) =Ry + Ry,
1
[o]
ol
I icgl I
Ry = J Y a(-v,) . = J lelyzd( Y .
p p 1

Comme Rl et R2 sont non négatifs, il suit que Ri <» ., Par
(5.2.2),

e | vy 1" i
IJ Iledv2I € Ry * J a(-v,) ‘J G2d(Y1)l
<] <] uo

Par le théoréme de Fubini, le dernier terme qui est non négatif

satisfait la chaine d'inégalités suivante :

(e (u
a(- | 41
i ( Y2)(u) [} G2d(Yl)l N

fm

I dtvy @ |
u [
©



- 144 -

- (Yo =1 = =1 )
= J d(Yl)(v)lcz(v)|(Y2(D)-Y2(v)) + d(Yl)|c2;y2 <
o YUy

N

ra e
e} =1 =1
Y, (0 J |62|d(*1) + J !czlvzd(yl)

p u,

Y, {(p)
24— R 4+ R, <=,
Yz(uo) 2 2

"

D'ou f2 € L2'

Nous vérifions maintenant que f est solution de (5.1.9).
Supposons u fug. En utilisant (5.2.1) et le théoréme de Fubini,

nous avons

© (© G (® a4
1 A,
J £,dy, = J Y, av, - J av,(v) J Gld(Yz) =
u u u u
(]
(® G Yo
- ~L | e
= J Y, de + j d(Yz) (x)Gl(x)(YZ(x) - Yy (u))
u u
3
- J d(YZ)Gle =
uO
= Gy [ (Yo
= 2 e 4
= J Y av, + J Gy Yd (D) - Y, (w) J Gy a(30)
2 2
EH) u u
(u 1
= v, (u) J Gld(z) = G {u) - Yz(u)fl(U)
u
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L'égalité entre le premier et le dernier membre de la
chaine d'égalités peut se vérifier aisément aussi pour u3: u,-
Par conséguent,
( Y
fdvy, = G (u) =y, (u)f(u), (™) (u) p.p.
2 1 2 Y2
u

De méme, en utilisant (5.2.2) on trouve
(g 1
fdy, = G, (u) +y . (wf(u), 4d(c*) (v) p.p.
1 2 1 Y2

-0

On peut maintenant vérifier l'équa$ion ($.1.9) . Compte tenu du

lemme 5.2.3(a), nous avons bien, d(;%)(u) p.pP.

o [
Yl(u) J de2+Y2(u) J fdy; = (YlGl) (u) + (Ysz)(U)

u -0

= A{u).

Finalement, nous sommes en mesure d'énoncer le théore-
me principal concernant le prédicteur linéaire, par rapport a

l'espace étroit, a savoir Pa(r).

5.2.7 Théoreme. Soit X = (xt)teT un PAO avec mesure orthogo-
nale associée x. Supposons que la variance v de x est de type
produit Y1 ® Vye

A A
Soit Y € H(T). Y est alors égal & R(fl) ou R(fz),

Pa(r)
ou
u

Y 't ( 1
fl(u) flo Y(u) = Y2(u) - J Gld(Yz) + C
u

1
o
u

.
sz(yl) + C

G {
- = _ —&
fZ(U) = f2° v (u) - Yl(u) + J 2
u

[=]
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ou u°€ R et Cl et 02 sont des constantes réelles,

a2
ci=—%i'-"-, Au) = E(YX;(,)) U€R
N Y () = v (10,4 ()])
¥,(u) = v, (10,4, (wi), uER.

Preuve (du théoréme). Nous savons que PH(F)Y est repré-
"
senté par (%,?) tel que £= f oy satisfait la propriété (5.1.2).
Par la proposition 5.1.8(a), f est solution de (5.1.9).

5.2.8 Lemme. La famille des solutions de (5.1.9) peut étre

décrite par les f, ou les £, de l'énoncé du théoréme 5.2.7.

Preuve (du lemme). D'aprés le lemme 5.2.6 et puisque
SO(C,C)= 0 lorsque C est une constante, il est clair que fl et

f2 de 1'énoncé du théoréme sont des solutions de (5.1.9).

Vice versa, si h1 ou h2 sont solutions de (5.1.9), 1la
proposition 5.1.15, nous dit gque pour i=1,2

(
! so(hi'hi)(o) = A (0)

sl(hi'hi) G,

]

G

sz(hi'hi) 2

Par la proposition 5.1.20 et comme le couple (hl 'h2’ h1 -hz)
est solution de (5.1.21), hl -h2 est une constante et le lemme

est prouvé. o

Le lemme précédent, nous dit que f coincide avec fl ou
fz avec une constante bien choisie.
5.2.9 Remarque. En particulier on trouve que les couples
(fl,fl) et (52,f2) satisfont la propriété (5.1.2).
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§ 5.3 Prédicteur par rapport 3 1'espace minimal de
scission M(T)

Reprenons les mémesnotations qu'a la section §5.1.
Pour déterminer le meilleur prédicteur linéaire d'une v.a.
Y € H(T) par rapport a M(l), il suffit de résoudre le systeme
5.1.17. Supposons Y=/ gdyx. q[DGLI(v).

Nous allons déterminer une solution particuliere de

(5.1.17). Supposons pendant qugiques instants que Yl' Yz, Bl et
1 . i
82 sont de classe C°, ou Bi =in .

En décrivant les deux premiéreséquations de (5.1.17),
on obtient le systéme différentiel suivant.

g."
a, ——2(a -a, ) +-l—

o
B .
* —_
l a (al 2) .
Par soustraction des deux équations précédentes, on voit aisé-
ment qu'une solution particuliére est donnée par

B8 8

L) - (W) -F, (u),aS(u) =-=2(u) + F,(u),
Y2 YLYZ [} 1 2 Yl 2

{(5.3.1) ai’(u)

ou
(U (@i
2, A, d)
Fy (W) llez + Yld ( )J

[}
—

(u (di
- huild NS WU I
Folu) = J lYlyz + de ( )J u°€ R.

Avant de vérifier que ag et ag constituent une solution de

(5.1.17), nous avons besoin d'un lemme technique.
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5.3.2 Lemme. Avec les notations précédentes, nous avons :
(a) (F,4F,) (W) = ==—(u) - —2—(u )
a u) = T - u ).
1°2 Yle Y1Y2 [
(b) Pour u¢M1 UM2 ou Mi est un ensemble in - négligeable,

nous avons,

8 B8
(a%-2a% (w = =+ + %) - —2—q).
1 2 Y2 Yz Yle

Preuve. (a) se prouve par une simple intégration par
parties puisque X} = Al *Az et (b) est une conséquence directe
de (a).

5.3.3 ) ositjion. (ai,ag) €L; xL, et est solution du systeé-
me (5.1.17).

Preuve. Pour vérifier que aci € Ll fixons Uy<p<w et
prouvons que a<1>€ Ll(]-w,o],dyl) . Par (5.3.1),
o} 144 (0
(¢} ____l_ ! ' __)‘
lalldylsyz(o) J {8 idy, + J |FlldY1+Yly2(uo)Yl(p)

) -

| ==

8

Rappelons que |61[ est dyl - intégrable et observons que

(P (0 |2 all (8 A 1.1
J I7ylay, sJ le(u){iJ —Z—Yﬂz + J Y d(Yz)]}
- - Yo Yo
(e dla, \
-1 2 . ajady s
Y Y2)
o (diA, ] x|

| (7oZiiot AL o ) . |

+ + d(==) | (u) (v, {p) - v, (u)

| i l 1Y, N oY, J 1 17
o
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Ces intégrales sont finies car les intégrands sont bornés sur

les intervalles respectifs. La preuve de a®

2€ L2 est analogue,

donc nous l'omettons.

vérifions maintenant que (ai,ag) est solution de
(5.1.17). Par le lemme 5.3.2(a) on a
{&
S, (afagkw = v, (wa(w + ] ajdy, =
u

.
Bl(u) - Yle(uo)yz(u) - Fl(u)yz(u) +

8 "
+ J YldYZ - Fz(“)Yz(“) - deFz =
u u
o @)
{
= 8. (u - —2—(u )y, (u) - | —=L- (F +F,)y.(u)
1 1Y, o2 i Y 175277,
2y 1)
-] +ad(=2) | =
Ly 1 Yy )
=8, (0 - =) y oA |7
- (u)l—L(u) -2 ’J‘B (u) .
Y12 Y1Y2 1

De la méme maniére on vérifie que
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u [e]
Y, = 82.

Sm———

sz(a?,ag) = -Yl(U)ag(u) +

Par conséquent, en tenant compte du lemme 5.3.2(b),
S, (a7 a3) = v, (u) {84y, (wad(u) } +v) (W) {8, (W) -y, (waj(w}
= o _o
-Yl(u)vz(u){az-al}(u) + (YlBl) (u)+(Y282) (u)

=2A(u),

d'ou le résultat. o

Nous pouvons enfin formuler le théoréme principal con-

cernant le prédicteur par rapport a M(l').

5.3.4 Théoréme. Soit X = (xt)teT un PAO avec mesure orthogona-

le associée y. Supposons que la variance v de x est de type pro-
. . N 1
[J . .
duit vy ®v,. Soit Y€Hx('r) du type [/ gdyx ou q|D€L (v) PM(F)Y

. . v N
est alors représenté par (al,az), ou pour u,. kER,

(U{dY
" A (uo) - [;—:;-+-$Ld(;;‘)}+ k
12 P AP IS SR 2P/
o

B
a (@ =% optw =t -
Y2

-8 (u o dx \
ay(w) =%, 0y () =“‘2'(u)+J {_L*'L‘“J')J* k.
Y1 YiY2 Y2 M
u
o]

Rappelons que, si i = 1,2,

dx

- —i -
B, = v, Yi(u) = vi(lo,wi(u)J) ,

aALY }
Al(u) = EU an-YJ . Au) = E(wa(u)), uER.
v

i
(0)
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Preuve. Soit (31,22) représentant PM(r)Y. Posons
a =gi o¢. Par les propositions 5.1.8 et 5.1.15(b), (al,az) est
une solution de (5.1.17).

La solution générale du systéme (5.1.17) est donnée
par la somme de la solution générale du systéme homogéne (& sa-
voir (5.1.21)), et d'une solution particuliére de (5.1.17). Or,
la solution.qénérale de (5.1.21) est donnée par (k.k) ou k est
une constante; par la proposition 5.3.3, (ag,az) est une solu-
tion particuliére de (5.1.17). La solution générale de (5.1.17)
est donnée par (aglﬁk. a%+%)., KER, ce gu'il fallait démon-

2
trer.

Nous devons au lecteur une précision due a une compli-
cation technique imprévue.

5.3.5 Remargue. Au début de la section, Y était supposé du
type

(5.3.6) Y= I gdx. 9|D€Ll(v).

D
Cette hypothése nous dit par exemple que Al et Az sont a varia-
tion bornée, ainsi les considérations de ce paragraphe sont va-
lables. Si T est borné, D l'est aussi et (5.3.6) est toujours
vérifié, Dans les applications, c¢f. §5.4, (5.3.6) sera bien
réalisée.
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§ 5.4 Applications des opérateurs de prédiction

Soit T le premier quadrant ouvert du plan et X = (xt)tET
un PAO. Soit x la mesure orthogonale associée &8 X et v sa va-
riance supposée de type produit vl_Ovz. Dans cette section, nous
voulons calculer les meilleures prédictions linéaires des varia-
bles aléatoires Y:=Xt, t €T, relativement aux espaces H(I) et
M(T) . Au paragraphe suivant, nous pouvons ainsi tirer des pro-

priétés analytiques pour les fonctions hilbertiennes

tHPH(l‘)xt ' thM(I‘)xt B

et a postériori le résultat M(T) =G(I).

5.4.1  Théoréme. Soit i =1,2. Notons xi=fw”(’é;”aix, WER et

ui les mesures orthogonales réelles telles que
_ i i = .
ui(]u,v]) =X,-X; . w,vER. Posons de plus Yi(u)-vijo,\lli (u), uER.

(a) Considérons t € D. Sans perte de généralité, nous pou-

vons supposer t= (wl(a),wz(b)), a < b. Dans ce cas

X
\,(Rt){_ll’_(.i)_ .

(5.4.2) P X, =
H(l) 7t v(Rw(a))
B o) Al ) R
+ J h v + xw(-)d(vz)J
a 4%
Y2

2

1, ot
(5.4.3) PM(”xt = v(Rt){Xwo) J ?l;d(yl) * (Yle) (b)
b

1

X b 1 2 1
__a__+J ré‘d(%)-xd(yl‘j}
(Y1Y5) (a) LYy 2 Y2 1
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(b) Considérons t EB:. Sans perte de généralité, nous pou-

vons supposer t = (wl(a),wz(b)). b < a. Dans ce cas

(a dY2 (du1+du2 1 y
(5.4.4) PH(r)xt.-xw(a) -J 12 (u)t Y, (u) +xw(u)d(yl)(u)J
b d(z*)
A5
1 v(a) 1
(5.4.5) PM(r)xt:2 J (31x-32x) + Z(Xw(a)#wa))'
¥ (b)

(5.4.2) correspond au choix i=1, dans l'énoncé du théoréme
5.2.7 et (5.4.4) au choix i=2. Dans le cas d'un choix diffé-
rent, nous aurions obtenu des formules différentes mais équiva-

lentes.

Il lf
yz(a) Uz(b
wz(b). wz(a[_
Figure 5.1
Preuyve (du théoréme) .
(a) Avec les notations des théorémes 5.2.7 et 5.3.4 obser-

vons que
M =y Y1 oyt @Y, M1 Ly

typiv, Wl
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Al(u) )‘I(U) - )\l(a) *Xl(a) = (Yl(u)-Yl(a))Yz(b)l(u <al

+)\l(a)
Ay(u) = Ay (u) = A, (k) +3,(b) =¥, (a) (v, (u) -Yz(b))l{b‘ ul

+ A (b)),

Si UER . On obtient donc, en choisissant les constantes appro-

priées, a

{ ( 1
' Yl(a)vz(b) J Y, (Yl) : uga
b
|
J (U )
= Loy ¢ ——p : u€la, bl
al(u) ‘ Yl(a)YZ(b) {i Y (Y2) +Y1Y2( )J u€la
|
-y, (a)
@ :ub
[ ¥, (b)
{ ra 1 1
[ Yl(a)YZ(b) J ;—d(Y—) :uga
| b 2 1
|
| ML
ay = { v (@), ® | e : u€ia b
| RE TS
i
|
l -Yy (a)
: uzb
[ Yl(b)
D'ou
P = (a0t xy) —ajouTly(x,) dy =
MM Xe T ) (o ¥y () maeu,T)ixy) dx =
D
(a 1 1 Yl(a)
="1‘3“’2“”{ J 6 @ T Y wa)}
b
(b

+ J (ald”l + azduz) .
a
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Par le corollaire 1.4.7. la derniére intégrale se transforme par

parties de la maniére suivante :

b 2
(afu)x + a hﬂx )l J (xudal + Xudaz) .
a

comme a_] sont a variation bornée.
itja,bl

Par conséquent,

(a X
- D — by
Py(r)Xe = Yy (@), (D) {xw(a) J de(Yl) * (YY) ()

b
Xy are 1k o+ )
- + X (=) + (b)
Yle(b) a li Yy oY, Y)Y, J
2 (a _l_ b xi _l_
- *a J 726 »+ T d G W
p 2 1 L 1
2
Xy 4
- J d (=) (u) ;.
Yz(u) ¥y

Comme,

on a bien
(a X +x2

. dg 0
Pu(ryXe = Yy (@)vp (0 {xw(o> J 3260 oy
a

1

X (b { l 2 \
R APy lx-d - X—drlﬂj}
YiYo a) : Yy 72 Yo Yy

et la formule (5.4.3) est enfin démontrée. o
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Il nous reste a démontrer la formule (5.4.2). Avec les

notations du théoréme 5.2.7, il n'est pas difficile de voir

ach .
- —_— AP Yy
Gl(u) - Y2(b)1(us at * Yl(a)YZ(b) Y,y l{a<usb}'d(Y2) P-P-
a{z=
Y2
Remarquons que si u<a,
G a (u G Y, (b)
f(u)=—l(u>-J Gd(-"-)=J dag, + Aa) =— .
1 Y 17y Y 1 Y Y, (a)
2 2 2 2 2
a a
Si u>b
G ru (b
i 1, L
fl(u) = 7o) - J Gld(Y ) = - J Gld(Y ).
2 2 2
——— -3 a
0
Par conséquent,
1t -1 -1 Y, {b)
= | - ! =
Pury*e J (flowl (xl) £, 00,7 (x5} ) dx Yz(a)XW(a)
(5.4.6) P
(b (b
, 1, .
+ J fld(u1 +L2) + J Gld(Yz) Xw(b) .
a a
Y, (@)y, (b)
Signalons de plus que G1 est bornée par -l——?————— sur Ja.bl.
En effet, pour c,d€ ja,b{, c<é : 1
(d Y (d {d (d G Y
J TREY ) S| 96 | e
1 2 1°2 2 1 2 2
c c c c
Gl
Il suit donc que o est bornée sur ja,bl, ainsi sur Ja,bi,
2

2 2 .
Gle L (deyl) nL (Yfpxz), remarquons que Y3-iin est la varian-
Ce au signe prés de u; pour i=1,2. Par suite, on peut
évaluer éb fld(”l+“2) grace au corollaire 1.4.7 d'intrégration

par parties
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b bgé

( (b G (b vy
J £,d(p *uy) = J de(ulwz) - J d(u1+u2){J Gld(‘fz)}
a a a a
(b G b (b
I | L x gk - 1
J de(ul+u2) v (b) J = (YZ) J XW(u)Gld(Yz)
a a a
En utilisant (5.4.6) on obtient le résultat.
(b) Bien que l'expression (5.4.5) peut étre obtenue grice

au théoréme 5.3.4, elle suit également du fait gue X est un
processus & accroissements orthogonaux. La formule(5.4.4) s'ob-
tient d'une maniére similaire a(5.4.2). Observons simplement gque
dy

- —a _
Gy (w Y2 (u)l{b su<a} " Yl(a)l{a sul’ Ty p-p-
d(Y )
1
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§ 5.5 Quelques remarques importantes

Soat I une ligne de séparation décroissante contenue
dans le premier gquadrant ouvert T du plan et D,D+ des ouverts
tels que (D,D+,F) est une partition réguliére de T. Soit
X = (xt)teT un PAO comme dans tout le chapitre. Nous savons que
H(D)l1H(D+) est 1l'espace minimal M(I') pour H(D) et H(D+). La
question naturelle que l'on se pose est la suivante : est-ce
que M(T) et G(I') sont égaux ? La matiére contenue a
la section §2.9 ne nous aide pas & fournir une réponse a priori
a4 la question. Cependant, compte tenu de la section §5.4, nous

avons une réponse affirmative.

5.5.1 Propositjon. Soit X =(xt)t€T un PAO avec mesure ortho-
gonale associée X:; supposons la variance v de x de type produit

v, ®v Nous avons M(T} =H(D) AH(D,) =G().

1 2°
Preuve. Soit Fm, m€Z {0}, les courbes de séparation
décroissantes g?ramétrées par wm tu P—Nl-f%)w(u). Les rn (resp.
les F_n), n€ N , approchent supérieurement (resp. ‘inférieure-
ment) I de maniére lisse. Supposons que D est le domaine déli-
mité supérieurement par [; notons p" 1a portion ouverte com-
prise entre T_n et Fn, Df 1'ouvert délimité inférieurement par
Fn et D? 1l'ouvert délimité supérieurement par F_n, pour n€ N*.

Figure 5.2
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Par l'expression de PM( )xt dans le théoréme 5.4.1,

nous voyons que

= 11m pM(F ) t = lim pM(F )Xt .

P X
MIMTe n+o -n

pour t € T.

Soit tGD . Compte tenu entre autre de la remarque
2.6.2(b), les M(T ) sont des espaces de scission pour H(D™) et
H(D ); d'ou pour n suffisamment grand,

P X, =P n, X, — P X, . teErT,
M(T ) e D) e H° "t
ou 8 = n H(D"). Nous avons donc prouvé
neN
(5.5.3) F’M(r)xt = pHoxt .

p?ur t €D+.

Soit t €D. M(l"_n) est un espace de scission pour H(Dn)
et H(Df) . Nous avons

(5.5.4) P X =1lim P = lim P X =P X, .
0 Y e mM*e e MT_ )7t M(T) 7t

Comme X est continu dans L2,
H(T) cH(D) NH(B,) = H(D) NH(D) = M(T).
D'autre part, H(I) cH®. 11 s'ensuit que

(5.5.5) P X, =P X_ ., Vter.

X =
M(T)7t t Ho t
(5.5.3), (5.5.4) et (5.5.5) nous disent que M(T') =H°
Par définition, comme G(I') est l'intersection des ouverts con-
tenant T, il est contenu dans H°. Or G(T) est un espace de scis-

sion pour H(D_) et H(D+), d'ou M(T) «G(T). En conclusion, la
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chaine
G(r) e®® = M(T) eG (),

nous prouve le résultat.

La prochaine remarque est importante et sera partiel-
lement développée au chapitre suivant : elle concerne les pro-

priétés analytiques des prédicteurs donnés au théoréme 5.4.1.

5.5.6 Remarque. En observant les expressions 5.4.2 jusqu'a
5.4.5 on peut voir que les fonctions hilbertiennes
—_—
(tl,tz) P

H(I‘)xtl,tz

(618 = PymyXe e
2
sont solutions faibles (au sens des distributions hilbertiennes)
de 1'équation différentielle
2

- R D W -
(5.5.7) atlatz {v(Rt) F(tl,tz)} = 0 sur D,

avec condition au bord F(t) =xt sur T.

Par contre, les mémes fonctions sont solutions

de
2% A -
(5.5.8) 3‘13t2 = 0 sur D_ 010,w1(+m)1010,w2(-m)l

avec condition au bord F(t) =xt sur . o

Nous constatons donc que les équations (5.5.7) et
(5.5.8) avec conditions au bord F(t)==xt, t €, ne constituent
pas un probléme bien posé : nous n'‘avons en général pas exis-
tence et unicité. Ces éguations sont des égquations d'onde ré-
duite. Dans le chapitre suivant, nous expliquerons quelles con-
ditions au bord il faudra rajouter pour gque les équations

(5.5.7) et (5.5.8) fournissent un probléme bien posé.
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5.5.9 Remargue. Les résultats donnés au théoréme 5.4.1 peu-~
vent se généraliser aisément au cas ou X est un processus gaus-
sien centré, qui est markovien par rapport aux chemins crois-
sants et décroissants et dont la covariance ne s'annule jamais

en dehors des axes.

En effet, d'aprés (Ca2), il existe des fonctions con-
tinues non décroissantes aJ. : R—> JR+ , une fonction continue
h:T—R et un drap brownien (wt)tET tels que X est équivalent
en loi &

h(t. .t )W
(€1 €2y (e1) 05 (e
Il existe donc un unique processus Z continu dans Lz,gaussien,
centré, a accroissements indépendants tel que X = hZ. a
Terminons cette section en signalant qu'avec les nota-
tions du début de la section §5.1, le prédicteur PG(F)(ou PM(FQ
donne une estimation d'ordre 2 et PH(r) d'ordre 1. Les études
faites a ce propos dans (DR) lorsque X est un drap brownien et
I est borné s'étendent & notre contexte.
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CHAPITRE 6

UN PROBLEME DE CAUCHY HYPERBOLIQUE

§6.1 Formylation du probléme

Soit T une courbe décroissante paramétrée par
Yy : R — Rf, y = (wllwz): rappelons que ¥, est non décroissan-
te, w2 non croissante et ¥ : R — I est un homéomorphisme. No-
tons T = Juy (=), ¥y (+=) [x§ ¥, (+=), ¢, (-=)1 et &_ (resp. 8)
le domaine de T° délimité supérieurement (resp. inférieurement)

par . Nous avons

0o
E_= ((wl(u),wz(v)) | 0<usv<w}
(6.1.1)
B= (0, (M), hy(w) | 0<ugv<w]

(4_.4,T) est une partition réguliére de To’

byl = —— =y —— — =~ i(wl(v),wz(u))

Rl R tm= = ==
2 by (@) vy ()

\
]
1 i
Yy ) wl(v)

Figure 6.1
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Les notions de fermeture et de frontiére seront référées a la

topologie de m2 induite sur To.

En plus des conventions faites ci-dessus, nous aurons

besoin des hypothéses suivantes.

6.1.2 Hypothéses.

(a)- ¢ est lipschitzienne sur tout compact de R.
(b) wl et wz sont strictement monotones.
(c) wl(-w) = w2(+m) =0.

Cette derniére hypothése n'implique pas de restriction
a la généralité; cependant elle simplifie parfois la formula-
tion. L'hypothése (c) nous dit en fait que [ est une courbe de

séparation dans RE.

H désignera en principe 1l'espace de Nilbert L2(Q,§,P).
X sera une mesure centrée sur A a valeurs indépendantes dan;-H;
supposons sa variance v du type dv = pdt, ol p GIG;CJA) . L'exem-
ple plus simple et significatif se présente lorsque X est un

bruit blanc W.

Un processus stochastique (F(t.uw)) ou C<:To

t€C, wEQ’

pourra également etre noté par (F(t)) lorsque w € @ est sous-

teT
entendu. On dira que deux processus sont identiques ou Lindis-
Zingables s'il existe un ensemble M P-négligeable tel que si

w€ N \M, alors les trajectoires t > F(t,w) sont identiques.

Nous allons étudier une forme réduite d'équation des
ondes stochastique non linéaire avec conditions au bord. Soient
h,k : R xA — R continue. Nous dirons gu'un processus
(F(t))

est une solution au sens des distaibutions (aléatci-

t€d
nes) sur A de ltéquation
32F
(6.1.3) 3{;3{; = h(F(t),t)x + k(F(t),t),

si pour tout w€ D(a),
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{ {
| F(t)ﬁ'(t)dt = | o(tn(F (o), Dax()
A 12 A

{
+ J @(t)k (F(t).t)at p.s.
4

Nous voulons formuler un probléme constitué de 1l'équa-
tion (6.1.3) et de conditions sur T qui fixent les valeurs du
processus inconnu F sur [ et de la "restriction des dérivées
partielles de F" & I' (cf. chapitre 3).

Nous verrons qu'en imposant des conditions aux limites
sur les axes, une équation du type de (6.1.3) est équivalente a
une équation différentielle (stochastique) ordinajre a deux pa-
rametres. Ce type d'éguation aété étudié par exemple par Cairo-
1i (Cail) et Hajek (Ha) ol X ¥ W est un bruit blanc. Dozzi et
Puri (DP) ont considéré le cas ou l'intégrateur x est
plus général et h et k dépendent du hasard.

L'intérét de ce travail réside surtcut dans l'introduc-
tion des conditions au bord sur une ligne de séparation décrois-
sante T : en général le probléme n'est pas facile car les pro-
cessus solutions ne sont pas du tout différentiables et la res-
triction de leurs dérivées partielles devrait avoir une nature
de distribution aléatoire sur I'. Un travail qui interpréte ce
genre de préoccupations est celui de Carmona-Nualart (CN) : ces
auteurs étudient une équation d'onde ordinaire qui est en fait
la rotation de 45 degrés de la notre, sur le premier quadrant :
ils doivent définir leur restriction de dérivées partielles

des solutions sur les axes.

6.1.4 margues.
(a) soit CCTO. Si (F(t""))tec

intégrable, je rappelle que nous notons F : C —> H, la fonction

est un processus de carré
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hilbertienne qui associe 3 t la classe de v.a. dont le représen-

tant est F(t,*).

(b) Soient (Fi(t))tEI, i=1,2, ou I= T,8 ou To des proces-

sus continus (de carré intégrable). Si él(t)= ?z(t) p.p.. alors

Fl et F2 sont indistingables.
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§ 6.2 Motivation pour le cas linéaire

Soit T, (&_,4.T) et ¢y comme au début de §6.1. Soit ¢
une mesure orthogonale définie sur A a valeurs dans H==L2(Q,§,PL

Vv sera sa variance et elle sera du type dv=pdt, ol p¢€ L ().

loca

Soit x:=(xt)t€T un processus avec mesure orthogonale associée
[
¢.

Soit t = (wl(b),wz(a)), a<b., Comme X est un PAO, la re-~
marque 4.2.6 nous permet de tirer

(¥ (b)

-3
(6.2.1) PM(”Xt =3 {Xw(a) + xw(b) + J (31x.-32x)}.
v(a)

Remarquons que le membre de droite est en fait x(Aa b) ou Aa b

est représenté a la figure suivante.

wz(a)‘

v, (b) !

Figure 6.2

Compte tenu du théoréme 3.3.2, la formule (6.2.1) s'écrit

_1
(6.2.2) Py )X, =3 {xw(a) * Xy

{ . . *

+ (plx a*y. -D2%, 8%t )}
) Yiv . em et v 2
T
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L'expression précédente nous rappelle la solution d'un probleée-

me hyperbolique de Cauchy homogéne avec conditions au bord.

Considérons, en effet, le probléme classique avec con-
ditions au bord suivant (cf. par exemple (E), 3.4) :

2
SF_ =0 sur &

3t13t2

{

I

I
(6.2.3) J F(t) g (£} , terl

I (<]

|

lDiF(t) = qi(t) ., te€r, 1 =1,2.

(6.2.3) posséde une unique solution déterminée par la formule
suivante

F(y,(b), v, (a)) = 2 g (via)) + 2 g (w(d)) +
1 'v2 2 o 2 Yo

1 (b (b)
*2 ) (g)dx) - g,dx,),
v{a)

si la condition de compatibilité suivante est satisfaite :

(6.2.4)  (g_ov) (W = g, (¥())y; (W) + gy (¥(w)yy(w) . WER.
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§ 6.3 Le cas lin&aire hilbertien

Soit T . (6_.4.T) et ¥ comme au début du §6.1. Soit H
un espace de Hilbert quelconque. Considérons de plus 3 :T — H
continue, :i des mesures orthogonales non-atomiques définies
sur ' a valeurs dans H, i=1,2, ¢ une mesure orthogonale sur &

a valeurs dans H; supposons sa variance v du type dv =qgdt, ou
«©

1
tion, supposons la condition de compatibilité suivante entre g

t’\:
e ui.

L N . <
qe€ LIOGJALConsxderons enfin €L océA,HLDans toute cette sec-

v, N
(6.3.1) g(tl) -q(to) —Ullto;tlj +u2lt°,tll, ¥t .t €T .

Nous allons nous intéresser au probléme suivant :

¢ .2

1) E (£) = ¢(Qt) +8(t) sur &
2

-
Btlot

l au sens des distributions hilbertiennes
1

(6.3.2) 2) F(t) = g(t), ter

fn 3§ % AoA
| aD'Fa £, = u (@), Va€D ().
/

r

w

{
|
by
(

F : 4 — H est notre inconnue.

6.3.3 Remargues.

(a) L'éguation 1) de (6.3.2) signifie :
s 2 f
J F(t) 72— (t)at = | e(Bae) +oost)at) |
1" "2
& [}

pour tout w € D(a).

(b) La condition 3) de (6.3.2) exprime que la restriction
P "
de DXF a T est la mesure U . o
Pour commencer, voici ur petit résultat technique con-
cernant les intégrales curvilignes généralisées de dérivées
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partielles : il aurait pu étre avancé au chapitre 3. Reprenons
les notations F:, w:, 1=1,2, e€ R, en relation avec la cour-
be et sa paramétrisation ¥ : ces objets ont été définis a la

section §3.1.
. L
6.3.4 Lemme. Soit £ €L1°ca(r,a). Posons,

f -
F(t) = J f(s)ds , te€s .

Ry ngk

Nous avons

{ i *
| ap'ra £, = 0. ¥ €D(r).
r

Preuve. Prouvons le cas i =1, l'autre étant analogue.
o O .
Posons a=a0y; il s'agit de vérifier

F (vl () =F(u)
€

(
lim IIJ a(u) dui| = 0,

€~+0 R

ou }|*|] est la norme associée au produit scalaire de H. Pour fi-~

xer les idées supposons € > 0. Notons

D = {(wl(x),wz(y))l x€lu,u+el y€(u xs}

wz(u)

wl(u) vy (ute)

Figure 6.3
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1

.

Comme supp:§ est compact, on vérifie aisément que U D
est borné. Par hypothése t——>||£(t) || est bornée uésuppa
sur cette réunion. Rappelons de plus que ¥ est lipschitzienne
sur supp & . Par conséguent, nous pouvons écrire

¢ PVl -F(b(w)
IIJ < alu)dull =

(
I 2 { J{ llfll(s)ds} [a(u) |aull «
€ 1

R Du,€

[
€5y ) g aulalu) ]« vy (use) - vy (W) (b, @) = b, (ure) )

R
{ 1 a 2 S {

< 62 J = ula(u) e = ¢ 2 J |a(u) |du ;:30
R R

61 provient du fait que t — |[f(t)|| est bornée et 62 tient comp-
te des conditions de Lipschitz sur wl et Voo g
Nous énongons maintenant le théoréme principal du pa-

ragraphe.

6.3.5 Théoreme. Soit ' une courbe décroissante dans Ri para-
métrée par ¥ : R—>T. Soit A_ (resp. A) le domaine de To déli-
mité supérieurement (resp. inférieurement) par ' . Supposons les
hypotheses (6.1.2) satisfaites.

eV
Soit H un espace de Hilbert, g : ' —H continue,
~ . . P
v i=1,2, des mesures orthogonales non-atomiques définies sur
' & valeurs dans H. Soit en outre une mesure orthogonale ¢ dé-
finie sur 4 dont la variance v est du type dv = gdt, ou

© . o
q eLloca(A) et soit B €L1°ca(r,g)_
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Supposons satisfaite la propriété de compatibilité
(6.3.1). Il existe alors un unique F : 3 —H continu qui est so-
lution du probléme (6.3.2). Cette fonction hilbertienne est en-

tiérement déterminée par la formule suivante :
F(¥, (). v, (a)) =3 {S(w(a))+3(w(b)>-+ﬁliua),w<b)1 +

{

A

+u2[W(a),W(b)]+¢(Rt na) +J B(s)ds}
R NS "a

Etudions d'abord le cas homogéne : celui-ci justifiera

1'analogie avec le probléeme classique de la section preécédente.

6.3.6 lemme. Formulons les mémes hypothéses et conclusions
que dans 1l'énoncé du théoréme 6.3.5 avec ¢ et 8 identiquement

nulles. La conclusion du méme théoréme est valable.

Preuve (du lemme). Soit F : & —>H une solution de
(6.3.2) avec ¢ et B identiquement nuls. D'aprés la proposition
4.1.1 et la continuité de F, il existe des fonctions continues

F. : R, — H, i=1,2 avec
i +

F(tl,tz) = Fl(tl) + Fz(tz)'

N . .
Soit &G D(I'): posons a =aoy. Nous pouvons écrire

( Flwn-rpa)

(
Sptr(e,.t.)d"t, = lim | a(u)du
1°72 1 €0 €
r R
1 Fo(y, (u+e) ) -F, (y (0))
= lim {J a(u) 11 1 du
e~+0 €

+

r
J a{u)
R

Fz(w(uD—Fz(w(u)) }
- du} .
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Par la proposition 1.5.5,

fon 1. * ’

J aD'Fd t; = TE ob (o) .

T 171
ou Te est la distribution hilbertienne associée & F.ov,.

lowl 1771
N

Notons vy les mesures orthogonales réelles uiow, i=1l,2. Rappe-
lons que la condition au bord 3) de (6.3.2) revient a

TFlowl(a) = ul(cx), a€ED(R) .

La proposition 1.5.4 et la remarque 1.4.3 nous disent alors gque

Fyov, () = Fyoy,(a) + U)iv(a), ()], a,bER.

En utilisant la condition au bord 2), nous avons :

(6.3.8) Fyou (b) = Vyiv(a).u(b)i + lv(a)) = Fyou,(a).

*
De méme, en évaluant [ aDde t,. on trouverait,

(6.3.9) onwz(a) = uz[w(b),w(a)] + g(u(b)) - Flowl(b).
Les expressions (6.3.8) et (6.3.9) se reécrivent

(6.3.10) Fy; (B, ¥,(a)) = G(¥(a)) + b i:(a),¥(b)]

1

(6.3.11) F(v)(b),¥,(a)) = J(y(b)) + Wyuv(b).¥(a)].

En sommant les deux derniéres expressions et en divisant par 2,

on obtient

(6.3.12) F(¥)(b).V,(a)) = 3 {B(w(a) + G + N v@, v
3
- Uyivia) v 1}

)

En soustrayant (6.3.10) de (6.3.11), nous voyons que
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la condition de compatibilité (6.3.1) est bien nécessaire.

Pour conclure, il suffit de vérifier que F de la forme
(6.3.12) est bien une solution du probléeme (6.3.2) avec ¢ et 8

identigquement nuls.

(i) (tl,tz) — F(tl,tz) comme dans (6.3.12) peut certaine-
ment s'écrire comme somme de deux termes, le premier ne dé-
pendant que de t, et le second ne dépendant que de tye. Par consé-

2
quent nous avons 3%‘§E‘ = 0 sur 4 au sens des distributions
1972
hilbertiennes.
(ii) F réalisant (6.3.12) satisfait trivialement la condi-

tion 2) de (6.3.2): a savoir : F(t) ='§(t), pour tout t€7l .

(1ii) Il nous reste a controler :

*
J &oipa = J Ed%i L VG EDIT), 3 = 1,2.

La condition de comptabilité (6.3.1) unie & (6.3.12)
certifie que (6.3.10) etv(6.3.11) sont vérifiées. Posons
o = Xow; pour i = 1, nous allons nous servir de (6.3.10); pour
i = 2, i1 faut utiliser (6.3.11). Bornons-nous au cas

i=1.

-1 - -
Fe,.t,) = 3wt e « Htvtey e vl e .

Clairement
N ( FOyl ) -Fuw)
[ aDle t, = lim J a(u) c du
r €0 R

Wy iv (), vlure) )

= lim J a(u) du
) €
R
H100(0) , y(ure) J- [9(0) ,y(w) ]
= lim I a(u)
e+0 €

R
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~
Posons §(u) = uIEW(O),W(u)], u€ R . Par la proposition
1.5.5, nous avons
[ * [
E -
J aDle ty Tg(a),

§ est une fonction a accroissements orthogonaux associée a
N\
My = ulow. Par le corollaire 1.4.7.

{ n * _ ( . ( o
J aDle t, = - J §(uja (uldu = J a(u)dul(u)— J adul. a

Nous pouvons maintenant nous occuper du cas général.

Preuve (du théoréme 6.3.4). L'unicité découle directe-
ment du lemme précédent avec ¢ et B identiquement nuls. Il suf-
fit de vérifier que F satisfaisant la formule se trouvant a la
fin de 1l'énoncé du théoréme 6.3.5 est une solution du probléme
(6.3.1). F est la somme de G° et G oﬁ‘Go est solution du pro-
bléme (6.3.2) avec ¢ et 8 nuls et G est donné par

G(t) = ¢(R N2) + 8ds, t€l .

o

t_'ml

Signalons que G est continu étant donné que la variance de ¢
est absolument continue.

Comme les opérateurs 4'intégration curviligne générali-
sée de dérivées partielles sont linéaires, il suffit de véri-
fier que G est solution de (6.3.2) avec 3 et ti’ i=1,2,
identiquement nuls.

A 3% .

Le fait que 3::5:— = d¢(t) + B(t) sur 4 est une consé-
quence immédiate du corollaire 1.4.8. Par ailleurs, il est im-
médiat de voir que G(t) =0 si t€T. La condition 3) de (6.3.2)
se vérifie par le théoréme 3.2.4 et le lemme 6.3.4. En effet,
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. {n s " e ( *
J ap*Gd t, = | aD1(¢(RtnA))d t.+J &Dl{J Bds}d t,
) i i
r T T RtDA
=0,

pour tout '&' €D(T) ‘o
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§ 6.4 Etude du probléme général

Nous explorons maintenant le probléeme stochastique po-
sé au départ en nous servant de 1l'étude hilbertienne proposée
a la section précédente.

Posons H==L2(Q,§,P), E un espace topologique. Nous di-
rons que £ 3 E—>H a une venrsion continue s'il existe un proces-

sus continu (Ft)tEE de carré intégrable tel que f(t) xft.

Par ailleurs soit T une courbe décroissante paramétrée

par ¢y : R —-*]Rf . Notons

T, = jwl(-w),wl(+w)[x]w2(+m),wz(-w)(

et A le domaine de To délimité inférieurement par . Dans toute

cette section, V¢ satisfera les hypothéses 6.1.2.

Soit (g(t,m)ter,weQ , un processus continu de carré

Y N~ L t e .
intégrable, wye 1= 1,2, des mesures orthogonales définies

sur 7 & valeurs dans H telles qu'il existe t°€ [ avec
(6.4.1) trsyp. (Jt_.t])

.4. My o ,
3 une version continue.

6.4.2 Remargye. Soit i = 1,2. Si les Ei sont des mesures
gaussiennes continuesdans L2(Q,§,P), alors pour tout toe T,
t»—aﬁi([to,tj) aura une version continue.

Pour voir cela, il suffit de vérifier que uh—*ui(lo,u])
R v . .
a une version continue, ou u; = uiow. Il s'agit de fonctions
hilbertiennes définies sur R.

Notons vi la variance de Mo définissons

oi(U) = vy ]JO,uj, ueRr.
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Posons
-1
Yi(v) = uilo,oi (v)]., ve ci(R) .

Yi est un mouvement brownien & gauche et 3 droite de 0, d'ou Yi

a une version continue Yi. Le processus

Zi(u,w) = Yi(oi(u),w), ueER, wWERN,

est tel que ii(u) = uilo,ozlooi(u)]. Si u est un nombre reéel
tel que p;looi(u) # u, il existe un intervalle ferme doi—négli—

1

geable J compris entre u et o; ooi(u). Par conséquent,

Zi(u) = ui(Jo,u]), YuER.
Ainsi Zi est une version continue de op—»ui]o,uj. o

v
Nous supposons de plus que g, v i =1,2, satisfont

la condition de compatibilité suivante :
(6.4.3) g(t,)=g(t) = n.jt .t )+u 1t .t 1, ¥t ,t €T
6.4.3) gty -<;;(to IS EAPSAST A POV o t1 .

Voici maintenant une proposition qui découle essentiel-
lement du résultat principal (théoréme 6.3.5) du paragraphe pré-

cédent.

6.4.4 Proposition. Soit ¢ une mesure orthogonale sur & telle
que tr—>¢(RtnA) a une version continue et (B8(t,w)) un processus
’ . I3 - -]
de carré intégrable tel que B € Lloca(A'H)'
11 existe alors un processus continu (F(t))tGE , uni-
que a une version indistingable prés, qui est solution de
32 (
(6.4.5) | Flt.w)3io—(t) = | oty (@v(v) + 8t wat) pus.
1772
Ja}

>~

avec les conditions au bord suivantes :
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[ F(t,w) = g(t,w) ., Yt€T p.s.
(6.4.6) l {
9 *
[ | op'Fa’t =W (G) ,  vaeD(M) ., 1=1,2.
r

De plus, l'unique solution F satisfait 1'égalité suivante pour

a<b :
F(yy(0),y,(a)) = %{W(an + Gy (b)) + U Ju(a), (b}
(6.4.7) ;
f i@ veleoran + | eswas,
RtnA

Preuve. Considérons un processus continu (F(t))tei sa-~
tisfaisant (6.4.7). Ce processus existe bien, compte tenu des
hypothéses et de la proposition 2.1.4 : en effet, cette propo-
sition nous dit que R(+,w) est intégrable pour w p.s. et
! ( ,

B(s,w)ds = J B(s)ds
Rt

R_NA na

t

Compte tenu du théoréme 6.3.5, F: 8 —H est 1l'unique solution
de l'équation

2. -
L (e) = a0(v) + £(6) sur &

(6.4.8)
aty 2

au sens des distributions hilbertiennes avec conditions au bord

F(t) = g(t) , te€r
(6-4.9) [ .. * N ~

J aD"Fd t; = ui(a), VYo €0(T), i=1,2,

r

D'aprés la proposition 2.1.4 et (6.4.8) nous pouvons écrire (ps)

—— e A e

. 52 .
{ F(t,m)—azL(t)dt = | F)229 (tyae = { o(de + bak) .
J 3t o J 3t. o5t

{

t ot |
1°72 )

1°72 A A

ny
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{
= J @(t) (de(t) + 8(t,w)dt);
a
ainsi F vérifie (6.4.5). F satisfait également (6.4.6) grace a

(6.4.9) et @ la remarque 6.1.4(b).

Les lignes précédentes prouvent l'existence d'une solu-
tion. Pour ce qui concerne l'unicité, soit (G(t,w)) un autre pro-
cessus continu qui est solution de (6.4.5) et (6.4.6). La propo-
sition 2.1.4 et la remarque 6.1.4(b) nous disent que G est solu-
tion de (6.4.8) et (6.4.9). Rappelons que G : A —H est bien
continu et t h—»sfzfgz(t)é(t) est de classe Ll(A,H) car le sup-
port de ¢ est compact.

Par conséquent, & : A->H est de la forme (6.4.7). Par
la remarque 6.1.4(b) et la continuité de F et G, ces deux pro-

cessus sont indistingables.

Voici un premier résultat d'un certain intérét. La pro-
position suivante affirme que toute solution de (6.1.1) au sens
des distributions aleatoires est en fait une solution d'une

équation intégrale ordinaire.

6.4.10 Proposition. Soient h,k : R x & — R continues. Soit X
une mesure sur A centrée & valeurs indépendantes dans H; suppo-

Yy,

sons sa variance v du type dv = pdt, p¢€ Lloca

Soit (F(t'w))t65 un processus continu ao-adapté a x
2
pour un ao€ R” . F est alors une solution au sens des distribu-

tions (aléatoires) de

~2
(6.4.11) ToE— = n(F(t),t)x+k(F(t).t) sur A
1772

si et seulement s'il existe fl:]O,m[—»H continues telles que
. f f
F(t) =J h(F(y).y)dx(y) +j k(F(y).y)dy
RtﬂA RtﬂA
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+ (fl(tl)'ffz(tz))lA(tl,tz)
Preyve. Posons A : A—H de la maniére suivante :

. f
A(t) = F(t) -~ J {h(F(Y),Y)dx -*k(F(y).y)dy}.

R NA
Soit w€ P(4) . Nous avons
(6.4.12) A(t)e_z(L(tdtx 1+1)+Ji ke 4
-4- st ot (o) - (3%, (O3e e, (B)de,
1°%2 172
A A
o f ’ 2%
I, = J dt { J h(F(y),y)dx} W(t)'
a R 2
t
( [ f 220
I, = J dt § J k(F(Y),y)dy} gt—la?(t).
Iy R 2
t

D'aprés la propriété (2.3.4), si B€ B, tel que
f E(h? (F(y).y))av(y) <=, alors

B

(6.4.13) u(B) = J h(F(y).y)ax(y)
B

définit une mesure orthogonale. Par le corollaire 1.4.8,

I, = j h(F(y).y)e(y)dx (y) -
a

Par ailleurs, d'aprés la proposition 2.1.4, Iz peut étre inter-
prété trajectoire par trajectoire, d'ou par une intégration par
parties

5 = | k(F(y), y)o(y)dy.

D ey
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En repregant (6.4.12), F est solution de (6.4.11) si

et seulement si szbézl 0 au sens des distributions hilbertien-
172
nes. Par la proposition 4.1.1, F est solution de (6.4.11) si et

seulement s'il existe fl,fz : JO,={ —H avec
A(r) = (£,(t)) +52(t2))1A(t1,t2).

ce qu'il fallait démontrer. o

La prochaine proposition vise a& mieux préciser le ré-
sultat précédent au moyen de 1l'introduction des conditions au
bord.

6.4.14 Proposition. Soit (F(t))tEZ un processus continu a,-a-
dapté a x on a€ R?. F est solution au sens des distributons

aléatoires de (6.4.11) avec conditions au bord (6.4.6) si et

seulement si

. . f -
F(t) =G(t) + J {h(F(y).y)dx(y) +k(F(y).y)dy}, te€s,
R

ou (G(t))teﬂ est un processus continu tel que
Gluy (0). v, (a)) = F(3(v(@)) +G(u(b)) +1 Tula), v ()]
+}72m(a),w(b)1},

si a,beER, a<b.

Preuve (de la proposition). Soit i = 1,2. Par la pro-
position 6.4.10, F est solution de (6.4.11) au sens des distri-
butions aléatoires si et seulement s'il existe A : A —H tel
que A(t) = lA(t)(fl(tl) +E£,(e,.0), ou f, ¢ i0,»{ —H sont con-

tinus et

(6.4.15) F(t) = A(t) +B(t) +C(t), tE€a,
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(
B(t) =u(RtnA), C(t) = J k(F(y).y)dy.
RtnA

(b a été définie en (6.4.13)). Il est clair que (6.4.15) se pro-
longe continument en t € 5. D'aprés le théoreme 3.2.4,

( i *
J apis 4 £, =0, Vo €D(T).
r
Par ailleurs, le lemme 6.3.4 affirme également
¢ .
| dolca’t =0, wien(n).
r

Il s'ensuit que

i »* N e ® "
ap*a 4 €, = aDYFd b, VIED(D):

—_——
—_y———

de plus, il est clair que F(t) =a(t), t€T. Compte tenu des hy-
pothéses qui précédent la remarque 6.4.2, il existe un proces-
sus continu (G(t))tEE tel que G(t) =A(t), t€A. Par conséquent,
si F réalise (6.4.15), F et G satigfont les mémes conditions au
bord. Par la proposition 2.1.4, 3%—%€-= 0 su sens des distribu-
tions aléatoires. En conclusion, la proposition 6.4.4 et

(6.4.6) permettent d'achever la démonstration.

Avant d'énoncer le théoréme principal du chapitre, rap-

pelons toutes les notations.

Soit T une courbe décroissante paramétrée par
P+ R —>:R3 satisfaisant les hypothéses 6.1.2. Soit A le domai-
ne de ]0.wl(+“)ixl O.¢2(-w)i délimité inférieurement par I'. Soit
X une mesure définie sur A a4 valeurs indépendantes dans
Ho:=Lg(9,g,P): supposons sa variance v du type dv = pdt,

N .
p€ LToca(A). Soient u,, i=1,2, des mesures orthogonales défi-
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R 2 .
nies sur T a valeurs dans H=1"(Q.E,P). Supposons qu'il existe
Y - . .
t°€ I' tel que ¢t~ uijto,tj, a une version continue, i = 1,2.
Soit (g(t'w»tGF,w€Q
tel que la condition de compatibilité suivante est satisfaite.

un processus continu de carre intégrable

. . N N

g(tz)-g(tl) = uljtl,t2]+u2;tl,t2], Ve Lt €r.
6.4.16 Théoréme. Soient h,k : Rx B—>R lipschitziennes par
rapport au premier argument X uniformément en t appartenant a
tout compact de 3. Supposons de plus h et k continues par rap-

port au second argument.

Il existe un unigue processus continu (F(t,w))tez,wen
t)tGZ ou E, = 0(x(R_) ,s<t).
qui est solution au sens des distributions aléatoires de

adapté par rapport a la filtration (E

2
2 F_ (t.w) = h(F(t,w),t)x + k(F(t.w),t) sur &
ot18t2

avec conditions au bord
F(t,w) = g(t, w), t€rl

aplp a"e, = T (3. vien(n), i=1,2.

—_——
=
-

Preuve (du théoréme). D'aprés la proposition 6.4.14,
un processus (F(t’w))teZ,weQ est solution du probléme énonceé si

et seulement si

(6.4.17) F(t,w) =I h(F(y).y)dx(y) + [ k(F(y).,y)dy+G(t, w)

RtnA RtﬂA

o.s. (W), vVt €R,

ol G est comme a la proposition 6.4.14.

Comme A peut etre écrit comme réunion dénombrable de
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triangles emboités du type
U= A nRs, s €4,
il suffira de prouver

{
(6.4.18) F(t,w) = J h(F(Y),y)dx(y)+J k{(F(y).y)dy +G(t,w)

RtﬂU RtﬂU

p.s. (w), vt e,
pour un U fixé. Rappelons que U est compact.

(i) Considérons 1l'espace vectoriel E des fonctions

f : U—>H continues. Munissons E de la norme

(6.4.19) [f]| = sup /& £2(t) = Joup E £2(¢) .
tev teu

ou E désigne l'espérance. La deuxieme égalité dans (6.4.19) est

claire par le fait que

sup a2 = (sup a.)2 ,
3 3 j 3

si les aj sont non-négatifs. Il est facile de voir que le mem-

bre du centre dans (6.4.19) est une norme, en utilisant l'inéga-

lité triangulaire de la norme dans Lz(Q,g,P).

(1i) Prouvons que (E,||+|) est un espace de Banach. Soit (£)
une suite de Cauchy dans E, Il est évident que la suite (Efﬁ(tn
dans H est de Cauchy pour tout t € U. Comme H est un espace de

Banach, il existe f(t) €H tel que lim E(f_ (t) - f(t))zt 0.
n+» n

Soit £ >0; il existe MEN tel que pour tout t €U,
E(f (t) - fm(t))2 <€ si m,n>M. Fixons m>M et faisons tendre
n—«, Compte tenu de la continuité de la norme de LZ(Q,g,P),
pour tout t € U, nous aurons

(£, () - £() % = 1im B(£ () - £_(e)) 2 <c.

n-+o
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D'ou
sup E(£_(t) - £(t))°—> 0.
t€U m=®

La suite (fn) converge donc uniformément vers f: par conséquent

f : U—H est continue, d'ol f€E et an—fl[ 520

(iii) Considérons le sous-espace L de t formé par les fonc-
tions f-: U—H ayant une version continue (F(t'w))tEﬁ,NEQ et
notons [ la fermeture de L dans E. Définissons les applications
Tl,Tz,T : L=—>1 de la maniére suivante :

TL(E) () = J h(F(y).y)dx (y)

RtﬂU

I k(F(y).y)dy

RtﬂU

To(£) (t)

T(f) = Tl(f) +T2(f) +G,

ou G apparait en (6.4.17). On sait bien que Tz(f) € L pour tout
f€l. Par une simple adaptation des lignes qui précédent le
théoréme 4.3 de (W3), nous avons Tl(f) € L pour tout f€ L.

(iv) vérifions qu'il existe une norme l|¢|| sur E équivalen-
q il q

*|| pour laquelle Tl et T, sont des contractions.

te a | 2

Soit ¢ une constante de Lipschitz commune pour h et k,

m = sup p(t) ou p(t)dt=dv(t), v étant la variance de x. Posons
t€U

2 > Max(c/m, 2/¢)
o _ oo o_,,0_ 0
ti—inf{tiItGU}, i=1,2, t -(tl,tz)

1_ o 1_,.1 .1
tl—sup{tiItEU}, 1=1,2, t —(tl,cz)
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or T T T T T
t \

Figure 6.4

Notons
. 2 °o_,0
yg(t) exp(z(tl+t2-tl-t2)), teld ,

l£12 = supt—2—£(£(en?),

t€l vy (t)

si fe€lL.

Il est clair que

HeEl
7, 0eh) <ll€]l, <€l

d'ot [|-fl, et II'|l sont équivalentes.

Vérifions que Tl et T2 sont des contractions par rap-
port a ||}l . scient £,.£,€L, s€ U :
EIT £, (s)-T £ (s)|2=/ E(h(F, (£),t)-h(F,(t),£)) %p(t)at
171 172 1 ! 2 !

RsﬂU

, (  E@E®-Fen?
m R Sheathl At v, (t)dt
J 2(e) 2

R Ye

2 2 2
¢ ctmilg £, J vy (£)dt

Ran
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2

2 e 2
s c“m Hfl'f2h% J Yy (t)dt
(%, s]
S s
2 1 o) 2 )
A NN J e“tl'tl’dtl J et (tmt) g
£° t°
1 2
2 2 (] o
_&im _ L(s,-t7) 2(5,-t.)
=2 [|fl leLV(e 17V -1y (e” P27 2 - ).
5ot 2
ou. 2 E|T £,-T £,] (s)
[T £,-T,£,1|. = sup
171 172NN s 4 Yi(s)
2 2
cm .
< 2,2 Hfl'.f—_;H,\, ‘

par conséquent Tl est une contraction par rapport a |h|Lbde

constante %/F<¢l.

Il nous reste a prouver gue T2 est une contraction.
Compte tenu de la proposition 2.1.4 et d'une propriété de 1l'in-

tégrale de Bochner.

( 2k ( 2k
{Eszfl(s)-Tzfz(s)l } < J [EIk(FﬁtLt)-HFz(tLtﬂ J dat
RNU

( l 2v%
< ¢ J {ElFl(t) -Fy(t) ] j at =
R MU
( 2y %
lE|Fl(t)~F2(t)| I
= C J .‘z(t) Yl(t)dt
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< clkfl-lel,\l J Y, (t)dt.
R_NU
s

De maniére analogue au cas de Tl’ nous avons

2 1
Iss(sl-ti) 1][,3(52-tg) 1]
J v, (v)at ¢ ~a/ i€ =

2
£
B

‘

2

donc
4¢c _
HTZfl-Tzlel < \2 £ £olly -

Ceci prouve que T2 est une contraction de constante i§< 1.
L

(vi) En conclusion T est une contraction de L—L donc en
particulier elle est uniformément continue. ce qui signifie
qu'elle se prolonge a L~>1. Par le théoréme du point fixe de
Banach, il existe un unique point fixe f € [ (tel que Tf=f).

(vii) Il reste a voir que £ € L. Soit (fn) dans L tels que
lim |[[£ -£{| = 0. Comme T est continu, on a clairement

n n ~

lim HTfn-Tf|va lim HTfn-f||N=20. En particulier, pour tout
t€y, %ig Tfn(t) = £(t), dans L°(Q,E,P). Nous allons vérifier
que les versions continues de (Tfn) convergent uniformément,
p.s. (w); dans ce cas la limite devra étre une version de f et

cette version sera continue, ce qui prouvera bien f£€ L.

Dans la vérification de cette convergence uniforme,
notons également par (Tfn) leurs versions continues. Soit € >0
fixé. Il suffit de prouver que

(6.4.20) P { sup | TE (s) - TE (s)] > c} — 0.
SEVU m, n+®

Dans ce cas, sauf pour w appartenant a un ensemble P-négligea-

ble, (Tfn) sera de Cauchy-uniforme pour la trajectoire w.
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Prouvons donc (6.4.20). Nous avons pour n,m€

P{sup]Tfn(s)—Tf (s)| > e} €I, +1,,
s€U

leP{supITlf (s)-Tf(s)l }
s€U

I, = {supITf (s)-Tf (s)|>—}
2 s€U 2

Comme les (Tlfn) sont des martingales fortes, l'inégalité maxi-
male de Cairoli (Cai2) affirme
2. %

2
¢ £ sup E|T. (£ -f ) (s)] ¢ sup(EIT (£ -£ ) (s))
1 € s€D 1'""'n "m € s€l

“Tf Tf ||—->0 ,
n, me

car Tl : L—>L est continu. Par ailleurs, en interprétant tra-

jectoire par trajectoire les intégrales définissant T2, on a

f

Ty () = Tofpt) | € | kiR, (8)/6) ~ k(P (®) B]at
RNV
£ ¢ I an(t) - F (B |ae, s€T .
R NU
D'ol
I, <P supcr |F (t) - F (£)|dt>=
2 Seﬁ J n m 2
R_nU
8
<P { c I [P (t) —F_(t) at >% }
R nU
tl

Par 1'inégalité de Chebyshev,
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2
—4 '
I, s 2.7 E U {F () - F (£) |dt] $
R  0OU
o
4 2"2}2
€ 2.2 { J dt[E|fn(t) -fm(t)l J <

R ;NU
t

e 2 e -
S 0, £ If —o

€2C n, mee

ou A est la mesure de Lebesgue. a

6.4.21 Remargye. Les Fn désignent les processus versions con-

tinues des fn. o

6.4.22 Remargue finale. Rappelons~-nous de l'hypéthése techni-
que 6.1.2(b). Si 1l'on supprime cette condition, les résultats
dans ce chapitre peuvent étre généralisés. Pour pouvoir le fai-
re, il faudra remplacer la donnée de mesures orthogonales ti
sur T, par des mesures sur Jy,(-®). wl(+w)[ou Ty (=), wy (== [
1~}
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Ing. Camillo Olivetti e C. Spa che mi ha provvisto

di un Computer M 21. Un particolare cenno di

guuudxmpuhumhoeperﬂmopwmmma

ordstar 2000. 11 testo ¢ stato stampato su una
Okidata Microune 182.

Nmawupotmow:d.ﬁeteledghedheaeguoooe

insistenza e Vi
nuumemodddr Giovanni Valentini, del dr. Enzo
Golino ¢ del dr. FetdinmdoAdomuo chemulunno

confortato con affet : quoti-
diane in cui mi avveruvnno che "L'Espresso’’ stava
andando in macchina e doveto trovare a ogni costo
unargomemoperlapmemeBummd:Mmem

tutto appare in questa pagina non

dell’essere, eonnmucumdad:uhvmudd
tutto. La costanza con cui mi ha offerto succhi di
mele, gabellandoli per scozzesi, ha

comvolgehlomrespo t scientifica e va ascrit-
o, se U caso, a mio adusvodanmtoperle
mhmeh‘mm
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Nalssance: le 26 juin 1959 3 Viganello (T1).
Nationnatité

- actuelle: svisse,
- 3 la natssance: ftelfenne.

Foraation

Ginnasio cantonale Lugand; sezione: letteraria; 1970-7S
- Liceo cantorale Lugano, 1975.78

Maturité de type C (scientifique), Juin 1978

= EPFL, Section de Mathématiques, 1978-83

Diplime d'ing. mathématicien, jJanvier 1983;
orientation: afde 3 18 décision

Expérience professionnelle

Depuis 1983, je suls assistant du profeseur S.D. Chatterji av
département de Nathématiques de 1° EPFL. Mom activité s'est
déroulée sur trois plans,

1) Recherche fondamentale.
Ron dosaine de recherche est constitué par les processus de
Narkov 3 plusieurs parsmdtres. J'af exposé mon travail dans
le cadre de plusieurs congrds et séminaires., Cette recherche
a dédbouché dans la rédaction de cette thase de doctorat.

2) Enseignesent,
J'al €té assistamt awx cours d'analyse et probadbilités du
professeur S.D. Chatterji et expert sux examens de maturité d
Locarno et Lugano.

3) Recherche appliquée.
J'at colladoré ) des travaux de mathématiques appliquées avec
des ingénieurs civils en mécanique des sols.
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Programae ) court terse

Séjour au centre BIBOS (Bielefeld, 8ochum, Stochastik) en
Allesagne fédérale: Janvier-déceabre 1988,
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(1) F. Russo:
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les processus plamaires ) accroissesents indépendants, Sém.
de Prob. XVIII, Lect. M. in Math. 1059, Springer Verlag
(1984), p. 353.387.

{(2) F.0boni, P.L. Bourdeav, F.RussoO:
ytilisation des processus markoviens dans 1'analyse de
stabilité des pentes. Lsusanne, EPFL, décemdre 1984, (e
séninaire sur les méthodes probadbilistes em géotechnique)

(3) R.Dalang, F.RussO:
A Prediction Problem for the Brownian Sheet. A parattre:
Journal of Multivariate Anplysis,

(4) F.Russo:
A Prediction Problem for Gaussian Planar Processes which are
Markovian with respect to Increasing and Decressing Paths,
Lect. M. ta Control and Information Science, mo. 96 (1987),
p. 88-98,

(5) F.Oboni, F.Russo:
Isplesentation of 3 Probadilistic Stability Amalysis Nethod
on WRicrocomputers and MNarkoviam Approaches, to appear:
Proceedings of Symposfue on Computer Aided Oesign aad
monitoring 1a Geotechnical Engeneering (1-4 dec. 1986).



