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RESUME

Formulé pour la premiére fois, par P.W. Anderson en 1958, le concept
de fonction d'ondes quantiques localisées par le désordre n'a fait que
s'élargir et I'on s'est apercu qu'il pouvait s'appliquer a d'autres situations
physiques telles que la propagation d'ondes classiques, optiques et
acoustiques, dans un milieu désordonné. Ce travail se consacre a I'étude
de la propagation de la lumiére dans un milieu a indice de réfraction
aléatoire.

Chapitre 1 : Une bréve introduction décrit les concepts fondamentaux et
énonce les résultats de base sur la localisation optique.

Chapitre 2 : On définit un modéle pour la propagation d'une onde scalaire
classique dans un milieu aléatoire multidimensionnel, formé par un
réseau de canaux unidimensionnels. Ce modéle particulier qui décrit un
systeme continu avec un nombre infini de modes, permet toutefois de
conserver certains avantages d'un modéle discrétisé, comme par exemple
la facilit¢é du traitement numérique. Les propriétés de diffusion d'une
onde optique de fréquence w sur tel réseau désordonné sont décrites a
partir des propriétés asymptotiques d'un produit’' de matrices aléatoires -
symplectiques. Les éléments de la matrice de transmission peuvent, de ce
fait, étre exprimés a partir des exposants de Liapunov du produit de
matrices aléatoires de transfert.

Chapitre 3 : On y aborde le probléme du calcul numérique des exposants
de Liapunov d'un produit de matrices aléatoires. Une procédure
d'orthonormalisation permet de contréler les divergences numériques et
la mise en oeuvre de paramétres de contréle permet de vérifier la
convergence des résultats vers la région asymptotique.

Chapitre 4 : La longueur de localisation &, calculée analytiquement pour
un systéme unidimensionnel dans le cas d'une distribution uniforme entre
(1, 1+w) pour la constante diélectrique, montre une saturation en fonction
du désordre w vers une valeur minimale &, indépendemment de la
fréquence incidente. L'extension numérique a un ruban désordonne
confirme I'existence d'un tel effet dans un systéme a deux dimensions.
Les résultats indiquent que la longueur de localisation minimale croit
avec la largeur € du ruban et il n'y a pas d'évidence numérique de



I'existence d'états localisés dans un plan bidimensionnel ( ¢ — )
désordonné. Une estimation de l'inverse y de la longueur de localisation,
donnée a partir du rayon de convergence du développement perturbatif de
la fonction de Green, confirme ce comportement qualitativement.

Chapitre 5 : Pour une distribution de probabilité de la constante
diélectrique uniforme entre (1, 1 + w), la localisation des ondes
électromagnétiques est trés faible. Pour augmenter cet effet, un désordre
est donc nécessaire qui favorise linterférence destructive par réflection
de l'onde optique. Ceci est possible en obligeant la constante diélectrique
a changer fréquemment de petites a grandes valeurs. Pour une distribution
uniforme de ¢(r) entre (1, 1 + 8) U (1 + w -8, 1 + w), on voit apparaitre des
régions ol la lumiére est trés fortement localisée. Ces régions sont
séparées entre elles par des intervalles ol la longueur de localisation est
trés grande. Ces grandes valeurs de & correspondent aux résonances de
'onde sur les mailles du réseau. Les conditions d'harmonicité permettent
alors de calculer, tout au moins pour une chaine unidimensionnelie
désordonnée, les valeurs du désordre pour lesquelles linterférence de
l'onde a l'intérieur du systéme est constructive.

Chapitre 6 : Un exemple expérimental de l'existence de fréquences
résonantes pour la lumiére a lintérieur d'un systéme désordonné est
donné par le spectre d'extinction de grains de carbone amorphe. Deux "pics
de transmission anomaux”, pour la lumiére incidente sur des échantillons
de densité trés inhomogéne, peuvent étre expliqués a partir d'un effet de
localisation forte de I'onde électromagnétique a lintérieur de
I'échantillon. La simulation numérique du spectre d'extinction donne la

position spectrale des pics avec une assez bonne précision.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION
1.1. Les systémes désordonnés et le probléeme de la localisation

Durant ces derniéres années, plusieurs travaux ont été consacrés a
I'étude des effets dus au désordre sur les ondes associées aux
particules quantiques.

En 1958, Anderson [1] ouvrit tout un champ de recherche en
montrant que des électrons soumis a un potentiel aléatoire décrivant
leur interaction avec un milieu désordonné, ne se propageaient plus
d'une région queiconque de l'espace a une autre, mais sous certaines
conditions, demeuraient |ocalisés dans une région finie de l'espace.

Dans ce cas, pour une énergie e donnée, toutes les solutions non
nulles de l'équation stationnaire He = e¢ sont de carré intégrables

2 .
JI(P(X)l dx <eo

et I'amplitude de I'onde décroit rapidement dans l'espace.

Dans le cas contraire, les états -sont étendus. La décroissance spatiale
de l'amplitude de I'onde étant habituellement exponentielle, on définit,
dans la limite x—,la longueur de localisation comme la longueur & t. q.

Ix|

@ —m—

ox)=e s

Une autre définition souvent utilisée de la longueur de localisation &

est donnée a partir de la décroissance exponentielle de la fonction de
corrélation des amplitudes du systeme infini

p(r,e)=exp(-Irl/EE))

ou &(e) peut étre aussi appelée longueur de localisation.



Toutes ces quantités ont le méme ordre de grandeur.

Dans les années '70, les travaux de Ruelle, Amrein, Georgescu et
Sinha [2] ont donné une caractérisation mathématique a ces concepts,
en associant les états localisés et les états étendus, respectivement a
la partie purement ponctuelle et a la partie purement continue du
spectre de ['opérateur Hamiltonien H. |

On peut en général distinguer les états localisés des états liés au
sens habituel. En effet, alors qu'en général les états liés
correspondent a des valeurs propres isolées de H, pour un hamiltonien
aléatoire, lorsque le spectre est purement ponctuel, les valeurs
propres forment un ensemble dense : le spectre est, en ce cas, formé
des valeurs propres et de leurs points d'accumulation.

Les états localisés sont de ce fait particulierement intéressants et
difficiles a étudier.

Ces travaux permettent de faire un lien entre les notions
spectrales et la dynamique de la particule.

Considérons un état initial ¢, localisé spatialement dans une région
A et d'énergie comprise dans lintervalle A. On peut calculer la
probabilité de retour R, de la particule dans cette région

et le temps de séjour de la particule dans cette région

= dt —l dd lcp()l2
T,= X X
A l'l t

0 A



- Alors, si le spectre est purement ponctuel,

‘ RA >0 et TA = oo

|

| la particule retourne dans cette région et y passe un temps
infini.

- Si le spectre est absolument continu
RA = 0 TA < &0

la particule s'éloigne de cette région, n'y restant qu'un temps
fini.

- Si le spectre est singuliérement continu
Rpo = 0 ' Tp =

La particule quitte la région A, y revenant toutefois un nombre
de fois.

Comme il peut étre trés. difficile de déterminer la nature du
spectre d'un hamiltonien aléatoire, il est certaines fois trés utile, a
partir du lien établi par les réfs. [2], d'étudier les propriétés de
transport d'un systéme désordonné. En effet, plus une particule pourra
se propager longtemps sans subir des collisions inélastiques, plus le
fait qu'elle soit dans un état localisé affectera sa dynamique, mesurée
par différents coefficients de transport et plus on pourra mesurer les
effets de la localisation.

Le probiéme est alors de déterminer pour quels intervalles
d'énergie et de désordre, mesuré par exemple par l'intensité maximale
w des fluctuations du potentiel aléatoire, on peut prévoir ['existence
d'états localisés dans le systéme.



On peut se demander quels sont les phénoménes qui interviennent
dans les effets de localisation.

- Considérons d'abord le probleme classique. Pour une particule
classique d'énergie E, se mouvant dans un milieu continu avec un
potentiel aléatoire V(x), seules les régions pour lesquelles E>V(x)
sont permises. A basse énergie, il y a peu de chance que cette
condition soit vérifiée et ces régions ne formeront que des flots
bien séparés les uns des autres.

La particule sera alors localisée dans une région finie de l'espace.
A grande énergie, le phénomeéne contraire se réalise et les régions
pour lesquelles E>V(x) s'étendront sur presque tout le systéme,
intercalée de temps en temps par des ilots de régions interdites
E<V(x). La particule sera alors dans un état étendu, et pourra
facilement se propager a linfini.

On s'attend donc & l'existence d'une énergie critique E. telle que
pour E < E; les états sont localisés et pour E > Eg, les états sont
étendus. E, devrait croitre avec le désordre.

- Si maintenant on considére le cas quantique, de nouveaux effets

viennent s'ajouter a cette image : l'effet tunnel et celui de la
barriere quantique. A cause de [I'effet tunnel, des régions
classiquement interdites .deviennent, dans un certain sens,
accessibles. Méme si la fonction d'onde dans ces régions devait
décroitre exponentiellement, on pourrait imaginer qu'il existe un
effet tunnel cohérent d'une région interdite a une autre qui
s'opposerait a la localisation. Le désordre toutefois peut
difficilement permettre un tel effet tunnel cohérent et on s'attend
a ce que les états soient encore localisés a basse énergie.
D'autre part, le phénoméne de la barriere quantique intervient a son
tour dans les effets de localisation : une particule passant
au-dessus d'une barriere de potentiel est réfléchie par cette
barriere. La présence de barriére aléatoirement répartie peut donc,
par réflections successives créer un effet d'interférence
destructive pour l'onde qui se propage, diminuer l'intensité de la
fonction d'onde et la faire décroitre spatialement.



Ceci apparait clairement quand on réduit la dimension de l'espace,
ou ces effets de retour en arriere sont amplifiés. La localisation
sera donc généralement favorisée par la présence des barriéres
quantiques.

La localisation étant un effet d'interférence, on peut s'attendre a
I'existence d'un tel phénomeéne dans d'autres équations d'onde que
I'équation de Schrddinger.

Par exemple, on peut s'attendre a l'existence d'effets de localisation
dans la propagation d'ondes optiques dans un milieu ol la vitesse de
l'onde est aléatoire.

On aura alors des solutions ¢ (x, t) = elot ¢o(x) de l'équation d'onde

32 2
a—t-z(p(x,t)=c (x)Ao(x)

qui décroissent rapidement dans l'espace de sorte que*

1 2
(—:G-)(p(x)dx<oo

Il faut noter que ces solutions ont rarement été prises en considération
dans les études faites depuis plusieurs années a ce sujet.

Les propriétés de transport seront, dans ce cas, exprimées en terme de
coefficient de transmission pour I'onde a travers le milieu désordonné
ou en terme d'intensité diffusée par le milieu aléatoire.

De méme, on peut par exemple étudier la localisation des ondes
acoustiques dans des matériaux désordonnés [3], ou les effets d'un fond
aléatoire sur la propagation d'une onde de surface [4].

Le probléeme de la localisation apparait donc étre beaucoup plus
général que celui considéré initialement par P.W. Anderson.



Du point de vue mathématique, il apparait étre celui de I'étude des
propriétés spectrales d'opérateurs linéaires ergodiques par rapport aux
translations spatiales. Du point de vue des observations physiques, il
se réduit a la mesure des propriétés de transport dont l'interprétation
dépend du modéle physique considéré.

Nous nous concentrerons par la suite exclusivement sur le probléme
de la transmission optique dans un milieu aléatoire.

1.2. La localisation optique : différences et similitudes avec le
probléme de Schrédinger

L'étude de la localisation d'onde classique suscite depuis quelques
temps un intérét grandissant.

Méme si les phénomeénes physiques qui sont a la base de la
localisation (i.e. effet d'interférence) sont essentiellement les mémes
dans le cas des ondes classiques que dans le cas électronique, il y a
quand méme une grande différence entre les électrons pour lesquels la
mise en évidence des propriétés ondulatoires responsables des effets
d'interférence nécessite la mise en oeuvre du formalisme de la
mécanique quantique, et les .ondes classiques pour lesquelles cet
aspect est naturel.

Le cas des ondes électromagnétiques présente essentiellement
deux avantages :

1) A cause de la trés grande vitesse de la Ilumiére, le cas
électromagnétique représente a peu pres la seule possibilité de
négliger l'excitation thermique du milieu.

Comme la self interaction de la lumiére est aussi négligeable, |l
est possible d'étudier les effets purs du désordre, en contraste
avec le cas de l'électron pour lequel les excitations thermiques et
I'interaction électron-électron compliquent la chose.



-

2) Les effets du désordre étant plus faciles & isoler, on peut espérer,

dans le cas optique, observer des manifestations macroscopiques
des phénoménes de localisation.
Du point de vue expérimental, en effet, le défit fondamental réside
en ce moment dans la préparation d'une microstructure diélectrique
désordonnée dans laquelle on pourra observer les effets de forte
localisation prévus théoriquement.

Si on compare le cas électronique avec celui électromagnétique, la
premiére différence que l'on remarque est la nature vectorielle des
équations de Maxwell.

Des résultats récents, montrant l'influence de la polarisation sur les
effets de localisation ont de ce fait accru l'intérét de I'étude de la
propagation de la lumiére dans les milieux aléatoires [5,6].

D'autre part, si on se restreint au cas le plus simple d'une onde
scalaire classique, décrite dans les unités ou la vitesse de la lumiére
¢ = 1, par l'équation stationnaire

A (x)=-a?n?(x)¢(x) (a)

ol w est la fréquence de l'onde, il est parfois utile de considérer
l'analogie avec I'équation de Schrddinger stationnaire

-(i/2m) A ¢ (x) =(E - V (x)) ¢ (X) (b)

(1) L'équation (a) peut étre comparée avec une équation de Schrddinger
a énergie nulle (E = 0) et potentiel strictement négatif( i = m =1 )

2V(X) =- 02 n2 (x) < 0.

Comme E = 0, n'est pas en général une valeur propre pour cette
équation, un "mapping” entre les deux équations (a) et (b) n‘aura de
sens que pour des solutions particulieres, par exemple si on
considére un probleme de transmission et non pas un probléme aux
valeurs propres.



2) Une autre différence fondamentale avec ['équation de Schrdodinger
est que, pour chaque énergie fixée, dans le cas optique, le vrai
paramétre de la théorie est le produit 2w ot w décrit l'intensité
maximale des fluctuations de la constante diélectrique, alors que
dans le cas de l'électron, la variable significative est la seule
largeur w de la distribution de probabilité de la variable aléatoire.

Ceci implique que, par comparaison avec l'‘équation de Schrddinger,
la limite de grand désordre soit difficilement atteignable et que,
pour o = 0, les états soient délocalisés.

1.3. Etat du sujet

Les études récentes sur la localisation d'onde classique ont mis en
évidence deux régimes de localisation, appelés respectivement régime
de localisation faible et régime de forte localisation.

La plus grande partie des études a été essentiellement consacrée
jusqu'a présent, au régime de faible localisation, interprétée comme
phénomeéne d'interférence constructive provoquant une anisotropie de la
section efficace différentielle .dans le voisinage de la direction de
rétrodiffusion [7].

Cette anisotropie, mesurée expérimentalement avec trés grande
précision [8, 9, 10], est essentiellement la seule preuve expérimentale
de l'existence des effets précurseurs de la localisation optique.

Les études consacrées au régime de localisation forte [11, 12]
prévoient, pour une onde électromagnétique se propageant dans un
milieu désordonné a trois dimensions, un seuil de mobilité qui n'a pas
encore été mesuré expérimentalement.



1.3.1. La localisation faible

Soient A la longeur d'onde incidente sur un milieu désordonné et £
le libre parcour moyen de la lumiére a linterieur d'un systeme
stochastique. A faible désordre_, c'est-a-dire dans la limite A/€ <<1, les
impuretés sont en concentration si faible qu'elles peuvent étre
considérées comme un gaz parfait et, dans ce régime, les résultats de
I'équation de Boltzmann devraient étre corrects.

La méthode perturbative permet d'aller au-dela du régime Boltzmannien
et de voir les effets précurseurs de la localisation. Ce régime est
appelé "localisation faible".

Considérons [7] le probléme de la propagation d'une onde plane
incidente sur un milieu inhomogeéne, avec une densité fixe d'impuretés.
On suppose que les impuretés provoquent une  diffusion purement
élastique sur l'onde incidente. On assume que les impuretés diffusent
indépendamment la radiation incidente, ce qui équivaut a négliger les
corrélations parmi les différents centres . diffuseurs. Ceci n'est
valable que pour une trés faible concentration d'impuretés (A/€ << 1).

Les deux longueurs caractéristiques de ce probleme sont alors la
longueur d'onde incidente A et le libre parcours moyen élastique €.

Si on définit la probabilité p (§,§') que la radiation incidente dans la
direction s soit diffusée dans la direction §', alors, d'aprés les
conditions de stationnarité

a A 4 A A 2
p(s,s')=—]@(,s")]
ot

ou o est la section efficace totale de diffusion et ¢ (§,§') I'amplitude
diffusée.
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L'expression de p (§, g’) peut étre dérivée a partir de la transformée de
Fourier de la fonction de corrélation des des deux propagateurs, retardé
et avancé du champ libre.

P (5,8)= C (ks ks'; kS ks

On aura alors que la probabilité de diffusion

p(§,§') = pc(g’g.) + pi(é\’g')

ou pc et p; décrivent respectivement les contributions de la diffusion
multiple cohérente et incohérente a la probabilité de diffusion.

A partir de la symétrie par rapport au renversement tempbrel du
potentiel de diffusion des impuretés, les contributions cohérentes
pc(§,§') peuvent étre exprimées a tous les ordres du développement
perturbatif en diffusions multiples par [I'égalité

Po(5,8)=1/2 [ C (kS KS'; - kS, - k§') + C (- kS, - k§'; ké,ks)]

A

Dans la direction de rétrodiffusion g =-8 et
Po(S- §)= C (kS, - ks ; kS, - kS ) = py(5,- §)

On a alors que, dans la direction de rétrodiffusion, la probabilité
totale de diffusion est exactement deux fois la probabilité de diffusion
incohérente. Ceci se manifeste de fagon macroscopique par une valeur
deux fois plus grande de [l'intensité rétrodiffusée dans un cdne trés
etroit autour de la direction d'incidence.



On trouve pour l'ouverture angulaire du cone

® 2 ) 84
|\ g 1

ou 9 (Q) est le temps de résidence de la particule a l'origine durant un
intervalle de temps de l'ordre de 1/Q et Q est le déphasage en
fréquence de la radiation rétrodiffusée.

A partir des calculs théoriques, le régime de faible localisation a
été testé expérimentalement.

Des expériences trés précises [8,9], effectuées sur des
suspensions colloidales de sphéres de polystyréne, ont confirmé en
1985 l'existence d'un phénoméne de rétrodiffusion cohérent en
excellent accord avec les prévisions théoriques. La dépendance

angulaire de l'intensité de lumiére diffusée montre un pic dans la

direction 6 = 0 de rétrodiffusion : la largeur du cone mesuré montre un
bon accord avec les prédictions (voir Fig. 1), alors que la hauteur du pic
critique semble, dans ces mesures, étre inférieure a la valeur 2
calculée.

SCATTERED INTENSITY

-2 -1 o] b 2
ANGLE 6 (gegrees)
Polarization dependence of the coherent back-
scattering effect for 0.46-pm-diam beads at a solid {raction
of 10%. Directions of polarization are vertical-vertical (VV)

and vertical-horizontal (VH). Curves are plotted at the
same scale.

Figure 1.
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La polarisation apparait avoir un réle tres précis sur la hauteur du pic
de rétrodiffusion.

En effet, dans le cas d'une polarisation paraliele (VV), l'intensité
rétrodiffusée est & peu prés 1.7 fois plus grande que lintensité de
diffusion incohérente, alors que, dans le cas de la polarisation
transversale (VH), le facteur d'augmentation n'est que . 1.3.

Un résultat postérieur [5] a expliqué le décalage entre la hauteur
calculée et observée du pic dans la direction 6 = 0, et les effets de la
polarisation.

On définit le "albedo o (f(i, ﬁf)" du systéeme désordonné comme le
rapport entre le flux sortant par unité d'angle solige d Q et par unité de
surface sur l'interface autour de la direction k¢, et le flux d'énergie
incidente.

Alors, pour une direction d'incidence et de sortie quasi-normale et
dans le cas_d'une diffusion isotropique pour une onde scalaire, on
trouve les résultats suivants:

1) Pour 6 =0, a est exactement le double de la valeur o;,, obtenue

pour des grands angles.

2) La largeur angulaire dans laquelle on observe I'effet de
rétrodiffusion cohérente est = A/ 2rn

3) Trés prés de la direction de rétrodiffusion a varie linéairement.
L'extension au cas anisotropique est obtenue en substituant dans la

définition de l'albedo o le libre parcours moyen € par le libre parcours
moyen de diffusion ¢ 5
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La comparaison entre les prédictions théoriques et les mesures
expérimentales donne alors un trés bon accord sur la hauteur du pic a
6=0.

La différence d'intensité entre la_ polarisation (vv) et la
polarisation (VH) est expliquée a partir de la forme de [I'amplitude
Rayleigh diffusée par un unique diffuseur.

En effet, pour une séquence de n diffusions, si P, est la
polarisation incidente et P,,et P,, sont respectivement les
composantes // et L de P, par rapport & P, , & partir de I'expression de
I'amplitude Rayleigh, on aura que P,, = P',,, ce qui implique que dans
la configuration parallele, la cohérence est entiérement maintenue,
alors que P, difféere de P', (pour ¥ n excepté que pour n = 2) d'un
facteur

c(n) =<pqy, Py >/< PPy >

En ce qui concerne la localisation faible, il est intéressant de
mentionner encore les mesures faites par Etemad et al.,, sur un
échantillon solide et non-absorbant de particules colloidales de
silicium [10].

Ce travail, qui confirme les résultats précédents sur ['existence
d'une anisotropie de la section efficace différentielle pour une onde
électromagnétique incidente sur un syteme faiblement désordonné, met
en évidence le fait que le pic de rétrodiffusion peut étre observé
seulement sur un ensemble moyenné de mesures. En d'autres mots, on
ne peut remarquer l'existence d'un pic d'intensité dans la direction de
rétrodiffusion qu'aprés avoir supprimé les fluctuations de lintensité
diffusée par un processsus de moyennage des courbes mesurées.
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1.3.2. La_localisation forte

Le régime de localisation forte, défini par opposition au régime de
faible localisation dans lequel seuls des effets précurseurs de la
localisation apparaissent, est caractérisé par une valeur du parameétre
Alg < 1[13)

Dans ce cas, les corrélations entre les ondes diffusées produisent
une interférence destructive qui réduit la transmission moyenne.

Comme les propriétés de diffusion dépendent alors de I'extension
spatiale des corrélations des ondes, elles peuvent étre décrites en
terme du coefficient de diffusion D(L) (ou L est la longueur de
I'échantillon désordonné) qui dépend de la longueur d'onde A et du libre
parcours moyen ¢ .

Quand € rejoint une valeur critique qui a été prédite par Joffe et
Regel [13] comme étant .* = A/2n pour les électrons, les ondes sont
localisées dans le sens d'Anderson et D(L) — 0 si L — o

Un phénoméne analogue aux résonances dans la diffusion de Bragg
pour les électrons dans un cristal parfait a été récemment indiqué
comme un mécanisme possible. pour la localisation forte de la lumiére
[12].

L'idée de départ est que dans un systéme désordonné avec une
densité suffisante de diffuseurs aléatoires, les sphéres diélectriques
sont optiquement corrélées et les résultats de la théorie de Mie pour
les résonances dues a une seule diffusion ne sont pas applicables.
L'hypothése fondamentale de ce travail est qu'il soit possible, dans
un super-réseau a trois dimensions faiblement désordonnées de
reproduire les bandes de fréquence interdites, dues a la réflection de
Bragg et bien connues dans le cas unidimensionnel.
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Ceci donnerait une clef pour une observation systématique de la
localisation forte des photons dans un matériel non dissipatif avec une
constante diélectrique toujours réelle.

L'existence de pseudo-gaps dans la densité d'états des photons
nécessite une réinterprétation de la condition de Joffe-Regel.

En premier lieu, cette approximation a été dérivée en utilisant
I'approximation de la densité d'états des photons libres et la théorie de
perturbation pour des diffusions uniques et répétées sur différentes
sphéres diélectriques. La procédure de moyennage sur le désordre
conduit alors a un aplatissement de toutes les résonances
géomeétriques macroscopiques.

Par contre, si on traite exactement ces résonances géométriques
avant de moyenner sur le désordre, alors la longueur d'onde qui
intervient dans la -condition de Joffe-Regel doit étre interprétée
comme linverse de la fluctuation du vecteur d'onde dans le plan de
Bragg plutét que la longueur d'onde du photon libre. Comme cette
longueur d'onde diverge au bord de bande, la localisation est possible
méme pour de petits désordres.

De ce point de vue, il ne faut pas négliger que la nature vectorielle
du champ électromagnétique a d'importantes conséquences sur le
phénoméne de rétrodiffusion de Bragg.

L'existence de deux hélicités pour chaque photon de vecteur d'onde
K donné, rend la réalisation des gaps en trois dimensions plus difficile
que dans le cas électronique correspondant, et implique des
restrictions sur les fluctuations minimales requises pour la constante
diélectrique.
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Le calcul de la densité d'états pour les photons dans un
super-réseau désordonné montre deux régions d'états étendus
respectivement a basse fréquence et a haute fréquence séparés par une
région d'états localisés (pseudo-gap) (Fig. 2).

00sS
p (W)
Strong
Localization
Pseudoqgap
Geomaetric
Royleigh ‘ Optlcs
]
‘He
'
:', w. w

V2€, Gertepe,)

Photon density of states in a disordered superlattice
cxhibiting low-frequency Rayleigh scattering and high-fre-
quency geometric-optics extended states scparated by a pscu-
dogap of strongly localized photons.

Figure 2.

Un autre résultat [12], qui prend son essor par le développement
mathématique de Vollhardt et Wolfle, donne des résultats intéressants
sur la localisation d'ondes classiques scalaires se propageant dans un
milieu composite a deux composantes.

Le contraste d'impédance est défini comme m = (ny/ny) >1, ou n, et
n, sont les indices de réfraction réels des deux matériaux présents
dans I'échantillon considéré.
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Les fractions de volume des deux composantes étant définies par p
et (1-p), la microstructure composite aura l'‘aspect d'un ensemble de
sphéres du composant mineur dispersé stochastiquement dans une
matrice formée par le composant avec la plus grande fraction de
volume. Les résultats montrent que I'existence des effets de
localisation nécessite que le contraste d'impédance m soit plus grand
qu'une certaine valeur minimale.

Cette étude part de lidée que la localisation d'ondes ne se produit
que quand la constante de diffusion effective s'approche de zéro. En
suivant la voie tracée par la théorie du scaling, on peut affirmer que
ceci arrive de la fagon suivante.

Prés du seuil de mobilité, les propriétés du champ sont homogénes

seulement sur des échelles plus grandes que la longueur de corrélation
> 0.

Pour des échelles plus petites que &, la constante de diffusion varie
uniformément de D, a I'échelle du libre parcours moyen jusqu'a Dq€/% a
'échelle de &.

Loin du seuil, £ = 1 et la constante effective de diffusion est donnée
par Dy. Si on approche du seuil de mobilité, § diverge et en conséquence
la constante effective de diffusion tend vers zero. |

Vollhardt et Wélfle [14] ont identifié mathématiquement la classe des
diagrammes maximalement croisés comme la contribution dominante
de la diffusion multiple & la renormalisation de la constante de
diffusion prés du seuil de mobilité

3
D (@) = D(% =D, (o))[ 1.2 Y(m)[i-} q((o)}

T
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ol Y=-24d3 Im ((1-p) 1,(0) + p 5(0))
est une quantité reliée a la section efficace totale de diffusion.

La localisation parait étre trés étroitement liée a la diffusion
résonante et on prévoit une multitude de seuils de mobilité et de
régions d'états localisés.

Pour conclure, on peut encore mentionner des expériences dues a
Genack [15] qui, a partir de la variation de la transmission totale en
fonction de la taille de I'échantillon ont permis de déterminer le
coefficient de diffusion et la longueur d'absorption du systeme.

Les mesures effectuées sur un milieu aléatoire (n = 2.7) contenant
des microstructures de titanium (n = 1.59) n'ont pas mis en évidence
I'existence des effets de localisation forte. La plus petite valeur
observée pour le libre parcours moyen € est encore 5 fois plus grande
que la valeur £* prédite par la conjecture de Joffe-Regel. .

La décroissance mesurée du coefficient de transmission T(L) en
fonction de la taille de I'échantillon contraste avec la saturation de
inverse de la longueur de corrélation des fréquences mesurées en
fonction de L.

Cette saturation pour grands L exclut en effet la possibilité que la
décroissance exponentielle de T(L) soit due a des effets de
localisation.

Tout en ayant mesurés les parameétres fondamentaux de la
propagation optique dans un milieu stochastique, ces mesures laissent
l'importante question ouverte de combien doivent étre grandes les
fluctuations de lindice de réfraction et combien doit étre faible
I'absorption pour pouvoir observer la localisation optique.
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CHAPITRE 2. LA LOCALISATION ET LES PROPRIETES DE DIFFUSION

2.1. Un modéele pour l'étude de la propagation d'ondes
électromagnétiques dans un milieu aléatoire multidimensionnel

Comme on Il'a dit avant, la grande majorité des études

théoriques sur la propagation d'ondes classiques dans des milieux
désordonnés, a été consacrée au régime de localisation faible et a
essentiellement utilisé les techniques de perturbation des fonctions
de Green, pour des petits désordres.
L'esprit de notre approche est, au contraire, d'étudier un modeéle
simple, résoluble "exactement" au moins numériquement, et qui,
tenant compte de l'essentiel du phénoméne, donne accés au régime de
localisation forte.

2.1.1. Approximation scalaire

Pour les ondes électromagnétiques, I'équation d'ondes est
généralement écrite en terme de vecteur de champ magnétique H ou
de champ électrique E : par exemple, dans les unités ou la vitesse de
la lumiere ¢ = 1,

SE B PE__2. _ o JE
ox? 3y2 0% ot

(1)

ou ¢ est la constante diélectrique et p est la perméabilité
magnétique du milieu. '

Dans plusieurs cas, on peut en premiére approximation négliger
la nature vectorielle de lI'amplitude de l'onde. Par exemple, dans une
expérience de diffusion simple, dans laquelle la radiation incidente
est non-polarisée, la seule conséquence des propriétes vectorielles
est la multiplication de l'intensité diffusée par un facteur de
polarisation qui dépend seulement de l'angle de diffusion.
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On considére donc le cas le plus simple et on étudie une
fonction scalaire de l'amplitude ¢ (r,t) qui est solution de I'équation
d'onde

2
2 @(r,t)

2

V2¢ rt)=¢@)
ot

(@)

ou on a choisi la perméabilité magnétique p = 1 et la constante
diélectrique € (r) comme étant fonction réelle de la position. Ceci
revient a négliger la diffusion inélastique de I'onde
électromagnétique avec le milieu. Ce choix est justifié par le fait
que l'on voudrait étudier comment un milieu non-absorbant peut
produire des fluctuations de I'amplitude de l'onde comme pur effet
des variations stochastiques de l'indice de réfraction.

Pour une diffusion purement élastique, on considére une seule
fréquence o . La solution stationnaire de fréquence o de I'équation
(2) sera donc ¢ (r) telle que

2
Ao¢r)=-0 &r) ¢ @)
(3)

2.1.2. Un réseau de canaux unidimensionnels

On imagine la lumiére se propageant dans un réseau dont les
segments sont des petits guides d'ondes (Fig. 1). La constante
diélectrique €(r) est une variable aléatoire dont la valeur reste
constante sur chaque segment, de longueur a, du réseau.

Ces variables aléatoires, sont supposées étre indépendantes et avoir
la méme distribution de probabilité.
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Pour établir les conditions de raccordement de la fonction et de
sa derivée dans les jonctions, on considére premiérement des guides
d'onde de section transversale I finie, et on passe aprés a la limite
pour X— 0 , en construisant ainsi un réseau de fils unidimensionnels
(un modéle dans ce style, proposé en 1936 par Pauling pour des
électrons libres se mouvant sur un réseau de liaisons
unidimensionnelles a été ensuite développé par Coulson (1954) et
Montroll (1970) [1)).
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De I'équation stationnaire (3) il suit que

2 2
div (¢ @ Vo) = (V ¢(0)* -0 &) ¢ ()
(4)

En intégrant (4) sur un petit volume Q au voisinage du noeud r,
on a, d'aprés le théoréme de Gauss,

2
J( ¢ (1) grad (¢(x)) | a< =J (grad q>(r))2d.Q -J o g (1) (pz(r) dQ
(5)

ou (@(r) grad ¢ (r)); , est la composante du vecteur (¢(r) grad ¢ (r))
normale a la surface.
Sion passe a la limite pour Q- 0 et - 0 on aura

J (grad (0))%dQ -0 J 0)2 e(r) (pz(r) dQ -0

Q Q
(6)

e (r) aient été choisie étre une fonction intégrable de la position.
D'autre part,

- -

5 74
,[((P (©) grad (1) do — @ (VX 3 (V 9)@) =0
A I0  j=1

(7)

ou Z estle nombre de segments & qui partent du noeud r.
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Sur un segment 3 qui relie deux noeuds { r, r+§; ) du réseau,
I'équation (3) peut étre intégrée dans la limite T >0 ,carle
probleme est unidimensionnel.

sinxk(r,Si)

+3.X) = k(r,d,)+(8.V
@ (r+3x) =@ (1) cos x k (1,9, ) + (6, Vo) (r) K(r.5)

(8)
ou 0<sxs1 et

kK(r,&)=58w0 Ye(r, &)
(9)

e(r 8 ) étant la valeur prise par la constante diélectrique sur le
segment §; considéré. En combinant (7) et (8) on peut réécrire
I'équation d'onde stationnaire (3) sous la forme {2]

2 1,(5,8)0(r,8)=V,_(1)o(r)

i=1

k(r,d) ék(r,Si)cosk(r,Si)
—_— t A" =
sink (r,9,) © o(") 1

J (r,8,)=
@ sink (r,8,)

(10)

d'une équation aux différences finies pour I'amplitude de ['onde dans
les vertex du réseau.
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Cette équation, qui est a la base de notre modéle, a des
caractéristiques intéressantes

1) Elle décrit un modele continu de diffusion avec un nombre infini
de modes se propageant dans le systéme. Ceci nous permet de
tenir compte des effets dus a la diffusion multiple de I'onde
électromagnétique a l'intérieur du réseau, tout en conservant
certains avantages des modeéles discrétisés, comme par
exemple la simplicité du traitement numérique.

2) Dans notre modeéle, les liaisons du réseau sont indépendantes
entre elles, mais le désordre dans les noeuds dépend des
liaisons. Ceci implique, un désordre diagonal et non diagonal
correlé dans l'équation (10).

3) Les termes diagonaux et non diagonaux sont du méme ordre.
L'absence d'un terme dominant provoque des oscillations de la
valeur de l'amplitude- de l'onde qui rendent particuliérement
délicates les estimations analytiques et numériques.

4) Dans la limite ©w — 0 des petites fréquences, on retrouve le
Laplacien discretisé. )
Dans ces conditions la structure des canaux est moins visible
et il n'y aura pas de localisation.

2.2. Une expérience théorique de diffusion

Un moyen particulierement transparent d'étudier le phénomeéne
de localisation est de mettre en relation la longueur de localisation
avec les propriétés de transmission du systeme : en effet, les
propriétés de diffusion sont pratiquement les seules qui
correspondent a des observations physiques.
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Pour étudier cet aspect du probleme, imaginons réaliser
I'expérience de diffusion suivante dans un espace d-dimensionnel.

Considérons un échantillon rectangulaire A de section ¢ (4 et
de longueur N de notre réseau désordonné, séparant deux parties
homogénes, de constante diélectrique e=1, d'un ensemble de
Ld-canaux indépendants de longueur infinie.

'
e —— & & ——J — .._..___——J =
_T e
S ¢
v
& N >
Figure 2

A={xtq.0<x<N ; yjtqO0<yj<l |i=1,...,d-1)
Dans | i o implicité. choisi 1a | o | ile d
E o .
On envoie, sur cet échantillon une onde électromagnétique de
fréquence w, incidente de la gauche. La lumiére est supposée envoyée

et recueillie dans les canaux homogénes respectivement a gauche et 3
droite du réseau A.
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2.2.1. Conditions aux bords

Les conditions aux bord de Dirichelet, qui paraissent étre les
plus appropriées pour décrire un systéme réel de ce type, sont
appliquées dans les ¢ (¢ directions transverses.

Soit ¢, le vecteur dont les ¢ () composantes sont les
valeurs de l'onde sur les ¢ (9-1) noeuds d'une section transverse
d'absisse n. A gauche et a droite de I'échantillon désordonné, 'onde
sera donnée par les modes propres de propagation K; (i=1,¢)

i k(@) -ik; (@)
(pmi(x)=e‘k' x(pi+ze Y% x(p}, 1;; (@) x<0
i

(11)
i k; (@)
q>w’i(x)=z e'J x(pjtij((o) x2N
i

(12)

ou tij(0) et rj(w) sont respectivement les éléments de la matrice
de transmission et de la matrice de réflection de l'onde associées a
la fréquence incidente ® . Dans l'échantillon désordonné A, les
conditions aux bord de Dirichelet imposent € valeurs discrétes aux
(d-1) composantes du vecteur d'onde transverse q ;

gi={rmye |m=1,....¢}
(13)
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2.2.2. Produit de matrices de transfert

A lintérieur de I'échantillon désordonné, l'onde sera donnée par
la solution de I'équation (10) qui, écrite sous forme matricielle,

devient

An®n =B nnst Pne1 * Bnotn @

d'ou

La matrice T, est appelée "matrice de transfert".
Ap et B, sont des matrices de dimension ¢ (d-1) .¢(d-1)

Par exemple, sur un ruban de largeur € on aura

(¢,

Poe

(14)

(15)

(16)

(17



0

[-an.l;n.l Bn.l:n.2 0 * . ‘ * : 0

Bn.2;n,l an.2;n.2 Bn,Zn,3

Bn,3;n,2 an,3;n.3 Bn.3;n.4
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0
0

Bn.f '2;nv ‘ '3 anv c '2;“;(‘2 ﬁno c '2; C-l O

0 Bn.ﬂ-l;n' -2 an.(-l;n,(-l ﬁn, ¢-1:n,¢
L 0 Bn,f;n,’ol an.?;n,e J
(18)
Bn.l;n+l.l 0
Bn,n-vl= . (19)
0 Bn.t;n+l.£
ol pour1<ict
B k (n,i;m,j)cosk(ni;m,j)
Tiim = Sink (ni.mj)
(20 a)
_ k(ni;mj)
Bn-i: mj ~ sink(n,i;m,)
an,i ; ni = ‘Yn.i ; n+ld + ymi ;n-1,i + Yn.i ; mi-1 + Yn,i : i+l (20 b)
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et les conditions au bord de Dirichelet imposent

7n.0;n,1"° Toe:n, e +1 =0 (21)

Notre équation (14) peut donc étre écrite sous la forme

up =Tp Up.q (22)

q,n-f-l
u= 23)
@y

Si la solution de l'équation d'onde est connue pour deux valeurs
successives de n, alors la solution peut étre calculée pour chaque
valeur n' > n.

Il en suit que, si U, est connu, il est possible, par la -
connaissance des matrices de transfert, -de calculer Uy pourn' >n. En
effet, en itérant I'équation (22), on obtient

ou

unv = Tn'Tnl_1 ...... Tn+1Un (24)

En particulier, les éléments de U,, & I'extérieur de I'échantillon A
étant donnés par les équations (11) et (12), on peut calculer l'onde a
droite du réseau désordonné a partir de I'onde incidente a gauche. Soit

UN = TNTN-1 ...... TOU_1
Définissons

e I Ki(@) X o X et 0 (X) =aj(x)

et indroduisons une notation matricielle. Les équations (11) et (12)
deviennent alors

@ ,(X) =1y bX a+ (bX) ar (o) ; @ ,(X) = t(w)b*a
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ol r, est le vecteur unité de dimension £ .

De I'équation (23) on peut alors écrire

9y T +1a |
u, 1 4 . 295)
9, rpba+r(w)(b ) a

[ )_( o™ | o6
N 0N t(w) Na

Uy est alors relié & U_, par les éléments de la matrice T(N),
produit des N matrices de transfert T,, a travers la section
désordonnée

et

UN= TN TN" ...... Tou_1 = T(N) u,1 (27)

En combinant fes équations (25) et (26) avec l'équation (27) on peut
exprimer les élément de la matrice de transmission a partir des
éléments de la matrice de réflexion

(t(w))zB-N Ula ! TN) AU B-l( To )___ (Qu Q2 )(ro )
0 r(m) Q21 sz (W)

(28)

a 0 b 0 b b*
A=( ) ; B= ;U
0 a (0 b*) (1 1)
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On trouve alors les expressions suivantes pour la matrice de
transmission et pour la matrice de réflection [3].

(o) = Q) Qu fy ;1 H@) = (Q1)) " ry  (29.1,29.2)

En particulier si on définit Q1 = (B+)"' T (N) BN on aura pour les
élements de la matrice de transmission

-1
t; (0) =exp(-i k; - ik, N) ((x(N) ) )y (29.3)

Pour connaitre l'allure des solutions d'un tel probléeme, il faut
donc étudier l'expression des éléments de la matrice de transmission
tij(o)) en fonction des propriétés d'un produit de matrices aléatoires
de la forme (27).

- 2.2.3 Produit de matrices aléatoires el le groupe symplectique
Décompostion symplectigue des matrices de transfert Tn

Les propriétés de syméirie du spectre d'une matrice
symplectique jouent , comme on le verra par la suite, un réle trés
important dans la définition des propriétés asymptotiques d'un
produit de matrices aléatoires et sur l'analyse des propriétés de
diffusion d'un réseau désordonné.

Le groupe des matrices symplectiques réelles Sp (d, fA ) est
défini comme l'ensemble de toute application linéaire A qui laisse
invariante la forme antisymétrique bilinéaire non-dégénéré G.

En particulier, pour qu' une matrice A e Sp(d,fR) , il est
nécessaire et suffisant que la relation suivante sait satisfaite
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ATA=]

J___(O -l)
)

ou 1 est la matrice identité de dimension d et X est la matrice
transposée de A

(30)

Considérons le produit de matrices aléatoires donné par
I'équation (27). Les matrices Tn n'appartiennent pas au groupe
Sp (2¢, R ). Il existe toutefois une décomposition symplectique de ces
matrices qui nous sera trés utile par la suite. En effet, chaque
matrice T peut étre réécrite sous forme d'un produit

1 -1
Bn,nHAn 'Bn,n+1 Bn~1,n
Tn= =
1 0
€2))
Bnl.n+l 0 [‘% -1} (1 0 ]
0 1)\ 0/)\® By
et la matrice produit T(N)
N BE‘},NH 0 N (Bo-l 0
T =[Ir, = IIp, (32)
n=0 0 1 n=0) k 0 1
-1
Aﬂ -1 Bn-l,n 0
D,. (33)
1 0 0 B
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ou D, vérifie la relation b’n JD,=d.
D, appartient @ Sp (2¢, IR ) et le produit de matrices T(N) peut étre
réécrit sous forme d'un produit de matrices symplectiques.

2.3 Propriétés du produit de matrices aléatoires.
2.3.1. rem lin-Virster

L'étude du comportement des éléments de la matrice de
transmission nous conduit donc a I'étude des propriétés d'un produit
de n matrices aléatoires qui appartiennent au groupe symplectique
Sp (2¢,iR). Considérons la question suivante : quelle est la distribution
de probabilité des éléments d'un produit de n matrices aléatoires
quandn — <.

Un premier résultat di a Tutubalin (1968) [4] établi pour un
groupe G de matrices unimodulaires, réelles ou complexes, a été
généralisée par Virster (1970) a une large classe de groupes qui
incluent le groupe des matrices symplectiques réelles.

Comme on le voit dans la réf. [5], si G = Sp (d, R ), est le groupe
symplectique réel, et si g (n) dénote le produit gy, 95, ... , g,

d'éléments de G, g(n) peut étre univoquement décomposé de la
maniére suivante :

g (n) =x(n)d(n)y (n) (34)

ou x(n) et y(n), sont des matrices symplectiques orthogonales et
d (n) est une matrice diagonale de la forme

g (d(n) = (g (), Ay (), oo Ag (M), Aq (M), = Ao (), ... Ag (M)  (35)

ou ll < )\.2 Serenan Sld
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Le théoréme de Virster décrit le comportement asymptotique de
chacun des facteurs de cette décomposition et il établit les
propriétés suivantes :

1) il existe d nombres distincts, strictement positifs v, < v,
......... < Y4 - Ces nombres sont les exposants de Liapunov du
produit g(n)

2) les variables aléatoires { (A\;(n)-yn)/vn | i=1,d} ont
une distribution de probabilité qui tend vers une distribution
gaussienne avec valeur moyenne zéro.

3) la distribution de probabilité de x(n) tend vers une distribution
limite v, .

4) y(n) a une distribution de probabilité qui converge vers une
distribution limite Vy

5) La distribution de probabilité conjointe de

{x(n),( & (M) -yin)/Vn), ynp

tend vers le produit direct de leurs distributions. Cela signifie
que les facteurs de la décompostion (34) sont indépendants
asymptotiquement.

2.3.2. Conditions d'application du thégoréeme de Virster au

r ri ransf

L'application de ce théoréme au cas qui nous intéresse ici,
rencontre deux difficultés.

Le premier probléme est que les matrices T, sont
non-indépendantes. '
En effetles matrices D, genérent un processus de Markov sur le
groupe Sp(d,R).
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Ceci apparait clairement quand on considére comme maille
unitaire sur notre réseau une section transversale d'absisse n
multiplié par les segments horizontaux qui arrivent sur les noeuds.

*n

_____ * ™ Y _‘_-‘

gn,:!;n.4
Ba-1 3:.n,3 pn,:!;mA 3
_____ . L
*%n,3:0,3
pn.2:n.3
Pn-12:n,2 Pn2;ne1,2
_____ . 8=
“%n2n2
_____ . M o 8=
-1 *n ®n+t

On voit alors que les variables aleatoires dont depend D, q
n‘apparaissent que dans D,,. :

La deuxiéme condition du théoréme de Virster qui n'est pas
satisfaite dans notre cas, est que les matrices de transfert n'ont pas
une distribution de probabilité absolument continue par rapport a la
mesure de Haar (en effet, un grand nombre d'éléments des matrices
Tp sont nuls). Toutefois, si on peut prouver qu'un produit g = T, ... Ty
de ces matrices satisfait une telle condition, alors le théoréme de
Virster peut étre appliqué en considérant g comme un simple élément
du produit de matrices aléatoires.

De telles matrices g sont markoviennes car les matrices T, sont
markoviennes et un ensemble markovien de T, est utilisé pour former
chaque groupe g. )

En 1983, Lacroix a prouvé qu'un tel m fini existe dans le cas de
matrices de transfert indépendantes pour un barreau désordonné, si
le potentiel a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue t71-

Un élément de Sp(d,R ) est une matrice avec d(2d+1) éléments
indépendants. Soient ( ®; , ®,,..... » ®g(2d+1)) les d(2d+1) variables
aléatoires dans une section dans laquelle le potentiel aléatoire a
d(2d+1) sites ( (2d+1) dans la direction horizontale et d dans les
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directions transverses.
Considerons l'application de M 9(2d+1) dans Sp(d, IR ) définie par

¢ ( 0.)1 , (02 g o o e e , (l)d(zd+1)) = T(2d+1) T1

Si le Jacobien J de cette transformation n'est pas identiquement nul,
alors ¢ est inversible pour presque toutes les valeurs de ( ®; , ®,, ...
.+, Wg(2d4+1) ) et la distribution de probabilite des {w,} qui est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue induit une
distribution de probabilité avec une densité sur Sp(d,R) [3].

Une généralisation due a Guivarc'h [6] du théoreme de Virster au cas
Markovien assure l'existence de € exposants de Liapunov positifs et
distincts d'un produit de matrices aléatoires,lorsque la mesure est
absolumment continue par rapport a3 la mesure de Haar. Dans ces
conditions, la méme méthode que celle de Lacroix devrait permettre
de démontrer que nos matrices vérifient cette condition. On assume
que dans le cas markovien ce resultat reste valable.

2.4. Comportement asymptotique des éléments de la matrice de
transmission.

Les éléments de la matrice de transmission étant reliés (29.3)
aux propriétés du produit de matrice aléatoire (27), leur
comportement asymptotique peut étre calculé en fonction de ce
qu'on connait sur la matrice T(N), et précisément qu'il existe une
décomposition

T(N) = 0! D02 (41)

avec 01,02 ¢ 6 2¢,R) ol 8@t R) est le groupe orthogonal et
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(4 )
de
D = dil 42)
.1 -

\ dg )
dont les facteurs deviennent asymptotiquement indépendants.
De plus on peut montrer que

1
im — logd; =7, >0 43)
N—wN .

En reliant les propriétés de transmission d'un long échantillon
désordonné au comportement des exposants de Liapunov du produit de
matrices aléatoires, R. Johnston et H. Kunz [3] démontrent alors que

1) chaque élément de la matrice de transmission t;(w) décroit
comme

2
I @) =exp (2 v, N)
(44)

ol Ymin >0 estle plus petit‘exposant de Liapunov, donnant l'inverse
de la longueur de localisation. '

2) La variable
1
—(log (18 (@) | )+7,, N)
v
(45)

a une distribution asymptotique gaussienne.
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Ces résultats, en établissant le terme dominant du taux de
décroissance des éléments de la matrice de transmission permettent
d'une part un calcul numérique simple de la longueur de localisation a
partir du calcul des exposants de Liapunov Yj du produit de matrices
aléatoires et, d'autre part, permettent de relier les effets de
localisation a des propriétés physiques facilement mesurables.

Ce sont ces deux aspects que l'on va développer dans les
chapitres suivants.
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CHAPITRE 3. CALCUL NUMERIQUE DES EXPOSANTS DE LIAPUNOV D'UN
PRODUIT DE MATRICES ALEATOIRES

Le calcul analytique des exposants de Liapunov en fonction de la
fréquence o de l'onde incidente et du paramétre w qui caractérise le
désordre présente des difficultés remarquables, surtout dans le cas
multidimensionnel.

Les simulations numériques donnent dans ce cas une meilleure
représentation de l'allure des fonctions 7y (®) et y (w) et constituent
une base essentielle pour I'étude des phénoménes de localisation.

3.1. Principe du programme

La détermination numérique des exposants de Liapunov du
produit de matrices de transfert présente essentiellement deux
difficultés
- la premiére est liée a la convergence et a la stabilité du
résultat; les exposants Y; n'étant définis que pour un systeme infini,
on nécessite la mise en oeuvre de parameétres de contréle qui
permettent de tester I'approche numérique de la région asymptotique.
- la deuxiéme est, par contre, liée au temps de calcul. En effet,
les matrices de transfert étant dans notre cas non-indépendantes, le
temps de calcul nécessaire pour effectuer chaque produit matriciel
est augmenté d'un facteur o qui dépend a la fois de la machine
utilisée et de la structure méme de la matrice.

La détermination de Y ., @& partir du théoréme de Virster,
nécessite I'écriture d'une relation de recurrence qui donne la
décomposition asymptotique (41) du chapitre 2. L'établissement
d'une telle relation, sauf dans des cas particulierement simples, pose
souvent des problémes. D'autre part, le calcul de Y ., & partir des
éléments de la matrice de transmission implique, d'aprés les
équations (29.3) et (44) du chapitre 2

1 N 1 -1
“Ymin = }7 108 16 @) | = N log |((*(N) ) )yl

(1)
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I'inversion de la matrice T(N),; de rang ¢ . Ceci peut provoquer, pour
des valeurs assez petites du déterminant, de fortes instabilités
numériques dans le systeme.

Pour ces raisons, c'est donc préférable d'utiliser une autre
méthode afin de déterminer numériquement les exposants de Liapunov
de notre systéme. A cette fin, un algorithme particulierement
efficace, utilisé pour la premiére fois dans des problémes similaires
par J. L. Pichard and J. Sarma [1], découle des résultats établis par un
théoréme fondamental du a V.I. Oseledec (1968) [2].

3.1.1. | ' |

Dans le cadre de Il'étude des exposants caractéristiques de
Liapunov pour des systémes dynamiques, Oseledec a établi I'existence
d'une matrice asymptotique M définie a partir d'un produit T(N) de
matrices aléatoires T, par la relation

N
M= lim (TQN)' TON)"™ a0 =[1T,
N-)“ n=1
(2
pour laquelle Vi,...V,. sont les sous-espaces propres
correspondant respectivement aux valeurs propres ( exp Yy, .- ... ..

..o.exp Y, )
On peut alors montrer que les logarithmes 7y; des valeurs

propres de la matrice d'Oseledec M, appelés exposants
caractéristiques de Liapunov du produit de matrices aléatoires,
vérifient pour chaque vecteur |v; >e V; , la relation

1 I TN Jv; >l
— log —m88 — = ¥.
N-s= N [ v;> I l
(3)
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Tous ces résultats sont vrais avec probabilité 1 au sens de la mesure
p sur l'espace Q formé par I'ensemble des suites infinies de produits
de matrices aléatoires T, .

A partir de ce résultat on peut remarquer que les exposants de
Liapunov ne sont pas les valeurs propres de la matrice de
transmission T(N) mais les logarithmes des valeurs propres du
produit asymptotique

N = Lm (TN TA))™

N—yee

3.1.2. Application numérique de la formule d'Oseledec

La nécessité d'établir avec la méme précision numérique toutes
les valeurs propres de la matrice d'Oseledec (T(N)*T(N))1/2N  impose
une procédure suppiémentaire.

D'apres la relation (3), si on définit I'exposant de Liapunov
d'ordre S comme

l"s =}1‘ifnm-%-log vol(T(N)|e1> ...... TN)le,> )

(4)
ou  je;>..... | eg> sont s vecteurs linéairement indépendants
(1< s <2¢@Y) tirés au hasard dans l'espace dans lequel opérent
les matrices T(N) , et vol (T(N)| ey > ...... T(N) | eg > ) est le volume

de limage par T(N) du parallépidéede engendré par ces s vecteurs,
alors [3] avec probabilité 1

(5)
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ou i classe les exposants de Liapunov d'ordre 1 associés au produit
de matrices T(N) par ordre décroissant. Ainsi le calcul numérique
du volume VvOl(T(N)| ef > ...... T(N) | eg >) donne, quand S
augmente, les différentes sommes

71'71."72’71""72"'73, ........ "Y1+'YZ+""+’YS
(6)

et par conséquent, tous les exposants d'ordre 1 de T,

Ce procedé permet de déterminer tous les 7y; avec la méme précision,
qui augmente avec le nombre N d'iterations, alors qu'avec un calcul
direct des exposants caractéristiques a partir de la formule
d'Oseledec (3), seule la plus grande valeur propre de la matrice
(T(N)* TIN)V/2N peut étre déterminée avec une précision suffisante.

3.1.3. Procédure d'orthonormalisation

Il reste cependant encore deux difficultés a résoudre et
précisement :
1) la norme de chaque vecteur T(N)|e;> diverge exponentiellement
avec le nombre d'itération N comme exp (Y4 N)
2) la direction asymptotique de chaque vecteur T(N) |e;> étant
donnée par le sous-espace d'Oseledec correspondant a 7y¢, l'angle
entre les différents vecteurs T(N) (e;> tend vers zéro quand N
augmente.

On peut résoudre ces deux difficultés liées au comportement
asymptotique de l'algorithme par une procédure d'orthonormalisation.

Choisissons un ensemble de S vecteurs orthonormés
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et redéfinissons l'image par la matrice T, de ces vecteurs selon la
relation

S-1

T s Toles>- 2 leh><el [T, led>
1 0| . _ k=1
le1> ITyled> | s> S1

1Toled> - 2leh> < el Toled> 1
k=1

@)

En itérant le processus, on obtient que I'exposant de Liapunov d'ordre
s, I'g, s'écrit comme

T = lim - >
= lim — 2, log : .
S NN jo vel(lel> ... lel>)

(8)

I n'est cependant pas nécessaire d'effectuer la procédure
d'orthonormalisation a chaque pas. Afin de minimiser le temps de
calcul, on peut contréler la précision du programme et n'appliquer la
transformation (8) que chaque m iteration, la valeur de m dépendant
de la largeur ¢ du systéme.

3.2. Précision numérique des résultats

La méthode exposée permet de calculer les exposants
caractéristiques du produit de matrices aléatoires avec une précision
numérique qui augmente avec le nombre d'itérations N et avec la
fréquence m des processus d'orthonormalisation. Un autre paramétre
de contrdle tres utile pour établir la convergence des résultats
numeriques vers la région asymptotique est la stabilité par rapport a
I'initialisation du générateur aléatoire.
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La convergence vers la méme valeur des résultats numériques
correspondent a différentes réalisations de la suite des matrices
aléatoires exprime en effet l'ergodicité du processus et permet
d'estimer le nombre N d'itérations a effectuer sur le systéme pour
approcher la région asymptotique avec la précision requise.

On donne dans la suite &uelques exemples de ces tests effectués sur
notre systéme.

3.2.1. ver r daion i

Nos calculs ont été essentiellement effectués sur deux
machines : un VAX 11/780 et un CRAY 1.

L'initialisation du générateur de nombres aléatoires RAN (), du
VAX a donné des résultats en accord avec ceux du générateur RANF du
CRAY 1 avec une précision 3 %/00.

On étudie premiérement le role des parameétres pour le cas
unidimensionnel et on considére ensuite l'influence du rang des
matrices sur la précision des résultats.

- La figure 1 montre la convergence en fonction du nombre
d'itératons N de la valeur de la longueur de localisation & pour un
systéme unidimensionnel avec une distribution pour la variable
aléatoire ¢;uniforme entre (1,1+8) U (1+w-3,1+w), pour deux
différentes initialisations | du générateur aléatoire. On voit
effectivement comment, pour un nombre d'itération N > N'=20000 les
fluctuations autour de la valeur asymptotique de & en fonction de |
deviennent trés petites.
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Figure 1

Longueur de localisation € en fonction du nombre N d'ileration pour deux choix différents
de linitilaisation du générateur aléatoire. W = 17, w =1.5,8=1.
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- Dans le cas d'un ruban bidimensionnel, la Table 1 montre
Iinfluence du rang 2 ¢ des matrices sur la stabilité du sytéme
numeérique.

20 4 16 30
| W=15 W=18 W=15 | W=18 W=15 w=18
10 3010 2959 4607 0.500 6.470 0.270
20 2090 3.060 4811 0.500 6.722 0.270
Table 1

Longueur de localisation &/2 pour deux choix différents | de l'initialisation du générateur
aléatiore. m=3; N=20000; ® =15.8=1.

On peut remarquer que pour une orthonormalisation

suffisamment fréquente (m = 3), la taille des matrices n'a
pratiquement aucune influence sur la précision du résultat
numérique, alors que l'erreur augmente avec la valeur absolue de la
longueur de localisation.
Ceci est di uniquement aux petites fluctuations (= 10‘2) numeriques
qui ne deviennent significatives pour le calcul de la longueur de
localisation que si la valeur de y est trés petite. Pour contourner
cette difficulté, a la place d'augmenter la précision de la machine (le
VAX 11/780 a été utilisé en simple précision), ce qui doublerait le
temps de calcul,on peut améliorer la précision des résultats en
augmentant le nombre N d'itérations (voir Table 2).




N 10.000 20.000 50.000 100.000
|
1° 4.800 4.607 4.850 4.911
2° 5.140 4.811 4.987 4.875
AL ~0.340 0.204 0.137 0.036
Table 2

Longueur de localisation &/2 en fonction du nombre N d'itérations pour deux choix
différents | de l'initialisation du générateur aléatoire et pour. une matrice de rang 16.
w = 15; m=3; =15 §=1 '

3.2.2. Sensibilité ay parameétre d'orthonormalisation m

Comme on l'a dit avant, le paramétre d'orthonormalisation agit
sur le contrle d'une part de la divergence en exp ( yyN) de la norme
de chaque vecteur T(N) |e;>, et d'autre part de la direction
asymptotique des vecteurs T(N)le;>, la premiére étant
essentiellement sensible & la valeur 7y, de l'exposant de Liapunov
considérée, la seconde au rang des matrices.

La Table 3 illustre l'influence du parametre m pour différentes
tailles des matrices de transfert et pour 2 différentes valeurs de & .
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m 10 5 3 1
2¢
10 0.2819 0.6179 3.6660 3.5710
16 0.2556 0.3900 4.5000 4.6350
Table 3

Longueur de localisation £/2 pour 2 différentes tailles des matrices aléatoires.
w=19, N=20000; w=15 8=1.

3.3. Exemple de programme FORTRAN

On donne a titre d'exemple un programme FORTRAN que l'on a
mis au point pour le calcul du plus petit exposant de Liapunov vy,
pour un barreau tridimensionnel de largeur (y1 « y2) dans le cas d'une
distribution uniforme entre les valeurs (1,1+w) de la variable
aléatoire.

Ce programme, écrit originellement par R. Johnston pour le VAX
11/780 a été ensuite réadapté pour étre soumis au CRAY 1, en raison
des énormes temps de calcul requis, par les calculs
multidimensionnels.

On a choisi pour nos calculs, la largeur a de la maille du réseau
comme étant unitaire. L'unité de mesure de fréquence est alors [c/a]
ou c est la vitesse de la lumiére dans le vide.
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CIMENSION T(80.803,.X1(80,40),Xx1:80,40),D1(40)
DIMENSION xXM(40),XV(8CG),TH(40) ,FH(A40)

KREAL NX.,IG

INTEGER D,DNZ,DD,DN,Y1,YZ
--------------------- PARAMETERS-~--~r==cwu—-
NN=NOMBRE D’ ITERATIONS

W =PARAMETRE DE DESORDRE

E =FREQUENCE INCIDENTE

Y1,Y2=DIMENSIONS LATERALES DU RESEAU
I11,12=FPARANMETRES D’ INITIALISATION DU GENERATEUR ALEATOIRE
MM, PM=PARAMETERS D’ORTHONORMALISATION

OCOGOOCGO0

WRITE(*,1002)
READ #, NN,W,E,Y1,Y2,11,12,MM.PM
WRITE(#, {0O04)NN. W, E-Y1,Y2,11,12,MM,FPM
1004.FORMAT(16,2G15.4,213,2110,14.,G10.3)
DO 23§ M=1,10
E=E+0.S
WRITE(*%,2001)E
2001 FORMAT(G15.4,14)
DO 5 I=1,40
XM{I)=0.
TH(I)=0.
PH(I)=1 ,+WxRAN(11.12)
S FPH(1)=E#SQRT (PH(I))
PO 11 JU=1.40
D1{(J}=0,
DO 1t I=1,80
X1(1.J0)=0.
il XX1(1,J)=0.
DO 12 1=1.80
Xv(1)=0.0
DO 12 J=1.,80
12 T(I,J)=0.
D=Yi®Y2
ON=D-1
po 13 I=1,D
13 X1¢(1.1)=1.
DN2=2#D
F1=3.14
G=0.
Gi1=0.
G2=0.
DDi=1.
DD2=1t.
XNN1{=0.
XN1=0,

(o]

DO 100 N=1.,NN

DO 2z I=1.,D
XX=1.+W*RAN{11,110)
YMT41)=ExSART (XX)
XX=1 . +WxRAN(I1,12)
XV(I+Y1)=E*SQRT (XX)
XX=1 . +UW*RAN(T1,12)
TH(I)=E%SART (XX)
21=XM(I+1)

12=XM{D)
13=XV(I+Y1)

14=XV (1)




20
24

23

25

29
32
22

300
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215=TH(1)

26=PH(])

Li=1/Y1

Lz=(I-1)/Y1

Wi=1-YisL1

W2=1-1-Yi®LZ

IF(I.LE.Y1)GO TO 22
T(I,1)=(Z1/TAN(Z1))+{Z2/TAN(Z2))+(23/TAN(I3))+(Z4/TAN(Z4))
T, D =TI, D)+ (2ZS/TAN(ZS) ) +(16/TAN(L6))
T1,1+1)==-(21/5IN(Z1))*(SIN(Z25)/23)
T(1,1-1)==(Z2/SIN(Z2Z))*(SIN(ZIS)/1I3)
IF(WL1.EG.0) GO TO 20

GO T0 24

T(I,1)=T(1,1)-(Z1/TAN(Z1))
T(1,1+1)=0.0
T(I,I+Y1)==~(23/SIN(Z23))#(SIN(25)/15)
IF(1.6T.(Y2-1)#Y1) GO TO 23

GO TO 2t

T(I,D)=T(I,I)-(Z3/TAN{ZI3))
T{(1,1+Y¥1)=0.0

IF(W2.EQ.0)CGO TO 25

G0 7O 29

T(I,1)=T{1, 1) =-{22/TAN(Z2))
T(l1,1-1)=0.0
T(1,1-Y1)=-(Z4/SIN(74))*(SIN(25)/15)
GO TO 27
T(I.1)=(2ZS/TAN(ZS))+(16/TAN(Z6))
IF(Y2.EQ.1)GO TO 28

T(1, D)=T(1,1)+(23/TAN(23))
T(1,1+Y1)==(Z3/SIN(I3)) % (SIN(Z2S5)/2S).
IF(1.EQ.1)GO TO 26
T(L,I)=TUI,1)+(Z2Z/TAN(Z2))
T(I,1-1)=-(22/SIN(Z2))#{5IN(2S)/1S)
IF(1.E@.Y1)GD TO 27

T, D=T(1,1)+(Z1/TAN(Z1)Y) .
T(I.I+1)=-(71/SIN(Z1) ) #(SIN(ZS)/1S)
T, I)=T(I,1)#(SIN(25)/1S)
T(I,1+D)=-(Z6%SIN(Z3))/(2S52SIN(26))
TLI+D,1)=1.0

DO & I=1.,D

PH(I)=TH(1)

DO 3 I=1.DN
D0 3 J=1.D
DO 3 K=1.DNZ

XX1(1, ) =XX1{T, ) +T(1,K)#X1{K:J)

TIM=N/MM

RIM=N/PM

RIM=RIM-1IM

IF{(RIM.GT.0.0)G0 TO 350

------------------- GRAM-SCHMIDT~-~---oemrccr e
DO 500 J=1.D

DO S0t I=1.,DNZ

X1 (1,J)=XX1(1, )

JIN=J-1

IF(JUN.EG.0)GO TO 67

DO 200 K=1,JN

DO 300 KK=1,DNZ

XNNEI=XNNL+X1 (KK, K)#X1{(KK.K)

AINI=XNE+X1 (KK,K)#XX1 (KK, J)

X



200
501
500
849

700
947

999
98

800

350

351
100
231
1007
1002
1003
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X1(1,0)=X1{1,+J)-(XNL1/XNN1)#X1(I,K)

XNN{=0.
XNi=0.
CONTINUVE
CONTINUE
CONTINUE

-— - - S - W - - - o -

D0 849 1I=1.,D

D1(1)=0.0

DO 700 J=1.,D
DO 700 I=1,DN2

DI(H=DI{S)+({(X1({],J))#22)

DO 947 I=1.1

DDJ=D1(1~-1+D)

NX=N

Gi={ (NX-FM)/NX) %G1+ ({ALOG(DDJ) )/ {NX))

63=G1/2.

IF(G1.EQ.0.)GO TO 999

16=1./G1

GO TO 998

16G=555.555
CONTINUE
NI=NN-200

IF(N.LT.NI)YGO TO 65

NI=N/20
8I=N/20.
GNI=NI]
QI=QI-GNI

IF(QI.GT.0)GO TO 65
WRITE(#,1003)N,G1.G3,1C

CONTINUE

DO 800 J=1,D
DO 800 I=1,DNZ

X1(1,9)=(X1(1,J))/7(SART{(DI1 (N ))

XX1(1,J)=0.
DDi=1.
DD2=1.

GO TO 100
CONTINUE

DO 351 J=1.,D

DO 351 I=1,DN2Z
Xt{l.J)=XX1(1,J)
XX1(1,J)=0.0

CONTINUE
CONTINUE

FORMAT (4G15.4)
FORMAT(/' NN W E Y1 YZ
FORMAT (17.3G13.4)

STOP
END

It 12 MM PN

")
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CHAPITRE 4. ETUDE DE LA LONGUEUR DE LOCALISATION DANS LE CAS
D'UNE DISTRIBUTION UNIFORME POUR LA CONSTANTE
DIELECTRIQUE

On a jusqu'ici décrit un modéle général pour étudier la
propagation de la lumiére dans un milieu ou la constante diélectrique
varie aléatoirement. On va par la suite appliquer ce modéle a
différents systémes en vue d'éclaircir le comportement de la
longueur de localisation et le role que jouent les parametres
caractéristiques définissant le systéme.

Le choix de la distribution de probabilité p(e) pour la variable
aléatoire étant a ce stade arbitraire, on considére le cas trés simple
d'une distribution uniforme entre deux valeurs (1, 1 + w).

w devient donc notre parametre de désordre définissant le plus grand
saut permis pour la valeur de la constante diélectrique d'un
intervalle a l'autre.

p(e)

I'
v

1 1+w €
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4.1. Le systeme unidimensionnel

Considérons I'échantillon désordonné de section ¢ ©1) décrit
au paragraphe 2.2, dans le cas particulier ou d = 1.

Le réseau devient un fil unidimensionnel de longueur N, coupé en
N cellules de longueur a=1 a lintérieur desquelles la constante
dielectrique, décrite par une variable aléatoire £,, est constante sur
toute la longueur.
Comme décrit précédemment, toutes les variables aléatoires €4, €5,
.o €y ... SONt indépendantes et possédent la méme distribution de
probabilité p. La relation de dispersion k = w Ve est vérifiée dans
chaque intervalle (n-1, n) et implique que k, soit une variable
aléatoire avec une distribution de probabilité h(k) qui dépend de p
et telle que

Prob {k < kp < k + dk } = h(k) (1)
—a___£=£,_
W — I + 1 — l
e=1 O n-2 n-1 n N e=1
4.1.1. Produit de mafrices réelles et indépendantes

Dans un tel systéme, l'onde a I'extérieur de I'échantillon
désordonné sera donnée par

q)(x)=eik0x+re-ik°x x<0

‘P(X)=telk0x x2N
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Considérons maintenant la fonction @(x) solution de I'équation
d'onde stationnaire et sa dérivée d, @(x) au pointx = n

0 () |x=n =Ane\knn+ B, c-:knn -0

ax(p () Ly = LS cikn" -ikB, c'“‘n“ =’y
(3)

Les conditions de continuité de la fonction et de sa dérivée au
point x = n-1

i ky (1) SPRCS)
clkn " + () lkn '

, . iky (n-1)
(pn-l = An Bn v Ppg =1 knAn ¢ -

-i -1
ikanc‘k"(“)

(4)

permettent d'exprimer ¢, et ¢', en fonctionde ¢,.q eto',

Pn -k sink, cosk, | \®n1
(5)

Si on définit le vecteur

(6)
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on peut réécrire (5) comme
Up = Sq Un-1 (7)

ou S, estune matrice réelle et unimodulaire. Il en suit que l'onde a
droite de la boite A sera exprimée en fonction de I'onde a gauche

Uy=Sn--reeen-s S S1Ug=S Y, (8)
ikg N
l1+r te:lko
U0= : UN=
ikg(I-r1) ikotc,ikoN

(9)
a l'aide d'un produit S de matrices aléatoires réelles et
indé jantes.
Pour le groupe des matrices réelles et unimodulaires
SL (2,R) = Sp(2,R) d'aprés les relations établies au ch. 2 on a que

1
— (logdy-YN)
v N

(10)

est une variable qui a asymptotiquement une distribution gaussienne
et on peut-écrire. que-

1
lim — log d_ =¥
N—-»«N N

(11)
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La relation (44) du chapitre 2 établit le comportement asymptotique
du coefficient de transmission T

T ={ti%=exp (-2YN)
(12)

ou t est I'amplitude transmise a travers la région'désordonnée et vy
est I'exposant de Liapunov associé au produit de matrices aléatoires
S= SN yv-.- Speceeon- S4. La longueur de localisation §=1/y
représente alors le nombre minimal de mailles du réseau que l'onde
doit traverser avant d'étre attenuée d'un facteur 1/e.

4.1.2 Une expression analytique de v

Le théoréme de Tutubalin-Virster nous indique que la
décroissance exponentielle du coefficient de transmission est
gouverné par les valeurs de ['exposant caractéristique v. Il est alors
intéressant de chercher une expression analytique de y en fonction de
la distribution de probabilité choisie pour la variable aléatoire.
Utilisant la définition de y donnée a partir du théoréme de
Fiirstenberg dans la réf. [1], exprimons explicitement y a partir de la
formule (5), on a

.1 2 2
2y= lim —n—log((pn + Q)
(13)
1 1
2y=lim — log { (cos (k) @, , + i sin (k) ¢, )" + (- sin (k) @, +cos (k) ¢, 1))

n—yo<

(14)
ce qui devient

1 2 1 2
2y = lim — log {@7 ([l (k; sin (k;) 7, +cos (k)] + [cos (k) z,; + K sin (k)] 1}

(15)
ol on a défini zp, = @/ 9'n
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En inversant l'équation matricielle (5), on définit une relation de
récurence pour la variable z,

1.
z, Cos kn-k— sink_

1 S2 K sin k,+cosk, £ €

zn'kn)

(16)

Comme
2 2
'2 L]
@, +0% =¢, (1+2)
(17)
on trouve

2 1 2
log ¢'2 = log {{9"_[[ -k, sin (k,) z,.; +cos (k)] +[cos (k) 2., + - sin ()] 1yt + z)}

(18).
En itérant le processus

N

]l 2 lz ) ‘ 2 1. 2 2

xlog @'n = 7. ,log {{¢k; sin (k;) z;,) +cos (k;) ] +[ cos k;) z;, +iosin (k)] YL+ z)}
j= ’

(19)

La loi des grands nombres implique alors

1
(zcosk-l—T(-sink)2+(cosk-kzsink)2

Y= 7<log{ 5 }>

2°+1

kmax + o< 1 . 2 . 2
1 (zcosk+—k-smk) +(cosk-kzsink)
Y hkk) dk v (z)dz log { }
z°+1
k

min —o<

(20)
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ol v (z) est la distribution de probabilité stationnaire associée au
processus de Markov (16).

Cette expression analytique de y a été évaluée par H. Kunz et G. de
Tonnac (1983) [2] dans les cas limites pour le désordre w qui tend
vers linfini et vers zéro.

Les calculs explicites des résultats suivants sont donnés dans la

réf. [2].

4.2. Le fil unidimensionnel faiblement désordonné

Supposons que la constante diélectrique e(r) ait une distribution
de probabilité p (e) uniforme entre ( €', €' + w) et considérons d'abord
la limite w << 1.

Cette situation se traduit dans une distribution h (k) pour le nombre
d'ondes '

1 ] )
—_— k<k £k+ o<<1
(o4
h (k) =+ 21)
L0 ailleurs

ou

a=0(/e+w -\/;') ; k‘=coﬁ'

(22)

Il en suit que la limite des petites variations de la constante
diélectrique (w << 1) implique que [‘approximation o« << 1 sur le
domaine de variation du nombre d'ondes soit justifiée seulement pour
des petites valeurs de la fréquence .

De la réf. [2] on trouve pour la distribution stationnaire v (z)
une lorentzienne centrée en zéro et de largeur (1/(k'+a/2))
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1

1 1 K'+(c /2)
vi@)=—Im((1/(zx))=—
T T 1 )
_"—2' + Z
& +(a/2))

(23)

Dans la limite a— 0, v(z) tend vers une distribution lorentzienne
centrée en zéro et de largeur 1. Ceci correspond au cas h(k) = & (k).
On aura alors, comme on le voit facilement, y =0 et le systéeme sera
complétement transparent.

De plus, on peut déduire l'expression de y=1vy (o) Qqui, approximé
au deuxiéme ordre donne

2
. 2
a sin’k[2(k-1) 1 1 (1-k)? ]
Y= - - 7+ — + 5 cos2k' | ——
2(k+D| K gk 312 K2+ 1)

(24)

ou bien l'expression de y en fonction du désordre m sur f'indice de
réfraction

2
_nsin’k [2. K&-1) 1 1 ' (1-k')2]
Tl gr T tT s g

(25)

Une étude numérique (voir Fig. 1) de y =y (k) pour un désordre n =0,5
fixé, nous permet de remarquer que :

- pour k — 0, y tend vers zéro : ceci implique que, comme on s'y
attend, les grandes longueurs d'onde traversent le systéme
indépendamment du désordre.

- quand k >1.7, y devient négatif et perd donc sa signification
physique. Ce fait se relie a ce que l'on a dit précédemment sur le
domaine de validité de l'approximation (21) : méme pour un désordre
trés petit, I'expression (25) n'est valable que pour des petites
fréquences o .
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0,020 |
0,015
0,010
0,005 |

ol 1]

0,005

0010

0015

0020 |

Figure 1.
Exposant de Liapunov y en fonction du nombre d'onde K.

n =0,5
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Sur la fig. 1, la comparaison entre la courbe continue et
I'histogramme qui représente le calcul exact de I'exposant de
Liapunov confirme le domaine de validité de I'approximation faite.

4.3.Le fil unidimensionnel fortement désordonné

Dans la limite de grandes fluctuations pour la constante
diélectrique, la distribution h(k) sera

i
1 .

—_ K<k Sk+a o—yo<

a .

h (k) =1 (26)

L0 ailleurs

Dans ce cas, on trouve pour la distribution v (z)

k+at
2| ak sz
V(Z)—; (Z-Et—g—l?)
kl

ce qui donne pour Y., (27)
1 1 1 1
v =logo+| ax | ax | a0 | do'10g)1- 282,
=log 5 X X ogl1-
han 2 x'tg 0
0 0 0 0

Cette formule, obtenue dans la limite de grand désordre,
indique un phénomene physique inattendu.
En effet, on voit de (28) que l'inverse vy de la longueur de localisation
sature vers une valeur finie vy, >0 quand le désordre tend vers infini,
et cela, indépendemment de la fréquence incidente sur le systéme.

(28)
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Dans notre image, cela implique que, méme en agissant sur les
paramétres, il n'est pas possible de confiner l'onde dans une région
plus petite que £ . =1/y,., de notre échantillon désordonné.

Les calculs numériques de l'exposant de Liapunov yconfirment

ce résultat. La Fig. 2 reporte le graphique de vy en fonction du
désordre tracé une fois pour une basse fréquence et une autre fois
pour une haute fréquence. On observe trés bien le phénomeéne de
saturation a trés grand désordre de l'inverse y de la longueur de
localisation.
Les résultats numériques donnent y = 0.19. Ayant choisi la maille de
la chaine désordonnée comme unitaire, la longueur de localisation
minimale est dans notre systéme de l'ordre de 5 cellules. On reporte
dans la Table 1 les valeurs de y., calculées pour différentes
fréquences (w = 107).

@ Yoo

0.01 0.189

2.00 0.189

50.0 0.193

100. 0.190
Table I.

Un résultat similaire [3] établissant l'existence d'un minimum de la
longueur de localisation en fonction de la fréquence pour une onde
électromagnétique traversant une chaine unidimensionnelle
aléatoire, a ensuite confirmé ces prévisions.
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Ce comportement est bien différent de celui que I'on obtient
dans les mémes conditions pour une équation de Schrddinger. En
effet, dans le cas d'un électron dans un potentiel aléatoire
unidimensionnel ayant une distribution de probabilité uniforme entre
deux valeurs (1, 1 + w), et indépendantes de site a site, la longueur
de localisation tend vers zéro si le désordre tend vers linfini. On
obtient d'ailleurs le méme résultat pour une équation de Schrédinger
unidimensionnelle, discrétisée avec un potentiel aléatoire corrélée
[4]. Un résultat semblable a ce que l'on trouve ici a par contre été
obtenu récemment par J. B. Bouchand, A. Cornet et al. [5, 6] qui
montre l'existence d'une longueur de localisation minimale pour un
électron se propageant dans un systeme unidimensionnel continu avec
un potentiel aléatoire constant par morceaux et corrélé d'un interval
a l'autre. Ce travail semble donc exclure I'hypothese qu'il s'agisse la
d'un effet purement optique. Afin d'éclaircir le phénomeéne, a partir
des informations qué nous fournissent les références citées, on est
amené a se poser les questions suivantes :

1) Ce phénomeéne est-il purement unidimensionnel ?
2) Quel est le réle de la loi de probabilité définissant la variable
aléatoire et par conséquent les caractéristiques physiques du

systeme ?

3) Quelle est linfluence de la diffusion multiple sur certains
effets de localisation ?

Ce sont la des questions auxquelles il est bien difficiles de répondre
et que l'on considérera dans la suite du travail.
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4.4. Le réseau bidimensionnel

Pour répondre a la premiére de ces questions, considérons
maintenant [I'échantillon désordonné A de section ¢ (d-1)défini
auparavant, quand d = 2.

Le réseau devient un ruban de longueur N et de section ¢ divisé
en N x ¢ cellules carrées de coté a = 1;
¢ sera donc le nombre de canaux latéraux du systéme.

Tyy

¢

o . ‘ . =
441, mportemen la_lon r | lisation en_fonction

du désordre pour un ruban de largeur ¢

Comme pour le cas unidimensionnel, choisissons une
distribution uniforme pour la constante diélectrique €j dans chaque
section, de telle fagon que, comme précédemment,

Vi=1l...N

o (e) =1 Vi=1... (29)

€ Seij58'+w

€| —

L0 ailleurs

E sera dans ce cas une fonction du désordre w, de la fréquence
incidente o et du nombre € de canaux latéraux du systéme.
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La largeur ¢ du ruban désordonné est le premier paramétre qui nous
intéresse dans I'étude du systéme bidimensionnel.

Le calcul numérique de y montre que l'effet de saturation de la
longueur de localisation vers une valeur minimale différente de zéro
persiste dans le cas bidimensionnel pour toutes les valeurs ( ®, w)
que l'on a étudiées et qu'il existe donc une valeur &, (¢) telle que

Vow 0< E.»min,e,s £ (o,W) (30)

Il est intéressant d'observer I'évolution de la valeur & ,quand on
augmente petit a petit le nombre € de canaux latéraux. Les tests
numériques nous fournissent des résultats remarquables.

1) Comme on peut le voir sur la figure 3, méme pour des trés
petits désordres, il existe des fréquences pour lesquelles la
localisation est relativement forte. Ces fréquences semblent étre
indépendantes de la dimension laterale ¢ .

2) Au contraire, pour des désordres suffisamment faibles, ¥
devient trés petit quand o = n. (Fig. 3).

3) Pour de petites valeurs de £, on a trouvé que le minimum de &
est atteint pour o = 1.5 et pour w = 20.25. (Fig. 4).

4) Sous l'hypothése que ces valeurs des parameétres donnent le
minimum recherché indépendemment de la largeur du réseau, on a
calculé vy, jusqu'a une valeur € =30, pour o = 1.5 etw = 20.25.

5) Comme on le voit a la Fig. 5, la valeur minimale de la longueur
de localisation augmente avec la taille latérale du systeme.
L'interpretation de ce graphique est trés delicate.

En effet d'une part, si on extrapole pour € = « la courbe donnée en
Fig. 5 on trouve une longueur de localisation finie

£ =25
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L'exposant de Liapunov y en fonction de ia fréquence, pour ditférentes valeurs de w et

pour différentes valeurs de fa largeur du ruban.
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8.9 —
N‘- VNAMAMANAN SN At
2.9 A A1 | { 1
“:le.0 2968.8 5968.0 89a2.0 11992.90 14990.0
Figure 4

Longueur de localisation & en fonction du désordre w. © = 1.5, N = 20 000, { = 4.

Pour des raisons graphiques les 4 premiéres valeurs de & ont été modifiées sur le dessin.

La Table 2 reporte les vraies valeurs de &.

wE

1.00
2.00

3.00
4.00
5.00
6.00
7.00
8.00
9.00
10.0
20.0

30.0
40.0
50.0

Table 2.

162.6
71.74
41.96
13.67
7.166
8.157
7.568
6.681
6.805
7.092
5.598
6.618
6.011
6.154

W
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Figure 5.
Ymin €0 fonction de 1/¢ . 0= 1.5, w =20.25, N = 20000
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Ceci impliquerait I'existence d'états localisé dans le plan
bidimensionnel.

D'autre part ,la Fig. 5 nous indique une variation de la pente de la
droite définissant vy, ,, dans la direction des grandes longueurs de
localisation et, I'extrapolation pour £ = « sur la base des données
que l'on posséde a I'heure actuelle montre déja une valeur trés grande
pour & minimale,de l'ordre de la taille du systéme.

A partir de ces considerations on peut douter de l'existence d'états
localisés dans un systéme bidimensionel.Ce fait contredit les idées
courantes selon lesquelles tous les états seraient localisés a deux
dimensions.

Malheureusement les temps de calcul prohibitifs nous ont empéché de
poursuivre plus loin l'analyse numérique. Sur la base de ces données,
et, en l'absence de preuves analytiques, bien compliquées dans le cas
multidimensionnel, on peut quand méme remarquer deux faits
significatifs

1) L'effet de saturation du minimum de la longueur de localisation
n'‘est pas un phénomeéne strictement unidimensionnel.

2) La longueur de localisation pour un systéme bidimensionnel est
tres large si le désordre est simplement donné par les fluctuations
de la constante diélectrique autour d'une certaine valeur, et par
consequent, le régime de localisation sera dans ce cas tres difficile
a atteindre.

4.5. Estimation de la longueur de localisation a partir du
développement perturbatif de la fonction de Green

On a jusqu'a présent exprimé le probleme de la localisation comme un
probléme de transmission a travers une région désordonnée et on a
décrit des méthodes pour étudier les propriétés de transmission a
travers cette région

A présent, nous allons essayer, dans l'esprit de [l'article
original d'Anderson, (1958) [7], d'estimer les plages de fréquence et
de désordre pour lesquelles on peut attendre des états localisés et,
par la méme occasion, estimer la longueur de localisation [8].
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4.5.1. Développement perturbatif de lg fonction de Green
Considérons la région A comme une cavité dans le sens de la

théorie électromagnétique. Les fonction propres pour l'onde scalaire
sont alors solution de I'équation

Aglr) =-w?n2(r) o (1) (31)

Examinons la fonction de Green

1
G, (x,y,0)=(——) (x,¥)
I€-® +n2A

(32)

Pour la chaine désordonnée unidimensionnelle définie
auparavant, la fonction de Green G sera

G, (xx\0) = Z Xi(%) %) {005 KX cosk,X' A+ ... ... }
ij
(33)

ou yx;(x) est la fonction caractérisltique de lintervalle (i-1.i) et

9,09 0

A= — R (35)
a ie—(coa—m)
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Considérons notre équation (10) du chapitre 2. Les termes J,, et
V, dépendent de la fréquence o : c'est le prix a payer pour la
réduction de notre systéme & un réseau de canaux unidimensionnels.
Soit

H(®) y (@) =2, (@) yy (@) (35)

Dans le cas unidimensionnel on aura cette fois

~ y (.@) v, G:0)
Aij(a)) =

o

i€ - ka(co)

(36)

Or, pour toutes les valeurs de o telles que A (w)=0, on aura
Qo (D) = Yo (i) et on peut identifier Ajj (o) et A ().

Si on suppose que la méme démarche soit valable dans le cas
multidimensionnel on trouve alors que la fonction de Green devient
dans le cas de notre équation

1
Ke(rsr'sm) =(_—_—'_—' ) (r,l")
18—Vw— J

37)
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Lorsqu'on néglige le terme de "hopping” J, tous les états sont
localisés, et

K(rr,a)=5 . =9 _.q(r)
e (T D=3, v o
(38)
Alors, avec probabilité 1,
IK (1,7, )| Sexp — Ve>0
(39)

Deéveloppons K% (r,r, @) perturbativement dans les éléments
non diagonaux de I'hamiltonien

K (r,r,o)=K  +K°IK" + ...,
£ £ £ [ 4

(40)
c'est a dire

Tn

K’s r,r,o) =z Zq(rl) q(r,) . . . .q(r,) Jrr) Jryn) ... Jr,r)d & .0

Lry 1.0y r'r,
nn

(41)

ou on somme sur tous les chemins qui vont de r & r' sur le réseau, en
tenant compte que J ne connait que ses voisins. Retenons seulement
les contributions des chemins qui ne se recoupent pas: ceci revient a
négliger la partie réelle de la self-énergie et devrait donner une
borne supérieure pour le désordre critique wg.
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Alors, pour la loi des grands nombres, sin — o

|Q(l") .o .Q(l'n) |=exp(z log lq(rj) l) =en<log|q|>

=1
(42)
De méme,
n
[J@r)T@pr)...J (rn,r')l=cxp(z log|J(1-j)|)=,.;¢“<’°‘5'jl>
=
(43)
On a alors que
. 1 log | J
le(r,r,co)ISZ e lslal>+n<log|Ti> M, (e
n
(44)

ot My (r, r') est le nombre de chemins qui ne se recoupent pas allant -
derar enn sauts (n>|r-rf) et Mp(r, r) < (z-1)" ot z est le nombre
de voisins.

Ceci implique

ir-r'|

-1
|K€(!’,r',(.\))|$ 2 cn(<log|q|>+<log|]|>+<log(z )>)$ctsc 3

n>|r-r)

(45)

ou, pour que la formule ait un sens & doit étre positif et définit
comme

el/&_e—<log|q|> - <loglJ|> - <log(z-1)>

(46)
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La formule (45) donne ainsi un critére pour que les états soient
localisés. On peut donc a présent donner une estimation de la
longueur de localisation a partir de I'estimation du rayon de
convergence du développement perturbatif de la fonction de Green K.
En effet,

n(log(z-1) +<logiql > + <log|{J|>)<-yix|

et Y= -log(z-l)-<log|J8|> + <log |Vm|>

(47)
ce qui donne explicitement
Z
-1 k(r,d)cosk(r,d) k@,5)
= = | -1 —_—|(z-1
Y =5 Oglg sink (r,d) Og[lsink(r,B)'(z )]
(48)

Une valeur négative pour l'inverse y de la longueur de localisation
peut indiquer la non validité de I'approximation utilisée, ou bien une
région possible ou les états sont étendus.

La comparaison entre les valeurs de v  estimées numériquement a
partir de la formule (48) et celles calculées a partir du produit
matrice aléatoire peut, en différents cas, offrir des indications
intéressantes sur le domaine de validité de l'approximation utilisée
et sur I'extrapolation pour &= « des résultats numériques.

452. Comparaison des résuitats numériques

Le calcul de l'exposant de Liapunov vy indique dans le cas d'un
fil unidimensionnel comme dans le cas du systéme bidimensionnel,
des longueurs de localisation trés grandes avec un effet de
saturation de la valeur minimale de & en fonction du désordre vers
une valeur strictement positive dépendante du nombre de canaux
latéraux du systéme.
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La validité de "l'approximation de Green", testée dans le cas du fil
unidimensionnel, peut fournir des renseignements tres utiles sur
I'évolution de &, quand le ruban désordonné tend vers le plan
bidimensionnel.

fil unidimensi

Les figures 6 et 7 montrent la comparaison entre le
comportement de y calculé pour un fil unidimensionnel & partir du
produit de matrice de transfert (Figs. 6a et 7a), et & partir de la
formule (48). Méme si les valeurs numériques sont différentes, on

peut remarquer que l'allure des courbes est essentiellement
semblable.

Sur la figure 6, on voit que la région des petits désordres,

caractérisée par un exposant de Liapunov y, du produit de matrices
aléatoires qui devient trés petit, correspond a une région pour
laquelle le y calculé a partir de I'approximation (48) devient négatif;
_ceci semble donc confirmer. que ces valeurs négatives de yindiquent
des régions trés faible localisation.
La région w = 900-1600 du graphique 6b montre une particularité
intéressante. En effet, les valeurs négatives de y correspondantes
semblent indiquer qu'a partir de notre approximation, on sous-estime
la localisation. Ceci peut étre di au fait que, en basse dimension, les
chemins M, (r, r'), se recoupent beaucoup et en conséquence, les
estimations du rayon de convergence du développement perturbatif de
la fonction de Green ne donnent pas dans ces cas, d'assez bonnes
évaluations de la valeur de vy.

Au contraire, sur la figure 7, on voit comment, pour un désordre
suffisamment grand (w > 20), les deux méthodes indiquent que les
valeurs de vy , calculées en fonction de la fréquence ® , restent
confinées dans une bande étroite. Ceci confirme I'existence d'un effet
de saturation du minimum de la longueur de localisation,
indépendamment de la fréquence incidente.

A remarquer que dans ce cas, l'approximation (48) donne pour ydes
valeurs toujours positives mais beaucoup trop grandes.
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Le ruban

Dans le cas du systeme bidimensionnel, I'estimation du rayon de
convergence du développement perturbatif de la fonction de Green,
calculée pour différentes valeurs de w et de ® donne toujours un vy
négatif. Ce fait confirme que, pour une distribution continue et
uniforme entre deux valeurs de la constante diélectrique, la
localisation est tres faible et éventuellement, les états sont
toujours étendus (Figs. 8 et 9).

De plus, on peut remarquer que les valeurs de ® et de w
choisies pour calculer &,,;, en fonction de la largeur € du ruban,
enferment effectivement les fluctuations de la longueur de
localisation minimale dans une étroite bande, aussi pour le systéme
infini.

En conclusion, il existe une analogie évidente entre la forme
des graphiques calculés a partir des deux méthodes. Toutefois, la
localisation trés faible ne permet pas, sur la base de ces résultats,
de discerner avec une précision suffisante les limites de validité de
l'approximation (48) des vrais effets de localisation. La comparaison
serait beaucoup plus parlante’si des régions de faible localisation
succédaient a des régions de localisation trés forte : il serait dans ce
cas plus aisé d'évaluer les indications données par (48).
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CHAPITRE 5. ETUDE DE LA LONGUEUR DE LOCALISATION DANS
LE CAS D'UNE DISTRIBUTION CENTREE AUTOUR DE DEUX VALEURS

Comme on Il'a vu, pour une distribution de probabilité de la
constante diélectrique uniforme autour d'une valeur donnée, la
localisation des ondes électromagnétiques est trés faible.

Pour augmenter cet effet et accéder au régime de forte
localisation, un désordre est donc nécessaire qui favorise
l'interference destructive par réflection de l'onde optique. Ceci est
possible en obligeant la constante diélectrique a changer
fréquemment de petites a de grandes valeurs.

Choisissons par exemple, pour gjj une distribution uniforme
entre

[ L1+§,]1 U [1-3, +w , 14+w] (1)

p(e)

v

1 149, 1-86,+W 14w €

et étudions le comportement de £ en fonction des trois parametres
(W, 81 ’ 82 )
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5.1. Le fil unidimensionnel

Reprenons le systéme unidimensionnel décrit au chapitre 4, et
choisissons par simplicit¢ 3, =3, =38. Pour chaque couple de valeur
(0, w), le cas limite &= 0 pour lequel p(g) comprend seulement les
deux valeurs 1 et 1 + w rejoint, en l'laugmentant de 3, le cas de la
distribution uniforme quand w = 2 § .

Etudions séparément l'influence des trois parameétres :

- Soit § =0
Notre fil unidimensionnel désordonné se réduit alors a une suite
aléatoire de cellules de constante diélectrique 1 ot (1 + w),
dont une configuration pourrait étre par exemple la suivante :

1 T+w_ - 1+w 1 14w 1 1

] 1 1 I | [ l

Dans ce cas la matrice S, définie au chapitre 4 sera, pour
chaque o fixé, uniquement fonction de w.

Des conditions de résonance de l'onde électromagnétique a
l'intérieur des différentes cellules, et de la relation de
dispersion on aura

K=wVe = zn/na V € € p(E) 2)

ou n € N et les différentes valeurs de n' = 1, N expriment les
conditions d'harmonicité par rapport aux différentes réalisa-
tions possibles de la séquence (1,1 + w) a l'intérieur du fil
désordonné. En particulier, on aura que y = 0 pour chaque valeur
du nombre d'onde k qui satisfait la relation (2) pour n'=1



La transmission du systeme sera alors parfaite et la longueur
de localisaton calculée en fonction de la fréquence ou du
désordre montrera des divergences en correspondance des
valeurs de résonnance pour l'onde électromagnétique sur
la maille unitaire du réseau. On peut établir une relation
trés simple entre la valeur du désordre w et la fréquence
incidente o (a=1)

VW= rn/n o (3)

Les valeurs de w qui favorisent la transmission dépendent donc
de la fréquence incidente. Cette propriété peut étre trés utile
en vue de comparer les prédictions théoriques avec des mesures
expérimentales : en effet, si le "désordre réel" peut étre mesuré
avec une  assez bonne précision, il est trés difficilement
-contrélable a priori, alors que la fréquence incidente peut étre
aisément variée.

Globalement, le spectre de transmission sera l'effet de l'inter-
férence multiple des différents modes propres permis dans le
systéme par les valeurs ( ®, w) choisies.

La Fig. 1 montre les divergences de & en fonction du désordre
et de la fréquence . On voit sur le méme graphique la struc-
ture due a la diffusion multiple sur les différentes combinai-
sons de barrieres présentes dans le fil.

La position des résonances observées et calculées a partir de la
relation (3) est en excellent accord. Choisissons comme
exemple la figure 1b.

On voit que les divergences (a) de la longueur de localisation

correspondent a des réesonances de l'onde par rapport a la
cellule unitaire.
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a ) Longeur de localisation & en fonction de la fréquence . w=16,8=0.
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Résonances calculées Résonances observées
w w
(n/n'=1) 4.38 (a) 4.4
(n/n'=4/3) 7.79 (c) 7.9
(n/n'=3/2) 9.86 (b) 10.0
(n/n'=5/3) 12.18 (c) 12.2
(n/n'=2) 17.54 (a) 17.6
(n/n'=7/3) 23.88 (¢) 24.0
(n/n'=5/2) 27.41 (b) 27.5
(n/n'=8/3) 31.19 (c) 31.3
(n/n'=3) 39.4 (a) 39.5

Soit 0 < § <w/2

Pour chaque valeur w donnée, l'élargissement du domaine de
variation de la variable aléatoire autour des points 1 et (1+ w)
favorise les fluctuations du nombre d'onde k au voisinage des
valeurs k = nt /n'a et augmente par conséquent l'interférence
destructive qui est a l'origine des effets de localisation.

Les divergences de & observé pour § = 0 deviennent des "pics
de transmission pour la lumiere”, de hauteur finie, autour des
valeurs w correspondant aux fréquences harmoniques du
systéme (Fig. 2).

D'autre part, comme les fréquences harmoniques d'ordre supe-
rieur sont plus sensibles & l'interférence destructive créée par
les fluctuations de la constante diélectrique autour des
valeurs de résonance on n'aura vraisemblablement de grandes
longueurs de localisation que si w et o satisfont la relation (3)
pour des petites valeurs de n.

On peut voir sur la Fig. 3 comment la hauteur des pics diminue
lorsque ® > w.
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Soit & = w/2

Dans ce cas particulier, toutes les valeurs de la constante
diélectrique entre (1,1+w) deviennent équiprobables et on
revient & la distribution uniforme étudiée au chapitre 4.

Le graphique 4 reproduit I'étude , en fonction du parametre 3 ,
de la hauteur du maximum de la longeur de localisation trouvé
pour un désordre w=17.5 et pour une fréquence o = 1.5 ( fig. 1b)
Pour & =0, la longueur de localisation a une divergence pour
w = 17.5. Au fur et a mesure que la valeur du paramétre
augmente, (0 < & < w/2), la hauteur du pic diminue jusqu'a
atteindre une valeur constante quand & = w/2.
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Figure 4.

Etude de Ia hauteur d'un maximum de la longeur de localisation & en fonction du
parametre §.w = 16.5, @ = 1.5, N = 50000.



- 93 -

Tous ces exemples numériques nous aménent a deux conclusions
principales :

1) La diffusion multiple est la principale responsable du phéno-
méne de localisation vue comme interférence destructive
due au désordre .

2) La "forme" de la distribution de probabilité de la variable
aléatoire est significative pour caractériser le comportement
du systéme.

Les propriétés de transmission ne sont en effet pas caracté-
risées seulement par l'extension w des fluctuations possibles
du désordre, mais aussi par le rapport entre les deux parame-
tres w et §, définissant la structure de la fonction de distri-
bution.

" 6.2. Le réseau multidimensionnel

On a vu au chapitre précédent comment les calculs de & en
fonction de la largeur € d'un ruban bidimensionnel ne montraient pas
une évidence de I'existence d'états localisés dans le plan
bidimensionnel pour une distribution de probabilité choisie uniforme
autour d'une seule valeur ( W/2 + 1),

D'autre part, les résultats unidimensionnels indiquent que
l'introduction d'un nouveau paramétre & dans la définition de la loi
de probabilité favorise dans certains cas la localisation.

On est donc a ce moment particuliérement intéressé a
l'influence du paramétre & sur le comportement de la longueur de
localisation en fonction de ¢ dans le cas muitidimensionnel.
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Le calcul numérique étant notre principal instrument dans
'étude des systémes a plusieurs dimensions, on donne par la suite
les résultats numériques obtenus a l'aide du CRAY 1, pour des rubans
de largeur allant jusqu'a 35 canaux.

Malheureusement, la valeur € = 35 approche de la limite
supérieure pour les possibilités numériques; en effet au-dessus de
cette valeur, l'incrément du temps de calcul indispensable pour
satisfaire les conditions de précision et de convergence
asymptotique requises par la fiabilité des résultats ne permet pas de
poursuivre plus loin l'analyse numérique sur cette voie.

La Fig. 5 montre le graphique de & (¢) pour un ruban de largeur ¢
et pour différentes valeurs du désordre w comprises entre w = 15 et
w = 20.

L'étude de ces courbes nous permet de remarquer que :

- Les fonctions ¢§ (¢),, sont non-monotones. Ceci différe une fois
de plus du comportement que l'on trouve dans le cas de l'équa-
tion de Schrédinger sur réseau pour lequel les fonctions sont
monotones, tout au moins si le désordre est diagonal. '

- Une caractéristique commune a toutes les courbes est une dé-
croissance tres forte de la longueur de localisation pour cer-
taines valeurs de €.

- On voit apparaitre une correlation entre le comportement de
& (w) pour le systéme unidimensionnel et pour le ruban.

En effet, les désordres w qui donnent les maximum de la
longueur de localisation pour le systéme unidimensionnel sont
celles pour lesquelles £ atteint les pius petites valeurs pour
un ruban de largeur finie €.
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Longeur de localisation & en fonction de la largeur & du ruban pour differentes valeurs du
desordrew . N = 20000, w=1.58=05
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Longeur de localisation % en fonction de la largeur € du ruban pour differentes valeurs du
dosordre w . N = 20000, w=1358=05
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Cet effet apparait plus clairement quand on trace &(w) pour
différentes valeurs de (. (Fig. 6 et Table 1).

¢ |{ + 2 3 4 5 6 8 11 15 25
w
15 | 4816 3.01 2.80 3.48 4.05 4.28 5.14 5.74 6.67 9.29
16 |9.042 3.46 2.28 3.08 3.23 3.68 4.01 2.05 0.67 *
17 |92.12 3.39 2.44 0.98 0.42 0.30 0.23 0.19 0.17 4.54
18 | 22.85 2.95 2.77 2.96 2.5 1.37 0.51 0.34 0.27 °
19 5.68 2.63 2.7 3.15 3.66 3.99 4.50 3.68 0.94 *
20 |83.77  2.36 2.80 3.27 3.75 4.10 4.75 5.57 7.13 9.84
38 |8.96 3.51 3.04 2.96 1.88 0.84 041 *  *  *
39 |109.1 3.52 0.70 0.24 0.18 0.15 0.13 0.12 0.11 0.42
40  |17.97 4.27 3.05 1.65 0.68 0.40 0.28 0.22 *  *

Table 1

On peut essayer d'interpréter ce résultat sur la base du
phénoméne unidimensionnel. Comme le systéme est homogéne par
rapport a la distribution de probabilité choisie et la longueur de la
maille "a" est la méme dans toutes les directions, les valeurs du
désordre w compatibles avec les fréquences harmoniques par rapport
a Vlinterval "a" favorisent la transmission dans la direction
horizontale et dans la direction verticale.

Les conditions aux bord de Dirichelet selectionnent ensuite les
valeurs de € pour lesquelles peuvent se former des ondes
stationnaires transverses dans le systéeme.
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Pour ces largeurs ¢ du ruban, I'onde a donc tendance & se
propager dans les directions verticales et par conséquent seulement
une faible intensité sera transmise selon la direction horizontale. La
similitude avec le modéle unidimensionnel donnerait alors une
succession de minima en fonction de la largeur € du systéme, de plus
en plus étroits, au fur et & mesure que le parameétre 3, définissant la
distribution de probabilité, diminue.

Dans le cas d'un barrreau tridimensionnel, les limitations
numériques sur le temps de calcul et sur la précision des résultats
deviennent drastiques. Le comportement observé est qualitativement
le méme que pour le cas bidimensionnel. On peut en effet remarquer
que la valeur de & devient trés petite pour les mémes désordres qui
donnent les minima dans le cas du ruban désordonné. Ces minima
semblent toutefois étre plus larges en fonction de € et plus étroits
en fonction du désordre que dans le cas bidimensionnel. Ceci laisse
supposer qu'a 3 dimensions, les effets décrits auparavant soient
amplifiés.

Les valeurs de la longueur de localisation pour un systéme
tridimensionnel de largeurs latérales allant de 2 jusqu'a 6 sont
données dans la Table 2.

& 2+2 3+3 4+4 5+5 646
w

17 2.207 0.1729 0.1398 2.333 2.299
18 2.276 0.2980 0.2108 7.710 10.15

Table 2
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Dans le cas d'une distribution continue, on a vu comment
I'approximation (48) du chapitre 4 a donné des indications trées
satisfaisantes sur le comportement de la longueur de localisation, qui
permettent d'avoir une idée, bien que trés qualitative, sur les
propriétés de transmission optique du plan bidimensionnel
désordonné. On voudrait ici utiliser les mémes arguments pour
étudier la limite € — o dans le cas du ruban bidimensionnel et dans
le cas du barreau.

En effet, les graphiques 6a et 6b du paragraphe précédent
laissent bien des doutes sur le comportement de la longueur de
localisation pour des systémes trés larges. Commengons par étudier
ce que donne cette approximation pour le fil unidimensionnel.

fil unidimensionnel

La figure 7 illustre le comportement de la longueur de
localisation & en fonction du désordre w pour une valeur du paramétre
5 =05

Les valeurs négatives de &, dans la figure 7b, indiquent des
régions de trés faible localisation. La comparaison avec le graphique
.7a, ou & a été calculé par la méthode des matrices de transfert
montrent comment I|'existence d'une succession de "pics de
transmission” déja remarquée auparavant est confirmée par
I'estimation reportée en figure 7b. Ce résultat, établi pour le cas
unidimensionnel, nous fournit un test sur la validité qualitative de
I'approximation (48). La comparaison des courbes 7a et 7b donne en
effet une indication trés claire sur la présence des régions de forte
localisation dans le systéme. On peut donc espérer que l'estimation de
la longueur de localisation a partir du développement perturbatif de la
fonction de Green, nous éclaire des effets analogues pour un systéme
multidimensionnel infini.
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a) Longeur de localisation & en fonction du desordre w . N = 50000, ©=1558=05

b) Longeur de localisation & en fonction du desordre w calculée a partir de
I'approximation (48) pour un systeme unidimensionnel. La moyenne statistique a été
effectuée sur M = 10000 tirages . ® = 1.5, § = 0.5
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m multidimensi

La figure 8 montre un aspect trés intéressant de l'allure de la
longueur de localisation en fonction du désordre dans un plan
bidimensionnel. La comparaison entre les graphiques 8a et 8b
semblent suggérer que, pour les régions centrées autour des valeurs
w = 20 et w= 48, les longueurs de localisation sont trés grandes. En
effet, les valeurs pour lesquelles & est négative dans la figure 8b,
correspondant au ruban de largeur infinie, sont les mémes qui donnent
des grandes longueurs de localisation pour le ruban de largeur finie
dans la figure 8a. De méme, les régions pour lesquelles & prend des
petites valeurs dans 8a, correspondent a des régions ol elle est
positive pour le plan bidimensionnel.

La méme étude faite pour le barreau tridimensionnel de largeur
infinie, révele [I'existence d'une succession de régions d'état
faiblement et fortement localisées, encore plus contrastées que dans
le cas bidimensionne!l (fig. 9).
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Figure 9.

Longeur de localisation £ en fonction du desordre w calculée a partir de 'approximation
(48) pour un systeme 3 dimensionnel. La moyenne statistique a été effectuée sur
M = 10000 tirages . ® = 1.5, 8§ = 0.5
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a) Longeur de localisation & en fonction du desordre w pour differentes valeurs de la
largeur € duruban . N =20000, ©=15 8=05

b) Longeur de localisation & en fonction du desordre w calculée & partir de
I'approximation (48) pour un systeme bidimensionnel.La moyenne statistique a été
effectuée sur M = 10000 tirages . w=1.5,8=0.5
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Sur les figures 8a et 9, on remarque que les intervalles ou y devient
négatif sont trés étroits, alors que l'on voit apparaitre de grandes
plages ou y > 0. Ceci semble suggérer l'existence de grandes régions
d'états localisés séparés par une multitude de seuils de mobilité
situés en correspondance de certaines valeurs du désordre w. Cette
image concorde avec le résultat de la réf. [1] qui prévoit, pour une
onde scalaire se propageant dans un systeme a 3 dimensions, une
infinité de seuils de mobilité si le contraste de l'indice de réfraction
est suffisamment fort. Ce fait donne une confirmation indirecte de la
validité de notre modele. En effet, la structure de notre réseau de
canaux unidimensionnels permet d'une part, de conserver l'essentiel
du phénomeéne physique tout en permettant, par un calcul numérique
assez précis, d'estimer les valeurs de fréquence et de désordre
correspondant a la diffusion résonante. On peut remarquer, qu'en vue
de ces observations, l'influence de la "forme" de la distribution de
probabilité de la variable aléatoire sur les propriétés de transport,
semble étre bien plus cruciale que la dimensionalité sur les effets de
localisation optique.

Bien que toutes ces considérations soient trés qualitatives sur
le plan général, elles peuvent, une fois appliquées a un modéle

physique précis, donner des interprétations trés satisfaisantes de
certains effets expérimentaux.

La simulation du spectre d'extinction du carbone amorphe,
décrite au chapitre suivant, peut en donner un exemple.

Réferences

(1] P. Sheng et Z.Q. Zhang : Phys. Rev. Lett. 57, 1879 (1986)
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CHAPITRE 6. UN EXEMPLE : LE SPECTRE D'EXTINCTION DU CARBONE
AMORPHE '

En 1986, des mesures effectuées au Laboratoire National de
Frascati par L. Colangeli, V. Capozzi, E. Bussoletti, A. Minafra [1] sur
le spectre d'extinction des grains submicroniques de carbone
amorphe, ont mis en évidence la présence inattendue de deux
minimum dépendant de la densité de I'échantillon.

A partir des résultats et des considérations qui précédent, on
peut donner une interprétation "classique” de ce phénoméne pour
laquelle les simulations numériques indiquent un accord tres
satisfaisant avec les données expérimentales.

61. Description de l'expérience
6.1.1. Préparation I i r

Les grains utilisés dans cette expérience ont été obtenus par
une décharge entre deux électrodes de carbone amorphe dans une
atmospheére Ar & la pression de 1 Torr.

Les particules solides ainsi obtenues ont été recueillies sur un
substrat de Litium Floride (LIF) a deux distances différentes de l'arc
de décharge (respectivement 5, et 10 cm).

Les grains ont été simultanément recueillis sur une grille
microscopique en vue d'effectuer une analyse morphologique de leur
structure a l'aide du microscope électronique. L'échantillon qui se
présente comme une chaine composée de grains sphéroidés (Fig. 1) a
été placé dans une chambre a vide (10°9 Torr). Des méthodes de
diffraction ont montré I'absence de toute structure cristalline
confirmant que le matériel est totalement amorphe.
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Figure 1.
a)L'image au microscope électronique d'un échantillon de grains de carbon amorphe.Le

rayon moyen de chaque grain est = 50 A.
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b) Agrandissement d'un détail. On peut remarquer la présence de régions de faible densité
et de régions de densité plus élevée,intercalées par des régions vides
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A l'aide de la lumiére produite par le synchrotron "Adone" du
Laboratoire de Frascati, on a effectué des mesures sur le spectre
d'extinction de ces échantillons dans un intervalle de longueurs
d'onde comprises enire 1000-3000 A. |

Un"diviseur de faisceaux” LiF a été inséré dans le rayon lumineux
avant le spectromeétre pour supprimer les ordres supérieurs de
diffraction et pour controler l'intensité de lumiére qui a été détectée
par un photomultiplicateur. Les signaux de référence et celui donné
par |'échantillon ont été amplifiés en utilisant les techniques
standards, et les données transmises ont été collectées et traitées
par ordinateur.

6.1.2. Résultats expérimentaux

La Fig. 2 montre le spectre d'extinction pour des échantillons
recueillis respectivement a une distance de (a) 10 cm et (b) 5 cm de
l'arc de décharge.

L'analyse de cette figure met en évidence les caractéristiques
suivantes

1) Le spectre d'extinction (a) montre une bosse (a)p) centrée
autour de 240 nm, deux minimum respectivement a 138 nm et
199 nm et une croissance rapide de I'extinction dans les
régions des trés courtes longueurs d'onde.

2)  Au contraire, sur le spectre (b), pour des longueurs d'onde plus
petites que ®p, ON remarque une croissance continue de
I'extinction et la structure se réduit a un large plateau qui
couvre les longueurs d'onde allant de 175 nm a 240 nm.
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Coefficient d'extinction (109.cm-1)
Coefficient d'extinction (109-cm-1)

102 10
Longueur d'onde (nm)
Figure 2.

Spectre d'extinction mesuré a temperature ambiante pour
a) un échantillon de grains de carbon amorphe, b) un film de carbon amorphe
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Au-dela de cette région caractéristique, I'extinction décroit

d'une fagon continue selon la loi de puissance A-B, avec la méme
valeur de l'exposant P = 1.4 pour tous les échantillons.
Ce comportement était prévisible a cause de la structure amorphe
des grains. En effet, tout matériel amorphe, montre dans le spectre
d'extinction en dessous du seuil d'absorption, une croissance moins
forte que celle du matériel cristallin correspondant. Or, on a pu
déterminer expérimentalement (Draine and Lee, 1984)) que le
graphite, qui est une des structures cristalline du carbone solide,
est caractérisé par un exposant B = 2.

L'origine des structures dans la région des trés courtes
longueurs d'onde et la position de la bosse a 240 nm, ne sont pas
simples a définir. Cela également, car des cas similaires n'ont pas
été reportés trés souvent dans la littérature concernant le carbone
amorphe.

La bosse a 220 nm dans le spectre d'extinction du graphite a
été communément attribuée a un mode plasmonique de surface (voir
Gilra, 1971, 1972 [2]). La méme explication est proposée pour le
carbone amorphe [1]. En effet, si on considére une distance
interatomique moyenne de 2 A dans nos grains, on peut estimer que
chaque particule solide, qui a un rayon moyen de 50 A, est formée par
a peu prés 104 atomes. Dans ces conditions, on s'attend a ce que les
électrons de surface dans I'état fondamental produisent des modes de
surface collectifs.

L'identification du mode plasmonique comme responsable de la bosse
a 240 nm est supportée par I'absence de toute structure d'absorption
a des énergies plus petites que 5.3 eV. '

En ce qui concerne l'augmentation rapide de I|'absorption dans la
région des trés courtes longueurs d'ondes, elle est interprétée comme
une transition électronique aux états excités. Cette affirmation est
supportee par le fait que, dans le carbone atomique, la différence
d'énergie entre les niveaux D et P est du méme ordre de grandeur
(=10 eV) que l'énergie correspondant a ces transitions.



- 110 -

Ces états sont élargis par les interactions des atomes qui forment
les grains.

La structure entre 125 nm et 200 nm est caractéristique du
spectre d'extinction des échantillons (a) recueillis a la plus grande
distance (10 cm) de l'arc de décharge. Ceci exprime un fait
expérimental bien précis : les grains qui ont été recueillis a cette
distance de l'arc ayant parcouru un chemin plus long, seront plus
grands et moins homogénes que ceux recueillis & 5 cm, et la densité
des échantillons (a) sera moins constante en conséquence. En effet,
l'analyse au microscope électronique montre ces échantilions comme
des longues chaines ol on remarque des régions de grande densité et
des régions de densité plus faible, interaclées de temps en temps par
des régions vides (Fig. 1b).

A partir de l'étude des effets produits sur la transmission
optique par l'inhomogénéité de la structure des échantillons moins
dense, on essaie d'interpréter les minima du spectre d'extinction
comme des effets de localisation.

6.2. Le modeéle unidimensionnel

A partir du modele unidimensionnel du chapitre 4, on considére
I'échantillon comme un morceau de longueur N d'une guide d'onde
unidimensionnelle dans le vide. Ce morceau est formé par des
intervalles de longueur "a" pour lesquels I'indice de réfraction est
constant, alors qu'il varie aléatoirement aux jonctions. L'indice de
réfraction dans chaque intervalle est considéré comme une variable
aléatoire indépendante avec la méme distribution de probabilité. On
considére une solution @(x) de fréquence w de I'équation d'onde
stationnaire le long de la direction x.

AP (X) = - W2 ¢2 n3(x) Q(x) (1)
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On sait alors que le coefficient de transmission Ty (w) de cette onde a
travers la région désordonnée décroit comme Ty (w) =exp (-2yN).
D'autre part, le coefficient d'extinction o est défini par la rélation
I=ly exp(- ax) ot I, est lintensité incidente et | est lintensité
lumineuse transmise a travers un échantillon de longeur x. L'exposant
de Liapunov Yy du produit de matrices aléatoires de transfert peut
alors étre identifié avec le coefficient d'extinction o si on néglige
I'absorption intrinseque du matériel: en particulier on aura a=2y. En
effet, on est uniquement intéressé a l'extinction optique die aux
effets d'interférence dans la structure désordonnée de nos
échantillons. Dans la figure 3, cette extinction est pratiquement due
a la différence entre les deux courbes a et b.

L'interprétation du systéme comme une chaine
unidimensionnelle est justifiée, autre que par la structure physique
observée au microscope électronique, par les mesures de diffusion
effectuées sur les échantillons qui montrent que lintensité de la
lumiere diffusée (ailleurs .que dans’ la direction x) est de plusieurs
ordres de grandeurs plus petites que celle transmise dans l'axe du
faisceau (de l'ordre 10'3). De plus, le spectre de la lumiére diffusée
est plat et ne présente aucune structure en fonction.de A .

On peut donc vraisemblablement négliger le scattering
tridimensionnel et ajouter cette trés petite perte d'intensité
lumineuse a l'absorption inélastique du matériel.

La distribution de probabilité de I'indice de réfraction est
déterminée par les données expérimentales . Dans nos échantillons,
la densité de carbone change aléatoirement entre une valeur
minimale et maximale correspondant respectivement aux régions de
faible et de grande densité. En conséquence, l'indice de réfraction
varie entre 1 (valeur dans le vide) et une valeur maximale n. pour le
film de carbone amorphe a une longueur d'onde A donnée.La valeur des
parametres qui définissent la distribution de probabilité de n peut
étre calculée de la fagon suivante.
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Figure 3.

Spectre d'extinction mesuré a température ambiante pour

a) un échantillon de grains de carbon amorphe ,bjun film de carbon amorphe

( échelle lineaire)

Coefficient d'extinction (105.cm-1)
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6.2.1. Calcul des paramétres

L'existence et la position par rapport a la longueur d'onde des
pics de transmission correspondant aux fréquences résonantes dans
la chaine désordonnée décrite auparavant, dépendent du désordre
intrinseque du matériel. Les conditions d'harmonicité doivent étre
satisfaites simultanément par les deux Ilongueurs d'onde
expérimentales A,=138 nm et A,=199 nm pour lesquelles on observe
les deux pics de transmission de la figure 1a. La présence de deux
pics de transmission pour un méme échantillon fixe d'une fagon
univoque la valeur des parametres de désordre §,,5,,W qui
déterminent la distribution de probabilité de "n".

Pour calculer ces valeurs, on considére d'abord un cas idéal
dans lequel les régions formées par un film de carbone amorphe avec
densité constante s'alternent a des régions vides. Les conditions de
stationarité devant étre satisfaites simultanément par les deux
longeueurs d'onde expérimentales A;,iy on aura

MpA/ 2m,=MoAy/ 2N, my, My, e N ()

ou m,, N, sont les indices de réfraction expérimentaux pour le film
de carbone amorphe mesuré dans la référence [4], respectivement aux
longueurs d'onde A;, A,. La relation (2) est satisfaite pour
mo/my; = 1.5. De la relation de dispersion K = on/c ou K est le nombre
d'onde, et la condition de résonance Ka= m=n, on obtient

a=mA/2n (3)

"a" est alors la longueur de la cellule sur laquelle l'indice de
réfraction reste constant dans notre modéle.
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Si on choisit my =3, et my, = 2, de fagon a avoir my/m; = 1.5,
on aura

a; = MA/2m, =106.7nm ; ar= mydry/2ny,=103.6 nm

et (4a)

ayy = MyAy/2 =207 nm ;A= Modg/ 2 =199 nm
(4b)

ou a,, et a,, sont les largeurs des cavités résonantes
correspondantes respectivement au fréquences AjetA,. Or, dans le
cas réel, pour un échantillon de grains de carbone amorphe, la largeur
de lintervalle a et la densité du matériel ne sont pas strictement
constants.

Ces fluctuations aléatoires structurelles peuvent étre
exprimées en termes de fluctuations stochastiques de l'indice de
réfraction (voir Eq. (3)). Alors, la distribution des probabilités sera
uniforme entre .

(11+3;,))U (1+w- 5, , 1+wW)

ou

- 3, tient compte des variations de n dans les régions de trés
faible densité de notre échantillon et des fluctuations alétoi-
res de la largeur a,, des cavités résonantes vides (voir Eq.4b).

- 3, tient compte des variations de n dans les régions de trés
grande densité et des fluctuations aléatoires de la largeur de

l'intervalle réel a. (Voir Eq. 4a).

- w est la largeur de la distribution.
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Pour établir les valeurs des paramétres de désordre §,,3, ,w
on considére la largeur "a"de l'intervalle réel comme constante et du
méme ordre de grandeur de la cellule idéale. Alors, on peut calculer
les valeurs correspondantes de l'indice de réfraction qui satisfont
les conditions d'harmonicité pour les deux longueurs d'onde A etd, .
Pour a = 100 nm, et a partir de I'équation (3), si on choisit my = 3,
m, = 2,0n obtient pour ny=n (138 nm) = 2.07 et n, = n (199 nm) = 1.99.
Ces deux valeurs sont en bon accord avec les indices de réfraction
pour le carbone amorphe mesuré par Duley [4]. Le choix de la deuxieme
et troisieme harmonique est raisonable car les harmoniques d'ordre
supérieur sont beaucoup plus sensibles aux effets d'interférence
destructive. D'autre part si on choisissez des valeurs plus élevées
des parametres m,,m, pour avoir des valeurs phisiques de lindice de
refreaction estimé dans les grains de carbon amorphe il faudrait
supposer que n reste constant sur de plages beaucoup plus grandes
que 100 nm. Or, l'analyse au microscope electronique permet de
verifier I'existence de régions trés denses d'une grandeur éstimée
= 90-100 nm.

D'aprés la définition de la distribution de probabilité pour l'indice de
réfraction, on choisit alors pour le parametre 3, la valeur 3,= 0.080.
Le méme calcul pour la largeur a, = 199 nm des cavités résonantes,
nous donne ny, = n, (138 nm) = 1.04 etny, =n, (199 nm) = 1.

On a alors, pour les deux autres parametres de désordre &, et
w les valeurs §,=0.04 et w = 1.07. Pour confirmer ces valeurs
estimées, on a calculé numériquement vy en fonction de 3, pour les
deux longueurs d'onde A et A, en utilisant les valeurs précédentes
de &, et w. De ce calcul, on obtient la valeur de &; qui optimise la
transmission par rapport aux deux longueurs d'onde L et A, . Cette
valeur est §,= 0.045. D'autre part la figure 4 confirme que, avec une
bonne approximation, la valeur w = 1.07 optimise la transmission
par rapport aux deux fréquences résonantes précédentes. En effet, la
figure 4b montre que le minimum de la courbe y en fonction de w,
calculée pour A;= 138 nm, §, =0.045et 5,= 0.080 se trouve a la
valeur w = 1.04.



- 116 -

@ ‘ A=199nm
62=0.080
61: 0.045

b)

}\.—.138nm

o

o

=

© :

:
Q

p =

S W
w

)

QD :

c .
-

Nt

o

1 I

1

] 1
0.7 0.85 1 115 1.3
W

Figure 4.

Y en fonction du parametre de desordre w pour les deux longueurs donde

a)199 nm, b) 138 nm



- 117 -

Cette valeur est aussi en bon accord avec le résultat de la
figure 4a, o le graphique de 1y en fonction de w a été calculé
pour A, = 199 nm et pour les mémes valeurs des parameétres 3,, 5,
de la figure 4b. On observe effectivement que, pour w = 1.07, la
valeur correspondante de <y  est trés proche du minimum de la
courbe.

6.2.2. Les résultats numériques

Avec ce choix des parametres pour la distribution de
probabilité de n(x), on a simulé numériquement le spectre
d'extinction expérimental reporté dans la figure 3a.

La figure 5 montre le spectre d'extinction calculé, ot on remarque la
présence de deux minima respectivement a 135 nm et 202 nm qui
sont en bon accord avec les minima expérimentaux de la figure 3a.

On remarque que la position spectrale des pics de transmission
et la forme du spectre d'extinction calculé dans la figure 5 est trés
sensible au choix des paramétres 3§, 3, et w . Cette sensibilité fixe
d'une fagon unique le choix des paramétres de désordre. En effet, une
trés petite variation d'un seul parameétre Chang_e complétement la-
forme du spectre (apparition de nouveaux pics de transmission) et un
réajustement global de tous les parameétres donnera une valeur non
physique pour l'indice de réfraction estimé dans les échantillons de
grains de carbone amorphe.

Le modéle proposé explique donc, d'une fagon tres
satisfaisante, les minima de la figure 3a, en termes d'effet de
localisation forte pour la lumiére. On peut en conclure que la
structure particuliére spongieuse de I'échantillon de carbone amorphe
favorise les variations de [l'indice de réfraction entre deux
intervalles de valeurs. Quand un faisceau de lumiére traverse un
échantillon ayant une structure granulaire, les fluctuations de n
produisent des modes optiques résonant qui sont localisés le long du
milieu aléatoire. La transmission est alors augmentée pour des
fréquences résonantes particulieres qui correspondent aux
interférences constructives de la lumiére dans une agglomération de
grains de carbone qui ont, dans nos expériences, une largeur d'a peu
pres 100 nm.
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CONCLUSION

Dans lintroduction de ce travail, un panorama des résultats connus

sur le probléme de la localisation optique avait mis l'accent sur des
questions qui restent ouvertes a ce sujet et principalement :

1)

2)

Combien doivent étre grandes les fluctuations de !'indice de
réfraction pour que les effets de localisation forte de la lumiére
aient lieu ?

Quelles doivent étre les caractéristiques physiques d'un échantillon
réel pour que l'on puisse observer expérimentalement la localisation
optique ?

Les principaux résultats de ce travail s'insérent dans ce contexte, et
précisément :

En rapport a la premiére question sur I'étendue des fluctuations de
l'indice de réfraction, les calculs montrent que la largeur w de la
distribution de probabilité p(n) de la variable aléatoire ne caractérise
pas complétement les propriétés de transmission d'un systéme
désordonné, et cela, indépendamment de sa dimension. La forme de la
distribution de probabilité parait jouer un role fondamental sur les
effets d'interférence a lintérieur d'un systéme désordonné et en
conséquence, les effets -de localisation et les propriétés de
transmission du systéme dépendent d'une fagon cruciale du rapport
entre la fréquence incidente et les parameétres définissant la forme
de p(n).

En particulier, on trouve que pour un systéme bidimensionnel et pour
une distribution continue entre deux valeurs (1, 1 + w), il n'existe pas
d'évidence numérique de la présence d'états localisés dans le plan
bidimensionnel. Ceci contredit les opinions courantes, selon
lesquelles tous les états seraient localisés a 2 dimensions,
indépendamment de la distribution choisie pour-la variable aléatoire.
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Par contre, les calculs faits pour une distribution particuliere,
centrée autour de deux valeurs, montrent l'existence de "pics de
transmission" pour la lumiére qui passe, avec certaines fréquences, a
travers un systéeme désordonné. Ces pics, qui existent méme pour des
tres petits désordres, sont le résultat d'interférences constructives
a lintérieur du systéme et prouvent I'existence d'une cohérence entre
les phases des différentes ondes diffusées. L'existence d'une
cohérence de phase en présence de désordre est un résultat un peu
surprenant, qui dépend crucialement des parameétres stochastiques,
mais qui est par contre indépendant de la dimensionnalité du systéme.
Encore une fois, ces résultats s'opposent aux opinions courantes selon
lesquelles la dimension du systéeme seulement caractérise les effets
de localisation.

En ce qui concerne l'observation des effets macroscopiques de la
localisation optique, l'interprétation de deux pics de transmission
observés dans le spectre d'extension d'échantillons de grains de
carbone amorphe en terme de localisation forte pour la lumiere,
donne des résultats trés satisfaisants. La structure particulierement
spongieuse des échantillons de carbone amorphe favorise les
variations de lindice de réfraction entre deux intervalles de valeurs.
Quand un faisceau de lumiere traverse un échantillon ayant une
structure granulaire, les fluctuations de n produisent des modes
optiques résonant qui sont localisés le long du milieu aléatoire. La
transmission est alors augmentée pour des fréquences résonantes
particulieres qui correspondent aux interférences constructives de la
lumiére dans une agglomération de grains de carbone d' une largeur d'a
peu prés 100 nm.

La simulation numérique du spectre d'extension donne la position
spectrale des pics avec une assez bonne précision et constitue un
exemple expérimental de l'existence de fréquences résonantes pour la
lumiére a l'intérieur d'un systéme désordonné. Cette interprétation
implique qu'une augmentation de la transmission soit due a
I'existence d'ondes électromagnétiques fortement localisées a

l'intérieur d'un échantillon désordonné.
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Dans ce contexte, les mesures sur le spectre d'extinction des grains
de carbone amorphe indiquent I'Observation expérimentale des effets
de localisation forte de la lumiére et décrivent un mécanisme pour

son observation macroscopique.
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