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Résumeé

Le traitement numérique du signal & l'aide de bancs de filtres, c'est-a-dire le filtrage
d'un signal par plusieurs filtres, suivi éventuellement d'une réduction de la fréquence
d'échantillonnage (ou 'opération duale, cest-A-dire le multiplexage), est un sujet

important aux applications multiples (codage en sous-bandes, transmultiplexage).

Ce travail développe d'abord une méthode d'analyse pour le traitement du signal par
bancs de filtres. Cette méthode est basée sur une notation matricielle et une
représentation polyphase généralisée des bancs de filtres. Ce formalisme puissant est
ulilisé afin de dériver des résultats fondamentaux sur les bancs de filires. On montre
que les signaux peuvent toujours &étre reconstruits sans repliements spectraux (ou
diaphonie) & la sortie d'un banc de filtres, et dans quels cas la reconstruction peut
étre parfaite. La dualité entre codeurs en sous-bandes et transmultiplexeurs est

démontrée, unifiant ainsi le traitement de ces deux cas.

On considére ensuite la synthése de bancs de filtres en présentant d'abord des
méthodes de conception (analytiques el par optimisation) et des exemples de filtres
dans le cas ol la reconstruction est parfaite avec des fililres & réponse
impulsionnelle finie (RIF). Les bancs de filtres modulés (pseudo-QMF entre autres)
ainsi que des extensions (filtres QMF complexes, cas bidimensionnel) sont ensuite

introduits.

La complexité de calcul des bancs de filtres est alors évaluée, et on montre
comment réduire sensiblement la charge de calcul dans des cas particuliers
importants (arbres de filtres, bancs de filtres modulés). De ces considérations ressort

l'importance de transformations rapides pour l'évaluation des bancs de filtres.

Le dernier chapitre traite du calcul de transformations rapides (Fourier, cosinus) et
introduit un nouvel algorithme pour des transformeés de longueur N=2™ Celui-ci est
généralisé & toute une série de problémes el permet toujours d'atieindre le nombre
minimum d'opérations. Deux implantations de cet algorithme, l'une matérielle (une
puce VLSl pour le codage vidéo en temps réel par transformée) et l'autre logicielle
(du code efficace pour processeur de traitement du signal), sont décrites.

En résumé, ce travail montre que le probléme des bancs de filtres est radicalement
différent du probléme classique des filtres isolés. Par les résultats apportés, il ouvre

un certain nombre de perspectives nouvelles pour le traitement du signal par bancs
de filtres.
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Summary

Digital signal processing with filler banks, that is filtering a single signal with
several filters and subsequent subsampling (or the converse, that is multiplexing), is
an important subject with numerous applications (sub-band coding, transmultiplexing).

This work first develops an analysis framework for signal processing by means of
filter banks. The framework is based on matrix notation and a generalized polyphase
representation of filter banks. This powerful formalism is used to derive fundamental
results on filter banks. It is shown that signals can always be reconstructed without
aliasing (or crosstalk) and in which cases the reconstruction can be perfect. The
duality between sub-band coders and transmultiplexers is also demonstrated, thus

unifying the analysis of these two cases.

The synthesis of filter banks is considered next. Analytical and optimisation methods
are presented, together with examples of perfect FIR reconstruction for arbitrary N.
Modulated filler banks (among them, pseudo-QMF banks) and generalizations (complex
QMF and the bidimensional case) are then introduced.

The computational complexity of filter banks is then considered, and it is shown
how to substantially reduce the number of operations in some important cases (filter
trees, modulated filter banks) This highlights the importance of fast transforms for
the evaluation of filter banks.

The last chapter is concerned with the computation of fast transforms (Fourier,
cosine) and introduces a new algorithm for length N=2™ transforms. This algorithm
is generalized to a whole set of problems and always achieves the minimum known
number of operations. Two implementations of this algorithm, one in hardware (a
VLS] chip for a real-time video coder) and the other in software (efficient code for
a signal processor) are described.

In short, this work shows that filter bank problems are radically different from
classica!l single filter problems. With the obtained results, a number of new
perspectives on signal processing by filter banks have been opened.
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Notations:

En traitement numérique du signal, la numérotation des vecteurs commence
habituellement & zéro. Nous avons gardé cette convention dans tous les cas, méme si

elle est moins usuelle dans le contexte de l'algébre linéaire.

D m,n : définition numéro n dans le chapitre m
R m,n : remarque numéro n dans le chapitre m
C m,n : condition numéro n dans le chapitre m
T m,n : théoréme numéro n dans le chapitre m

Co m,n : corollaire se référant au théoréme Tm.n

E m,n : Exemple numéro n dans le chapitre m

A mn : annexe numéro n se référant au chapitre m

X : scalaire

x(n) : suite de scalaire

X(2) : transformée en z de x(n), fonction rationnelle en z.1
H(z) : matrice de fonctions rationnelles en z.1

Hi,j(z) : élément de la ligne i el de la colonne j de H(z)
[H(Z)]i,j : idem 1

g(z) : vecteur colonne de fonctions rationnelles en 2

gi(z) : élément de la ligne i de g(2)

[g(z)]i : idem

A(2) : déterminant d'une matrice H(z)

C(2) : matrice des cofacteurs d'une matrice H(z)

Hp(z) : matrice de filtres polyphases

Hn(z) : matrice de filtres modulés

N : nombre de canaux d'un banc de filtres

N : facteur de sur/sous échantillonnage, sil est diftérent du nombre de

canaux d'un banc de filtres
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M : longueur de filtres RIF

I-Ii (2) : filtre i

i : coefficient j du iéme filtre RIF

j : racine de l'unité égale & (-1)1/2

x* : complexe conjugué de x

w : N-iéme racine de l'unité, égale & exp(-j2x/N)

F : matrice de Fourier

Fm.n : élément ij de la matrice de Fourier égal & exp(-j2rmn/N)
H'r : transposée de H

HH : transposée hermitienne de H, égale & [HT]'

Ln/m ] : plus grand nombre entier plus petit ou égal & n/m

[n/m 7 : plus petit nombre entier plus grand ou égal & n/m

~ : similaire, au sens d'une structure similaire

Diag[v] : matrice diagonale dont les éléments sont donnés par ceux du vecteur
ligne ou colonne v

Reng[H] : donne le rang de la matrice H

{ x:,l l : ensemble de valeurs

Min[[xi }] : donne la valeur minimum de l'ensemble des X,

Max[ixi }] : donne la valeur maximum de l'ensemble des X

Oa[..] : donne le nombre d'additions

Om[..] : donne le nombre de multiplications

m Mod N : donne la valeur de m modulo N

M x : multiplication des termes xi

i
5(n) : impulsion au temps discret n



1 Introduction

“"Ce ne sont pas les choses qui nous troublent,
mais l'opinion que nous nous faisons des choses”
Epictéte

1.1 Remarques liminaires

Le traitement numérique du signal, introduit il y a une quarantaine d'année, a
connu depuis un essort considérable. Les raisons principales de cette évolution sont,
outre la maitrise accrue des problémes & résoudre, la disponibilité de puissances de
calcul de plus en plus grandes (par exemple avec lintroduction de processeurs
spécialisés pour le traitement du signal) ainsi que des impératifs économiques

(I'évolution du coit de la bande passante en télécommunication par exemple).

Le travail présenté ci-dessous touche principalement & deux domaines classiques du
traitement numérique du signal: le filtrage numérique d'une part, et les algorithmes

rapides pour l'évaluation du processus de filtrage d'autre part.

Rappelons qu'un banc de filtres permet d'obtenir & partir d'un seul signal d'entrée N

_ signaux de sortie (ou vice versa), ou N représente le nombre de filtres impliqués.

La notion Jfondamentale liée aux bancs de filtres est celle de simultanéité du
traitement, puisque les N filtres sont appliqués & un seul signal d’enirée (ou bien ne
produisent qu'un seul signal de sortie). Cette simultanéité a des conséquences
importantes sur les propriétés des bancs de filtres et sur la complexité de calcul qui

leur est associée. Nous faisons donc la remarque suivante:

“Le probléme du filtrage simultané d'un signal par N filtres est
radicalement différent de celui du filtrage effectué séparément”.

Intrinséquement, le probléme des bancs de N filtres est un probléme & N dimensions,

et nous avons par conséquent été amené A& introduire un formalisme matriciel afin




de le traiter comme tel. Ce formalisme permet d'établir une théorie des bancs de
filtres relativement générale qui nous a permis d'apporter trois contributions
nouvelles. Premiérement, cette théorie place, classe et explique les résultats
actuellement connus sur les bancs de filtres. Ensuite, elle démontre que certains
résultats nouveaux sont possibles avec les bancs de filtres, et prouve que d'autres
sont impossibles. Finalement, elle permet d'explorer des horizons nouveaux et de

découvrir ainsi des méthodes et des applications jusqu'alors inconnues.

Nous ne tenterons pas de masquer le fait que peu de résultats “pratiques” sont
présentés sur les bancs de filtres & l'aide de cette théorie. Nous le justifions
simplement par le fait que nous avons trouvé le niveau théorique d'une part

relativement vierge, d’autre part passablement fructueux.

Outre la problématique des propriétés des bancs de filtres, il est important de
considérer la complexité de calcul que demande leur mise en oeuvre. En particulier,
ceci nous a amené & étudier des classes de bancs de filtres dont l'implantation
requiert une complexité fortement réduite. Des résultats obtenus dans ce contexte et
concernant la transformée de Fourier et en cosinus discréte rapide dépassent le
cadre des bancs de filtres vu leurs applications multiples, et seront donc présentés

exhaustivement.

1.2 Historique

121 Remarque sur le trailement numérique du signal

Historiquement, de nombreux résultats en traitement numérique du signal ont été
obtenus en se référant au traitement analogique du signal. Pourtant, trés tét, une
école s'est développée (par exemple [sit57]) qui considére le probléme dans sa
généralité, c'est & dire comme un traitement appliqué & une suile de nombres, sans
faire référence au monde analogique dont cette suite peut étre éventuellement issue.
Cette approche directe, si elle est faite en toute généralité, a l'avantage, d'une part,
d'inclure tous les résultats qui pourraient étre obtenus en {faisant référence au
traitement analogique, mais d'autre part, surtout, de pouvoir obtenir des résultats
nouveaux qui n'ont pas d'équivalent dans le monde analogique. Le travail ci-dessous
s'inscrit dans cette école, et il sera évité tant que possible dans la suite de faire
rélérence & une quelconque source analogique des signaux discrets que nous

traiterons, ceci alin d'isoler clairement le probléme considéré.



1.2.2 Historique des bancs de filtres

Les banecs de filtres peuvent se diviser en 3 classes principales définies par le type
de traitement du signal pour lequel ils sont utilisés: l'analyse spectrale, le traitement
de la parole et les transmultiplexeurs. Méme si les contraintes sont fort différentes,
le formalisme utilisé est commun. Dans ces systémes, le banc de filtres associe un
signal A& N composantes (ou réciproquement) et en général, la fréquence
d'échantillonnage du signal est supérieure & celle des composantes (typiquement d'un
facteur N), ceci afin de préserver un débit constant (nombre d'échantillons par unité

de temps).
a) Bancs de filtres pour l'analyse spectrale

L'analyse spectrale est vraisemblablement la plus ancienne application des bancs de
filtres. En particulier, le spectrogramme ([pot47] utilis¢ en phonétique acoustique est

le résullat de sortie d'un banc de liltres réalisant une analyse spectrale glissante.

L'analyse de Fourier glissante [rab75] peut également &tre considérée comme un banc
de filtres pour l'analyse spectrale. Quoique moins puissante que d‘autres formes
d'analyse simultanée en temps et en fréquence comme par exemple la représentation
de Wigner [cla80], elle est néanmoins trés populaire en raison de sa simplicité. Elle a
éLé abondamment étudiée [all77,por80griB4), égelement en raison de son implantation
efficace [uns83]. Il est & noter que la mise en oeuvre se fail souvent avec un
résonateur complexe réalisant l'annulation d'un poéle par un 2éro. Quoique cette
méthode soit numériquement mal conditionnée (voire instable) [gol80], la solution
équivalenle & réponse impulsionnelle finie [bru78vet83] est rarement utilisée.
Finalement, notons que si pour l'analyse spectrale en temps différé (off line) on peut
utiliser des méthodes beaucoup plus puissantes parce qu'adaptatives (par exemple la
méthode de l'entropie maximum [abl78)), l'analyse spectrale & l'aide de bancs de
filtres fixes reste importante pour le traitement en temps réel en raison de sa
simplicité.

b) Banes de filtres pour le traitement de la parole
Avec lintroduction du codage de la parole en sous-bandes (crc76] et des filtres
mircirs en quadrature [cro76), les bancs de filtres ont connu une apparition tardive

mais prometteuse en compression de la parole.

Le concept de filtres miroirs en quadrature {gal84] (ou QMF pour "quadrature mirror



filters”) est important, car il introduit la notion de filtres simultanés. Le repliement
speciral apparaissant en raison du sous-échantillonnage est éliminé par annulation
cohérente entre les canaux lors de la syntheése. Ceci est une utilisation explicite du
fait que l'on sous-échantillonne simultanément plusieurs versions d'un méme signal
original. La méthode habituelle de suppression des repliements spectraux utilise un
filtre passe-bas "idéal”’, ce qui est la seule méthode possible si lon ne

sous-échantillonne qu'une seule version du signal.

Le perfectionnement des techniques de codage en sous-bandes [gal83] a permis
d’'obtenir une compression appréciable avec une qualité adéquate pour la transmission
téléphonique du signal de parole, donc d'établir cette méthode comme candidate

valable dans le contexte de la numérisation du réseau téléphonique.

Nombreux sont les développements qui ont suivi les travaux initiaux sur le codage
en sous-bandes et les filtres QMF. Le perfectionnement et la conception des filtres
QMF non-récursifs [joh80]), puis leur réalisation récursive [ram80mil85] ont été
explorés. La représentation analytique du signal a #été rendue possible avec
lintroduction des QMF complexes (CQMF) 81{nus83a]. L'implantation elficace de bancs
QMF a été réalisée avec les bancs dits “pseudo-QMF”  [nus81rot83,
nus84a,nus84b,mas85.chu85], qui allient une propriété de suppression partielle du
repliement spectral (en fait, du repliement spectral dominant) avec une complexité de
calcul réduite (en utilisant l'approche des transmultiplexeurs, voir ci-dessous).
Finalement, un type de filtres QMF pariaits a été introduit [smi84,wac85)], permetiant

une reconstruction parfaite avec des filires d'analyse et de synthése non-récursifs.
¢) Bancs de filtres utilisés dans les transmultiplexeurs

Les transmultiplexeurs permettent de réaliser la translormation d'un multiplexage
temporel en un multiplexage fréquentiel (ou inversement), un processus important en
télécommunications [com78,com82). Essentiellement, il s'agit d'évaluer simultanément N
filtres qui sont dérivés par modulation & partir d'un seul filire prototype. La
démonstration que ce probléme était équivalent & celui d'évaluer N filtres réduits
d'un facteur N (appelés filires polyphases) ainsi qu'une transformée de Fourier [bel84]
a permis des implantations trés efficaces de ces bancs de {iltres [bel76nar79). De tels
bancs de filires ont également été utilisés pour l'analyse specirale [var80heu8i] et
permettent en quelque sorte une généralisation de la transformée de Fourier
glissante: la transformée de Fourier utilisée dans ces bancs donne la notion d'analyse
4 des points équidistants dans le domaine {réquentiel, et les filtres polyphases
déterminent la résolution spectrale de cette analyse.



En résumé, deux notions fondamentales apparaissent dans le développement historique
des bancs de filtres: d'abord, la notion de filtres simultanés permettant la maitrise
de certains effets indésirables apparaissant avec des filtres isolés (en particulier, le
contrdle des repliements spectraux); ensuite la notion de filtres modulés pouvant étre

interprétée comme une transformée de Fourier conjuguée avec des filtres polyphases.

1.23 Historique des transformées rapides

Cet historique comporte trois parties, une sur la transformée de Fourier, une sur les
transformées utilisées en codage et enfin une derniére sur les implantations des

transformées rapides.
a) Complexité de calcul de la transformée de Fourier

Nous ne tenterons pas de faire un historique complet du développement des
transformées rapides (celle de Fourier en particulier), puisqu'une bibliographie récente
[heiB4a) recense plus de deux milles articles et livres & ce sujet. Un excellent
treitement historique peut é&tre trouvé dans [hei84b), ou il esl entre autres montré
que l'algorithme communément connu comme algorithme de FFT (fast Fourier
transform) de Cooley-Tukey [coo65] remonte en fait & Gauss'

La réintroduction de cet algorithme en 1965 a pourtant constitué un événement
majeur, puisqu'il &8 donné lieu & un foisonnement de développements ultérieurs. Parmi
ceux-ci, notons celui de la FFT & base mixte [sin69] et de la FFT & facteurs réels
[rad76,bru78]. En 1968, une contribution restée négligée jusqu'a une période récente
fyav68] établit un nombre d'opérations minimal connu & ce jour pour la FFT réelle
et complexe sur des longueurs égales & des puissances de 2.

Pour la FFT portant sur des séquences dont les longueurs sont le produit de
facteurs premiers entre eux, Good [goo50] avait déjd montiré qu'elle était équivalente
& une transformée multidimensionnelle bien avant la publication de I'slgorithme de
FFT de Cooley et Tukey, mais l'importance de ce résultat avait été négligée. La
publication par Rader [rad68) d'une méthode permettant l'évaluation efficace dune
transformée de Fourier sur un nombre premier d'échantillons a permis d'utiliser avec
profit la FFT sur des longueurs ayant des facteurs premiers entre eux, puisque les
FFT de petite longueur peuvent ainsi &tre évaluées efficacement. La conséquence
immédiate a été le "Prime Factor Algorithm” [kol77], dans lequel une FFT sur N
échantillons (ou est N=ﬂNi et les Ni sont premiers entre eux) est évaluée comme une
transformée multidimensionnelle par la méthode ligne/colonne. Une méthode encore



plus performante a été introduite par Winograd ([win76] pour évaluer ces
transformées multidimensionnelles et est réalisée par un calcul "emboité” sur de
petites transformées. L'algorithme de Rader combiné avec celui de Winograd permet
d'obtenir une complexité linéaire pour le celcul de la transformée de Fourier. En
plus d'un nombre réduit de multiplications, le nombre d'additions reste également
intéressant. Si le nombre d'échantillons n'est pas un produit de facteurs premiers
enire eux, mais par exemple une puissance de 2, on peul utiliser des méthodes
similaires pour démontrer la complexité linéaire [nus82,duh84bhei85] Dans ce cas,
par contre, le nombre d'additions est netlement plus élevé que dans les algorithmes

classiques et rend donc cette approche peu attrayante.

Pour les transformées multidimensionnelles, outre I'approche évidente utilisant la
séparabilité ainsi que l'approche dite du “vector radix” (qui est une généralisation
multidimensionnelle de lalgorithme de FFT), la contribution majeure a ét¢
l'introduction par Nussbaumer des transiormées polyndmiales [nus78nus79,nus82). Les
transformées polyndmiales sont utilisées pour réduire une transformée de Fourier
multidimensionnelle en une série de transformées monodimensionnelles, et ceci d'une
maniére beaucoup plus elficace que dans les approches traditionnelles, résultant en

un gain d'un facteur 2 et plus dans le nombre d'opérations.

Récemment, les algorithmes FFT classiques (pour des longueurs égales & des
puissances de 2) ont connu un regain d'intérét par lintroduction d'algorithmes
atteignant le nombre minimum connu d'opérations [duh84avet84bmar84] et qui sont
bien adaptés au traitement de séquences réelles ou symétriques/antisymétriques
{dun85,vet854d).

b) Les transformées utilisées pour le codage

Si la transformée de Fourier est fort utile entre autres grace & sa propriété de
diagonalisation des matrices de Toeplitz circulantes (donc & la possibilité de faire du
filtrage dans le domaine transformé & l'aide d'une multiplication complexe par point
fréquentiel), il est souvent nécessaire de diagonaliser des matrices de Toeplitz qui
n'ont pas la propriété de circularité. Ceci est le cas dans les applications de codage
et de reconnaissance de formes, oi l'on cherche A décorréler les échantillons entre
eux, donc A& diagonaliser une matrice de corrélation. Dans ce cas, la transformée
optimale est la transformée de Karhunen-Loéve [pap65] ou la matrice de
transformation est obtenue & partir des vecteurs propres de la matrice de
corrélation. Qutre le fail que cetite transformation dépend des propriétés statistiques
du signal (donc n'est pas une transformation fixe), elle utilise O[N2] opérations (ou N
est le nombre d'échantillons & décorréler). De ce fait, des approximations ont été



proposées qui remplissent deux conditions: i) elles sont asymptotiquement équivalentes
(N tendant vers linfini) & la transformée de Karhunen-Logve [uns84] et ii) elles

peuvent é&tre mises en oeuvre avec un algorithme rapide.

La premiére et la plus populaire des approximations qui ait été proposée est la
transformation en cosinus discréte [ahm74] Celte transformée diagonalise la matrice
d'autocorrélation d'un processus de Markov du premier ordre lorsque la corrélation
tend vers 1 ou la dimension tend vers linfini. Jain [jai79] a proposé toute une série
de transformées sinusoidales permettant de diagonaliser des matrices d’autocorrélation
particuliéres, entre autres la transformée en sinus discréte, utile lorsqu'un processus

de Markov du premier ordre a une corrélation trés faible.

Les algorithmes rapides pour ces transformées sont de deux types distincts; d'une
part les algorithmes directs [che77,wan83] qui ont l'avantage d'éire réels, d’autre part
les algorithmes passant par la transformée de Fourier [nar78] qui peuveni ainsi
utiliser les meilleurs algorithmes de FFT et sont avantageux du point du vue du
nombre d'opérations.

Notons finalement que la transformée en cosinus trouve également des applications
dans les bancs de filtres modulés, car pour des bancs de filtres réels, on utilise une
modulation en cosinus plutét qu'une modulation en exponentiels complexes. Dans ce
cas, le banc de filtres s'évalue & l'aide d'une transformée en cosinus et de filtres
polyphases [nar?9).

¢) Implantation des transformées rapides

Jusqu'ici, nous nous sommes intéressés uniquement & la complexité de calcul
théorique, voire méme qu'au nombre de mulliplications wutilisé par un algorithme
donné. Ceci est du au fait que ces mesures de complexité se basent sur des
fondements théoriques bien établis, et que la comparaison entre différents algorithmes
est aisée. Pourtant, les résultats médiocres obtenus avec limplantation logicielle de
l'algorithme de Winograd en particulier (ou les gains en nombre de multiplications
n'ont pas pu étre traduits en amélioration de vitesse) ont relancé le débat sur les
mesures d'efficacité d'un algorithme. Fonciérement, la seule question pertinente d'un
utilisateur d'algorithme reste de savoir lequel s'exécute le plus rapidement possible
sur son ordinateur. Evidemment, cette question ne conduit pas & un formalisme
mathématique évident, mais elle replace le débat sur efficacité dans un contexte
plus proche de la réalité.



Une conséquence directe de cette remarque est la prise en compte (au niveau de la
complexité de calcul) du nombre total dopérations, ot l'on ne compte pas seulement
les multiplications, mais également les additions et les transferts de données
[mor78naw79). La motivation pour cette nouvelle approche vient du fait que le
rapport (temps de multiplication)/(temps d'additions) et (temps de
multiplication)/(temps de transfert) sapproche de plus en plus de l'unité sur les
ordinateurs modernes. Une autre conséquence est la tentative de générer du code
machine aussi efficace que possible, appelé code linéaire [mor77], afin d'éliminer toute
opération inutile pour le résultat du traitement (telles que boucles, compleurs et
décisions) et de ne garder que les opérations qui affectent les variables. Néanmoins,
surtout dans le contexte d'ordinateurs évolués, l'efficacité d'un elgorithme donné reste
une fonction non-triviale du nombre total d'opérations eainsi que de sa complexité

structurelle [nus83b).

Du cété des implantations matérielles, les possibilités de l'intégration & trés large
échelle ont permis d'envisager la réalisation de transformées rapides sur des puces de
silicium. LA encore, la notion d'efficacité prend un sens différent, car méme si le
nombre de multiplications reprend tout son poids, il faut tenir compte du stockage
el surtout des transferts de données. Le colit des transferts de données peut devenir
prépondérant, surtout si la structure est complexe. Les algorithmes rapides de
transformée de Fourier discréte ont en général un colit élevé en ce qui concerne les
transferts de données, ce qui a donné lieu dans un premier temps & un retour &
l'algorithme réalisant simplement la multiplication du vecteur d'échantillons par la
matrice de Fourier (utilisant donc N2 opérations mais ne requérant que de la
communication locale). Cet algorithme simple est donc adapté aux réseaux systoliques

[mea80)], ce qui n'est pas le cas des algorithmes rapides.

l?'un point de wvue théorique, la mesure d'efficacité est la surface de silicium utilisée
multipliée par le temps d'exécution (voire le temps d'exécution au carré si le délai
est important) [meaB80] Des limites inférieures pour cette mesure d'efficacité {vui83]
et des algorithmes atteignant ces limites [bau83] ont bien été dérivés, mais trop peu
d'implantations réelles ont été réalisées jusqu'd présent pour qu'il soit possible de

mesurer l'efficacité réelle des algorithmes proposés.

En résumé, il ressort de cet historique des transformées rapides que la complexité
théorique de la transformée de Fourier (tant pour des longueurs composites que pour
des longueurs égales & des puissances d'un méme facteur) semble approcher un
minimum pour la somme des multiplications et des additions requises. Par contre,
pour les implantations tant logicielles que matérielles, un grand effort reste & fournir

alin de traduire ces avances théoriques en gains effectils.



1.3 Contributions de l'étude

- Aprés un bref survol des résultals présentés dans cette étude, nous placerons ces

résultats dans le contexte actuel des recherches dans le domaine, afin de préciser

nos contributions et leurs applications éventuelies.
1.3.1 Survol de l'étude

Le chapitre 2 présente l'analyse des bancs de filtres. En particulier, le probléme des
bancs de filtres sous-échantillonnés permettant la reconstruction parfaite du signal
original est exploré en détail. Pour ce faire, une méthode d'analyse matricielle du
probléme est introduite. Des matrices de filtres sont définies. Leurs éléments sont
donc des fonctions rationnelles de z. Il en ressort deux constalations pertinentes:
l'importance du déterminant de la matrice de filtres, ainst qu'une inlerprétation
générale des bancs de filtres sous-échantillonnés comme étant des bancs de filtres
polyphases. Le probléme dual du multiplexage de N signaux sur un seul signal est

également considéré.

Aprés la présentation du probléme, on introduit deux modes de représentation
complémentaires, la représentation dans le plan de modulation et celle dans le plan
polyphase. Cette dernitére est particuliérement intéressante, car elle évite la
redondance implicite & la premiére. On analyse ensuile les propriétés intrinséques des
matrices de filtres liées aux bancs avec reconstruction (lel que le déterminant, les
cofacteurs et l'inverse) et on démonire quelques théorémes de base liés aux bancs de
filtres, entre autres I'équivalence entre les bancs d'analyse et de synthése avec
reconstruction.

Le chapitre 3 concerne la conception de bancs de filtres. Quoique trés lié au
chapitre précédent, il prend un point de vue plus pratique. Le cas & deux canaux
est d'abord eadressé, tant pour des filtres & réponse impulsionnelle finie (RIF) que
pour des filtres & réponse impulsionnelle infinie (RII). La classe de solutions générales
oi les filtres d'analyse et de synthése sonl RIF, et ou le signal est parfaitement
reconstitué, est présentée. Cette classe de filires est beaucoup plus étendue que les
cas particuliers connus jusqu'a présent [smi84,wac85) En particulier, nous démontrons
P'existence de filtres & phase linéaire, et nous présentons des exemples de tels filtres.

Le cas des bancs de N filtres est ensuite analysé dans le cas RIF et RIl. Dans le cas

& réponse impulsionnelle finie, nous montrons comment trouver des bancs de filires
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de taille quelconque (nombre de filtres et longueur des filtres arbitraires) qui
permettent la reconstruction parfaite & l'aide de filtres d'analyse et de synthése FIR.
En ce qui concerne les bancs de filtres modulés, nous avons montré que la
reconstruction ne peut jamais &tre parfaite avec des filtres RIl (sauf si la longueur
des filtres est égale & leur nombre). Les bancs de filtres QMF complexes, permettant
d'obtenir une approximation du signal analytique, sont ensuite analysés. Finalement,

certains résultats sont étendus au cas bidimensionnel.

Le chapitre 4 traite le probléme de la complexité de calcul liée aux bancs de filtres.
On considére d'abord l'évaluation des arbres de filtres, et ceci tant dans le domaine
temporel que Iréquentiel. Une méthode efficace pour }'évaluation des arbres de filtres
dans le domaine de Fourier est proposée. Le cas des bancs de filtres modulés est
traité ensuite. Celui-ci est intéressant, puisque l'‘évaluation d'un banc de filtres
modulés peut &tre faite & l'aide d'un banc de filtres réduits (fililres polyphases) et
d'une transformée rapide (Fourier, cosinus). Outre les approches connues, on propose
une maniére différente de calculer de tels bancs de lilires dans le domaine

transformé (et faisant appel & des transformations bidimensionnelles).

Le chapitre 5 est consacré aux transformées rapides dont on a wvu lutilité pour
I'évaluation des bancs de filtres modulés. Un algorithme simple, appelé algorithme de
FFCT (“fast Fourier cosine transform”), est développé et nous montrons que cet
algorithme permet d'atteindre le nombre minimum connu d'opérations pour toute une
série de problémes (transformée de Fourier sur des séquences complexes, réelles,
symétriques et antisymélriques, transformée en cosinus, transformées impaires etc), et
ceci pour des longueurs égales & des puissances de 2. L'application au calcul des

transformées bidimensionnelles est également proposée.

La {aisabilité d'une réalisation matérielle de cet algorithme a été démontrée grace a
la conception d'un circuit intégré a trés haute densité (35000 transistors) calculant
une transformée en cosinus avec un débit de 120 Mbits/sec (sulfisant pour le
traitement vidéo en temps réel). L'étude de la complexité de ce circuit nous a amené
4 considérer briévement une méthodologie de développement pour I'implantation
d'algorithmes de traitement du signal en silicium. Une méthodologie similaire a
également été utilisée pour produire du logiciel réalisant les algorithmes rapides
développés précédemment sur un processeur spécialisé. Ceci a permis d'obtenir de
maniére grandement automatisée du code trés efficace réalisant des transformées a
struclure complexe. Les résultats avec le matériel et le logiciel ont permis de

démontrer l'utilité pratique des algorithmes introduits.
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1.3.2 Contributions de l'étude présentée

En ce qui concerne les bancs de filtres, un résultat intéressani que nous avons
obtenu est le formalisme d'analyse matriciel utilisé [vet85c,vet86b]. Méme si ce
formalisme a été proposé presque simultanément dans deux autres publications
[ram84,smi85), son application systématique, ainsi que sa version polyphase restée
originale, nous a permis de trouver des résultats nouveaux, en particulier sur les
bancs de filtres RIF. Dans ce cas, il n'existait jusqu'alors qu'une classe particuliére de
filtres RIF permettant une synthése RIF parfaite, et ceci uniquement pour le cas N=2
[smi84,wac85). A présent, non seulement la classe pour N=2 a été pgénéralisée
(incluant des solutions a phase linéaire), mais le cas N>2 a également pu étre résolu.
Le probléme de la suppression des repliements spectraux et celui de la reconstruction
parfaite du signal original dans les bancs de liltres sous-échantillonnés ont pu étre
traités en détail. Plusieurs autres résultats, entre autres sur les bancs de filtres
modulés et sur les approximations pseudo-QMF, ont éié démontrés, établissant ainsi
ce formalisme matriciel des bancs de filtres comme un outil d'analyse puissant. La
généralisation des filtres QMF au cas multidimensionnel a également éié proposée
[vet84a).

Pour l'évaluation des bancs de filtres, nous avons poursuivi les approches classiques
des filtres polyphases suivis d'une FFT. [bel74,bel76], en cherchant des fonctions de
modulation adaptées aux problémes donnés mais ayant tout de méme des algorithmes
efficaces. En particulier, les banes de f{iltres pseudo-QMF, d’'abord intreduits dans
[nus81] puis développés dans [rot83,nusB4anus84b), allient l'implantation efficace du
type transmultiplexeur avec la propriété de reconstruction quasi parfaite du type
bancs de filtres QMF. Des bancs de filtres orthogonaux & complexilé réduite ont
également él& proposés [vet83].

Dans le domaine des transformées rapides, il a été possible de développer un
algorithme de transformée de Fourier et cosinus original [vet84b] qui atteint un
nombre minimum connu d'opérations [duh84amar84) puis de le généraliser & toute
une classe de problémes [vet85a,vet85b,vet85d,duh86a). Cet algorithme a donné lieu a
une implantation matérielle [vet86a] et logicielle [vet8Se], ainsi qu'd la proposition
d'une méthodologie de transformation d'algorithmes de traitement du signal pour
Iimplantation [lig86) Ces travaux nous ont permis de démontrer l'utilité pratique de
l'algorithme.

En résumé, plusieurs résultats nouveaux intéressanls ont été obtenus sur les banes
de filtres et les problémes théoriques qui leurs sont liés, sur leur implantation en
particulier dans le cas de filtres modulés, et finalement sur les transformées rapides

ulilisées lors de l'implantation de ces bancs de filtres.
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2 Analyse de bancs de filtres

“On ne révolutionne pas en révolutionnant,

on révolutionne en "solutionnant””

Le Corbusier

Dans ce chapitre, nous allons analyser les bancs de filtres, en particulier ceux, trés
importants en pratique, qui permettent de reconstruire les signaux aprés le
traitement par le banc de filtre.

Les bancs de filtres numériques ont une grande importance pratique, puisqu’ils sont
utilisés pour le codage (par exemple, le codage de la parole en sous-bandes
[crc76,est77gal83]) ou dans les transmultiplexeurs (par exemple pour passer d'un
multiplexage temporel & un multiplexage fréquentiel [bel?4,com78,com82)).

Dans ce chapitre, nous poserons le probléme de fagon générale afin de développer
une théorie unifiée des bancs de fliltres. A cet effet, nous introduirons une notation
matricielle que nous avons proposée simultanément avec d'autres chercheurs
[ramB84,smi85S.vet85c,vet86b), ce qui montire bien la nécessité d'un tel formalisme.
Ensuite, la notion de bancs de filtres polyphases introduite par Bellanger [bel74] pour
les bancs de filtres modulés sera généralisée aux bancs de filtres quelconques.

Nous montrerons ensuite comment cette théorie générale permet d'obtenir des
résultats nouveaux, en particulier pour la reconstruction parfaite des signaux
criginaux et la reconstruction sans repliement spectiral ou sans diaphonie.

Notons qu'un banc de filtres utilisé en codage analyse un signal en N composantes.
alors qu'un transmultiplexeur pour pesser d'un multiplexage temporel & un
multiplexage fréquentiel synthétise un signal & partir de N composantes. Ces deux
types de bancs de filtres soni liés par dualisme, et nous verrons par la suite les
similarités qui existent entre ces deux types et les systémes qui en sont dérivés.
Remarquons qu'en général, le signal aura une fréquence d'échantillonnage différente
de celle des composantes. Typiquement, les fréquences différent d'un facteur N, et
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ceci donne lieu & des repliements spectraux indésirables,

Dans la suite, nous nous placerons du point de wvue selon lequel le signal doit
pouvoir étre reconstitué & partir de ses composantes d'analyse, ou de fagon duale,
que les composanies doivent pouvoir étre retrouvées & partir du signal synthétisé.
Mathématiquement, ces deux problémes sont équivalents, mais correspondent & deux
problémes réels bien différents. Le premier apparail lors de l'analyse de signaux pour
le codage, el dans ce cas, la suppression des repliements spectraux dus au
sous-échantillonnage est impérative. Nous montrerons que la solution des filtres
miroirs en quadrature [est77gal84] peut étre généralisée et améliorée. En particulier,
nous verrons que la reconstruction parfaite est possible (ceci également pour le cas
de plus de deux canaux), et des solutions utilisant des filtres & phase linéaire
peuvent étre utilisés. Le second cas epparait par exemple dans les bancs de filtres
réalisant le multiplexage en fréquence utilisé en télécommunications. Dans ce cas, le
probléme majeur est celui de la diaphonie entre les différents canaux. Etant donné
I'équivalence mathématique qui sera démontrée entre les deux problémes, Ila
diaphonie peut dés lors étre supprimée avec des méthodes similaires & celle utilisée
pour la suppression des repliements spectraux, et plus généralement, toute solution

applicable & l'un des problémes est utilisable pour l'autre.

Dans notre traitement des bancs de filtres, nous insistons sur la propriété de
reconstruction parfaite car elle représente un critére objecti pour l'évaluation de la
qualité d'une conception. Une grande place est consacrée aux bancs de filtres avec
sur- ou sous-échantillonnage d'un facteur égal au nombre des canaux (appelé sur- ou
sous-échantillonnage critigue). D'une part, c'est le cas théorique le plus intéressant
puisqu’il représente le cas limite ou une reconstruction est encore possible. Dautre
part, c'est également le cas pratique le plus fréquent en codage et multiplexage (ou
la contrainte de bande passante minimum conduit toujours & des facteurs de sur-

ou sous-échantillonnage critiques).

Dens la suite, nous utiliserons selon les besoins la représentation dans le domaine
temporel et dans le domaine de la transformée en z des signaux et des filtres
numériques. Nous ferons donc appel aux propriélés de la transformée en z, comme
par exemple celle de convolution ou de modulation, tout en étant conscients qu'a
toute transformée en z correspond un domaine de convergence hors duquel la
transformée et par conséquent ses propriétés ne sont pas définies. Notons que toutes
les variables utilisées par la suile sont supposées complexes & moins d'une
spécification différente explicite.

Notre présentation sera organisée de la facon suivante. La section 21 donne les
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définitions de base utiles & ce chapitre et présente les problémes que l'on vise &
résoudre. La section 22 introduit un formalisme matriciel adapté aux problémes des
bancs de filtres, et ceci dans deux plans de représentation: le plan de modulation
(en quelque sorte la représentation fréquentielle) et le plan polyphase (similaire a
une représentation temporelle). Ces représentations sont complémentaires et
permettent ainsi d'éclairer les problémes sous différents angles. La section 23
présente les résultats généraux obtenus grace au formalisme précédemment introduit
et la section 24 conclut le chapitre en rappelant les résultats obtenus les plus
importants.



2.1 Définitions et présentation des problémes

Tout d'abord, et ceci afin d'éviter des répétitions inutiles dans la suite de l'exposé,
nous définirons quelques notions de base utiles & nos développements sur les bancs
de filtres. Ces définitions sont en accord avec la littérature standard sur le sujet
[opp75.rab75kun80,bel8l,cre83). Ensuite, les deux problémes centraux & ce chapitre
seront présentés. En premier lieu, le probléme de l'analyse d'un signal en N
composantes par un banc de filtres et permettant Jla reconstruction du signal
original sera posé. Ensuite, le probléme de la synthése d'un signal & partir de N

composantes et permettant la reconstruction des composantes sera présenté.

2.1.1 Dé&finitions

Dans les définitions .qui vont suivre, on omettra sciemment le terme “numérique”,
puisque qu’il est tacitement supposé que tous les filires et signaux impliqués sont

numeériques.

Définition D2.1: Un banc de filtres d'analyse de dimension N est constitué par N
filtres Hi(z) produisant & partir d'un seul signal d'entrée (avec transformée en z
X(z)) N signaux de sortie (avec transformées en 2 Yi(z) = Hi(z) X(z), i = 0.N-1). Ces
sorties sont souvent eppelées canaux d'un banc de filtres. Un tel banc est représenté
dans la figure 2.1.

Définition D2.2. Un banc de filtres de synthése de dimension N est constitué par N
filtres Hi(z). Ceux-ci filtrent N signaux d'entrée (avec itransformées en 2z Xi(z)), et
leurs N sorties (avec transformées en 2z Yi(z) = Hi(z)- Xi(z)) sont ensuite sommeées
pour produire le signal de synthése Y(z), aussi appelé signal de canal. Un tel banc
est représenté dans la figure 22.
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Figure 22: Banc de filtres de synthése de taille N

Définition D2.3: Le sous-échantillonnage par un facteur N est I'opération linéaire qui
transforme une suite x(n) en une suite x(n) = x(nN). Dans le domaine de la
_ transformée en z, on obtient la relation suivante [sha?3,crc83):

N-1

Xz) = I/N T XWz
k=0

1/N) @1

avec W = e I2*/N et j = V-1

Notons qu'en lieu et place de sous-échantillonnage on parle souvent de décimation.
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Définition D24: Le suréchantillonnage par un facteur N est l'opération linéaire qui
transforme une suite x(n) en une suite x'(n) tel que x(nN) = x(n) et x'(n) zéro

ailleurs. Dans le domaine de la transformée en 2, X'(z) devient:
N
X(2) = X(z) (22)

Notons que cette définition est différente de la notion d'échantillonnage d'un signal
analogique & une fréquence plus élevée que la fréquence de Nyquist.

Remarque R2.1: Le changement d'échantillonnage par un facteur rationnel P/Q est
obtenu par mise en cascade d'un suréchantillonnage par un facteur P puis d'un
sous-échantillonnage par un facteur Q ou inversément [cre83] S'il ny a pas
d'opération (filtrage) effectuée entre le sur- et le sous-échantillonnage, l'ordre n'a pas

d’'influence.

Remarque R22: La mise en cascade d'un suréchantilionnage par un facteur N suivi
d'un sous-échantillonnage par un f{facteur N ne modifie rien au signal si les

changements d' échantillonnage sont en phase.

Remarque R23: La mise en cascade d'un sous-échantillonnage par un facteur N
suivi d'un suréchantillonnage par un facteur N correspond & la modulation par une
fonction m(n) donnée par [vet84a}
N-1 X
mn)=1/N- T W (2.3)
k=0
Donc, si un signal x(n) est d'abord sous-échantillonné par un {facteur N puis
suréchantillonné par un facteur N, alors la transformée en 2z du résultat x'(n) est
égale a:

N-1
X(2) = I/N- T X(W3) (24)
=0

Définition D2.5: Un banc de lilires d'analyse sous-échantillonné est un banc de
filtres de dimension N dont les sorties sont sous-échantillonnées par un facteur N
Si N=N', on parle dun banc de filtres d'analyse & sous-échantillonnege critique
[ram84], et lorsque N’ n'est pas précisé, on supposera tacitement N'=N. Si N<N, on
parle de bancs de filtres d'analyse & sous-échantillonnage sous-critique, alors que
pour N>N, le sous-échantillonnage est qualifié de surcritique.

Notons que la signification des notions de sur- et sous-critique deviendra claire par
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la suite. Remarquons cependant qu'une simple observation du nombre d'échantillons
par unité de temps devant (signal d'entrée) et derriere (somme des signaux de sortie)
le banc de filtres est déja suffisante: si N'=N, le nombre d'échantillons est constant,
si N'<N, leur nombre augmente, et enfin si N'>N, leur nombre diminue. I1 est dés lors
intuitivement compréhensible que dans les deux premiers cas, une reconstruction

devrait étre en général possible, alors qu'elle est impossible dans le dernier cas.

Définition D26: Un banc de filtres de synthése suréchantillonné est un banc de
filtres de dimension N dont les entrées sont suréchantillonnées par un facteur N'. De
facon équivalente au banc d'analyse, on parle d'un banc de filtres de synthése &
suréchantillonnage critique si N'=N. Lorsque N' n'est pas précisé, on supposera
tacitement N'=N. Si N<N, on parle de bancs de filtres de synthése &
suréchantillonnage surcritique, alors que pour N>N, le suréchantillonnage est qualifié
de sous-critique.

LA aussi, une remarque similaire peut étre faite & propos des notions
d’échantillonnage sur- et sous-critique si l'on considére le nombre total d‘échantillons
par unité de temps devant et derriére le banc de filtre. 1 est aisé de voir que N'=N
gerde et que N>N augmente le nombre d'échantillons par unité de temps entre
l'entrée et la sortie du banc de filtres, donc une reconstruction semble possible. Par
contre, pour N<N, le nombre d'échantilons diminue, rendant en général une
reconstruction impossible.

Définition D2.7: Un systéme linéaire variant dans le temps de facon périodique
(avec une période N égale & un multiple de la période d'échantillonnage) est un
systéme linéaire dont les caractéristiques se répélent avec une période N. Il est donc
caractérisé parfaitement par N réponses impulsionnelles successives correspondant a
3(0), 8(1)..8(N-1) (ou bien leurs N transformées en z).

Remarque R2.4: Le sur- et le sous-échantillonnage font partie des systémes linéaires
variant dans le temps de facon périodique. I en est donc de méme pour tout
systéme comportant ces opérations (et dont les autres composantes sont soit
invariantes dans le temps, scit & variation périodique également).

Remarque R2S: Si le quotient de la période de variation sur la période
d’échantillonnage est égal & un nombre rationnel P/Q, alors le systéme échantillonné
variera dans le temps avec période égale au plus petit commun multiple de P et Q.

Définition D2.8: Un banc de filtres modulés est un banc de filtres ou les N filtres
sont obtenus & partir d'un seul filtre protolype par modulation. Si les fonctions de
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modulation ne sont pas précisées, on supposera par défaut qu'elles sont égales aux N
racines de l'unité, c'est-a-dire que s Hp(z) est la transformée en 2z du filtre
prototype, alors les N filtres Hi(z) sont donnés par:

Hi) = H(W2) (25)

Remarque R2.6. Pour N=2 et un f{iltre prototype RIF & phase linéaire, le banc de
filtres modulés est appelé banc de filtres miroirs en quadrature ("quadrature mirror
filters” ou QMF) [cro76gal84].

2.12 Bancs de filtres d'analyse avec reconstruction du signal

Le probléeme général de reconstruction parfaite est posé ci-dessous pour le cas des
bancs de filtres d’'analyse. Comnme nous le verrons par la suite, si une reconstruction
parfaite ne peut pas étre obtenue, il peut étre également intéressant de reconstruire
le signal de fagon & éviter tout repliement spectral du signal original dans le signal

de sortie.

La classe des bancs de filtres d'analyse oli la reconstruction du signal original doit
étre possible & partir des échantillons de sortie est importante en pratique. Ces
bancs de filtres sont utilisés entre autres en codage de la parole en sous-bandes
[ere76,cro76ga183), une application ou la propriété de reconstruction est cruciale.
Dans les applications liées au codage, les bancs de liltres sont en général
sous-échantillonnés de facon critique afin de ne pas accroitre le nombre
d'échantillons entre l'entrée et la sortie du banc de filtre, et de maintenir ainsi la

méme largeur de bande pour le signal d'entrée et pour l'ensemble des canaux.

Alin de reconstruire le signal original, les canaux sous-échantillonnés sont d‘abord
suréchantillonnés, puis interpolés et enfin sommés afin d'obtenir le signal reconstruit.
Le banc de filtres d'analyse & sortie sous-échantillonnée est donc suivi d’'un banc de
filtres de synthése avec une entrée suréchantillonnée. Un tel banc de filtres est
représenté dans la figure 23.
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Figure 23: Banc de filtres d'analyse avec reconstruction du signal d'entrée

Nous allons définir la notion de reconstruction parfaite dans le cadre de bancs de

filtres d'analyse:

Définition D2.9 Un banc de filtres d'analyse permettant la reconstruction parfaite

du signal original posséde une réponse impulsionnelle globale, correspondant a la mise

en cascade des bancs d'analyse et de reconstruction (enirée-soriie), égale & un délai.

Les bancs de filtres d'analyse et de synthése ne doivent comporter que des filtres

stables et causals (afin d'éire réalisables en pf‘atique).

Dans la figure 2.3, les notations suivantes sont utilisées:

X(z) : transformée en z du signal original

Xi(z) : transformée en z du i-iéme signal aprés filtrage de X(z) par un filtre

d'analyse Hi (z)

Yi(z): transformée en z du signal dans Je

sous-échantillonnage de Xi(z) par un facteur N

i-ieme canal, obtenu aprés

Xi(z) : transformée en 2z du signal dérivé de Y,(z) par un suréchantillonnage

par un facteur N

Xi(z) : transformée en z du signal dérivé de X;(z) par passage dans un filtre

interpolateur G.i (2)

%(z) : transformée en z du signal reconstruit égal & la somme des Ri(z)
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Les relations suivantes lient les grandeurs introduites ci-dessus:

Xi (z) = Hi (2) X(2) (2.6)
N-1
Y@= 1N § x,002' @7)
k=0
N-1
Xj@ = 1N L X,(0M2) (28)
k=0
Xi(z) =G i(z) X:i(z) (2.9)
N-1
X@ = I X, ' (2.10)
i=0 .

ou (27) et (28) correspondent & (21) et (2.2) respectivement. -Ainsi, et avec les
relations (26) & (2.10), le probléme des bancs de filtres d'analyse avec reconstruction
est posé. Notons que l'exemple physique le plus connu d'un tel systéme est le codage

en sous-bandes [gal83].

2.1.3 Bancs de filtres de synthése avec reconstruction des signaux

Une autre classe imporiante de bancs de filtres est celle ou N signaux sont
multiplexés sur un seul canal & l'aide d'un banc de filtres de synthése. Ces bancs de
filtres sont par exemple utilisés en multiplexage fréquentiel [bel74,crc83}, on il est
évidemment nécessaire de pouvoir retrouver les N signaux d'entrée & partir du signal
de canal. Dans ce cas, un probléme majeur est l'apparition, par diaphonie, de signaux
indésirables dans les sorties du systéme. Une contrainte importante est la largeur de
bande du signal de canal. Le banc de filtres est donc suréchantillonné de facon
critique afin de ne pas augmenter la largeur de bande utilisée par le signal de
canal par rapport & celle utilisée par les signaux d'entrée.

Un tel systéme est représenté dans la figure 24. Les N signaux d'entrée sont tout
d'abord suréchantillonnés par un facteur N, filtrés puis additionnés pour former le
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. signal de canal (banc de filtres de synthése). Afin de reconstruire les signaux
originaux, le signal de canal est filtré en N signaux qui sont alors
sous-échantillonnés par un facteur N (banc de filtres d'analyse).

Y@
Yy

yo(»——@)%—w- D | Q@ (W jg
"1“).__®_ @ 60 | (—— (o

Y@) .

g\ i@ () —— i@

Figure 24: Banc de filtres de synthése avec reconstruction des signaux d'entrée

La définition de la notion de reconstruction parfaite dans le cadre de bancs de
filtres de synthése est similaire & celle pour les bancs d'analyse (définition D2.9):

Définition D2.10 Un banc de filtres de synthése permettant la reconstruction
perfaite des signaux originaux posséde une réponse impulsionnelle de l'entrée i & la
sortie j égale & un délai si i=j et & 2¢éro si izj. Les bancs de filtres de synthése et
d'analyse ne doivent comporter que des filires stables et causals (afin d'étre

réslisables en pratique).
Les notations suivantes sont utilisées dans la figure 24:
Xi(z) : transformée en 2z du i-iéme signal original

X.'i(z): transformée en z du signal dérivé du i-iéme signal original par
suréchantillonnage par un facteur N

Yi(z): transformée en 2z du signal dérivé de Xi(z) aprés passage dans un
filtre interpolateur Hi(z)
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Y(z) : transformée en z du signal obtenu par sommation des Yi(z)

Y:i (z) : transformée en z du signal obtenu & partir de Y(z) aprés filtrage par
G, (2)

£ i (z) : transformée en 2z du i-idme signal reconstruit; obtenu aprés
sous-échantillonnage de 2'1(2) par un facteur N

Notons que le systéme de la figure 24 est dual & celui de la figure 23, puisque les

opérations sont simplement effectuées dans l'ordre inverse.

En utilisant les relations (2.1) et (22), on trouve que les grandeurs introduites

ci-dessus sont liées par les relations suivantes:

X;@ = X, @) 2.11)
Yi(z) = Hi(z) X'i(z) : (2.12)
N-1
Y@ = L Y@ . ~ (213)
i=0
X'i(z) = Gi(z) Y(2) (2.14)
N-1 /
X,) = I/N T X (wJ‘z1 Y (2.15)
k=

On a donc posé, avec les relations (2.11) a (2.15), le probléme des bancs de filtres de
synthése avec reconstruction, probléme dont l'exemple physique le plus commun est
la conversion du multiplexage temporel en multiplexage fréquentiel (et

réciproquement) réalisée par un transmultiplexeur [cre83}.
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2.2 Formalisme matriciel

Les relations (26) a (2.10) ainsi que (2.11) & (2.15) gagnent A é&tre représentées dans
un formalisme matriciel. Le but de lintroduction de ce formalisme est d'établir les
conditions de reconstruction parfaite ou de reconsiruction sans repliement spectral
(ou diaphonie) dans les bancs de filtres. Une transposition directe du probléme donne
lieu & ce que nous appellerons la représentation dans le plan de modulation. Celle-ci
est similaire aux représentations introduites dans [ram84,smi85,vet85c,vet86b] Une
transposition quelque peu différente donne lieu & la représentation dans le plan
polyphase. Ces deux représentations sont complémentaires, et il est possible de passer
de l'une & l'autre par la transiormée de Fourier. Par analogie, nous pouvons parler
d'une représentation fréquentielle pour la premiére (elle fait appel aux versions
modulées du signal original) et d'une représentation temporelle pour la seconde (elle
décompose le signal original dans le temps).

Afin de développer ce formalisme matriciel, nous prendrons d'abord le cas des bancs
de filtres d'analyse avec reconstruction (section 2.1.2). Le formalisme sera ensuite
appliqué aux bancs de filtres de synthése avec reconstruction (section 2.1.3).

22.1 Représentation dans le plan de modulation

Dans la suite, N est le facteur de sous-échantillonnage apparaissant dans un banc de
filtres de dimension N, e¢ W est la N-iéme racine de l'unité. Comme un
sous-échantillonnage par un facteur N fait apparaiire N versions modulées du signal
(y compris le signal lui-méme), l'espace dans le plan de modulation est de dimension
N, donc tous les vecteurs et matrices utilisées seront de dimension N et NxN. Le cas
d'un sous-échantillonnage différent du nombre de filtres est relégué & la fin de cette

section (voir Remarque R27). Notons que lindice m indique une représentation dans
le plan de modulation.

Introduisons les définitions suivantes:

Définition D2.11: Le vecteur des transformées en z modulées d'un signal (avec
transformée en 2 X(z)). appelé x (z). est égal &:

x_(2) = [ X(2), X(W2), X(Wz2), . . . . Xy I 2.16)

Donc, par exemple, h; m(z) esl égal &:
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b; @ = [ H;(). H;Wa) HW2), . ... HW ) T @.17)

Définition D2.12: La matrice des filtres Hi(z) modulés, appelée Hm(z), est définie par:

Hy@) = [ By ;@) by (@ by @ .. .. c by @]
' H(2) H, (@) H,(2) - e - v - Hy @ ]
H,(Wz) H, (Wz) H,(W2) . . . . . Hy,(W2)
- : : : : (218)
H(;(w”"z) HO ') o 2 . .. I-I;,_l(‘ff“qz)’J
Introduisons ;ga]ement la. notation suivante:
x@) = [ X2 X, @), X,@) . . . ., Xy @ T (219)
avec des définitions équivalentes pour y(z), x'(z), x(z). h(z) et g(2).
Dés lors, les relations (2.6), (2.8) et (2.10) peuvent s'écrire:
x@ = h@) - X(2) (220)
x() = IN [H@ T - %0 (221)
f =le@ T - x) (222)

A partir des relations (221) et (222), il est aisé de voir que le signal reconstruit est
une fonction linéaire du signal original et des N-1 versions modulées de celui-ci. Que
le systéme de la figure 23 soit linéaire est évident, puisqu'il qu'il ne comporte que
des opérations linéaires (telles que filtrage et modulation). Néanmoins, il n'est pas
rare de voir dans la littérature la notion de “distorsion non-linéaire” utilisée a
propos des repliements spectraux apparaissant dans un tel systéme. Comme
l'apparition de versions modulées du signal original est une caractéristique
importante du systéme, nous allons introduire explicitement des fonctions de
transfert Mi(z) pour chacune des composantes X(W‘i z). Dans ces conditions, le signal
de sortie (figure 25) devient:



-31-

N-1

R@) = I M@ - X(2)
=0

(223)
K

ol M.k(z) est la k-iéme composante du vecteur m(z) dont la définition suil ci-dessous.

Ho(Z)

-—é)—-ﬂ M@

. 1 Hz(z)

X(2) X(2)

g(N-l)n
—é>— e

Figure 25: Représentation dans le plan de modulation du probléme des bancs
de filtres d’analyse avec reconstruction

Introduisons un vecteur m(z) défini de facon similaire & x(2) en (2.19) et donné par:

m(z) = 1/N Hm(z) - g2 (2.24)

Alors, la relation (2.23) devient:

%@ = [m@) | - x (225)

La reconstruction sera parfaite si:
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m(z):[z.kOOO....O]'r (226)
puisqu’alors:

s -k

X(z) =z X(2) (227

D'une maniére similaire, on parlera de reconstruction sans repliement spectral (mais

avec modification spectrale) lorsque:
T
mz) =[S(z200...0] (2.28)

puisqu'alors seule la version filtrée du signal original apparait & la sortie et que

toutes les versions modulées sont éliminées:
X(2) = S(z) X(2) (229)

Jusqu'a présent, seul le cas d'un sous-échantillonnage critique du banc de filtres
d'analyse a été considéré, entre autres parce qu'il est le plus intéressant pour le
codage. La remarque ci-dessous donne les modifications nécessaires & la résolution du

probléme de sous-échantillonnage sur- ou sous-critique.

Remarque R2.7. Lorsque le banc de filtres d'analyse n'est pas sous-échantillonné de
facon critique, c'est-a-dire que NzN' (N étant le nombre de filires et N' le facteur
de sous-échantillonnage), nous remarquons que:

- la matrice Hm(z) a N’ lignes et N colonnes

les vecteurs xm(z). lx.i m(z) et m(z) sont de longueur N’
- les vecteurs x(z), y'(z), x'(2), §i(z). h(z) et g(z) sont de longueur N

W est la N'-iéme racine de l'unité

Dans la suite, nous nous référerons aux relations (224-225) comme & la
représentation dans le plan de modulation du probléme des bancs de filtres d'analyse
avec reconstruction du signal. En quelque sorte, ces relations donnent une
représentation fréquentielle du probléme des bancs de filtres comportant un
sous-échantillonnage.
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222 Représentation dans le plan polyphase

Une représentation complémentaire de celle qui est basée sur le plan de modulation
permet d'observer les effets temporels des bancs de filtres d'analyse avec
reconstruction. Comme base de représentation, on utilisera non pas le signal d'entrée
et ses N-1 versions modulées, mais ce que nous conviendrons d'appeler la

représentation polyphase du signal (qui sera indiquée par l'indice p).

La dualité vient du fait qu'un systéme variant dans le temps avec une période N
peut étre représenté soit par les fonctions de transfert du signal et de ses N-1
versions modulées, soit par N réponses impulsionnelles aux temps O0.N-1 (voir
également la définition D27 et la remarque R24).

La représentation dans le plan polyphase est une généralisation des bancs de filtres
polyphases introduits par Bellanger pour les transmultiplexeurs [bel74}. Dans ce cas,
le banc de filtres est obtenu par modulation & partir d'un seul filtre prototype, et
peut étre interprété comme N filtres polyphases suivis d'une transformée de Fourier.
Dans notre cas, nous ne nous restreignons pas aux bancs de filtres modulés, mais
nous considérons des filtres arbitraires. Chaque filtre peut étre décomposé en N
filtres polyphases, et de ce fait, un banc de N filtres sous-échantillonné de fagon
critique peut étre interprété comme Nz filtres polyphases. Cette généralisation
criginale nous semble importante pour linterprétation des bancs de filtres
numeériques. Méme si la représentation polyphase peut paraitre lourde au premier
abord, elle permettra un traitement concis de nombreux problémes par la suite, et

elle éclairera également ces problémes sous un jour nouveau.

Rappelons d'abord bri¢vement la transformation d'un filtre général en filire polyphase.
Ce premier pas est similaire a la dérivation dans [bel74]. Cetle transformation vise &
décomposer un filtre en différents sous-filtres qui ne comportent que des puissances
N-iémes de 2z el qui ont chacun un facteur de phase différent (d'ou le terme
polyphase). Cette représentation est fort utile afin d'exprimer un filtre & deux
fréquences d'échantillonnage différant d'un facteur N.

Prenons la fonction de transfert d'un filtre général Hp(z) a4 réponse impulsionnelle
infinie (RII) qui peut étre représenté de la facon suivante:
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J J-l

T n, 2 n Q- q; z )

- j=0
H (2) = N@) _ ;_o____ =c: (2.30)
P D(z) ~ 1 . I-1 -

Y di z n Q- P; 2 )

i=0 i=0

ol le facteur constant c est égal & nj/d,. Utilisons maintenant lidentité suivante,

basée sur la factorisation de polynomes:

N-1
-1
L z)
1 _1=0
I'Piz-l 1_piN N (231)

Dans la relation (231), N est arbitraire (en fait, N est choisi égal au facteur
d'échantilionnage qui suit ou précéde le filtre H (z)) L'équivalence exprimée par (2.31)
remplace un pdle en p; par N poles en W‘kp k-O .N-1, ainsi que N-1 zéros en W)‘pl.
k=1.N-1 (voir également la figure 26). Avec (2.31), Hp(z) peut étre modélisé par un

filtre H'p(z) de structure différente, mais de méme fonction de transfert, avec:

J-1 . I-1 N-1 -1
mQ-qz) - 1 (L Gz )
j=0 i=0 1=0
H (z) = ¢
P I-1 N -n
n - P Z )
i=0
J4INT
)3 a; 2’
_ _i=0 _ _N(
=7 =N (2.32)
-Ni D'(z")
L Py 2
i=0

ou le dénominateur ne comporte que des puissances multiples de N. Ce fait est
explicité par la notation z dans D(z ). Notons que la stabilité du fliltre n'a pas été
affectée par cette transformation, mais que les propriétés numériques peuvent étre
différentes.
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Figure 26: Expansion d'un pdle en N podles et N-1 zéros selon la relation (2.31)
(ici pour N=4)

Décomposons maintenant le numérateur de Hia(z) en filtres polyphases de la {agon

suivante:
N-1
I 2z Hyl)
k=
H'(z) =
P D'(zN) (2.33)
avec:
N -N -1N
lek(z )= o +to.nz ot + e N ?
by N1
)3 ayiek 2 I..k = | (J+IN-I-k)/N ] (2.34)

Rappelons que Hp(z). Hi’(z) et H;(z), quoique de structures différentes, ont tous trois
la méme réponse impulsionnelle (donc la méme fonction de transfert). L'avantage de
la reprﬁsentation en (2.33) est qu'un filtre n'ayant que des puissances N-iéme de 2z
(comme c'est le cas des différentes composantes polyphases dans (2.33)) est aisément
représenté & deux fréquences d'échantillonnege qui ont un rapport égal & N. Par
exemple, un filtre H(zu) précédant un sous-échantillonnage de N peut étre remplacé
par un filtre H'(z)=H(z) & la suite du sous-échantillonnage. Comme exemple, la figure
27 montre comment un filtre général précédant un sous-échantillonnage est d'abord
décomposé en composantes polyphases (comme en (2.33)), puis comment celles-ci sont
passées de l'autire coté du sous-échantillonnage. Notons que la section d'entrée de la
figure 27c (composée de délais suivis de sous-échantillonnage) est souventi représentée
comme un distributeur d'échantillons avec un sens de rotation contraire & celui des
aiguilles d'une montre [crc83)
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Figure 2.7: Transformation d'un filtre général en filtres polyphases
sous-échantillonnés
a) Filtre original suivi d'un sous-échantillonnage
b) Filtre décomposé en composantes polyphases avec un
dénominateur commun en zN

c) Filtre exprimé & la fréquence d'échantillonnage réduite

Les relations (230) & (2.34) sont équivalentes & la dérivation des filtres polyphases
dans [bel74], et nous les avons rappelées ci-dessus pour plus de clarté dans notre
développement. Résumons les relations (2.30) & (2.34) dans la définition suivante:

Définition D2.13: La représentation polyphase d'ordre N d'un filtre général comporte
un dénominateur n'ayant que des puissances N-iéme de z.1 el un numérateur
constitué par Ja somme de N filtres n'ayant également que des puissances multiples
de N, mais dont chacun est retardé d'un délai différent allant de O & -N+i.

La généralisation de la notion de bancs de filtres polyphases aux bancs de filtres
quelconques se base sur la définition suivante:



Définition D2.14: La matrice

suit:

Hp(z)=

4

des filtres polyphases,

Ho.o(zN) HI’O(ZN)
Dp@ ) D,@")
z.1 Ho'l(zN) z.le(zN)
Dtz ) D)
Honag@) 2 Hypy(@)
Dtz ) D)

N

Hy.10(2 )

Dy-1@ )

2 1"‘N 11‘z
Dy-y@)

z-NﬂHN-l.N-l(zN)
Dy-y@)

appelée Hp(z). est définie comme

(2.35)

Il est aisé de reconnaitre que les élemenls d'une colonne de la matrice Hp(z) sont

simplement les N filtres polyphases qui apparaissent lors de la décomposilion

polyphase d'un filtre Hi(z) comme dans (2.33).

Une représentation plus explicite de la matrice Hp(z) est obtenue par la factorisation

suivante:
‘ H@ =1  N& - b (236
pl@) = 14@) - N (z) - D.(2)) .36)
ou:
' 1 -y
-1
Z
-0
Z
1,2) = T . (237




rHo,o(zN) H o) . « Hyy o)
Ho,i(z ) H1,1(ZN) R HN-1,1(Z )
N : . :
Np(z )= : ) (2.38)
Ho,n- 1(2 ) Hy, N-1(ZN) R HN-I,N-l(ZN)
{ |

N T .
Dp(z )= (2.39)

O

DN-l(zN) J

Donc 1 d(z) représente le délai commun associé avec chaque ligne de la matrice H (z),
N (z) la décomposition polyphase des numéraleurs des filtres H (z) et D (z) le

dénommateur commun associé avec chaque colonne de Hp(z).

Cette factorisation de Hp(z) sera fort utile par la suite. D'une part, elle donne une
interprétation physique du banc de filtres en séparant les délais et les
dénominateurs communs des numérateurs polyphases. D'autre part, le traitement

mathématique de la matrice Hp(z) sera grandement simplifié par cette factorisation.

Notons encore qu'un avantage de la représentation polyphase par rapport & la
représentation dans le plan de modulation est l'absence de redondance dans la
premiére des deux. Prenons par exemple le cas ou les filtres du banc sont RIF. Dans
ce cas, un coefficient donné d'un filtre apparait dans un seul élément de la matrice
Hp(z), tandis qu'il apparait dans tous les éléments d'une colonne de la matrice Hm(z),
c'est-3-dire N fois. Ceci se vérifie aisément en considérant les définitions de Hp(z) et
de Hm(z).

Finalement, introduisons la représentation polyphase d'un signal:
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Définition D2.15: Le vecteur de représentation polyphase d'un signal (avec
transiormée en z X(z)). appelé xp(z), est formé des composantes suivantes:

[ x,@ ) = o Xp,k(zN) (2.40)

ou Xp 'k(zN) est la transformée en 2z du signal Xp k(n). Ce dernier est oblenu a
partir du signal x(n) de la fagon suivante:

"
3
s

xp'k(n) = x(n+k) n = IN, 1
=0 ailleurs (241)
Cette déflinition est similaire & la définition des filtres polyphases en (2.33).

Notons les relations suivantes qui lient les représentations polyphases aux

représentations dans le plan de modulation:

xp(z) i’/N - F - xm(z) (242)
Hp(z) =1/N-: F - Hm(z) (.43)

ol F est la matrice de Fourier définie par:

, y
1 1 1 1
1 W W Wt
1 w2 w4 WZ(N-I)
F = : . (2.44)
) wN-—l w2(1~l-1) L "V(N-i)(N-l)
| J

I est caractéristique que les deux représentations soient liées par une transformée
de Fourier puisqu'elles correspondent & la représentation temporelle (polyphase) et
fréquentielle (modulation) d'un méme probléme.

En utilisant la relation réciproque & (242), c'est-a-dire:
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xm(z) =N - F.l . xp(z) = F' . xp(z) (2.45)
nous pouvons écrire (2.25) comme suit:
R@) = 1N - [Hyo) - e@ T - F - x @) (246)

Notons que, & partir de (243), on peut écrire:

L]

(T  F =n-[B@T -3 (247)

*
ol nous avons utilisé le fait que F2 = {F ]2 = N-J, et:

1 0o o . . . . 0
0o o 1
0 10
J= S o : (248)
0o o0 1 0
o 1 o 0]

Done, la relation (2.46) devient:
k@) = [H@ - e@ 1 - - x (249)

Par la suite, on se rélérera & la relation (249) comme A la représentation dans le
plan polyphase du probléme des bancs de filtres d'analyse avec reconstruction. Notons
que la matrice de permutation J§ correspond 4 la distribution des échantillons dans
un banc de filtres polyphases, et que cette distribution se fait dans le sens contraire

a la rotation des aiguilles d'une montre [crc83)

Appelons Pk(z) la réponse du systéme 4 une impulsion unitaire au temps k. Alors le
vecteur p(z) des N réponses aux impulsions aux temps k=0..N-1 est égal a:

T T
[p@) ] =[H@E - e@] - I LE (250)
puisque les colonnes de Id(z) correspondent bien & des impulsions aux temps 0,1,.N-1

dans une représentation polyphase. La reconstruction parfaite est obtenue si le

vecteur p(z) est égal A:
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T

Tk gkt ey @51)

p(z) = [ 2 )

La relation (250) correspond & (226). Le systéme est invariant dans le temps si
toutes les réponses sont identiques, donc si p(z) est égal &:

PR =[S zis@... z¥isp) [ (252)

Notons que l'invariance dans le temps correspond & l'absence de modulation {donc de
repliements spectraux), d'ou il ressort que (252) est équivalent & (228).

Introduisons un vecteur p'(z) oblenu & partir de p(z) en simplifiant les délais et la
permutation de la fagon suivante:

P@ =3 [1L,@ T - pe) = HG) - g@) (253)

Donc, Pi‘(z) (qui est le k-iéme élement de p'(z)) représente la transmission d'une
impulsion au temps N-k, sans tenir compte du délai implicite de z-m*. A laide de
p'(z). on peut représenter le banc de filtres avec reconstruction comme dans la figure
28, qui est l'équivalent polyphase de la représentation dans le plan de modulation
de la figure 25. Dans la figure 2.8, la section d'entrée réalisée par des délais suivis
d'un sous/suréchantillonnage de N (qui garde uniquement les échantillons & des
instants multiples de N et remplace les autres par zéro) est, comme déjd remarqué
suparavant, équivalente & un distributeur (en sens contraire aux aiguilles d'une
montre) suivi d'un suréchantillonnage de N.

) Py@
X@ )
— X@

A OnOss I

Figure 2.8: Représentation dens le plan polyphase du probléme des bancs de
filtres d'analyse avec reconstruction
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Notons que si le suréchantillonnage n'est pas critique (N'#N), alors une remarque
similaire & R2.7 est applicable:

Remarque R2.8: Si le sous-échantillonnage n'est pas critique, alors les dimensions
des matrices et vecteurs dans le plan polyphase sont modiliées de la facon suivante:
- la matrice Hp(z) a N’ lignes et N colonnes

- les vecteurs xp(z). hi,p(z) et f(z) sont de longueur N’

- les vecteurs xi(z), y'(2), x'(2). xi(z), h(z) et g(z) sont de longueur N

W est la N'-iéme racine de l'unité

Avec la représentation polyphase introduite ci-dessus, on a obtenu en quelque sorte

une vue des bancs de filtres dans le domaine temporel.

223 Résumé et synthése du formalisme matriciel des bancs de filtres

Comme le formalisme matriciel introduit ci-dessus pour les bancs de filtres d'analyse
aver reconstruction est central au chapitre 2, nous rappelons les équations les plus
importantes ci-dessous, et ceci en présentant cote & coOte la représentation dans le

plan polyphase (indice p) et dans le plan de modulation (indice m).

Les deux représentations du signal d'entrée d'un banc de filtre comportant un

sous-échantillonnage de N sont liées par les relations suivantes:

xm(z) F-3J: xp(z) ‘ (2.54)

xp(z) i/N - F . xm(z) (2.55)

ou nous avons utilisé le fait que:

Fl=iN.-F.J =1/N-J-F (2.56)

La sortie du banc de filitre de syntheése X(@2) peut étre écrite en fonction de xn(z) et
Hm(z) ou de x p(z) et Hp(z) comme:
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@) = 1N - [H@ - e@ T - x @ (257)

f((z)

(B0 e@ T - - x0 (258)
Les deux représentations des matrices de filtres sont liées comme suit:
H(z)=F - J- Hp(z) (259)
Hp(z) =3Ii/N- F. Hm(z) (2.60)

Le probléme de la reconstruction parfaile ou de la reconstruction sans repliement
spectral est succinctement formulé par:

H () - glz) =1 z¥00...0 ]'r reconstruction parfaite .
(2.61)
={sz00...0 ]'r reconstruction sans repliement spectral
Hp(z) - gz =1 z.k z-k Ca z.k ]‘r reconstruction parfaite
_ _ (262)
=[Sz S() ... S ]'r reconstruction sans repliement spectral

Les relations (254) a (2.62) résument parfaitement le probléme des bancs de filtres
d'analyse avec reconstruction, el nous nous y référerons continuellement dans la
suite lors de la recherche de solutions au dit probléme.

224 Application du formalisme matriciel aux bancs de filtres de synihése

Le formalisme matriciel introduil ci-dessus peut également étre appliqué aux bancs
de filtres de synthése avec reconstruction des signaux (voir section 2.1.3 et figure
24). Notons que la puissance du formalisme matriciel introduit dans les sections 2.2.1
4 223 devient évident, puisque le cas des bancs de filtres de synthése se traite
maintenant en quelques équations.

Récrivons d'abord le i-iéme signal de sortie (avec transformée en 2z f(i(z)) comme suit
(d’'aprés 2.11-2.15):
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N-1
%, = 1N p g, 2N vk 2N
k=0
N-1 N-1
=N ¢ 6w 2N Hj(w" 2% X5(2) (263)
k=0 j=0

Remplagons d'abord z par zN afin de simplifier la notation (ceci revient & exprimer
toutes les transformées en z dans la frégquence du signal de canal plutét que dans
celle des signaux d'entrée). Ensuite, nous remarquons que la relation (2.63) s'exprime
aisément & l'aide des matrices de filtres modulés introduits & la section 22.1, et ceci

comme suit:

x2) = N (6@ T - H@ - x@) (264)
ou:

x@) = [ X&) X,@) . Xy @) T (265)

-~ N . R i
ainsi qu'une définition similaire pour =x(z ). Introduisons une matrice T(z) définie

comme suit:
T = IN[ G @) ] - H) (266)

Notons que T(z) est une fonction de 2N puisque chaque élément est égal & la somme
de N versions modulées. Avec (2.66), la relation (2.64) devient:

X2) = T(2) - x(2) (267)

Donc, l'élément ij de la matrice T(z) indique comment le signal d'entirée j est
transmis & la sortie i d'un banc de filires de synthése avec reconstruction. De ce
fait, nous appellerons T(z) la matrice de transition entre les entrées et les sorties
d'un tel banc de filtres. Les relations (2.66) et (267) sont la représentation dans le
plan de modulation du probléme, puisqu'elles font appel aux matrices de filtres
modulés.

Afin d'obtenir la représentation dans le plan polyphase, nous appliquerons la

transformation suivante:
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T) = IN[G@ | - F' - F- H(

IN[G@T - IN-F-J - N H@

[, -3 H@ (268)

ol nous avons utilisé les relations (256) et (2.60). Donc, nous pouvons récrire (2.64)

comme Ssuit:
2 = | G, @ rF.J. H (@) - x(2) (269)

Ceci est la représentation dans le plan polyphase des bancs de filtres de synthése

avec reconstruction.

Similairement aux relations (2.61-2.62), on peut parler de reconsiruction parfaite si:
’ .
=Nk A
z
~Nk

T() = L (2:70)

=Nk

\ . z J

Si le délai est différent d'un multiple de N, la reconstruction parfaite peut étre

obtenue, mais alors le sous-échantillonnage & la sortie n'est plus en phase, et doit
&lre décalé dans le temps de fagon appropriée. La reconstruction sans diaphonie est
obtenue si:
S,(2)
) N
5,@)
T(z) = * . (2.71)

" S )

. P
Les relations (264), (269) el (2.70-71) sont l'équivalent, pour les bancs de filtres de
synthése, des relations (2.54-62) pour les bancs de filtres d'analyse. De ce fait, elles

jouent un réle central dans l'étude des bancs de filtres de synthése avec
reconstruction du signal, ainsi que nous le montrerons par la suite.
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2.3 Quelques résultats généraux

Dans cette section, nous démontrerons quelques théorémes liés & la propriété de
reconstruction des bancs de filtres d'analyse et de synthése. Lorsque dans la suite
nous parlerons de matrices de filtres, nous parlerons de matrices de {fonctions
rationnelles en z.1 ayant la forme de Hm(z) ou de Hp(z) el qui ont été introduites
dans la section précédente. Notons que ces matrices ont des structures bien
particuliéres et ne sont donc pas des matrices générales de fonctions en z.x. Nous
présenterons d'abord quelques propriétés des matrices de filtres. Nous indiquerons
ensuite les principaux résultats qu'il est possible dobtenir sur les bancs de filtres
d'analyse et de synthése, en particulier dans le cas de la reconstruction parfaite et
de la reconstruction sans repliement spectral ou sans disphonie. Finalement, nous
montrerons qu'il existe des liens étroits entre les bancs de filtres d'analyse et de

synthése.

A notre connaissance, la plupart des résultats de cette section sont originaux. En
fail, nous pensons que leur oblention n'est possible que grace & un formalisme
suffisamment puissant tel que celui que nous avons introduit dans la section

précédente.
23.1 Propriétés de matrices de filtres

Nous allons utiliser ce que l'on pourrait appeler une algébre sur un espace vectoriel
de fonctions rationnelles en z.l. Comme les opérations fondamentales restent
inchangées (si ce n'est que les scalaires sont remplacés par des fonctions rationnelles
en z.l) el que lon respecte les domaines de convergence des transformées en 2z
irapliquées (les solutions hors de ces domaines sont sans intérét pour la pratique),
cetie algébre est sulfisamment bien définie pour les problémes que nous cherchons &
résoudre. Posons quelques définitions qui seront utiles pour l'analyse des matrices de

filtres.

Définition D2.16: Une matrice H(z) dont les éléments sont des fonctions rationnelles

-1 . .
de z * est singuliére si son déterminant A(2) est nul quel que soit z.

Notons qu'au sens habituel, la matrice H(z) est également singulitre pour tous les
2éros de A(z), mais que ces singularités isolées correspondent ici & des pdles des

fonctions rationnelles en z.1 de l'inverse de H(z).
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Définition D2.17: Le rang r dune matrice H(z) est la dimension de l'espace de
fonctions rationnelles en z‘-1 que l'on peut couvrir par combinaison linéaire des
vecteurs ligne ou colonne de cetle matrice.

Notons que la combinaison linéaire admel des facteurs de pondération qui sont
également des fonctions rationnelles en 2-1.

Définition D2.18: Une matrice H(z) est stable si tous ses éléments sont des filtres
stables, donc des fonclions rationnelies en 2.1 avec des pbdles strictement 3
I'intérieur du cercle unité.

Remarque R2.9: La matrice des cofacteurs C(z) d'une matrice H(z) stable est une
matrice stable.

Cette derniére remarque se vérifie aisément, par exemple en ramenant tous les
éléments & un dénominateur commun D{(z) (dont les zéros sont & lintérieur du cercle
unité), puis en calculant les cofacteurs. Ceux-ci ont alors tous un dénominateur égal
a [D(z)]N.1 et sont donc stables.

Définition D2.19. Une matrice H(z) est qualifiée de causale si tous ses éléments sont
des filtres causals.

Remarque R2.10: La matrice des cofacteurs C(z) d'une matrice H(z) causale est une
matrice causale, puisque les éléments de C(z) sont obtenus par multiplication et
addition de filtres causals.

Nous allons maintenant considérer les inverses des matrices de filires, donc
également les déterminants et les malrices de cofacteurs de telles matrices. Rappelons
que les matrices Hp(z) et Hn(z) sont étroitement liées par la matrice de Fourier (qui
est évidemment non-singuliére). Donc, les propriétés de l'une sont immédiatement
transmissibles & l'autre (par exemple, la stabilité, la causalité ou le rang).

Dans ce qui suit, nous allons montrer que la structure particuliére de Hp(z) et de
Hn(z) se répercute sur leurs inverses, cofacteurs et déterminants. Une premiére
sous-section examine la matrice des colacteurs d'une matrice de filtres, et une
seconde Je déterminant d'une telle matrice. Ensuite, les caractéristiques de linverse
sont explorées en détails, en particulier la causalité et la stabilité de cet inverse.
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8) Matrices de cofacteurs des matrices de filtres

Evaluons d'abord la matrice des cofacteurs de Hp(z) que nous appellerons Cp(z). Nous
allons montrer que celle-ci est similaire & une matrice de filtres polyphases. Nous
dirons que deux matrices sont similaires (dénoté par "~") si elles ont une structure
comparable. Par exemple, si toutes deux sont diesgonales et ont des éléments qui ne
sont fonction que de z.N. alors on pourra dire qu'elles sont similaires. Toutefois, si
'une a un élément diagonal non-nul ou un élément disgonal comportant une
puissance de z différente d'un multiple de N, elles ne sont plus similaires. La matrice
C?(z) peut s'écrire, en utilisant la décomposition donnée en (2.36), et en exploitant le
fait que la matrice des cofacteurs d'un produit est égale au produit des matrices de

cofacteurs, avec:
¢, = C;) - c @) - C) : 272)

ou C (2), C (z ) et Cd(z ) sont les matrlces de cofacteurs de | (z) N (z et D (z )
respectlvement. Il est aisé de voir que C (z ) et C d(z ) sont des matrxces &mﬂmres a
N (z Jet D (z ). Par contre, C, (z) est égal A:

N(N-1)/2 _(=N(N-1)/2) 41 ~N(N-1)/2)+N-1
(N-1) {=N(N-1)/2) ( .( 1/2). 1 @7m)

Ci(z)=Diag[z. .2 N -

Donc, les lignes successives de Cp(z) ont des délais décroissants (et non pas
croissants comme dans Hp(z)).

-N({N+1)/2

Si N est impair, alors z est un délai multiple de N. Dans ce cas, en raison

de (2.72) et (2.73), on voit que:
3 - Cp(z) ~ Hp(z) (2.74)

ou J est la matrice de permutation définie en (2.48). Notons que maintenant les
délais de la matrice J-C_(z) sont dans un ordre croissant, d'ou la similarité. Si N

P
=N{N~- -
est pair, alors 2 (N-1)/27=N/2 est un délai multiple de N, donc:

N2 @ ~ H@ (275)

Pour montrer les particularités de la matrice de cofacteurs Cm(z) de Hn(z). notons
que les déterminants de Hp(z) et de Hm(z) sont liés, & cause de (260), par la

relation suivante:
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8, = N -, - () 2.76)

£

ou 4, est le déterminant de la matrice de Fourier en (244) égal &:

>
]

N'N/2 L (N+1)/2 ] impair
@.77)
¥ N2 L (N+1)/2 ) pair

Egalement suivant (2.60), les matrices de cofacteurs Cp(z) et Cn(z) sont liées par la

relation suivante:

-1
Cp(z) N - A l;‘(z)/t\m(z) - F° - Cm(z)

Ap(z)/Am(z) -3 - F - Cm(z) (2.78)

ou Ap(z)/Am(z) est une constanie scalaire définie par (2.76-77) que nous appellerons
dorénavant c,. Puisque J est autoinverse, il ressort que:

J - Cp(z) = ¢4 F - Cm(z) (2.79)

Lorsque N est impair, e¢ en comparant (279) & (260), on voit que Cm(z) est une
matrice similaire & une matrice Hm(z) de filtres modulés puisque J:- C_(z) est similaire
N/2

dans (2.75)

provoque un changement de signe des lignes impaires, et dans ce cas, la matrice

a4 une matrice Hp(z) selon (2.74). Lorsque N esl pair, le délai de z
C;n(z) donnée par:

C. (2 = Diag[ 1, -1, 1,...., ~1] - Cm(z) (2.80)
est similaire & une matrice Hm(z) de filtres modulés.
Le but de cette partie sur les matrices de cofacteurs était de montrer qu'elles ont
également une structure trés particuliére. Tout comme Ja matrice Hm(z), la matrice

Cm(z) est définie complétement par une seule de ses lignes, les autres étant obtenues
simplement par modulation.
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b) déterminants de matrices de filtres

Rappelons que les relations (276) et (2.77) montrent que les déterminants Ap(z) et
Am(z) sont liés par une constante scalaire. Dans la suite, nous n'évaluerons plus que
Ap(z). puisque Am(z) peul en étre immédiatement déduit. Toujours en vertu de (2.36),

on peut écrire Ap(z) comme:
8.) = 8, - 8,2 - ByE) (281)

ol Ai(z), An(zN) et Ad(zN) sont les déterminants de Id(;), Np(zN) et Dp(zN)
respectivement. A nouveau, nous avons utilisé la notation 2z pour indiquer une
fonction qui n'a que des puissances N-iémes de z, et évidemment, le déterminant
d'une matrice en zN ne comportera que des puissances N-iémes de z. Les différents
facteurs de (2.81) sont égaux & (suivant (2.36-39)):

=N(N=-1)/2

8(2) = 2 (2.82)

An(zN) = a, + a,- z.N + a, z.2N + .. (2.83)
N-1 N

8,(2) = 17( Di(z )) . (2.84)
i=0

Dans (2.84), les a; sont des facteurs scalaires obtenus lors de 1'évaluation du
déterminant de Np(zN). Donc, le déterminant A(z) d'une matrice de filtres H(z) peut,
selon (2.81-84), s'exprimer comme suit:

A(2) { (zN) N .impair

(285)

~N/2
z .

A(z) (@) N pair

Deux conséquences importantes découlent de (2.85). Premiérement, outre d'éventuels
2¢ros & Yorigine, tous les pdles et zéros de A(z) se répttent N fois sur un cercle,
puisque si P; est un pdle ou 2éro de A(z), alors Wk P; (k=1.N-1) est également un
pole ou 2zéro de A(2). Deuxiémement, et nous verrons limportance de ce fait par
exemple lors de la dérivation de bencs de filtres RIF, le fait d'imposer certaines
contraintes au déterminant 4(z) d'une matrice de filtres (typiquement, l'annulation de
coelficients) est grandement simplifié puisque seul un coefficient tous les N
coefficients est différent de zéro.
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¢) Inverse des matrices de filtres

Deux problémes sont liés aux matrices inverses: la causalité et la stabilité. A
nouveau, comme les inverses de Hp(z) el de Hn(z) sont étroitement liés par (2.60), on
a

B =N B - F (286)

Nous ne considérerons donc en général que linverse de Hp(z).

Examinons d'abord le probléme de la causalité de l'inverse. En général, l'inverse d'une
matrice de filtres causale (au sens de la définition D2.19) n'est pas causale. Ecrivons
l'inverse de Hp(z) comme suit:

-1 T
[Hp(z)] = 1/8,() - [C,(2)]

=2 U2 @ @) - e - e - C,z) (287)

ol nous avons mis & profit les relations (272) et (2.81). Maintenant, tous les facteurs

N(N-1)/2

en (287), & l'exception de 2 . sont causals (entre autres en vertu de 1la

remarque R2.10). Notons que:
sz.n/2 . Ci(z) = Diag[ 1, 2z, 22 AR ] (2.88)
Done, nous pouvons dire que si une matrice Hp(z) est causale, alors la matrice:
G =2 - H@I (2:89)
est également une matrice causale. Ce résultat est important, car il donne une limite

inférieure au délai produit par un systéme avec reconstruction, comme noté dans la
remarque ci-dessous.

Remarque R2.11: Un systéme d'analyse ou de synthése avec reconstruction et
comportant N canaux produit au moins un délai de N-1 échantillons (échantillons

correspondant 4 la fréquence la plus élevée) si tous les filtres impliqués sont causals.

Concernant le délai appliqué dans (2.89), la remarque suivante est appropriée:
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-N
Remarque R2.12: En général, on choisira de multiplier l'inverse dans (2.89) par z
plutét que par z.NH. La raison en est qu'un systéme variant dans le temps avec
une période N reste inchangé par lintroduction d'un délai multiple de N, ce qui

n'est pas forcément le cas pour des délais différents.

Le probléme de la stabilité de linverse est plus délicat. Pour le cas le plus général,
il sera seulement possible de donner une condition suffisante pour cette stabilité. On
montrera que cette condition est également nécessaire pour N=2 ainsi que pour les
bancs de filtres modulés (voir la définition D2.8).

Ecrivons l'inverse de Hp(z) de la facon suivante (suivant la factorisation en (2.36)):
@7 = D,E" - W - i@ (290)

L'inverse de Dp(zN) est une matrice diagonale de filtres RIF égaux & Di(zu) selon
(2.39). Notons que ces filtres RIF sont & phase minimum (2éros & l'intérieur du cercle
unité), puisque nous avons supposé que H (z) était une matrice stable. Linverse de
d(z) ne présente pas de probléme de stabxhté (la causahté ayant été considérée plus
haut). Donc seul [N (z )] influence la stabilité de [H (z)]

Rappelons que An(zu) est le déterminant de Np(z“). La condition suffisante suivante
peut alors étre posée pour la stabilité de l'inverse d'une matrice de filtres:

Condition C2.1: Si les zéros de A (z ) sont & lintérieur du cercle unité, alors la
stabilité de la matrice [H (z)] est garantie.

Ce résultat est évident, puisque:
N=1 _ N N T
NG = 178, + €] (291)
Selon la remarque R29, C (z ) est stable Sn A (z ) est & phase minimale, alors son

inverse est un filtre stable, donc [N (z )] et par conséquent aussi [H (z)] sont
des matrices stables.



Démonstration de la nécessité de la condition C2.1 pour le cas N=2

Pour dériver la nécessité de cetle condition, ii faut considérer le cas dun pdle de
1/An(zN) a l'exiérieur du cercle unité. Manifestement, pour que [HP(Z)].I soit stable,
ce pdle doit se simplifier avec un zéro. Comme il est & lexténeur du cercle unité. il
n'y a pas de simplification possible avec les zéros de [D (z )] ou de [l (z)] . Seuls
peuvent entrer en ligne de compte les zéros de C (z) Nous allons montrer
l'impossibilité d'une telle simplification pour le cas N=2. Pour ce {aire, nous
reformulerons Np(zN) de la facon suivante (oi nous omettons la notation zN par
simplicité):

a,(2) 0 Hyo(2) H) ,(z) B2 Y
Np(z) = . . (292)
0 a, (z) Hbl(z) Hi 1(z) 0 g 1(z)
Les a, (z) représentent les facteurs communs aux éléments d'une méme ligne i, et les

g (z) représentent ceux communs sux éléments d'une méme colonne j de la matrice
N (z) Linverse [N (z)] peut dés lors s'écrire comme suit:

18 o(z) 0 H’u(z) -H'm(z) l/ao(z) 0
-1 .
NG "= 1/8,(z) . (293)
o] 1B 1(z) ~H, 1(z) H, o(z) 0 1/01(2)
ou.
A;‘(z) = Hbo(z) . H'u(z) - H;u(z) . H'm(z) (2.94)

Evidemment, les a. (z) et les B, (z) doivent avoir leurs zéros & lintérieur du cercle
unité. Si mamt.enant A (z) posséde un 26éro & l'extérieur du cercle unité, il doit se
simplifier afin que [N (z)] soit stable. Prenons l'édlément avec lindice 00 de la
matrice centrale de (2. 93) qui est donné per:

€,0 = Hy, (@) 7 (Hyo(2) Hy (2) = Hy, (2) Hy(2)) (295)

Si un pole P; doit étre annulé par un 2éro en (2.95), alors € o devra étre de la
14
forme suivante:
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-1 " -1 - . L] . L1 - L] . ’
%0 = (z 'p; - Hy @ 7 ((z "p; - 1) Hyo(2) HY (@) - Hy, (@) Hyy(2)  (296)
Comme (z.lpi - 1) est un facteur du dénominateur de (2.96), il est également un
) 1 \1 -1 - ' )
facteur de Hm(z)- Hm(z;. (z p; 1) est donc un facteur de Ho1(2) ou de Hw(z)
mais aussi de H'u(z), ce qui est en contradiction avec la factorisation que nous
avons eflectuée en (292). La méme démarche peut étre appliquée aux autres
éléments de la matrice centrale en (293) et par conséquent, un podle instable ne
peut pas étre éliminé par un zéro en (293). Nous pouvons donc poser la condition

suivante:

N
Condition C€2.2: Pour N=2, il est nécessaire et sullisant que les zéros de A“(z)
soient & lintérieur du cercle unité pour que [Hp(z)]-'1 soit une matrice de filtres
stable.

Pour N>2, la situation est plus complexe car d'une part les cofacteurs sont des
sous-déterminants (et non plus simplement des filtres), et d'autre part, le
déterminant est une somme de plus de deux termes (ce qui ne permet plus la
démonstration qui suit (296)). Comme les zéros d'une somme de polynémes sont
non-trivialement liés aux zéros des polyndémes sommés, nous pouvons dire que la
nécessité de la condition C21 reste un probléme ouvert pour N>2 et des filtres

généraux.

Par contre, pour des bancs de filtres modulés, les conditions pour la stabilité de la
matrice inverse peuvent étre bien élablies. Dans ce cas, il est plus aisé de considérer
I'inverse de la matrice Hm(z), de laquelle l'inverse de Hp(z) suit immédiatement selon
(2.83). Notons que si le filtre Hi(z) est égal & la i-iéme version modulée d'un filtre
prototype Hn(z), avec:

H () = Hy(W'2) (297)

alors la matrice Hm(z) posséde une forme trés particuliére:
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(Hy@  HoW)  HgW'z) HoW2) ]
HoW2)  Ho(W’2) R .. Ho(2)

Hn(z) = : L - L : (2.98)
10" Hyo) . Hg, (W2) Ho W ~2) |

Notons que si Hn(z) est un filtre RIl, on le transformera d'abord en filtre polyphase,
que l'on peut écrire comme N(z)/D(zN). avec la méthode décrite au début de la
section 222. Le dénominateur en z” est commun & tous les éléments et peut donc
étre mis en facteur. Prémultiplions de surcroit Hn(z) en (298) par J pour oblenir:

(N, (@) NoW2)  No(W’2) Nn(w"'lzf

) N0 Ng) R NPT
- H @ = 1/DE" - - (299)

.
. .
.

| Nyt Npw) Ny (W2) )

La matrice en (299) est une matrice de Toeplitz circulante, c'est-A-dire une matrice
de convolution. Elle peut donc étre diagonalisée & l'aide de la matrice de Fourier.
Les éléments sur la diagonale sont alors les éléments de la transformée de Fourier
inverse de la premit¢re ligne de la matrice de convolution (voir annexe A2.1):

1 H@= D) Flo L@ - F (2.100)
ol

L(z) = Diag[ 1(z) ) (2.101)

avec:

1@ = N - F' - [ Nolo) No(Wa) No(Woa), ... NgW ') ¥

N3 [ Ngp@) 27 N @ 270 N, @) 2™, (@ T ao2)
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1(z) est donc le vecteur des filtres polyphases de Nn(z). Dans ces conditions, la

matrice inverse [Hm(z)]-1 devient avec (2.100):
(B =0 F'- (1] - F- 3 (2.103)

ol nous avons utilisé le fait que J-1= J. L'inverse de L(z) est égal &:

[ L(z) ].1 = 1/N - Diagf l/NQO(zN).zN-I/NQN_I(zN), ce z/Nm(zN) ] (2.104)

-1 =N+1 .
Nous remarquons & nouveau qu'il faudra multiplier [Hm(z)] au moins par 2z afin
d'obtenir une matrice inverse causale. En fait, une multiplication par z-N simplifiera
les notations (voir également les remarques R211 et R2.12). Considérons donc la

matrice Gm(z) égale A:
-N -1
Gm(z) =2 - [ Hm(z) ] (2.105)

En utilisant les relations (2.103) et (2104), il peut étre vérifié que Gm(z) est
également une matrice de filtres modulés donnée par:

(Gy@  GyW2)  Gu(W2) G ') )
CoW2)  Go(W2) L G

Gm(z) = . (2.106)
\GQ(WN-lz) Co\(2) G, (W2) G %2) )

ou, de (2.103-105):

N =N N -N+1 N -1
GQ(z)=D(z)-[z /NQO(z)+z /Nm(z)-f...-fz

N
/NQN-I(Z )] (2.107)
Dans l'annexe A22, il est montré que pour que Gm(z) soit une matrice stable, il est
nécessaire et suffisant que tous les zéros des Nm(zu) soienl & lintérieur du cercle
unité. De facon équivalente, il faut que les N filtres polyphases qui composent Hn(z)
soient & phase minimale.

Considérons encore le déterminant de la matrice Hm(z) en (2.100). Celui-ci est égal a:
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8 @) = [1/DE] - 8 - 8,@ (2.108)

ou Aj et Al(z) sont les délerminants de J et L(z) respectivement. Puisque seuls les
Zéros de Am(z) nous intéressent pour la stabilité (ils seront les pdles de linverse),
nous allons évaluer Al(z):

N-1 N

i:() Nm(z ) (2.109)

z-N(N-I)/Z .

Al(z) = NN .

Afin que linverse de Hm(z) soit stable, on voit qu'il est suffisant que tous les 2éros
du délerminant soient & lintérieur du cercle unité, et ceci suivant les relations
(2.107) et (2.109). De surcroit, el ceci en vertu de lannexe A22, il est également
nécessaire que tous les zéros soient & l'intérieur du cercle unité. On peut donc poser

la condition .suivante pour les bancs de filires modulés:

Condition C2.3: Pour que linverse d'une matrice de filtres modulés soit stable, il
est nécessaire et suffisant que les zéros du déterminant soient & l'intérieur du cercle
unité ou que les filtres polyphases correspondant au filtre prototype socient & phase
minimale. Les deux conditions sont absolument équivalentes.

Notons finalement que dans le cas de bancs de filtres modulés, la matrice Hp(z) est
égale &, selon les relations (256), (2.60) et (2.100):

Hp(z) =N - F- H@

=t/N-F-J-F-Lg- F'

L) - F (2.110)

Considérons encore quelques propriétés générales des inverses de matrices de filtres.
De la méme facon que pour les matrices de cofacteurs (relations (2.72-80), nous
allons montrer que les inverses de Hp(z) et Hm(z) ont des structures particuliéres.
Cette remarque est importante, car si les matrices inverses n'étaient pas similaires a
des matrices de filtres, il serait évidemment impossible de leur associer un banc de
filtres correspondant. En inversant pas & pas Hp(z) donnée par sa factorisation en
(2.36), il est aisé de vérifier que:
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@ T~ T (2.111)
En utilisant la relation (2.86) puis (2.56), on peut voir que
2 @~ T (2112)

Donec, tant Yinverse de Hp(z) que l'inverse de Hm(z) ont une structure similaire a la
matrice de départ transposée. Ceci était bien sir prévisible au vu des similarités que

nous avions vues entre les matrices et les matrices de cofacteurs associées.

Trés souvent, il ne sera pas possible d'inverser parfaitement la matrice de filtres
H p(z) ou Hm(z) (par exemple pour des questions de stabilité). Si la matrice [Gp(z)]T
ou [Gm(z)]'r (qui correspond aux filtres de synthése) n'est que partiellement l'inverse
de la matrice Hp(z) ou Hm(z) {correspondant aux filtres d'analyse), on s'intéresse & la
"qualité” de cet inverse partiel (c'est-d-dire dans quelle mesure le produit de la
matrice de liltres par cet inverse partiel est proche d'une matrice unité ou

diagonale). Dans ce cas, les relations apparaissant ci-dessous seront utiles.
Pour le cas des bancs de filtres d'analyse, nous étendons d'abord g(z) (& partir de

(2.61) par exemple) en une matrice Gm(z). et ceci en modulant g(z) par v afin

d'obtenir la i-idme colonne de la matrice Gm(z). On obtient alors la relation suivante:

T
Hm(z) . [Gm(z)] = S(z) (2.113)

Un cas imporiant est celui ol S(z) est une matrice diagonale, qui a dés lors la

forme suivante:

S(z) = Diag[ S(z). S(Wz). S(W’2), . . .. s 123 (2114)

En pré- et post-multipliant (2.113) par la matrice de Fourier (puisque F=FT), on
obtient, suivant (2.60), la relation équivalente pour les matrices polyphases:

H (@) - [cp(z)]" =1/N -F- Sk F (2.115)

Pour les bancs de liltres de synthéses, rappelons explicitement les relations (2.66) et
(2.68):
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6, - H () = T@) (2.116)
[91,(2)].r - - H@) = TE) (2.117)

Notons que les relations (2.113) et (2.115) sont équivalentes & (2.116-117) s et
seulement si [str80):

S(z) = T(2) = afz) - 1 (2.118)

ol a(z) est une fonction de transfert arbitraire et I la matrice unité. La relation
(2.118) est importante, car elle indique dans quels cas les résultats obtenus pour des
bancs de filtres d'analyse (section 2.12) peuvent étre sans autre transférés aux bancs

de fillres de synthése (section 2.1.3) el réciproquement.

Pour conclure cetite partie sur les inverses de matrices de filtres, nous allons
considérer deux cas particuliers, celui de filtres RIF de longueur N (donc égale au

nombre de canaux) et celui de filires passe-bandes idéaux.

Dans la cas de filtres RIF ayant une longueur égale au nombre de canaux, la
solution de reconstruction parfaite aprés l'analyse est trés simple (comme nous
l'avions montré dans [vet83]), donc linverse doit également é&tre simple. La matrice
Np(zn) en (236) se réduit & une matrice purement scalaire, alors que Dp(zu) est égal
4 lidentité (puisque les filtres sont RIF). L'inverse de Hp(z) devient:

[H@ T =N (1] (2.119)

ou la notation Np-1 montre qu'l s'agit d'une matrice inverse dont les éléments sont
des scalaires (et non pas des fonctions de 2z). Pour rendre la matrice [Hp(z)]"1
causale, il faut la multiplier par 2~N+1 (selon (2.86)). Deés lors, l'inverse est une
matrice de filtres RIF de longueur N, et dont les coefficients oni été obtenus par
inversion de la matrice Np. Done, la reconstruction parfaite ne pose pas de probiéme
dans ce cas particulier qui n'a malheureusement que peu d'intérét en pratique vu la
longueur exirémement réduite des filtres.

Le cas de filtres idéaux a bien sur surtout un intérét théorique, mais il est
intéressant de le traiter dans le cadre de notre formalisme matriciel. Introduisons les

deux types de filtres suivants (toujours pour N canaux complexes):
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i) filtre A(z) avec atténuation hors-bande idéale. A(z) posséde la propriété suivante:

A(z) - A(sz) [ A2) ]2 k = n-N, n=01..

(2.120)
k # nN

n
o

ii) filtre P(z) passe-bande parfait. Sa transformée en 2z sur le cercle unité a la

propriété suivante:

P = 1 w€({0..2n/N}
(2.121)

ailleurs

n
o

Notons que ce filtre idéal n'est pas causal et que sa réponse impulsionnelle est
infiniment longue. Evidemment, (2.121) entraine (2.120) mais la réciproque n'est pas
vraie. Soient maintenant Am(z) et Pm(z) les matrices de f{iltres obtenues par
modulation de A(z) et P(2) respectivement (par modulation équidistante sur le cercle
unité aux points (k2r)/N, k=0.N-1). Il est dés lors ais¢ de vérifier que:

A @ - [ A2 I = Diegl S S@ ... S@) ] (2122)
ou:
N-1
S@) = £ [ AW T (2.123)
k=0
et:
P [P ] =1 (2.124)

Evidemment, la relation (2.124) est la solution idéale & tous les problémes de bancs
de filtres comportant des changements de fréquence d'échantillonnage, mais elle est
absolument irréaliste puisqu'elle nécessite des filtres dont la longueur tend vers
linfini (pourtant, on a parfois tenté de l'approximer en utilisant des filires de trés
grande longueur). La relation (2.122) correspond & un cas plus réaliste, ou seul le
repliement spectral (ou la diaphonie) doit &ire éliminé, et ceci au prix d'une
reconstruction approximative, puisque (2.123) ne correspond en général pas & un filtre
passe-tout. En fait, des filtres similaires & A(z) (donc ayant une atténuation
hors-bande quasi parfaite) sont utilisés dans les transmultiplexeurs, et des filtres

approximativement idéaux (donc similaires & P(z)) ont été utilisés dans les codeurs
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en sous-bandes [crc76] avant lintroduction des filtres QMF.

Mais outre le fait que ces filtres ont une relation avec des systémes réels, il se
trouve que les matrices Am(z) et Pm(z) qui en sont dérivées ont une propriété fort
intéressante: le produit de la matrice fois sa transposée est une matrice diagonale.
L'annexe A23 explore plus en détail les matrices de filtres dotées de cette propriété.

2.3.2 Résultats concernant les bancs de filtres d'analyse

Considérons un banc de filtres d'analyse comme celui de la figure 23, stable et
sous-échantillonné de fagcon critique. Le théoréme de reconstruction est alors le

. suivant:

Théoréme T2.1: Pour éviler qu'une version modulée de signal d'entrée n'apparaisse
dans le sortie d'un banc de filtre d'analyse avec reconstruction, les deux conditions
suivanites doivent étre remplies:

a) 11 esl nécessaire que la matrice Hp(z) ou Hm(z) soit non-singuliére, c'est-a-dire
d'un rang égal & N.

b) I est nécessaire et suffisant de choisir les filtres de synthése égaux aux éléments
de la premiére ligne de la matrice des cofacteurs de H (z) ceux=-ci pouvant étre

multipliés par un terme constan! {qui peui &tre une Ioncuon rationnelle de z )

La partie a) se démontre par l'absurde. Si l'on utilise la factorisation de Hp(z)

donnée en (2.36), alors la condition (2.52) devient:
N N -
N@) - D) e =[T0) zT@)... 2 T T (2.125)

Le fait que H (z) soxt une matnce singuli¢re implique qu'au moins une des lignes
(ou colonnes) de N (z ) D (z ) est linéairement dépendante des autres (ou totalement
nulle). En appelant \ A (z ) la i-iéme ligne de N (z )-D (z) cela signifie qu'il existe
au moins une ligne vk(z ) telle que:
N-1
vk(zN) = ¥ o - vi(zN) (2.126)
i=0
izk
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La relation (2.125) implique que:
N i
vi(z ) - gz =2 - T (2.127)

En utilisant (2.126) et (2.127), on obtient:
N N-1 i
v(z) - gz = Y a; *z - T(2) (2.128)
i=0
izk
ce qui est en contradiction avec (2.127). Notons ci-dessus qu'en toute généralité, les
a; peuvent étre des fonctions de 2, mais alors uniquement des fonctions de zN (a

cause de 2.126), et que la démonstration reste donc inchangée.
Le fait que la condition b) soit nécessaire peut étre démontiré de la fagon suivante.
H m(z) a N lignes (ou colonnes) indépendantes. La condition:

T

H(z) g2 =[T0...0] (2.129)

signifie que g(z) doit éire orthogonal aux lignes 1 & N-1 de Hm(z). Puisque ce
sous-espace est de dimension N-1, le sous-espace orthogonal est de dimension 1. I
est défini de fagon univoque [str80] par la premiére ligne de la matrice des

cofacteurs de Hm(z). que nous appellerons wo(z).

Le fait que la condition b) est suffisante se démontre de la facon suivante. Si g(z)

est choisi paralléle & [ w (z) ]'r avec:
T
gz) = E@) - [ wy(2) ] (2.130)
ot E(z) est une fonction rationnelle en z‘l. On a donc:

T
H @ - g@) = [E@b8 (2 0...0]

(2.131)
ol Am(z) est le déterminant de Hm(z).

Les corollaires suivants découlent immédiatement de ce théoréme.

Corollaire Co2.1a: Si le sous-échantillonnage est surcritique (N>N), alors la

reconstruction sans repliement spectral est impossible.
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Ce corollaire découle du fait qu'alors la condition a) du théoréme T2.1 est violée. Ce
résultat est par ailleurs intuilivement évident, puisque autrement, il serail possible

de représenter un signal quelconque par un nombre réduit de ses échantillons.

Corollaire Co2.1b: Si le sous-échantillonnage est sous-critique (N'<N), il est nécessaire
et suffisant que la matrice Hm(z) (ou Hp(z)) de dimension N’ x N ait un rang égal &
N' afin de reconstruire le signal sans repliement spectral.

Le rang r de la matrice Hm(z) donne le nombre de canaux linéairement
indépendants. Le systéme peut dés lors étre réduit & ces canaux-ld (puisque les
autres peuvent étre retrouvés par combinaison linéaire). Si r est plus petit que N,
nous nous trouvons dans le cas du corollaire Co2.1a. Si r est égal & N', alors on
applique le théoréme T2.1 afin de reconstruire le signal original & partir de ces N’

canaux.

En résumé, nous avons vu que la grandeur pertinente est le facteur de
sous-échantillonnage N’, puisquil donne le nombre d'équations & satisfaire afin de
réaliser une reconstruction sans repliement spectral. Le cas limite apparait lorsque le
nombre de canaux N est égal au facteur de sous-échantillonnege N. Ce cas est
traité par le théoréme T2.1. Si le nombre de canaux est plus petit, c'est-d-dire si le
sous-échantillonnage est surcritique, alors une reconstruction est impossible. Si le
nombre de canaux est plus grand, cest-d-dire si le sous-échantillonnage est
sous-critique, il est nécessaire el suffisant de trouver un sous-systéme de taille N’

qui satlisfasse les conditions du cas limite donné par le théoréme T2.1.

Considérons maintenant le cas de la reconstruction parfaite lorsque le

sous-échantillonnage est critique:

Corollaire Co2.1c: Pour obtenir une reconstruction parfaile dans le cas d'un
sous-échantillonnage critique, il est suffisant que les zéros du déterminant soient a

l'intérieur du cercle unité. Pour N=2 ou pour des bancs de filtres modulés, cette
condition est également nécessaire. ‘

Il est aisé de démontrer que cette condition est suflisante. Si les zéros de Am(z) sont
4 lintérieur du cercle unité, alors 1/An(z) est un filtre stable. On peut donc choisir
g(z) égal a:
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g(z) = wy(2) 7 8,(2) (2132)

qui est un vecteur de fiitres stables en vertu de la remarque R29 et du fait que le
numérateur de Am(z) est 4 phase minimale. Alors:

H) g2)=(100....07]

(2.133)
La nécessité de cette condition pour N=2 ou pour les bancs de filires modulés
correspond aux conditions C22 et C2.3 respectivement, ol il est montré que dans ces
cas, la stabilité de la matrice inverse (donc de g(z)) est directement liée & celle de
1/Am(z).

Pour le cas de sous-échantillonnage surcritique, la reconstruction parfaite est
évidemment impossible en vertu du corollaire CoR.1a. Pour le cas sous-critique, il est
suffisant de trouver un sous-systéme de dimension N' qui satisfasse au corollaire
Co2.1c afin de pouvoir reconstruire parfaitement le signal original. Notons toutefois
qu'il n'est pas nécessaire de trouver un tel sous-systéme, car les degrés de liberté
supplémentaires (dus au fait que nous avons N filires, mais uniquement N' équations
4 remplir, ol N'<N) permettent de travailler sur des combinaisons linéaires des
canaux et de déplacer ainsi les zéros afin de les amener éventuellement tous &
I'intérieur du cercle unité. Donc, la condition de phese minimale du numérateur de
An(z) (pour N'<N) est différente de celle de rang, qui elle est nécessaire (voir
corollaire Co2.1b) et ne dépend pas d'éventuelles combinaisons linéaires des colonnes
de Hm(z).

Remarque R2.13: Une reconstruction sans distorsion spectrale (mais avec une
distorsion de phase} est possible si le déterminant A(2) de la matrice de filtres n'a

pas de zéros sur le cercle unité.

Dans ce cas, tous les pbles instables de 1/8(z) peuvent étre remplacés par des pdles
miroirs & l'intérieur du cercle unité, et la fonction de transfert devient dés lors

passe-tout.

Le théoréme T2.1 (en particulier sa partie b) fait avant tout référence & la matrice
de filtres modulés H_(2). Nous allons voir sa signification pour les matrices de filtres
polyphases Hp(z) et Gp(z). En {fait, le théoréme T21 indique qu'il est nécessaire et
suffisant de choisir g(z) paralléle au vecteur wo(z) qui correspond & la premiére ligne
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de la matrice des cofacteurs de Hm(z). Parali¢le signifie ici égal & w (z) C(z), o C(z)
est une constante qui peut étre une fonction rationnelle de 2-1. Notons que la
constante C(z) est alors commune & tous les lilires de synthése, puisque le vecteur
des filtres de synthése est g(z)=C(z) wo(z). Puisque ce facteur est commun, il peut
étre placé aprés la sommation des sorties des filtres de synthése (voir la figure 2.3).
Mais surtout, il n'influence en rien la propriété d'annulation des repliements
spectraux, car celle-ci est uniquement donnée par la "direction” de wo(z). Choisissons
donc g(z) avec:

e(z) w, (z) N impair

(2.134)
SN2

wo(z) N pair

Notons que le choix de (2.134) est effectué en toute généralité, puisque tous les
autres choix possibles qui réalisent l'annulation des repliements spectraux peuvent
éire oblenus en ajoutant un filtre commun a la sortie du systéme. On obtient donc,
avec (2.131) et (2.85):

H eg2)=[8,@0 .. 0] =1z) N impair
(2.135)

=V 2a.@0 .. 0 F =1 N pair

Notons que le résultat est une fonction de zN uniquement. Dans ces conditions, la
matrice des filtres modulés correspondant aux filtres de synthése est égale a:

[ G, (2 I = [ e@) ga) ... gW '2) ) (2.136)

et, en vertu de (2.135), le produit correspondant & (2.113) devient:

H@:  [G@T =a@- -1 N inpar

(2.137)
z-N/ 2

. An(z)- I N pair

Les matrices de filtres polyphases correspondantes obéissent donc a la relation
suivante, selon (2.115), (2.137) et (256):
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2 .

vy
Hp(z) | Gp(z) J= /N Am(z) - F-1-F

= I/N - Am(z) - J N impair

=N -2V a3 N pair (2.138)

La relation (2.138) donne lieu 4 la remarque importante suivante:

Remarque R2.14: Les différentes lignes de Hp(z) et de I Gp(z) doivent non
seulement étre orthogonales les unes par rapport aux autres, mais les produits

scalaires de deux mémes lignes doivent tous avoir une valeur égale.

L'explication physique de cette "normalisation” est la suivante: l'annulation du
repliement spectral se fait par soustraction cohérente entre les différents canaux. Si
les canaux ont une pondération différente, le résultat de la soustraction est
évidemment non nul. Nous verrons plus terd que cette normalisation est spécifique
aux bancs de filtres d'analyse avec reconstruction, donc au probléme de l'annulation

cohérente des repliements spectraux.

Notons que le choix de g(z) qui a été fait en (2.134) simplifie considérablement les
démonstrations. Un choix différent ne change rien au résultat (puisqu'il en résulte
un f{acteur multiplicatif commun & tous les filtres) mais complique sensiblement la
démonstration. Ceci est di au fait que si S(z) en (2.113-114) n'est pas une fonction
en zN. mais une fonction générale, alors les pré- et post-multiplications par F en
(2.115) produisent une matrice circulante dont les éléments sont les composantes
polyphases de S(z). Toutefois, la démonstiration ci-dessus reste générale dans le sens
que le vecteur g(z) doit étre paralléle au vecteur choisi en (2.134) (en vertu de la
partie b) du théoréeme T2.1).

Résumons briéevement Jes résultats de cette section. La reconstruction sans
repliements spectraux dans le cas d'un banc de filtres d’analyse sous-échantillonné
nécessite que le rang de la mat.riqe Hm(z) ou Hp(z) soit égal au {acteur de
sous-échantillonnage. Pour une reconstruction parfaite, une condition suffisante est
que le numérateur du déterminant Am(z) ou Ap(z) soit & phase minimale. Cette
condition est également nécessaire pour N=2 ou des filtres modulés lorsque le
sous-échantillonnage est critique. Le vecteur des filtres de reconstruction doit étre
perpendiculaire aux lignes 1 & N-1 de la matrice Hm(z). et sa direction est donc

indiquée par la premieére ligne des cofacteurs de Hm(z). Pour la matrice des filtres
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polyphases, la condition ci-dessus signifie que les lignes de Gp(z) doivent é&tre
perpendiculaires & celle de Hp(z) sauf une, et que les produits non nuls doivent tous
étre égaux. Un éventuel facteur commun & tous les filtres de synthése se traduit
par la multiplication de G p(z) par une matrice circulante, mais ne modifie en rien la
solution puisqu'il peut étre considéré comme un filtre commun placé & la sortie du

systéme.

233 Résultats concernant les bancs de filtres de synthése

Considérons un banc de filtres de synthese, stable el suréchantillonné de facon
critique, correspondant & la figure 24. De la méme facon que pour les bancs
d'analyse, nous allons dériver le théoréme de reconstruction pour les bancs de filtres
de synthése avec reconstruction des signaux originaux.

Théoréme T2.2: Aflin d'éviter l'apparition de diaphonie entre les canaux de sortie
d'un banc de filtres de synthése avec reconstruction, il faut que les deux conditions
suivantes soient remplies:

a) 11 est nécessaire que la matrice Hp(z) ou Hm(z) soit non-singuliére, c'est-d-dire
d'un rang égal & N.

b) 11 est nécessaire et suifisant de choisir le vecteur des filtres de synthése g(z) égal
a ‘}a premiére ligne transposée de la matrice des cofacteurs de Hm(z) (multipliée par
z /2 si N est pair), multiplié¢e par une matrice diagonale de fonctions rationnelles

-N
en z .

Evidemment, ce théoréme est trés similaire au théoréme équivalent pour les bancs de
filtres d'analyse. La différence sera d'ailleurs montrée & la section suivante qui
comparera les deux solutions.

N/2

Le multiplication par z dans le cas ol N est pair est nécessaire afin d'étre en

phase avec le sous-échantillonnage de sorlie (voir aussi la relation (2.75)).

La parlie a) se démontre & nouveau par l'absurde. Selon (2.71). T{z) doit &tre une
matrice diagonale afin d'éliminer la diaphonie, donc avoir un rang égal & N. Avec
(266). T(z) est égal au produit de Hn(z) par [Gm(z)]T. Rappelons que le rang de Hn(z)
est au plus égal & N et que le rang d'un produit est borné par le plus petit des
rangs des facteurs du produit [kei80}:
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Rang[T(z)] <« Min[ Rang[Hn(z)] . Rang[Gm(z)] ] (2.139)

Donc, si le rang de Hm(z) est plus petit que N, il est impossible que T{(z) soit une
matrice diagonale, c'est-a-dire que la diaphonie disparaisse.

La nécessité de la partie b) se démontre exactement comme dans le théoréme T2.1
et repose sur la direction univoque d'un vecteur normal & N-1 lignes de la matrice

Hm(z) (puisque les lignes de cette matrice sont, selon a), linéairement indépendantes).

Le fait que la condition b) est suffisante se vérifie aisément, puisque si g(z) est

choisi ainsi, alors et en vertu de (2.66)

T(z)

/N - Am(z) -1 N impair

(2.140)
= I/N - z-N/2 . Am(z) S | N pair
Une multiplication de g(z) par une matrice diagonale L(zN) de fonctions rationnelles

en z-N équivaut & prémultiplier [Gm(z)]'r par L(z“). donc T(z) devient:

T@) = L) - /N - 8 () - 1 (2.141)

N/2

si N est impair, le tout f{ois 2 si N est pair. Donc, T(z) en (2.141) reste une

matrice diagonale, et la diaphonie est supprimée.

Si nous considérons la matrice de filtres polyphases, nous voyons que la
“normalisation” des lignes de [Gp(z)]T (voir la remarque R2.14), importante dans le
cas des bancs d'analyse, n'est pas nécessaire dans le cas présent, puisque T(z) peut

également s'écrire comme (voir (2.68)):
@ = 6,61 - - H@ (2142)

d'olt l'on voit que T(z) peut étre une matrice diagonale sans avoir des éléments
identiques sur la diagonale. Ceci signifie simplement que les signaux sont reconstruits
sans diaphonie mais subissent des altérations différentes selon les canaux. Par contre,
on ne peut pas ajouter un {iltre quelconque commun & tous les filtres de sortie,
comme il était possible de le faire dans le cas du banc d'analyse avec
reconstruction, car dés lors les sorties ne sont plus en phase avec le

sous-échantillonnage, ce qui conduit & l'apparition de diaphonie entre les canaux.
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Cetie remarque est importante, car elle montre que les -effets d'un canal non-idéal

peuvent détruire la propriété d'annulation intrinséque de la diaphonie.

Des corollaires similaires & Co2.la-c¢ sont liés au théoréme ci-dessus. Nous les donnons

sans démonstration ci-apres:

Corollaire Co22a: Si le suréchantillonnage est surcritique (N'<N), alors la

reconstruction sans diaphonie est impossible.

Corollaire Co2.2b: Si le suréchantillonnage est sous-critique (N'>N), il est nécessaire
et suffisant que la matrice Hm(z) {ou Hp(z)) de dimension N’ x N ait un rang égal au
nombre N de signaux afin de reconstruire le signal sans diaphonie.

Corollaire Co2.2c: Pour obtenir une reconstruction parfaite dans le cas d'un
suréchantillonnage critique, il est suffisant que les 2zéros du délerminant soient &
Iintérieur du cercle unité. Pour N=2 ou pour des bancs de filtres modulés, cette

condition est également nécessaire.

Pour une reconstruction passe-tout, le lecteur intéressé peut se référer & la
remarque R2.13.

Résumons brievement les résultats de cette section. Afin de reconstruire sans
diaphonie les signaux d'entrée d'un banc de filtres de synthése suréchantilionné, il
est nécessaire et suffisant que la matrice Hm(z) ou Hp(z) 2it un rang égal au
nombre de signaux d'entrée. Pour une reconstruction parfaite, la condition de phase
minimale du déterminant de la matrice de filtres est suffisante. De surcroit, cetle

condition est nécessaire pour N=2 et pour les bancs de filires modulés.

234 Relations entre les bancs d'analyse et de synthése avec reconstruction

Comme nous l'avons vu, la reconstruction dans le cas de bancs d’analyse ou de
synthése est gouvernée par des propriélés similaires des matrices de filtres
correspondantes. Il en résulte que, sous certaines conditions que nous allons dériver,
la solution utilisée dans un cas peut étre utilisée pour l'autre. Commengons par une
remarque préliminaire:

Remarque R2.15: I est possible d'interchanger sans autre deux & deux les filtres
d'entrée et de sortie aussi bien dans un banc d'analyse que dans un banc de

synthése avec reconstruction, et ceci sans perdre la propriété d'annulation des



-70~

repliements spectraux ou de la diaphonie, ni éventuellement la propriété de

reconstruction parfaite.

Ceci se vérilie aisément, puisque, dans le cas des bancs d'analyse avec reconstruction,
on a (voir (2.114)):

H () - [6,@) = Disgl S(z) S(W2) .... SW 2) ] (2.143)

Si on transpose (2.143), on obtient:
T -1 :

G (2) - [H @I = Disgl Sz) SW2) ... SOW' 'z) ] (2.144)
ce qui signifie que les filires de sortie se trouvent mainienant & l'enirée, mais ceci
sans modifier les propriétés globales concernant le transmission de l'entrée & la
sortie du systéme. Dans le cas des bancs de synthése avec reconstruction, on trouve
similairement.:

[160] - H@ T =me ] - 6

Diag| So(z) Sl(z) R SN—I(Z) ] (2.145)

Donc, la propriété de suppression de la diaphonie ou de la reconstruction parfaite
n'est pas affectée si 'on échange les filtres de sortie avec ceux de l'entrée.

Considérons maintenant le théoréme suivant, qui définit l'équivalence entre les bancs
d'analyse et les bancs de synthése avec reconstruction:

Théoréme T2.3: Prenons une paire de matrices de filtres IHm(z).Gm(z); correspondant
8 des bancs danelyse et de synthése (ou réciproquement). Alors, il est possible
d'utiliser ces filtres indifiéremment dans un banc d'analyse ou de synthése avec
reconstruction, et ceci tout en conservant la propriété dannulation des repliements
spectraux ou de suppression de la diaphonie, si et seulement si:

T N
Hm(z) . [Gm(z)] =8Sz) -1 (2.146)

La preuve que la condition (2.146) est suffisante est immédiate, car on vérilie alors
que:
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T N
Gm(z) . [Hm(z)] =S(z): 1 (2.147)

La relation (2.146) est nécessaire, car nous savons que le produit diagonal
H (2 [Gm(z)]'r est commutatif si et seulement si les éléments diagonaux sont tous
égaux (voir aussi (2118)). Quant & la forme particuliére de cette matrice, observons
que, avec (2.114), on a:

H () - (G @ = Diagl St SMW2) ... SW '2) ] (2148)
D'autre part, avec (2.71), on a également:

(6@ - BT =mel - 6w

Diegl S,@) S,@) . ... S, ) (2.149)

. Avec (2.148) et (2.149), on obtient:

5,@) = SJ.(zN) = SW'z) = sw'z) = S (2.150)

Nustrons le théoréeme T23 par un diagramme montrant les différentes classes de
solutions associées & un banc de filtres d'analyse ou de synthése. Les filtres d'entrée
définissent un vecteur h(z). A parlir de la matrice des filtres modulés Hm(z) associée
4 h(z), on calcule le vecteur des filtres de sortie g(z) en évaluant la transposée de
la premiére ligne de la matrice des cofacteurs de Hm(z) (multipliée par z.“/2 si N
est pair). Dés lors, Hm(z)- [Gm(z)]T remplit la condition donnée par (2.146).

L'ensemble des solutions éliminant les repliements spectraux dans les bancs d’analyse
avec reconstruction est donné par:

{ g,(2) 3 = S@z) - g2 (2.151)

ot S(z) est une fonction arbitraire de z.i. L'ensemble des solutions éliminant la
diaphonie dans les bancs de synthése avec reconstruction est donné par:

{ g, } = S) - g (2152)

N -
ou S(z ) est une matrice diagonale de fonctions arbitraires en 2 N. Lintersection de
ces deux ensembles correspond & (2.150). Ceci est illustré dans la figure 29:
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Figure 29: Ensemble des solutions pour les bancs d'analyse et de synthése,
étant donné un banc de f{ilires d'entrée.

Une situation similaire existe pour la reconstruction parfaite.

En résumé, ce paragraphe illustre l'équivalence qui existe entre les bancs d'analyse
et de synthése avec reconstruction. I montre que ceux-ci sont essentiellement
équivalents pour un banc de filtres d'enirée donné. Dans le cas des bancs de filtres
d'analyse, la solution pour les filtres de sortie peut étre modifiée par la mise en
cascade d'un filtre quelconque commun sans pour autant perdre la propriété
d'annulation des repliements spectraux. Pour les bancs de filtres de synthése, la mise
en cascade de différents filtres en zN ne .change pas la suppression de la diaphonie.
Ces modifications possibles sont les seules différences entre Jes solutions pour les

bancs d'analyse et les bancs de synthése.
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24 Principaux résultats du chapitre

Aprés avoir défini les notions fondamentales de banc de filtres d'analyse (divisant un
signal en N signaux par filirage) et de banc de filtres de synthése (réunissant N
signaux en un seul aprés filtrage), nous avons posé le probléme des bancs de filtres
avec reconstruction. Ceux-ci ont en général un débit constant (nombre d'échantillons
par unité de temps) & chaque étape du traitement, ce qui donne lieu & un sous- et
suréchantillonnage critique des bancs de fiitres utilisés.

Afin de trailer efficacement le probléme -posé, nous avons introduit un formalisme
matriciel utilisant des matrices de filtres, et ceci dans deux plans de représentation
complémentaires: le plan de modulation et le plan polyphase. Les matrices de filtres
dans le plan de modulation ont simuitanément été introduites par d'autres
chercheurs [ram84,smi85), par contre, la représentation dans le plan polyphase est
une généralisation originale du concept polyphase introduit par Bellanger [bel74] dans
le cadre des bancs de filires modulés. Le cadre formel ainsi défini a permis de poser
clairement le probléme de la reconstruclion parfaile et de la reconstruction sans
repliement spectral ou diaphonie.

Nous avons ensuite dérivé des résultats généraux concernant les bancs de filtres,
résultats qui sont & notre connaissance originaux dans l'ensemble. Les matrices de
filtres ont d'abord été analysées en déteil (délerminant, cofacteurs, inverse) puis trois
théorémes sur la reconstruction sans repliement speciral, sans diaphonie et sur
I'équivalence des deux ont été démontrés.
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3 Synthése de bancs de filtres

Ce chapitre explore d'une part la synthése de filires en vue d'une utilisation dans
des bancs de filtres, et d'autre part, il s'intéresse & la synthése de bancs de filtres
pour des probiémes réels (codage en sous-bandes, transmultiplexeurs).

Dans ce qui suit, nous n‘avons pas & proprement parier congu des filtres prototypes
qu'un utilisateur potentiel pourrait simplement copier pour son application propre.
Deux raisons sont & la base de ce fait. D'abord, le but du travail présenté n'était
pas la conceplion de filtres. 11 s'avére d'ailleurs que ce probléme, dans le cadre des
bancs de filtres, est relativement complexe, et nécessitera un travail d'une envergure
telle qu'il ne nous éteil pas possible de l'envisager. Ensuite, et au vu des résultats
nouveaux obtenus, (par ex. sur la reconstruction parfaite) il n'est plus tout & fait
clair ce que serait un "bon filtre”. I semble que seule l'expérience avec ces
nouveaux bancs de filtres montrera quels sont les criléres dont il faul tenir compte
pour la conception de lfiltres pour un banc de filtres. Notons & ce propos
Iimportance que prennent les composantes polyphases d'un filtre, ainsi que les
compromis possibles entre de "bons filtres” et une bonne fonction de transfert totale
{entrée-soriie). Notons qu'il n'a pas été possible, faute de place et de temps, de
metire tous les résultats du chapitre 2 en pratique.

Le chapitre s'organise comme suit. Une premiére section traite le cas des bancs de
deux filtres. Pour le cas RIF, on donne deux méthodes de conception analytiques
permettant la reconstruction parfaite, ainsi qu'une méthode d’optimisation simultanée.
Les filtres RII et l'application des résultats aux transmultiplexeurs viennent ensuite,
el enfin, l'effet de canaux non-idéaux est considéré. La deuxiéme seclion est
consacrée aux bancs de N filtres généraux, ou l'on donne en particulier une méthode
pour dériver des bancs d'analyse el de synthése RIF permettant la reconstruction
parfaite. La section suivante analyse les bancs de N filtres modulés ainsi que le cas
important des bancs pseudo-QMF. La quatridme section présente un filire QMF
complexe [nus83a] avec reconstruction parfaite, et la cinquiéme section présente la
généralisation multidimensionnelle de l'analyse en sous-bandes.

En ce qui concerne la nouveauté des résultats présentés, notons que les méthodes de
synthése analytique pour bancs RIF avee reconstruction parfaite (sections 3.1.1c, 3.1.1d
et 32.1) sont originales [vet86b)], ainsi que le filtre QMF complexe parfait (section 34)
el le cas QMF bidimensionnel [vet84a] Les bencs pseudo-QMF (section 3.3.2) présentés
proviennent de travaux auxquels nous avons pris part [nus84anus84b). Finalement,
nombres de remarques qui apparaissent en cours de chapitre (par ex. & la section
314 [vet86c] sont également originales & notre connaissance.
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3.1 Bancs de deux f{iltres

Le cas particulier ou N=2 est analysé ci-dessous. D'une part, ce cas est important
pour les applications en raison de sa simplicité et du fait quil est & la base d'une
décomposition en bandes & largeur relative égale (d'ol son importance en traitement
de la parole [gal83]). D'autre part et d'un point de vue plus théorique, il est possible
de trouver des solutions analytiques & certains problémes (alors que cela ne sera
plus le cas pour N>2). Nous traiterons tour & tour le cas & réponse impulsionnelle

finie (RIF) puis le cas & réponse impulsionnelle infinie (RI).
3.1.1 Filtres & réponse impulsionnelle finie

Les filtres non-récursifs (RIF) possédent trois caractéristiques désirables: ils sont
toujours stables, leur conditionnement numérique est bon, et ils peuvent réaliser une
fonction de transfert ayant une phase exactement linéaire. Le prix 4 payer eslt une
complexité de calcul plus élevée par rapport & un filtre récursif (RI) réalisant une
fonction de transfert comparable. Dans le cadre des bancs de filtres avec
reconstruction, les filtres non-récursifs ont une quatriéme propriété désirable que

nous décrivons par la remarque suivante:

Remarque R3.1: Seuls des filires RIF peuvent réaliser une reconstruction parfaite
n'impliquant pas une annulation implicite de pdles par des zéros, et ceci pour N

arbitraire.

L'annulation implicite d'un podle par un 2zéro apparait lorsquune simplification
pole/zéro est obtenue entre deux filtres mis en cascade mais physiquement bien
séparés. Si mathématiquement, cette simplification est aisée, numériquement elle est
souvent mal conditionnée [kaiB0gol80] et donc si possible & éviter. Concernant la
remarque R3.1, il est évidenl que si tous les filtres impliqués sont RIF, il n'y a pas
de simplification implicite possible. La preuve que les filtres RIF sont également
nécessaires repose sur le fait que la fonction de transfert totale ne doit pas avoir
de pdles (ailleurs qu'en z=0 bien sur), et nous l'avons donnée en annexe a) de
[vet86b].

Ci-dessous, nous allons montrer comment il est possible, dans un systéme d'analyse &
deux canaux, de reconstruire le signal sans repliement spectral, et éventuellement
parfaitement, ceci en n'utilisant que des filtres RIF tant pour l'analyse que pour la
synthésé. En vertu du théoréme T2.3 sur l'équivalence des systémes d'analyse et de
synthése, des relations similaires existent pour les systémes de synthése avec
reconstruction, et elles seront également évoquées & la suite des résultats sur les
bancs d'analyse.
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Rappelons que la sortie d'un systéme comme celui de la figure 23 est égal, lorsque
N=2 el en vertu de (257), a:

X@) = 172 [ G, 6, )-| B,@ Hy(- || X
. (31)
H,@) H,(-2) || X(-2)

Afin d'éviter tout repliement spectral, il est nécessaire el suffisant de choisir (selon
le théoréme T2.1) g(z) comme égal & la premiére ligne de Cm(z) (qui est la matrice
des cofacteurs de Hm(z)). donc:

€@ = [ H,(-2) Hy(-2) | (32)
Notons que de ce fait les filtres de synthése sont RIF. Le signal reconstruil devient:

X@) = 1/2 + 8,(2) - X(2) @3)
ou:

8.(z) = Hy(2) - H,(-2) - H(-2) - H,(2) (34)

En utilisant la représentation polyphase, le relation (3.4) peut s'écrire, en vertu de
(2.36,2.59) et du fait que les filtres sont RIF, comme:

8,00 = 220+ [Hyo(e) + Hy,60) - Hy (&%) -+ Hyo () ) (35)

Evidemment, si (34,35) se réduisent & un monéme (un polynédme possédant un seu)
coefficient différent de zéro), on obtient une reconstruction parfaile. Nous obtenons la
condition suivante, par ailleurs valable pour N arbitraire:

Condition C3.1: Afin qu'une reconstruction parfaite soit possible avec un systéme
n'utilisant que des filtres RIF, il est nécessaire el suffisant que le déterminant de la
matrice de filtres soit un mondme.

Si seule lannihilation des repliements spectraux est désirée, alors la remarque
suivante peut éire faite, valable également pour N arbitraire:

Remarque R3.2: Une reconstruction sans repliements spectraux et n'utilisant que des
filtres RIF est toujours possible, indépendamment des filtres d'analyse choisis, puisque

la matrice des cofacteurs (qui définit les filtres de synthése) correspond forcément &
des filtres RIF.
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Nous avons donc établi les conditions de reconstruction sans repliement spectral
(relation (3.2) et remarque ci-dessus) ainsi que de reconstruction  parfaite (condition
C3.1) pour des systémes RIF. Avant de poursuivre avec nos développements propres,
considérons briévement les résultats existanis sur l'annulation du repliement spectral

et la reconstruction idéale.
a) Filtres miroirs en quadrature classiques
Introduit dans [cro76), les filtres miroirs en quadrature (que nous appellerons QMF

en accord avec la littérature [gai84]) donnent une solution simple et efficace au

probléme de l'annulation du repliement spectral. En posant:

Ho(z) = H(2)
(36)
H,(2) = H(-2)
et en choisissant, selon (3.2), g(z) égal a:
g = [ HE) H(-2) | (a7

on obtient bien la suppression du repliement spectral, ce qui est le résultat & la
base de tous les développements réalisés autour des QMF [gal83gal84) Notons
toutefois qu'en (3.63.7), nous n'avons pas requis des filtres RIF, ni des filtres & phase
linéaire. Nous appellerons donc le systéme (363.7) un systéme QMF au sens large,
puisque habituellement, seul un filtre RIF & phase linéaire esl considéré [gal84).

Pour obtienir une reconstruction parfaite, seul un filtre H(z) RIF de longueur 2 est
possible {une longueur qui est en général insuffisante pour des systémes réels). La
preuve s'établit comme suit. Le déterminant Am(z) dans (35) devient, en raison de
(3.6):

8@ = 42" Hp(zz) © H,() (38)

ot H (z ) et H (z ) correspondent aux coefficients d'indices pairs et 1mpa1rs de H(z)
Le détermmant A (z) dans (3.8) ne peut étre un mondme que si H (z) et H (z)
sont tous deux des mondmes, donc H(z) doit étre exactement de longueur 2.

En dépit du fait que les filtres QMF de longueur supérieure & 2 ne peuvent pas
réaliser une reconstruction parfaite, de trés bonnes approximations peuvent étre
réalisées. Rappelons briévement ce probléme d'approximation dans le cas des QMF
classiques. Considérons un filtre H(z) symétrique (donc & phase linéaire) et de
longueur paire. L'évaluation de la transformée en 2z sur le cercle unité permet
d’écrire la réponse fréquentielle du filtre comme suit [rab7?5):
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Som-1/2

HE®) = H. () (3.9)

a

ol v est la fréquence normalisée, M la longueur du filtre (un nombre pair arbitraire)
et Ha(u) une fonction réelle de w exprimant la norme de la fonction de transfert (la
phase étant linéaire et donnée par le phaseur complexe de norme 1 qui prémultiplie
Ha(u) dans (39)). Puisque nous avons la reiation suivante: '

ei(w-rt)

H(-z) Lo = H ) (3.10)

nous pouvons récrire (3.4) en utilisant (3.9) comme:

jo, _ M-l 2 =jlwir)(M-1) 2
8 (e”") =e Ha(w) e Ha(o)
= O R0+ Hr ) ) @.11)

Donc, la fonction de transfert du systéme total correspond & un filtre RIF
symétrique de longueur 2M-1 (la phase correspond & un filtre d'une telle longueur,
mais la longueur effective du filtre est de 2M-3 puisque tous les coeflicients &
indices pairs sont nuls, donc en particulier le premier et le dernier coefficient). La

norme Ht(“’) de cette {onction de transfert, donnée par
H () = HW) + H (3.12)
tt.:)- a“’)"‘ a0t n) .

est parfaitement plane sur l'axe des fréquences (& part le cas ol M=2) si [Ha(m)]2
correspond & un filtre passe-bas idéal de demi-bande (en particulier, Ha(n /72) doit
valoir 1//2 si le filtre est réel). Le cas ou M est impair donne lieu & un probléme
d'approximation similaire [gal83,gal84] (I'atiénuation de 1//2 & =n/2 n'est alors pas
possible et doit &lre corrigée a la sortie). Notons simplement quil est alors nécessaire
de mettre un délai dans une des branches d'analyse, ainsi qu'un délai dans l'autre
branche de synthése. Le signe moins dens la relation (34) devient ealors un signe
plus, mais l'analyse reste globalement inchangée. Le cas du systéme avec délai est
traité dans l'annexe A3.]1 & laquelle nous renvoyons pour plus de détails.

Pour conclure ce bref appercu des QMF classiques, notons que dans ce cas, un seul
filtre (en l'occurrence H(z) de (3.6)) doit &ire synthetisé, mais sous la contrainte que
la relation (3.12) doit exprimer une transmission aussi idéale que possible. Ce
probléme a été considéré dans [joh80] ou des résuliats d'optimisation sont proposés.

b) Solution & phase maximum/minimum

Un cas particulier de reconstruction parfaite & été proposé dans [smiB4] et nous le
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décrivons succinctement ci-aprés. Prenons un filtre H(z), RIF de longueur paire M et

dont la fonction d'autocorrélation, définie comme suit,

M-1
ACFIH()] = H@Y B ) = £ sz (3.13)
n=-M+1
a la propriété suivante:
8, = 172
a,; =0 20 (3.14)

8541 arbitraire
Choisissons maintenant les filtres d’'analyse comme indiqué ci-dessous:

Ho(z) = H(2)
(3.15)

Hl(z) = -z.ml-H(-z.l)

Dés lors, le déterminant de la matrice de filtres devient, en vertu de (34, 3.13 et
3.14), égal &:

-M+1
=2

8, [ Hey HE') + He2- Hz ) ]

= M (3.16)

puisque la somme entre parenthése fait disparaitre tous les termes & indices impairs
de la fonction d'autocorrélation et double ceux d'indices pairs. I suffit maintenant de
choisir les filtres de synthése selon (32), et l'on obtient bien un systéme avec
reconstruction parfaite. Notons, pour la petite histoire, que si lidée de base se
trouve bien dans [smi84], la dérivation qui s'y trouve est fausse!' (en particulier des
délais sont introduits, et il est aisé de vérifier qu'alors la reconstruction parfaite
n'est pas obtenue) En [fait, avec la méthode introduite dans [smi84] et basée sur
l'autocorrélation d'un filtre prototype, seul un systéme sans délai et utilisant des
filtres de longueur paire peut accomplir la reconstruction parfaite. En annexe A3.1, il
est démontré qu'un systéme avec délai et ayant des filtres de méme longueur ne
peul pas réaliser une reconstruction parfaite. De plus, si la longueur des filtres est
impaire, on peut vérifier que tous les éléments du déterminant apparaissent deux

fois, et qu'il ne peut donc pas se réduire & un mondme.

Le probléme de conception se réduit donc & trouver un bon filtre passe-bas dont la
fonction d'autocorrélation satis{asse la contrainte donnée par (3.14). Dans [smi84), il



-0L=

est moniré que ce résullat peut étre obtenu avec une mét.hode. utilisée pour la
conception de filitres & phase minimale [her70]. Notons toutefois que l'on obtient alors
un banc d'analyse comportant un filire passe-bas & phase minimale et un filtre
passe-haut & phase maximale. Nous sommes donc bien loin d'obtenir des signaux de
canaux en phase comme c'est le cas avec des filtres d'analyse & phase linéaire (QMF
classiques). De surcroit, le délai total entrée-sortie est du méme ordre que dans le

cas & phase linéaire.

Nous ne nous étendrons pas plus sur ces méthodes de conception, puisqu'elles sont

connues, mais dérivons ci-dessous deux autres méthodes originales el générales.
c) Méthode de la factorisation

La x:econstruction parfaite exige que le déterminant soit un mondme (condition C3.1).
Prenons donc un polyndme P(z) de degré M-1 ayant la propriété:

PR) - P(-2) = 2py, 20+ 0 k& [(M2)3 (317)

Ce polynéme posséde M-1 zéros que l'on peut séparer en deux groupes de M°~1 et
M,-1 zéros chacun. Ces deux groupes définissent donc deux polyndmes Po(z) et Pl(z).
de degré Mo~1 et Ml-l respectivement, et la relation suivante lie P(z), Po(z) et Pl(z):

P(z) = Po(z) . Pl(z): (3.18)
De par cette construction, il est évident que si les filtres d’'analyse sont choisis avec

Ho(z)=P°(z) et Hl(z)=P1(-z). le déterminant de la matrice de filtres équivalenie est
égal &

Am(z) Ho(z) . Hl(-z) - Ho(-z) . H-l(z)

P(z) - P(~2)

=2k=-1
-8 Poyes 2 (3.19)

En choisissant les filtres de synthése conformément & (32), donc égaux & Go(z)=P1(z)
et Gl(z)=-P°(-z). le signal reconstruit sera bien équivalent au signal original, multiplié

par une constante (pzk +1) el avec un délai de z.zk-l.

Considérons plus en détail la factorisation exprimée par la relation (3.18). Nous
remarquons que le filtre produit P(z) résulte de la convolution du filtre Ho(z) par le
filtre Hl(z) modulé par (-1)n (donc déplacé de =x sur laxe des fréquences
normalisées). Si le filtre produit est par exemple un filire passe-bas et que la
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factorisation en (3.18) est faite de fagon & obtenir deux polyndmes Po(z) et Pl(z)
correspondant & des filtres passe-bas, alors on obtient bien un systéme d'analyse
comportant un filtre passe-bas d'une part, et passe-haut d'autre part. Avant de
poursuivre, dérivons un exemple simple qui illustre cetle méthode et certains des

problémes qui lui sont liés.

Ezemple E3.1: Prenons la réponse impulsionnelle d'un filtre passe-bas idéal de
demi-bande, donnée par sa transformée en 2.

Hg® = § SRERE. (3:20)
n=-=

Tronguons cefte réponse impulsionnelle @ la partie comprise enire -2k-1 et Zk+l,
multiplions par une fenétre de pondération w(n) et appliquons un délai de
22kt efin de la rendre causale. Le résultat de ces opérations, P(z), est égal a:

4k+2 o )
P(z) = I w(n-2k-1) - s‘(’zr(ff‘sz‘ni);‘z’)‘?) . g 321)

Ceci est un filtre passe-bas de longueur 4K+3 et & phase linfaire (si w(n) est
symétrique, ce qui est le cas en général). De surcrott, il vérifie bien la propriété
ezprimée par (3.17).

Maintenant, on peut chercher les 4k+2 zéros de P(z), puis les séparer en deux
groupes (par ezemple de 2k+! chacun) afin d'obtenir les facteurs P,(z) et P,(z)
comme en (3.18). Un partage possible consiste @& choisir Py(z) comme la
composante & phase minimale et P,(z) celle @ phase mazimale de P(z) (le cas de
zéros sur le cercle unité sera trailé plus loin). Un autre partage possible
consiste @ conserver la propriété de phase linéaire auz deur facteurs Po(z) et
Pi(z) (les délails seront également donnés plus loin). La figure 3.1 illustre le
procédé décrit ci-dessus pour k=3. Les parties a) e b) montrent l'amplitude de
la réponse fréquentielle du fillre idéal trongué avant el aprés pondéraiion par
la fenftre w(n) (Hamming). En c) et d), on voit l'amplitude des réponses
Jréquentielles de P,(z) et de P,(z) (qui sont & phase minimale et mazrimale) et
enfin en e) et f), un choiz de P,(z) et de P (z) @ phase linéaire est montré.
Nous remarquons que les fonctions d'amplitude en ¢) e d) correspondent bien &
de bons filtres demi-bandes mais avec une phase &videmment non-linéaire. Par
contre, si la phase des fillres en e) e f) est parfailement linfaire, leurs
fonctions d'amplitude sont loin d‘éitre bonnes (méme si le produit des deuz
donne la fonction d'amplitude en b))

Ce petit exemple a le mérite d'illustrer les problémes liés & la méthode de la
factorisation et qui sont résumés dans la remarque suivante:

Remarque R3.3: 11 est relativement difficile de concevoir un filtre produit P(z) en
vue d'obtenir certaines caractéristiques pour ses facteurs Po(z) et Pl(z). Deux raisons
contribuent & cet état de fait:

i) Si I'on prend deux filtres passe-bas ayant de bonnes caractéristiques, leur produit
aura de bonnes caractéristiques. La réciproque, par contre, n'est pas vraie.

ii) La partition des zéros de P(z) est un probléme combinatoire, et le nombre de
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Figure 3.1: Exemple de filtres obtenus avec la méthode de la faclorisation
(exemple E3.1)
a) norme de la fonction de transfert du filtre produil idéal et
tronqué
b) norme de la {fonction de trensfert du liltre produit aprés
pondération per une fenéire de Hamming
c) norme de la fonction de transfert de Po(z) & phase minimale
d) norme de la fonction de transfert de Pl(z) 4 phase maximale
e) norme de la fonction de transfert de Po(z) & phase linéaire
1) norme de la fonction de transfert de Pl(z) & phase linéaire
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solutions croit exponentiellement avec le nombre de zéros.

Cette remarque, loin de discréditer la méthode de la factorisation, vise & bien placer
les problémes & résoudre. En outre, deux cas particuliers échappent eaux limitations
esquissées ci-dessus:

- si Po(z) et Pl(z) sont les composantes & phase minimale el maximale de P(z), alors
il y & une certaine réciprocité entre la qualité des fonctions d'amplitude des
facteurs et de leur produit.

- si le filtre produil est dordre élevé, alors la densité des zéros est en général telle
qu'il suffit de répartir ces derniers de facon équitable (pour cheque paire de zéros
voisins, attribuer l'un & Po(z) el l'autre a Pl(z)) afin dobtenir deux filtres de
bonne qualité.

Notons que ces deux cas ne sont pas les seuls présentant un intérét. Les problémes
liés aux solutions & phase maximale/minimale ont été discutés au point b) de cette
section, et si lordre des f{ilires est élevé, on peut tout aussi bien utiliser des QMF

classiques qui permettent une reconstruction quasi-parfaite.

Aprés cette discussion qualitative de la méthode de la factorisation, nous allons
dériver quelques résultats plus formels. D'abord, montrons que la nature combinatoire
du probléme de la partition des 2zéros en deux groupes méne rapidement & un

nombre de solutions gigantesque.

La partition des M-1 zéros de P(z) en deux ensembles disjoints et dont la réunion

forme l'ensemble des zéros de P(z) a le nombre suivant de solutions différentes:
n, =2 -1 (322)

I est raisonnable de penser que l'on cherche avant tout & obtenir deux filtres
facteurs de méme longueur. Donc en admettant M impair, nous voulons diviser les
M-1 2éros en deux ensembles disjoints de (M-1)/2 éléments chacun. Dans ce cas, il y
a le nombre suivant de solutions (en partant de la formule pour le nombre de

combinaisons [ol274]):

n (M-1)!
f

1T 2 [(M-1)72) (323)

Ce nombre reste & croissance exponentielle, puisqu'en appliquant la formule de
Stirling [ang?72] pour les composantes factorielles en (3.23), on obtient l'approximation

suivante:
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o(M-1)

n, x (324)

Remarquons que les zéros apparaissent souvent par groupes (voir plus bas), et que
ces groupes ne seront pas scindés en général et ceci afin de conserver certaines
propriétés aux polyndémes Po(z) et Pl(z) (par exemple d'éire réels ou symétriques). Dés
lors, le nombre d'éléments intervenant dans la partition est fortement réduit,
typiquement d'un facteur 2 & 4. Néanmoins, le nombre de solutions reste grand.
Prenons en exemple la partition d'un polynéme de degré 30 afin d'obtenir deux
filtres d'analyse. Alors, (322) indique plus de 109 solutions différentes, et (3.23)
environ 7- 107 partitions en deux groupes d'égale grandeur. Si nous contraignons les
polyndmes & étre réels, la plupart des zéros se retrouvent par paire. Dans ce cas et
en admetlant 16 groupes, (3.23) donne toujours plus de six mille solutions.
Finalement, si nous désirons des liltres symétriques, la plupart des zéros seront
quadruples. Prenons l'exemple de 8 groupes, ce qui limite & 35 le nombre de
solutions possibles & examiner. Ceci reste un nombre non-négligeable, alors que les
filtres ne sont pas encore d'ordre trés élevé (longueur 16).

Considérons maintenant les groupes de zéros possibless Dans ce qui suit, nous
admettrons toujours que P(2), Po(z) et P1 (z) sont des filtres passe-bas réels,
typiquement de demi-bande (les autres cas sont obtenus par modulation). Rappelons

que les zéros d'un polyndéme réel appartiennent & deux classes distinctes:

Ri: [(z-ar)l. 2éros isolés, placés sur l'axe des réels

R2: {(z-a c).(z-a;)]. 2éros conjugués par paire, situés ailleurs que sur l'axe des réels.

Les zéros d'un polynéme correspondant & un filire symétrique réel ont la propriété

(en plus de celles de polyndmes réels) que leurs inverses sont également des zéros du

polynome. Il en résulte que les zéros peuvent étre regroupés en 4 classes distinctes:

RS1: {(z-1).(z+1)}, zéros isolés situés & z=1 ou z=-1. Notons que si le {filtre est
passe-bas, le cas z=1 est exclu. Si de plus, sa longueur est paire, il en résulte

automatiquement un zéro & z=-1.

RS2: ((z-ar).(z-l/ar)l. Zéros par paire, situés sur l'axe des réels ailleurs qu'en z=1 ou
z=-1.

RS3: {(z-al).(z-a; )}, 2éros conjugués par paire, situé sur le cercle unité ailleurs qu'en
z=1 ou z=-1.
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RS4: !(z-al).(z-a;),(z-l/ar),(z-l/a;)}. 2éros conjugués par quadruple, ailleurs que sur

l'axe des réels ou le cercle unité.

Ces groupes doivent étre respectés lors de la factorisation: si l'on désire que Po(z) et
Pl(z) soient des filtres réels (P(z) étant réel), il faut garder les paires correspondant
a4 la classe R2 intactes, et de méme, si l'on désire obtenir des filtres symétriques
(P(z) étant symétrique), il faut maintenir les paires et quadruples correspondant &
RS2, RS3 et RS4.

Une configuration qui facilite la partition est évidemment le zéro double. D'ailieurs,
dans [smiB4], on utilise une méthode de doublement de zéros sur le cercle unité
[her70] avant de factoriser P(z). Par contre, nous savons que P(z) ne peut étre un
carré parfait (tous les zéros doubles), car ce cas peut é&tre ramené au QMF classique,
pour lequel nous avons montré qu'une reconstruction parfaite n'était pas possible
(pour des filtres d'une longueur supérieure & 2). Une stratégie de répartition simple
est la suivante: en avangant le long du cercle unité, on répartit les zéros rencontrés
a tour de rdle 2 Po(z) et 3 Pl(z). tout en respectant l'intégrité des groupes de zéros
(pour =assurer des filtres réels, voire symétriques). Outre la partition & phase
minimale/maximale de [smi84), on peut tenter d'approximer une phase linéaire en
alternant l'attribution de zéros & l'intérieur du cercle unité avec celle de zéros sis &
l'extérieur. Quoique également proposée dans [smi84), cette méthode est non
satisfaisante, et nous allons montrer comment réaliser une partition qui permet une
phase exactement linéaire. Une remarque préliminaire définit l'ensemble des solutions

possibles:

Remarque R3.4: Un systéme d'analyse avec reconstruction parfaite et n'utilisant que
des filtres & phase linéaire existe si et seulement si:

- la longueur des filtres, M, est paire

- Ho(z) est symétrique et Hl(z) antisymétrique ou réciproquement

La preuve de cette affirmation est donnée en annexe A32. Le résultat immédial est
que par conséquent Po(z) et Pl(z) correspondent tous deux & des filtres symétriques
(en vertu de (a3.3)) et ont donc chacun un 2éro en z=-1 (puisqu'ils sont de longueur

paire).

Afin de dériver deux filtres & phase linéaire, prenons d'abord un polynéme P(2)
correspondant & un filtre symétrique. (en vertu de (a3.3) puisque Po(z) et Pi(z)
doivent étre symétriques). La longueur du filtre produit est impaire et peut s'écrire,
puisque M est pair, comme:
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M, = 2M-1 = 4N'-, N' = 12,.. (325)

Maintenant, afin que P(z) puisse étre mis en facteurs Po(z) et Pl(z) ayani les
caractéristiques désirées, il est nécessaire (outre le fait que ses zéros doivent étre
groupés selon les classes RS2-RS4) que P(z) posséde un double zéro en 2z=-1 (un pour
chacun des facteurs). Ceci n'est pas forcément le cas (car la longueur du filtre
correspondant & P(z) est impaire) mais peut facilement étre obtenu en modifiant P(z)

de la fagon suivante:
P'(z) = P(z) - P(-1) (3.26)

Evidemment, P'(-1)=0, mais est-ce bien un zéro double?. L'argument suivant le montre
aisément: P'(z) a un nombre pair de zéros et ceux-ci apparaissent par groupes de
deux ou quatre, sauf en z=1 ou z=-1. Comme un 2éro en z=1 est exclu (car c'est un
filtre passe-bas), le nombre de zéros en z=-1 est forcément un nombre pair. Done,

P'(z) peut s'écrire sous la forme:
P2) = (2+1) P(2) - (241) P, (2) (3.28)

ol P‘o(z) et P'l(z) sont choisis en maintenant l'intégrité des groupes RS2 & RS4. 1l

est clair que:

Po(z) = (2+]1) P'o(z)
(327)
Pl(z) = (2+1) P'l(z)

sont les transformées en 2z de filtres réels et symétriques. Notons qu'il n'est pas
toujours possible de réaliser la factorisation en (3.27) de fagon & ce que Po(z) et
Pl(z) soient de méme degrés (par exemple si M =7 et si P'(z) a, outre le zéro double
en z=-1, un groupe de zéros du type RS4). A nouveau, remarquons que cette
partition peut s'avérer délicate, en particulier si le degré de P'(z) est relativement
faible, el nous rappelons l'exemple de la figure 3.'1 e) et {) afin d'illustrer ce fait.

Pour conclure cette section sur la méthode de la factorisation, énumérons les
résultats principaux qui ont été obtenus. Etant donné un polyndme de départ P(z)
respectant la condition en (3.17), n'importe quelle factorisation du type en (3.18)
permet une reconstruction parfaile. Mais ceci ne concerne évidemment que la
fonction de transfert totale. Si, de surcroit, on désire satisfaire certaines contraintes
sur la caractéristique des filtres d'analyse (donc de synthése), la répartition des 2éros
de P(z) devient plus délicate, d'une part en raison du nombre de solutions &
examiner (li¢ & la nature combinatoire du probléme) et d’autre part a& cause du fait
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que les caractéristiques du {iltre produit n’apparaissent pas forcément dans ses
facteurs. Finalement, on & montré quelle était la classe des solutions & phese linéaire
possibles (remarque R34) et comment transformer, puis factoriser P(z) afin d'obtenir

deux filtres d'analyse A phase linéaire et permettant la reconstruction parfaite.
d) Méthode du calcul d'un filire complémentaire

Une méthode fort différente de celle de la lactorisation consiste & choisir d'abord un
premier filtre, Ho(z). puis & calculer lautre filtre, Hl(z), de telle facon & ce que la
relation (3.17) soit respeciée. Cette méthode peut étre utile dans le cas ol Ho(z) est
donné et ne peut par conséquent pas étre choisi (par exemple si Ho(z) est dérivé du
prédicteur linéaire optimal comme proposé pour un dispositif adaptatif de codage en
sous-bandes dans [vet86b,sch85]).

Comme seuls les termes d'indices impairs du produit Ho(z)- Hl(-z) apparaissent dans
le déterminant, seuls ceux-ci doivent &tre évalués dans le produit de convolution.
Considérons Ho(z) comme donné, et les coelficients de Hl(-z) comme les inconnues &
déterminer afin de réduire le déterminant & un monéme. En notation matricielle,

nous avons:

~ - -
h..h O O Y [ o, ] &
0,1 Yo,0 1,0 1
ho,s ho,z ho,1 ho,o 0 - 'h1,1 A,
. ' hx,z Ay
=1/2
M-1
0 Mo Do ez VA 8543
\ / \ # . ”
(329)

ou A, sont les coefficients du déterminant et hj § ceux du filtre j
’

La matrice en (329) est une matrice de convolution apériodique, mais ot manquent
les lignes paires. Notons qu'elle a M colonnes, correspondant aux M inconnues du
tiltre Hi(-z). mais uniquement M-1 lignes, correspondant aux M-1 coefficients non-nuls
du déterminant. Ce degré de liberté permet de choisir un des coefficients hl, It La
valeur i doit étre telle que la matrice réduite en (329) (Ia matrice sans la colonne
i) est si possible non-singuliére (un tel choix n'est d-ailleurs pas toujours possible).

Pour nos discussions, choisissons h, ,=1. De surcroit, nous pouvons également choisir

1,0
le déterminant voulu, par exemple Am(z)=z 2k 1. Ceci donne lieu au systéme de M-1

équations & M-1 inconnues suivant:
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’ho'o o o : R [ -hi'; (07 [ By 4 }
ho,z ho,.x ho,o hl,Z 0 ho,s
'h1,3 ° ho,s

I I ' 0 o |

L / \ / . (3.30)

ol nous avons éliminé la premiére inconnue (en posant h1'0=1) el passé par
conséquent la premiére ligne de la matrice en (329) & droite de I'égalité en (3.30).
La résolution de ce systéme d'équations (si une solution existe, ce qui est en général
le cas pour des filtres usuels) donne les coefficients du filtre complémentaire, et on
aura bien:

-2k-1
z

Am(z) = Ho(z) . Hl(-z) - Ho(-z) . Hl(z) =2 - (3.31)

donc une reconstruction parfaite.

Notons que le choix arbitraire fait ci-dessus peut s'avérer délical. En particulier, le
rapport entre la valeur de hl’ ; €t celle du déterminant est difficile & choisir. Méme
si les filtres résultants permettent une reconstruction parfaite, le filtre
complémentaire peut avoir un comportement exotique. Une échappatoire simple & ce
dilemme consiste & imposer une contrainle supplémentaire au filtre complémentaire,
donc & poser une équation de plus, ce qui méne alors & M équations pour les M
inconnues du filire & déterminer. Trés souvent, on a des informations a priori sur le
tiltre Ho(z), donc implicitement aussi sur Hl(z). Par exemple, si l'on sait que Ho(z)
est un f{iltre passe-bas, on pourra admettre tacitement que Hl(z) sera un filtre
passe-haut, et on peut donc imposer que z=1 soit un zéro de Hl(z). Ceci est obtenu
1,4 doit élre égale A
zéro. L'unique probléme est que cette équation supplémentaire doit étre linéairement
indépendante des M-1 équations déjd posées, sinon le systéme devient insoluble. Dans
ce dernier cas (et si les M-1 équations de départ sont bien linéairement
indépendantes), il suffit de perturber légérement I'équation supplémentaire (qui est

en posant comme équation supplémentaire que la somme de h

arbitraire) afin de la rendre indépendante et d'obtenir ainsi un sysiéme de dimension
M fois M non-singulier.
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Un cas intéressant apparait si l'on impose que Ho(z) et Hl(-z) soient des filtres
symétriques de méme longueur paire M. Dans ce cas, s Ho(z) est choisi, il faut
déterminer les M/2 coefficients de Hl(-z) nécessaires & la définition du filtre
complémentaire. En incluant toutes les symétries dans la relation (329), il en résulte
un systéme de M/2 équations. Ce systéme est présenté pour le cas M=8 ci-dessous:

T T
[A + B] - [hl,o .. h1’3] =[000 1] (3.32a)
4 N\
hO,l h0,0 0 0
b, 5 Ry 2 hy 4 b o
A= (3.32b)
b 2 hy 3 hy 5 h, 2
kho,o hy s hy 2 ho,aJ
(0 0 0 o )
4] 0 0 0
B = (3.32¢c)
) 0 By hy |
hs o hy o Ry 2 ho,3/

\

Si la matrice A+B est non-singuliére, il suffit de linverser afin de trouver le [iltre
complémentaire. Le sysiéme peul étre insoluble, comme par exemple dans le cas du
filtre moyenneur (tous les coefficients égaux & 1/M). Alors, les matrices en (3.29) et
en (3.32) sont singuliéres donc non-inversibles. Mais ce probléme n'apparait pas en

général, comme le montre l'exemple ci-dessous:

Ezemple E3.2: En partant d'un filtre passe-bas QMF classique tiré de [joh80] et
de longueur 32 (dont la fonction d'amplitude est montrée & la figure 3.2a) nous
allons woir gquel filtre complémeniaire est nécessaire afin d'oblenir une
reconstruction perfaite. Comme le filtre de départ est symétrigue, nous ulilisons
la relation (3.32). Le filtre complémentaire est décevant, comme on peut le
vérifier dans la figure 3.2b. MEme s'il permet, d'un point de vue global,
d'oblenir une fonction de transfert idéale, sa caractéristique d'amplitude propre
est frop mauwveise pour la plupcrt des epplications.

Cet exemple montre les limitations de cette méthode: un f{iltre peut &tre choisi a

volonté, la fonction de transfert totale est idéale, mais par contre, le filtre
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complémentaire est défini par un systi¢éme d'équations et n'a pas forcément les
caractéristiques désirées.

Toutefois, si le liltre complémentaire n’'est pas trop critique, cette méthode a certains
avantages. Par exemple, il est possible de réaliser des fonctions de transfert totales
ayant un retard minimum. Si dans la relation (3.30) on choisi le déterminant égal &
2 z.1 (donc 4,=2, et tous les autres 4; égeux & 2éro), alors la fonction de transfert
totale devient, el ceci indépendamment de la longueur des filtres RIF utilisés, égale &
(en vertu de (3.3))

X@) =z - X (333)

Ce résultat illustre, pour le cas N=2, la remarqe R211 qui établit & N-1 le délai
minimum d'un systéme & N canaux.

£

Lm0

Figure 32: Exemple de filtres obtenus avec la méthode du filtre
complémentaire (exemple E32) pour une longueur 32
a) norme de la fonction de transfert du filtre de départ Ho(z)
b) norme de la fonction de transfert du filire calculé Hi(z)

/2
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e) Méthode directe

La derniére méthode que nous présentons est peut étre la plus simple et la plus
souple. Elle consiste & optimiser simultanément Ho(z). Hl(z) et An(z) par rapport aux
contraintes que l'on impose. Typiquement, on désire un filtre passe-bas Ho(z)‘ un
filtre passe-haut H, (2) et un déterminant équivalent & un filtre passe-tout ayant
une phase aussi linéaire que possible (donc idéalement un délai). Dans la figure 3.3,
on montire un gabarit idéal par rapport auquel sera calculé une fonction d'erreur.
Par la suite, nous allons admettre que Ho(z) et Hl(z) sont des filtres & phase
linéaire, donc An(z) également. De ce fait, seule la fonction d'amplitude de ces filtres

sera considérée.

A //%(f/"//
1
AN
AN
AN
\\
“py @b }' 7/‘
) He )]
1 7 4
//
7/
’ ' _ 7/
“4q “rye 7
A [L7e*9/
1
1 —f
272 7

Figure 33: Gabarit idéal pour la norme de Ho(z). Hl(z) et A(2)

On peut donc évaluer une fonction Q'erreur (ou de coiit), qui dans sa forme la plus

générale peut s'écrire comme:

ClHy@Hy @) = e+ of PO [ o + e -, 1™ () do

+ C

e of o [H1(°jw)]2 do #cpy -

ANEE N ) g

w
1 4

+ve, c of [l-An(ejQ)]z dw (3.34)

pt
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e

ou les indices "p” indiquent les bandes passantes et "s” les bandes "stop”, ainsi que
"0", "1” les filtres 0 et 1 et "t” la transmission totale. En général, les bandes de
transition des deux filtres sont les mémes, ainsi que la pondération des bandes

passantes ou atténuantes. La relation (3.34) se réduit alors a:

Jwn

ClH,H, ()] = ¢, + of P (-Hy&™ ) + [1-K, (") )o

v,y I WHEOT + 1o
S
vop o o 1@ o (3.35)

La constante ¢, gouverne la qualité de la bande passante et c_ celle de la bande
d'atténuation des filtres Ho(z) et Hl(z), tandis que ¢, pondére limportance donnée a

la reconstruction du signal a la sortie.

Dans le cas des reconstructions parfaites présentées auparavant, la troisiéme intégrale
dans (3.35) serait évidemment toujours nulle. Dans le cas d'une recherche par
optimisation numérique, on pourra tendre vers une reconstruction parfaite en

choisissant simplement C, beaucoup plus grand que cl> et C,-

Notons également que si Hl(z) est choisi égal & Ho(fz)' alors il est suffisant de
considérer l'atténuation dans la bande [ws..x] pour Ho(ew) ainsi que la qualité de la
reconstruction totale. Ceci est suffisant, car la qualité de la bande passante apparait
implicitement dans la reconstruction totale (les filtres étant & phase linéaire). Ce cas
a éLé considéré dans la méthode de conception de [joh80] ou l'optimisation des filtres
a été effectuée en conséquence. Dans notre cas, les différents colits ne sont d'ailleurs
pas non plus entiérement indépendants les uns des autres. Ci-dessous, un exemple de

conception basé sur la relation (3.35) est donné.

Ezemple E3.3: Deuz filires @ phase linéaire Ho(z) et Hl(z), non liés par une
relation de modulation (Ho(z) z Hl(-z) a priori), sont congus en optimisant la
Jonction cofit donnée par la relation (5.35). On a choist M=8, cp=l, c =10 et
€,=1000. A l'aide d'une optimisation stochastiqgue, on a obtenu les fillres et le
déterminant montirés dans la figure 3.4. Pour comparaison, on y woit également
le fillre de longueur 8 proposé dans [johB0], qui a d'ailleurs &té pris comme
fillre initial pour l'optimisation. Les filires résullats sont légérement moins bons,
mais la fonction de transfert tolale a pu &ire améliorée (le minimum est ramené
de 0.122 dB a 0.079 db).
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Figure 34:

-0.05

Résultat de l'optimisation directe (exemple E3.3)

a) norme du passe-bas initial de longueur 8 de [joh80]
b) norme du passe-haut initial obtenu par modulation
¢) norme du délerminant initial

d) norme du passe-bas aprés optimisation

e) norme du passe-haut aprés optimisation

1) norme du déterminant aprés optimisation
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Une possibilité intéressarite de la méthode directe est que l'on peut chercher des
filtres produisant un délai inférieur & celui obtenu avec des filires & phase linéaire.
Le délai entrée-sortie devient alors un des paramétres de l'optimisation, comme le

montre l'exemple ci-dessous:

Ezemple E3.4: Un filire passe-bas Ho(z) de longueur M=12 (le filtre passe-haut
sera. choisi égal & Ho(-z)) est optimisé de fagon & ce que le codeur QMF
correspondant n'ail qu'un délai de 7 échantillons (et non pas de 1! comme cela
serait le cas avec des filtres & phase linéaire). Le résuliat est donc comparé quec
le filtre de longueur 8 de [joh80], puisque celui-ci produit le méme délai. Les
parties a), b) et c) de la figure 3.5 monirent les résultals oblenus avec le fillre
de [joh80), et les parties d), e) et f) proviennent de loptimisafion. Le fillre
passe-bas est légérement délérioré, mais la fonction de transfert totale est par
contre nettement meilleure (l'atténuation marimum passe de 0.122 dB & seulement
0.022 dB).

Cet exemple conclut la discussion de la méthode. directe. Celle-ci parait moins
élégante que les autres méthodes proposées plus haut, puisqu'en lieu et place de
permettre une solution analytique, elle nécessite une optimisation numérique.
Néanmoins, elle ne présente pas les désavaniages intrinséques aux méthodes discutées
auparavani, et permet l'oblention de filires de qualité au prix d'un certain effort
d'optimisation.

Notons qu'il existe également une mélhode récursive pour obtenir des f{iltres RIF
permettant une reconstruction parfaile. Prenons deux matrices de f{iltres le(z) et
sz(z) dont les déterminants sont des monémes. Ces matrices de filtres peuvent
s'écrire, selon (2.36), comme le produit de matrices de délais ld(z) el de matrices de
composantes polyphases Npl(zN) et sz(zN). Evidemment, les déterminants des
matrices de composantes polyphases sont également des mondémes. Une nouvelle
matrice de filires ayant également un déterminant sous forme de mondme peut étre
dérivée de la facon suivante:

H,@ = L@« N,@) - N, (336)

Cette méthode n'a pas &té explorée en détail, car il n'est pas clair comment les
propriélés des facteurs se répercutent sur la matrice produit. Elle pourrait néanmoins
étre utile pour les bancs de filtres sur des corps finis [vet86b), puisqu'alors les
propriétés des liltres eux-mémes sont peu importantes, le probléme étant plutot de
générer ceux-ci.
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Figure 35: Résultat de l'optimisation directe (exemple E3.4)
a) norme du déterminant initial
b) norme du passe-bas initial de longueur 8 de [joh80)
c) réponse impulsionnelle du passe-bas initial
d) norme du délerminant optimisé
e) norme du passe-bas optimisé (longueur 12)
1) réponse impulsionnelle du passe-bas optimisé (qui n'est plus &
phase linéaire)
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Passons en revue les résultats principaux de cette section sur les bancs de deux
filtres RIF. D'abord, les avantages de bancs de filtres RIF ont été montrés (entre
autres, l'absence d'annulation implicite de poles par des zéros), puis la condition
nécessaire pour une reconstruction parfaite a été dérivée (déterminant égal & un
mondme). Aprés une revue de deux méthodes connues (les QMF classiques et la
solution & phase minimale/maximale), on a introduit trois méthodes de conception
générales: la méthode de la factorisation (séparation d'un polynéme, équivalent au
déterminant, en deux polyndmes correspondant aux filtres d'analyse), la méthode du
filtre complémentaire (calcul dun filtre complémentaire afin d'obtenir un déterminant
égal & un mondme) et enfin la méthode directe {optimisation simultanée de Ho(z). de
Hl(z) et du déterminant correspondant). Les résultats sont résumés dans la table 3.1
qui donne un apercu des différentes méthodes, de leur domaines d'application ainsi
que de leurs avantages et inconvénients respectifs.

3.12 Filtres & réponse impulsionnelle inlinie

L'avantage majeur des filtres & réponse impulsionnelle infinie (RO) est une complexité
de calcul réduite par rapport & des f{ilires RIF ayant des caractéristiques
fréquentielles similaires. Les désavantages sont leur comportement numérique, le
risque d'instabilité ainsi que leur comportement de phase non-linéaire. Dans le cadre
des bancs de filtres avec reconstruction, ils ont un désavantage supplémentaire qui
est de donner lieu A& des annulations implicites de pdles par des zéros (en tous cas
si une reconstruction parfaite est désirée, voir & ce propos la remarque 3.1).

Prenons un banc d’'analyse comportant deux filtres stables RI], Ho(z)=N°(z)/Do(z) et

Hx(z)=N1(z)/D1(z). Les trois remarques suivantes définissent les différentes conditions
de reconstruction.

Remarque R3.5: Une reconstruction sans repliement spectral est toujours possible,
puisque la matrice des cofacteurs correspond & des filires stables en vertu de la
remarque R29.

Cette remarque est d-ailleurs valable pour N arbitraire. Lorsque les f{iltres de
synthése sont choisis conformément & (32), le signal reconstruit devient égal a:

X@) = 172 - 8_(2) - X (3.372)

avec:
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N, (2 N, (-2)- Dy (-2)- D, (2) - N, (-2)- N, (2)- D (2) D, (-2)
A (2) =
m

Do(z)- Do(-z)- D1 (2)- Dl(-z) (3.37)

qui est une fonction impaire de z"1 (le numérateur n'a que des puissances impaires
- -1 .

de 2 1. et le dénominateur que des puissances paires de 2 ). Si Ho(z)=N(z)/D(z) et

H1(2)=H°(-z). la relation (3.37) devient:

N3@) DX(-2) - N(-2) D (z)

A (2) =
m D2y D (2) (3.38)

Ces types de filtres ont éLé proposés dans [mil85] Si les dénominateurs des filtres

sont des fonctions de z-2 plutét que des polynémes généraux, (3.37) devient:
No(z)~ Nl(-z) - NO(-z)- Nl(z)

Do(zz)' D 1(22)

8,(2) = (3.39)

De tels filtres sont utilisés dans [ram80). Finalement, si les deux propriétés ci-dessus

sont réunies, c'est-a-dire que Ho(z)=N(z)/D(zz) et que Hl(z)=H°(-z). il en résulte que:

8@ = ﬁ%—ﬁy (3.40)
D (2)

Bien que les dénominateurs en 2.2 aient été proposés, ils ne sont & notre avis que
de peu d'utilité (nous parlons d'un dénominateur en 2.2 lorsque le dénominateur
d'un filtre, aprés toutes les simplifications possibles avec le numérateur, reste une
fonction en 2-2). La raison en est qu'alors, si p; est un pole du filtre, -p; est
également un pdle du filtre, et cette paire de pdles ne contribue donc pas & séparer
un signal en composantes haute et basse fréquence. De ce fait, les cas les plus
intéressants sont le cas général (3.37) et le cas QMF-RIl (3.38). La seconde remarque

concerne la reconstruction passe-tout.:

Remarque R3.6: Une reconstruction passe-tout est possible si et seulement si le
délerminant n'a pas de zéros sur le cercle unité.

Il est évident que cette condition est suffisante, car aprés avoir choisi les filtres de
synthése selon (32), on place & la sortie du systéme un filtre de compensation ayant
les propriétés suivantes:

- un 2éro en z=q; pour chaque pdle en z=q; du déterminant

-~ un podle en z=p; pour chaque zéro du déterminant qui se trouve & Il'intérieur du
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cercle unité en z=p,
- un pdle en z=[pi ‘]-1 pour chaque zéro du déterminant qui se trouve & l'extérieur

du cercle unité en z=p,.

Ainsi, les filtres de synthése sont stables, et la reconstruction est passe-tout. La
condition est également nécessaire, puisqu'un zéro du déterminant sur le cercle unité

ne peut étre annulé de facon stable (voir également la condition c22.
La derniére remarque concerne la reconstruction parfaite:

Remarque R3.7: Une reconstruction parfaite n'est possible que si tous les 2éros du

déterminant se trouvent strictement & l'intérieur du cercle unité.

Dans ce cas, il suffit de placer un filire de compensation égal & 1/Am(z) 4 la sortie.
La reconstruction est alors stable (tous les zéros du déterminant sont & Vintérieur
du cercle unité) et parfaite. Par ailleurs, la nécessité a été prouvée dans la

démonstration qui précéde la condition C22, dans la section 23.1c).

Dans le cas général donné par (3.37), il semble difficile de dériver une méthode de
synthése analytique comme il a été possible de le faire dans le cas de filtres RIF.
Bien sir, on peut choisir deux filtres d'analyse puis vérifier que le déterminant
satisfait bien aux propriétés requises pour une reconstruction parfaite ou passe-tout,

mais une telle méthode par essais successifs n'est pas trés-satisfaisante.

Un cas plus simple est celui ou les filtres sont modulés et ou le déterminant est
donc donné par la relation (3.38). Notons d'abord que la matrice polyphase Hp(z)

correspondant 4 un tel systéme s'écrit de la facon suivante (selon (2.36)):

1 0 Po(zz) Po(zz)
Hp(z) = . 1/(D(z)- D(-z)) (341a)
0 z-1 P (22) -P (zz)
1 1
ou:
P,(2") = Nz D(-z) + N(-2)- D(z) (341b)
P,@) = 2 [N(2)- D(-2) - N(-2)- D(z)] (3.41c)

Evidemment, la matrice Hp(z) est diagonalisable par une post-multiplication avec la
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matrice de Fourier, et il est aisé de vérifier que le déterminant de An(z) est égal A:

2 Py - P

" e - ol 42
L'équivalence avec (3.38) est immédiate. 11 est dés lors suffisan! de considérer les
2éros de Po(z) et Pl(z) (Po(zz) et Pl(zz) ont les mémes 2éros que Po(z) et Pl(z). ainsi
ceux-ci multipliés par -1). Ceci réduit de moitié lje degré des polyndmes dont il faut
chercher les zéros. Si aucun de ces zéros ne se trouve sur le cercle unité, elors on
peut réaliser une reconstruction passe-tout selon la remarque R3.6. Si, de surcroit,
ils se trouvent tous & lintérieur du cercle unité, une reconstruction parfaite est
possible (remarque R3.7). Ce résultat est lié & la condition C23, qui, rappelons-le,
élablit que l'inverse d'une matrice de fillres modulés (ce qui esL le cas ici) n'est
stable que si les zéros des composanies polyphases sont strictement A lintérieur du
cercle unité.

Si un banc d'analyse est composé de filtres RIF, mais que l'on tolére des filtres RIl
pour la synthése, on peut améliorer la qualité de la reconstruction. Toutelois, dans
le cas de filtres & phase linéaire, la remarque suivante indique qu'une reconstruction
parfaite ne peut étre obtenue qu'avec des filires RIF donnant lieu & un déterminant
qui est un mondme.

Remarque R3.8: Dans le cas d'un banc d'analyse constitué de filtres & phase linéaire
et ayant tous deux une longueur soit paire soit impaire, une condition nécessaire et

suffisante pour la reconstruction parfaite est que le déterminant soit un mondme.

La preuve se base sur l'annexe A3.2, ou l'on montre que le déterminant a toujours
une symétrie (relation (a3.11) et (a3.14)) lorsque les filtres d'analyse sont a phase
linéaire. A part dans le cas ou Am(z) est un mondme, le déterminant aura toujours
des zéros ailleurs que strictement a l'intérieur du cercle unité, et une reconstruction
parfaite devient impossible en vertu de la remarque R3.7. Notons que si les filires ne
sont pas de méme longueur, mais sont tous deux pairs ou impairs, la remarque R3.8
est également valable.

Si les filtres ne sont pas de méme longueur, mais l'un de longueur paire et l'autre
de longueur impaire, le déterminant n'est plus symétrique et la remarque R3.8 ne
s'applique pas. Ceci vient du fail que Ho(z)- Hl(-z) est alors un filtre de longueur
paire avec symétrie, mais que Ho(-z)- Hl(z) posséde donc la syméirie complémentaire
(en vertu de (a3.7)). De ce fait, le dernier terme de (a3.8) s'annule, et le déterminant
n'est plus symétrique.
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Notons toutefois qu'il est rare d'avoir deux liltres & phase linéaire mais de longueurs
différentes (leurs sorties ne seront d'ailleurs pas en phase, mais décalées d'un demi
délai). Finalement, la remarque R3.8 démontre également que les QMF classiques ne
permettent jamais une reconstruction parfaite, puisque dans ce cas, le déterminant
ne peut étre un monome. Ce résultat avait également été montré, mais de {acon

différente, dans [bar82).

Pour conclure cette section sur les filtres RIl dans le cadre des systémes & deux
canaux, rappelons briévement les résultats les plus importants. D'abord, tout comme
dans le cas RIF, la reconstruction sans repliement spectral ne présente aucun
probléme. En choisissant les filtres de synthése en {onction de la matrice des
cofacteurs (voir (3.2)), on est assuré d'avoir des filtres de synthése stables et
d'annuler parfaitement le repliement spectral. La fonction de transfert totale est
alors donnée par le déterminant. Soit ce dernier se rapproche d'un délai idéal, soit il
peut étre compensé voire annulé par un filtre de sortie. Ce dernier cas est
parfaitement possible si tous les zéros du déterminant sont & lintérieur du cercle
unité. Si des zéros se trouvent également & l'extérieur (mais pas sur le cercle unité),
on peut obtenir une reconstruction passe-tout. Par contre, si le déterminant posséde
des zéros sur le cercle unité, il est impossible de reconstruire le signal original,
méme en acceptant une distorsion de phase. Finalement, nous avons meontré que la
reconstruction parfaite dans le cas d'une analyse avec des filtres & phase linéaire

exige un déterminant égal & un mondme, excluant donc par la les QMF classiques.

3.13 Application aux filtres de synthése avec reconstruction

La différence fondamentale entre les systémes d'analyse avec reconstruction (du genre
codeurs en sous-bandes) et les systémes de synthése avec reconstruction (du type
transmultiplexeurs TDM-FDM) est que dans le premier cas les opérations de sous-
puis de suréchantillonnage sont automatiquement en phase, alors que dans le second
cas il faut expressément chercher une mise en phase. D'un point de vue purement
formel, cette différence avait été explorée dans la section 234. Nous allons
simplement illustrer ces résultats dans le cadre des bancs de deux filtres, qui est
plus simple et plus parlant que le cas général. Prenons deux filtres RIF Ho(z) et
Hx(z) pour le banc de synthése qui se trouve & l'entrée du systéme (voir la figure
24). N1 faut alors choisir les filtres du banc d'analyse se trouvant a la sortie du
systéme comme (selon le théoréme T2.2):
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1

G,l2) = z - H, (-2) (3.43a)

Gy = -2 - Ho(2) (343b)

Notons bien le délai de z-l, conformément au théoréme T22. Si ce délai n'est pas
introduit, il faudrait décaler le sous-échantillonnage en conséquence (d'un délai
correspondant & la fréquence d'échantillonnage du canal). En fait, la définition de
Yinstant d’'échantilionnage est arbitraire (icii, nous  admettons qu'un
sous-échantillonnage d'un facteur 2 garde tous les échantillons ayant un indice pair),
mais l'essentie]l est que la définition choisie soit appliquée de fagon cohérente. Voyons
briévement leffet obtenu si la simultanéité n‘est pas respectée. Selon la figure 24 et
les relations (2.11-14) et (3.43), on oblient par exemple:

LH D - [ H® - X6 + B@ - X,E) ) (3.44)

Xb(z) =2
Si l'on échantillonne en phase, on trouve:

io(z) 172 - [ x,o(zuz) + xb(-zl/z) ]

172 [ 2 H (2} Hy(2) - 2 H @) Hy(-2) ] - X,(2)
+ 172 [ z.1~H1(-z)- Hl(z) - z-l-Hl(z)- Hl(-z) ] Xl(z)
= 1/2 - z'l- [ Hl(-z)- Ho(z) - Hl(z)~ Ho(-z) ] Xo(z) (3.45)

Il 'y donc bien annulation parfaite de la diaphonie. Par contre, si l'on garde les
échantillons d'indices impairs, il résulte que:

1/2

"

K@ =12 [ X677 - x2"H)

172 [ 27 H (2 B +.27  H () Hy(-2) ] - X, (@)
+ 2 H (2) H,@) - X, () (346)

La diaphonie n'est donc pas nulle. Notons que si Hl(z) est un filtre de demi-bande
parfait, le produit Hl(z)- Ho(-z) est nul, et la diaphonie disparait comme prévu.
Néanmoins, la relation (3.46) indique bien la sensibilité du systéme & la perte de
phase, et nous reviendrons sur ce probléme par la suite. Par ailleurs, une bonne
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conception de filtres pour de tels systémes devrait tenir compte de (345) et de
(346), voire méme d'un échantillonnage plus fin, et ceci afin de diminuer la

sensibilité & la perte de phase.

3.14 Quelques remarques sur le cas de canaux non-idéaux

Jusqu'a présent, et ceci tant dans le cas des bancs d'analyse que dans celui des
bancs de synthése avec reconstruction, nous avons admis que les canaux de
transmission étaient idéaux. Bien que cette abstraction soit utile pour l'analyse, elle
n'est évidemment pas conforme & la réalité. D'une part, les bancs d'analyse avec
reconstruction sont utilisés dans les codeurs en sous-bandes oll les signaux dans les
canaux sont soumis & un traitement non-linéaire (quantification grossiére). D'autre
part, les bancs de synthése avec reconstruction servent au transmultiplexage, une

application ol ni le canal ni la récupération de phase ne sont parfaits.

Quoique le sujet des canaux non-idéaux soit fort important, il est trop vaste pour
en permettre un traitement détaillé dans le cadre de ce travail. Dans cette section,
nous n'avons aucunement la prétention de résoudre ce probléme, au contraire, nous
essayerons d'en éclairer certaines parties afin de démontrer l'importance du sujet.
Pour ce faire, nous utiliserons quelques exemples, accompagnés de simulations et d'un

traitement mathématique relativernent sommaire.

Trois cas sont traités ci-dessous. D'abord, une analyse préliminaire de l'effet de
quantification dans les canaux de codeurs en sous-bandes est donnée, avec comme
résuliat une approximation du niveau minimum de repliement spectral apparaissant
dans la sortie. Ensuite, la perte de phase dans le cas des transmultiplexeurs est
illustrée par simulation. Finalement, l'effet d'un canal non-idéal est étudié. Notons
que l'effet de la perte de phase et celui du canal non-idéal ne sont pas

orthogonaux, mais qu'ils sont traités de fagon séparée pour plus de simplicité.
a) Effet de la quantification dans le codege en sous-bandes

Nous allons utiliser un modéle trés simplifié alin de montrer que le repliement
spectral n'est plus parfaitement supprimé dés que les canaux sont quantifiés (cas
N=2). Supposons que le canal O soit parfait (aucune quantification), mais que le
canal 1 utilise une quantification avec un pas égal & q. Admettons que le signal
d’'entrée soit une sinusoide de ({réquence ‘o (<n/2). Le repliement spectral
produit également une sinusoide modulée & la fréquence f1=n-1°. Si l'atténuation du
filtre Hl(z) & la Iréquence f, est telle que le signal a une amplitude qui est de
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l'ordre du pas de quantification, le signal disparaitra. Comme il contient la sinusoide
modulée qui est nécessaire & la suppression cohérente du repliement spectral a la
sortie, il en résulte un repliement spectral non-nul dont l'ordre de grandeur est de

celui du pas de quantification:
X@) = 172 [ H,(-2) Hy2) X@) + H,(-2) Hy(-2) X(-2) ] (347)

Dans (3.47), on a simplement admis que le canal 1 dans la relation (3.1) était annulé
en raison de le quantification. Notons que si les filtres Ho(z) et Hl(z) sont trés
raides, la Iréquence fo (qui correspond A& une atténuation proche du pas de
quantification) sera proche de =, donc la sinusoide modulée également, et l'effet sera
négligeable.

Bien sur, tout signal qui disparait dans un des canaux (en raison de la
quantification) va apparaitre en version repliée dans. la sortie, et ceci selon (347).
Nous ne pousserons pas plus loin dans cette direction, car comme la quantification
est un phénoméne non-linéaire, son analyse devient rapidement complexe. Nous
nolons simplement qu'un repliement spectral de l'ordre de la quantification ne peut
étre évité.

b) Pgrte de phase dans les transmultliplexeurs

A la section 3.1.3, il a éié montré que si le sous-échantilionnage & la réception était
eflectué en gardant les échantillons d'indices impairs (et non pas pair), il en
résultait de la diaphonie (alors que celle-ci était nulle dans l'autre cas). 1l est donc
nécessaire d'effectuer le sous-échantillonnage au récepteur en phase avec le
suréchantillonnage de 1'émetteur. Comme ceci n'est pas toujours possible, nous avons
simulé l'effet de la perte de phase. Pour ce faire, un systéme 4 deux canaux et
utilisant des filtres demi-bandes de longueur 31 en configuration QMF habituelle (voir
(36)) a été implanté. Les filtres étant de longueur impaire, il a fallu mettre un
retard & l'entrée et & la sortie du canal O et 1 respectivement. Un canal de
transmission analogique a été simulé en utilisant une fréquence d'échantillonnage 100
fois plus élevée (avec un filtre passe-bas adéquat). L'effet de la perte de phase est
visualisé dans la figure 36, ol on voit le rapport (énergie de diaphonie)/(énergie
principale) pour une erreur de phase allant de O & une période d’échantillonnage du
signal de sortie. Pour une erreur de phase de O ainsi que d'une période, la
diaphonie est bien nulle, alors qu'elle est maximale pour une erreur de 05 (dans le
cas ot tous les filtres sont & phase linéaire).

La figure 3.7 montre les réponses impulsionnelles de l'entrée 0 aux sorties O el 1
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Figure 36: Rapport (énergie de disphonie)/(énergie principale) pour une erreur
de phase allant de O & une période d'échantillonnage du signal de
sortie (le niveau de la diaphonie se situe vers -1893 dB dans le
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Figure 3.7: Réponse impulsionnelle de l'entrée O aux sorties O et 1
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dans le cas ou la phase est parfaitement récupérée (partie a, la réponse de O a 1
est nulle puisque la diaphonie est parfaitement supprimée) et dans le cas le plus
défavorable (partie b, ol l'erreur de phase est égale & une demi-période

d'échantillonnage du signal de sortie).

Il ressort des figures 36 et 3.7 que le systéme est sensible & la perte de phase,
mais que la diaphonie apparait progressivement avec l'augmentation de l'erreur de
phase. Notons que si le canal de transmission posséde des distorsions de phase, il est

relativement aisé de les égaliser (voir par exemple [cox86)).
¢) Canaux non-idéaux dans les transmultiplexeurs

Un canal de transmission ne sera évidemment jamais idéal, méme aprés égalisation. Il
est possible de vérifier que si le canal a une fonction de transfert donnée par A(2),
alors le vecteur des signaux de sortie ;(zN) peut étre écrit, en fonction du vecteur

des signaux d'entrée x(zN) d'un transmultiplexeur, comme [vet86c]:

x(@) = 1N (G ) - Al H () x(z ) (348)
avec:

AQZ) = diaglA(z) A(Wz) . . ACW" 12)) (349)

Prenons & nouveau le cas simple de N=2, et le choix habituel des filtres QMF (selon
(36)). La matrice de transmission (voir (2.66)) est alors égale a:

A2 (-2)-ARH (2) [A(-2)-A)H)H(-2)
T(z)= 1/2 (350)
[A()-A(-2)H(2H(-2) ACDH (-2)-ARH (2)

Celle-ci n'est pas diagonale, & moins que A(z) ne soit une fonction de 22 (peu
probable pour un canal réel) ou que le filtre H(z) soit un {iltre demi-bande idéal
(auquel cas H(z)- H(-z)=0). Notons toutefois que souvent un canal réel est quesi idéal
sur des bandes adjacentes, et que ceci est suffisant pour permettre la suppression de
la diaphonie principale (voir & ce propos l'approche pseudo-QMF discutée & la section
332).

En conclusion & cette section, notons que 3 problémes majeurs peuvent détruire les
propriélés désirables des bancs de filtres étudiés auparavant. La quantification des
canaux dans les codeurs en sous-bandes fait apparaitre des repliements spectraux, et
la perte de phase ou les non-idéalités du média de transmission dans les

transmultiplexeurs créent de la diaphonie.
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3.2 Bancs de N filtres généraux

Cette section explore le cas de filtres généraux pour des bancs de dimension N plus
grande que 2. A la suite du cas RIF, ol on montre comment obtenir une
reconstruction parfaite avec des filtres d'analyse et de synthése RIF, on aborde

brievement le cas RII

Notons tout de suite que le caé de N supérieur & 2 est nettement plus difficile &
traiter, et que certaines solutions analytiques que nous avons pu dériver & la
section 3.1 n'ont pas encore d'équivalents pour N plus grand que 2. Remarquons que
le cas particulier de bancs obtenus par cascade de bancs de dimension 2 et ayant
par conséquent une dimension égale & une puissance de 2 n'est pas considéré ici,

puisqu'il s'agit d'une généralisation évidente des bancs de deux filtres.

3.2.1 Filtres & réponse impulsionnelle finie

Nous considérons ici des bancs d'analyse et de synthése constitués de filtres RIF
uniquement. Rappelons que la remarque R3.1 et la condition C3.1 (établissant la
reconstruction parfaite RIF) einsi que la remarque R32 (selon laquelle l'annulation
RIF des repliements spectraux est toujours possible) sont applicables pour N supérieur
a4 2 également. Notons toutefois que les filtres de synthése obtenus & partir de la
matrice des cofacteurs sont en général beaucoup plus longs que les filtres d'analyse,
puisque, si l'on dénote par Ma et Ms la Jongueur des f{iltres d'analyse et de synthése

respectivement, on remarque que Ms posséde la borne supérieure suivante:
Ms € (N-1)- Ma (351)

La complexité des bancs de filtres de synthése n'est donc comparable & celle des
bancs d'analyse que si N=2.

Deux des méthodes présentées & la section 3.1 sont aisément généralisables & N>2: la
méthode du filtre complémentaire (section 3.1.1d) et la méthode directe (section
3.11e). Comme la seconde est une généralisation immeédiate, nous n'allons présenter

que la premiére.

Rappelons qu'une reconstruction parfaite & l'aide uniquement de filtres RIF requiert

que le déterminant de la matrice soil égal & un mondme (condition C3.1). Si les
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filtres d'analyse sont tous de longueur égale Ma' le déterminant aura au plus le

nombre suivant de termes non-nuls (voir (2.82-84)):
1=M -N+1 (352)

Afin que le déterminant soil égal & un délai, il est donc nécessaire de satisfaire 1
équations. Comme il y a au départ N- Ma inconnues, de surcroit multipliées entre
elles, nous proposons une méthode simple pour réduire le nombre d'inconnues & Ma
et les équations & un systéme linéaire. La méthode consiste & choisir a priori N-1
lignes ou colonnes de la matrice Np(zu) en (2.36), puis de résoudre les 1 équations

pour les Ma inconnues restantes.

Considérons le cas ou N-1 colonnes de Np(zN) sont choisies a priori, ce qui revient &
choisir N-1 filtres d'analyse. Le déterminant de la matrice de filtres est alors une
fonction linéaire des M, coefficients du dernier filtre [vet86b]. Comme seules |
équations sont & satisfaire afin de réduire ce déterminant & un mondme, on peut
soit ajouter N-1 équations supplémentaires (en imposant des conditions raisonnables
au dernier filtre), ou choisir arbitrairement N-1 coefficients du dernier (filtre.
Evidemment, le systéme d'équations peut ne pas avoir de solutions dans certains cas
pathologiques, similairement & ce qui & été discuté pour le cas N=2 & la section
3.1.1d.

Dlustrons cette méthode par un exemple simple d'un banc d'analyse avec N=3 et
Ma=7' Choisissons a priori les deux filtres suivants:

Ho(z)=1+z +z +2 42 +2° +12 (3.53a)

Hiz) = 1 - el e %8 45,6 (353b)
Choisissons d'abord le filire Hz(z) avec deux coeflicients a priori comme:

H2(z) =1+ hlz'1 + haz':2 + haz':3 + h“z'4 + hsz'5 + 28 (353¢c)
Le déterminant de la matrice de filtres correspondante est égal a:

8@ = 273 (2% 4 (k™ 4 (hgehgk® + (1oh2 ) (3542)

En posant h1=1. h2=-1. h3=1. h 4=1. et h5=1. (3.54a) se réduit a:
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CERY: 23 (354b)

A partir de la matrice des cofacteurs, nous obtenons les filires de synthése

suivants (ou les délais communs superflus ont été simplifiés):

Gyl2) = 1/6 (1 + ot oS T8l 10 (3558)
G,(2) = 1/6 I I (355b)
Gyz) = 1/6 ( -1 + 22 .78, .10, (355¢)

Le signal reconstruit 4 la sortie d'un codeur en sous-bandes et utilisant les filtres
donnés en (3.53) et (3.55) pour l'analyse et la synthése est égal a:

X(2) = 2% X(z) (356)

Une reconstruction parfaite a donc été oblenue, et ceci avec des filtres RIF
-2 . .

uniquement ainsi quun délai minimal de z ~. Remarquons toutefois que les filtres

utilisés sont assez exotiques (en particulier Hz(z), qui est dicté par la résolution d'un

systéme d'équations), comme nous pouvons le constater dans la figure 3.8.

Plutét que de choisir deux coefficients de Hz(z). nous pouvons également poser deux
équations supplémentaires pour celui-ci, comme par exemple H2(1)=O et Hz(-l)zo {ce
qui est raisonnable puisque Ho(z) est un passe-bas et Hl(z) un passe-haut). En lieu
et place de (3.53c), on pose donc Hz(z) éga) a:

1 -4 S i h2t (353c)

3
+ 6

Hz(z) = ho + hlz h,z

-2 -
+ hzz + h32 4 + hsz

Dans ce cas, le déterminant est égal a:
-3 -6 -9 ~12 -15
Ap(z) =2 ((ho’hz)z +(h3-h5)z +(h6-h°)z +(h1-h3)z +(h‘-h6)z ) (357a)
Le réduction du déterminant & un délai conduit &4 5 équations pour les h,. i=0.6.
Les conditions H2(1)=0 et H2(°1)=0 donnent encore les deux équations

supplémentaires nécessaires pour une solution unique (en général) au probléme. En
choisissant h°=-1, h1=0. h2=-1. h3=0. h -1, h5=0 et h6=1, la relation (3.57a) devient.:
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A p(z) =4 . z"'3 (3.57)

Notons que tous les filires d'analyse sont & phase linéaire. De la matrice des

cofacteurs, on tire les filtres de syntheése suivants (les délais inutiles ont été

supprimés):
&) = 1/4 (1427 s 25> -25° 25 470 -2 0) (358a)
G =1/4 (142 -2 w2 -2 470 -z ) (358b)
G,2) = 174 (-2 + 227 - 25" + 220 (358¢)

Les filtres de synthése sont également & phase linéaire. Le systéme ainsi défini

produit le signal reconstruit suivant:

o -8

X(2) =z X(2) (3.59)
La caractéristique fréquentielle des différents filtres est donnée dans la figure 3.9.

En résumé, nous avons montré comment réduire le choix des N- Ma coefficients d'un
banc d'analyse RIF & un probléme linéaire de dimension Ma' et ceci en vue d'obtenir

une reconstruction parfaite avec un banc de synthése RIF également.
322 Filtres 3 réponse impulsionnelle infinie

Tout comme dans le cas de N égal & 2 il est toujours possible d'éliminer le
repliement spectral. Ceci est oblenu en dérivant les filtres de synthése & partir de la
matrice des cofacleurs, qui est toujdurs une matrice de filtres stables en vertu de la
remarque R29.

Afin d'oblenir une reconstruction parfaite, il faut éliminer l'effel du déterminant en
placant un filtre égal & 1/A(2) & la sortie. Le fait d'avoir un déterminant ayant tous
ses zéros & lintérieur du cercle unité est dés lors une condition suffisante pour
garantir une reconstruction parfaite. Par contre, il n'est pas démontré que cette
condition soit nécessaire dans le cas général (ceci a été démontré pour N=2 et pour
les filtres modulés). Néanmoins, la conjecture selon laquelle cette condition est
également nécessaire semble vraisemblable. La méme réflexion sapplique A la
reconstruction passe-tout, qui elle est liée & l'absence de zéros du déterminant sur le
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cercle unité..

Nous ne poussons pas plus loin la discussion ci-dessus, car les bancs de N filtres Rl
généraux (N>2, non-modulés) sont non seulement difficiles & analyser, mais également
peu répandus dans la pratique.
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Figure 3.8: Amplitude de la réponse fréquentielle des filtres pour N=3, Ma=7,
lors du choix arbitraire des deux premiers filtres ainsi que de

deux coellicients du dernier filtre dans le banc d'analyse.
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Figure 39: Amplitude de la réponse fréquentielle des filtres pour N=3, lla=7.
lors du choix arbitraire des deux premiers filires et de deux

contraintes supplémentaires pour le dernier {filtre dans le banc
d’analyse.
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3.3 Bancs de N filtres modulés

D'une part, et ceci depuis les travaux de Bellanger [bel74], on sait l'importance des
bancs de liltres modulés pour les transmultiplexeurs en raison de leur complexité de
calcul réduite. D'autre part, Nussbaumer [nus8l] a montré lintérét de ces bancs de
filtres pour le codage en sous-bandes en introduisant le concept de bancs
pseudo-QMF, qui allient une propriété d'annulation du repliement spectral avec une
implantation efficace. Nous dériverons d'abord quelques résultats sur les bancs de
filtres modulés généraux et indiquerons quelques problémes qui leur sont liés.
Ensuite, nous anealyserons le cas important des bancs pseudo-QMF. Entre autres,
ceux-ci donnent lieu & un banc de synthése ayant une complexité compareble au

banc d'analyse, et ils ne posent de surcroit pas de probléme de stabilité.
3.31 Filtres modulés généraux

Dans un banc de filtres modulés, le i-iéme filtre d'un banc de filtres modulés peut

s'écrire comme (voir (2.97)).
H,@ = Hy(W'2) (3.60)

ol Hﬂ(z)=NQ(z)/DQ(z) est un filtre prototype (typiquement, un passe-bas avec une
fréquence de coupure égale & 2r/N). Alors, la matrice de filtres modulés peut s'écrire

comme (voir (2.100)):
H( =1/DE) - d-F' . L@ - F (361a)

ou

L(z) = dieg] Ng,(@). 2 'N N

ey @) - 7 N () (361b)
Pour les définitions des diverses matrices, nous renvoyons le lecteur aux relations
(244), (248) et (297-102). Les Npos (zN) sont les composanies polyphases du filtre
prototype (aprés transformation afin que le dénominateur soit de la forme D(zN)).
Rappelons qu'il est nécessaire que ces composantes polyphases soient a4 phase
minimale pour que l'inverse de Hm(z) soit une matrice de filtres stables (voir
condition C23). Cette condition est trés restrictive. Sa signification physique pour le
filtre prototype total n'est pas claire car les zéros du filtre prototype n'ont en
général pas de relation directe avec ceux des composantes polyphases. Une exception
apparait si:
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No(d) = Ng@ - N . (362)

N
ol N'Q(z) est un filtre RIF de longueur N et N"Q(z ) un filtre n'ayant que chaque
N-iéme coefficient différent de 2éro. Appelons n'g; le i-iéme coefficient du filtre
N'Q(z). Alors la i-iéme composante polyphase de NQ(z) est égale a:

Ny; (2) = gy + N'g@) (3.63)

i
Donc, si N”Q(z) est & phase minimale, l'inverse de Hm(z) sera bien stable. Evidemment,
des filtres de ce type ne sont pas de trés bonne qualité (au sens traditionnel).
Pourtant, il n'est pas clair si le comportement fréquentiel des composantes polyphases
n'est pas plus important que celui du filtre complet. Cette fagon de voir est
spécifique aux bancs de filtres, et pose donc des contraintes nouvelles a la

conception de filtres pour bancs de filtres.

Ce point de wvue est déja apparu lors de la conception de filires pour
transmultiplexeurs, ol les composantes polyphases sont interpréiées comme des
passe-touts avec un comportement de phase en escalier [bel76]. Notons qu'il y a des
lors contradiction entre la contrainte de composantes polyphases passe-touts (pour
que le filtre prototype soit un bon passe-bas) et celle de composanies polyphases
ayan! un numérateur & phase minimale (pour la stabilité de l'inverse).

Remarquons que si la synthése est faite & l'aide de l'inverse de L(z), elle nécessite
une complexité de calcul comparable & celle de l'analyse. Notons aussi qu'une
reconstruction parfaite avec des filtres RIF n'‘est possible que si les filtres d'analyse

sont de longueur N. Ceci se démontre exactement comme dans le cas N=2 (voir
(3.8)).

Une échappatoire & ce probléme des composantes polyphases & phase minimale
consiste & réaliser l'annulation des .repliements spectraux sans chercher la
reconstruction parfaite. Si la stabilité est alors garantie, la complexité de calcul
requise pour la synthése est par contre grandement accrue (en raison de (3.51)).
Notons toutefois que le banc de synthése est également un banc de filtres modulés,
donc qu'il peut étre implanié efficacement. La facon la plus simple de dériver un tel
banc de synthése est la suivante: choisissons, & la place du vrai inverse de Hm(z). la
matrice de synthése suivante:
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G (2) = D(z) - F!. L@ -F-3 (3.64)

ou L'(z) est la matrice des cofacteurs de L(z). Notons que G m(z) est bien une matrice
de filtres modulés. Dés lors, le produit Hm(z)- Gm(z) devient:

H_(2) G () = 1D 3 F L L@ F- D) F} L2 F- 3

=J-F'. Ly L@ -F-13 (3.65)

Mais le produit L(z)-L'(z) est simplement égal & Al(z)-l (voir (2.109)), et (3.65)

devient:
Hm(z)- Gm(z) = Al(z) | (3.66)

La transmission de l'entrée & la sortie est donc égale au produit de toutes les
composantes polyphases (fois un délai et une constante), ce qui montre bien la

nécessité d'avoir des composantes polyphases qui soient des passe-touts.

Notons que nous avons estimé ci-dessus que les canaux étaient parfaits et nous
n'avons posé aucune contrainte sur les filtres prototypes utilisés. Pourtant, nous
avons vu précédemment (section 3.14) que si les canaux étaient non-idéaux, il était
nécessaire de travailler avec des filtres d'analyse et de synthése qui soient de
bonnes approximations de filtres passe-bandes idéaux. Dans les solutions ci-dessus, il
s'avére que les filtres de synthése ne sont pas forcément de bons passe-bandes,
méme si tel est le cas pour les filtres d'analyse. Ceci vient du fait que certaines
composantes hors-bande sont accentuées afin de permetire la suppression cohérente
du repliement spectral d'une autre bande. Si dans le cas idéal ceci ne représente
aucun probléme, il n'en est pas de méme dans des cas pratiques. Un exemple de
filtre de synthése avec mauvaise atténuation hors-bande est donné dans [smi85).
Nous insistons donc sur les limitations des solutions purement “mathématiques” car

elles peuvent s'avérer décevantes en pratique.

En résumé, nous avons montré les conditions de reconstruction parfaite et de
recontruction sans repliements spectraux dans le cas de bancs de filtres modulés, et
ceci a8 mis en lumiére limportance centrale des composantes polyphases du filtre
prototype. Rappelons les limitations majeures: les bancs de synthése sont difficiles &
stabiliser (reconstruction idéale), ils peuvent devenir beaucoup plus complexes

{reconstruction sans repliement spectiral) et les f{iltres de synthése ne sont pas
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forcément de bons passe-bandes.

3.32 Filtres pseudo-QMF

Une solution intéressanie aux problémes rencontrés plus haut est apportée par les
filtres pseudo-QMF [nus8lrot83.nusB4anus8db,chu8Smas85]. Ns ont les propriétés
suivantes:

- annulation des repliements spectraux majeurs

- caractéristique passe-bande des filtres de synthese

- analyse et synthése stable en tous cas

- complexité de calcul de la synthése comparable A celle de l'analyse

Nous appelons repliement spectral majeur celui qui apparait dans les bandes
adjacentes & la bande passante d'un filtre de synthése. Dans la suite, il sera toujours
admis que les autres repliements spectraux sont automatiquement supprimés en
raison de la bonne atténuation hors bande des filtres de synthése. Admettons que
tant le banc de filtres d'analyse que celui de synthése soit obtenu par modulation
comme en (360). De surcroit, le produit de filtres correspondant & des bandes
non-adjacentes est nul:

H(Wiz) . G(sz) =0 (i-) Mod N > 1 (367)

Dés lors, il est suffisant de satisfaire les trois équations suivantes:

[ HE) W) . . . .. . ‘W (e ][1@
HWz2)  HOV2) . . . . . . H@ || cwa 1 0 (368)
\H(WN'IZ) Ho) . . . . . . H(WN-zz)J 0
;(WN'IZ) )
\ IS /

Toutes les autres équations, par exemple dans (2]23), sont automatiquement égales &
0. et ceci en vertu de (3.67).

Comme indiqué précédemment, toute une série dapproches pseudo-QMF ont été
proposées. Plutdt que de toutes les passer en revue, nous allons en présenter une en
particulier tout en utilisant notre formalisme matriciel pour l'analyser. Notons que
celle que nous présentons est tirée de [nusB4a] (qui est similaire & celle de
[nusBlnus84b)), et remarquons qu'elle ressemble & celle de [rot83), qui elle est
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incorrecte (.). Une approche similaire a également été développée dans [mas85] avec

certaines améliorations.

Pour des raisons pratiques, les filtres sont réels et déduits & partir d'un passe-bas
prototype RIF Hn(z) ayant une fréquence de coupure égale & 2n/4N. La fonction de
modulation est sinusoidale, et la figure 3.10 montre les réponses fréquentielles du
filtre prototype et du banc de filtres. Notons qu'a cause de la symétrie de la
réponse fréquentielle des filtres réels, il n'est plus suffisant de tenir compte

uniquement des trois équations qui apparaissent dans le cas complexe (3.68).

Les filtres d'analyse sont choisis de le fagon suivante:

hg - cos(2n (2k+1)(2n-N)/8N) (3.69a)

h, (n)

(2k+1) /4 —N(2k+1)/8_ -(2k+1)/4z

z)+W )] (3.69b)

2k+1)/8
H () = 12w 8w Ho, (W
Notons que si la modulation de base est évidente (vu la conliguration des filtres
dans la figure 3.10), il n'en est pas de méme pour les facteurs de phase. Ceux-ci se
justifieront par la suite, car ils permettront les annulations désirées. Similairement,

les filtres de synthése sont égaux &:

gk(n) hﬂ - cos(2n(2k+1)(2n+N)/8N) (3.70a)

-N(2k+1)/8.

m(2k+1)/4z)+“"“(2k+1)/8- -(2k+1)/42

1/2[w )] (3.70b)

G, (2

Hg HoW

Introduisons le vecteur h(z) des filtres d'analyse. Celui-ci peut &tre écrit comme:

hz) = 172 D - [ HyW'/*2), Buw*/*s) . m w4y
+122D - [H0 Y2, Y m BV T 371
D = diag| e.n/‘. e-u/‘, . e.(ZN-”"/‘ ] (3.71b)
En introduisant le vecteur suivant:
(2N-1)/4 z)]'r (372)

ho@ = [HoW*2), How*/*2) . 1

on peut récrire (3.71a) plus succinctement comme:
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* * *
hiz) =172+ D - hQ(z) +12-D - [hn(z | (3.73)
Similairement, le vecteur des filtres de synthése s'écrit:
* * %
gz) =12- D - hn(z) +1/2- D - [hn(z ) (3.74)
La matrice des filtres modulés est mainitenant obtenue & partir de h(z) comme suit:
H () = [b(z). h(Wa) ... bW )0 (3.75)
Selon nos prémisses, le filtre prototype Hn(z) est sulfisamment sélectif pour que
i 3 .
Ho (W 2) - Hg(W'2) = 0 i%j (3.76)

En utilisant cette propriété ainsi que les définitions des filtres (3.73) et (3.74), il est
possible de vérifier que [nus84a):

H()  g2)=[T@ 00...0T 3.77)

En fait, on peut vérifier que pour les équations autres que la premiére dans (3.77),
seuls 4 termes non-nuls (composés de produits du filire prototype modulé)
apparaissent. Les phaseurs dans (3.69) et (3.70) ont donc été choisis alin que ces
termes s'annulent de fagon cohérente. Remarquons gque loutes les autres approches
pseudo-QMF reposent sur l'annulation de ces 4 termes, avec quelques modifications
dans la fagon de le faire. Notons que le systéme pseudo-QMF (en particulier comme
transmultiplexeur) peut étre sensible aux distorsions de phase, et il peut étre
nécessaire d'égaliser la phase d'un canal réel (ce qui est relativement simple [cox86]).

La transmission T(z) de l'entrée & la sortie vaut:

Te) = [ by@ T - ho@ + [ ho@) I [ b)) T (378)

L'évaluation de T(z) sur le cercle unité (en admettant que la longueur M du filtre
prototype est impaire) donne lieu & une norme similaire & celle obtenue avec les
QMF classiques (voir (3.12)) mais avec 2N termes (2 par filtre puisque le filtre
prototype est modulé en cosinus). Un exemple de banc de filtre pseudo-QMF de
dimension 8 avec un f{iltre prototype & phase linéaire de longueur 65 est donné dans
la figure 3.11. La réponse totale est égale & 1 +~ 02dB sur tout l'axe des Iréquences
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Figure 310: Module de la fonction de transfert
a) filtre prolotype passe-bas
b) banc de fillres obtenu par modulation
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Figure 3.11 Banc pseudo-QMF de dimension 8 et avec un filtre prototype de
longueur 65
a) réponse fréquentielle entrée-sortie
b) test de la suppression du repliement spectral
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et le repliement spectral majeur est atiénué au-deld de 40dB.

Comme nous le verrons au chapitre suivani, ces bancs de filtres pseudo-QMF ont de
surcroit une implantation trés efficace. II est également & noter que les bancs de
filtres pseudo-QMF ont en général un délai moindre que les bancs QMF classiques, ce
qui les rend mieux adapiés au codage en temps réel (voir & ce propos l'utilisation
de bancs de filtres pseudo-QMF pour le brouillage de la parole dans [cox86))

En conclusion & cette seclion sur les bancs de filtres modulés, rappelons qu'avec les
bancs pseudo-QMF, nous avons présenté une solution pratique aux problémes
rencontrés avec les bancs de filitres modulés généraux (stabilité, complexité et qualité
des filtres de synthése). L'utilisation croissante de filtres pseudo-QMF en codage de la
parole [mas85,c0x86] est d'ailleurs une preuve de leur utilité pratique.
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3.4 Filtres QMF complexe

Il est souvent désirable d'obtenir la représentation analytique d'un signal réel. Alin
de ne pas augmenter le nombre d'échantillons par unité de temps et en vertu du
théoréme de Shannon, le signal analytique complexe est sous-échantillonné d'un
facteur 2. Dés lors, la propriété de reconstruction, en particulier sans repliements
speciraux, est importante. Une solution & ce probléme a été proposée par Nussbaumer
avec lintroduction des filtres QMF complexes {nus83agal84] Notons que de tels filtres
QMF complexes (ou CQMF) soni souvent ulilisés & la suite d'un banc de N filtres
réels (un arbre de filires QMF typiquement) et permettent ainsi un codage efficace
de la parole [gal86). Ci-dessous, et 3 l'aide du formalisme matriciel des bancs de
filtres, nous indiquons la solution générale du probiéme des filtres QMF complexes et

nous dérivons entre autre les conditions de reconstruction parfaite.

Dans un systéme CQMF, le canal 0 est obtenu en modulant le signal d'entrée par
cosinus de nn/2, puis en filtrant par Ho(z) (qui est un passe-bas de demi-bande) et
finalement en sous-échantillonnant par un facteur 2. Le canal 1 est obtenu
similairement, mais en modulant par sinus de nn/2 et en filtrant par Hx(z). La
reconstruction est obtenue en inversant ces opérations, mais en intervertissant la
modulation par cosinus avec celle par sinus. Le systéme complet est montré dans la

figure 3.12.

X _ (2) X' (2)
cos 0 0 SIN

0 (o2 feeere =2 | RNEY
r-@— 0@ 15,0 "“@‘— 0

1,0,1,0,... 0.1,0.-...

C‘é—‘ ;(z)

X(z) —
cos
e =12 Gl(z) Xl(z)

SIN

21 f—---
Hl(z)
0’1 '0"11 xl {z) Xi (z) 1,0,-1,010.

o mla cacrm cacme-m-

Figure 3.12: Syst¢éme de dérivation du signal analytique avec reconstruction du
sighal original, et ceci & l'aide de filtres QMF complexes

Le systéme proposé¢ dans [nus83agal84] utilise Ho(z)=H(z). Hl(z)=H(z). Go(z)zH(z) et
Gl(z)=-H(z). Pour notre part, nous allons garder des filtres généraux dans la

I
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dérivation ci-dessous. Rappelons qu'un signal s(n) multiplié par cos(nx/2) devient un

signal s'(n) et que leurs transformées en z sont liées de la fagon suivante:

S(z) = 172 ( S(jz) + S(-jz) ) (3.79)
et ceci en vertu du théoréme de modulation de la transtormée en 2 [kun80). De
méme, si la modulation se fait par sin(nn/2) pour obtenir un signal s"(n), nous avons
que:

S"(z) = 1/2j ( SG2) - S(-2) ) (3.80)
Donc, le signal X'o(z) dans le canal O, aprés sous- et sur-échantillonnage, vaut:

Xo@) = 1/4 ( X(@) + X(2) ) ( Hy@) + Ho(-2)) (381)
Similairement, le signal X'l(z) devient:

X,@) = 1/4j ( X@) - X(-2) ) ( H,@ - H,(-2) ) 4 (382)
La premiére composante du signal reconstruit, )A(o(z). devient:

Xo@) = 172 ( X2 Goli2) - X'y(-i2) Gy (-32) ) (383)
c'est-a-dire, en remplacant (3.81) dans (3.83):

Xo@) = 1/8] (X(2) + X(-2)) (Hy(2) + Hy(-2)) (GyG2) - Gy(-i2) (384)

Similairement, la seconde composante, il(z), vaut:

-

X,(2) = 1/8) (X(-2) - X@) (H, () - H,(-2)) (G,(2) + G, () (385)
La sortie du systéme, )?(z), est égale & la somme de io(z) et de f(I(z), et sera par

conséquent une fonction de X(z) et de sa version modulée X(-z). Nous pouvons donc
écrire X(z) comme:

X@ = Fol2) - X(@) + F,@ - X(-2) (386)

ou Fo(z) et Fl(z) sont les filtres donnés par:
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Fo(@ H, G2)+H, (-j2z) H, (-i2)-H, (jz) G, 02)-G,y(-j2)
=1/8j . (387)
F.(2) H, (z)+H, (-}2) H, (jz)-H, (-) G, G2)+G, (-j2)

Notons que le choix suivant de Go(z) et de Gl(z) est nécessaire et sulfisant pour
supprimer tout repliement spectral dans la sortie du systéme (une constante

commune aux deux filtres est toujours possible):

Go(2) H, @)

(3.88)
G,(2) -H,(2)
Ce vecteur est simplement la premiére colonne de la matrice des colacteurs de la

matrice en (3.87). Avec ce choix, la relation (3.87) devient:

Fo(@) (Ho G2)+H  (-32))- (H, (2)-H, (-j2))
=1/4j (3.89)
F1 (z) 0

Par exemple, avec les choix Ho(z)=H(z) et Hl(z)=H(z) (et les Gi(z) selon (3.88))

[nus83a,gal84], on a bien le signal reconstruit suivant:
b . 2. 2, .
X(z) = 174j ( H'(2) - H (+j2) ) - X(2) (3.80)

Dans [nus83a,gal84], on montre comment choisir H(z) de facon & ce que ;((z) soit une
bonne approximation de X(z) (le {filtre H(z) doit &ire RIF, symétrique et de longueur
paire). Le probléme d'approximation est identique & celui qui apparait dans les filtres
QMF classiques (voir la section 3.1.1a), et la reconstruction ne peut étre parfaite que
si la longueur du f{ilire est égale & 2. Si on admet une dissymétrie dans le systéme,
c'est-a-dire s Ho(z):tHl(z), il est alors possible d'obtenir une reconstruction parfaite
avec des filtres RIF de longueur quelconque, et ceci en exigeant que, dans (3.89):

Hy(2) + H (i) = agrz -0 (3.91a)
H,G2) - Hy(-2) = jo,- (391b)

Alors, en vertu de (3.86) et de (3.89), le signal reconstruit devient:
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2-2 k°-2k1-1

X@2) = 174 - @ X(2) (392)

o %’
Evidemment, on peut annuler l'effet d'une reconstruction imparfaite par un filtre de
sortie qui réaliserait soil une reconstruction passe-tout, soit une reconstruction
parfaite. Notons toutelois que la reconstruction parfaite est impossible dans le cas
donné par (391), car la fonction de transfert & annuler est & phase linéaire (ce
résultal est lié & la condition C22).

En résumé, nous avons montré dans cette section comment appliquer le formalisme

matriciel & l'analyse des {iltres QMF complexes (qui permettent de dériver le signal

analytique, sous-échantillonné d'un facteur 2). Les deux résultats intéressanis qui

découlent de cette approche sont les suivants:

- on montre la classe générale des filtres qui réalisent la suppression des repliements
spectraux (ceux-ci peuvent étre RIF ou RII)

-on montre quelles conditions doivent remplir des filtres d'analyse (RIF en

particulier) pour permettre une reconstruction parfaite.
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35 Extension au cas bidimensionnel

Les perlormances excellentes des bancs de filtres pour le codage de la parole [gal83]
nous ont amenés & proposer cetle approche pour le codage d'image [vet84a) Depuis
lors, plusieurs tentatives de codage d'image en sous-bandes ont été réalisées

{brd85,wo085), el ceci avec des performances relativement bonnes.

Les avantages du codage d'imege en sous-bandes sont :

- simplicité d'implantation gréce & une complexité de calcul réduite

- absence d'effet de bord (comme c'est le cas dans le codage par transformée)

- possibilité de transmission progressive de l'image.

Les autres avantages (maitrise du repliement spectral, reconstruction parfaite en
I'absence de codage) sont les mémes que pour le codage en sous-bandes

mono-dimensionnel.
351 Cas non-séparable

En utilisant une fonction de sous-échantillonage non-séparable et réduisant le nombre
d'échantillons d'un facteur 2, on obtienl un systéme & 2 canaux utiilisant des filtres
bidimensionnels non-séparables. Un tel systéme est montré dans la figure 313.

Le processus de sous- et sur-échantillonage équivaut a une modulation par la

fonction suivante:
ftn,m,) = 172 (1 + ST*L)) (3.93)

et par conséquent, un signal avec transformée en 2z S(zl.zz) sous- puis
sur-échantillonné résulte en un signal avec transformée en z S'(zl.zz) égal a:

S'(zl,zz) = 1/2 ( S(zi.zz) + S(-zl.-zz) ) (3.94)

Il est aisé de vérifier (en utilisant (3.94)) que la sortie du systéme de la figure 3.13
est égale a: ’

Xe,2,) = 12 ( H(3,2,) - H,2) ) - X,2,) (3.95)
Donc, le repliement spectral est parfaitement supprimé. Afin que la reconstruction du

signal soit bonne, le filtre H(z1 ,zz) doit remplir une condition similaire & celle qui
apparait dans les QMF classiques (voir(312)):
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(1, &2) - HAE@1™), Jtm)y - g (3.96)

En utilisant des filtres & phase linéaire, il faut soit que la longueur selon une
dimension soil paire et impaire selon l'autre, soit ajouter des délais si les dimensions
sont toutes deux paires ou impaires. Un exemple de filtres est donné dans la figure
3.14.

352 Cas séparable

Si on utilise une fonction de sous-échantillonage séparable et réduisant le nombre
déchantillons d'un facteur 4 (en ne gardant que les échantilions ayant les deux
indices pairs), on obtient un systéme tel celui de la figure 315. Dans ce cas, une
condition suffisante pour la suppression du repliement spectral est la séparabilité du
{iltre prototype. Un exemple de filires est donné dans la figure 316.

Comme les filtres sont séparables, on peut réaliser une division QMF selon un axe
d'abord, (filtrage puis sous-échantillonage) puis selon l'autre. Ce sont des systémes de
ce type qui ont été implantés dans [brd85,woo85), et ceci avec des résultats
prometteurs.

3.5.3 Implantation

Tout comme dans le cas de l'ouie, il semble que la vision ait une sensibilité qui
décroit avec l'augmeniation des fréquences spatiales {voir & ce propos larticle de
Hirsch et Hytton [hir81] sur la sensibilité fréquentielle). De ce {fait, il semble
raisonnable de faire une analyse plus fine dans lesb fréquences basses que dans les
fréquences élevées. Ceci revient 4 réitérer l'analyse QMF sur l'image passe-bas
uniquement. Un exemple de cette approche est donné dans la figure 317.

Similairement au cas mono-dimensionnel, l'analyse QMF est efficace du point de vue
de la complexité de calcul. De surcroil. on peut généraliser les bancs pseudo-QMF
pour le cas de l'analyse d'image [vet84a], ces bancs font alors appel & des
transformations bidimensionnelles et sont trés efficaces. Le tableau 82 indique
sommairement le nombre de multiplications nécessaires pour l'implantation d'une
analyse QMF en 16 canaux.
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Figure 313: Systéme de codage en sous-bandes bidimensionnel non-séparable
a) fonction de sous-échantillonage. ot O indique les échantillons
retenus et X les échantillons abandonnés

b) configuration du systéme

£

Figure 314: Réponse fréquentielle de filtres non-séparables
a) filtre passe-bas

b) filtre miroir
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Figure 315: Systéme de codage en sous-bandes bidimensionnel séparable

a) fonction de sous-échantillonage, su O indique les échantillons

retenus et X les échantillons abandonnés

b) configuration du systéme

b)

Figure 316: Amplititude de la réponse fréquentielle des filtres séparables

a) passe-bas H(zl.zz)

b) passe-bas/passe-haut l-l(-z1 ,22)

¢) passe-haul/passe-bas H(z, 2,)

d) passe-haut H(-z1 ,-22)
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Table 32: Nombre de multiplications requises pour l'analyse d'une image
256 x 256 en 16 sous-bandes avec différents types de filtres

Type de filtres nb. de mult (- 10°)
16 filtres non-séparables généraux (25x25) 41
4 étages de filtres QMF non-sép. (17x17, 13x13, 9x9 et 7x7) 96
16 filtres séparables généraux (25x25) 33
2 étages de filtres QMF séparables (16x16 et 8x8) 157
16 filtres pseudo-QMF séparable et de longueur 25 0.68

Les gains en charge de calcul sonl importants, particuliérement dans le cas QMF
séparable et le cas pseudo-QMF.

Notons quelques remarques en conclusion & cette section sur la généralisation
bidimensionnelle de l'analyse en sous-bandes. Quoique les premiers résultats pratiques
[brdB5,wo0B85] soient encourageants, il est prématuré de porter un jugement définitif
sur cette approche. Entre autre, il est difficile de comparer ces premiers essais avec
les meilleurs résultats de méthodes qui ont été améliorées par des années de
recherches (comme par exemple le codage par transformation). Ce qui est certain,
c'est que cette méthode est trés attrayante du point de vue de son implantation.

Elle nécessite une complexité de calcul restreinte et utilise une architecture simple.
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a)

b)

Figure 317: Anealyse QMF d'une image par réitération successive sur limage
passe-bas
a) original
b) sortie du banc QMF
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3.8 Principaux résultats du chapitre

Une premiére partie a exploré les bancs de deux filtres, en particulier le cas RIF.
Deux méthodes analytiques (celle de la factorisation et celle du filtre complémentaire)
ont été dérivées afin d'obtenir deux filtres RIF réalisant la reconstruction parfaite.
Une méthode d'optimisation simultanée (des deux filtres et du déterminant) a
également éié suggérée. Les problémes associés & ces différentes méthodes ont été
indiqués. Le cas RII et l'application au transmultiplexage & ensuite été considéré,

ainsi que l'effet de canaux non-idéaux.

Ensuite, les bancs de N filtres généraux ont été analysés et une méthode permettant
la reconstruction parfaite a l'aide de f{iltres d'analyse et de synthése RIF a été

donnée.

Le cas important des bancs de N filtres modulés a été ensuite considéré. Les
probiémes qui leur sont liés (stabilité, complexité et qualité des filtres de synthése)
ont été évoqués, et le concept de bancs pseudo-QMF a été présenté afin de pallier &

ces problémes.

Finalement, la généralisation des filtres QMF au cas complexe (calcul du signal
analytique) et au cas bidimensionnel a fait l'objet des deux sections finales.

En conclusion & ce chapitre, nous pensons d'une part qu'un bon nombre de méthodes
de calcul de bancs de filtres et d'applications intéressantes de ceux-ci ont été
données, mais d'autre part, il nous semble évident que le sujet est loin d'étre clos. A
notre avis, la conception de filtres pour l'utilisation dans des bancs de filtres pose
des contraintes nouvelles qui ne saurajent étre satisfaites pour les méthodes

traditionnelles de conception de filires isolés.
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4 Complexité de calcul de bancs de filtres

A priori, on pourrait penser que les bancs de filtres nécessitent une charge de calcul
considérable, étant donné qu'ils sonl constitués par N filtres distincts. Pourtant, un
exemple simple infirme déjA cette hypothése: un seul filtre RIF de longueur M
requiert M multiplications et M-1 additions, mais ceci est également la complexité
requise par un banc de N filtres RIF de longueur M et sous-échantillonné d'un
facteur N. Si, de surcroit, les filtres sont liés les uns aux autres par une relation de
modulation, la situation sera encore plus favorable pour le banc de filtres, comme
nous le verrons plus loin. En général, nous pouvons remarquer que la plupart des
bancs de filtres ont une complexité égale ou inférieure & celle d'un seul filtre sans
sous-échantillonnage.

L'exemple ci-dessus illustre les deux caractéristiques dont nous pouvons tirer parti
efin de réduire la charge de calcul des bancs de filtres: le sous-échantillonnage et la
modulation. Notons que seuls des bancs d'analyse sont considérés par la suite, car
les bancs de synthése leur sont liés par une relation de dualité et ont donc le
méme complexité. Nous utiliserons ici souvent la représentation polyphase du signal
d'entrée, de facon & séparer le signal en composantes indépendantes, ce qui clarifie
les questions de charge de calcul. Remarquons enfin que la complexité de calcul des
bancs de filtres a été un sujel de recherche constant, tant dans le contexte des
codeurs en sous-bandes [nus81gal84] que dans celui des transmulliplexeurs
[bel74,be)82].

Dans ce chapitre, nous considérerons d'abord les arbres de filtres, en particulier dans
le cas QMF. Nous présenterons les techniques classiques (dans le domaine temporel),
puis des méthodes par transformée qui tirent parti des symétries et des réductions
de fréquence d'¢chantillonnage. Ces méthodes efficaces sont, & nolre connaissance,
originales, quoique handicapées par le retard inhérent & de lelles approches. Ensuite,
nous explorerons le cas des bancs de N filtres, particuliérement si ceux-ci sont
modulés. Aprés une revue de la méthode classique (par réseau polyphase et FFT
[bel74]) et la méthode par transformée de Nussbaumer [nus83) nous proposerons une
méthode difiérente pour calculer le banc de filtres modulés dans le domaine
transformé, et qui donne lieu & une complexité de calcul similaire.

Remarquons que si dans la suite, une référence est faite au nombre d4'opérations
requis par une transformation de Fourier ou en cosinus, nous utiliserons par avance
les résultats du chapitre S sur les transformées rapides.



-136-

. 4.1 Bancs de filtres en arbre

Les bancs de filtres en arbre, surtout du type QMF, sont fort répandus [gal84]
Quoique de structure complexe, ils sont relativement efficaces en ce qui concerne la
charge de calcul. Nous considérons ci-dessous la complexité de ces bancs de filtres,
en particulier dans le cas oli les bancs élémentaires sont modulés et de dimension 2.
Notons que le cas particulier d'arbres de filires ol la longueur des filtres est égale
4 la dimension du banc a été considéré dans [vet83).

Nous considérerons d'abord ci-dessous l'évaluation des blocs élémentaires de deux
filtres, ensuite leur mise en cascade, el finalement I'évaluation du banc de filtres

complet dans le domaine de Fourier.
4.1.1 Blocs élémentaires

Dans le cas QMF, un bloc élémeniaire est constitué de deux f{iltres liés par une
modulation par (-l)n. Appelons Hij(z) le filtre qui se trouve au i-idéme étage et & la

j-iéme branche d'une décomposition en arbre. Nous pouvons donc écrire:
Hi(zj+1)(z) = Hi(zj)(-z) (4.1)
mais également:

(z) = H, (4.2a)

H; 23 i2x) @

H (4.2b)

i(25+1) @ = Hy 01,0
La relation (4.2) vient du fait que, dans un étage particulier, on utilise toujours les
mémes filtres passe-hauts et passe-bas (ce qui n'est pas forcément le cas d'un étage
& l'autre). Dans la suite, nous admettrons que les filires sont RIF (le cas RII pouvant

étre traité en appliquant la décomposition polyphase de la section 2.22)

Un bloc élémentaire de deux filtres est évalué en effectuant la somme et la
différence des deux composantes polyphases tirées du filtre prototype [gal84] (tigure
4.1). Si la longueur du filtre prototype est égale & M.i' il faudra donc le nombre

suivant d'opérations pour chaque nouvel échantillon d'entrée:
M; /2 multiplications et M;/2 additions (4.3)
Si Mi est impair, (4.3) est simplement la moyenne sur deux échantillons d'entrée

successifs. Notons que si le filtre est symétrique et de longueur paire, il n'est pas

possible de réduire le nombre d'opérations en (4.3). La raison en est qu'alors les
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Figure 4.1 Evaluation d'un bloc élémentaire QMF
a) systéme initial
b) évaluation & l'aide des composantes polyphases et d'une
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Figure 4.3 Evaluation du bloc élémentaire de la figure 4.1 par transformation
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composantes polyphases ne sont pas symétriques, et quoique les mémes coefficients
apparaissent dans les deux composanies, les signaux d'entrée sont indépendants de

sorte qu'aucun gain n'est possible.

Par contre, si la longueur est impaire, les composantes polyphases sont symétriques,
et un gain d'un facteur 2 est possible sur le nombre de multiplications [gal84] Si,
de surcroit, le liltre est demi-bande, il aura un seul coeflicient impair non-nul,
divisant donc encore par 2 le nombre de multiplications et d'additions. L'inconvénient
des filtres QMF de longueur impeaire vient du fait quils nécessitent un filtre

correcteur a la sortie [gal84)

Dans le cas & phase minimum/maximum (voir [smi84,gal85] et la section 3.1.1b), un
filire passe-bas (& phase minimale et de longueur paire) est inversé dans le temps et
modulé par (-1)n pour produire le filtre passe-haut (voir la relation 3.15). II est
possible de vérifier [gal85] qu'alors les opérations peuvent étre groupées de facon &
faire apparaitre des rotations, réduisant donc le nombre de multiplications de 257
{au prix de 257 d’'additions supplémentaires). Notons que la réduction de 507
(possible si on inverse un filtre dans le temps) n'est pas applicable ici, et ceci en

raison du sous-échantillonnage & la sortie, et du f{ait que la longueur est paire.

Le tableau 4.1 résume la complexité pour l'évaluation de blocs élémentaires (2 filtres
sous-échantillonnés d'un facteur 2) constitués de différents filtres. Notons que la

synthése requiert la méme complexité.

Tableau 4.1 Complexité de calcul pour )'évaluation de blocs élémentaires (2
filtres sous-échantillonnés d'un facteur 2) et ceci pour un nouvel

échantillon d’entrée

Filtre RIF longueur Ho(z) Hl(z) mults, adds.
quelconque quelc. Ho (2) Hl (2) M M
phase linéaire  quelc. Ho(z) Hi(z) M/2 N
modulé quelc. quelc. H(z) H(-2) M/2 M/2
mod. phase lin. pair H(z2) H(-2) M/2 M2
o impair H(z) H(-2) M/4 MN/2
" demi bande impair  H(2) H(-2) M/8 M/4
phese min/max pair H(z) z.mlH(z-l) 3M/4 SM/4

* la complexité du filtre correcteur n'a pas été prise en considération
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4.12 Mise en cascade

Un banc de N filtres, ot N est une puissance de M (typiquement 2), peut étre
obtenu par mise en cascade de bancs de dimension M. Nous considérerons ici plus
particulierement le cas QMF. Méme si la complexité de calcul ne peut étre
directement réduite lorsque l'arbre de filtres est considéré dans son ensemble, il est
possible d’'envisager des structures de caleul différentes, réunissant par exemple une
partie des calculs dans une transformation rapide.

Deux modifications peuvent changer la structure d'un arbre de filtres: déplacement
des sommes/différences et déplacement des sous-échantillonnages, et ceci en direction
de la sortie. 11 est aisé de vérifier que la somme/différence dans la figure 4.1 peut
étre reportée plus loin, & condition que la fonction de transfert qui suit la sortie 0
soit égale & celle qui suit la sortie 1. Ceci est bien le cas dans les bancs QMF en
vertu de (4.2). Le déplacement du sous-échantillonnage vers la sortie est encore plus
immédiatl, étant donné qu'il n'est soumis & aucune contrainte et qu’l suffit de
modifier les fonctions de transferli de lacon adéquatle (une fonction en z placée aprés
un sous-échantillonnage de N équivaul & la méme fonction, mais en zN et placée
avant). ’

En appliquant ces diverses transformations, on oblient une variété d'architectures qui
va de la structure la plus arborescente possible (sommes/différences et
sous-échantillonnage répartis) & la  structure la plus paralltle possible
(sommes/différences réunies, sous-échantillonnage final de N). Notons qu'd moins de
tronquer les f{iltres paralleles [gal84], toutes ces structures ont une complexité de
calcul identique. Remarquons toutefois que la réunion des sommes/diflérences & la
sortie donne lieu & une trensformation de Walsh-Hadamard (WHT) de dimension N
[bea?5], ce qui peut étre avantageux lors d'une implantation. La figure 42 indique
quelques possibilités pour le cas N=4. Nolons que dans le cas 4.2e, les filtres sont
trés longs et nécessitent une charge de calcul plus élevée que dans les autres cas. Il
est alors possible de tronquer les réponses impulsionnelles [est77gal84), & condition
d'accepter une atténuation non-infinie du repliement spectral. Dans ce dernier cas,

celle approche permet de réduire tant la complexité structurelle qu'arithmétique des
banes QMF.

Dans la figure 42, on a admis que les bancs de deux filtres étaient modulés
(relation (4.1)) et que les branches succédant & ces deux filires étaient identiques
(relation (4.2)). Appelons M, la longueur des filtres & l'étege i. Alors, et avec (4.3), un
banc de dimension N=2F utilise, par échantillon d'entrée:
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Figure 42 Diverses architectures possibles pour le calcul d'un arbre QMF, N=4.
a) arbre d'erigine
b) décomposition des filtres en composantes polyphases,
sous-échantillonnage et sommes/différences répartis

¢) sous-échantillonnage réparti, sommes/différences réunies en une
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Diverses architectures possibles pour le calcul d'un arbre QMF, N=4,
suite.

d) Sous-échantillonnage et sommes/différences réunis, calcul des
filtres en arbre

e) Sous-échantillonnage et sommes/dilférences réunis, calcul des
filtres en paralléle
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p-1
e - L M multiplications et additions (4.4)
i=0
Souvent, la longueur des filtres est divisée par 2 & chaque étage [gal84]). Dens ce
cas, (4.4) devient:

M (1- 2P )}  multiplications et additions 45)

5
Ceci équivaul & environ Mo opérations par échantillon d'entrée. Si les {iltres oni des
caractéristiques supplémentaires (symétrique et de longueur paire par exemple), alors
il est possible de reporter les gains de la table 4.1 aux bancs constitués de tels
filtres. Notons toutefois que le cas du banc QMF classique (filtres & phase linéaire et

de longueur paire) requiert la complexité donnée par (4.5).
4.13 Evaluation dans le domaine de Fourier

Tout comme dans le cas de l'évaluation directe {figure 4.2), il est possible d'adapter
un grand nombre d'architectures dif{érentes pour le calcul par transiormation de
Fourier. Nous ne considérerons ci-dessous que deux cas particuliers différents, le
premier calculant les convolutions de facon répartie (correspondant & la figure 4.2d
et intéressant d'un point de vue de complexité de calcul) et le second évaluant les

filtres en paralléle (figure 4.2e el ayant une structure simple).

Pour la transformation de Fourier, nous utiliserons les complexités de calcul qui
seront dérivées au chapitre 5. Notons que la convolution par un filtre réel nécessite
3M/2-1 multiplications et 3M/2-3 additions dans le domaine transformé (ou M est la
longueur de la convolution circulaire). Par ailleurs, une transformation de
Walsh-Hadamard de dimension N requiert NLogz(N) additions [bea75).

Dans la suite, nous admetirons que les filtres sont réels et RIF (les filtres RII
peuvent étre approximés par une réponse impulsionnelle tronquée mais suffisamment
longue), et que le signal d'entrée est également réel et de longueur finie. Nous
négligerons donc les additions supplémentaires éventuelles et peu nombreuses que
requiert par exemple la méthode de "overlap and add” [nus82] si le signal d'entrée
est infiniment long (l'augmentation est de moins d'une eaddition par échantillon) I
est entendu que la convolution apériodique est réalisée par une convolution
circulaire de longueur suffisante (longueur » ”3+Mi'1' ol Ms est la longueur du
signal et Mi la longueur du filtre). Notons que lors de la mise en cascade, cette

relation doit &ire respectée & toutes les étapes du calcul.

Appelons Mf la longueur de la transformation de Fourier. Alors, il est nécessaire et

suffisant que:
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08
3 i
M£>Ms+):(2 Mi-2) (4.6)
i=0
ol p est le nombre d'étages de l'arbre de filtres. Si (4.6) est respecté, on peut sans
autre évaluer la convolution apériodique comme une convolution circulaire dans le

domaine de Fourier.

Le calcul d'un bloc élémentaire tel que celui de la figure 4.1 est illustré dans la
figure 4.3. Notons qu'il est avantageux de calculer séparément les deux filtres

2 2
correspondant aux composantes polyphases Hpo(z ) et le(z )

Considérons maintenant l'évaluation d'un arbre de [liltres ol les sommes/différences
ont été réunies & la sortie, mais ot la décimation est réparltie (voir la figure 4.2d).
Dans ce cas, la mise en cascade fait suivre une IDFT par une DFT, mais avec, entre
les deux, un distributeur qui sépare les échantillons d’indice pair et impair. Nous
allons donc chercher & simplifier ces deux transformations. Appelons x(n) et y(k)
I'entrée et la sortie de la DFT inverse de longueur M (M pair). Alors, les échantillons

d'indice pair peuvent étre écrits comme:

M-1 o M2 ok
y@k) = T x(n) WM = T (x(n)+x(n+M/2)) WM /2 4.7
n=0 n=0

ou WH est égal & e-’(zﬂ/m

. Les échantillons pairs sont donc obtenus & l'aide de
M/2 additions (M/2 additions complexes mais dont la moitié est superflue) ainsi que
d'une IDFT de longueur M/2. Cette derniére disparait en choisissant la transformée

subséquente de méme longueur. Les échantillons d'indice impair sont oblenus

similairement.:
M-1 M/2-1
y(k+1) = T x(n) W;Jn(ZRﬂ) = Y W;un « (x(n)-x(n+M/2)) w;{n/l; (4.8)
=0 n=0

c'est-é-éire & l'aide de 3M/4 multiplications (M/4 multiplications complexes), SM/4
additions ainsi qu'une IDFT de longueur M/2. Notons toutefois que ces multiplicalions
peuvent étre inclues dans la convolution qui suit immédiatement aprés, et il ne
reste donc que M/2 additions & effectuer.

Rappelons qu'a tous les étages, il faut évaluer les différentes convolutions, et qu'a la
sortie, le résultat final est obtenu A l'aide d'une WHT de dimension N (pour chaque
ensemble de N échantillons de sortie). Admettons maintenant que les filtres du i-iéme
étage soient de longueur K- Zp-i’l. c'est-&-dire que leur longueur soit divisée par 2
& chaque étape (ce qui est raisonnable en pratique [gal83gal84] Le filtre qui est
équivalent & la cascade des p fillres apparaissant dans une branche de l'arbre est
alors de longueur:
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L=pKZFt-2P+2 (49)

Maintenant. il suffit de choisir la longueur du signal, Ms, de telle fagon & ce que

Mf=L+Ms-1 soit une puissance de 2.

Récapitulons briévement les opérations nécessaires:

- & Yentrée, i1 faut calculer deux DFT de longueur Mf/z. une pour les échantillons
d'indice pair et l'autre pour ceux d'indice impair

- & chaque étage, il faut calculer 3M/2 multiplications et additions pour évaluer les
différentes convolutions. Notons que les filtres deviennent plus courts, mais que
leur nombre augmente.

- aprés chaque étage, saul aprés le dernier, il faut séparer les échantillons d'indice
pair et impair (voir (4.8-9)). Ceci requiert & chaque fois Mf additions.

-a la sortie, il faut calculer 2P IDFT de longueur M£/(2p ) et portant sur des
séquences hermitiennes.

- finalement, il faut évaluer une WHT de dimension N=2’ pour chaque ensemble de N

échantillons de sortie, c'est-a-dire Mf /(2p ) transformations, ou:
Mf/(Zp) . 2P pP=p- Mf additions (4.10)

En tout, et ceci pour MS=M£-L+1 échantillons d'entrée, il faut donc:

2 DFT(M,/2) + 2% DFT(M, /(")) (4.11a)
3-prM;/2 multiplications (4.11b)
5 pr Mf /2 additions . (4.11¢)

Notons que si les fillres sont & phase linéaire mais de longueur paire, aucun gain
n'est possible. Si la longueur est impaire, un gain est possible, mais seulement lors
de l'évaluation des composantes polyphases correspondant aux indices pairs (pour
ceux d'indices impairs, il faut encore effectuer la multiplication correspondant a
(4.8)). Les gains sont de l'ordre de M£/4 multiplications et de 3M£/4 additions par
étage.

Prenons un exemple simple. 11 faut diviser un signal en 16 signaux, et ceci avec des
filtres de longueur 128, 64, 32 et 16 pour les étages 0, 1, 2 et 3 respectivement.
Avec la méthode directe discutée A la section précédente et selon la relation (4.5), il
faut (par échantillon d'entrée):
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120 multiplications et 120 additions (4.12)

La longueur du filtre équivalent, selon (4.9), est égale & 498. Choisissons de calculer
une convolution circulaire de longueur 1024, donc de prendre 527 échantillons
d'entrée suivis de 497 zéros. Avec (4.12) et la complexité pour la transformation de
Fourier du chapitre 5 (voir les relations (5.29) et (542) ou le tableau 5.7) il résulte
de (4.11) que 10788 multiplications 28232 additions sont nécessaires, c'est-a-dire, par

échantil)on d'entrée:
2045 multiplications et 53.57 additions (4.13)

Il y a donc un gain d'un facteur 6 en ce qui concerne les multiplications et de 225
pour les additions. La figure 44 illustre schématiquement les opérations & effectuer

dans l'exemple ci-dessus.

Considérons maintenant une approche parallele et introduisons la convention suivante:
le filtre total, de l'entrée a la sortie i, Fi(z), est oblenu en utilisant a l'étage k, le
filtre suivant:

- passe-bas si | i/(zp- k-l) | est pair

p-k-1

- passe-haut si | i/(2 ) | est impair

Ceci correspond bien aux relations (4.1-2) et a l'exemple de la figure 4.2a.

Considérons maintenant Fi(z) et Fi +N /2(2). ou N=2F et i=0.N/2-1. En fait, il est aisé

de vérifier que Fi(z) peut s'écrire:

F(2) = H@) - Fy(z) i = O.N/2-1 (4.14)
et similairement, F.i +N /2(2) est égal &:
2 .

Fi +N /2(2) = H(-2) - Fi'(z ) i = 0.N/2-1 (4.15)

ou Fi'(zz) est une {onction de z2 uniquement, et ceci en raison du
sous-échantillonnage par un facteur 2 qui suit le premier f{iltre de l'arbre. En
utilisanl (4.14) et (4.15), on obtient:

Fi +N /z(z) = Fi(-z) (4.16)

Cette propriété a déja été remarquée dans [gal83gal84). Nous allons donc évaluer le
banc de N filtres comme N filtres de longueur moitié, puis obtenir les signaux de
sortie par des sommes et différences. De surcroit, les {filtres réduits sont
sous-échantillonnés d'un facteur N/2=2F~ ! 4 la sortie.
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Si le banc de filtres est évalué par transformation de Fourier, nous pouvons tirer
parti de ce sous-échantillonnage de sortie. Admettons que dans une transformation
de Fourier inverse de longueur M=K:-N, on ne désire que chaque N-iéme échantillon.

Alors, la DFT inverse peut s'écrire comme:

M-1 -nmN K-1 N-1 nm
x(nN) = T X(m) - WM = ¥ ( I X(m+kK)) - WK

m=0 =0 k=0

(4.17)

La relation (4.17) équivaut & une DFT inverse de longueur k=M/N ainsi que K(N-1)

additions.

En évaluant le banc de filtres en paralléle et & l'aide de transformations, il faut

donc (ou N=2F )3

- prendre deux DFT de longueur Mf 72 (sur les échantillons d'indice pair et impair)

- calcuter 2F convolutions de longueur M£ /2 dans le domaine transformé, ce qui
revient a 2 3M£ /4 multiplications et additions

-calculer 2¥ DFT inverses de longueur Mf /2 meis dont Ila sortie est
sous-échantillonnée d'un facteur 29-1. cCest-a-dire 2¥ DFT inverses de longueur
Mg/2 et M (2% -1) additions

- 4 la sortie, calculer les sommes et différences afin d'oblenir les sorties des filtres
Fi(z) et F, (z), cest-a-dire M‘f additions

i+N/2
En tout, nous obtenons la charge de calcul suivante:

2 DFT(M,/2) + 2P DFT(Mf/(ZP)) (4.18a)
3 2P-2- Mg /2 multiplications (4.18b)
5. 2P~ 2-fo2 additions (4.18¢)

En comparant (4.11) et (4.18). nous remarquons qua part les DFT qui sont les
mémes, nous avons un ordre de grandeur de p- Mf en (4.11) mais de 2P. Mg en
(4.18). Ceci vient du fait que dans l'approche répartie, nous avons évalué environ un
filtre par étage (et ceci au prix d'une structure complexe), alors que dans l'approche
paralléle, environ N=2F filtres sont calculés.

Reprenons l'exemple qui suit la relation (4.11), mais cette fois-ci en utilisant
l'approche parall¢le. Outre les DFT, nous avons maintenant 12288 multiplications et
20480 eadditions correspondant & (4.18b) et (4.18c) respectivement. Ceci donne lieu a
la charge de calcul suivante par échantillon d'entrée:
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32.13 multiplications et 73.00 additions (4.19)

Quoique ce chiffre soit supérieur a celui donné en (4.13), il reste intéressant en

comparaison avec celui de (4.12) pour la méthode directe.

Dans cette discussion des implantations par transformation de Fourier, nous avons
omis de parler de leur limitation majeure: le délai associé avec ces méthodes est
relativement élevé, puisqu'il faut attendre un grand nombre d'échantillons avant de
commencer les calculs (en tous ces si on veut tirer parti de lefficacité de ces
méthodes). Dans les applications en temps réel, ce délai peut présenter une
contre-indication majeure pour les méthodes par transformée, mais il n'est par contre

d'aucune conséquence dans des applicalions en temps différé.

Finalement, notons que l'amélioration obtenue avec les méthodes par transformée est
moins grande dans le cas des arbres de f{iltres que ce que l'on pouvait attendre au
vu des améliorations obtenues dans le filtrage classique (pour un seul filtre sans
sous-échantillonnage, le facteur de gain serait de l'ordre de 25 dans l'exemple que
nous avons considéré). Intrinséquement, l'évaluation d'un banc de filtres par arbre de
filtres est donc efficace, méme sans utiliser les méthodes par transformée. Ceci est
di au fait que dans un arbre de {jltres, une partie des calculs est effectuée

simulianément pour plusieurs filtres (mise en commun de 2zéros).
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4.2 Bancs de N filtres

Aprés une rapide prise en considération du cas de filtres généraux, nous
concentrerons notre attention sur les bancs de filtres modulés. Dans ce cas, 3
approches sont explorées plus en détail: la méthode classique séparant le banc de
filtres en filtres réduits polyphases suivi d'une FFT (bel74], la méthode proposée par
Nussbaumer [nus83] évaluant les filtres polyphases par transformation, et finalement

une méthode réalisant tous les calculs dans le domaine Fourier.
421 Filtres généraux

Ce cas est similaire & l'évaluation en paraliéle d'un arbre de filtre (sections 4.12 et
4.13). Admettons que les sorties soient sous-échantillonnées par un facteur N. Si les
filtres sont RIF, la complexité du banc est de l'ordre de la complexité d'un seul
filtre mais sans sous-échantillonnage. Si les filtres sont RIl, nous remplacons chaque

filtre par un filtre éé[uivalent:

_ N(z) _ N(z)- D(z) _
H(z) = D) - D(zN) (420a,b)
ou D N
D) = Di(%) (4.200)

N
Deés lors, le dénominateur en 2 peut étre évalué & la {réquence d'échantillonnage
réduite. Une évaluation directe de H(z) comme en (4.20a) (en appelant MN et MD

Yordre du numérateur et du dénominateur respectivement) requiert de l'ordre de:
MN + MD multiplications et additions (4.21a)

Une évaluation de H(z) en cascade comme en (4.20b) permet de sous-échantillonner
le numérateur, (qui est de lordre de M“+(N-1)- MD-N+1) et de calculer le
dénominateur aprés le sous-échantillonnage. I1 en résulte un ordre de:

M.N/N + M.D multiplications et additions (4.21b)

S5i le degré du numérateur est nettement plus élevé que celui du dénominateur,
(421b) peut correspondre & un gain élevé, el méme dans le cas ou M“=MD le gain
est de l'ordre de 257 & 507 (pour N allant de 2 & un nombre trés grand).

Nous verrons plus loin que la mise en cascade est trés intéressante si le
dénominateur peut étre partagé entre plusieurs filires. Dans le cas d'un seul filtre,
des considérations sur le conditionnement numérique ou le nombre de délais peuvent

motiver d'autres architectures [cr¢83) Si le filtre est un passe-bande suffisamment
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sélectif, il est également possible (si N n'est pas un nombre premier) de réaliser le
sous-échantillonnage par étapes, donc également le filtrage, et ceci peut conduire &
des gains considérables. Pourtant, ces techniques ne sont pas spécifiques aux bancs

de filtres, el nous ne les détaillerons donc pas ici.

422 Filtres modulés

Aflin de simplifier le présentation et ceci dans le but de clarifier les comparaisons
entre différentes méthodes, nous admettons dans la suite que les filtres sont

complexes et modulés de la facon suivante (voir la relation (2.97)):
i
H(2) = H (W 2) (422)

Similairement, les signaux sont supposés également complexes. Bien évidemment, la
plupart des applications font appel & des filtres réels (par exemple les banecs
pseudo-QMF) et les résultats peuvent &tres adaptés au cas réel & laide de

modifications adaptées.
a) Evaluation directe par filtres polyphases et FFT

Cette méthode, introduite par Bellanger {bel74], est aujourdhui classique. Nous la
rappellerons ici simplement pour mémoire. Admettons que le filtre prototype ait un
dénominateur de degré M.D-l et un numérateur de degré MN-l. Il peut étre
représenté, avec (4.20), par:

H (@ = 22 ' (4.23)

ou N'(z) est de degré MN-1+(N-1)- (M.D-l). Comme le dénominateur est maintenant
N
fonction de z, il est commun & tous les {iltres Hi(z). Appelons Ni(zN) la i-iéme
composante polyphase de N'(z):
N-1
, -3 N
N(@)= [ z Ni(z) (4.24)
i=0
Avec (4.22-24), il s'ensuit que le vecteur de f{iltres h(z)=[H°(z). Hl(z), . HN_I(z)]T est
égal &:

b@) = 1DE) - F - N@) 2N E L 2N @ (425)

Remarquons que, méme en l'absence d'un algorithme efficace pour la transformée
rapide, la formulation (4.25) réduit le calcul de N filtres & celui de N liltres réduits
(correspondant environ & un seul filtre) et d'une multiplication matricielle scalaire de
dimension NxN.
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Considérons le cas ol les sorties du banc soni sous-échantillonnées d'un facteur N.
Pour chaque nouvel échantillon, nous devons évaluer la sortie de 1/D(zN) {donc MD-l
opérations) ainsi qu'un des filtres polyphases, et aprés N échantillons, il faut caleuler
une DFT de longueur N. I faut donc en moyenne, pour chaque échantillon d'entrée
(ou il est admis qu'un filtre avec degré p et q au numérateur et au dénominateur

requiert p+q+1 multiplications et p+q additions):

MN/N + {2-1/N) (MD-I) multiplications complexes (4.268)
MN/N + (2-1/N) (M.D-l) - 1 additions complexes (4.26b)
1/N DFT de longueur N (4.26¢)

Le cas RIF correspond & MD=1. Dans le cas de bancs de filtres ‘réels, la fonction de
modulation est en général sinusoidale (voir section 332), et la décomposition
ci-dessus donne lieu, mis & part les filtres polyph&ses. & une transformation du type
cosinus (voir par exemple [nar78]). Des exemples concrets peuvent étre trouvés dans
[nus84a,nus84b,mas8S5], et nous avons également considéré le cas bidimensionnel dans
[vet84a].

b) Evaluation des filtres polyphases par FFT

La charge de calcul due aux filtres polyphases peut &tre dominante, surtout si le
filtre prototype est trés long par rapport au nombre de canaux. Nussbaumer [nus83]
a suggéré une évaluation des filires polyphases dans le domaine de Fourier, avec
l'avantage que les translormées inverses peuvent étre combinées avec Ia
tranformation de Fourier qui suit les filtres polyphases. Ceci donne lieu & une
transformation bidimensionnelle qui peut éire efficacement calculée & l'aide de

tranformations polynomiales [nus82)

Nous esquissons l'idée générale ci-aprés, et ceci, pour plus de clarté, & laide de
bancs complexes uniquement. Plus de détails peuvent étre trouvés dans [nus83}], en
particulier la spécialisation au cas de bancs réels. Admetions que les filtres
polyphases soient évalués & l'aide d'une convolution circulaire de longueur X (K
suffisant pour permetiire la méthode de “overlap and add”). Si celte convolution est
calculée par transformation de Fourier, le ecaleul du banc de filire en (425) se fera
de la fagon suivante:

-~ N DFT de longueur K en entrée

- N convolutions de longueur K dans le domaine tranformé (a4 laide d'une
multiplication complexe par point)

- N DFT inverses de longueur K produisant N-K résultats du banc de filtres
polyphases

- K DFT de longueur N, correspondant & la DFT qui suit le banc polyphase dans
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(4.25).
Evidemment, les N IDFT de longueur K suivies des K DFT de longueur N
correspondent & une DFT bidimensionnelle de longueur KxN.

Prenons le cas ou tous les liltres polyphases ont la méme longueur M b Alors, pour
M s=r~I(K-I«Ip4~1) échantillons d’entrée complexes, la méthode présentée requiert (les

filtres sont également complexes):

N DFT de longueur K en entrée (427a)
N - K multiplications complexes {4.27b)
une DFT de dimension KxN en sortie (4.27¢c)

En dépit de cette complexité de calcul' attrayante, ceite méthode présente
l'inconvénient d'introduire un délai relativement long, puisquil faut attendre Ms

échantillons avant méme de pouvoir commencer les calculs.
¢) Evaluation compléte dans le domaine de Fourier

Nous allons considérer le cas ol on commence par prendre une transformation de
Fourier du signal d'entrée, puis on calcule les N convolutions dans le domaine
transformé avant de prendre N transformations inverses pour retrouver les sorties du
banc de filtres. En raison de la nature modulée du banc de filtres, nous allons
montrer que les convolutions dans le domaine {ranformé peuvent étre évaluées

efficacement.

Quoique cet algorithme n’améliore pas la complexité de calcul par rapport & la
méthode précédente, il permet un éclairage différent du probléme. Le fait qu'il donne

un nombre d'opérations similaire montre la cohérence des deux approches.

Admettons que la DFT d’'entrée soit de longueur M=K-N. Appelons Yi(k) le i-iéme
signal aprés filtrage et sous-échantillonnage dans le domaine tranformé. En (4.17),
nous avons vu que le sous-échantillonnage dans le domaine transformé correspond &
une somme de N termes espacés de K. Donc, Yi(k) peut s'écrire comme:
N-1
Yi(k) = ¥ X(k+-K) - Hi(k-fl- K) k=0.. K-1 (4.28)
1=0
Les indices entre parenthéses (par exemple k+l-K) sont toujours pris modulo M dans
la suite. Maintenant, notons que, en vertu de (4.22)
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Hi(k+l- K) = Hp(k+(l-i)- K) (4.29)

Done, [Yo(k). Yl(k), c. YN-I(k)] peuvent étre oblenus par une convolution circulaire
de N points & partir de [X(k), X(k+K),...X(k+(N-1)K] De ce fait, nous pouvons
remplacer les N filtres suivis de sous-échantillonnage par K convolutions circulaires
de longueur N. Celles-ci peuvent é&tre évaluées par tranformation, conduisant ainsi &
N- K multiplications complexes et & K DFT de longueur N avant et aprés ces
multiplications. Notons que nous pouvons utiliser des DFT ou des DFT inverses selon
notre gré, puisqu'une simple permutation des échantillons par la matrice J (voir la
relation (2.48)) permet de passer de l'une & l'autre.

Admettons meintenant que la DFT d'entrée de longueur M=K:N soit calculée en deux
étages, le premier de N DFT de longueur K et le second de K DFT de longueur N,
avec entre les deux les multiplications par les facteurs de phases (“twiddle factors™)
adaptés [nus82). Dés lors, les K DFT de longueur N disparaissent en raison des-DFF
de longueur N qui suivent immédiatement, et les multiplications par les facteurs de
phases peuvent étre inclues avec les mulliplications complexes nécessaires au fillrage.

En tout et pour tout, il faut donc calculer:

N DFT de longueur K en entrée (4.302)
M multiplications complexes (4.30b)
une DFT de dimension NxK en sortie {4.30¢)

Ceci correspond bien & la méme complexité que celle donnée en (4.27). Notlons
toutefois que maintenant, le nombre d'échantillons d'entrée est égal a M-Mf+1 ou Mf
est la longueur du filtre prototype. Ce nombre est plus pelit que celui correspondant
a4 (4.27), et cela de (N-1) lorsque M, est un multiple de N.

La méthode est illustrée schémetiquement dans la figure 45 pour le cas de N=4 et
M=32.

Quoique fort similaires, les deux méthodes décrites ne sonl pas identiques, puisque la
premiére fait appel & une DFT de dimension (KxN) et la seconde & une de dimension
(NxK). Dun point de vwue de «calcul, ces deux DFT sont identiques, mais
linterprétation ne l'est pas. D'autre part, le nombre d'échantillons d'entrée pour une
dimension de DFT donnée n'est pas le méme (ii est légérement plus élevé dans la
premiére méthode). Pour illustrer le potentiel de ces méthodes relativement
complexes, nous prenons un exemple simple: évaluons par blocs de 256 échantillons
d'entrée un banc de 16 filtres RIF de longueur 128 (et dont les sorties sont
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Figure 45: Banc de 4 filtres sous-échantillonnés d'un facteur 4 et évalué par

tranformation de Fourier de longueur 32

s) DFT 32, puis 4 convolutions dans le domeine transiormé et 4
IDFT de 8

b) Evaluation des convolutions dans le domaine transformé par
convolutions circulaires de longueur 4

¢) Evalustion de la DFT de longueur 32 per 4 DFT de 8, des
"twiddle factors” puis 8 DFT de 4. Evaluation des convolutions
circulaires par transformée

d) Aprés toutes les mimplifications, il reste 4 DFT de 8 4 l'entrée,
32 multiplications compiexes (comprenant la convolutions et les
"twiddle factors”) et une DFT de 4x8 en sortie



sous-échantillonnées par un facteur 16 également). Pour des signaux ainsi que des

filtres complexes, on obtient les nombres d'opérations suivants:

Méthode a) 25.25 multiplications et 4725 additions par échantillon d'entrée
Méthode b) 10.55 multiplications et 53.22 additions par échantillon d'entrée
Méthode ¢) 11.78 multiplications et 5941 additions par échantillon d'entrée

Le nombre de multiplications est donc réduit d'un facteur supérieur & 2, tout en
gardant un nombre comparable d'additions.

4.3 Principaux résultats du chapitre

La complexité de calcul liée aux bancs de filtres a élé considérée. Deux
caractéristiques importantes des bancs de fillres ont été mises & contribution afin de
diminuer la complexité de leur implantation: a) le fait que les sorties soient

sous-échantillonnées et b) le fait que les filtres d'un banc soient liés par modulation.

Une premiére partie a été consacrée aux arbres de filtres, en particulier aux arbres
QMF. Aprés un rappel des méthodes classiques d'évaluation dans le domaine temporel,
nous avons proposé des méthodes par convolution dans le domaine de Fourier, mais

en tenant compte des symétries et sous-échantillonnages propres aux bancs QMF.

La deuxiéme partie du chapitre a présenté la complexité des bancs de N filtres, en
particulier dans le cas ou ceux-ci sont modulés. Outre la méthode classique des
bancs polyphases suivis d'une FFT [bel74), on a développé deux méthodes par
transformée, l'une due & Nussbaumer [nus83] et lautre originale & notre
connaissance. Ces deux méthodes donnent lieu & des complexités de calcul presque

identiques et sensiblement réduites par rapport & l'approche classique.

En conclusion, nous avons montré que les bancs de filires peuvent en général étre
implantés trés efficacement, car la corﬁplexité de calcul est bien moindre que celle
de N liltres généraux sans sous-échantillonnage. L'importance des transformations
rapides (Fourier, cosinus) est également apparue clairement, et c'est la raison pour
Jaquelle nous leur consacrons le chapitre suivant.
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5 Transformées rapides

" .. diviser chacune des difficultés & examiner en autant de parcelles
qu’il se pourrait et qu'il serail requis pour les mieux résoudre.”

R. Descartes, "Le discours de la méthode”

Les algorithmes rapides pour les transformations du genre Fourier jouent un role
capital dans le traitement numérique du signal. La redécouverte de l'algorithme de
transformation de Fourier rapide (FFT) en 1965 [coo65] a d'ailleurs notablement
contribué au développement du traitement numérique des signaux, puisqu'avec cet
elgorithme il devenait possible d'évaluer efficacement les spectres de signaux
échantillonnés, mais également le filtreage numérique gréce & la propriété de
convolution de la transformée de Fourier.

Dans les chapitres précédents, en particulier le chapitre 4 sur la complexité de
calcul liée aux bancs de filtres, il a été montré que les transformations du type
Fourier permettent également de réduire sensiblement l'effort de calcul nécessaire a
I'implantation de certains types de bancs de filtres (ou les différents filtres sont
obtenus par modulation & partir d'un seul filtre prototype). Comme ces types de
bancs de filtres représentent une part importante de ceux utilisés en pratique, entre
auires justement en raison de leur mise en oeuvre plus efficace, il semble approprié
d'étudier plus en détails les transformations utilisées dans ces bancs de filtres

modulés.

L'origine des résuliats nouveaux présenlés dans ce chapitre a été J'étude de
I'implantation efficace des bancs de filltres pseudo~-QMF (voir la section 3.3 et les
références [nus81nus84anus8ib)). Mais comme d'une part, il a été possible de
généraliser les résultats obtenus & plusieurs autres problémes, et que certaines des
transformations étudiées ont également une application immédiate dans le codage (un
domaine relativement éloigné des bancs de filtres), nous avons jugé bon de consacrer
un chapitre séparé et relativement indépendant & la présentation de ces
développements.
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Remarquons que la plupart des résultats concerne d'abord des transformations de
séquences dont la longueur est une puissance de 2. Ces transformations ont en
général une complexité multiplicative plus élevée que celles qui portent sur des
séquences de longueur comparable mais égale & un produit de facteurs premiers
entre eux. Elles ont néanmoins plusieurs avantages qui les rendent trés attrayantes:
i) un nombre total d'opérations faible (comparable avec celui des meilleures versions
de l'algorithme de Winograd)

ii) une structure relativement simple

iii) un temps de passage sur processeur en général inférieur & celui d'aslgorithmes
trés complexes (Winograd) en raison de la structure plus simple

iv) une longueur adaptée aux contingences d'implantations réelles (dans lesquelles
I'espace d'adressage ou le nombre de registres sont presque exclusivement une

puissance de 2).

En plus de ces avantages communs & toutes les transformations de longueur en
puissance de 2, il sera possible de généraliser l'algorithme qui est proposé dans la
suite & toule une série d'autres problémes, démontrant ainsi la souplesse de

l'approche proposée.

Le chapitre se divise de la fagon suivante. Une premiére section présente l'algorihme
de base (appelé FFCT pour ‘Fast Fourier-Cosine Transform”), évalue sa complexité de
calcul pratique et théorique, et le compare & d'autres algorithmes connus. La seconde
partie s'applique & généraliser cet algorithme & plusieurs autres cas, entre autres
pour transformer des signaux comportant certaines symétries, pour la convolution
circulaire de signaux réels, et finalement pour le cas bidimensionnel. Ensuite, une
section est consacrée & une implantation matérielle qui a pu étre réalisée et une
derni¢re section présente limplantation logicielle de l'algorithme. Tant pour
Iimplantation matérielle que logicielle, nous avons utilisé une méthodologie et des
outils de développement en partie originaux, et la présentation de cetie approche
devrail donner une certaine généralité & ces exemples particuliers d'implantation.

Notons que notre présentation est relativement succincte, car les résultats présentés
sont déja documentés par toute wune série de publications détaillées
[vetB4b,vet85a,vet85b,vet 86a,vet 85d,vet 85¢, duh86].

5.1 L'algorithme de FFCT

L'algorithme de base met en relation deux transformations distinctes, celle de Fourier

el celle en cosinus. Le fait que la transformation en cosinus peut s'évaluer & l'aide
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d'une transformation de Fourier (de méme dimension) est un résullat connu, et une
méthode efficace pour le faire a été proposée dans [nar78] La relation duale
&tablissant que la transiormation de Fourier peut é&tre évaluée & laide de
transformations en cosinus (de plus petites dimensions) est un résultat original & la
base de l'algorithme de FFCT.

Outre le fait que ce résultat permet d'oblenir un algorithme trés efficace pour le
calcul de transformée de Fourier ou en cosinus de séquences dont la longueur est
une puissance de 2, il établit une relation étroite entre ces deux transformations.
Ceci est d'importance tant d'un point de wvue théorique que pratique. La mise en
relation de deux problémes distincts permet de faire profiter l'un des avantages
acquis pour la solution de Jautre, et réciproquement. Ensuite, la décomposition
proposée permettira de démontrer certains résultats sur la complexité théorique des
transformations considérées. Finalement, des résultats d'implantation de l'une des
transformations peuvent éire utilisées pour l'implantation de l'autre.

Avant d'entrer dans les déteils de l'algorithme de FFCT, remarquons qu'en parallgle
avec nos propres développements, un autre algorithme a été proposé (elgorithme du
"split radix” [duh84a]) qui, quoique non-isomorphe, utilise également une ‘division
asymétrique du probléme original en probiémes de dimension moitié el un quart.
Nous verrons par la suite l'imporlance de cette division asymétrique qui [fait
I'originalité de ces algorithmes, puisque les algorithmes classiques se basent toujours
sur une division symétrique (par exemple en deux ou quatre sous-problémes de
méme dimension chacun).

5.1.1 Dérivation de l'algorithme

Introduisons les définitions suivantes, ol x(n) est le n-iéme élément d'un vecteur réel
x de longueur N (N étant un multiple de 4 voire une puissance de 2). Nous utilisons
la convention suivante: nom.de_transformation(k.N.x) désigne le k-i¢éme élément de
sortie de la transformée du vecteur x de longueur N.

i) Transformation de Fourier discréte ("discrete Fourier transtorm”, DFT).

N-1
DFT(kNx) = ¥ x(n) - e
: n=0

j2rnk/N k=0...N-1 j =V (5.1
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ii) Transformation en cosinus discréte (“discrete cosine transform”, DCT):

N-1
DCT(Nx) = T x() - cos(a—ﬂ%) K=0... N-l (52)
=0

iii) Transformation de Fourier-cosinus ("'discrete cosine Fourier iransform’”, cos-DFT):

N-1
cos-DFT(kNx) == T x(n) - cos ;nk) k=0...N-1 (5.3)
n=0

iv) Transformation de Fourier-sinus ("discrete sine Fourier transform”, sin-DFT):

: N-1 nk
sin-DFT(kNx) := ¥ x(n) - sin-;q'—') k=0...N-1 (5.4)
n=0

Remarquons que la transformation de Fourier-cosinus (5.3) et la transformation de
Fourier-sinus (54) sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire (avec

un changement de signe) de la transformation de Fourier (5.1) lorsque x est réel:
DFT(kNx) = cos-DFT(kNx) - j sin-DFT(k.Nx) (55)
Remarquons également les symétries suivantes:

cos-DFT(N-kN.x) = cos-DFT(kNx) (56)

et

sin-DFT(N-k.N x) - sin~-DFT(k.Nx) (5.7)
ainsi que le {ait suivant:
sin-DFT(ONX) = 0 (5.8a)

sin-DFT(N/2Nx) = O (5.8b)

Des relations (5.5-5.8) se déduisent, si x est un vecteur réel, les propriétés bien
connues de la transformée de Fourier d'un signal réel:
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[ DFT(N-kNx) ] = [ DFT(Nx) | (5.92)
Im{ DFT(ONx) ]=0 (5.89b)
Im{ DFT(N2Nx) ] = 0 (59¢)

Notons aussi que dans la définition de la trensformation en cosinus, nous avons omis
le facteur de normalisation 1//2 pour k=0 [ahm74), et ceci afin de simplifier la
présentation qui va suivre. Quoique habituellement les transformations définies par
les relations (5.1-4) ne sont évaluées que pour des valeurs de k comprises entre O et
N-1, nous verrons dans la suite que des valeurs n'apparienant pas & cet ensemble
peuvent étre utiles dans le cas de la DCT. Les relations suivantes se vérifient

aisément:
DCT(NNX) = 0 (5.102)
DCT(-k.Nx) = DCT(k.N.x) (5.10b)
DCT(2N-kN.x) = - DCT(k.N.x) (5.10c)

Afin de dériver lalgorithme de FFCT, nous allons considérer séparément l'évaluation
de la partie réelle et de la partie imaginaire de la transformation de Fourier (ce qui
est évident si x est réel, et nécessite quelques additions de sortie si x est complexe
comme nous le verrons plus loin). Ensuite, contrairement & ce qui est réalisé dans
les algorithmes classiques (algorithmes & base 2 ou 4 par exemple), nous n'allons pas
diviser le probléme de départ en sous-problémes de grandeurs égales mais plutét en
sous-problémes de grandeurs adaptées.

Commencons par dériver une telle partition pour le calcul de la partie réelle—de—la
transformation de Fourier. En utilisant le fait que la fonction cosinus est une
fonction paire et périodique, nous pouvons récrire (5.3) comme:

N/2-1 2rnk
cos-DFT(kNx) = ¥ x(2n) - cos(y 2 ) +
n=0
N/4-1
T (x{(2n+1)+x(N-2n-1)) - cos(%'_g}%lk) (5.11)
n=0

Remarquons que la premiére somme en (5.11) est simplement une transformation de
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Fourier-cosinus de longueur N/2, el que la seconde somme est une transformation en
cosinus de longueur N/4. Donc, (5.11) peut étre reformulé de la fagon suivante, ou

les relations (5.6) et (5.10c) sont mises & coniribution lorsque nécessaire:

cos-DFT(k.Nx) = cos-DFT(kN/2x,) + DCT(kN/4x,) k=0 .. N-1 (5.12a)
avec xl(n) = x(2n) k=0 .. N/2-1 (5.12b)
xz(n) = x(2n+1) + x(N-2n-1) k=0 .. N/4-1 ’ (5.12¢)

Une transformation de Fourier-cosinus de dimension N a donc été été réduite & une
transformation de Fourier-cosinus de longueur N/2 et une transformation en cosinus
de longueur N/4, et ceci au prix de N/4 additions d'entrée et de N/2 additions de
sortie (cos-DFT(kN.x) doit bien &tre évalué pour k=0 jusqu'd N/2, mais k=N/4 ne
requiert pas d'addition de sortie en vertu de (5.10a)). Evidemment, si N est une
puissance de 2, nous pouvons réitérer la réduction de la partie cos-DFT dans (5.12a),
et ceci jusqu'd obtenir une transformation triviale (N=2). Le cas de la DCT sera

traité ultérieurement.

Penchons-nous maintenant sur le calcul de la partie imaginaire de la transformation
de Fourier. En utilisant le fait que la fonction sinus est périodique mais impaire,

nous pouvons organiser l'¢évaluation de (54) de la facon suivante:

N/2-1

sin-DFT(kNx) = T x(zn) - sinC>RY +
N/2
n=0
N/4-1
T (x@n+1)-x(N-2n-1)) - sin(EeRtl (5.13)
n=0 4-N/4
Utilisons l'identité trigonométrique suivante:
. 2n+1)k -
sm(z—n(TL) = (—1)n . cos(2 n(2n+11)q(§/4 k) ) (5.14)

et dés lors, la relation (5.13) peut sécrire comme, (& l'aide de (5.10b) ou (5.7) si
nécessaire):



~163-

sin-DFT(k.Nx) = sin-DF'I‘(k,N/Z,xl) + DCI'(N/4-k,N/4.x3) k=0 ..N-1  (5.150)
avec x,(m) = (-1)" - (x@n+1) - x(N-2n-1)) k=0 .. N/4-1 (5.15b)

On constate donc que l'évaluation de la partie imaginaire de la transformation de
Fourier-sinus de dimension N a éié réduite & une transformation de Fourier-sinus de
longueur N/2 et une transformation en cosinus de longueur N/4, el ceci au prix de
N/4 additions d'entrée et N/2-2 additions de sortie (puisqu'il faul évaluer
sin-DFT(kNx) pour k=1 & N/2-1 en vertu de (57-8) et qu'il n'y a pas d'additions de
sortie pour k=N/4 selon (5.8a)).

En combinant (5.12) et (5.15), il est clair qu'une transformation de Fourier sur une

séquence réelle de longueur N peut se calculer & partir de:

- une transformalion de Fourier portant sur une séquence de longueur N/2

- deux transformations en cosinus portant sur des séquences de longueur N/4
obtenues & partir de sommes et différences

Ceci est obtenu au prix de 3N/2-2 addilions seulement. Le procédé décrit ci-dessus

est illustré dans la figure 5.1 pour le cas N=8.

Il reste donc & trouver une méthode. efficace pour évaluer les transformations en
cosinus apparaissant dans (5.12a) et (5.15a). Commengons par permuter les N
échantillons d'entrée de la transformée en cosinus. En introduisant la séquence
auxiliaire x,, oblenue & partir de x de la facon suivante [nar78):

x4(n) = x(2n)
x,(N-n-1) = x(2n+1) n=0..N/21 (5.16)

il est possible de vérifier que (5.2) devient:

N-1
DCT(NX) = I x,(n) = cos@> 4;‘; Lk, k=0... N 5.17)
n=0
Par simple manipulation trigonométrique, la relation (5.17) s’exprime en fonction de
cos-DFT et de sin-DFT de la facon suivante:
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k .
DCT(N®) = cosad) - cosDFT(kNix,) - sin@E) - sin-DFT(kN:x,) (5.18)
k=0... N1
En tirant parti des symétries intrinséques aux fonctions sinus et cosinus, il est

possible d'évaluer simultanément DCT(kNx) et DCT(N-kNx) & partir de cos-DFT(kNx,)
et de sin—DF’T(kNx4). et ceci & l'aide du produit matriciel suivant:

nk . 2nk _
DCT(k N x) cos 4N) -sin 4N) cos DFT(k.N.x4)
= . - (5.18a)
DCT(N-k.N.x) sin( 4N) cos 4N) sin DFT(k,N,x4)

k=0...Nsm2-1
DCT(N/2Nx) = cos(x/4) - cos-DF’I‘(N/ZN.x‘) . (5.19b)

Remarquons que la matrice en (19.a) est une matrice de rotation el non pas une
matrice générale. Nous pouvons donc appliquer l'algorithme de multiplication complexe
[nus82] qui ne requiert que 3 multiplications et 3 additions réelles (en lieu et place
de 4 el 2 respectivement). Cet algorithme est donné ci-dessous, avec les notations
correspondant & la relation (5.19a):

cos(‘zzx) + sin —’LL()
4N 4N

2]
]

0
[

i (RRK onk
s = sm(2 4:) cos( 2N
s, = cos-DF‘I‘(k,N.x4) + sin-DFT(k.N,x‘)

1 51 . COS(%K;E()

B
"

=
"

sin°DFT(k.N.x‘) © o

g
"

cos-DFT(kNx,) - ¢,
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DCT(kNx) = m - m,

DCT(N-kNx) = m, +m (5.20)

3

I est & noter que les valeurs ¢, et c, peuvent étre précalculées. L'évaluation de
(5.19a-b) pour k allant de 0 & N/2 et étant donné les valeurs de cos-DFT et sin-DFT
requiert en tout (3N/2)-2 multiplications et (3N/2)-3 additions. Nous venons donc de
montrer comment évaluer une DCT d'une séquence réelle & l'aide d'une DFT de méme
longueur et dopérations auxiliaires. Cette organisation des calculs est

schématiquement illustrée par la figure 52 pour N=8.

Ainsi, l'algorithme de FFCT réduit la transformation de Fourier en DFT de plus en
plus petites d'une parl, et en DCT d'autre part. Ces derniéres sont ramenées & l'aide
de permutations & des DFT suivies de rotations. I en résulte qu'une DFT ou une
DCT de dimension arbitraire peut é&tre récursivement réduite & des transformations
de plus en plus petites, et ceci jusquda ce qu'il ne reste que des transformations
triviales (de longueur 2 par exemple). La réduction du probléme & Ventrée se fait &
l'aide d'additions uniquement, et la recombinaison du résultat & la sortie est obtenue
& laide d'additions et de rotations. La figure 53 illustre la méthode sur l'exemple
d'une transformation de Fourier de longueur 32.

Finalement, nolons que méme si l'algorithme de FFCT est d'abord adapté aux
transformations sur des séquences réelles, il peut élre immédiatement appliqué au
cas de séquences complexes également. Par exemple, si la transformée de Fourier
d’'une séquence complexe est désirée, on calculera séparément la transformée de sa
partie réelle et de sa partie imaginaire, et ceci avec l'algorithme de DFT décrit
ci-dessus, puis on recombinera le résultat final & l'aide de 2N-4 additions auxiliaires
(étant donné qu'il faut deux additions par point de fréquence, sauf pour k=0 et N/2
ol le résuitat est déjd correct).

5.12 Complexité de calcul pratique

La dérivation de lalgorithme de FFCT nécessite une longueur de transformation égale
4 un multiple de 4. Pourtant, le potentiel de cet algorithme s'exprime vraiment si
cette longueur est une puissance de 2, car alors la décomposition proposée peut é&tre
réitérée sur les petites transformations, et nous allons évaluer la charge de calcul
qui résulte dans ce cas. On[transformation(N,xt)] et Oa[[transformation(N.xt)]
représentent respectivement le nombre de multiplications et d'additions utilisées pour
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Figure 5.: Evaluation d'une DFT de longueur N avec une DFT de N/2 et de
deux DCT de N/4 (cas N=8).
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Figure 52: Evaluation d'une DCT de longueur N & laide d'une permutation,
d'une DFT de N et de rotations de sortie pour le cas N=8 (= multiplication
par 1//2, R: rotation).
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la transformation donnée portant sur un vecteur de longueur N et de type L (r
pour réel et ¢ pour complexe par exemple). La complexité de calcul est alors donnée

par les relations récursives suivantes.

Pour une transformation de Fourier-cosinus sur une séquence réelle de longueur N, il
résulte de (5.12) que:

Om[cos-DFT(N.xr)] = Om[cos-DF'I‘(N/z,x r)] + Om[DCI‘(NM,xt)] (521a)
Oa[cos-DFT(N,xr)] = Oa[cos-DF'l‘(N/2,xr)] + Oa[DCT(NM,xt)] + (3N/4) (521b)

De fagon similaire, pour la transformation de Fourier-sinus sur une séquence réelle
de longueur N, il résulte de (5.15) que:

Om[sin-DFT(N,xr)] = Om[sin-DFT(N/Z.xr)] + Om[DCT(NM.xt)] (5228)
Oa[sin-DFT(N,xt)] = 0a[sin-DF'I'(N/2,xr)] + Oa[DCT(NM,xr)] + (3N/4)-2 (5.22b)

De (655.125.15), on dérive la complexité suivante pour la transformation de Fourier
sur une séquence réelle de longueur N:

Om[DFT(N,xr)] = Om[cos-DFT(N/Zxr)] + Om[sin-DF'I‘(N/Z,xr)]
= Om[DF'I‘(N/z.x:)] +2 - Om[DCT(NM.xt)] (5.23a)
Oa[DFT(N.xr)] = Oa[cos~DFT(N/2.xr)] + Oa[sin-DF'I‘(N/Z,xr)]
= Oa[DFT(N/Z,xr)] + 2 Oa[DCT(NM.xr)] + (3N/2)-2 (5.23b)
Pour la transformation de Fourier sur une séquence complexe, la complexité est:
O,IDFT(Nx )] = 2 - Om[DFT(N.xr)] (5242)

oa[DF'r(N,xc)] =2- Oa[DFT(N.xr)] + 2N-4 (5.24b)
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Finalement, la transformation en cosinus sur une séquence réelle de longueur N

nécessite le nombre suivant d'opérations (selon (5.19)):
Om[DCT(N.xr)] = OE[DFT(N.xt)] + (3N/2)-2 (525a)
Oa[DCT(N.xt)] = Oa[DFT (N.xt)] + (3N/2)-3 (525b)

Avec les relations (521-25), il est possible d'évaluer récursivement le nombre
d'opérations requises pour une translormation de dimension arbitraire. Pour ce {aire,
il est nécessaire de connaitre les conditions iniliales des récursions ci-dessus. Pour
N=1, il n'y a pas d'opérations & effectuer, et pour N=2, le nombre d'opérations est
donné ci-dessous:

0,lcos-DFT(2x )] = O, [sin-DFT(2x)] = 0

Om[DCT(z.xr)] =1

O,lcos-DFT(2x_)] = O,[DCT(2x_)] = 2

Oa[sin-DFT(Z.xr)] =0 (528)

Les solutions des relations (5.21-25), étant donné (5.26), sont égales a:

i) Transformation de Fourier-cosinus sur une séquence réelle de longueur N:
Om[cos-DF'I’(N,xr)] = N/4 - (Logz(N) -3 +1 (5.27a)
Oa[cos-DFl‘(N,xt)] = N/4 . (3 Logz(N) -5 + L°32(N) + 2 (5.27p)

i) Transformation de Fourier-sinus sur une séquence réelle de longueur N:
On[sin-DFT(N,xr)] = N/4 + (Log,(N) - 3) + 1 (528s)

Oa[sin-DF'I‘(N.xr)] = N/4 - (3-Log2(N) -5 - Logz(N) + 2 (528b)
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iii) Transformation de Fourier sur une séquence réelle de longueur N:

Om[DFT(N,xr)] = N/2 (Logz(N) -3+ 2 (5.29a)
Oa[DFT(N.xr)] = N2 - 3 Logz(N) -5 + 4 (5.29b)
iv) Transformation de Fourier sur une séquence complexe de longueur N:
Om[DFT(N,xc)] =N - (Logz(N) -3)+ 4 (5.30a)
Oa[DFT(N,xc)] = 3N - (Logz(N) -1)+ 4 (5.30b)

v) Transformation en cosinus sur une séquence réelle de longueur N:

Om[DCT (N.xr)] N72 - Log, (N) (5.31a)

0,[DCT(N.x, )]

N/2 - (3 Logz(N) -2)+1 (5.31b)

5.1.3 Comparaison avec d'auires algorithmes

Depuis le développement initial de la FFCT, plusieurs faits nouveaux sont apparus.
Dabord, il s'avére qu'une contribution peu connue [yav68] proposait déja en 1968 un
algorithme de DFT réelle et complexe qui utilise exactement le méme nombre
d'opérations que l'algorithme de FFCT (additions et multiplications). La publication en
question est trés rarement référencée, et & notre connaissance, l'algorithme n's jamais
été implanté (dire que sa dérivation est complexe fait figure d'euphémismes au vu de
la publication en question). Ensuite, simultanément avec l'algorithme de FFCT
apparajssaient deux algorithmes tout aussi performants, celui du “split radix”
fduh84a] et celui de "recursive cyclotomic factorisation” [mar84] I savére d-ailleurs
que ces deux derniers algorithmes sont isomorphes, et nous ne parlerons dans la
suite plus que de celui du ”"split radix”. Notons tout de suite que l'algorithme du
"split radix” et celui de FFCT atteignent le méme nombre d’opérations dans tous les
cas de figures examinés [duh85a], mais qu'ils ne sont pas pour autant isomorphes (ce
qui se vérifie au moyen d'un simple contre-exemple).

Pour notre comparaison, nous eallons prendre les algorithmes qui étaient usuels au
moment de lintroduction de l'algorithme de FFCT et ceci afin de montrer les progrés
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obtenus. Notre comparaison portera sur la transformation de Fourier de séquences
réelles et complexes, ainsi que sur la transformation en cosinus. Nous choisirons dans
chaque cas lalgorithme classique le plus utilisé et nous renvoyons & [vetB4b] pour

une comparaison plus exhaustive.

Dans le cas d'une transformation de Fourier portant sur une séquence complexe, il y
a évidemment une pléthore d'algorithmes possibles. Parmi ceux-ci , l'algorithme de
Rader-Brenner [rad76) a été choisi car il utilise un minimum de multiplications. La

comparaison est faite dans le tableau 5.1, pour des longueurs allant de 8 & 2048.

Si la séquence & transformer est réelle , deux méthodes différentes sont couramment
utilisées. La premiére consiste A transformer simultanément deux séquences réelles,
puis & départager les résultats & l'eide d'additions auxiliaires. Cette méthode a deux
désavantages dans les applications pratiques: elle augmente le délai (ce qui est
génant dans les applications en temps réel), et elle utilise deux fois plus d'espace
mémoire pour les données, une augmentation difficilement acceptable dans le contexte
des processeurs de traitement du signal. La seconde méthode consiste & réduire le
probléme A celui d'une DFT complexe de longueur moitié, plus quelques opérations
supplémentaires (en fait, de }'ordre de N/2 multiplications complexes & la sortie). En
raison des désavantages intrinséques & la premiére des deux méthodes, la
comparaison faite dans le tableau 5.2 utilise la seconde comme algorithme classique
de référence. La DFT complexe est & nouveau calculée & l'aide de l'algorithme de

Rader-Brenner.

Dans le cas de la transformée en cosinus, l'algorithme le plus utilisé est certainement
celui de Chen et al [che77], bien quil utilise plus de multiplications qu'un algorithme
indirect passant par une FFT et qu'il soit passablement complexe. Cest donc par
rapport 4 cet algorithme que nous comparons dans le tableau 5.3 les résultats de la
FFCT pour le calcul de la DCT.

L'évaluation des tableaux 5.1-3 montre que l'algorithme de FFCT diminue le nombre
d'additions tout en obtenant le méme nombre de multiplications que l'algorithme de
Rader-Brenner pour la DFT complexe, qu'il diminue tant le nombre d'additions que
de multiplications pour la DFT réelle et enfin, qu'il réduit le nombre de
multiplications pour la DCT tout en gardant un nombre comparable d'additions.

Quoique ces résultats soient intéressants puisque les réductions obtenues sont non
négligeables, il n'est pas encore clair que ces gains puissent &tre effectivement
traduits en temps de passage réduitl sur un processeur, voire en surface de silicium

moindre lors de l'implantation VLSI. Ces points fondamentaux seront discutés plus en
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Tableau 5.1: Comparaison entre le nombre d'opérations utilisées par l'algorithme
de Rader-Brenner [rad76] et celui de FFCT pour le calcul de la
transformation de Fourier complexe.

Longueur ¥rT de Rader-Brenner FECT

N multiplications  additions multiplications  additions

8 4 52 4 s2

16 20 148 20 148

32 68 424 68 388

64 196 1304 196 964

128 516 2720 516 21308

256 1284 6 464 1284 5380

512 3076 14 976 307 12292

1024 7172 34048 71m 27 652

2048 16 388 76 288 16 388 61 444

Tableau 52: Comparaison entre le nombre d'opérations utilisées par lalgorithme
de [bri74] (passant par une FFT de Rader-Brenner de longueur
N/2) et celui de FFCT pour le calcul de la transformation de

Fourier réelle.

Longueur FFT FFCT
N multiplications  additions multiplications  additions
8 10 42 2 20
16 26 122 10 60
32 66 290 34 164
64 162 710 98 420
128 386 1678 258 1028
256 898 3870 642 2436
812 2050 8 766 1538 5636
1024 4610 19 582 3586 12 804
2048 10 242 43262 8194 28 676

Tableau 5.3: Comparaison entre le nombre d'opérations utilisées par l'algorithme
de Chen et al [che77] et celui de FFCT pour le calcul de la

transformation en cosinus réelle.

Longueur pCT de Chen FFCT

N multiplications additions multiplications additions

8 16 26 12 29

16 44 74 32 81

32 116 194 80 209

&4 292 482 192 513

128 708 1154 448 1217

256 1668 2690 1024 2817

512 3844 6 146 2304 6 401

1024 8 708 13 826 5120 14 337

2048 19 460 30722 11 264 31 745
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détail dans les sections concernant les implantations.

Au vu de ces résultals, nous constatons qu'en plus d'utiliser un nombre minimum de
multiplications, l'algorithme de FFCT requiert aussi le nombre minimum d'opérations
(additions plus multiplications). I est dés lors intéressant de le comperer avec les
meilleurs algorithmes existants pour les transformations dont la longueur peut étre
factorisée en un produit de facteurs premiers entre eux, cest-a-dire l'algorithme de
Winograd (WFTA) et lalgorithme des facteurs premiers (PFA). Afin de réaliser cette
comparaison, nous allons normaliser les résultats des différents algorithmes par
rapport & la longueur sur laquelle ils portent, c'est-ad-dire que nous parlerons du
nombre d'opérations par point transformé. Cette comparaison apparait dans les figures
54, 55, et 56 pour le nombre de multiplications, additions et la somme des deux
respectivement, et ceci pour des longueurs allant de 16 jusqu'd 2520. Les nombres
d'opérations pour la WFTA et la PFA proviennent de [nus82)

De ces figures ressort le net avantage de la WFTA en ce qui concerne le nombre de
multiplications. La PFA par contre n'améliore que peu le nombre de multiplications
par rapport & la FFCT. Pour le nombre d'additions, la situation est inversée, puisque
la FFCT en utilise le moins, suivie de la PFA puis de la WFTA. Finalement, en ce qui
concerne le nombre total d'opérations, il apparait dans la figure 56 que les 3
algorithmes sont trés proches les uns des autres, et ceci pour toutes les longueurs
considérées. Notons que nous avons pris le meilleur algorithme de WFTA pour cette
comparaison, c'est-d-dire celui qui réduit le nombre d'additions de 10 & 157 grace a
la méthode dite du “split nesting” [nus82), donc un algorithme & structure treés
complexe. L'algorithme de WFTA habituel aurait une performance moindre dens les
figures 55 et 56 (le nombre de multiplications étent identique). Remarquons
également que la comparaison ci-dessus est faite pour le calcul de la DFT complexe,
ce qui désavantage lalgorithme de FFCT puisque nous avons vu auparavant qu'il

donnait les résultats les plus intéressants dans le cas de transformations réelles.

En conclusion & ces diverses comparaisons, il est possible de dire que d'un point de
vue de complexité arithmétique, l'algorithme de FFCT (et celui du “split _radix’)
apparait comme le meilleur des algorithmes connus pour des tranformations de
longueur N=2“. et quil se compare également favorablement avec les meilleurs
algorithmes pour des séquences de longueurs décomposables en facteurs premiers
entre eux (WFTAPFA)
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complexe pour N=16.2520.
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5.14 Complexité de calcul théorique

Les relations (527) & (531) donnent des complexités de calcul de lordre de
N- Logz(N). tant pour le nombre de multiplications que d'additions, ce qui est
habituel pour ce type dalgorithme. Pourtant, les travaux sur la complexité de calcul
théorique ont montré que la complexité multiplicative de la transformée de Fourier
est linéaire, et I'algorithme de Winograd en est lillustration la plus connue. Pour des
transformations de longueurs égales & des puissances de 2, une des démonstrations
prouvant la complexité linéaire {duh84b] utilise également une division du probléme
en un sous-probléme de dimension moiti¢é et de deux sous-problémes de dimension un
quart, tout comme lalgorithme du "split radix” et l'algorithme de FFCT. Nous allons
montrer ci-dessous que l'algorithme de FFCT peut étre utilisé pour développer un
algorithme de transformation de Fourier ayant une complexité multiplicative linéaire

et donnant lieu en fait & un nombre minimum de multiplications.

Pour ce laire, nous allons utiliser sans démonstration un résultat do & Duhamel
[duh85b) qui démontre qu'une transformation en cosinus de longueur N=2M peut étre .
évaluée & l'aide d'une convolution cyclique et d'additions auxiliaires. De plus, une des
multiplications apparaissant dans le calcul de la convolution cyclique est triviale
{duh8Sb], et, étant donné la complexité multiplicative de la convolution cyclique
[nus82], on trouve aisément qu'une transformée en cosinus de longueur N requiert

au moins le nombre de multiplications suivant:
Om[DC’I’(N.xr)] = 2N - Logz(N) -2 (5.32)

En vertu de la relation (5.23), l'algorithme de FFCT permet d'obtenir une DFT de
longueur N avec une DFT de longueur N/2 et de deux DCT de longueur N/4, et ceci
au prix d'additions seulement. Une DFT de longueur N est donc obtenue & partir de
deux DCT de N/4, puis deux DCT de longueur N/8 et ainsi de suite jusqu'a deux
DCT de longueur 2 qui correspondent au calcul d'une DFT de longueur 8. Le nombre
de multiplications nécessaire est égal & (selon (5.32)):

341
O [DFTNx )} =2 - § (27 -j-2) (5.33)
i=1
ou le terme entre parenthése correspond & la complexité d'une DCT de 2‘. La
solution analytique de la relation (5.33) est égale a:
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0,[DFT(Nx.)] = 2N - (Log,(N) - Log,(N) - 2 (5.34)

Une transformation de Fourier portant sur une séquence réelle de longueur N
nécessite donc moins de 2N multiplication générale. Notons que nous n‘avons pas
démontré ci-dessus que le nombre de multiplications donné par (5.34) était minimum.
Pour ce faire, i! faudrail encore montrer que la séparation du probléme réalisée par
l'algorithme de FFCT est optimale, ainsi que le calcul de la DCT par convolution. En
fait, Heidemann [hei8Sb] a montré que le nombre de multiplications en (532) est
minimum pour l'évaluation de la DCT. De surcroit, notons que la division du
probléme dans lalgorithme de FFCT est celle utilisée dans [duh84b) pour dériver un
algorithme optimal, et finalement, le nombre de multiplications en (5.34) est bien la
moitié de celui donné dans [hei85a) pour un algorithme de DFT complexe optimisé en
nombre de multiplications. La conjecture que le nombre de multiplications donné par
(5.34) est minimum est donc trés vraisemblable.

Le tableau 54 compare les nombres de rﬂultiplications donnés par (532) et (5.34)
avec les nombres effectivement utilisés dans lalgorithme récursi{f de FFCT pour la
DFT et la DCT ((629) et (531)). 1l ressort de ce tableau que l'algorithme de FFCT
n'est optimal en nombre de multiplications que jusqu’d N=16 pour la DFT et
seulement jusqu'a N=4 pour la DCT. Notons toutefois que si l'on tient également
compte du nombre d'additions, les gains réalisés sur le nombre de multiplications
s'évaporent. Par exemple, l'algorithme de DCT pour N=8 propos¢ par Heidemann
[hei85Sb] utilise bien une multiplication en moins, mais par contre 29 additions en
plus (dont 15 peuvent étre considérées comme des décalages) Pour la DFT de
longueur 32, la situation est similaire: 32 multiplications et 222 additions (dont 30
décalages) pour l'algorithme optimisé en multiplications contre 34 multiplications et
164 additions pour lalgorithme de FFCT. L'algorithme de FFCT est donc avantageux
en nombre total d'opérations, méme s'i! n'est pas oplimal en nombre de
multiplications.

En outre de lintérét théorique que présentent ces résultats sur la complexité
multiplicative, il en résulte des implications pratiques intéressantes. L'équivalence
entre DCT et convolution, par exemple, peut étre utilisée pour dériver des
architectures originales basée sur des tiransformées en nombres entiers (pour
I'évaluation de la convolution) et conduisant & un nombre de multiplicateurs égal au
nombre de points de la transformée [duh85b]



-176-

(K TRY, | PFA
o FFCT
WETA

Figure 56: Comparaison du nombre dopérations (additions plus multiplications)
par point transformé entre les algorithmes de PFA, WFTA et FFCT
pour la transformation de Fourier complexe pour N=16.2520.

Tebleau S$54: Comperaison du nombre minimum de multiplications avec le
nombre utilisé¢ par l'algorithme de FFCT.

DFT DCT
N Fain Begcr Hmin Begee
2 0 0
4 0 0 4 4
8 2 2 11 12
16 10 10 26 32
32 ¥ 34 57 80
64 84 g8 120 192
128 198 258 247 448
256 438 642 502 1024
512 932 1538 1012 2304

1024 1936 3586 2035 5120
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5.2 Généralisations

Nous avons vu dans la section précédente que l'algorithme de FFCT se compare de
facon intéressante avec d'autres algorithmes. Nous allons maintenant généraliser
I'approche sous-jacente & cet algorithme & toute une série de problémes, et ceci tout
en maintenant un avantage par rapport & d'autres méthodes en ce qui concerne la
complexité de calcul requise. II est entendu dans la suite que les séquences
considérées sont en général d'une longueur égale & une puissance de 2.

5.2.1 Séquences avec symétries

Le calcul de la transformation de Fourier d'une séquence ayant une symétrie est
une opération relativement fréquente, par exemple lors de l'évaluation de la fonction
d'autocorrélation ou de la convolution par transformée de séquences réelles. En fait,

l'algorithme de FFCT s'applique immédiatement dans ces différents cas [vet85d].

a) Séquences symétriques

Une séquence symétrique posséde la propriété suivante:
xs(n) = xs(N-n) n=1..N/2-1
xs(O). xs(N/Z) arbitraires (5.35)

La transformée de Fourier d'une telle séquence posstde une partie imaginaire nulle.
Selon (5.5) et (5.12), il résulte que:

DFT(k.N.x s) = cos-DFT(k.N.xs)

= cos-DFT(k.N/Z,xn) + 2 DCT(k,NM.xsz) k=0 .. N-1 (5.36a)
avec xsl(n) = x.(2n) k=0 .. N/s2-1 (5.36b)
xsz(n) = xs(2n+1) k=0 .. N/4-1 (5.35¢)

Remarquons que X4, st encore une séquence symétrique, donc il est possible
d'appliquer la méthode récursivement. I en résulte la complexité de calcul suivante,
ou le facteur 2 a été négligé comme étant un simple décalage:
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Om[DFT(N.xrs)] = N/4 - (Logz(N) -3 +1 (5.37a)
Oa[DF'I’(N,xr s)] = N/4 - (3Log2(N) -7+ Logz(N) + 3 (5.37b)
ol l'indice rs indique le fait que le signal est réel et symétrique.

b) Séquences antisymeétriques

Dans ce cas, la séquence posséde la propriété suivante:

1..N/21

X l‘(n) X, (N-n) n

xa(O) xa(N/Z) =0 (5.38)

La transformée de Fourier de x, est purement imaginaire, et selon (55) et (5.15),

égale a:

DFT(kNx,) = -j - sin-DFT(k.Nx,)

= -j (sin-DFT(k,N/Z.xu) + 2- DCT(k.N/4,xaz)) =0..N-1 (5.39a)

avec x,, (@) = (-7 - x_(2n) k=0..N/2-1  (539b)
xaz(n) = xa(2n+1) k=0 .. N/4-1 (5.39¢)

Xaq correspond & nouveau & une séquence antisymétrique, et l'algorithme décrit dans

(5.39) peut donc étre réitéré. La complexité, & nouveau sans tenir compte du facteur
2 précédent la DCT, est alors:

Om[DF"I’(N.xn)] = N/4 - (Logz(N) -3 +1 (5.40a)
Oa[DFT(N.xra)] = N/4 - (3Log2(N) -7 - Logz(N) + 3 (5.40b)

Remarquons que (5.39a) est égal & (5.37a) (tout comme (527a) était identique &
(5.28a)).
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¢) Séquences hermitiennes

Nous disons d'une séquence qu'elle est hermitienne si elle posséde la propriété

suivante:
x @) = [ % (Nn) T n= 1..N/21
%, (0). x,(N/2) purement réels (5.41)

De telles séquences sont importanies, puisquelles sont les représentations
fréquentielles de signaux réels (voir (5.9)). Chaque fois qu'il sera nécessaire de
retrouver un signal dans le domaine temporel & partir de sa représentation
fréquentielle (par exemple aprés un f{iltrage elfectué dans le domaine de Fourier), il
faudra prendre une transformation de Fourier inverse d'une séquence hermitienne.
Notons que la transformation de Fourier inverse ne se distingue de la transformation
de Fourier que par un changement de signe dans la relation (5.5).

En fait, la relation (5.41) implique que la partie réelle de %, est symétrique et
satisfait donc & (5.35) et que la partie imaginaire est antisymétrique (voir (5.38)). La
transformation de Fourier d'une séquence hermitienne se réduit donc & une cos-DFT
de la partie réelle, & une sin-DFT de la partie complexe et enfin & une
recombinaison du résultat final A l'aide de N-2 additions (puisque sin-DFT posséde
N-2 sorties différentes de zéro selon (5.8)). La complexité de calcul qui résulte de ces
diverses opérations (toujours en négligeant les mises & l'échelle par un facteur 2) est
la suivante:

OplDFT(Nx, )} = N/2 - (Log,(N) - 3) + 2 (5.422)
0,[DFT(Nx,)) = N/2 + (3Log,(N) - 5) + 4 (5.42b)

Il est intéressant de noter que ceci est exactement la méme complexité que celle
requise par la transformation de Fourier d'une séquence réelle. Ce fait n'est
évidlemment pas étonnant, car on pourrait également obtenir un algorithme de DFT
d'une séquence hermitienne par simple inversion du disgramme de fluence de la DFT
d'un signal réel. Dans ce cas, la complexité reste la méme (& l'exception de facteurs
d'échelle égaux a 2).
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522 Convolution et autocorrélation

A laide de l'algorithme de FFCT et de ses versions adaptées aux signaux comportant
des symétries, nous allons considérer I'évaluation de convolutions et d'autocorrélations
par transformée. Nous n'indiquerons que les complexités de calcul des convolutions et
autocorrélations cycliques, étant entendu que pour la méme opération mais
apériodique, il faudra ejouter N-1 2éros & une séquence de longueur N avant de
pouvoir effectuer le calcul par transformée [nus82] Pour la convolution, il faut
d'abord calculer la transformée de Fourier du signal réel (i est admis que la
transformée du filtre est pré-calculée). Dans le domaine transformé, tant le filtre que
le signal ont une symétrie hermitienne (au sens de (5.38)), tout comme leur produit
point & point. II est aisé de voir que le résultat de la convolution dans le domaine
transformé nécessite, en raison de la symétrie hermitienne de tous les vecteurs
impliqués, 2 multiplications réelles (pour les points de fréquence k=0 et N/2) et
N/2-1 multiplications complexes (pour k=1.N/2-1), donc en tout:

3N/2-1 multiplications et 3N/2-3 additions . (543)
Finalement, il faut calculer une transformation de Fourier inverse afin d'obtenir le
résultat de la convolution dans le domaine temporel. La charge de calcul totale

devient, selon (5.29), (5.42) et (5.43):

Convolution d'une séquence réelle de longueur N:

Om[conv(N.xr)] N. Logz(N) - 3N/2 + 3 (5.442a)

Oa[conv(N,xt)] 3N LogQ(N) - TN/R2 + 5 (5.44b)
Notons que cette méthode requiert environ 507 de moins d'additions que celle
proposée dans [mca7?2) Dans la suite, nous la comparerons également avec la

convolution utilisant la transformée de Hartley (voir section 52.3).

Lors du calcul de l'autocorrélation d'un signal, nous pouvons profiter dans une
mesure encore plus large que dans le cas de la convolution du fait que l'algorithme
de FFCT peut pleinement tirer parti des symétries qui existent dans les signaux
auxquels il est appliqué. A nouveau, on commence par calculer la transformée de
Fourier du signal dont on cherche la fonction d'autocorrélation. Dans le domaine
transformé, on doit évaluer [X(K)} [X(k)]* [opp75). ce qui nécessite 2 multiplications
réelles et 1 addition par point (sauf pour k=0 et N/2 ou 1 multiplication réelle est
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suffisante), donc en tout:

N multiplications et N/2-2 additions (5.45)

Le résultat de ce calcul d'autocorrélation dans le domaine transformé est une
séquence réelle et symétrique (puisque X(k) est une séquence hermitienne). La
transformée inverse se réduit donc & une DFT portant sur une séquence symétrique
et dont la complexité est donnée par la relation (5.37). En tout, la charge de calcul
suivante est utilisée:

Autocorrélation circulaire d'une séquence réelle de longueur N:
Om[auto(N.xr)] = 3N/4- Logz(N) - 6N/4 + 3 « (5.46a)
Oa[auto(N.xr)] = 9N/4-Log2(N) - 15N/4 + Logz(N) +5 (5.46b)

Cet algorithme se compare bien avec d'autres méthodes proposées pour le calcul de
l'autocorrélation, et une telle comparaison est effectuée dans le tableau 55 avec
l'algorithme de [red80] qui est basé sur des transformées rectangulaires.

523 Comparaison avec la transformation de Hartley

Cette section compare la méthode de convolution utilisant la transformée de Harlley
avec celle basée sur lalgorithme de FFCT. Ensuile, une variation originale est

proposée qui tente d'allier les avantages respectifs des deux méthodes.

Hartley a proposé il y a plus de quarante ans [har42] une transformation analogique
similaire & la transformation de Fourier. En plus de posséder la propriété de
convolution, cette transformation a lavantage d'étre sa propre inverse et d'étre
purement réelle. Restée néanmoins relativement obscure, cette transformation a connu
un regain d'intérét a la suite de la publication de sa version discréte [bra83) puis
d'un algorithme rapide pour la calculer [bra84) La définition de la transformation de
Hartley est la suivante [bra83}:

N-1
¥ (cos(Zu nk
N
n=0

cos-DFT(kNx) + sin-DFT(k.N.x) k=0 .. N-1 (547)

DHT(k.N.x)

) + sinE)) )
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Si le vecteur x est réel, sa transformée de Hartley est donc purement réelle.

Linverse de la transformation de Hartley est simplement:

N-1
2nnk
i/N - T (cos(Z;nk) + sin( ;n

n=0

1/N - (cos-DFT(kNx) + sin-DFT(k.Nx)) k=0 .. N-1 (5.48)

) x(n)

IDHT(k N x)

Linverse est donc égale a la transformation elle-méme, & l'exception d'un facteur
d'échelle 1/N. La complexité de calcul nécessaire a l'évaluation de (547) ou (5.48) est
égale & la somme des complexités requises pour la cos-DFT et la sin-DFT, plus N-2
additions de sortie (il n'y pas d'addition de sortie pour k=0 et N/2 en vertu de
(5.8)), donc en tout &:

Om[DHT(N.xr)] = N2 . (Logz(N) -3+ 2 (5.49a)
Oa[DHT(N,xr)] = N/2 - (SLogz(N) -3+ 2 (5.49b)

Notons que dans [duh86), nous proposons une méthode qui inclut les additions
supplémentaires (saul 2) dans la transformation de Fourier (par un “nesting”
approprié¢). Dans ce cas, que nous ne détaillons pas ici, les complexités de la DFT et
de la DHT sont donc les mémes, & l'exception de deux additions de plus pour cetle
derniére. La convolution dans le domaine transformé est donnée par la relation

suivante [bra83}:

Y(k) = X(k) - He(k) + X(N-k) - Ho(k) (5.50a)
ol: H,(k) = cos-DFT(k.Nh) (5.50b)
H (k) = sin-DFT(k.Nh) (5.50¢)

A priori, la convolution dans le domaine de Hartley nécessite de l'ordre de deux
multiplications par point (et c'est ce qui apparait dans la littérature [bra83]), mais
nous allons montrer que tout comme dans le cas de Fourier, 3/2 multiplications sont
suffisantes. Notons que selon (5.6-7). H.(k)=H°(N-k) et Ho(k)=-He(N-k). Y(k) et Y(N-k)
peuvent donc étre évalués simultanément, et ceci de la fagon suivante:

Y() H) — H® X (k)
= . (5.51&)

Y(N-k) -H o(k) H o(k) X(N-k) k=1 ..N/2-1
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Y(©) = X(0) - He(O) {551b)
Y(N/2) = X(N/2) - He(N/Z) (5.51c¢)

La matrice en (551a) est une matrice de rotation, donc le produit matrice-vecteur
nécessite 3 multiplications et 3 additions (voir (529-20)). La convolution dans le

domaine de Hartley se fait donc a l'aide de:
3N/2 - 1 multiplications et 3N/2-3 additions (552)

Ceci est exactement la méme charge de calcul que celle utilisée pour la convolution
dans le domaine de Fourier (voir (543)). Nolons que méme si la transformation de
Hartley est une transformation réelle, la convolution dans le domaine transformé
n'utilise pas une multiplication point par point, mais une opération qui est fort

similaire & une multiplication complexe.

Afin d'obtenir le résultat de la convolution dans le domaine temporel, il faut encore
prendre la DHT inverse du vecteur Y. La charge de calcul totale est donc:

Om[conv dht(N'xr)] = N: Logz(N) - 3N/2 + 3 (5.53a)
Oa[conv dht(N'xr)] = 3N- 3Log2(N) -3N/2 + 1 (5.53b)

La convolution utilisant la transformation de Hartley utilise donc 2N-4 additions de
plus que la convolution par Fourier dens l'approche détaillée ci-dessus, ou 4
additions supplémentaires dans celle proposée dans [duh86).

En dépit de cette légére augmentation de la charge de calcul, l'approche par
transformation de Hartley posséde une certaine élégance due & lidentité de linverse
avec la transformation elle-méme. Ci-dessous, nous allons décrire une nouvelle
méthode que nous avons proposée dans [duh86] Elle ulilise une transformation de
Fourier réelle tant pour passer dans le domaine fréquentiel que pour en revenir. La
méthode consiste simplement & confondre les sommes et différences & la sortie de la
DHT avec les rotations de (5.51a). Notons d'abord que X(k) et X(N-k) dans (551a)

sont obtenus A partir de cos-DF'l’(k,N.xt) et sin-DP'l‘(k.N.xt) de la facon suivante {en
utilisant (5.6-7)):
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—

X(k) 1 cos-DFT(k N .xr)

(554)

X(N-k) 1 -1 sin-DFT(k,N.xr)
k=1..N72-1

En combinant (554) avec (5.51a), on obtient le résultat suivant pour la convolution

dans le domaine de Hartley:

Y(k) H e(k)-l»H o(k) H e(k)-H o(k) cos-DFT(k N.x r)
= . (5.55)
Y(N-k) H e(k)'Ho(k) - -H e(k)-H o(k) sin-DFT(k N xr)
k=1..N/2-1

Pour k=0 et N/2, les relations (5.51b-c) restent valables. La matrice dans (5.55) est a
nouveau une matrice de rotation, et cette méthode d'évaluation de la convolution
dans le domaine transformé utilise donc exactement le méme nombre d'opérations
que celui donné par (543) ou (5.52). Pour revenir dans le domaine temporel, nous
appliquons une transformation de Fourier au vecteur Y, puis le vecteur y des

échantillons du résultat est obtenu comme:

y(n) 1 1 cos-DFT(k.N.Y)
= (5.56)
y(N-k) 1 -1 sin-DFT(k.N.Y)
k=1 ..N/2-1

c'est-d-dire & l'aide de N-2 additions & partir de la transformation de Fourier de Y.
La figure 5.7 illustre schématiquement cette méthode de convolution circulaire pour

N=8. Au total, nous obtenons la charge de calcul suivante:
Om[convnw(N,xr)] = N'Logz(N) -3N/2 + 3 (557a)

Oa[conv (N.xr)] = 3N: 3Log2(N) - 5N/2 + 3 (557b)

new

Remarquons que le nombre de multiplications est identique pour les 3 méthodes
(relations (5.44a), (553a) et (5.57a) mais que le nombre d'additions différe légérement.
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Il est minimum pour la méthode utilisant une transformation de Fourier puis une
transformation de Fourier inverse sur une séquence hermitienne (544b). La méthode
que nous venons d'introduire et qui est basée sur deux transformations de Fourier
réelles utilise N-2 additions supplémentaires & la sortie (557b), et finalement, la
méthode basée sur la transformation de Hartley requiert 2N-4 additions
supplémentaires selon (5.53b) ou 4 additions supplémentaires selon la méthode décrite
dans [duh86)] Ces différents aigorithmes illustrent bien le compromis possible entre
complexité structurelle et complexité arithmétique.

X (N
0™ ] O
DFT DFT
X — (=)

— N N
: o

=l

Figure 57: Convolution circulaire utilisant 2 transformations de Fourier réelle
et des additions de sortie.

524 Transformations impaires

Les transformations impaires sont importanies pour le calcul de transformations de
Fourier multidimensionnelles par transformées polynomiales [nus82). Elles apparaissent
également dans certains bancs de filires [bon76,mas85), lorsque les filtres modulés
doivent étre réels.

La transformation de Fourier impaire ("odd DFT") est définie comme suit:

. 2n(2k+1)n
Nt 7 2N

Dr-"ro(k.N.x) = ¥ x(n) - e
n=0

k=0 .. N-1 (5.58)

L'algorithme de FFCT peut étre appliqué aisément A& cette transformation. D est
possible de définir une cos-DFT, une sin-DFT et une DCT impaire, puis d’appliquer la



-186~

division par 2 et 4 tout comme dans le cas de l'algorithme de FFCT habituel.
Quelques détails doivent étre adaptés, et nous référons le lecteur intéressé aux
publications [vet85avet85b] ou cet algorithme est développé. Nous donnons

simplement la complexité qui résulte de cette approche:

Om[DF'To(N.xr)] N/2 - (Logz(N) - 1) (5.59e)

0 a[DF‘To(N.xr)] 3N/2 - (Logz(N) - 1) (5.59b)
Concernant cet algorithme de DFT impaire portant sur des séquences réelles, il n'y a
pas & notre connaissance d'algorithme comparable. Pourtant, comme son application
immédiate est le calcul de transformées multidimensionnelles, il semble important
d'avoir & disposition un algorithme réel qui économise la place mémoire ainsi qu'un

grand nombre d'additions.

Si le vecteur x est complexe, il est possible de calculer les transformées des parties
réelles et imaginaires séparément, puis de recombiner le résultat & l'aide de 2N
additions. Notons que le nombre de multiplications est alors égal & celui obtenu avec
l'algorithme de Rader-Brenner pour la DFT impaire [nus82] mais que le nombre
d'additions est substantiellement diminué (par exemple pour le cas N=1024,

l'algorithme de Rader-Brenner utilise 30% d'additions de plus que l'approche FFCT).

525 Transformations bidimmensionnelles

Limportance des transformées multidimensionnelles, en particulier en traitement
d'image, est considérable. Comme les charges de calcul et les espaces mémoires requis
sont gigantesques, l'optimisation de ces paramétres est de grande importance. Encore
plus que dans le cas monodimensionnel, la plupart des signaux a traiter sont soit
réels ou hermitiens, et la contrainte d'espace mémoire restreint pousse & l'utilisation

d'algorithmes adaptés & ces cas particuliers.

Les algorithmes de transformation de Fourier bidimensionnelle les plus efficaces sont
ceux basés sur les transformées polynomiales [nus78nus?9nus82). Dans la suite, nous
adapterons ces approches connues pour leur efficacité au cas de transformations de
Fourier et en cosinus portant sur des signaux réels, et ceci en améliorant
I'utilisation de l'espace mémoire ainsi que le nombre d'additions utilisées. Notons
qu'une approche directe des transformations bidimensionnelles par la méthode de
division par 2 et 4 (qui est & la base de lalgorithme de FFCT et du "split radix”)
permet bien d'obtenir des résultats meilleurs qu'avec les algorithmes traditionnels
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(méthode ligne-colonne ou "vector radix”), mais utilise plus de multiplications que les
méthodes par transformées polynomiales (en tout cas pour N suffisamment grand).
Cest la raison pour laquelle seules ces derniéres seront considérées par la suite.

Posons les définitions suivantes:

Transtormation de Fourier bidimensionnelle:

N-1 N-1 ‘21((1'1 k.+4n )
N

DFT(kl.kz,NxN,x) = ¥ ¥ x(nl.nz) - e (5.60)
k1' k2 = O.N-1
Transformation en cosinus bidimensionnelle:
N-1 N-1 2n(n,+1)k
DFT(kl,kz,NxN.x) = I T x(nl.nz) . cos(-—;}——l)'
n1=0 n2=0
2n(n,+1)k
cos(—Nz——z) ky. k, = O.N-1 (5.61)

Notre propos n'est pas de décrire I'algorithme de DFT bidimensionnelle par
transiormée polynomiale, celui-ci ayant fait l'objet de nombreuses publications. Nous
allons plutét appliquer l'algorithme de FFCT & certaines parties de la méthode par
transformée polynomiale (par exemple aux transformées impaires qui apparaissent en
cours de calcul), et ceci elin d'améliorer certaines performances (typiquement, le
nombre d’additions et l'utilisation de la mémoire pour le cas réel). Si le signal
x(nl.nz) est réel, les transformées polynomiales (qui n'utilisent que des additions), ont
une réduction de complexité d'exactement 50%. De surcroit, toutes les transformations
impaires portent sur des séquences réelles, et nous pouvons donc utiliser l'algorithme
elficace qui a élé développé & la section précédente. L'algorithme de DFT
bidimensionnelle qui résulte de cette approche est décrit en détail dans
[vet85a,vet8Sb), et nous y renvoyons le lecteur intéressé pour plus de précisions.
Notons simplement la complexité qui en résulte:

O,(DFT(NxNx_)] = N’ /2 Log,(N) - TN/6 + 8/3  (562a)
0,[DFT(NxNx)] = SN /2- Log,(N) - 13N /6 + 6/3 (5.62b)
Ces résultats, en particulier le nombre d'additions, sont treés intéressants. De surcroit,
peu d'algorithmes efficaces pour la transformation de signaux multidimensionnels réels

ont été proposés, alors qu'l s'agit d'une des applications les plus importanies. Si cet
algorithme est utilisé pour calculer des transformées de signaux complexes, il donnera
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lieu & un nombre de multiplications identique & celui donné dans [nus82], mais
diminuera sensiblement le nombre d'additions (par exemple, une réduction de plus de

507 pour le cas 1024x1024).

En ce qui concerne la transformetion en cosinus, il est possible de l'évaluer & l'aide
d'une transformation de Fourier et de rotations et ceci en permutant les échantillons
d'entrée de fagon similaire au cas monodimensionnel. Comme la charge de calcul
utilisée par les rotations de sortie est relativement importante voire dominante pour
les petites translormées (comme 8x8 et 16x16, des cas importants en codage d'image
{j2iB1]), nous avons été amenés & optimiser cette partie de l'algorithme. II s'en suit
que 4 points du résultats de la DCT peuvent €éire évalués simultenément & partir de
4 points de la DFT réelle du signal d'entrée permuté, et ceci au prix de deux
rotations et d'additions supplémentaires (voir [vet85avet85b]). En tout, le calcul d'une
DCT & partir d'une DFT utilise:

3N°/2 - 2N multiplications et SN°/2 - 6N + 2 additions (5.63)
c'est-a-dire bien 1.5 multiplications par point transformé (toul comme dans le cas

monodimensionnel) mais par contre plus d'additions (25 par point). La complexité

d'une DCT de dimension NxN sur un signal réel est donc, selon (5.62) et (5.63):

0,[DCT(NxNx)] = N°/2- Log,(N) + N°/3 -2N + 8/3 (5.64a)

0,IDCT(NxNx,)] = SN°/2: Log,(N) + N°/3 - 6N + 62/3 (5.64b)
Ce résultat est nettement meilleur que tous les algorithmes de DCT bidimensionnelle
comparables. Les autres algorithmes utilisant des transformées polynomiales
[nusB2nas83,peiB4] sont relativement efficaces mais pas adaptés aux signaux réels, et
la complexité obtenue avec lalgorithme de [che77] en approche ligne-colonne est
comparée avec la méthode que nous proposons dans le tableau 56. Les avantages de
ce dernjer, qui allie les avantages des transformées polynomiales avec ceux de la

FFCT, sont évidents pour les multiplications.

5.2.6 Survol des résultats obtenus avec l'algorithme de FFCT

Avant de passer aux applications, nous tenterons ici de faire le point sur les
résultats obtenus avec l'algorithme de FFCT. Pour ce faire, nous avons réuni toutes

les complexités correspondant aux différents problémes dans le tableau 5.7.
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Remarquons d'abord que la complexité multiplicative suit exactement la complexité
intrinséque des problémes. Par exemple, si M est le nombre de multiplications
utilisées pour une DFT complexe, alors la DFT réelle utilise bien M/2, et la DFT
réelle-symétrique M/4 multiplications. Notons que ce résultat n'est pas toujours
obtenu avec d'autres algorithmes. Par exemple, dans le cas du calcul d'une DFT
réelle & partir d'une DFT complexe de longueur moitié (voir [bri74] et la section
5.1.3), la complexité multiplicative n'est pas réduite de S507%, et l'algorithme dans
[sie75] pour des séquences réelles-symétriques ne divise pas le nombre de
multiplications par 4. Ces réductions ne sont pas vérifiées exaclement pour les
additions. La raison en est que les transformations entre différents problémes sont
souvent faites & l'aide d’additions, et ceci afin d'éviter une augmentation de la
charge multiplicative.

Une comparaison des résultats donnés dans la table 57 avec d'autres algorithmes
permet de remarquer que:

- la complexité multiplicative de l'algorithme de FFCT est minimale (parfois égale &
d'autres algorithmes pour certains problémes) parmi les algorithmes ayant un nombre
restreint d'additions (nous excluons donc les algoi'ithmes 4 complexité multiplicative

linéaire donné & la section 5.14 et qui nécessitent un nombre exorbitant d'additions)

- la complexité additive est en général meilleure que celle d'autres algorithmes, ou
en tous cas comparable

- le nombre total d'opérations est le minimum connu pour tous les problémes
considérés.
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5: Comparaison entre l'algorithme de {red80] et celui basé sur

Tableau S
l'algorithme de FFCT pour le calcul de l'autocorrélation circulaire

d'une séquence réelle de longueur N.

[ redso ] FFC?

N mults. adds. nults, adds.
4 8 24 4 10
8 20 S8 11 32
16 52 138 31 93
32 132 322 83 250
64 324 738 211 635
128 772 1666 518 1648
256 1796 3712 1219 3661

Tableau 5.6 Comparaison de l'algorithme de [che77] avec lalgorithme de
transformée polynomiale/FFCT pour I'évaluation d'une

transformation en cosinus de dimension NxN.

[cheT?] FFCT
N u a s a
8 256 416 104 474
16 1408 2368 568 2570
32 7424 12416 2840 12970
64 37376 61696 13528 62442
128 181248 295424 62552 291434

256 854016 1377280 283480 1331054
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Tableau 5.7 Complexité requise pour résoudre certains problémes avec l'algorithme

de FFCT (N=2").
probléme  multiplications additions formule
cos-DFT(Nx_) N/4- (Log, (N)-3)+1 N/4- (3Log, (N)-5)+Log, (N)+2 (527)
sin-DFT(Nx_) N/4- (Log, (N)-3)+1 N/4- (3Log, (N)-5)-Log, (N)+2 (528)
DFT(Nx,)  N/2 (Log,(N)-31+2 N/4- (3Log, (N)-5)+4 (529)
DFT(Nx,) N (Log,(N)-3)+4 N- (3Log, (N)-1)+4 (5.30)
DCT(Nx,)  N/2-Log,(N) N/2: (3Log, (N)-2)+1 (531)
DFT(Nx,,)  N/4: (Log,(N)-3)+1 N74- (3Log, (N)-7)+Log, (N}+3 (537
DFT(Nx_,)  N/4- (Log,(N)-3)+1 N/4- (3Log, (N)-7)-Log, (N)+3 (5.40)
. DFT(Nx,)  N/2- (Log,(N)-3)+2 N/4- (3Log, (N)-5)+4 (542)
conv(Nx,)  N-Log,(N)-3N/2+3 3N- Log, (N)-7N/2+5 (544)
auto(Nx_)  3N/4-Log,(N)-5N/4+3 ON/4- Log, (N)-15N/4+Log,(N)#5  (5.46)
DHT(Nx_)  N/2 (Log,(N)-3)+2 N/2- (3Log, (N)-3)+2 (5.49)
DFT_(Nx_)  N/2: (Log,(N)-1) 3N/2- (Log, (N)-1) (5.59)
DFT(NXNx,) N°/2-Log,(N)-7N"/648/3  5N°/2- Log, (N)-13N" /645673 (562)

DCT(NxNx_) N°/2- Log, (N}+N” /3-2N+8/3 5N /2- Log, (NJ+N” /3-6N+62/3 (5.64)
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5.3 Implantation matérielle

Les transformations du type Fourier revétent une telle importance en pratique qu'il
s'avére parfois nécessaire de réaliser un matériel, voire un processeur spécialisé
intégré, dédié & cette epplication. Un exemple de ce type est donné dans cette

section.

Le codage de signaux vidéo [jai80] (ayant une fréquence d'échantilionnage de l'ordre
de 10 Mhz) en temps réel nécessite soit la mise en paralléle d'un nombre énorme de
processeurs commerciaux, soil la réalisation d'un processeur dédié au codage. Dans la
méthode de codage d'image par transformée, l'essentiel de la complexité arithmétique
nécessaire provient de I'évaluation de transformations en cosinus sur des petites
portions de l'image (de la dimension 8x8 ou 16x16). Il est dés lors avantageux de
concevoir un circuit hautement spécialisé dOi'lt. l'unique téche est de calculer une
transformation en cosinus monodimensionnelle de longueur 8 {ou 15), mais ceci & une
vitesse de l'ordre de 800 ns par transformation effectuée. Notons qu'un circuit de ce
type peut ensuite également étre utilisé pour le calcul d'une transformation de

Fourier de longueur quatre fois plus grande en utilisant l'algorithme de FFCT.

Un tél circuit a8 pu étre congu durant un séjour de trois mois aux Bell Laboratories
[vet86a). Comportant quelques 35000 transistors et visant une technologie de CMOS
25u, ce circuit est un exemple de conception & la carte (“full custom design”)
devenu possible pour des néophytes grace & la disponibilité d'outils de conception

assistée par ordinateurs (CAO) puissants.

Loin de vouloir {aire le tour des problémes dimplantiations matérielles de
transformées rapides, la section ci-dessous vise & montrer que;

a) des algorithmes complexes (du genre FFCT) peuvent étre implantés en silicium, et
ceci avec profit. Habituellement, seuls des algorithmes simples (comme la FFT en base
2 ou 4) ont été réalisés en matériel.

b) une méthodologie propre et cohérente, englobant toutes les étapes allant de la
formulation de lalgorithme en virgule flottante jusqu'aux plans de masques et au
test, est nécessaire. Une telle méthodologie a dfi &tre développée en paralléle avec la
conception du circuit [lig86].

c) la conception de circuits doit &tre ouverte & des personnes autres qu'aux seuls

spécialistes de conception de circuits, et une CAO puissante doit donc éire disponible.
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L'organisation de la section est la suivante. D'abord, le probléme concret el ses
contraintes sont présentés. Le développement du circuil, de la formulation initiale de
l'algorithme de FFCT jusqu'au plan symbolique, est ensuite expliqué. Finalement, la
méthodologie que nous préconisons pour un développement cohérent (et déja utilisée

en parlie pour ce circuit) est décrite.

5.3.1 Présentation du probléme

Le codage dimage vidéo en temps réel par transformation est utilisé dans des
applications pratiques telles que la vidéo-conférence [jai80] Le débit d'information est
de l'ordre d'un échantillon de 8 bits par 100ns. La transformation utilisée est en
général une transformation en cosinus bidimensionnelle (voir la relation (5.61))
appliquée sur des blocs de dimension 8x8 ou 16x16. On estime que la corrélation est
grande & lintérieur de régions aussi petiles de l'image, d'ou l'intérét d'sppliquer ume
transformation décorrélante avant le codage. Dans le domaine transformé, les valeurs
sont ensuite quantifiées de facon adaptative (typiquement, peu de bits pour les
coefficients correspondants aux fréquences élevées de la DCT).

Pour l'évaluation de la DCT bidimensionnelie, la méthode choisie est celle appliquant
l'algorithme de FFCT monodimensionnel sur les lignes, puis sur les colonnes des
données (étant donné que la transformation est séparable). Notons qu'il faul
rormaliser le coefficient O par 1//2 dans cette application de lalgorithme de FFCT.
Cette méthode de calcul de la DCT bidimensionnelle est moins efficace que
l'algorithme direct basé sur les transformées polynomiales présenté & la secltion 525
(pour B8x8, la méthode ligne colonne utilise 208 multiplications et 367 additions,
contre 104 et 474 respectivement pour l'algorithme direct), mais elle se préte
nettement mieux & une implantation matérielle. De surcroit, un circuit de DCT
monodimensionnel peut également servir & d'autres fins (codage de la parole ou

calcu) de la DFT par exemple).

Avec un débit d'un échantillon par 100ns mais en lenant compte du fait qu'il faut
calculer 2N transformations dans la méthode ligne/colonne, il s'avére quune DCT de
8 points doit étre évaluée toutes les 400 ns. Si un seul circuit de DCT est utilisé,
non seulement la charge de calcul par unité de temps est énorme (>3u/100ns) mais
le débit d'enirée (1 échantillon par S0ns) devient critique. II est donc préférable
d'utiliser une cascade de deux circuits, l'un calculant les DCT sur les lignes et

l'autre sur les colonnes de la matrice 8x8. Un tel systéme est montré dans la {igure
5.8.
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Le circuit & concevoir devra donc calculer une DCT de 8 points, cest-a-dire 13
multiplications (4 cause de la normalisation du coefficient 0). 29 additions et
plusieurs permutations, tout ceci en 800ns. La précision des calculs devra étre d'au
moins 8 bits (vraisemblablement plus en raison des propagations d'erreurs). A l'époque
de la conception de ce circuit et dans la technologie considérée, une multiplication

de 12 fois 12 bits prenait environ 150ms.

Avec les remarques ci-dessus, les contraintes & respecter sont posées, et la section
suivante montre comment elles ont été prises en considération pour la conception du

circuit.

5.32 Conception du circuit de DCT

Notons d'abord que VYalgorithme de FFCT a été choisi car il utilise, pour N=8,
environ 25% de multiplications en moins que celui de Chen et al [che7?7] Comme la
surface d'un multiplicateur augmente avec le carré du nombre de bits (alors qu'elle
varie linéairement pour un additionneur), l'algorithme de FFCT a potentiellement un

gain de plus de 20% en surface par rapport & celui de Chen.
a) Transformation de l'algorithme pour limplantation en silicium

La réduction de la complexité de calcul dans lalgorithme de FFCT est obtenue au
prix d'une structure plus complexe. Celle-ci & évidemment un prix en intégration &
trés large échelle. Nous allons donc d'abord tenter de réduire quelque peu la
complexité structurelle, el ceci en augmentant légérement la charge de calcul. La
figure 5.9 montre le diagramme de fluence de la DCT de 8 points avant (a) et aprés
{b) transformation. Dans la partie b), les opérations similaires ont é1é groupées, et les
deux multiplications par 1//2 & la sortie O et 4 ont été imbriquées avec la
somme/différence les précédant, créant ainsi une rotation. Ceci augmente la
complexité arithmétique d'une multiplication et d'une addition, mais permet d'avoir

quatre rotetions & la sortie.
b) Choix de l'arithmétique

Si le choix de la représentation en complément & 2 est évident, il n'est pas aussi
simple de choisir le type d'arithmétique. L'arithmétique sérielle [hwa79.mea80] a
remporté un certain succés lors de limplantation d'algorithmes de traitement du
signal, surtout en raison de sa simplicité. Elle a néanmoins deux désavantages: le

traitement des erreurs d'arrondi est difficile, et le temps de calcul est élevé (ce qui
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nécessite la mise en paralléle de plusieurs unités si la charge de calcul par unité de
temps est élevée). Larithmétique paralitle est également relativement simple et
permet une charge de calcul élevée. Tant que le nombre de bits n'est pas trop
grand, les retards dus & la propagation du report restent tolérables, el ceci méme
sans = utiliser un  “carry lookahead” [hwa79]. Finalement, l'arithmétique
paraliele-cascade se débarrasse totalement du probiéme du report, mais elle est
relativement complexe & concevoir. Dans la figure 5.10, un additionneur de 4 bits est

schématiquement esquissé pour les trois types d'arithmétiques.
Afin de comparer différents types d'arithmétique, il est intéressant de leur associer
une fonction coiit. Celle-ci est du type surface A fois temps T (ou A-1’2 si le délai
est un facteur important). Dans le tableau 5.8, l'ordre de grandeur de A:-T est donné
pour un additionneur réalisé avec différents types d'arithmélique.

Tableau 5.8: Ordre de grandeur de A-T

probléme surface temps AT

multiplication MxM bits

- sérielle oM S,) o[- T,) oM’ s, T,)
- parallele oM’ s,) >>0[T,) >>0[M’+ S+ T,)
- par.~cascade O[Mz- Sa] O[Ta] O[Mz' S, Ta]

addition M bits

- sérielle O[Sa] O[M- Ta] O[M- S, Ta]
- parallele O[M- Sa] >O[Ta] >O[M- S, Ta]
- par.-cascade O[M- Sa] O[Ta] O[M- S, Ta]

Sa est la surface d'un additionneur 1 bits et T, le temps d'une telle addition.

L'augmentation du temps dans le cas de l'arithmétique paralléle est dit au report et
n'est pas indiqué plus précisément (il dépend de la maniére de générer, puis de
propager ce report). II ressort du tableau 5.8 que larithmétique sérielle et
paralléle-cascade ont exactement la méme performance. Pour le circuit en question,
la charge de calcul élevée ne permettait peas l'utilisation de l'arithmétique sérielle.
Pour un nombre de bits suffisamment petit, la détérioration de la performance de
Yarithmétique paralléle ne porte pas trop & conséquence. Par conire, elle est
beaucoup plus facile & concevoir que larithmétique parali¢le-cascade, et elle & donc
é1é choisie en raison des contraintes de temps de conception.
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Figure 5.11: Flots de données dans le cicuit
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c¢) Choix architecturaux

Etant donné les contraintes de vitesse et le choix de l'arithmétique, l'architecture se
trouve relativement bien définie. En considérant un itemps de multiplication de
lordre de 150 ns et le fait que l'étape de sortie & elle seule requiert une rotation
toutes les 200 ns, il est évident que les dilférentes étapes devront étre mise en

cascade (pipeline) et séparées par des mémoires tampons (buffers).

Une remarque importante doit étre faite: 4 part deux multiplications isolées (par
1//2), toutes les opérations portent sur deux valeurs d'entrée et produisent deux
valeurs de sortie. En fait, il s'agit toujours de rotations élémentaires
(somme/différence est une rotation de 45 degrés, fois un facteur d'échelle de 2)
Cette propriété fondamentale est liée au fait que toute transformation unitaire peut
étre décomposée en rotations élémentaires (appelées rotation de Givens). La
conséquence architecturale immédiate de cette propriété est quil est avantageux
d'avoir deux flots de données en paralléle et sur lesquels on applique les différentes
rotations. D'une part, l'unité de calcul traite immédiatement les deux opérandes
(aucun stockage intermédiaire n'est nécessaire), et d'autre part, la vitesse d'exécution
de l'unité de calcul peut éire réduite de moitié (puisque deux données soni traitées
simulianément). Ceci est illustré schématiquement dans la figure 5.11, oilt les étages

de calcul correspondent & ceux indiqués dans la figure 5.9b.

Puisque les difiérents étages sont mis en “pipeline”, il est nécessaire de les séparer

par des séries de registres. Ceux-ci peuvent étre combinés avec les permutations

nécessaires dans les différents étages. Il en résulte l'architecture globale suivante:

- 6 élages en 'pipeline”. Le résultat d'un élage est copié, toutes les 800 ns, dans
I'étage suivant

- entrée et sortie du circuit: M bits en paralitle et & la fréquence fs (10Mhz)

- transmission entre étages: 2 fois M bits en paralléle et & la fréquence fs/2

Cette architecture est illustrée dans la figure 512. Notons que chaque étage posséde
une unité arithmétique adaptée au type de calcul qu'il doit effectuer (rotation,
somme/différence, multiplication par 1//2). Une largeur de mot de 12 bits a été
choisie pour le flot de donnée, ce nombre ayant été jugé suffisant (les images sont
codées & 8 bits) et la surface de silicium a disposition ne permettant guére plus.

d) Blocs élémentaires

Les registres et les permutations sont réalisés de la lagon suivante. Un registre &
décalage & entrée série et sortie paralléle mémorise les bits des échantillons
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successifs au fur et & mesure de leur arrivée. A la fin du cycle principal (800 ns),
tous les bits sont copiés, & travers un réseau de permutation, dans un registre &
décalage a entrée parallele et sortie série. Celui-ci alimente ensuite l'unité

arithmétique. Une section d'un bit de ce systéme est esquissé dans la figure 5.13.

Concernant les unités arithmétiques, notons que des additionneurs minimaux ont été
utilisés. Ceux-ci produisent un report inversé, et les entrées doivent étre ajustées en
conséquence (par inversion des bits pairs ou impairs). Lors de la mise en cascade de
plusieurs additionneurs de ce type, il suffit d'ajuster l'entrée du premier et la sortie
du dernier. Une section d'un bit du schéma symbolique de l'étage 2 (comportant une
somme el différence) est montrée dans la figure 5.14.

Notons que méme si la complexité arithmétique de l'étage 2 (6 additions) est
inférieure & celle de l'é¢tage 1 (8 additions), il requiert néanmoins plus de surface.
Ceci provient du fait quil faut du controle supplémentaire et des portes de
transmission afin d'éviter l'opération de somme et différence une fois sur quatre. Ceci
est un bon exemple de la différence enire la notion de complexité en intégration et
la notion de complexité arithmétique.

Pour la multiplication, un générateur a été écrit par Aligtenberg [lig86] ce qui a
permis de générer automatiquement des multiplicateurs en complément & deux de
taille arbitraire. Malheureusement, et par manque de temps, il n'a pas été possible de
créer un multiplicateur dédié & la multliplication par 1//2. Notons qu'un gain de 507%
dans la taille de celui-ci eut été possible (en ne gardant que les colonnes du
multiplicateur qui correspondent a& des 1 dans la représentation binaire de 1//2).

La conception de l'unité de rotation est décrite en détail dans [vet86a] et nous
notons que, vu la complexité de cetle unité, les opérations ont encore une fois été
mises en caséade, créant donc un ‘pipeline” supplémentaire pour ceite opération.
Remarquons que les constantes pour les différentes rotations ont éLé représentées en
10 bits. Une simulation a montré que la multiplication de données par des
constantes ayant 80% du nombre de bits de ces données est suffisamment précise. Le
schéma de cette unité est moniré dans la figure 5.15.

Sans entrer dans les détails, il est A noler que les problémes de nombre de bits
significatifs sont cruciaux, surtout lorsque le nombre total de bits est faible. D'une
part, le dépassement de capacité doit &étre évité & tout prix, et d'autre part, un
nombre trop élevé de bits de garde nuit & la précision. Dans le cas de l'unité de
rotation, il a été possible de gagner deux bits de précision (sans ajouter de matériel
supplémentaire) simplement grace & une analyse détaillée. D'abord, les deux .bits de
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poids le plus fort du résuiltal d'une. multiplication en complément & deux sont
toujours égaux (saul dans le cas ol les opérandes sont tous deux maximum négatif,
cas que nous pouvons exclure pour les constantes qui nous intéressent). Le bit de
poids maximum peut donc étre négligé. Ensuite, la rotation est une opération
unitaire (conservant les longueurs), et il est possible de vérifier que l'addition de
sortie dans la figure 515 ne produit jamais de dépassement de capacité. Comme la
DCT est également une transformation unitaire, donc une rotation
multidimensionnelle, elle conserve également les longueurs, permettant donc de gagner
un bit de précision. En tout, 3 bits de précision supplémentaires ‘peuvent eétre

obtenus, c'est & dire un gain de 25% dans le cas qui nous intéresse.

Un mot encore sur le controle des différentes fonctions. Tous les signaux de
controles sont générés & pertir des deux horloges ®, el ’, [mea80], et les signaux
complémentaires sont obtenus avec de la logique complémentaire afin d'éviler tout
retard inutile. Finalement, la phase de transmission e, est choisie plus courte que la

phase d'évaluation 9, cette derniére étant plus critique.
e) Test

Le test d'un circuit de la complexité de celui que nous décrivons s'avére difficile, et
Ja "testabilité” d'une conception est un des problémes majeurs de lintégration & trés
grande échelle [gui84]. De ce fait, des fonctions de test ont été inclues sur le
circuit, et ceci en utilisant les registres & décalage déjd existants pour gérer les
vecteurs de test. Cette méthode n’'est pas nouvelle, mais la configuration de notre
circuit s’y préte particuliérement bien. Tous les registres & décalage d'un étage donné
peuvent, sur commande, €ire mis en cascade, et chargés ou lus depuis l'extérieur (et
ceci & wune vilesse réduite si nécessaire). Ainsi, il est possible de tester
individuellement chaque étage, ce qui est par exemple avantageux pour déterminer la

vitesse limite de fonctionnement de chacun d'eux.
1) Réalisation du circuit

Grace & I'utilisation d'un sytéme de CAO puissant, MULGA [wes81], le plan symbolique
du circuit a pu é&tre réalis¢ en 3 mois (y compris l'apprentissage du systéme de
CAO). Une vue densemble du circuit symbolique est présentée dans la figure 5.16. On
reconnait aisément l'étage 3 avec son multiplicateur, ainsi que l'étage 5 de rotation.

Certains problémes sont apparus lors de la compaction finale (transformation du
schéma symbolique en plan de masques). Ces problémes étaient essentiellement dus &

Vimpossibilité, avec MULGA, de faire un assemblage au niveau des plans de masques
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(la compaction globale étant absurde et devenant d'ailleurs impossible vu la taille du
circuit). Aprés amélioration, le circuit a finalement été mis en fabrication et la figure
5.17 montre le plan de masques. Les résultets de ce circuit permettront de mesurer

la vitesse d'exécution réelle.

Malgré ces problémes, cette expérience a été fort profitable. D'une part, elle a
démontré la possibilité d'implanter rapidement un algorithme complexe. Vu les
contraintes, il est vraisemblable que lalgorithme habituel de Chen n'aurait pas pu
étre implanté, en tous cas pas en utilisanl la méme précision de calcul. D'autre part,
cetie expérience a parfailement démontré le coit de la communication (permutation),
du stockage intermédiaire (registres) et de lirrégularité (inhibition d'opérations &
certaines étapes du calcul), trois facteurs de colit qui sont relativement élevés dans
I'algorithme de FFCT. Mais le cofit des multiplications est encore plus élevé, et c'est
la raison pour laquelle l'algorithme de FFCT reste avantageux dans l'application que

nous avons explorée.

Plutét que de voir dans ce circuit un quelconque résultat définitif, nous préférons
I'interpréter comme une étape en direction de l'implantation matérielle efficace

d'algorithmes complexes.

5.3.3 Une méthodologie dimplantation en matériel d'algorithmes de traitement du
signal

Lors de la réalisation du circuit décrit ci-dessus, il s'avéra rapidement que la gestion
de la complexité de conception devenait impossible, & moins de posséder des outils
logiciels spécialement congus & cet effet. Clarifions d'abord le terme de conception. Il
englobe toutes les étapes du développement, depuis l'idée initiale (dans notre exemple,
lalgorithme de FFCT en formulation mathématique) jusqu'au test du circuit physique
qui revient de la {abrication. Lorsque nous parlons de la complexité de cette
conception, nous entendons par la:

- P'exploration (& toutes les étapes) de l'espace des possibilités ouvertes

- la réalisation de l'étape suivante, et ceci de facon aussi automatisée que possible

- la vérification (aussi totale que possible) de l'avancement de la conception obtenu

par cetle nouvelle étape, el la comparaison avec le modéle de rélérence

L'approche que nous préconisons est bien un développement par étapes, de haut en
bas et & laide d'améliorations successives (en anglais, top down design by stepwise
refinement). Ceci n'a rien d'extraordinaire en soi, si ce n'est que les développements

de circuits dans le laboratoire ol nous travaillions ne correspondaient en rien a
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celte philosophie!. La raison est en partie historique: la conception de circuits a
toujours été un domaine réservé a quelques rares spécialistes, el ce n'est que trés
récemment qu'il a été possible & des "théoriciens” de réaliser leurs idées sous forme
de puces. Par le passé, un développement passait par toute une série de personnes
avant d’alteindre le silicium, et les trois points mentionnés plus haut ne pouvaient

donc étre salisfaits.

Identifions d'abord les élapes principales du développement d'un circuit de traitement

du signal. Les sept niveaux principaux sont:

1) Niveau algorithmique: ce niveau décrit simplement l'algorithme & laide
d'arithmétique en virgule flottante. I permel de vérifier l'algorithme, et servira de
modéle de référence par la suite

2) Niveau de précision finie: on associe & chaque variable un nombre de bits de
précision. Une exploration des effets de la précision finie est faite

3) Niveau espace/temps: le compromis vitesse d'exécution/espace de silicium requis‘ est
exploré, en particulier & l'aide des différents types d'arithmétique (voir sec 5.3.2b))

4) Niveau matériel: les choix de précision et de type d'arithmétique ayant éié faits, il
est possible de réaliser un modéle trés exact du circuit, et ceci & l'aide de
primitives élémentaires (additionneurs 1 bit, registres).

5) Niveau du circuit symbolique

6) Niveau du plan de masques

7) Circuit physique

Pour passer d'un niveau & celui immédiatement en dessous, il faut appliquer ce que
nous avons appelé des transformations. Celles-ci devraient étre aussi automatisées
que possible. Nolons que les trois derniers niveaux sont disponibles (5 et & dans un
systéme de conception au niveau symbolique, et 7 dans la fabrication), ainsi que les

transformations entre ces niveaux.

L'implantation logicielle de cette méthodologie [lig86], permettant la représentation
cohérente et compatible des différents niveaux ainsi que des transformations en
partie automatisée, a commencé parallélement & la réalisation du circuit de DCT et
se poursuit toujours. Elle vise a décrire les niveaux 1 & 4 de fagon unifiée (en fait,
4 l'aide d'un seul langage de haut niveau, C) et en utilisant des primitives
différentes selon les niveaux (par exemple un multiplicateur en précision finie pour le
niveau 2, et un multiplicateur décrit par des registres et des additionneurs 1 bits
pour le niveau 4). Certaines parties des transformations sont automatiques (par
exemple, le générateur de schéma symbolique de multiplicateurs évoqué & la section
532d)), et une grande part des efforts actuels vise & augmenter la partie
automatisée des transformations.
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L'avantage majeur d'une description des difiérents niveaux dans un langage unique
est la compatibilité ainsi obtenue, permettant par exemple de mélanger des parties
d'un circuil n'élant pas au méme stade du développement. De surcroit, des interfaces
avec les niveaux existants (56 et 7) permettent de tester automatiquement et &
partir du niveau 4 le schéma symbolique, les masques ainsi que le circuit terminé.
Cette possibilité d’effectuer des tests automatiquement est d'une aide inestimable
dans le déverminage du circuit (& tous les niveaux). La méthodologie de vérification

dans MOVAL est illustrée dans la figure 5.18

L'avantage certain de cette méthodologie est d'obtenir, & toutes les étapes du
développement, une image cohérente de l'état de la conception. Evidemment, cette
méthodologie requiert une discipline (par exemple, ne pas modifier un niveau
inférieur sans refléter les changements aux niveaux supérieurs), tout comme le
demande le développement de logiciel [dij76). Cette similarité entre le développement
de matériel et de logiciel (qui deviendra encore plus apparente dans la section
suivanie) nous conduit & parler de "conception structurée de matériel”. A notre avis,
c'est la seule approche qui permettra de maitriser la complexité toujours plus grande

de la conception de circuits en intégration & trés large échelle.
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Figure 5.18: Méthodologie de vérification dans MOVAL
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$.4 Implantation logicielle

Cette section présente limplantation logicielle de lalgorithme de FFCT. D'abord, le
probléme de limplantation efficace d'algorithmes rapides est présenté, entre autres en
discutant la notion de complexité dans ce contexte. Ensuite, l'implantation spécifique
de l'algorithme de FFCT en code linéaire sur un processeur de traitement du signal
[vet85e] est décrite. Finalement, une méthodologie de développement, similaire & celle
présentée pour limplantation matérielle, est proposée pour limplantation efficace
d'algorithmes de traitement du signal sur des processeurs spécialisés.

.5.4.1 Complexité d'un algorithme dans le contexte d'une implantation logicielle

Autant le débat sur la complexité de calcul d'algorithmes rapides a toujours été
clairement défini (nombres d'opérations arithmétiques), autant celui concernant leur
implantation efficace sur des processeurs réels est resté vague.

Pourtant, méme si Winograd ne s'inléresse avant tout qu'au nombre de
multiplications par des constantes réelles apparaissant dans un algorithme donné
[win80] (les multiplications par des constenles rationnelles ne comptent guére dun
point de vue purement théorique), l'utilisateur s'intéresse uniquement & la vitesse
d’exécution de cet algorithme, avec une précision de calcul donnée, sur son
ordinateur. Les points de vue du théoricien et du praticien sont donc quelque peu
divergents en ce domaine (...).

Le débat sur les implantations a vraiment pris son envol lorsqu'l s'est avéré que
lalgorithme de Winograd, quoique théoriquement netlement supérieur & tous les
autres algorithmes de FFT (puisqu'il requiert une complexité de l'ordre de O[N] alors
que les autres sont en O[NLogN]), était néanmoins plus lent & l'exécution que la FFT
en base 4 par exemple!.

Cette constatation a conduit & considérer le nombre de multiplications, d'additions et
de transferts (mémoire A registre) {mor78naw78). En particulier, il faut remarquer
que les temps d'exécution de ces différentes opérations sont trés proches les uns des
autres sur les processeurs modernes. Notons que du point de vue de la somme des
multiplications et des additions, l'algorithme de Winograd est pratiquement équivalent
aux bons algorithmes de FFT. Mais en ce qui. concerne les transferts, la structure
complexe de la WFTA la désavantage nettement par rapport & des algorithmes
réguliers du genre FFT base 4. Pourtant, le compte exact des tiransferts pour un
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algorithme donné est une tache difficile, car il dépend non seulement du nombre de

registres, mais également du jeu d'instructions du processeur visé.

Finalement, si l'algorithme est programmé en utilisant un code compact, il faut tenir
compte de la complexité liée au calcul de l'adressage. Ce calcul est simple dans le

cas FFT, mais relativement complexe dans celui de la WFTA.

Pour mieux cerner le probléme de l'efficacité de l'implantation de l'algorithme de
FFCT, nous avons choisi de ne considérer que sa version en code linéaire [mor77].
Dans ce cas, toutes les adresses sont pré-calculées, et la complexité d'adressage
disparait. Le prix de cette méthode est une longueur du code proportionnelle au

nombre total d'opérations.

542 Code pour processeur de traitement du signal

Nous avons vu précédemment que l'algorithme de FFCT permettait de résoudre toute
une série de problémes (tableau 5.7) plus efficacement que ne le font les algorithmes
classiques de FFT, mais ceci au prix d'une complexité structurelle plus grande. Cette
derniére se traduit généralement par un effort de programmation plus élevé, sauf si
I'on fait appel & des méthodes de génération automatique de code [mor77] Cest ce
que nous avon§ été amené & faire, car il éteit hors de question d'écrire directement
du code assembleur pour le processeur de signal visé (TMS 32010, [tx83]). L'annexe
AS5.1 donne du code linéaire pour des transformations de Fourier et en cosinus
portant sur des séquences réelles de petites dimensions et utilisant un nombre

minimum d'opérations arithmétiques.

La seule version de l'algorithme qui & dii étre écrite & la main est une version
récursive en langage Pascal. Cetle version se déduit immeédiatement de la formulation
récursive de l'algorithme de FFCT (relations (5.12), (5.15) et (5.19)).

Comme Jla machine cible travaille en virgule fixe, il faut simplement ajouter aux
différentes opérations des facteurs d'échelle adéquats. Notons qu'une DFT ou une DCT
de dimension N peut produire des résultats ayant une amplitude N fois plus grande
que les valeurs d'entrée. Rappelons qu'une DFT de longueur N se construit & partir
d'une DFT de longueur N/2 et deux DCT de longueur N/4. De surcroit, il y a des
sommes/différences avant les DCT ainsi qu'd la sortie pour dériver le résultat final
(voir la figure 5.2).

La technique de mise & l'é¢chelle répartie que nous avons appliquée divise par N le



-209-

résultat d'une opération portant sur N échantillons. En raison de la récursivité, il
est aisé de montrer que si cette régle est appliquée aux petites transformations @
et 4), elle se vérifie automatiquement pour les transformations plus grandes. Notons
simplement que les valeurs de sortie cos-DFT(N/2Nx) et sin-DFT(N/2Nx) de la DFT
de longueur N doivent étre divisées par 2 (car il n'y pas d'opérations de sortie sur
ces valeurs, contrairement aux autres, voir la figure 52). Cette mise & Iéchelle
répartie garantit un maximum de précision & toutes les étapes du calcul, tout en

garantissant l'impossibilité d'un dépassement de capacité.

Le code Pascal comporte toute linformation définissant l'implantation en virgule fixe
de lalgorithme (opérations et mises & I'échelle). II peut donc étre utilisé afin de
simuler, sur un grand ordinateur, le comportement numérique de l'implantation en

cours de développement.

Le programme récursif Pascal peut maintenant &tre utilisé pour générer du—code
linéaire, toujours en Pascal. Celui-ci peut soit €tre composé d'opérations arithmétiques
uniquement (additions, multiplications), soit d'opérations élémentaires (rotations,
sommes/différences, multiplications par 1//2) ou encore comporter des blocs de

petites transformations (de longueur 4 ou 8 par exemple).

La derniére étape consiste 4 traduire ces opérations élémentaires (ou blocs) en
langage assembleur. Ceci ce fait & l'aide d'un programme de traduction [kar85] qui
peut faire appel & des séquences de code assembleur optimisé [vet85e).

Rappelons en bref que toutes les étapes, hormis l'écriture du code récursif initial et
le choix des facteurs d'échelle, sont effectuées automatiquement. De surcroit, il suffit
de vérifier le code récursif initial (comportant déja les mises & [échelle) pour
garantir un code final correct, et ceci en raison de la construction automatique de

ce dernier (on admet que les opérations élémentaires sont codées correctement, ce
qui se vériflie aisément).

Outre le fait que le développement du code assembleur se trouve grandement

simplifié par cette méthode, le temps d'exécution obtenu est fort intéressant comme
le montre le tableau 59
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Tableau 5.9: Comparaison entre les temps de calcul donnés par le constructeur (TI) et

I'implantation de l'algorithme de FFCT

FFT réelle FFT complexe
N TI (us) FFCT (us) gain (%) T (us) FFCT (us) gain
%)
16 626 334 466 1088 784 28
32 1634 936 427 2912 2084 28
64 4002 243 393 7376 526.4 29
128 8554 601.6 37 - - -

Les temps donnés dans le tableau 59 ont été obtenus aprés optimisation du code
des DFT de longueurs 4 et 8, de certaines multiplications isolées et d'additions de
sortie (voir [vet85e] pour plus de détails). Néanmoins, cet effort d'optimisation
relativement grand n'a permis qu'une amélioration minime (4-6% selon les longueurs)
par rapport aux temps obtenus par tiranslation directe des opérations élémentaires.
Ceci tend & montrer que le code généré automatiquement n'est pas trés loin d'étre

optimum.

. 54.3 Une méthodologie d'implantation d'algorithmes sur processeurs spécialisés

La méthode d'implantation que nous avons utilisée pour développer un logiciel de
FFT sur TMS 320 est fort similaire & celle qui était & la base du développement du
circuit de DCT décrit dans la section 53. Nous en rappelons les grandes lignes afin

d'en faire une synthése.

Le développement du logiciel pour processeur spécialisé passe par plusieurs niveaux

distincts qui sont:

1) Niveau algorithmique: il s'agit d'une formulation de l'algorithme & laide
d'arithmétique en virgule flottante et en langage de haut niveau (utilisant par
exemple la récursivité)

2) Niveau de précision finie: on attribue des précisions aux différentes variables, et
les facteurs d'échelle sont choisis (la récursivité est toujours permise). Des
simulations peuvent étre faites.

3)Niveau représentation du code: ce niveau est une image en langage de haut
niveau du code assembleur qui va éire généré. Seules apparaissent des primitives

que l'on sait traduire en assembleur. Ce code peut &ire linéaire ou bouclé, mais ne
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comporte plus de structures complexes (du genre récursivité).
4) Niveau assembleur: code compatible avec le simulateur de la machine cible

5) Niveau code exécutable

Notons que les niveaux 4 et 5 sont déjd mis & disposition par le constructeur. Tout
comme dans le cas du matériel, il s'agit de réaliser les transformations entre les
niveaux, et ceci de facon aussi automatique que possible. La transformation entre les
niveaux 4 et 5 est également fournie par le constructeur, et les transformations
entre les niveaux 2 et 3 ainsi que 3 et 4 sont relativement simples comme nous
l'avons remarqué précédemment (le probléme est pluldt de coder efficacement les
primitives importantes). Le passage le plus délicat est celui de 1 & 2, puisquil
implique des prises de décisions et des compromis sur les précisions & attribuer.
Notons par ailleurs que les niveaux 1 et 2 sont absolument identiques & ceux qui
sont apparus dans notre analyse du développement de matériel.

Si les transformations de 2 A& 4 sont réalisées correctement, les résultats de cette
méthode simple et structurée sont excellents, comme l'a montré J}exemple
d'implantation” de l'algorithme de FFCT.

Puisque les niveaux 1 & 3 sont écrits dans un méme langage, ils sont parfaitement
compatibles. Ceci permet de mélanger des représentations diverses, et de tester
exhaustivement les différentes étapes. De surcroit, le niveau 3 permet (a4 l'aide dun
interface idoine) de vérifier les résultats de simulation en assembleur (niveau 4) ou

du processeur Jui-méme (niveau 5).

En conclusion, nous pensons que cette méthode structurée permet d'implanter avec
profit des algorithmes trés complexes sur des processeurs spécialisés. Non seulement
la perle de periformance est minime, mais surtout, la méthodologie ouvre la porte &
Vimplantation d'algorithmes dont la complexilé ne permet pas d'envisager )'écriture
d'une version en assembleur directement.
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55 Principaux résultats du chapitre

Un algorithme nouveau de transformation de Fourier et en cosinus pour des
longueurs en puissances de 2 a été introduit. Il utilise une division asymétrique (N/2
et N/4) du probléme initial de dimension N. Cette méthode a ensuite été généralisée
4 toute une série de problémes (séquences avec symétries, convolution réelle,
transformations impaires). I est & noter que pour tous les problémes considérés,

l'approche proposée conduit au nombre minimum connu d'opérations.

Une réalisation matérielle de Jl'algorithme a été faite. 11 s'agit de la conception d'un
circuit dédié réalisant une transformation en cosinus (8 points) pour le codage vidéo
en temps réel. Dans ce contexte, une méthodologie de conception pour circuits

intégrés de traitement du signal est bri¢vement développée.

Finalement, l'implantation logicielle (sur processeur de signal TMS 320) ainsi qu'une
méthode simple et structurée pour transformer des algorithmes complexes en code

machine efficace sont décrites.
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6 Conclusions

Une premiére partie se propose de survoler les résultats apportés par le travail
présenté, alors qu'une seconde partie indique les développements ultérieurs possibles.

8.1 Principaux résultats

Rappelons que le premier chapitre a présenté, outre lintroduction au travail, un
historique des travaux réalisés sur les bancs de filtres numériques et les
transformations rapides utilisées en traitement numérique du signal. Cet historique
visait 4 placer ce travail dans le contexte d'autres recherches dans le domaine.

Le second chapitre est consacré A l'analyse des bancs de filtres numériques. Il
introduit un formalisme matriciel comme outil d'analyse puissant dans le cadre du
traitement du signal par banc de filtres. Quoique également proposé par d'autres
auteurs, ce formalisme a été étendu (entre autres, par la généralisation de la notion
de banc de filtres polyphases), et utilisé par la suite pour tous nos développements
dans le cadre de ce travail. A l'aide de cet outil, nous avons analysé les bancs de
filtres utilisés en codage en sous-bandes (division puis reconstruction du signal) et
ceux utilisés dans les transmultiplexeurs (multiplexage, puis séparation des signaux).
Toute une série de propriétés, dont certaines sont fondamentales, ont pu étre
démontrées, en particulier sur la reconstruction parfaite, sur la reconstruction sans
repliements spectraux (dans le codage en sous-bandes) et sur la reconstruction sans
diaphonie (dans les transmultiplexeurs). La dualité entre codeurs en sous-bandes et
transmultiplexeurs a élé montrée, permettant ainsi d'unifier deux domaines
d'application des bancs de filtres qui avaient été traités de facon séparée jusqu'ici.
Lintérét du formalisme matriciel réside dans le fait que des questions qui étaient
jusqu'ici restées ouvertes (car trop complexes) se réduisent maintenant A& des
proprittés simples de matrices de filtres (comme par exemple la forme du

déterminant de la matrice de filtres).

Le troisiéme chapitre, intitulé "synthése de bancs de filires”, applique les résultats
dérivés dans le chapitre précédent & la conception de bancs de filtres. On considére
d'abord la conception de {iltres pour l'utilisation dans un banc de filtres, un
probléme soumis & des contraintes différentes de celles qui régissent la conception
classique de filtres. Pour le cas de bancs de filtres RIF, on propose des méthodes
analytiques pour calculer des filtres d'analyse et de synthése RIF qui permettent une
reconstruction parfaite, ainsi qu'une méthode d'optimisation souple. Ensuite, on
considére différents bancs de filtres, en particulier dans le cas ol les filires sont
oblenus par modulation & partir d'un seul filtre prototype. Le cas des filtres
pseudo-QMF (extension du concept QMF au cas N>2) et celui des filtres QMF
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complexes (avec reconstruction parfaite) sonl présentés, ainsi que l'extension au cas
bidimensionnel.

Le chapitre 4 traite de la complexité de calcul liée aux banes de fiitres. L'évaluation
d'arbres de filtres est d'abord présentée, tant dans le domaine temporel que dans le
domaine fréquentiel (ou certaines améliorations sont obtenues). La cherge de calcul
des bancs de N filtres est ensuite considérée, et ceci en tirant parti du
sous-échantillonnage et de la modulation qui caractérisent la plupart de ces bancs
de N filtres. A nouveau, on compare les méthodes dans le domaine temporel & celies
dans le domaine fréquentiel (qui s'avérent trés efficaces).

Le dernier chapitre est consacré aux transformations rapides dont on a wvu
Iimportance tant dans les méthodes de convolution par transformée que dans
I'évaluation des bancs de filtres modulés. Un nouvel algorithme de transformation de
Fourier et en cosinus, appel¢ algorithme de FFCT, est d'abord présenté. Cet
algorithme est ensuite généralisé & toute une série de problémes (pour ~lsquels il
donne un nombre minimum d'opérations), puis deux exemples d'implantations, la
premiére matérielle (conception d'un circuit VLSI réalisant une transformation en
cosinus & débit vidéo) et la seconde logicielle (code efficace de transformée pour
processeurs de signaux), sont données. Les méthodologies générales qui ont été
utilisées afin de réaliser ces implantations particuliéres sont également décrites.
Quoique les résultats de ce chapitre aient été utilisés lors de la discussion de la
complexilé de calcul au chapitre 4, il n'en reste pas moins vrai qu'ils dépassent le
cadre des bancs de filtres et c'est la raison pour laquelle ils ont été présentés de
facon relativement autonome.

8.2 Développements ultérieurs

Evidemment, ce travail n'épuise absolument pas le sujet des bancs de filtres, et nous
pensons au contraire quil ouvre un bon nombre de possibilités nouvelles. Notre
propos aura plutdt été de poser un contexte formel clair et de dériver des résultats
de base que de réaliser des conceptions ou des implantations de bancs de filtres
réels. De ce point de vue, nous pensons que notre analyse des bancs de filtres (avec
le formalisme matriciel qui a été introduit et les résultats fondamentaux qui ont été
dérivés) présente une base adéquate pour des travaux futurs.

La synthése de bancs de filtres, avec entre autres, la conception de filtres dans ce
contexte, reste beaucoup plus ouverte. Car si nous avons montré que l'espace des
possibilités était plus grand que celui exploré jusqu'alors (par exemple, le compromis
possible entre qualité des filtres et qualité de la reconstruction), il nous semble que
seules des applications réelles indiqueront les choix & prendre. La conception de
filtres RI, qui n'ont pas été implantés dans le cadre de ce travail, semble
potentiellement intéressante. Enfin, une exploration plus poussée des effets de
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quantification (dans les codeurs en sous-bandes) et de transmission non-idéale (dans
les transmultiplexeurs) ainsi que des implications qui en résultent pour la conception
de filtres serait également utile.

En ce qui concerne la complexité de calcul des bancs de filtres, nous avons
considéré les cas généraux importants, et ceci sans entrer dans trop de détails
relatifs & des cas concrets. Une étude détaillée des cas concrets est évidemment
nécessaire, mais spécilique aux applications perticuliéres, et c'est une des raisons
pour lesquelles nous l'avons laissée ouverte. Un travail plus important consisterait a
mettre en relation les algorithmes efficaces pour banc de filtres avec les méthodes
traditionnelles de filirage (par transformée et “overiap and add” par exemple).
Finalement, on pourrait dériver des complexités théoriques pour le filtrage par banc
de filtres.

Enfin, dans le cadre des transformées rapides présentées au dernier chapitre, la
transformation des gains théoriques (sur le nombre d'opérations) en gains pratiques
(réduction de la surface de silicium ou du temps d'exécution sur un processeur réel)
est certainement un des sujets les plus importants et ouverts en traitement du
signal. De ce {ait, les méthodologies d'implantation présentées brievement dans ce

travail mériteraient des considérations plus approfondies.

Avec ce travail, nous espérons avoir contribué & la clarification du sujet des bancs

de filtres, et de motiver ainsi des travaux futurs dans le domaine.
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Annexes

Annexe A2.1: Diagonalisation de matrices de Toeplitz et de Hankel
circulantes

Dans le paragraphe 2.3, nous avons vu l'importance des matrices circulantes du type
Toeplitz et Hankel. Quoique le résultat de cette annexe soit évident puisquil se base
sur la propriété de convolution de la transformée de Fourier, nous le dérivons

ci-aprés car il est moins familier dans un contexte matriciel.

Rappelons qu'une matrice de Toeplitz a des éléments identiques le long de ses
diverses diagonales, alors qu'une matrice de Hankel a des éléments identiques le long
des antidiagonales (ce qui la rend évidemmen! symétrique).

Maintenant, si les matrices sont de surcroit circulantes, la différence entre une
matrice de Toeplitz et de Hankel ayant une premiére ligne identique se réduit au
sens dans lequel les éléments se déplacent d'une ligne & l'autre: dans le cas Toeplitz,
ce sens esl de gauche & droite, alors qu'il est de droite & gauche dans le cas
Hankel. Dés lors, ces deux matrices sont liées par une permuiation des lignes donnée
par la matrice J définie en (248). La pré-multiplication par J s'interpréte comme
une permutation de la ligne i avec la ligne N-i (la ligne O restant inchangée), la
post-multiplication ayant le méme effet sur les colonnes. Ap}elons T une matrice de
Toeplitz circulante avec les éléments [°o‘°1' .. °N-1] sur la premiére ligne et H une
matrice de Hankel avec cette méme ligne initiale. Alors:

T=J-H et H=J:-T (A2.1)

Maintenant, une matrice de Toeplitz circulanite correspond & une matrice de
convolution circulaire. A cause de la propriété de convolution de la transformée de
Fourier, nous pouvons dés lors diagonaliser T & l'aide de la matrice de Fourier F
définie en (244). I en résulte une matrice diagonale D donnée par:

D=F.- T F! (A22)

ou:
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. T
D = Disg[ F - [°o'°N-1' . ‘°1] ] (A2.3)
Remarquons linversion des élements a; avec ap .. La démonstration de la

factorisation en (A22) se fait le plus aisément par la propritté de convolution. La
convolution circulaire d'un vecteur x par une séquence ["o"u-r .. 01] est
représenté par:

y=T:- - x (A24)

ot T correspond & la matrice de Toeplitz définie au-dessus de (A2.1). La relation
(A24) correspond & la convolution dans le domaine temporel, alors que la convolution
dans le domaine {réquentiel est donnée par:

F-y=F-T-F -F-x (A25)

Il est bien connu que cette convolution {réquentielle est donnée par une
multiplication point & point, donc que

F:- T -F =D (A2.8)
ou bien:
T=F'.p.F (A2.7)

La premiére ligne de la matrice T correspond & la réponse impulsionnelle inversée
dans le temps du filtre. Puisque la convolution dans le domaine fréquentiel est une
multiplication point & point des transformées de Fourier de x et du filtre, les
élémenls de la matrice diagonale D sont obtenus par transformée de Fourier de la
séquence:

[con“_‘. .. 01] = [aonl. - °N-1] - (A28)
ou linversion dans le temps est exprimée par la permulation des éléments o i avec

ay.i- En fait, en vertu de (256) et (A28), on peut également écrire la matrice D
avec:

- T
D=N- Dig] F' - [oga,... ay I ] (A2.9)

Des relations ci-dessus suivent les relations (2.100) & (2.104).
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Annexe A2.2: Nécessité de filtres polyphases & phase minimale pour la
stabilité de l'inverse d’'une matrice de filtres modulés

La condition C2.3 pose que dans le cas des bancs de filtres modulés, il est nécessaire
et suffisant que tous les 2zéros du déterminant se trouvent & lintérieur du cercle
unité afin que l'inverse de la matrice de filtres soit stable. Selon la relation (2.109),
ceci équivaut A& dire que les 2zéros des liltres polyphases doivent tous étre &
lintérieur du cercle unité. Si le fait que cette condition soit suflisante est évident, il
n'est pas aussi immédial de voir qu'elle est également nécessaire. Cest ce qui est
démontré ci-dessous. Comme les filtres de synthése sont également modulés, il est
sufflisant d'analyser le filtre de base, GQ(z), donné d'aprés (2.107) comme:

Go® = D[ 2 Mgy@) + 2 Mg, ) 4.4 2 NG @) ] (A210)

En fait, et ceci afin de simplifier les notations, nous remarquons qu'il est suffisant
d'analyser les pdles de la fonction suivante:

) = IMNgy () + % Mg 00 + o+ N ) (a2.11)

A part un pdle en 2z=0, {(x) posséde tous les poles de GQ(z) Dans la suite, nous
admettrons qu'au moins un des polynémes N (x ) n'est pas un mondéme (autrement,
il s’agit d'un cas trivial ou la taille des mtres d’'analyse est égale au nombre de
canaux, un cas ou la stabilité ne présente d-ailleurs pas de problémes). Nous allons
montrer ci-dessous que les zéros des Naz (x“) correspondent bien aux pdles de f(x)
Nous admettrons quil n'y a pas de pdles ou de zéros A& lorigine, car ce cas
correspond & des déplacements dans le temps uniquement. D'abord, considérons le cas
oll tous les zéros des NQ (x ) sont différents (donc également simples). Récrivons
Nm(x ) de la facon suivante:

Nm(x )= 0 - n ™ P - 1) (A2.12)
=0 1=0

ol W est la N-iéme racine de l'unité et lc.i la longueur (divisée par N) du i-iéme
filtre polyphase. Une fonction rationnelle dont le degré du numérateur est
strictement plus petit que celui du dénominateur possdde une décomposition en
fonctions élémentaires qui est unique. {(x) peut donc s'écrire de la facon suivante:
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N-1 k.-1N-1 ay
W=p§ I £ ——i— (h2.13)

i=0 j=0 1=0 o' px - D
La premiére somme correspond aux N filtres polyphases, la seconde A la longueur de
chacun de ceux-ci et la derniére aux N poles disposés sur un cercle de rayon lpi j"
Puisque tous les zéros sont différents, il ne peut pas y avoir d'annulation entre deux
termes distincts, et il suffit donc de montrer que tous les a i41 sont différents de
2éros afin de prouver que les W P;4 sont tous des pdles de 1(x). On peut vérifier
que l'expression pour les a i31 est donnée par la relation suivante:

[wl'pij]i
agqy = (A2.14)
N-1 N - k -1
n ( [W plj] '“fmpij -1 ) : n( [P ] [Pi1]N -1
m#] nE

Ayant admis que les pij sont tous différents de zéros et non-égaux entre eux, il
s'ensuit de (A2.14) que tous les ;51 sont différents de zéros el bornés. Dans ce
premier cas, donc, tous les W Pij correspondent bien & des pdles de f(x).

Considérons maintenant le cas ou les polyndmes Nm(xN) peuvent avoir des zéros
multiples, mais pas de zéros en commun entre eux. Dés lors, si un des zéros posséde
la multiplicité P, il faut ajouter dans (A2.13) P-1 termes avec le dénominateur
correspondant au pdle multiple élevé aux puissances 2 jusqu'a P. En fait, rien n'est
changé fondamentalement, et il est par exemple aisé de wvérifier que la constante
correspondant au dénominateur élevé & la puissance P est toujours dillérente de

2éro, donc que le pdle multiple de NQi(xN) est aussi un pdle multiple de f(x).

En fait, le cas intéressant apparait lorsque plusieurs Nm(xN) ont des zéros en
commun, car ils pourraient alors s'annihiler entre eux par sommation. Que ceci ne
peut pas étre le cas sera montré ultérieurement, mais nous commengons par exclure
un cas particulier. Admettons que tous les N (x) sont identiques et égaux &

Q(x ). 1(x) peut donc s'écrire comme suit:

-1 *N+1
+ X +...+ X%

(%) = (A2.15)

NQ(xN)
Les N-1 2¢ros de {(x) sont les racines N-iéme de l'unité différentes de x=1. Si Nn(xu)
a un pdle instable, il a forcément N pdles instables, donc {(x) ne peut en aucun cas
étre stable.
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Considérons maintenant le cas d'un 2éro commun, p., entre Nm(xu) et Nnn(xu).
Prenons les deux termes de f(x) qui contiennent ce 2éro afin de montrer quil ne se
simplifiera pas (les autres termes n'entrant pas en jeu dans une simplification
éventuelle):

-m -n

—_— ¢ r—e (A2.16)
Gy ¥ D NG b X N ()

ol N'Qm(xN) et N'Qn(xN) sont les polyndmes aprés division par le {acteur
correspondant & p.. Le numérateur n(x) de l'expression en (A2.16) est égal a:

) = X" Ng ) + X" - N () (A2.17)

et afin que les pdles en Wlpc (1=0.N-1) se simplifient, il faut que les N équations
suivantes soient vérifiées:

n(W'-p) = 0 1=0.N-1 (A2.18a)

-lm -1ln

w . N'Qn(PcPS + W N'Qm(p5 =0 1=0.N-1 (A2.18b)
Etant donné que m#n et en raison de l'orthogonalité des racines de l'unité, il est
aisé de vérifier que par combinaison linéaire adéquate des N équations en (A2.18b),
on obtient les deux équations équivalentes suivantes:

N (D) = O (A2.192)
N'nn(l’zS =0 (A2.19b)

Les Wlpc doivent donc également &tre des 2éros des polyndmes réduits, et par
récursion, il s'ensuit que Nm(pcu) et NQn(ch) doivent étre égaux afin que les
équations dans (A2.18) restent vérifiées de proche en proche. Or, nous avons vu
précédemment qualors (voir (A2.15)), il reste en tous cas un pole qui ne peut étre
simplifié. Si celui-ci est instable, 1(x) est instable. Evidemment, la démonstration reste
valable si P, est commun & plus de deux polyn5mes. Dans ce cas, il y a simplement
un nombre correspondant d'équations dans (A2.18-39). 1 a donc été prouvé qu'un
2éro de NQi(xN) est forcément un pdle de f(x). Ceci démontre qu'il est nécessaire que
les inverses des filtres polyphases soient des filtres stables afin d'obtenir une
reconstruction parfaite dans le cas de bancs de filtres modulés.
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Annexe A2.3: Matrices de filtres orthogonales

Le calcul de linverse d'une matrice classique qui ne comporte que des éléments
scalaires est en général une tache ardue, sauf si la matrice est orthogonale,
puisqu'alors la matrice inverse est simplement la transposée. Dans le cas du calcul
de linverse d'une matrice de fliltres, la situation est encore plus difficile: en plus de
la difficulté de caiculer linverse, il faut s'attendre en général & ce que les filtres
correspondant & la matrice inverse soient beaucoup plus complexes que les filtres de
la matrice de départ. Prenons un exemple simple: la matrice & inverser correspond &
N filtres RIF de longueur M. Le déterminant correspond alors & un f{iltre RIF ayant
une longueur de l'ordre de N-M, et les cofacteurs & des filires RIF de l'ordre de
(N-1)- M. Méme si certains termes sannulent, il n'en reste pas moins qu'en général les
filtres correspondant & la matrice inverse sont nettement plus complexes (si N>2).

Pourtant, tout comme dans le cas de matrices classiques, si la matrice de filtres est
orthonormale, la matrice inverse peut aisément étre calculée par simple transposition.
De surcroit, les filtres correspondants ont alors la méme complexité pour l'inverse
que pour la matrice de départ. Définissons d'abord, de la méme facon que pour des
¢lements scalaires, 1'orthogonalité de deux vecteurs:

I < . -1
Définition D2.20: Deux vecteurs de fonctions rationnelles en z = sont orthogonaux si
leur produit scalaire est identiquement nul.

Notons le terme “identiquement nul”, car le produit scalaire peut étre zéro pour
certaines valeurs de 2 sans pour autant que les vecteurs soient orthogonaux.
Remarquons, afin d'éviter toute confusion, que ces vecteurs peuvent correspondre &
deux filtres, mais que ces filtres n'ont rien & voir avec ce qui est habituellemeni

appelé "liltres orthogonaux” dans la littérature. Définissons également une matrice

orthogonale:
Définition D2.21: Une matrice de filtres H(z) est orthogonale si
T
H(z) - H(z) = af2) - 1 (A220a)
On a alors immédiatement:

H(z) - H@) = alz) - 1 (A2.20b)
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Des relations (A2.20a-b), il ressort que les lignes et les colonnes de H(z) sont des
vecteurs orthogonaux entre eux ayant tous la méme norme Va(z) (ol norme signifie
racine carrée du produil scalaire du vecteur par lui-méme). Le facteur va(z) est
toléré dans cette définition, car une normalisation n'est pas toujours possible (par
exemple pour des questions de stabilité).

Notons que le terme orthogonal est utilis¢ d'une facon moins étroite que ce qui est
habituel en algébre linéaire puisque nous tolérons des facteurs d'échelles. Ceci est lié
au fait que la normalisation peut &tre problématique pour des questions de stabilité.

D'une facon similaire, une matrice avec lignes ou colonnes orthogonales peut é&tre
définie de la maniére sujvante:

Définition D2.22: Une matrice de filtres avec des lignes orthogonales se définit telle
que:

Hi) - H() = D) - 1 o (A221a)
el une matrice avec des colonnes orthogonales telle que:

H@ - He) = D'(2) - 1 (a221b)
ou D'(z) et D"(z) sont des matrices diagonales.

La relation (A22la) est équivalente & (A221b) si et seulement si D'(z)=D"(z)=a(z)-1.
Notons que cette équivalence est similaire & celle présentée & la suite de la relation
(2.118).

Nous avons vu & la section précédente des filtres qui conduisent & des matrices
orthogonales (2.122-2.124), Comme ceux-ci ne présentent que peu d'intérét pratique,
nous allons chercher & en concevoir de plus adaptés aux problémes réels. Pour ce
faire, nous allons considérer la matrice de letres polyphases H (z) En considérant
(2.36) et (290), il est clair que l'inverse de D (z ) et de ld(z ) ne présente pas de
probléme, puisque ces matrices sonl déj dngonala De ce {ait, l'essence du probléme
se trouve dans l'inversion de N (z ). Nous allons donc tenter de trouver da matrices
de N (z) possédant la propnété dorthogonahté Remarquons que N (z) est une
matnce générale de fonctions rationnelles en z (et n'a donc pes une structure
restrictive comme Hp(z) ou Hn(z)).
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Commencons par considérer des cas simples. [I est d'abord possible de générer des
matrices orthogonales en 2.1 4 l'aide d'une matrice orthogonale de scalaires et d'un
filtre polyphase prototype, et ceci de la fagon suivante:

N,2) = H,y o)+ N (a222)
ou:
T

M- N =1 (A223)

Notons que si la matrice M est complexe, alors la transposée est hermitienne. Avec
la relation (A2.22), la matrice Hp(z) devient.:

N
Hp(z) = Ho'o(z ) - Id(z) - M (A224)
Avec (2.111), définissons Gp(z) par:
T N T ,
[ Gp(z) J = Ho,o(z ) M. ld(z) . (A2.25)
ol I,(z) est égal & z - [1,(z)] . Dans ces conditions. (2115) devient:
T -N N .
B - [6@ T ==2" - [H @) - J (4226)
De méme, (2.117) devient:
T -N N
(6@ - 3  H@==2"-[H @] -1 (h227)
Comme la formulation de N (z) par (A222) laisse peu de degrés de liberté, nous

pouvons faire un choix moms contraignant avec des lignes ou des colonnes

orthogonales. Introduisons la matrice diagonale suivante:

Hy(@) = Disgl Hy (@), Hy ;@) .. . Hy o () ] (a228)
Si Hp(z) et Gp(z) sont définis par:

H @) = L) - Hy) - M (A229)

(c@T =N - HGY - 1@ 3 (a229b)

alors, la relation (2.115) devient:
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H@ - (6@ ==2" - e -3 (42:30)

ce qui revient & dire que Hp(z) posséde des lignes orthogonales. D'une facon similaire,
si:

HG) = 1o - N - Hy@) (A2318)
s N ,
{ Gp(z) ] = Hd(z ) - M- 1 d(z) . | (A2.31b)
la relaiion (2.117) devient:
T -N N
H@ - (6@ ==z - [Hye) - 1 (a2:32)
c'est-a-dire que Hp(z) posseéde des colonnes orthogonales.

En résumé, Hp(z) défini par (A224) est une matrice de filtres orthogonale, alors que
les Hp(z) délinis par (A2.29a) et (A2.31a) sont des matrices de filtres avec lignes ou
colonnes orthogonales respectivement.

Si les matrices introduites ci-dessus ont bien la propriété d'orthogonalité, elles
restent néanmoins assez limitées dans leurs applications du fait des restrictions
qu'elles exigent. Nous allons done chercher des solutions plus générales. Pour N=2, il
est aisé de définir une classe plus générale de matrices orthogonales.

Prenons Np(zz) égal A:
2 2
) I'Io,o(z ) Hy @)
Np(z ) = (A2.33)

2 2
I'11,0(z ) H ,E)

N (z ) est en quelque sorte une rotation élémentaire, par analogie avec le cas de
matnces de scalaires ou Ho o(z) est le cosinus d'un angle a et H (z) est le
sinus correspondant. Dés lors, on peut vérilier que:

2 2, T _ 2 T 2
Noe) - [NGED T = (NG T - M@

=[H @)+ H ()] 1 (a234)
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Donec, choisissons:

2
Hp(z) =1 d(z) . Np(z ) (A2.35a)
T 2, T
(6@ ] =[NE)T - 14, (A2.35b)
ou nous avons tenu compte, dans (A2.32b), que J=I pour N=2. Il en résulte que:

T T
H@ - [6@] =[6,@ ] - H

=27 [H @)+ Hy )] 1 (A236)

Outre la matrice de “rotation” donnée en (A233), la matrice de “symétrie™

0 B(zz)
N (%) = (A237)
P 2
B(z") 0

ou B(z) est arbitrt;ire. est également orthogonale au sens de la définition D221.

- Les deux types de matrices données par (A233) et (A237) ainsi que leurs
combinaisons couvrent le spectre des matrices orthogonales possibles pour N=2.

Pour N>2, les matrices orthogonales génériques sont plus complexes & dériver, et
nous ne donnerons donc pas de classe générale comme nous l'avons fait ci-dessus.
Notons qu'il est relativement aisé de trouver des matrices avec des lignes (ou des

colonnes) orthogonales, c'est-a-dire ayant la propriété:

No@) - [ N@) T = Diagl ap(@) a,@) ... ay @) ] (A2:38)

Cependant, la normalisation qui permet d'oblenir en méme temps des colonnes
orthogonales est difficile. En général, elle passe par la recherche du plus petit
commun multiple de !ao(zN). ol(zu). .. cn_l(zn)l. que nous appellerons c(z"). Ensuite, il
est nécessaire et suffisant de multiplier la ligne i de Np(zu) par le {facteur
a(zN)/ai(zN) afin d'obtenir une matrice orthogonale Nib(zN). qui satisfait alors:
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M@ - [NE) T = () T - NeE
= a@@) - 1 (A2:39)

Remarquons que cette normalisation différe sensiblement de ce qui est habituel avec
des matrices & éléments scalaires. Dans ce cas, on divise simplement le vecteur v
(qui représente la ligne i transposée) par la racine carrée de v-v. Ceci n'est en
général pas possible dans le cas de matrices de fonctions rationnelles en z.i.
puisqu'alors il faudrait que vT(z)- v(z) soit un carré parfait et ait tous ses zéros a
l'intérieur du cercle unité afin de pouvoir normaliser w(z). 11 est clair que ceci est
un cas plutdét rare (mais possible). En fait, la normalisation dans le cas de fonctions
rationnelles de z.1 ressemble fort & ce que l'on serait amené & faire pour dériver
des matrices orthogonales sur des corps autres que R ou C, par exemple sur Q ou Z.

Pour conclure cette section sur les espaces orthogonaux, nous allons introduire une
classe de matrices qui ne sont pas elles-mémes orthogonales, mais font appel & ces

matrices pour leur factorisation.

Définition D223: Une matrice H(z) factorisable en matrices orthogonales et
diagonales est une matrice de la forme:

H@z) = M(z) - D@) - M (2) (A2.40)

ol MN(z) est une matrice orthogonale au sens de la définition D221 et D{(z) est une
matrice diagonale.

M(2) est la matrice des vecteurs propres de H(z). Elle peut &re constituée d'éléments
scalaires uniquement, comme dans le cas lors de la factorisation de 3J- Hn(z) en
(2.100) (o la transposée est hermitienne puisque la matrice F est complexe).
L'avantage de la formulation (A240) est que linversion de H(z) se réduit A celle de
D(z) uniquement. De surcroit, il est possible de tirer parti de la structure
particuliere de H(2) afin de réduire la complexité de calcul requise par le banc de
filtres correspondant (en particulier lorsque M(z) est scalaire). Finalement. la notion
de vecteur propre permet d'interpréter plus aisément certains phénoménes liés au
traitement du signal par des bancs de filtres.
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Annexe A3.1: Cas de bancs d’'analyse avec canaux retardés, N=2

-1
Admettons que le canal 1 soit retardé d'un échantillon & lentrée (délai de z ) et
que Je canal O soit retardé d'un échantillon & la sortie. Alors, )?o(z) et il(z) sont
égaux a:

Rofe) = 172 [Hyfz) X(z) + Hy(-2) X(-2)] Gy2) 2 (a3.1)

X,@

172 [z} H,(z) X(2) - 2! H,(-2) X(-2)] G,(2) (232)

Done, Mo(z) et Ml(z) sont égaux A (voir aussi (2.23-25))

My (@) Hy(2) 27} H,(2) ! Gy2)
= 1/2 (a3.3)
M, (2) He(-2) 21 H,(-2) G,(2)
et le déterminant devient:
8,(2) = 174 [Hy() H (-2) + Hy(-2) H,(2)] 21 (a3.4)

-1
Am(z) est une fonction ne comportant que des puissances paires de z =~ si Ho(z) et
Hl(z) des filtres RIF.

Considérons maintenant Ho(z) Hl(-z). Si ce polyndme & des coefficients d'indices
impairs arbitraires, mais un seul coefficient d'indice pair non-nul, alors la
reconstruction parfaite ne pose aucun probléme (en utilisant comme filtres de
reconstruction les filtres RIF donnés par la relation (32)). Ceci est tout a f{ait
équivalent & la condition exprimée en (3.17), simplement avec un délai de z.1
supplémentaire. En raison de cette similarité, le cas ci-dessus ne sera pas considéré

spécialement par la suite.

Notons que si les deux filtres d'analyse sont de méme longueur, alors une

reconstruction parfaite n'est pas possible Dans ce cas A1=h°°-h et

10
"-1 . . ’

By 17Noy 1 Dy (-1)" 7. Evidemment, & moins que l'un des quatre facteurs (hoo.

hm, hou-x ou hw-x) soit égal & zéro, les deux termes Ax et Azu-z sont différents

de zéro, donc An(z) ne peut &tre un mondme. Notons toutefois que A1 et A2M-1 sont

en général trés petits.
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Annexe A3.2: Solution & phase linéaire

Nous montrons ci-dessous dans quelles conditions une solution avec reconstruction
parfaite existe pour des filtres & phase linéaire. Ces solutions sont utiles, car il est
souvent désirable d'avoir des signaux de canaux qui soient en phase l'un par rapport
a l'autre. Un filtre & phase linéaire est un filtre RIF dont la réponse impulsionnelle
est soit symétrique ou antisymétrique [rab75]. Introduisons la fonction sym(H(z)]
définie comme suit:

sym{H(z)] 1 si H(z) 2 une réponse impulsionnelle symétrique

-1 si H(z) a une réponse impulsionnelle antisymétrique {a3.5)

0 si H(z) a une réponse impulsionnelle sans symétrie aucune
Cette fonction a les propriétés suivantes:
sym[H(2)G(2)) = sym[H(z)) sym[G(z)] (236)

sym[H(-2)} sym[H(z)] si H(z) est de longueur impaire

(a3.7)

-sym[H(z)] si H(z) est de longueur paire

Lorsque deux filtres de méme longueur sont additionnés, la symétrie est conservée
si tous deux possédent la méme symétrie, mais disparait aulrement (symétrie
différente ou absence de syméirie). Ce fait est explicité par la relation suivante:

sym[H(2)+G(z)] = sym([H(z)) sym[G(z)] 1/2 (sym[H(z)}+sym[G(2)]) (a38)

Si les longueurs sont différentes, la symétrie n'est en général pas préservée. A l'aide
de cette fonction, nous allons analyser le déterminant donné en (3.4) dans le cas ou
Ho(z) et Hl(z) sont tous deux des filtres & phase linéaire de longueur M. Notons que
nous ne considérons pas des filires ayant des longueurs différentes, puisqu'alors la
propriété de signaux de canaux en phase est de toute facon perdue. Considérons le
produit Ho(z)‘ H1 (-2). Si M est impair el & cause de (a3.6-7), nous avons:

sym[Hy(2)H,(-z)) = sym[Hy(2)] sym{H,()] (a39)

Puisque le filtre produit est de longueur impaire également, il s'ensuit que:
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sym{Hy(2H,(-2)] = sym{H(-2)H, )] (83.10)
Donc que:
sym[a_(2)] = sym[H(2)] sym[H,(2)] (a3.11)

Le centre de symétrie de Aln correspond au coefficient avec l'indice M-1, c’'est-a-dire
un nombre pair. Mais puisque Am(z) est une fonction impaire de 2, ce coefficient est
forcément zéro. Tous les coefficients non-nuls de Am(z) apparaissent doubles en raison
de la symétrie, donc Am(z) ne pourra jamais étre un mondme.
Si M est un nombre pair, nous avons la relation suivante:

sym[Hy(2)H,(-z)] = (-1) sym[H(2)] sym[H, (z)} (a3.12)
Puisque le filtre produit est & nouveau de longueur impaire, il s’ensuit que:

sym{Hy(2)H,(-2)] = sym[H(-2)H,(z)] (a3.13)

ou bien que:

sym([A(z)] sym[H(2)H,(-z)]

(-1) sym{H(2)] sym[H,(2)) (a3.14)

Le centre de symétrie est le coefficient avec l'indice M-1, un nombre impair. Tous les
coefficients de Am(z) a4 part celui-lda vont apparaitre deux fois. Donc, afin que le
déterminant se réduise & un monome, il est nécessaire et suffisant que le coefficient
d'indice M-1 soit différent de zéro, tous les autres étant nuls. Il en résulte que Am(z)
doit étre symétrique (quoique réduit & un seul coefficient). Ceci entraine que Ho(z)
et H1(-z) ont la méme symétrie, et, puisque M est pair et en vertu de (a3.7), que
les deux filtres Ho(z) et Ho(z) sont de symétrie différente. Typiquement, le filtre Ho(z)

sera passe-bas et symétrique, alors que Hl(z) sera passe-haut et antisymétrique.

En conclusion, l'ensemble des solutions & reconstruction parfaite et n'utilisant que
des liltres RIF & phase linéaire a les caractéristiques suivantes:
- la longueur des filtres doit étre un nombre pair

- les deux filtres doivent avoir une syméirie différente
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Annexe AS5.1: Code linéaire pour petites transformées

Cette annexe donne le code linéaire PASCAL pour des transformées de Fourier et en

cosinus de longueur 4 et 8 (d'autres longueurs sont & disposition). Pour une

transformation de

procedure Aft4;

var x0, x1, x2,
begin

(* 1 al *) x4

(* 2 a2 *) x2

{(* 3 a3 *) x0-
(* 4 a4 *) x3

(* 5 as *) x1

(* 6 aé *) %0

(* ordering: 1 2
end;

procedure dct4;

const PI = 3,.141592654;
cld4 = cos(P1/4);
clds = cos{PI*1/8);
cpsl1ds8 = cos(PI*1/8)
smcid8 = sin(PI*1/8)

var x0, x1, x2,

begin

(* 1 al *) x4

(* 2 a2 *) x3

(* 3 a3 *) x0

(* 4 a4 *) x1

(* S as *) %2

(* € aé *) x0

{(* 7 ml *) x0

(* 8 a7 *) x4

(* 9 m2 *) x4

(* 10 m3 *) x1

(* 11 as *) x1

(* 12 m4 *) x3

{(* 13 a9 *) x3

{* ordering: 2 1

ond;

procedure dfts:;

const Pl = 3.141592654;
cld4 = cos(Pl/4);
var x0 . X1 ., X2
begin
(* 1 at *) x8
(* 2 az *) x4
(* 3 a3 *) x0
(* 4 a4 *) x6
{(* S as *) x2
(* 6 aé *) x0

longueur

N. on utilise
échantillons de sortie est indiqué & la fin. Ce code a été généré automatiquement a
partir d'une version PASCAL récursive de lalgorithme de FFCT, et il a été utilisé
pour générer le code assembleur pour TMS 320.

x3, x4
stz %0 +
:t=  x0 -
stz X1 +
stz X1 -
itz X4 +
iz X4 -
0 3 *)

+ sin(PI*1/8);:
- cos(PI*1/8);

x3, x4
iz X0 +
t= x0 -
= X2 +
= X2 -
sz X4 +
= X4 -
2 X0 *
itz X3 +
iz x4 *
itz x1 *
1z X4 -
iz X3 *
sz X4 +
0 3 *)

, X3 , X4 ’
tz= x0 +
i1z x0 -
sz X2 +
sz X2 -
itz X8 +
t= %8 -

N+1 places mémoires.

x2
x2
x3
x3
x0
x0

x3

x3

x1

x1

x0

x0
c1d4;
x1
c1ds;
cpsidas
x1
smcilas
x3

xs |,

x4
x4
X6
x6
x0
x0

L'ordre des

t real;

e We W Wy %o Ne

real;

%o wp %o N ws we

e %o we “e

x6 . X7 , x8 3 real

e %o Ne e %o v



(* 10
(* 11
(* 12
(* 13
(* 14
(* 15
(* 16
(* 17
(* 18
(* 19
(* 20
(* 21
(* 22

alo
all
alz
mi

al3
al4
m2

ais
aié
ai?
als
ai9
a20

{* ordering:

end;

procedure dcts8;

const

Pl =
cid4d =
c1die =
cpsidlé
smcldi1é
c2d16 =
cps2dl6
smc2di6
¢c3416 =
cps3dlé
smc3dl16

, X1

al
a2
a3
a4
as
a6
a?
as
as
alo
all
al2
ml
al3
a4

als
alé
al?
als
al9
a0
nm3

a2l
m4

mS

a22

*) x8
*) x7
*) x1
*) x3
*) xS
) x3
*) x3
*) x8
*) x1
*) x1
*) x7
*) xS
*) x2
*) x3
*) x4
*) x6
7 2
3.141592654;

cos(P1/4);

cos(PI*1/16);
= cos(PI*1/16)
= 8in(PI*1/16)
cos{P1*2/16);
= cos{PI*2/16)
= sin(PI*2/16)
cos(PI*3/16);
® Ccos(PI*3/16)
=z sin(P1*3/16)

*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)

R 2R R

1z X1 + x7 H
1= x1 - x7 H
1= XS - x3 H
tx XS + x3 H
1= X8 + x3 H
s= X8 - x3 ;
1= X3 * cldq4;
1= X7 <+ x1 H
1= X7 - x1 H
stz X1 * cld4;
1= X2 + x5 H
t= X2 - x5 H
1= x4 + x3 H
= X4 - x3 H
1tz X1 + X6 H
= X1 - x6 H
3 S 4 8 6 *)

sin(PI*1/16);
cos(PI*1/16);
sin(PI*2/16);
cos(PI*2/16);
sin(PI*3/16);
cos{P1*3/16);

, X4 , X5 , X6 , X7 , x8 : real;
T {1] + x7 H
{1} - x7 H
1= X4 + x3 H
t= x4 - %3 H
= %8 + x0 H
stz x8 - x0 H
= X2 + x1 H
1= X2 - x1 H
1= XS5 - X6 H
2 XS + X6 H
itz X8 + X6 H
1= x8 - x6 H
= X6 * cld4;
iz X1 + x2 H
1= x1 - x2 H
2 X2 * cld4;
1z X4 + x5 :
1= X4 - x5 H
1z %7 + x6 3
1= X7 - x6 :
it X2 + x3 H

x2 - x3 H
itz xS * cld4;
1z X4 + x7 H
1tz X2 * c1d16;
itz X7 * cpsidileé;
itz X2 - x7 H



T o

(* 28 mb *) x4 iz X4 * smcldlé;
{(* 29 az23 *) x4 iz X2 + x4 H
(* 30 az24 *) x2 iz X0 + x8 H
(* 31 m7 *) x2 tx %2 * €2d416;
(* 32 mé *) x8 s= x8 * cps2di6;
(* 33 az2s *) X8 iz X2 - x8 H
(* 34 ] *) x0 1= x0 * smc2d16;
{* 35 azé *) x0 = x2 + x0 F
(* 36 a7 *) x2 iz x6 + X3 H
{(* 37 mi0 *) x2 = x2 * €34d16;
(* 38 mll *) x3 = X3 * cps3idie6;
(* 29 a8 *) x3 iz X2 - x3 :
(* 40 mi2 *) x6 sz x6 * sme3dieé;
(* 41 azs *} x6 = X2 + x6 :
{* ordering: 1 7 8 3 S 6 0

ond;
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Naissance & Soleure, Suisse.
Classes primaires et secondaires dans le canton de Neuchatel
Etudes au Gymnase Cantonal de Neuchétel

Obtention du baccalauréat scientifique (mention trés bien) et de la
maturité fédérale type C

Etudes & 1Ecole Polytechnique Fédérale de Ziirich, dans la section
d’'électricité

Obtention du diplome d'ingénieur électricien de 1'EFFZ

Ingénieur en génie logiciel & Siemens-Albis, Ziirich

Etudes A& Stanford University, dans la section d'électricité

Assistant de recherche au département d'informatique de Stanford
Obtention du "Master of Science” de Stanford University

Assistant scientifique au Laboratoire dlInformatique Technique de

I'EPFL. Travaux de recherche sur les transformées rapides et les bancs
de filtres numériques







