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§ 0. INTRODUCTION.

Ce travail a pour but principal de donner une démonstration directe
du théoreme suivant (appelé par la suite théoréme principal) dont la ver-
sion topologique est due & A. Dold et R. Them (cf. [8], théoréme 6.10):
sl K est un corps et M un module® simplicial sur K, alors 1'homologie de
1'algebre symétrique de M ne dépend que de H[M] et c’est»la cogeébre enve-
loppante d'un certain espace vectoriel. Nous donnerons une description ex-
plicite de cette algébre de Hopf. La méthode utilisée s'inspire des tra-
vaux de H. Cartan ([7]) et de M. André ([2]); c'est pourquoi nous démontrons
d'abord quelques propriétés relatives aux puissances divisées (§ 2). Aux
paragraphes 1 et 4 nous donnons les résultats de théorie simpliciale in-
dispensables & la démonstration du thébréme. Le théoreme principal sera dé-
montré iorsque K est un corps de caractéristique p > 2 (§§ 3 et 5), puis
nous donnerons les modifications & apporter aux démonstrations pour gue le
résultat soit encore valable en caractéristique 0 ou 2 (§§ 6 et 7). Au
paragraphe 8 nous démontrerons quelques résultats concernant Hm[SMJ lorsque

m< 2p + 2.

Dans tout ce travail, K désigne un corps de caractéristique p et, pour
un K-module M, SK[M] (ou plus simplement S(M), ou méme SM) désigne 1'al-

gebre symétrique de M au sens de [G].



§ 1. RAPPEL DE QUELQUES RESULTATS DE THEORIE SIMPLICIALE.

Un K-module simplicial M est un ensemble de K-modules Mn (ne N) et

un ensemble d'homomorphismes de K-modules

i J

: 1=0,1,..,n+ : M i=0,1,..,
€ Mn+1 > Mn (i=0,1 n+1) o Mn > M (j n)
vérifiant les cing axiomes
1. el eJ = ej_qel sl Dgi1<j<gn
n-1n n-1n .
i J . i+ i . . .
2. On+10n = 0n+10n s1 0«1 j<€n
3. el oJ = OJ_181 si 0<1i<3js<€n
n+l n n=1n
4 ei oj = Id si i=j ou si 1 = j+1
' n+1n )
5. ef o) =gl ¢ si 0<j<i-1<n
n+tn n-1"n

Un homomorphisme simplictal g : M » M’ d'un module simplicial M vers

un module simplicial M' est un ensemble d'homomorphismes de K-modules
, J

: i
g : M > M commutant aux e et aux ov.
n n n n

n

Si f,g : M > IM' sont deux applications simpliciales, une homotopie

stmpliciale h de f vers g est un ensemble d'applications K-linéaires
i

R M - M (0 € i € n) vérifiant les six axiomes
n n n+1
a} 0 nti n
1. € = f , € h =
n+1hn n n+t n gn
2. ef pd = pdTld siD<i<j<n
n+*1 n n-1n
ceq cen
3. eJ ’Ih‘]vl = eJ 1hJ si 0<€j<n
n+l n n+1 n
i J J i-1 .
= < < - £
4 €n+1hn hn~1€n si 0 < ] i-1 n
5. 01 hJ = h3+j * si 0g<ig jgn
n+l n n+1 n
6. o n) = n 01_1 si 0 < j <1< n+
n+l n n+1 n

Soit C(M) le complexe de chaines associé au module simplicial M :

Cn(M]

1

a ii
M et an = z (-13 €, Si h est une homotopie simpliciale de vers’
i=0

g, s [—1)1hi fournit une homotopie de chaines de C(f) vers C{g). On

n

1
HWe~133

i=o




en deduit gque s'il existe une homotopie simpliciale de f vers g, alors
HIf] = H[g].
Par la suite, si aucune confusion n'est & craindre, on désignera en-

core par M le complexe de chaines C(M).

A un module simplicial M on sait associer un autre complexe de chaines

le complexe de Moore N(M) de M ; il est défini par

N (M) = {xem | e (x)=0 si O<i<n} et 3 = (- M +n
n n n n n

n n-1

On a alors le résultat suivant (cf par exemple [4], lemme VIII.15)
H[M] = H[NGD]

Soit MK la catégorie des K-modules simpliciaux et gV la catégorie des
- N

complexes de chaines. N peut alors é&tre considéré comme un foncteur

M .
Noe M Gy

Définissons un foncteur T : QK - MK de la manieére suivante : si
{(X,8) est un complexe de chaines, nous posons

n
oo ] 2 )
r=0 ae{n,r} o
ot {n,r} représente 1'ensemble des applications non décroissantes sur-
jectives de [n] = (0,1,..,n) sur [r], et ol [Xr]a est le K-module dont les
gléments sont les symboles X avec x eXr, la structure de module étant

neé = , A = (A .
donnée par X + Yy, [x+y)a Xo { x]a

Les el : T (X »>7T .[X] sont ‘définis ainsi : socit x € (X ) ;
n n n-1 o ro

i . i . .
e (x ) =x_4 si ae_ est surjective
n o ae n
i . i r
e {x ) = (38x) siae” = e B
no o B n r
i . i j
e (x ) =20 sl ae = eJB, j <.
n o n r
i .. e L . i . .
e [n—1] -> [n] désigne la i~ injection : en(x] = x si x < i et
i
en(x) = x+1 51 x > i

Enfin lesci : Fn(X] > Pn+1[X] sont définis par l’égalité

OJ(X )] = x4
n o ost
n




i i . _ ) i )
ol s Mh+1] ﬁ-[b} est telle que sn[x) = x sl x €1 et sn[x] = x-1 si

X > i,

Les foncteurs N et T réalisent des isomorphismes entre les catégories

MK et QK. Plus précisément on a le résultat suivant [[41], théoreme 22.4)

Théoréme 1.7,

Les foncteurs N et I' sont inverses 1'un de 1'autre. De plus si h est
une homotopie simpliciale de f vers g, il existe une homotopie de
chaines de N(f) vers N(g) et si s est une homotopie de chaines de u

vers v, il existe une homotopie simpliciale de I(u) vers I(v).
Citons encore les résultats suivants

Proposition 1.2. (cf.[11], Corollaire 24.6) :
Soit X un complexe de chaines sur un corps K tel que Hi[X] = 0 pour

i #n (n>0). Alors X est homotope au complexe de chaines C défini
par C_ = Hn[X] et C,=0sii#n.

Proposition 1.3. (cf. [11], Corollaire 22.3)

~

Soit M un module simplicial, C(M) Te complexe de chaines associé a M
et D(M) le sous-complexe de chaines engendré par les éléments dégéné-
rés de M. Alors 1a projection canonique C(M) - C(M)/D(M) est une

géquivalence de chaines.

(Rappelons qu'un élément x est dégénéré s'il est de la forme x = oJ(y)J.

Pour terminer ce paragraphe nous rappelons guelgues définitions et
propriétés .concernant les modeles acycliques. Nous désignons par Anl'en—
semble simplicial modéle de dimension n : [AnJm est 1l'ensemble de toutes
J

. . P . . i
les applications non décroissantes de [m] dans [n]. Les opérateurs €0 9
|

sont définis, pour f e (A )m, par

3+ D

e (f) = fe ol(f) = FsI
m m m

| Le cellule fondamentale x, de A est l'identité y = Id : in] - [n]-
Ainsi ¥ ev[An] .
n n
Si F est le foncteur associant a tout ensemble X le K-module libre

sur les éléments de X nous désignerons par A le module simplicial F(A ),
& n n




Proposition 1.4. (cf. {10], Propesition VITI.7.1)

EX

A est acycligue pour tout n > 0 :

.Hm[ln] =0sim#0 et HIa] =K

Proposition 1.5. (cf. [10], Proposition VIII.7.2)

Pour tout ensemble simplicial S et tout xe.Sn, il existe une appli-

cation simpliciale unique o : by > S telle que a(xn) = X.

Remarques.

1. Soit S un ensemble simplicial quelcongue. A toute application non dé-
croissante B : [m] » [n] (c'est-3-dire a tout élément de [AnJm) nous pou-
vons associer une application FB : Sn - Sm de la maniére suivante : soit

X éSn et solt o : An =+ 5 1l'unique application simpliciale telle que

a(xn] = x. Nous posons FB(X) = o(B). L'é€lément FB(X) se notera souvent xB.

2. Par la Proposition 1.5, il existe une bijection de (An)m sur l'ensemble
des applications simpliciales de Am dans An : & tout de (An]m on fait cor-
respondre 1'application simpliciale o : Am > An telle que a[xm] = ¢. Par
la remarque 1, on voit donc qu'a tout ensemble simplicial S et & toute ap-
plication simpliciale o : Am - An correspond une application Sn > Sm,

que 1'on désigne encore par o.



§ 2. PUISSANCES DIVISEES.

’

Dans ce paragraphe, nous supposerons que le corps K est de caracté-

ristique p > 2.

Rappelons d'abord quelques définitions : une DGA~algébre (ou une
algebre différentiellé graduée et augmentée) sur un corps K est une al-
géebre graduée associative unitaire A munie d'une différentielle 8 ot d'une
augmentation € : A > K vérifiant les axiomes
1. 8% = @

2. B[AK] < AK~1

a{xyl) = (3x)y + [-’l]deg Xx-ay

3
4. (1) =1 et e(x) = O pour tout x de degré supérieur ou égal a 1
5. €3 = 0

6

elxy) = (ex):(ey)

Etant donné une DGA-algébre A sur K on appelle DGA-module sur 4 un

~

A-module & gauche M muni
1

de la donnée de sous-K-modules Mk dont M est la somme directe, avec

- - <
les conditions Mk 0 pour k<0 et AKMFIC Mk+h

2. d'une application K-linéaire 3 : M > M de degré -1 vérifiant 92 = 0 et
‘ d
alam) = (dalm + (-1)°°8 %5.0m
3. d'une augmentation n : M > K telle que n{m) = O pour tout m de degré

strictement positif, vérifiant ns = 0 et nlam) = ef(aln(m).

Une T-algebre, ou une algébre 4 puissonces divisdes est une algdbre
graduée associative, commutative et unitaire A sur un corps K de caracté-
ristique p>2 avec la donnée d'applications Yk : An > Akﬂ pour tout entier
k>0 et tout n pair strictement positif. Les yk doivent vérifier les six

axiomes suivants

1. yo[aJ =1 et yl(a) = a
{h+k)!
h+K(a] ({(h,k) désigne 1'entisr Ahtk):

2. Yh[a)Yk(a] = {h:K]Y h!k!

3. v*es) = T yT(a)yS(b)
r+s=k

4, Yk[ab) = 0 si k22 et si a,b sont de degrés impairs



5. Yk(ab] = akyk(b) si a est de degré pair et b de degré pair > 0

5. YK(YD(XJJ = Ykp[xl.

Un homomorphisme de T-algébres f : A > A' est un morphisme d'algdbres
.. .k k
graduées commutant aux puissances divisées : fy (a) = y f(a) pour tout a

de degré pair strictement positif.

Etant donné deux T-algébres A et B leur produit tenscriel A®B a une
structure naturelle de P-algebre qui prolonge celles de A et de B (cf. [7]]
la structure d'algdébre est donnée par

(aeb)'(a'® b') = [_1)deg b.deg a'

(eaa'® bb')
et les puissances divisées YK sont définies dans A®B en utilisant les re-
lations Y(a@’l] = Yk[a]®’l, Y;H@bJ = ’1®YK[DJ, a®eb = (a®1) - (1®b) ain-

si que les axiomes 3,4,5 des puissances divisées.

Une T-algébre de Hopf est une T'-algébre munie de deux homomorphismes
de T-algébres A : A-> A®A (appelée comultiplication) et € : A > K tels

que A est coassociatif et e est une colinité pour A,

Proposition 2.1.

Si M est un K-module simplicial, SK(M) a une structure naturelle de
DGA-algébre. De plus, pour tout élément ae:SK(M) de degré strictement
positif, aP = 0.

Démonstration.

La graduation de S(M) est donnée par (S(M)]n = S(Mn]. Désignons par
S(M)®@S(M) le module gradué défini par
(StMm®smM)) = 7§ (M) ®S(M)
A PR J

et par S(M) x S(M) le module gradué défini par
(S(M) x S(M))_ = S(M) ®@3(M) .
n n n

Soit encore V : S(M)@S(M) > S(M) x S(M) 1"homomorphisme d'Eilenberg-Mac-
Lane ([4], définition XIV.34) et soit LA S(Mn)@DS[Mn] > S(MnJ le produit
hebituel de S[Mn]. Le produit u : S(M)®S(M) + S(M) se définit comme &tant
le composé u = 7V.

deg a*deg b

On a Vib®a) = (-1) Vie@b) ([4], lemme XIV.38) et



deg a-deg b

mlaeb) = w(b®a), donc ba = (-1] ab; u est donec un produit

commutatif.

L'unité n : K > 5(M) est induite par 1'inclusion 0 - M, 1'augmenta-
tion € : S(M)} » K est induite par la projection M » 0 et la différentielle 3

est induite par les el M
n n n-1

(¥}
H
t ~173

-1"scety s s - sy .
R . n n n-1
i=0

Comme V est un morphisme de chaines et comme la muyltiplication u est natu-

deg X ..
relle, on a d(xy) = (3x)y + (-1) x(3y). Ainsi S(M) a une structure na-
turelle de DGA—algébre. Montrons que si deg a > 0, ap = 0.
Si a est de degré impair, on a »a2 = ~a2 puisque S(M) est une algé-

bre commutative. La caractéristigue de K étant supérieure & 2, on en dé-

duit a® = 0, donc a® = O.

Soit alors x un é€lément de degré pair strictement positif i. Nous

‘ :
avons . x = ;

(a1;..,ak
des k-uples (o s 0

RN SRR S oll S(i|k) désigne 1'ensemble
) eStilk) 172 k
k) d'applications non décroissantes aj : [ik] e [i]

/ll"_)

k
telles que Z uj(xJ = X ‘pour tout x e[ik], et ol X, est 1'élément défini

& la Remargus 1, p.5.

Kk} : s1 0eS ,

Le groupe des permutations Sk opére dang S(i K

)

...,aK) = (a0(1]""’ao[K]

et c-(aq,...,uk) # (u1,...,aK] si 0 n'est pas l'identité; ainsi 1'orbite
de [a1,...,ak) comprend k! éléments. Notons S[i]k} 1l'ensemble des orbites.
L'algebre S(M) étant commutative, on a

k

X = Kki- e X

. X .

sfilk]l %1 %k
En posant encore
k
Yy (x) = X X,

s[ilk] %1 %k

on obtient xk = k!yk(x], donc  xP = 0.



Proposition 2.2.

Si M est un module simplicial sur un corps K de caractéristique p > 2,
S(M) et H[S(M)] ont une structure naturelle de r-algébre de Hopf com-

mutative et ¢. COcommutative.

Démonstration.

Dans la preuve de la proposition précédente nous avons établi 1'éga-

k PP
lité ><K = k!YK(x). Montrons que les vy @ S{ - S[MJ2Kn définissent des

M]Zﬁ
puissances divisées dans S(M).

Par [3], lemme 8, il suffit de le démontrer lprsque K = . Or, dans
ce cas, le résultat est immédiat puisque Yk(x) = %? . S(M) est donc une
F—aigébre. Pour que ce soit une TI-algébre de Hopf 11 faut définir une co-

multiplication A : S(M) » S(M)®S(M) qui soit un morphisme de T~algébres.

Cbnsidérons l'application diagonale § : M > M®M telle que §(x]) =
(x,x) et soit ¢ : S(M@&M) » S(M) ®S(M) 1'isomorphisme naturel d’'algebres
défini pour (x,y)e M®M par ¢(x,y) = x®1 + 1@®y. La comultiplication sera
1'application composée A = ¢S(8). En particulier, si xeM, A(x) = x@1 +
1Q§x.

¢ et S(8) sont des morphismes d'algébres, donc 4 en est un. On véri-
fie également que A est un morphisme de cogébreé. Ainsi SM, avec la multi-
plication ¥ et la comultiplication A est une algébre ce Hopf commutative
et cocommutative. Montrons que A commute aux YK, donc que le diagramme

suivant est commutetif pour tout n strictement positif :

(sM). —2 s smem). —3 (sMmesm)
2n 2n 2n
K k k
M JYM oM Ya
Y
(M), = smem). —2 (sMesM)
2kn 2kn ' 2kn

Comme les YK sont naturelles, le carré de gauche commute. Pour montrer

que le carré de droite commute, désignons par ¥ : SM®SM > S(M®M) la bi-
jectien réciprogue de ¢. Par [EJ, p. A III. 73, ¢ est défini par v(x@yl =
Vy(x)ov,(y) ol v, o+ S S(M@M) est induit per la i® injection M > MeM.

. K K
Comme les vy sont naturelles, les vi commutent aux Yy




_’lD_

Soit alors x,y deux éléments de degrés © pairs avec, par exemple,
i I
deg v > 0. Alors wyg(xcﬁy) = W(xkaayﬁiyl) = vq(XQ)-v?(yk(y)) =

k k K K
= vq(x) Yy [vz(yJJ =y [vth)-vz(yJ) = v Ylxoy).

.
Si x et y sont de degrés impairs et si k32, wyﬂ(xdby) = 0 et

ka[xeby] = YK(vq(x)'vzfy]) = 0 par 1'axiome 4 des puissances divisées.
n
Envisageons maintenant le cas général : soit z X, ® yie SM® S
i=1 *
L
un élément homogéne de degré pair. Alors wyg( z xix»yi) =
i=1

n ks n K ‘

1 = | i =
[, (x;@y,)) ) ( o, Cy@yy)
i=1 k1+..+kn=k i=1

n
<=
~—~
o~

"

Nk, K
) [y v @y = v
Kytetk =k i=1 1 i

¥ ~13

) . Uk
1w[xit& yiJ] Y w(i

T~

® .
X, ®V;)
1
K . Kk .
Ainsi W@ ='ka, d'ou YE¢ = ¢Yk, ce gqul prouve gque SM a une structure natu-

relle de T-algebre de Hopf.

Montrons que H[SM] est une T-algebre de Hopf. La multiplication et la

1 L 5
comultiplication de H[SMJ sont définies respectivement comme les composges

HBM®HBM-1+H@M®W]Jﬂﬂ»HEM

H@m-i¢ﬂ+HEM®sﬂ-—i—+HbM®HBM

(Ces isomorphismes étant les isomorphismes de Klnneth].

11 suffit donc de montrer que les puissances divisées définies dans
SM passent & 1'homologie, c'est-a-dire que
1. 3y (a))
2. ykta+8b3

]

0 si %a =10

]

vRiay + ob! 51 da = 0.
. o . . . K k-1
Pour démontrer 41 il suffit d'éteblir que 2y (x) = vy (x)ax.

Par [3], lemme 8, on peut se contenter de vérifier cette relation lorsque
k k s s -
K=10. On a alors y (x) = X et 1'égalité & prouver résulte de la formule

ke
B[XKJ = k-xK 1Bx.
. ) |
Pour démontrer 2, il suffit de prouver que vy (3bk]) = abé : en effet,

si cette derniére égalité est vraie, Ykia+8b) =yk(a) + Z yr[a)ys[ab) =

r+s=k
821

K - r ,
=y la) =} aly (albl).
r+g=kK
21



Par [4], lemme VIII.14 il existe une suite exacte de modules simpliciaux
n
0>F~>E->M~»0 avec Hi[El = 0 pour i # 0. On en déduit une suite exacte
S

0> F' > SE 2> SM + 0, Par |4], Proposition VIII.?24, Hi[SE] =0 sii# 0.

Soit alors x € SM. un bord avec i pair, strictement positif : x = Y.
i
Choisissons zé€é SEi tel gque (Sm)(z) = y. Par 1, YK(BZ] est un cycle, donc
un bord puisgue 1 > 0. Ainsi : ‘
K k K K
= ey = YR asmz) = ¥ sn8z) = (smy (32),

ce qui montre gue Yk(x] est un bord.




§ 3. DEMONSTRATION DU THEOREME POUR n = 1.
I1 s'agit de démontrer le résultat suivant

Proposition 3.1.
Soit M un K-module simplicial tel que Hy[M] = Ket H.[M]= 0 sid#1.
Alors H[SM] ne dépend que de H[M] et 1'on a

H [SM] = Hy[s] = et H.[SM] =0 si

-
W
~No

Démonstration.

i

Le complexe de Mocre N(M) de M vérifie Hq[N(M)] K et H [NM]= 0
si i # 1. Par la Proposition 1.2, N(M) est homotope au complexe de chaines
C tel gue C,l = K et C = 0 pour i # 1. o

Le théoreme 1.1 montre alors que le module simplicial M est homotope
au module simplicial T{C), done S(M) est homotope & S(I'(CJ) puisque tout
foncteur %K > MK conserve les homotopies simpliciales. Cela montre que
H[SM] ne dépehd gue de H[M], et nous pourrons prendre M = I'(C) pour la
suite de la démonstration.

Déterminons d'abord les modules Fn(C] = E ) (Cr}u =

r=0 o &{n,r}

= z Ku . 51 n=0, i1l n'y a aucune surjection [D] > [1], donc
ajé{n,'l} J

P (C) = 0. Pour n 2 1, il existe exactement n applications surjectives

non décroissantes a [n] - [ ], définies par

aj[x] = 0siBDx<j<n et aj(x) =181 0¢3<x<n.

On & donc, pour tout n > 0, T (C) = K",

Soit t, 1'élément 1 de K . Alors T' (C) a pour base {t,,t_,.,t }
J : o 0. n 1 n

. . _ 2
i J . ]
et 1'on voit que les € et les oi sont donnés par
l . . " .
(t,) = ¢, si 1i<3#1
“n J -1 .
l(t ) = t si i>3#n
n j > J
l[t ) = O Si O = i = j_.,"l ou Si i - j = n
noj




o Lt,)

it
ot
o
.
=
A
et

(t )

31-—'3!—-‘
B
el

si iz 3.

On sait d'autre part ([6], p. A IIL.75) gu'il existe un isomorphisme ca-
nonigue ¢ : S[KnJ > K[Tq,...,Tn] donné par ¢[ti] = Ti. Le K-module sim-

plicial S(T(C)) est donc défini ainsi

Sfr[C)Jn=K[T1,7..,Tn] si n»1
s(r{cy) =K
0
i ) L
n(T ) = To o, st 1< 71 I
3 - (TJ=T_ si 1<
ot Lo s n J+1
(T )= T, si 1i>3#n
“n J i .
o . n{T = T si iz
(1)) = e (T 1=0 ] ;
“n n-on
lﬂES[F[C))] est donc 1'hcomologie du complexe
an 82 81
re
e K[Tq,..,Tn] — K[Tq,..,Tn_qj T KL11,T2] = K[T1] — K
L ii
ot 3= ) (-1 el.
n L n
i=0
m, _o,.mo T oome o m 4 mo_
Pour m » 1, 31(T1) = 81LT1] aq(T1J [81(T1]] [€1[T1]J

]

- s] - 1 2
et 81[1) = eq[1] 81(|)

1 -1 = 0. Donc 81 est i'epplication nulle,

d'od : N -
H [sm] = H_[s(reen]s

(Notons gue ce résultat est un cas particulier de la Proposition 4.1).

En dimension 2, et pour k # 0, nous avons eg[T:] = 0, s;(Til = T?

2.k, _ .k Ky . - Ky o o
et 52(Tq] =T donc 32(T1] 0. D=2 méme, 82(T2] 0 si k # 0,

k1Ko - - Kytko L -
32(T1 T2 ) T1 si k1k2 # 0 et 32(1] 1.

L'image de 32 est donc engendrée par tous les mondmes de K[T1] de
degré différent de 1. Ainsi :

H, [sm] = 1, [stren] = K[T1]/Imaz * K

I1 reste & prouver gue Hn[S[E[C])] = 0 si n > 2.Pour ce faire nous uti-

liserons la Proposition 1.3 : puisque ol(TKq..TK”] = TK1..T k1*1. Tkﬂ
. no n 1 i 1+2 n+1
nous voyons que D(K[Tq,..,Tn}) est engendré par les mondmes du type

K Kk . .
111...Tn” avec au moins un ki nul, Si l'on pcse



Caa -

~ ~

Kn = K{Tﬂ""Tnl/giK[Tﬂ""Tn]] il en résulte gue Kn est engendré par les

K K  pp s .
mondmes de la forme T11"'Tnn avec tous les Ki non nuls. La diftérentielle

de K est donnée par

9. =D
1 n-1 :
k4 Kn i-Kyq Ki-qrKitkyeq Kiep kn . 5
e = - . . LA 1.
8 (T, M .Z (T LT et sion
i=1
Nous pouvons décomposer Kn en Ch—ﬂe)D , ouU
~ (3 Kp-4- .
C est engendré par tous les mondmes T,1..T "-17 i n-130 et C_ =0
n-1 : 1 n-1 n -1
. i . K4 Kn-1-Kp N
D est engendré par les mondmes T '...1 i avec k 22 si nxt et D =K.
n . 1 n-1 n n 0

Nous définissons encore trois applications
1 2

d : C +> € ,d D »D t : C > D
n-1 n-1 n-2 n n n-1 © ¢n—1 n-1 n-1
par les égalités suilvantes
d1 = 0
! n-2
1 . K1 Kn~/| i. kfl Ki—'l Ketksoa Kgs k. -1
.. 1 = - .. Thi 1-1712.__ n S
On-a g Ty ) 121( YTy 1017 Tap Tpog (0320
X .
dn - an D
n
¢O =0
: k4 Kn-1 - ™ kn-2-Kp-1+1 .
¢n_1(T1 "'Tn-1 TnJ T1 ...Tn_2 Fn_1 sin 2> 2.

On constate alors gue la différentielle 3,:C @0 ~C &0

se décompose en

1
d
n-1 0
3 = n-1 2
n (-1} ¢n-1 dn
la condition @ 9_ _ = D implique
n n+1 ‘
1 1A
d
n"/l U d” D
= (0)
n-1 2 n 2
- d -
(-1) ¢n-1 o {-1) ¢n dn+1

QU encore .



1
d:—qdn = g : [C;dq) est un complexe de chaines
d2d2 =0 : (D;d2] est un complexe de chaines
n n+l
¢ d1 = d ¢ ¢ + C - D est un morphisme de chaines
n-1n n¥n H : P Ccha Se

En d'autres termes, K est le "mapping cone” de ¢ : C + O. On en dé-

duit une suite exacte

.t [e] - Ho Lol
cer Hn[c}~9-+ Ho[0] > H (K] - Hn_q[C]—D~1—ﬂ+ o [0] =+

Comme ¢n est un isomorphisme pour n 2> 1, on a Hn[ﬁ] = 0 pour n 2 2 donc,

par la Proposition 1.3,

ny

Hn[sm}z H [strien) Hn[K] =0 sin > 2.




§ 4. THEORIE SIMPLICIALE.

Pour démontrer le théoréme principal 11 est essentiel de pouvoir
associer & une suite exacte 0 + F > E $ B+ 0 de K-modules simpliciaux
une construction natﬁrelle {ce terme sera défini plus loin) faisant appel
a un module bisimplicial [¢i. L."homologie de {¢l est la méme que celle de
SE et son homologie pour la premiére différentielle se déccmpose en
H'[|¢]] = H[SF]®SB, ol SB est tel que H[SB] = H[sB].

Pour établir ce dernier isomorphisme nous utiliserons un module bi-
simplicial |SB].

Ce paragraphe (trdés technique et gquelque peu rébarbatif) sera consacré
principalement & 1'é&tude de ces différents modules et de leurs propriétés.

Nous allons tout d’abord calculer HD[SMI.

Proposition 4.1.

Pour tout module simplicial M, i1 existe un isomorphisme naturel
d'algébres Ho[sm] = S(HO[M]).

Démonstration.

Ho[SM] et HD[M] sont définis par les suites exactes
e0-c] T
LA H M)+ o

O ] .
se® -s
s, =S50 51 B 1 [sn] > 0
) s}

o] 1 o] .
Comme €, - €, et Sg, - Seq coincident sur M_, on a un diagramme commutatif

1 1 1 1
o 1
€ - €
1 1 -
M, - M HO[M] > D
i i @
Se; - 5e1
SM, ——————s SM_ ~F—1_[sr] » o

La propriété universelle du foncteur S permet de former un diagramme com-

mutatif




. P o
H_ M ——— H, [s]

|

S(H, mh

La relation ﬂs? = ﬂeg implique [Sﬁ)O[Ssﬁ - Se}] = (0, donc p se factorise

a8 travers S(HD[Mﬁ) ¢ 11 existe un unigue homomorphisme d'alg@bres ¥ ren-

dant commutatif le diagramme

58: SE} P )
M, ————=—> SN _———— H [sM] + 0
1 0 0
Sﬂ\\\ ] z///;
S(H, M

Mais (Smloi = jorm (cf. par exemple [8], Proposition A III. 6.3) danc
o¥pi = ¢(Snli = ¢jm = @w = pi, ce qui montre qﬁe les homomorphismes d’al-
gebres ¢yp et p coincident sur MO. Comme MO engendre SMO en tant qu'algébre,
on a ¢yp = p, d'ol ¢y = Id puisque p est surjective.

De méme Yéjnm = ¢$ﬂ =ypi = (Swli = jw, donc Y¢j = j puisque 7 est
surjective, et Y¢ = Id puisque 1'algébre S(HD[M]] est engendrée par HO[M].
Cela établit le résultat.

—

Le module simplicial E.

Soit E un module simplicial. A tout entier n 2 0 nous associons un

module Erl de la maniére suivante :

Eo = z Ei et én = Z Ei sin>0
ielN O {a ,..,a } 7O
) 1 n »
ol la somme est prise sur tous les ensembles {a1,..,an} d'applications
simpliciales
o a . o,
A ——=>A —D-—» ves AL A
i i i i
n n-1 1 o

Nous allons définir sur E une structure simpliciale. Pour cela, donnons

une autre interprétation de E : un élément ee E. situé dans la composan-
, . n ig
te {a1,..,an} {ou dans la composante iO si n = 0) de la somme directe peut



gtre considéré comme un ensemble {aD,a .,ur} d'applications simpliciales
, \ :

(.
ol a, A+ E est l'unigue application simpliciale telle gue ao(xi J=e
i
0 o

(Proposition 1.5). Réciproguement, & tout ensemble {ao,u

o o
cations simpliciales Ai —"Dﬁ-Ai > e A -5 E correspond 1'élé-
n n-1 i
0
ment ao(xi Je Ei situé dans la compoesante {a1,.
0 “o
sante iO si n = 0) de la somme directe. Nous définisscns

1,..,an} d'appli-

.,an} {ou dans la compo-

eHa Lo sees0 b= {a ..,
n o

! sae s 81 0 J <
y . . Ojaj+1 un} si j<n

0

n -
e {a ,0,.,..,0 {o 0 ,.0.,0 }.
n{ o 1 n} o 1 n-1

Vérifions que, pour {uq,..,un} fixeé, Ei est K-linéaire : si j > 0, c'est

immédiat puisqu'alors un €lément e

i

ao[xiol de la composante {aq,..,an}

8 pour image le méme élément d'une autre composante. Si j = 0, 1'égalité

{a ,a Lo b+ {o'a Lo b= {o +a',a
o n o n o o

E 4 1,..,an} montre que

o 0 0

e ({a ,o,,.0,0.}3 + {o',a,,..,a }) = ¢ {a ,0,,..,0 } + ¢ {a',0, ,..,0 }.
n o 1 n a1 n n o 1 n n o 1 n

U ¢ 0 2o xpa . s '
L'égalite en(Ax] = Xen(x) se vérifie de manidre semblable.

Définissons encore

J .
LI} = E AL 4 ' 2 03 LA ] S .
on{ao, an} {qo o Id oy, qn} pour 0 € j € n

1 ’
Des calculs standards (semblables & ceux de la "bar resolution" pour les
groupes, cf. par exemple [10], Chap. IV, § 5) montrent que ces définitions

font de E un module simplicial.

Lemme 4.2.

Soit E un module simplicial. I1 existe un isomorphisme naturel

H[E] = H[E].

Démonstration.

Pour démontrer ce résultat nous ferons appel & un module bisimpli-

cial |E| qui vérifie




Y
i

0 sim#0 “H JlEl] =0 sin#o0

e LEDD -l
Hy JLIETD = E e JLEL] = €

m

m
ces isomorphismes étant compatibles avec les différentielles de Hé *[IE}}

et E d'une part, et les différentielles de HZ O[IE[J et E d'autre part.

Si 1'on définit

A LIl = w D TETD ee Ae TIED] = 8 [ [lel]]
on obtient

ﬁé,q[lEI] =0 si p#0

Ao LIl = b [E]

l:i’F’),q[lE]] =0 si gQ#0D

e LIEl] = [E].

p,0 P

On conclut en appliguant par exemple [4], Corollaire 1I.37 et Lewme I1I.38.

T1 reste donc & définir IEI et & établir les isomorphismes annoncés.

Le module bisimplicial fEI.

Le module ]E]m n est défini ainsi :

el = ) E.

,N i
{a1,.-,un+1} 0

ol la somme est pfise sur taus les ensembles {uq,...an+1} d'applications

o
. .. n+1 0‘n 1
simpliciales Am —_— Ai — Ai > ... T A
n n-14 0

Si, comme précédemment, nous assimilons un élément e€¢ E, de la com-

i
0
posante {a, ,..,a_  } au (n+2)-uple {a ,0,,..,00 .} avec a : A - E tel
1 n+1 o 1 n+1 o i,
que ao(xi } = e, nous pouvons définir les faces et les dégénérescences de

o
la maniére suivante :

i .
Y ={o ,. 0, } pour O isgm

i
e' {a ,..,0_,0 o e
m o n n+j 0 no N+l m

” :
J - ,
e o ,..,a ,a .} = {a ,..,0.0, ,..,0 } our 0 € 3 €n
n oo n’on+ a 33+ TR P SIS
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) .

i i

o O 5re,0 0 F=Ada ,..,0 ;o s cur 0 £ 1 ¢ m
m{ o’ T e { o’ " n n+1Jm} P D

1t

"J . ‘ C s
a n{ao""an'an+1} {uo,..,aj,ld,aj+1,..,d } pour 0gj<n

N . . i i f s
ou les applications em, Sm sont définies au paragraphe 1.

Lemme 4.3.
e LEN]

Ho.nlIEIL = &,
De plus le second isomorphisme est compatible avec les opérateurs
bords de H/ LLIET] et de E.

i

0 si m#4Q

i

Démonstration.

Etablissons d'abord 1'isomorphisme

|E | = Y (4, ) ®(A ). ® .. QA ), ®E, .
m,n i, 4, inm in-1 1, iy i
Comme (4.), = Hom(A ,A ), nous avons (A,) = ] K., donc
Jj'r r’j J'r
A A,
r J
Y} . )e®...®0h, ). oE, %
i,.0.,1 n o ‘o
0 n
) [( I e el ] K)@El] 2
i ,..,i LA A A, >A o
n m 1 11 1
n o

i, B ~h, > D o A, o8 g m.n
0 m 1 1 m 1
n O 0
Ainsi H’ = A A ) ' A ) e E
insi H' T]E[] . } . His, Jew, 3. ®... ol ) ek
. iyree0dy n n-1 "N & 71 0

d'ol, par la Proposition 1.4 : H& n[iE}] =0 si m# 0 et

HolED = 1T &y e..eq ) ee - &
. 10""in ln_1 1n 1O 11 10 4
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Montrons gue l'isomorphisme est compatible avec les opératesurs bords

il est facile de vérifier gue 1'application v [E]O L En définie par
y It
v {o ,.0,0 0 3 ={a ,..,0_} rend commutatif le diagramme
no n° n+1 8] n
14 -
|E] —l—
. 'o.n ; n
& ﬂl Env
- ¥ -
E — E
l lo,n—’l n-1
De plus, Wn€'? = wns’l donc, si 9' représente la premiére différentielle
de [E , ¥3' = 0, et wn se Tactorise & travers Hé p[}EI] : on obtient un

nouveau diagramme commutatif :

P
m lel] —— &
13 ”j
e [end] jgj
- n
Y
; e n1, ¢
el S E

ce qul établit le lemme, puisque @ est 1'isomorphisme du lemme.

Lemme 4.4,
e LIEN)
H;Y‘]’O[!El] E_

De plus, le second jsomorphisme est compatible avec les opérateurs
bords de H" []E|] et de E. |
*,0

0 si n#£0

1

Démonstration.

Pour établir 1l'isomorphisme, nous définirons une augmentation .

an . lEl + E = |EI et une homotopie de 1'identité de |El Vers
0 m, o m m, ‘ m, *

-1

E] .
m,*

1'application nulle de

Nous posons 8"{a ,a } = a a (¥ ).
0 o1 "m

Taa o 1 f s s . .
88 est K-linéaire et aga". = 3;8"1 , donc 33 définit bien une augmentation.

1

Cpe s |
Pour n 2 -1 nous définissons t” : || — ]El par
n m, n m,n+1i




...22._

't;{ac,..,a } = (1) {0 ,..,q Id} (pour n = -1 nous avons identifié

n+1 0 n+1’

e¢E & l'application simpliciale a_ : A = E telle que o (x ) = el.
m o m o “m
Des calculs simples montrent gque

J t"{a ,..,0 }
O

" = - LRI ] N v 3 e vy ;Id j i <
et 041 (-1) o aJaJ+1 & } si o< n

A L I L _a0*1

n+1tn{ao""an+1} (-1 {ao""an+1
£ e”j{u T [—1¥n{a P T R TN Na si j<€n
n-1 n o’ " 7ne ‘ o 3731 n+1
Ainsi : el gr v gr oem = D sl s

_ n+lon n-1 n
+ -]
-0 e o g,
n+l n

Tl en résulte

ety L i i N+l N+
Z [‘1)JE"J "+ Z (-1)°t" g" = (-1) " "
) n+t n . n-1"n n+1 n
- j=0 j=0
ou encare : 8" t" + t" 3" = Id sin 2 O.
n+l n n-1n
De plus 3"t" {a } = 23"{a ,Id} = a« , donc 23"t”, = Id,
o -1 o0 0O © 's) 0 -1

ce qui établit 1'isomorphisme.
Montrons que 1'isomorphisme n : H: O[|E|] + E est compatible avec les

opérateurs bords. Pour cela nous considérons le diagramme

lE‘m,o 90 SN
(13
-
He LELD
e'; (3) H"[E'iﬂ (4] s;

"

5 ' i1
e oLIEL]

///////////ﬁ (2) d

‘E[m—1.o m-1

<
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Les triangles (1) et (2) commutent par construction méme de n, le carre

(3) comnute car [El est un module bisimplicial et le carré extérisur com-
i i . .

V2o o,e (x)=23"e"{a ,a, }. Alnsi le carré (4) com-

1 o1 m"™m o m o 1

mute, ce qui établit notre assertion.

i
mute car £ 9"{a ,a
mo o

. Le module bisimplicial |¢].

Nous considérons dés maintenant une suite exacte de modules simpli-

ciaux g
02>F*E>B~>0

Le module ‘¢lm . est défini ainsi

r

o la somme est prise sur tous les ensembles {u1""un"1} d'applications

[0} o
simplicisles & -0l B e 4 8, et ob le produit fibré £ x. B

B i
n 0 m "o
situé dans la composante {a1""an+1} est défini par le diagramme commu-
tatif
E X B N
m B i Em
m "o
o, o
B, ——> B, > ...> B, —+ B
i m
o] 1 n

{Nous utilisons la remarqgue 2 du paragraphe 1 qui nous permet de désigner
par la méme lettre une application simpliciale Ar > Am et une application
Bm - Br)'

Notons que si e«aEm est représenté par 1l'application simpliciale

B : Am + E et be:Bi par o : Ai +~ B, 1'élément (e,b) de la composante
0 0

{a1,..,an} appartient au produit fibré si

B = R R A

Nous allons définir les faces et les dégénérescences dans i¢! de la

manileére suivante : nous définissons ces applications sur les éléments de
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Em X5 Bi situés dans une composante fixée {“1""“n+”}de la somme di-
i
m o} '
recte, nous les prolongeons en des merphismes S(Em g B, ]7+]¢| en uti-
i
m 0

lisant la propriété universelle de S puis, en utilisant la propriété uni-
verselle des sommes directes, nous les prolongeons encore en des morphis-
mes de modules [¢| > ]¢]. De 1'unicité de ces prolongements successifs il

résulte gue seul le premier pas devra étre traité explicitement.
Plagons-nous une fois pour foutes dans la composante {a1""an+1}

de la somme directe. Nous définissons g%ln[e,b} = (8;[8),b), cet &lément

+

: i .
se trouvant dans la composante {u1,..,un,a 18m} de la somme directe. Pour

n+

définir e”J  nous envisageons deux cas : si j > 0, le facteur E % B,
m,n m B i
m o
est envoyé par 1'identité sur le facteur E X5 B, situé dans la compo-
m En 1o
{ 3 ) . . P LI | 'S' .= 3 ! i i

sante {u1 “3u3+1 an+1} i j=0, 1'application

0 ‘ o

i : E { £ K 3 " , 2 , , .
S Em xg Bi > E %y Bi est définie par gm,n[e b) (e aq[b]] cet

m 0 m 1

élément etant dans-la composante {u2""an+1}' L'application
g'i it E x. B, =+ E x B, est définie par o'i {e,b) = [oi[e).b],
m, n m B i m+1 B i m,n m

m 0 m+1 o]

. . cy oz i . .
1'image étant située dans la composante {31""an’an+18m}' Enfin, 1'appli-

cation o"J envoie E  x B, par l'identité sur le facteur E x B,
m, m Bm i, m Bm i

}.

situé dans la composante {a1""qj'Id’aj+1""an+1

Remarques.

1. Soit a_ un sommet fixé de [Ai)o. Il est facile de vérifier que

i - -
e g 1 ..oo[a ) = gn 2...oo[a ) et o
0 o 0o o

J n-1 o n
nn-1" n-2 nn-4"" n

g .0 = 0

n-1 s]
o} G
n 8] n-1 g Q

Ainsi, ao engendre un sous-complexe simplicial de Ai qui a exactement un

. n-1 o . . .
simplexe On 1...00(a0) en chaque dimension. Par abus de notation, a dési-
- s

gnera indifféremment ce sous-complexe ou 1'un guelcongue de ses simplexes.

2. Soit M, N deux modules simpliciaux. Nous désignerons par MX N le modu-

le simplicial suivant : (M x N), = M, ® N_, s?(xﬁ9yl = fe?(x)ﬁbe?[y) et
i i i’ i i i




Soit M un module simpiicial et o, un sommet de (Ai)o' Alors les appli-
- inéaires f : h.) ® 1le £ = a_®x defi-
cations linéaires fn M, > (A1)n Mn telles que n(x) o, 8 X defi

nissent une application simpliciale f : M » Bi x M qui induit un iso-
morphisme
HLf] : #[M] > H[a,@ M) 2 la[imAiM].

Démonstration.

Il est clair que T est une application simpliciale. Désignons par

g Ai XM > Ai®iﬂ 1'application d'Alexander-Whitney (cf. [10], théorems

n e}

VIII.8.5). On a gla @x) = Zi=an® € iisq”

..ED(X] pour o ®><e(£_] ®M .
n o i'n o on

Alors 1'application composée

M ——> Ai X M

- m
> Aj® M —— M

est 1'identité. De plus, g et 7 induisent des isomorphismes en homologie

puisgue Bi est acycligue. Ainsi H[f] est un isomorphisme.

Lemme 4.6,

Soit a : Am +Ai une application simpliciale a Taquelle nous associons
)

le produit fibré E X3 B. , et soits. : B. > E. un relévement de
moB, i, i iy is
¢. . Alors T'application Vo FméB Bi + E x Bi définie par

j
0 >y 0 m B, 0

.

LO (f,b) = (f+asi (b),b) est un 1somorph1$me de modules. De plus,
L . 0

1o

Y
m
—
X
—t
Qo
-—
o
<
[}
=
.

;
o (ameald) et

J o
(o * 1) oy,

e . N
m s, YoJa,Si o (o @l1d).

1g o




- 26 -

Démonstration.

11 est clair que Ya s est K-linéaire et gu'elle admet pour inverse

28y
0

cea s -1
détinie par Yo

s

1'application Yéq

1

(e,b) = (e -~ as, (b}, b). De plus
s, i

1 6]

0 8]

(eX x Id)(y (£,5)) = (&5 x Td)(f + as (b),b) = (e7(Ff) + (eia)s. (B), b =
m d,Si m 10 m m lD
Q

=Y i, . [[E; & Id)(f,b)). L'autre égalité se démontre semblablement.

o .

Remarque.

Puisgue 1'application vy commute aux €', le lemme 4.6 fournit un iso-

morphisme

. | ' R @D —— 3
Ym,s. Hm;{XA+A. +..+A,S(F Bi ﬂ Hm,n[lo:)l‘-l
i L i i o]
C n o]
Nous allons prouver gue ? est naturelle, en montrant d'abord que §m <

1o

ne dépend pas du relavement choisi pour ¢i . Pour cela nous allégerans un
: 0

peu les notations : soit 1 : Ai -> Aj une application simpliciale fixée.

Il s'agit de prouver le résultat suivant :

Lemme 4.7.

L'isomorphisme ;m,r- : HI;I[EA“*A_iS(F@Bj)] > HMZAM].S(E 5 Bj)] défini

par ?m,r([(f,b)a]) = [(f + om‘b,b)a] est indépendant du relévement r

de ¢, s H [B] = H[E] = H,[B] =0

Démonstration.

Soit Yo p 1'application définie par Yo, r([f,b] ] = (f+arrb,b) , et

a
solt r, s deux relevements de ¢j. Si 1'on pose n = Ym soYm o il s'agit

>

de démontrer que H&[n] = Id.

Considérons le diagramme commutatif

S(FeB.) S(FeB.]
: J J

f f

& - D
§A+Ais(F B) S(F Bj)

ZA+A.
i




ot ¥ est l'application simpliciele du lemme 4.5, liée & un sommet fixé o

de [AiJD, et ot W est l'unique prolongement multiplicatif de
u'o FGBBj - F@Bj définie par u'(f,b) = (f+aOT{r—5][b),b). Comme les ap-
plicatiens verticales induisent des isomorphismes en homologie, i1 suffira

de prouver gue H[ﬁ] = Id. Montrons d'abord que la restriction de n

' Fap, -+ ) FoB,

n' i) :
A-*Ai J A+Ai J

induit 1’identité en homologie. Nous avons une décomposition

n'-Id

> F &
ZA +A,FmGBBj 2 A A, mG)Bj
m i : m i

T I\)
5 A
R Pt
L o855 Toly sp T4 Ly sn
m 1 m 1 m 1

ob m{(f,b) J =b , 8(b ) = (tlr-s)(b)) , AMFf ) = (alf)) , v(f ) = (F,0) .
o o a a o o o o

5 A ® ' i oité A [ =
Comme ZA»A,F‘ A, Fi, 1'acyclicité de Ai montre que HmLZ

i i A~>Aif:i‘J

= Hm[Ai]®Fi =0 sim# 0, donc que Hm[l] =0 sim# 0.

Par le lemmg 4.5, HO[ZA+AiF] = HO[F]. Mais HO[E] = Hq[E] = 0 , donc

1
o

HO[F] = 0. Ainsi, pour tout m > 0, Hm[X] =0, d'od Hm[n"Id]

Considérons maintenant le diagramme commutatif

n'-Id
(25 >
}:A+AiF Bj XA—;AiFij

feB, fen

FeB, —> FeB,
J J

Par le lemme 4.5, H[u’~Id] = 0.

Une propriété connue d'algebre homologigue montre que u'-Id est homo-
tope a l'application nulle, donc que M' est homotope & 1'identité. Par le

théoréme 1.1, il existe une homotopie simpliciale de W' vers 1'identité.
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Mais le foncteur S préserve les homotopies simplicieles, donc on a bien

Hlu] = 1d, ce qui achéve la déménstratiom du lemme.

Ainsi, deés maintenant nous pouvons omettre 1'indice r dans la nota-

tion ;m o+ Prouvons que ?m est naturelle :
’

Lemme 4.8.
Soit 0-»F~EL $ B+ 0 une suite exacte de modules simpiiciaux tel-
le que HO[B] = H][B] = HO[E] = 0 et soit A, 3 b ¥ 3, deux applica-

tions simpliciales fixées. Alors le diagramme suivant est commutatif :

' m lr = 7
Hm[EMAiS(F@BKJ] — HmLzA_miS[L X BKJJ
9 9
¥ /m 1
Hm[zA+AiS[FéBBj]] Hm[zA+AiS[E xB Bj)]

Démonstration.

Puisque les isomorphismes Ym sont indépendants des relevements choi-
sis, 11 suffit de prouver gue l'on peut choisir des relévements r, s de

o ¢j respectivement tels gque

Kk
r
————-
Bk Ek
l\) Y
B ——5—> E
J J

. o j i, 1 i .
commute. Or v admet une décomposition v = 0J1...OJU6 To..e7V. I1 suffit
donc de construire r ou s lorsqgue v est une face ou une dégénérescence.

Considérons le diagramme

B - E —s B
n n n

GJUE¥ 0%181 cjlel avec i=]j ou i=j+1




Supposons que s soit un relévement de ¢n

. 1
i

et construiscns un relévement r
i 3o i . .
de ¢ tel gue e r = s . Comme o° releve € nous pouvons écrire
n

Bn = Ker El S Im OJ, En = Ker elﬁalm OJ, Nous définissons r comme une som-
me directe r,®r ad r, : Im cj - Im oj et r_ : Ker si -+ Ker ei sont don-
) 1 2’ 1 B E 2 B E
nés par r,(x) = Ojsei(xJ et r_(x) = ¢ (x) - cjsiw {x)}, ¥ étant un relé-
1 E"TE 2 n E n "

vement arbitraire de ¢n. Des calculs de routine montrent gue

J
E 3

i i i i i i
rz(Ker EB) < Ker ¢ = 8¢, €.T_ = SEB et

. 3 .
r1(lm GB] < Im o E EEP1 B £l

1

¢r = Id = ¢r_.

N . N . i
4 5 Ainei r est bien un relévement de ¢n tel cue e_r =

E

(4]
™
[sa]

Cn voit de méme que si r : Bn - Eh est donné, on peut construire un relé-

= roé. Cela acheve la démonstration du lemme.

vement s de ¢n_ tel gue Gés

(

Proposition 4.9,

Soit 0+ F ~ L $ B~ 0 une suite exacte de modules simpliciaux
telle que HO[E] = H,[B] = H [B] = 0. Alors

1. H[le|] = H[sE]

2. H'[lel] = H[SF =SB

3. Le second 1sdmorphisme est simplicial, la structure simpliciale
du premier.membre étant donnée par H'[e“j] et celle du second membre

par Id e,

Démonstration.

Pour prouver cet isomorphisme nous montrerons que H% n[|¢|] = [ si
2

n#0etH [|¢]] = SE_. La conclusion découlera alors de [4], 1emme II.38.
m, 0 m

Comme nous l'avons vu, un élément de £ X B, situé dans la compo-
m

Bm 1o
sante {a1,...,an+1} de la somme directe peut &tre assimilé a un diagramme
commutatif R
A -+ E
m
O j@
o a, o
by =y b, v o = b —25 B




diagremme gue nous notsrons simplement {ao,..,a B},
Cette interprétstion nous permet de définir end de la maniére suivante

,1,.n,an+1,8} (o €3¢ nl

erd {a ,...,0 ,B) = {a s e e, 0,0,
0 n+1 s} J g+

m,n
Notre assertion sera prouvée si nous pouvons définir une augmentation

T, ! - QF ,- do gy b "o, " -
36 '|¢lm.o -+ |<1>|m,_ﬂ| Sﬁm et une homotopie £ 'I¢Im,n > I¢lm,n+1 (n > -1J.

Pour {o ,a ,B}eE x_ B, , nous'définissons 98"{a ,a ,B8} = B (en d'autres
o 1 m Bﬁ 1D o o 1

termes, Bg est la premiére projection Em X Bi -> Em]. Il est clair gue

I 0

3

PR . o 1 N
0" est K-linéaire et que 3"¢” = 9”¢" " . Nous pouvons alors prolonger 3"
0 o m,l o m,1 o

é]¢]m o tout entier en utilisant les propriétés universelles de S et de la

somme directe. De méme il suffira de définir t; dans E XB ‘B, sin >0,
m i
m o

et dans Em si n = -1. Nous posacns

t?, (8) = {¢8,1d,8}

(un élément de Em étant identifié & 1’application simpliciale B : Am -+ E)

) Nyt .
et tn{uo,..,un+1,8} = (-1) {ao,...,an+1,1d,8}. sin 0

Des calculs tout-a-fait semblables & ceux de la démonstration du lemme 4.4

montrent que, pour n > 0, 3" t" +

" an - s - KIS 11 ~emi
ne1 o tn—1 - Id, ce qui établit le premier

isomorphisme.

e T AR PUR i K SO A~ NNV - Susui= st

Il résulte de la remarque suivant le lemme 4.6, du lemme 4.3 et de

1'isomorphisme de Kinneth. Plus précisément

mo Lol w [seelssl -0, w[sFlen: [se], ]

| ey g
@SB
ivj=m i HmLSF-l S n



3. L'isomorphisme précédent est simplicial.

L'assertion sera prouvée si nous montrons que l'isomorphisme est na-

turel, ce qui est le cas puisque Ym est naturelle (lemme 4.8) et puisque

1'isomorphisme se décompose en

~=1

s ~

m = i -
H$,n[|¢l] i H%,HIZS[FG>Bi )] -—————a-H$,n[Z(5FchBi J] -

o] 8]

Ty He [sFelssl ] ———>H_[sF] @<E,.




§ 5. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL.

Dans ce paragraphe, le corps K est supposé de caractéristique p > 2.
La démonstration utilise le théoréme 14 de [2]. Or, ce théoreme fait appel
aux notions de cogeébre enveloppante d'une cogébre de Lie, de canstruction,
et utilise un foncteur Rp de la tatégorie des espaces vectoriels dans elle-

méme. Nous allons d'abord définir ces notions.

La cogébre enveloppante d'un espace vectoriel.

Dans le cas commutatif (c'est-a-dire lorsque 1'algébre de Lie est un
espace vectoriel V sur un corps K de Caractéristique‘pJ, il existe une des-
ripfion explicite de la cogebre enveloppante U(V) de V. Nous prendrons
cette description comme définition de U(V). Envisageons d'abord deux cas
particuliers

Si V est un espace vectoriel de dimension 1 avec un générateur x en
degré impair 2g-1, la T-algébre de Hopf U(V) est isomorphe a Ep[x,Zq—1),
od 1l'algébre Ep(x,Zq—1] est 1l'algebre extérieure de V et ol la comultipli-
cation A est définie par A(x) = x®1 + 1@ x (il n'y a pas & définir de puis-

sances divisées puisque x est de degré impair).

Si V est un espace vectoriel de dimension 1 avec un générateur vy de

degré 2q, la T-algébre de Hopf U(V) est isomorphe & Pp(y,ZqJ, ol 1’espace

vectoriel Pp(y,Zq) est égal & ZKZOKyk' avec deg(yk) = 2kqg, la multiplica-
tion est définie par yi'yj = (i’j]yi+j’ la comultiplication A par
Ay, ) = zi+j=kyi<®yj' et la k-iéme puissance divisée de y est

k - - L] -_— o o -— —_— .
Y [ym] = (m,m=-1)+(2m,m-1)"... (FK 1)m,m 1]ymk.

Nous avons la caractérisation suivante de U(V) (cf [2], Proposition 5)

Proposition 5.1.

Soit V un espace vectoriel gradué (i graduation positive) admettant
les générateurs x% en degré 2q1-1 (1€l) et les génémteurs_yj en

degré qu (3 €J). Alors i1 existe un isomorphisme naturel de I'-algébres
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de Hopf

uv) = [ QE

(x;520.-1)] ® [ @ P (y..2q.)]
sep P gPpTa

J'e
Remarque.
Si l'on ne s'intéresse gu'a la structure d'espace vectoriel de U(V),
C s . . P . p K N
ULV) est entiérement déterminé par sa série de Poincaré Zka , ot

Bk = dim Uk[V]. La proposition pyécédente permet alors d'écrire

K0+ 0 143 %80 « 5285,

(1 - x2)%2(1-5")% (1 - x63°%6,

Le fencteur R (p > 2).
P

Soit V la catégorie des espaces vectoriels & greduaticn positive sur
un corps K de ceractéristique p > 2. Alors Rp v > V est 1l'unique foncteur
vérifiant les propriétés suivantes
1. Rp commute aux sommes directes
2. 81 V a un générateur en degré 2g-1, alors RDV a un geénérateur en
degré 2q
3. 51 V a un générateur en degré 2q, alors RpV a un générateur en chacun

k
des degrés 2g+1, 2pkq+1, 2p g+2 (k > 1).

Constructions.

Nous utilisons le terme "construction” tel gu'il est présenté dans

[2] ! une comnstructrion est un couple (A,T) ol A est une DGA-algébre et 7
un DGA-module sur A sur lequel est définie une bigraduation telle que

n = Ei+j=nTi,j’ ces objets étant soumisvaux conditions suivantes :

P - g,

si aeA est un élément de degré non nul, a
HD[A] K

T est acycligue : Ho[j]

42

e

K et Hn[}] =0 sin>0.

c AT, < T, |
i j.k i+3.k

La différentielle d de T a la forme d = )

g W

d., ' - .
150050 avec di(Tj,k] C‘T1+3—1,K-i

6. Soit H[}] I'homologie de T pour la différentielle d = do' Alors il

r [ e R ~ "
existe un isomorphisme de HLéLmodules H[W] = H[A]GEN envoyant Hi JLT]
+J




sur Hi [/—\] ® Nj .

A s'appelle algébre initicle de la construction, T est son complexe total

et N son complexe final. N est déterminé par 1'isomorphisne Nm = HD m[ﬁ].
I >

Un komomorphisme de constructions est un couple (a,t1) ol o @ A > A’
est un homomorphisme de DGA-algébres et t ¢ T - T' un homomorphisme de

TN < ' *
DGA-modules tel que [Ti,j) szoTi+K,j‘K

(a,t) induit un homomorphisme v : N - N'sur les complexes finals.
o est appelé homomovrphisme initial et v homomorphisme final de (a,T).
Quand nous devrons citer explicitement le complexe final N d'une construc-
tion, nous noterons (A,T,N) cette construction. De méme, un homomorphisme
de constructions se notera parfois (o,t,v) : (A, T,N) » (A',T',N'}. Le ré-

sultat suivant est prouvé dans [2}, théoreme 14

Théoréme 5.2.

Soit A et N T'algébre initiale et le complexe final d'une construc-
tion. Si 1'algébre graduée H[ﬁ] est une T-algébre de Hopf cocommuta-
tive alors, é un isomorphisme prés, il existe un espace vectoriel
gradué unique V tel que 1'on ait un isomorphisme U(V) = H[A] de
r-algéebres de Hopf. De plus i1 existe un isomorphisme d'espaces
vectoriels gradués U(RpV) = H[N].

Froduit tensoriel de construcgtions.

Soit [Ai,TiJi e Une famille de constructions. Le produtt tensoriel

de cette famille est défini ainsi : si I est fini, G§I(Ai,T,] =
i
[<®IAi,§§ITi) et si I est infini, soit {Ia} 1l'ensemble (filtrant pour la
relation d’inclusion) des sous-ensembles finis de I. Alors
X (A T = im @A ‘
p(A Ty = (g =5 A, L & T, 0.
o o "o Ta o o

On vérifie alors facilement la propriété suivante :

Lemme 5.3,
L'algébre initiale (resp. le complexe firal) du produit tensoriel
d'une famille de constructions est le produit tensoriel des algébres

initiales (resp. des complexes finals) de la famille.




i
3
i

1

La notion de construction est liée & notre probléme par la proposi-

tion suivante :

Proposition 5.4.

Soit 0> F+E$B>0 une suite exacte de K-modules simpliciaux
telle gue SE est acyclique et avec HO[B] = H][B] = 0. Alors il existe
une construction naturelle telle que H[SF| est 1'homologie de 1'algé-

bre initiale et H[SB] 1'homblogie du complexe final de la construction.

Démonstration.

I1 suffira de prouver gue [SF,[¢IJ est une censtruction naturelle.
En effet, comme d = do + d avec dO =93 et {d 1 = (-1)“3;, le complexe

1 1°n
= Ay g leld = me Tlel] -

final de cette construction est donné par Ni

= HO[SF]‘Dgﬁi (cf. Prop. 4.8). Puisque cet isomorphisme est simplicial et
puisgue HO[SF] = K (propriété 2 des constructions), il en résultera gue

H[N] = H_[sFlen[sE] = kenfse] = nlss] (cf. lemme 4.2).

Nous démontrerons & 1l'aide de trois lemmes gue [SF,|¢!] est une cons-

truction naturelle.

Lemme 5.5.

SF est une DGA-algébre et |4| est un SF-module.

Démonstration.

SF est une DGA-algébre par la proposition 2.1. Définissons la struc-

ture de module de |¢l : l'application

: & (E X ——— X
Y Fm [&m 5 Bi ) Em B Bi
m o m o]

définie par Y(F,(e,bl)) = (f+e,b) induit une application

Sy : SF ®S(E x B ) > S(E X B, ).
m m B ; m

B ,
mo m ‘o
Nous définisscns 7, : SF, & i¢L > |¢|, . comine €tent la composée
i,3.n i Jd.n i+j,n
v, .
SF.@fe], —==b sF efy] z SF, ®S(E__ X B, )
i j,n i+j R Py G R S i+ B, ., i
; 1+J lm 10 1+3 @]
[
Sy :
— 5 X B =
[Ei+ B, 1 ) I¢i1+“




ﬂi 1.n induit une application K-lindaire
b 2

- v . co |
T o= i : [(SF® ]~
r Li+j+n=r i,3.n ( l¢l'r‘ I¢[F

Si FesF, x e!¢|, nous noterons fx 1'image m{f & x}.

Montrons que 1x = x et f1gf2x]) = (FWFZJX pour tout fq,er:SF et
tout x e]¢|_

Désignons par i : 0 ~ F 1l'application nulle et par K le module gradué

concentré en dimension 0 : Kn = 0 sin >0 et KO = K. Le diagramme

Role] —2219 | gr o)

S

est commutatif, donc on a bien 1x = x.

14

o]

Pour montrer que Fq[sz) = (F1F2)X’ il faut prouver gque le diagramme.

suivant commute

SF. ®SF.® | 6| e SF, @ |¢]
i 3 k,r i j+k,r
Ve Ild
N
.® ®
SFi+j SFi+j |¢|K,r T
p&Id
h N
SF. .o |4 " > SF,
i+] k,r i+i+k,r

Pour le prouver, écrivons les choses plus en détail



Zeyaler | Oy BT e o TR N+l4T I
0| =70 g x NS ¢—er ('8 % s e 4587 «—c——
sz =
Mnsg
1 x%.ﬁ.m Sel+T Nel+T
(g « 3)s ® 487 (s) | ® g (s)
A
Y+ [+T q+(+T oa«_+.n+ﬂm M+ [+T H+l+T S+l+T IN+L+T
I+l L+ L+ +h+ + +
CaT T e fg . LTS LU e 15 T
0] ® 1S® L3 ¢ X ) S e =
N
I
A (€) A (Z)
ST, T o by yar o lg et Mel T i
_e_® 48 ==( d x Emw@ mm «———( '8 x S ® 45 @ n_mw “—
. PS® LT =

C+t + 04T
|¢] @ 48
A
led ()
+[+ r
@«_ ) Hn_m@f.,&u_m\ﬁ|cH K ¢
] |
A (1)
_ N+l T I¢
9] ® 45 ® 45 ¢——o

A@l

Lo

S®

le A

€

Mol ® ss@ Hs



Le carré (1) commute car V est associative (cf. par ex. [4J, lemme XIV.37).
Les carrés (2), [(3) et (4) commutent, par naturalité de V. Le carré (5)
commute par naturalité de p. On vérifie & la main (et composante par com-

posante) que (6] commute. Ainsi |¢{ gst bien un SF-module,

Lemme 5.6.

|| est un DGA-module sur SF.

Démonstration.

Pour montrer gue I¢| est un module différentiel nous allons &teblir

les égalités suivantes, pour a eSFi et t €l¢!j,k :
(1) o' (at)
{2) 8" (at)

(3a)t + (-1 iad't
as”t.

i

t

I1 en résultera :

3(at) = 8'(at) + (-7 99 (at) = (pa)t + (-1 Fasrt « (-1  Jaame =
s (Ba)t + (-1Tala't + (-19978) = (9a)t + (-1) adt.

Pour prouver (1), 1l suffit d’'établir la commutativité du diagramme suivant

.F
SF,®s(E, *_ B, ) —> (SF, ®S(E, X B, 1)&(SF, ®S(E X B, 1)
i J i i-1 J i i :

5 . .
Bj o j "o 31 Bj—1 10
v | v v
11, 3 ' Vi, Vi, 504
(-1 ele et
SF,, . ®S(E, . %, B ) (-1) SFi, . ®S(E,, . % B, ))
J I Piey Yo J J i+j-1 ‘o
Sy
. ,
i+] wi"'j—’l
S(E, . % B, ) 2 S(E x B, ))
i+j B, .1 i+j-1 B, ., , i
i+] "o i+j-1 "o

N i
ot ¥ = 9_..®1 + [-1}7182
SF 4]
Or le carré supérieur commute car V est un morphisme de chaines. Pour
montrer que le carré infTérieur commute il suffit de montrer que le diagramme

suivant commute




r ,1’

F. @ . % B ) £ e F ® (E x B
444 iv3 B . i — . )
N J i3 1, 1+j-1 i+3-1 Bi+j—1 Ty

Yis; 1431
e'r
E, . x B > E X B
i+j B, .4 45 - :
J i+] lo i+j-1 Bi+j~1 1O

ce gui est clair car w(er X e'rJ(F,(e,bJ) = w[erf,(ere,bJJ = (Ertf+e],b] =

= ' Tfre,b) = ' TY(F, (e,0)).

Pour établir (2) il suffit de prouver la commutativité d'un nouveau dia-

gramme
SF.®) S(E_ x_ B JMQF ®) S(E x ., B, )
i y B i g B e, B
* {a1,,.,an+1}. m Bm ‘o * {81 82. \ Bn} " Pn o
JSF ®S(E *_ B, ) JSF ® S(E_ x_ B, )
i m B i i m B 1
m "o m o
v RY
N N
[ ® = X
ESFi+m® S ZoFi+m SE; . %5 B )
i+m "o i+tm "o
sy TSY
N e"j v
S B
Z Ei+m XB, B, ) X [E1+m B, i )
i+m "o itm "o
Suppasons d'abord j > 0 : un élément de la composante {aq,....an+1}

est envoyé, par 1'un ou l'autre des composés, sur un élément de la compo-




“ 0 }. De plus, sur chaque composante, les appli-

sante {o,,...,q .
N+

1 SRR

cations 1 ®e"d et e”J sont égales & l'identité et les applications verti-

cales sont égales, donc le diagramme commute.

Si J = 0, on veérifie d'abord gu'un élément de la composante
{a1""an+1} est envoyé par 1l'un ou 1l'autre des composés sur un élément

de la composante {a2""an+1}' On peut donc oublier les sommes et vérifier

la commutativité du diegramme

1®©S(1 x ay)

SF.®S(E x_ B, ) - SF . ® S(E x_ B, )
i m B i i m B i,
m "o m 1
Y h JV
1®5(1 % '
SF, ®S(E, x_ B.) U X)) o @siE. x B )
i+m i+tm B, i i+m itm B. i
i+tm "o i+tm 1
Sy Sy
N \
S{1 x
E x B ) [ o) > S(E, X B )
i+tm B, i i+tm B, i
i+m ~o i+m 1

Le carré supérieur commute par naturalité de VY, et la commutativité
du carré inférieur, gu'il suffit de vérifier sur les éléments de

F, & (E, X B, ) est immédiate. Cela achive la démonstration du lemme.
i+m i+m Bi+m 10

L emme 5.7.

(SF,]¢|) est une construction naturelle.

Démonstration.

Vérifions d’abord les six axiomes d'une construction.

1) résulte de la Proposition 2.1.

e

2) Par la proposition 4.1, HO[SEJ S(HD[E}J. Par hypothése, HO[SE] = K =

S(0), donc HO[E] = 0. De plus,'Hq[B] = (0, donc HD[F] = 0, d'od

~

HO[SFJ>= S(HOfF]J : K.

3) est une conséquence de 1'acyclicité de H[SE] et de la Proposition 4.9.

4) est vrai par la définition méme de la structure de SF-module de lol.



) ,avec d = 3" et (4 ) = (_1)”a".
6 1 D 1'n

8) Tei ALlo]] = 1 [je]]
de prendre N = S$B,.

"
a
+
-

5) Nous avons d

He

H[SF]Gdgg per la proposition 4.3. I1 suffit donc

¢[] gst une construction naturelle.

Montrons pour terminer que (SF,

Nous considérons un diagramme commutetif & lignes exactes

0 > F E ¢ B 0
o Bvl Y
g ——— F E’ ¢ > B! > 0

& induit un morphisme de DGAfalgébres SF = SF' et B,y permettent de défi-

ni i ] T : E x box
ir une application T tm B Bi > Em B'Bi en posant
m o m o

1le,b) = (Ble),y(b)). T induit one application simpliciale T : fo] -~ J¢].
Prouver la naturalité de la construction revient donc & montrer gue T est
un morphisme de DGA-modules. Or B et y sont K-linéaires, donec T est K-1iné-
aire. Montrons maintenant que T est un morphisme de SF-modules, donc que

le diagramme suivant commute

S
L @T,

SF, @ [o] 2 o]
T LAR I > oy ik
v v
Y
SF,,.® 6] e Lt R A —> sF! @ |¢’]
i+ i+3,k i+ Yi+dLk
h Zsai+j®S[BxY) A
JSF, . ®S(E. . x_ B, ) JSF! . @S(E! . % B')
i+j B i i+ i+] '
i+j o i+j o
ZSY ZSy
\ Tivi,k 4
- - ’ ’l y - . x y
oliag, = IS, g By 901 egu = D86 % B
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lLes deux cerrés supérisurs commutent par naturalité de V et de 1'isc-
morphisme vertical. De méme le carré inférieur commute comme on le voit

sur les €léments de F, ,®(E, ., x B, J.
i+] i+j B, 1
i+j o

Le dernier point consiste a prouver gue T commute aux e’ et aux .

i i . . .
Nous avons T og’ = g' o1 car le diagramme suivant est commutatif
m=-1,n m,n h.N M, N
i 3
e x Id
£ x_ B > E X B
m B i m-1 B i
m o m-1 "o
(B,v) (B,v]
i
x I
' x_ B e x 1d kB
m B' i m-1 B! i
m O m-1 0
De méme, T oe" = end o car, pour j > 0, il s'agit de vérifier
m.n-1 m,n m,n m,n

que (B,y)eId = Ide(B,y), et pour j = 0, nous avons

(a,6)°(Id,a1] = (Id,a1]°(8,y), ol o, : Aiq > Aio

Théoréme 5.8.

Soit 0> F -~ E ~ B » 0 une suite exacte de modules simpliciaux telle
que SE est acyclique, et avec HO[B] = HT[B] = 0. Alors H[SF] est une
r-algébre de Hopf et a un isomorphisme prés i1 existe un espace vec-
toriel gradué unique V tel qu'on ait un isomorpnhisme de TI'-algébres de
Hopf U(V) = H[SF]. De plus on a un isomorphisme d'espaces vectoriels
gradués U(RPV) = H[sB].

Démonstration.

Par la Proposition 2.2 nous savons déja que H{SF] est une T-algebre
de Hopf cocommutative. Il suffit donc d'appliquer la proposition 5.4 et

le théoreéme 5.2.

Voici maintenant le théoréme principal




- 43_

Théoréme 5.9, )
Soit M un module simplicial tel que Hn[M] =K (nxl)et Hi[M] =0 si

i # n. Alors il existe un isomorphisme de r-algébres
HIsH] = URS‘]L

ol L est 1'espace vectoriel gradué de dimension 1 avec un générateur

en degré 1.

Démonstration.

Supposons n = 1. Comme L a un seul générateur en degré 1, sa cogébre
enveloppante U(L) est de dimension 2 avec un générateur en degré 0 et un

générateur en degré 1. La conclusion résulte alors de la proposition 3.1.

Supposons maintenant n > 2 et soit M un module simplicial tel que"

Hn[m] = Ket H W] = 0sii#n. Par [4], lemme VIIT.17. il existe une
suite exacte 0> M > T > M~> 0 avec Hi[F] = 0 pour tout i > 0. Puisque
Hi[M'J = Hi+1[M] nous avons Hn—1[m'] = K et Hi[h'] = 0 s1i# n-1.

~

-9
Par induction nous en déduisons H[SM’] 2 RVOL. La propositicen 4.1

et le lemme VIII.24 de [4] montrent que Ho[sr] = KetH[sr] =0sii#o,

H[sM' ]

-

Par le théoréme 5.8, il existe un espace vectoriel V tel gue U(V)

et UR V) S hfsn]. or, H[sm] Fuvy = URB“ZL, donc V

®e

R'4L, d'on

P
- n-1
H[SM] = URp L, cet isomorphisme étant un iscmorphisme d'espaces vecto-

n:

riels. Cependant, par le théoréme de structure [[1], théoréme 17) cet iso-

morphisme peut &tre remplacé par un isomorphisme de I'-algebres de Hopf.
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§ 6. CARACTERISTIQUE NULLE.

De légeres modifications permettent d'utiliser les résultats précédents.
Tout d'abord, les paragrephes 1, 3 et 4 ne sont pas modifiés. La proposi-
tion 2.1 et sa démonstration restent valables si 1'on oublie la.condition
ép = 0. La proposition 2.2 et sa démonstration restent Valables également

on oublie les puissances divisées, qui n’apportent rien de nouveau. Ruel-

ues modifications apparaissent au paragraphe 5 : 1'espace vectoriel
p

~

PD(y,Zq] est égal & Kyk. avec deg yk = 2kg, la multiplication est dé-

Zk>.>o

Fin i3 ivj = '
inie par y ey” =y et la comultiplication A par

A[ykJ = Z [i,ijl® yJ. Avec cette nouvelle définition, la proposition

i+i=k
5.1 reste valable si 1'on oublie les puissances divisées. Le foncteur

RO : V>V commute aux sommes directes et si V a un générateur en degré
qa

> 0, ROV a un générateur en degré g+1. Dens la définition d'une cons-
truction on oublie la condition aP = 0 pour a de degré strictement positif.

Avec ces nouvelles définitions, tous les résultats du paragraphe 5
sont encore vrais en oubliant les puissances divisées. Pour un module

simplicial connexe M guelcongue, le théoréme 5.9 prend le forme suivante :

Théoréme 6.1,

Soit M un module simplicial sur un corps de caractéristique nulle.
Si HO[M] = 0, il existe un isomorphisme d‘algébres de Hopf
H[SM] = UH[M].

Démonstration.

Si 1'espace vectoriel H[M] est de dimension 1 avec un générateur en

degré m, le résultat est une conséquence directs du théoreme 5.9, ptisque

~ m=1
H[M] = RO L.

0"

Hen 1, ou

Supposons H[M] quelcangue. On peut écrire H[MJ g G5H[Mi] i
H[Mi] est de dimension 1. Par le théorems d'Eilenberg-Zilber, H[SMJ =

~

2 H[@SMi] = @nlsn,] = @UH[MJ,] = utern by = uln].
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Remarques.

1. Le théoréme 6.1 et la proposition 5.1 montrent que la série de Poincaré

de PNEM] est donnée par

k01 + )% (1« x31%3, .
ZBKX =

(1 - x2)%2(q -

ol e, = dim Hi[M].

¢

2. Puisque H[SM] est une algebre de Hopf commutative et cocommutetive, il
existe un isomorphisme naturel de l'ensemble des €léments primitifs sur
1'ensemble des €léments indécomposables de Fﬂﬁﬁ] ([12],corbllaire 4.18).
Soit Jn(AJ le sous-espace vectoriel de An engendré par tous les produits
non triviaux de degré n. Les éléments indécomposables sont par définition
les 6léments de Q(A) = A/J(A). Alors H{sM] = ugn[sM] ([12], théoreme 5.18)
donc H[ﬁ] = QH[SM], OU encore

H [SM]/JH [sv] = H[M]
pour tout module simplicial connexe M.

3. On déduit de 1'isomorphisme précédent gue, pour tout module simplicial

connexe M,

H,I[SM] - H,][M].



§ 7. CARACTERISTIQUE 2.

Tous les résultats des paragraphes 1, 3 et 4 sont valables sans modi-
fication. La définition des puissances divisées est quelque peu différente;
nous utiliserons célle qui est donnée dans [ﬁ] : en caractéristique 2, une
I'-algebre est une algébre gradude avec la donnée d'applications

YK : An - Akn pour tout entier kK 2 0 et pour tout entier n > 2. Les vy

doivent vérifier les axiomes suivants

1. %00 = 1, Yx) = x

2. Y oY ) = thy oy R
Kk ~ r....s
307 yd = LY 00T ()
4. YK(xy] = 0 si1 k 22 et s1 x et y sont de degré > 1
5. Yk(xy) = xKYK[yJ si deg x = 0 et deg v » 2
k. 2 2k
5. Y (v2ey)) = ve Ry,

Nous définissons les TI'-algebres de Hopf E2(x,n] et Pzty,n] pour tout
n > 0 comme en caractéristique p > 2. Le foncteur R2 : V> V commute aux
sommes directes et, si V a un génératedr en degré n, RZV a un générateur

en chacun des degrés 2kn+1 (k > 0).

Avec ces modifications, les résultats du paragraphe 2 restent valables

mais il faut un peu modifier les démonstrations : dans la proposition 2.1,

la démonstration de 1'égalité x

it

0 résulte du lemme 9 de [3] i pour tou-

te algebre simpliciale A, tout k

\'

0 et tout n 2 1 11 existe une applica-
tion naturelle gk.: An + AKn telle que aK = k!gk[a]. La proposition 2.2

est une conséquence des propositions 10 et 12 de Eﬂ.

Avant d'étudier les modifications & apporter au paragraphe 5, nous

donnons quelques précisions sur la structure de Pz[y,n) =) Ky

bxzo YK’
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Lemme 7.1,

i o i . i .
Pour tout m » O et tout k < 2', T'entier (m-21,k) est impair.

Démonstration : Imnédiat.

Lemme 7.2. N A
. o . Tove v = .
ST k= ] k2 (k;€{0,1}), alors v = Ty, i
i=0 . 1=0 1
Démonstration.

Elle se fait par induction sur le nombre de termes non nuls de la
p s r r PP
décompogition binaire de k : pasons Kk = k' + 27, avec k' < 2°. Par défini-
tion du produit dans Pz[y,n), y

- 13 I‘ -
o y2r = (k',2 ]yk Yy -

Corollaire 7.3.

Soit A une algébre commutative graduée et (a. une familie d'élé-~

. 1)1 €N
ments de A avec deg a; = 2'n. Alors i1 existe un unique homomorphisme

d'algébres graduées o : Pz(y,n) + A tel que a(yzi) = 2.

Démonstration.

L'existence résulte de ce que V_4 est indécomposable, et 1'unicité du
2

lemme 7.2.

Lemme 7.4.

Pour k > 2, yk

(y ) = Yi.pi € ¥ (y) = 0 simn'est pas une puis-
sance de 2. '

Démonstration.

l]

(Zi:2i—1)-(2-2i,21—13-...-((k—1)-21,2i—1)y

‘ Zi et,

a) Nous avons Yk(yzi3
i i =
par le lemme 7.1, (m-27,27-1) = 1 (mod 2).

b) Si m n'est pas une puissance de 2, le lemme 7.2 mantre que ym se dé-

compose en un produit yi'yj, ol yi et yj sont de degré » 1. Par 1l'axiome 4

des puissances divisées, yk(yw] = yk[yiij = 0,
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Lemme 7.5.
I1 existe un isomorphisme naturel d‘'algdbres graduées
k
y : Po(y,n) > ® E (z,,2n)
2 k>0 2V7k

ok
tel que z, = y(v= (¥)).

Démonstration.

Cf, [2], lemme 6, p.24.

Voyons maintenant les modifications & apporter au paragraphe 5. Le
début du paragraphe reste’inchangé Jusgu'au lemme 5.7 y compris, mais 1la
suite va subir passablement de modifications pour la raison suivante : le
théoréme 5.8 se démontre & 1'aide du théoréme 14 de [2] (Théorgme 5.2 ici).
Or, la définition des puissances divisées n’est pas exactement la méme
dans ﬁﬂ et dans ﬁﬂ : dans [2] on impose qu’elles soient définies méme
en degré 1 et les résultats sont soumis 3 cette condition. Dans 1'équiva-
lent du théoréme 5.8 en caractéristique 2 nous sommes donc amenés 3 impo-
ser la condition supplémentaire H1[SF] = 0 ou toute autre condition gui
1'implique. Nous montrons, dans le théoréme suivant, qu'il suffit d’'ajouter

1'hypothése HZ[B] = 0.

Théoréme 7.6.

Soit 0+ F~>E > B+ 0 une suite exacte de modules simpliciaux
te]le que :
1. Hn[SE] =0 sin>0 et H [SE] = K

2. HO[B] = H][B] = H,[B] = 0.

Alors H[SF] est une T-algébre de Hopf cocommutative et, & un iso-
morphisme prés, il existe un espace vectoriel gradué unique V tel
que 1'on ait un isomorphisme de I'-algébres de Hopf U(v) = H[SF]. De

~plus i1 existe un isomomorphisme d'espaces vectoriels gradués
U(R,V) = H[sB].

Démonstration.

I1 s'agit de prouver que les hypothéses impliguent H1[§F] = 0,

Comme SE = Zm>OSmE, nous avons H[sM] = zm>OH[SmE].
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Or, pour n > 0, Hr[SE] = 0, donc Hm[ﬁqE] = 1 [E] = 0. Le condition
1

n

i
"

i (o)

i, [

0 impligue donc Hq[F] = 0., Mais HD[SE] = SHD[E] K, donc

H

o, d'ob H_[F] = 0.

it

e complexe de Moore N(F) de F vérifie donc HO{NF] H1[NF] = 0. Par

[11], corollaire 24.6, N(F) est homotops A& un complexe C tel que

c
2
dule simplicial T(C) tel que I (C) = HZ[F], r,(C) = T_(C) = 0, donc SF est

= HZ[F], 61 = CO = 0. Ainsi le module simplicial F est homotope au mwo-

homctope au module'simplicial ST{C). Regardons le diagramme commutatif

. ;4srf332-iﬁL+sr(C){-JiL»SF(CJO

I H

.—+SH2Bi - K K
Comme ° . | = ez et sD = ! on en déduit gue 9. est surjective et
82 €2 2 .1 61, | -3 q 2 e :_] X L
que 9, est nulle. Ainsi H, [SF] = Ker a,/Im 3, = 0.

Enongongs maintenant le résultat principal

Théoréme 7.7.
Soit M un module simplicial tel que Hn[M] =K (n>»2) et HiD{] =0

si i # n. Alors i1 existe un isomorphisme de T-algébres

n-2
UR2 M2

ol M2 est 1'espace vectoriel gradué de dimension 1 ayant un généra-

He

H[5M]

teur en degré 2.

Démonstration.

N

Elle se fait par induction, le paszege de n-1 & n étant la méme gu'en
caractéristique p > 2. La différence essentielle est gue nous devons com-
ne cer 1l'induction avec n = 2. En fait nous pourrcns tout de méme utiliser
le cas n = 1 (paragraphe 3) si nous généralisons le théoréme 7.6 de la

maniére suivante :




Théoréme 7.8,

Soit 0~ F -+ £+ B~ 0 une suite exacte de modules simpliciaux

telle qué :

1. H[SE] = 0sin#o0 et H, [SE] = K

2. [B] =H,[B] = O

3. I1 existe un espace vectoriel V tel que H[SF] = A(V) (ol A désigne
1'algébre extérieure de V)

Alors T1'espace vectoriel gradugé W ftel que WH1 = V1 donne lieu & un

isomorphisme U(W) = H[SB].

Montrons d’'abord gue le théoréme 7.8 permet d'établir le théoréme 7.7,

i
N

c'est-a-dire gque le théoreme 7.7 est vrai pour n

Soit M un module simplicial tel que Hi[MJ =0sidl# 2et Hz[M] = K.
Par [4], lemme VIII.17, il existe une suite exacte de modules simpliciaux

0™ ->T>M~>0 telle gue Hi[P] = 0 pour tout i > 0. Comme

H, [

tats du paragraphe 3 scnt vrais en toute caractéristique, nous avons

b 14
"

HiM[M], on a H, '] = K et Hi[M'] =0 sii# 1. Comme les résul-

H[SM’] = A(V], o0 V a un générateur en degré 1. Le théoréme 7.8 montre

i1

alors que H[SM] UMW), o W a un générateur en degré 2, donc gue

H{sM] = UM, ce qui établit le théoréme 7.7.

Il nous reste donc & établir le théoréme 7.8. Cela se fera & 1l'aide

de plusisurs résultats intermédiaires.

Lemme 7.8.

IT existe une construction dont 1'algébre initiale est Ez(x,n)
(y,n+1) (dif-

(différentielle nulle), dont le complexe final est P2

férentielle nulle) et avec do = d1 =0

Pour une démonstration de ce résultat, cf. [2]. Notons simplement gue le

~

complexe totel de la construction est égal & 7

u

® A ! T -
Ez[x,n] Pz(y,n+1], ia

i

différentielle de T étant définie par 3(x¢zyk] 0 et‘B(yP) = X @Y

. _ k-1"
En utilisant le produit tenscriel de constructicns et le lemme 5.3,

on obtient le résultat suivant
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Proposition 7.10.

A tout espace vectoriel V 3 graduation positive on peut associer une
construction naturelle CZ(V)-dont 1'algébre initiale est A(V) (diffé-
rentielle nulle) et dont le complexe final est U(W) (différentielle

nulle), ol W est 1'espace vectoriel gradué tel que wi+] = Vi'

Illustrons cette proposition par un exemple qui nous sera utile plus

tard :

Cas particulier.

Soit V un espace vectoriel de dimension 1 avec un générateur y en de-
gré 2., Par la proposition 5.1, A = U[V]) = P2(y,2] et, par le lemme 7.5,

. . . . k+#1, _ -~ .-
nous avons un isomorphisme ¥ @ P2(y,2) > ﬁgkzoEZ[Zk’z ) A(V), ot V est

1'espace vectoriel gradué admettant un générateur en chacun des degrés

k+1 N oK
2 {(k 2 0) et ol z, =p(y< (y)). Soit alors

k+1

= ® . k+1 k+1 - .
T KZO[EZ(ZK’Z )¢>P2(ytk],2 +1)) et N ® +1)

keo 20 (k)2
La proposition 5.1 montre gu'on a bien N = U(W), ol wi+1 = Oi (notons gue
par définition de Ry, N = URV), donc cthJ = (A, T,N).

Proposition 7.11.

Soit (A,T) une construction et soit ¢ : A(V) » H[A] un homomorphisme
d'algébres graduges. Alors il existe un homomorphisme de construc-
tions (a,t) @ Cy(V) > (A,T) tel que Hla] = ¢.

Ce résultat est analogue & la proposition 13 de [2] et sa démonstra-
tion semblable. Nous ne donnerons pas la démonstration, mais nous nous con-
tenterons d'indiquer la manieére de construire @ et T : si V a les généra-

< = ® : ; . 4F4 -
teurs xi en degré ni, A(V) E2[xi,ni]. Si ¢(xi) aiéaHi[A], nous défi
nissons a(xi] = a. L’ homomorphisme d'algébres

T @ Ez[x,n)(sPZ[y,n+ﬂ]*T est entiérement déterminé par t(x) et T(ykl. Comme
Ho[f] = K, il existe n eTO tel que n = 1<£HO[T]. On pose alors

t(x) = alx)In. T[yk) est défini par récurrence ainsi : tT(y) = T(y1] = b1,

1 1 k Kk

)

ol b, est tel que 9b, = a(x)n, et T(yK] = b o0 b, est tel que Bbk = a(x)bk_
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Considérons la suite exacte 0 > M' » T Q M-+ 0 telle que HZEM'} = K,
HH[M'] =0 sin#2 et HHET] = 0 pour tout n > 0. Alors (SM',I¢[] est une
construction. Far le théoréme 7.7 (qu'il reste & démontrer!}, HESM'J # U(MZ]

= szy,2). De plus Pz[y,ZB'est 1'algebre initiale d'une construction Cﬁ[U]
L

(cf. cas particulier p. 51). Ainsi (Proposition 7.11) i1 existe un homomor-

phisme de constructions (a,t) : szﬂ] > (SM',]é]) tel que

H[a] : Pé(y,Z] * H[SM'] est un isomorphisme. Pour des ralsons guil apparai-
trons dans 1l'Appendice, montrons gue o peut 8tre choisi de telle maniére

gu'il soit un homomorphisme de DGA-algeébres & puissances divisées.

Nous ldentifions d&s maintenant H[SM’] et Pz[y,ZJ. Soit ae SM' un cy-
i
cle tel gue [a] = y<&H{§M'] = P,ly,2). Nous définissons a(yzi) = v27 (a)

{1 > 0). En nous référant au corollaire 7.3, nous voyons que

o se prolonge en un homomorphisme d'algébres Pz(y,Z) -+ SM'. Soit

k = 2k121 (Ki€5{8,1}]. Le lemme 7.2 et le lemme 1 de [3] montrent que,

.
pour tout kK > 0, a(yk) = Oc({lyK ?i) = ‘ v kl(a) = Yk(a).
;2

Montrons que o est un homomorphisme de DGA-algebres : comme a est un
cycle, Yk[aJ en est un, donc aa(yk) - ayk[a] = 0. De méme, aa(yk] est nul
puisqgue la différentielle de Pz(y,ZJ est nulle (lemme 7.9). Montrons que
o commute aux Yk (k > 2)

i i K
1. ayk(yzi] = a{yklzil = YK 2 {a) = kaz (a) = v u(yziJ par le lemme 7.4

et 1’axiome B des puissances divisées.

i

: k..
2. Si m n'est pas une puissance de 2, Y [ym) 0 (lemme 7.4), et ym =YY,
J

- - . . . K
avec i,j > 1 (lemme 7.2}, Par 1'axiome 4 des puissances divisées, Yy a(yml =

"
n

kK k :
Y [a(yi]u(yj)) = 0 = oy (ym),

0

k K k . k Kk K.k
. 81 A , X { = oA = 1 =
3. 81 AeK, ay ( ym] oAy Lym)) a{A) ay [me alA)y a(ym)

i}

k K
Y [a[A]a(me) =y a(lyml.

K I‘,‘"' I"n
o ) = ;) =
4. oy (21si$nAiyiq Z?1+..+r :ﬁn' (lqu) oy [Anyn.
fn
r r K
- - 1 3 ) Ny ( = P\ .
zr1+..+rn=kY u(Aqu)...y Ct‘xnyn] Y aEZﬁSisn iyi)
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Ainsi, o est bien un homomorphisme de DGA-algébres & pulssances di-
visées.
Revenons a la démonstration du thécréme 7.8; nous avons & établir

encore un résultat intermédiaire :

Proposition 7.12.

Si A est 1'algébre initiale et N le complexe final d'une construction
et si H[A] = A(V), i1 existe un isomorphisme HN] & U(W) ol W est
1'espace vectoriel gradué tel que wi+] = Vi’

Démonstration.

11 suffit d’utiliser la proposition 7.10, la proposition 7.11 ainsi
gue la proposition 12 de [ﬁj. qui affirme que si (o, 7,v) est un homamor-
phisme de constructions tel que H[a