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CHAPITRE O

LIMINAIRE

Considérons une turbomachine guelcongue (fig. 1), si

nous voulons étudier 1'écoulement d'un fluide par?alt

compressible & travers ce systéme, il parailt naturel
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de le faire dans un référentiel T 1ié & le partie tour-
nante de la machine. Si on pose le probleme de fagon géné-
rale, 1esléquatione du mouvement du fluide ont la forme

2.1, 2.2, 2.3, 2.4, plus des conditions aux limites et des
conditions initiales. Ce probléme (en particulier sa réso-
Jdution numérique) est trop compliqué, raison pour laquelle

nous introduisons des hypothéses simplificatrices. Notre
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but est de ramener le probléme tridimensionnel & un
probleéme bidimensicnnel. En supposant que la vitesse

de rotation Q est constante, on peut faire 1'hypo-

these raisonnable quevl'écoulement est stationnaire. 51
toutes les données sont & symétrie de révolution, 1'écou-
lement est & symétrie de révolution st les lignes de cou-
rant se trouvent sur des surfaces de révolution, alors an
fait 1'hypothése que ces surfaces (de courant) sont connues

et on étudie 1'écoulement sur chaque surface séparément

Geci gradce & 1’absence de viscosité).

Dans le cas général on supposera connue une famille de sur-
faces de courant sur lesquelles s'écouls le fluide. Avec
ces hypotheses il est alors possible d'obtenir une relation
(I1.3.3) généralisant le théoréme de Helmholtz, disant que
pour un fluide compressible, barotrope, plan, % = constante
le leng des lignes de courant, o0 ® est le rotationnel de
la vitesse et p est la densité de masse. A 1’aide de cet-
te relation on abtient (Serrini1]) 1’équation bien connue
de la mécanique des fluides compressibles plans. Nous pro-
cédons de la méme maniére avec la générelisation du théo-
réme de Helmholtz et obtenons 1'équation (II.5.3) puis
(IT.5.12). Cette équation (II.5.3) avec des conditions aux

limites approprigées permet aslors d'étudier, de calculer

1'écoulement sur une surface de courant donnée (chapitres
111, IV et V).

Pour des considérations sur les turbomachines on peut

consulter L. Borel et J. Chappuis [1] et P. Suter [1],
Th. Bovet [1].



Dans T les équations de mouvement d'un fluide parfait

sont : (3. Serrin [13 ou L. Landau et E. Lifchitz [11).

L'éguaticon de continuilté

2.1. %% + divipw) = O

L'équation d'Euler

-
] > r
2.2, %o 1o Zd p e 20nd ¢ BAKAD)
dt P
Les deux derniers termes sont dues au fait que T n'est

pas galiléen.

L'équation de continuité de 1'entropie

ds _
dt

2.3. 0

LL'équation d'état

2.4, plx,t) = plp(xX,t),s(x,t))

3. Equation de Beltrami

Hypotheéses

3.1. s(X,t) est constante dans tout le fluide au temps
£=0 et par conséguent pour tout +t>0,.

3.2. f = -grad U ; f dérive d’un potentiel et est in-
dépendant du temps.
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De 3.1. on déduit que la pression dépend uniquement de
la masse spécifigueet 1l'équation d'état 2.4. se réduit

=~

a

S >
3.3. pix,t) = hip{x,t))

Un fluide dens lequel l'équation 3.3. est satisfaite

est dit barotrope.

La relation . permet d'affirmer 1l’existence d'une

. 3
,t) telle que

X4 W

fonction F(

3.4. (%grgd 0) (X,t) =(grad F)(X,t)

Par un calcul élémentaire on obtient

Q2%r?

3.5,  QA(XAD) = grad :

>
r étant la distance du point P (DP=;) & l'axe de rota-

tion de T

Déefinitions

2.2
3.6, VOLE) = UGG ¢ F(XLE) - F
3.7.  w(x,t) = rot w(x,t)
3.8.  H(X,t) = VI(X,t) + }|w|2(%,t)
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Avec 3.2., 3.4. et 3.6. l'éguaticn d'tuler 2.2. s’'écrit
d-} -> > >
3.9. E% = -grad V - 200w

Or on sait qu'avec 3.7. et une identité vectorielle connue.
l'accélération s'écrit

> >

Y
dw ow - > > > > >
= + (w.ogradw = whw + jgradjw|?+ —

3.10. EE—SE

Et avec 3.8., 3.9. devient

-
3.11. %% v (v 20w + grad H = 0
En prenant le rotationnel de 3.11. et utilisant 1'identité

vectorielle

O -> -> -> o - > > > > -
rot{afb} = a div b - b div a + (b.grad)a - (a.grad) b

et 1'éguation de continuité 2.1. on obtient 1'éguation de

Beltrami

3.12 o Dez | | dead rad| W
RER L 28 . g

Remarque (Théoreéme de Bernoulli)

Si on suppose que le mouvement du fluide est stationnaire
et tel que (w+28)Aw = 0 dans une région du fluide,
alors 3.1%. montre gue dans cette région H(X) est

constant.
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4. Equations des fluides parfaits en coordonnées curvilignes

Pour les notions relatives aux coordonnées curvilignes
on se reportera au livre de Lichnerowicz, Eléments de

calcul tensoriel, pages 78 et suivantes,

Soit (x',x2?,x®) 1les coordonnées d'un point M dans T

et y‘,yz,y3 les coordonnées curvilignes de M ,

4.1. x' = xl(yl,yz,y3) i=1,2,3
> d+

4.2 e, = 2% i=1,2,3
1 . 1
oy

le repére naturel en M ,

les symboles de Christoffel possédant la propriété

importante de symétrie
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+ . - .
Soit un champ de vecteur v(M) . Avec la convention
d'Einstein on peut écrire

4.6, V(M) = i) e, (M)
vltM) i =1,2,3 sont les composantes contrava-
riantes de v en M . La notion généralisant celle

de dérivée de champ vectoriel en coordonnées recti-

lignes est la dérivée covariante, définie par

si la dérivée covariante d'un champ vectoriel est
identiquement nulle, le champ est uniforme, c'est-
d-dire qu'il forme une seule classe d’'éguivalence

pour la relation d'équipollence.

Dans un systé@me de coordonnées curviiignes, la di-

.+ .
vergence du champ v s’écrit

. > i 1 3 - i
4.8. div v = v7,. = —— —= {V|gl|v]}
toVigl ey’

avec g = det[gijJ

Alors 1'équation de continuité 2.1. s'écrit

9P 1 o AT i 1 '2 3 :
4 9 ( - * A { lg‘ p W })(y :y ;y :t)=D
Vel oy |
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Soit @(y',y*,y®) un champ scalaire, le vecteur de

composante covariante E-% = Bk ® est le gradient
ay
de ©
. v
4.10 (grad ¢ = éi% gkl g.)(yl,yz.ys)
5 i
y
_ ki - Gk
avec g £io e

P

Avec ces définitions 1'équation de continuité de
1'entropie 2.3. devient
i

411, (== s + Wt =2 s)lyt,y2,y3,t) =0
3t ayk

La fcrme de 1'équation d'Euler en cocrdonnées cur-
vilignes ne nous sera d'aucune utilité. Exprimons
1’équation de Beltrami 3.12. Le premier membre n'est
pas autre chose que la dérivée totale absolue par

rappcrt au temps du champ $+2§ . En posant

0
> 0+2Q
4.12. (a = wp-)(y1,y2,y3,t) on obient
> . i i .
4,13, (9ayi o dal ,  kda_ ol ks 103
at 5t K k2
ay.

Et le deuxiéme membre devient :

o i .
414, (3 gradm?t = a" [ Bwk - rilw“}
oy
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Alors en égalant 4.13. et 4.14. on cbtient :

i i i
4.1 | 23 4 K QEE - &K ﬁﬂg - 0 i=1,2,3
3t >y oy
—).
—+ w20
a =
o




CHAPITRE 1II

ECOULEMENT PSEUDG-TRIDIMENSIONNEL

1. Hypothéses

Définition 1.1. Une surface de courant I est une

surface telle qu'en tout point P € Z 1le vecteur
vitesse du fluide en P, W(P), soit contenu dans le

plan tangent en P & I

Hypothéses

1.2. - Le mouvement du fluide dans T est stationnaire,
' -3-47 _,a_. =

c'est-a-dire que AT = 0

1.3. Il existe une famille & un paramétre S(y?®) de

surfaces de courant telle que

a) Tout point de la portion fluide considérée appartient
a2 une surface de la famille Z(y?)

b) Si x' = x;3 (yl,y2) i =1,2,3 |

-sont les équations paramétriques de la surface de
courant £(y?®) alors y!,y%,y® constituent un
systéme de coordonnées curvilignes

i i .
xT = x (yl,y%,y¥) i = 1,2,3,

avec y° = cste est 1’'équation de I(y?3)
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On appellera £ le systéme de coordonnées curvilignes
_ > > > N _ o
précédent et e;,e,,e3 scn repére naturel associé.

Dans E & cause du fait que vy® = cste est une sur-
face de courant la troisieme composante contravariante

de la vitesse du fluide est nulle et

1.4. (;)/. = \N'lgl + W2g2)(y1)y2:y3)

Définition 1.2,

On dira qu'un fluide est & écoulement pseudo-tridimensionnel

si
I1 est stationnaire.

I1 edmet une famille de surfaces de courant satisfaisant

~les hypothéses précédentes.

2. Existence d'une fonction de courant

Soit un fluide & écoulement pseudo-tridimensionnel.
L'équation de continuité est simplement div(pm) =0

et dans E elle s'écrit & cause de 1.4.8 et 1.4.

2.1. 5%1(Viglpwl] * s%g(v!g[pw%) = 0
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Considérons une surface de courant I(u) d'équation

2.2. j x' = xi (yl,y?) i=1,2,3 ,

{ (y*,y2) € D ¢ R?

D n'est pas nécessairement simplement connexe. Soit

% C D une courbe fermée, simple, rectifiable d'éguation

paramétrique
i i,

2.3. yo = o (s) 0<sg<sy i=1,2
@1 e c!
telle gue
2.4. xt = ><11i W¥s) , 9©2(s)) i = 1,2,3 0O<s<s,

sont les équations paramétriques d'une courbe % 1le long
de laquelle la vitesse du fluide est tangente. (%? est
l’infersection d’'un obstacle et de la surface de courant
Z(u). Enun point P €9 soient

>

-+ -

2.5. N =1e;, Aez2 : normale en P & Z{u).

> 1 2 -
2.6. T = %%— gl + QX_.EZ : tangente en P ag.

S ds

N > > —
2.7, n =TAN : normale 3 € en P et tangent & IZ(u).
En posant § = g;1895- gfz on a

_),
n ds = 0

2.8, 0(€) = § ——L—L'Ggp@’
' G
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Explicitons le calcul de ¢(4¢)

> d 1 5 d 2 -3 -> B4
n o= (S - '"{}‘/’51 ex) A (eihey) =
dy* > > dy? > >
}= ————gs (g2 81 - gi182) + "a}{; (go2 €1 - g12 82]

> 1Qy____2dy1 ‘
W.n 5[W ie W S

2.9. (€)= ¢ /!’g'Tp[wldy-’- i} Wzdy{J g
G

2.1, et 2.3. montrent qu'il existe une fonction de

courant ¥ = Yly',y%,y?) " telle que

o
B T
2.10
3 V)
5%2 =¥ Igl o wh

Remarque 2.1.

La courbe

2.11. y® = u
viyl,y?,y*) = cste.

est une ligne de courant, ou un ensemble de lignes de courant.
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3. Un invariant de 1’'écoulement

~

Considérons un fluide & écoulement pseudo-tridimensionnel

et exprimons dans E 1'équation I1.4.16.

i i
3.1, w2 kAW g i=1,2,3
3 k k :
y 3y
avec w? =0 gans E , on obtient pour i = 3
3 3
3.2 wh 2802 880 g

Equation montrant que a® est constante le long des lignes

de courant, d'ol

Théoréme 3.1.

Dans un fluide parfait, barotrope, & écoulement pseudo-

tridimensionnel, dont les forces extérieures dérivent

d’'un potentiel, on a

w3+208 " .
3.3. 0 = constante le long des lignes de courant

Une ligne de courant étant décrite par 2.11., on peut

écrire 3.3. sous 1la forme

3 3
3.4. -&_*52_9_ = Gly,y )

avec y = (y',y?,y?%)
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Remarque 3.1.

Pour un fluide plan, (i.e. les surfaces de courant
) -
sont des plans paralleles), avec & = 0 , 3.3. devient

% = ¢gste le long des lignes de courant.

Ce résultat est classique. (Voir J. Serrin [1] p. 152)

4. Equation de Bernoulli

Pour un fluide & écoulement stationnaire, 1’équation
I.3.11. s'écrit

4.1. (0 +2%) A w = - grad H

I

Calculons alors la dérivée substantielle de H
- - -+ > -> >
4,2, = =grad H . w =-((w + 2Q) Aw) . w = O

donc H est constante le long des lignes de courant.

Théoréme 4.1.

Bans un fluide parfait, barotrope, a écoulement permanent,

dont les forces extérieures dérivent d'un potentiel, la

fonction

> Y QZPZ

4.3. H = }|w| 5— + U+ F

est constante le long des lignes de courant.

U est le potentiel des forces extérieures et é gfgd p = grga F.
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5. Egquation de la fonction de courant

. 3 o . . " .
Donnons une expression de w° a l'aide de la fonction de

courant -

> > >

w = rot w d’ou

5.1. w? = -1:: [“§~ Wo - —é-wl} P
Al Loy y?

d'autre part : W, * g.. w? j o= 1,2

et avec 2.10. on obtient

Posons
hy1= E22 5 hao2a = 811 5 hya = -ga2

Alors l'équation 5.2., aprés avoir €liminé w? avec 3.4.,

s'éerit
2 5 hij w'i
5.3.] - 7§ 0 g Ly = Vel (o6 (y,y )- 207}
i,5=1 oy’ o/|g]

P

C'est 1'éguation de la fonction de courant pour un fluide
parfait & écoulement pseudo-tridimensionnel. Toutes les
fonctions apparaissant dans 1'équation 5.3. dépendent des

trois variables v', y?, y°?

IT
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Pour la suite de ce paragraphe on suppose que les coordonnées

curvilignes vy!, y?, y?® sont telles que

g12 = g21 = O alors gn posant

hll = h1 et hzz = hz) 5.3. devient

hi lp’i

i=1 ayi p»fl_g—[

b= Vgl 6,y 1-20%)

Il est aisé de se rendre compte que tous les résultats de

la suite de ce paragraphe sont encore valables pour 5.3.

Avec 2.10., 5.4. s'écrit

2 . . ’
5.5. -3 9.1 2l Y - 0,y Wyt D, awW, =p/lglipG(Y,y)-20%)
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On veut éliminer 0,3y et 0,2 de 1'équation 5.5.
On effectue ce calcul en utilisant une méthode
semblable & celle de J. Serrin [1] pages 191-132.

On part de 1"éguation de Bernoulli (4.1).

-5
5.6. (9+20) AW = - grad H
> Q%r2 + U + F
H= 3jw|? - —7§*
1 -> ->
B grad p = grad F
On définit
c? = %% : vitesse locale du son.
_ 2 2
Alors avec U - L ; =y, 5.6. s'éerit
> > -> (32 > > > 12
5.7 (w+2Q) Aw = - 3 grad p - grad u - grad 3 |w]

Une identité vectorielle donne
2 2172
‘glngrgd l%%— = grad lgi%—¢ﬂi~ -]g]plwlzgfgdp -
—»2'
- p? l%%* grgd g

Avec 2.70. on obtient

2 . 2 .
+ -
lele®[91® = fefo®C 2 guu)®) = 2 hy(v,)?

II



& condition que 1l'on ait calculé les deux premiéres composantes de

(0+28) Aw
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Alors 5.7. devient
- - - S
5.8, (w+20)Aw = %((&)2— c?) grad p - grad u
2 S
> ’ >
- grads I h-(¢,.)2+l!”grad1nlg
2 Lo 1 1 2
p?|gl i=1
d’ol
+j - -1 .= > -> -
gzgg_e = (jw|? =c?) " {(w2 Aw + grad u
5.9. ) N
- 2 2 - .
R grad 3 & h. (,.) - lwﬁ gréd In |gl}
20 1 a1 1 2
o*lg] i=1
Cette relation permet 1le calcul de p,; et p,»

-5
Soient deux champs vectoriels 2 et b alors
> . .
(3ab), = 3 Vgle. ., (adpk - afpd)
i ijk
1 si (i,j,K) est une permutation paire de (1,2,3)
€::p = 0 si deux indices sont égaux
ijk :
-1 si (i,j,k) est une permutation impaire de(1,2,3)

avec cette

C(o+29) Aw)

((2+22) AW) ,

Avec ces résultats,

reéegle

- Vgl (w3+20%)w?

gl (w3+203)wt .

l1'équation 5.5. s'écrit
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~> v 2 h 1!" _)
5.10. (|w] - ) {/]gl G oy )-20° Je o+ I3, =
e
4
/gl (w? +293]Lm Wy W wz)+-—- (~wy 9, Z h(w ) +1y 3y Z h (w, )2)
2¢%lg i=1 j=q t

>
-[%|2(~w2811n|g{+ w1321n|g|) + (-w281U_+ W1ogU )

d (w,. =

(¥,.) h
. i
i

H ™MN
—

™o
™M~

205 oy Yoy

i

Groupons dans E.10. tous les termes en V,. .

ij
. o h,
5.11. 3 (|w - 2){ z —y,. i1 L v ¥y,
lg] P Igl i=1
2
Wi .Z hl 11):1 lp;lz} =
i=1

(e2-[w|2) /el (oBwy®) - 2021 + [P Ve[ (wP+20® ) +

N .
iglz (w231 In fgf - wid2 In |g} ) - (wpd) u = wyd, w)

1 2 2 2
)+ ~wz2(w,.]81hi+w12(x!),1]282hi)

+(c —]w]zl(-— Z w,l s i
i »’Igl 2¢ g =1 i=1

Calculons par exemple le coefficient de ¥,13

w,ll(—-(lwlz—cz) oy Wy hi ¥ s ) et avec 2.10.

i Ael  o?lgl

(ww; - c?)

Yo —
o/lgl

et 1’équation 5.11. s'écrit finalament

1T
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5.12. hl (Cz‘XA)}‘\A'j()\}‘,’, 11"2W1W213,',12+h2(CZ'VJZWZ)W, 20~ f(p,lp,ll),l ,\[),2 ,8)

C’est une .équaticn quasi-linéaire d’'ordre deux. Examinans
son type en calculant le discriminant de la forme quadra-

tique du premier membre de 5.12.

2

hy(e?-wlwy dh, (e%-w2w,) - (wiwp)? = czhlhz(cz-|x|2)

Comme h,, h, et ¢? sont des fonctions positives on ob-

tient un résultat classique
1’équation 5.12 a le type
elliptique si |w|2? < c?

"hyperbolique si };]2 > g2

6. Enuation de la fonction de courant dans des cas particuliers

B.1. Surfaces de courant planes

Hypothéses

Les plans x® = u sont des surfaces de courant.
Q =20

U = (0 : pas de pesanteur

Alors gi1 = €22 = 833 =/|g| =1, gy = 0 14

II
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Sous ces conditions 5.12. s'écrit
2 _. .2 2 25 40, -
(c®-wil¥,iy - 2wiwa ¥, 12 * (c°-w3) Y, =

-3

= -ple?- jw|)eGw) - plwlw
1 2

car w! = w =0, w?=uw

De plus on sait que G,y ) = % d'od

B.1. (Cz-wi']l}/,ll - 2wWaiwaol, 12 (Cz*wg)wl,zz = - pczw

Cette équation est elle aussi classique
en mécanique des fluides compressibles.

(3. Serrin [1] , p. 191)

B.2. Surfaces de courant de révolution

Hypothéses
Q2rp?
al] U =0 pas de forces extérieures, alors u =- 5
b) Lles surfaces de courant Z(u) sont de révolution
d'axe £
3 ->
On choisit 1'axe rectiligne 0Ox parailele &8 Q .
Les équations de la surface de courant Z{u) sont
1
X = I cos @
B.2. x% = r sin @
. X3 = 'F (P)u)
y!' = r, y2 = @, y¥ = 4 constituent le systéme de

coordonnées curvilignesdont le jacobien est




~ 25 -~ ch.

’ cos @ -r sine@ O

5.3. J = | sin ¢ 1r°Ccos C = b # 0

";r E i
en posant
6.4.2—?—=%§=%;g§3=%{—=b;1+%=1\

Calculons les g,

gin = A giz = g21 = 0
6.5. €22 = T2 g23 = g32 = 0 -
= bz- = = .t_).
£33 H g31 F gi13 =
A
b
A 0 5
£.6. g = 0 r? 0 = r*p?
b h?
A

Calculons §©° connaissant © (0,0,90)

> >
QI=QEI=%,92=D,93=QE§3—Qb
d’' ol

19 A 9
6.7. Q¥ =g¥ Qivg®?®Q,y = - S X’* Bz £.b = b

Avec ces relations 1'équation 5.12 s'écrit

r2(c2-w'w 1, + A (2w ¥, - 2w w i, =
S & rr © o TP e

l Pro_ 2 2 - 02 _
6.8. {= (2|w]2- e%) + ¢ 3. Inb - Qr}y,
78
- {w,i ar‘A+ 2r W:z I +
¢ Zpr‘?_bz

+ 20pr2b2(c?- w2 ) - p?r?bZc? GlY,y)

I
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et 1'équation 5.4. s'écrit
Ty, Ay,
] Iy J o - (T 7 4

£.9. g;{*—p”b“- } + B-ai orb } = DI"bG(q} Y 207
Considérons le cas ol les surfaces de courant
Z(u) ont des équations de la forme

x?7 = h{x®,u) cos o
6.10. {x2 = h(x%,u) sin o

w3 = 3
vyl o= o, y? o= x® y® = q
Pour u = cste, Z(p) west une surface de révolution

Avec ces notations le jacobien de 6.10. est

J =dh # 0
et les gij
g11 7 h? 3 gi12 = g21 = 0
d
g22 = T i B23 T B32 T ? ;
6.12. '
g5 = d? ;3 gi13 = g31 = 0 3

1T
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Calculons 0% connaissant 5(0,0,91

Q

3 . .32 - i

6.13 Q g Q2 vd
2,2
De plus wu = —§l£L—

Avec ces relations 5.12.s'écrit

3

s O 2.2 _ X -
T(c?-w %p)wkp@ + h*(c”-w Wx3)w’x3f

) 2 2
2W W 3V, 3*{"1‘ (02‘2!{;‘2)" ‘dq'z‘ - &ﬁ} U, 3

@ X7 TeX yd Y X
.14
v, 3 .
X 2h arT
+ — {q)lxs Y lp z 8)(3 } +
2ph?%d? 7O
 A20242 2 2 d 2_ 1212y -
p?h?d?c?G(yY,y )~ 2Qph 5 (c*-lwl?) = @

Ty, 3 hzw,xa
6.15. = {—21}+ { }= - phdG(yy)+20 =
ax3

s

o)
o
[

=<

6.3. Un cas particulier pour la famille Z(u)

Dans les calculs pratiques on considere que le
fluide s'écoule entre deux surfaces de courant
£(0) et Z(1) . On prendra alors comme surface

" de courant Z{p) 1la surface donnée par

6.16. T(u) = ur(1) + (1-u)T(0) u € 16,11
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Sous cette hypothése cherchons 1'éguation de la

fonction de courant dans le cas 6.2. :

X' = r cos ¢
Xx° = 1 sin @

x3 = f(r) + (1-w)k(r)

fir) = f(r,1) kir) = f(r,0)

on a

I

uf'(r) + (1-p)k' ()

o
]

f(r) - k(r)

7. Signification de 1la fonction de courant

Considérons un morceau de surface 2

limité par deux surfaces de courant Z(u;) et

£(u2) . Les équaticns paramétriques de T sont
i

7.0, xb o= xTlyl(t), y2(E),p)  OsEgt L, pySugi

Calculons le flux de pm & travers I ,

7.2. (%) = | pw.dG .
b
>
Calcul de do
1 { o U1
> th R . > P N
El = atxz = at_\/l é1+3ty282 H E2 2{ auxz =8,
9, x3 3
tx Bux J

11




> S

7.3. do = EABLdt du =(2,A o, 3,y 2l B30, y?)dt

> > > SR >
7.4, wdo= (wle; + w?ep).do =

= (wlatyZ“ W2 atyl) {gl,gz,gg]du dt
> > > >

> >
[81, 82, 83] = B (BQA 83) .

En utilisant les relaticns 210 on obtient :

l UZ ! 1 2 [g1ig2:g3]
7.5. 6(n) = [op [ 2L L 3 3y, —— dt
o ay! ot ay? ot /g
Or [g11g2:g3] = ‘|g!
Ha 1
d’ ol o) = [au %dt
23] 0

et on obtient la formule :

Ha

7 .6. () = [ { vy (1),y2(1),u) - Plyr(0),y*(0),u)} du
1331

Cette formule permet, sous des conditions & préciser,
de déterminer les conditions aux limites pour la

fonction de courant.




8. Un probléme aux limites

On particularise le fluide parfait en choisissant pcur

1'équation d'état 1.3.3. ; 1'équation des gaz parfaits

B.1.  p(x,t) = ap'(x,t)
a et y étant des constantes telle que

8.2. 1<y<2

Dans T on considére un gaz parfait & écoulement pseudo-
tridimensionnel. Scit &(p) une surface de courant de
la famille définie en IT.1. Les équations paramétriques

de cette surface sont
8.3. xt = xM(yl,y2, ) i = 1,2,3 ;5 (yl,y?)EDC R ;

D étant le domaine de définition des fonctions x1 . On

suppose gque les fonctiaons x1 sont trés réguliéres i.e.
1 L, = .
8.4, x~ € C(D) i=1,2,3 ; 22
Sur D 1les Tonctions suivantes sont aussi définies (4.3.)

8.5. g., = gij(yl,yz,u) i,j = 1,2,3 ,

B.6. g = det(gij) ,



On suppose que le fluide est absolument irrotationnel

sur Z{u) , c'est-a-dire gue

w3+293

5 =0, (y',y2) €D, y®=um

Cette relation exprime gue la troisieme composante

contravariante du rotationnel de la vitesse absolue

N,
(dans T ) est nulle.

On sait (2.2.) que sur X(u) 1le mouvement du fluide

est décrit par une fonction de courant

8.8. D3y, y?) ——s Yiy',y?) € R

IT

Et sur Z(u) 1’équation de la fonction de courant 5.4.

devient avec B8.8.

LI , = 2/]gla® , (y',y?) €D
i=1 itp
3y g »
Si g1, # 0 5.3. devient
2 h_..l',)). —_— _
8.9. 9 A Ay L o/Te 9%, (yv', y?) e D

ii=12y?  o/]g]
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Le théoréme 4.1. devient, avec 1'éguation d'état 8.1.

et en supposant que U = 0 {(pas de pesanteur)
' Q2p? ay _Y-1
8.10. H= tlwl? - 5 + " p

est constante le leng des lignes de courant. Alors on

fait l'hypothése que
8.11. H est constante positive sur X{u)

Transformons 8.10. en‘utilisant l1a fonction de courant

définie en 2.10., on obtient

2 . 2 .os

>0 _ 1 - J l: 1 % \
8.12. lwi _i§1 W idg1 gUVIM/ 57T i nﬁw,iw,
et '

' 1 2 Q2.2 . _
813 H o= By hy gy - e Y
20% g

p dans 8.9. est, comme on le verra plus bas, une fonction

2
de qi ?J§1 hijw’iwﬂi’ donnée explicitement par 6.13. et on

note p[qi) la valeur de cette fonction. Au paragraphe 2.5.
on a vu que l'équation 6.9. est elliptigue si 1&\2 < c? ,
condition qui s'écrit aussi

2

Y+ 2
-4--- v oE F s
8.1 LJ§1 hljw 1w‘]<ay lg! 0 (qw)

Alors on pose le

Probleme 8.1.

Etant donné ¢ : 90 — IR , existe-t-il une fonction

Y: D — R satisfaisant 8.9. ,6.13.,8.14. et Plog =@ ?




~ 34 - ch, II

9. L'équaticn de Bernoulli

Etant données les constantes a > , 1<y<2 , H>0 et &,
ety es2

l1'équation de Bernoulli pour un gaz parfait est la rela-

ainsi que les fonctions g,hiie
tion

g% (x)
2p% (x) |g(x) |

liant les deux fonctions

.__>IR+

+
_9.]}?

ol ol

9.1. montre que q° est une fonction de x et de o
9.2. q?(x) = fonction (x,p(x)) = g?(x,p(x)) x €D .

On définit la fonction I

et 9.1. s'écrit

2 y-1 vy-1
g.4. q_{x) v 2 [ p(x) - polx) ] = 0
2p%(x) g (x) ]

Considérons un point xo0€ D , 9.4. définit une fonction

Q®: I = Ip_(xo), polxe) 1 — R

‘par




Y-1 -
9.5 q?(p) = 2p? ]g(xolll¥% [polxy) - DY Y p €I
> 1

= [, -1 .
avec ps(x) [Y+1] Y=-1 polx)
on vérifie gue pour p= p_ on a lw| = c?
Proposition 9.1.
La fonction g® : I—=R' définie par 9.5. est décroissante et
concave dans I .
En effet

. y-1
d _ 2p]g(xg) lay ) oy-1

9.6. 3o q(p) = - 200({xo)~ (y+1)p _

est négative dans I
et

d {d ay -1 Y- 1
2 _ . '
9.7. d—p'(EE (D)]—2|g(X03|—Y_1 2pg(xo)-y(y+1)p

est négative dans I.

Proposition 9.2.

La proposition §.1. montre gque 1'application 9.5. posséde une

application réciprogue :

q? F—= pl(qg?)
§.9. p : I = [U , qz(ps(xo))[ ~—4e>]ps(x¢) ’ Oo(xo)]

décroissante et concave.




Proposition 8.3.

Soit g2 : I — R 1'application 9.5., alors

v-1

2 )
g.11. a-led < avyp

Dzig(xo)

Réciproquement si p > 0 donné et

a - y- v-1

gq? = 2p? lg(xol{ ?{% [po (xo)-1p } satisfait 9.11.
alors p € 1
Démonstration
g g?(p) s'écrit aussi
dp

2 ) -1
T q?(p) = 5 (q2(p) - p2lgixg)] ayp ¥ ')

Cette fonction doit &tre négative dans I, d'oU 9.11.

La réciproque est évidente si on remarque que le graphe

de q2(p) est de la forme :

2(p)
) pz!g(xo)l l
a(p) Sa v-1
St >ayp >
-1
p?|g(xq) | G lo) oy

\ -7 02 glx )

e
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Les propositions 9.1., 9.2. et 9.3. sont valables

1.
guelque soit xy € D et ces résultats sont donc justes
pour les fonctions p et q2 définies en 9.1. et 9.2.

a condition que

p + B —+ R  satisfasse

g.12. p (x) € Jpg(x] ; po(x) } Vx €D

Définition 9.1.

Si 9.12. est satisfaite, on dit que p (ou]wl)

est subsonique dans D

—_ +
En résumé, si la fonction p¢: 0 — R est subsonique

dans D alors

9.14. g {x,p(x))E€ [D , q¥ix , pS[xD[ ¥x € D

et de plus
g2 (x,p(x)) v -

g.15 2 < ayp(x) ¥x €D
p?(x)]g(x)]

De plus si s est une foncton s : B — R" telle que

s{x) G[O , 92ix , pq(x))[: Vx € 3 alors il existe une

fm

fonction unique p D ~-—¢=~]R+ subsonigue dans 0 telle

que s(x) = g?(x , p(x)) .
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Calculons la dérivée par rapport a ¢ = qz de la fonction
% avec p définie en 9.9.. En utilisant l'équation de
Bernoulli 9.4. on obtient
9 1 1 . i
9.16. = [ —=< 1] = 3 pE€lpxlp(x)T .
d (g) - 3 -1 5770
Soe 2lglo”  ayp V- 5
lgle
I1 est inmédiat que si ST A alors -§% [E;ggT ]— o . Ce

fait et les résultats du chapitre III justifient la définition

suivante

Définition 9.2.

Soit A € [0,1] ,

ol

. 2 Y -
psA(X) = [ —“—T“f“] po (x) ¥ x €

AX) = {plp(x) € [pS (x) , po(x)] , ¥ x € D}

A
Alors la dérivée 2 [~—1—] p € Lp_,(x) Po(x)] est
| g TplE) 7 sA rore
bornée et on a
g.17. B g ez 1 ) 1_1 - A
28 plE)  201-3)  2lgled, et ay

pe [DSX ’ po]

£
lg|p?

L'estimation se fait en remplagant dans 9.16.

par
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sa valeur donnée par 1'équation de Bernoulli, on obtient

3 101 (1) 1

9.18. —= ) =
0 p(&) -1 -4
=l 2lglp® A e yp T 20,
2 (—Mi— est une fonction décroissahte de p ui sur
3 "plg) q
e , +pel prend son maximum pour p = p_,

Définition 9.3.

p: 0 — R est A-subsonique, A€[0,1[ , si p € A(A)

g?: D —;4[U,q2(x,psx(x))] ¥ x € D est A-subsonique.

Une fonction ¢: D — IR est A-subsonique si

2(x) = -3 ique.
g“(x) i,j§1 hij(x] w,i(x)w,j(x) est A-subsonique
Posons :

ay Y- Y-
= 2 _—— =
9.20. Q(x) | ZDSA(X)|g(X)| - [po(x) psk (x)1]
Q : D —R

Définition 9.4.
On définit des ensembles de fonctions A-subsoniques

V, (@) = v e @ 0. .3, h., ..U, .< O}

= 9 - . _
Vv w(D)~{w € CT(0) Y|,y = 0,0 € Vg,

. @, vro €V, , (@)

£,
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Proposition 9.4,

Les ensembles VQ,A(D) et VQ,X,Q(D} sont canvexes.

Démonstration

Introduisons les notations suivantes

Soit vy € D, n, Yy deux fonctions réelles.

2
8.2%. ((n,y))ly) = ; j§1 hij(y) n,.

) i(y] w,j(y) .

A cause des propriétés de hij(y), ((+,+)) est un produit

scalaire de R?* et [+ [(yI=C(-,.)})(y)} définit la norme
associée.

Avec cette notation la définition de V, X(“D'J devient

V£ A(ﬁ) = {yp € CQ(D) : 0 < [uvlt(g) ¢ VQ(y)} et cet ensemble

est convexe, car si ¢¥,n € Vp A(E) ,

Dty + -t)n[y) <t vy + (1-03[n [ (y)< /GyT , donc

ty + (1-tIn e vV, (D)
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CHAPITRE III

EXISTENCE ET UNICITE DE PROBLEMES D'ECOULEMENTS
PSEUDO~-TRIMENDENSIONNELS

1. Introduction

Le but de ce chapitre est de poser convenablement quelques
problémes relatifs & la mécanique des fluides compressibles
subsoniques, bidimensionnels et psecudo-tridimensionnels.
Une des difficultés provient du fait que 1'équation de 1la
fonction de courant (sur une surface de courant donnée
I1.8) n'est pas toujours de type elliptique. Par contre si
on remarque gue 1'équation est de type quasi-linéaire,
sous- forme dvergentielle. et "monotone” dans la partie sub-
sonique, on simplifie considérablement les problémes. On
poufra par conséquent poser les problémes sous forme va-
riationnelle de deux manigéres différentes. Soit sous
forme d’'inéguations variationnelles dans le convexe des
fonctions subsoniques, soit modifier 1'équation en la
rendant partout elliptique et alors on aura des équations

variationnellies. Au §2 on expose les théorémes constructifs

relatifs aux équations et inéquations variationnelles. Il
semble que ce soit Zarantonello [1] qui le premier ait
utilisé ces méthodes. Browder, F.E. [1] signale 1'existence
de méthodes constructives pour 1’'obtention de solutions
d'équations pour des opérateurs fortement monotones et
lipchitziens. Petryshyn [ 1] a aussi utilisé des mé-
thodes analogues pour résoudre certains problémes iinéaires
et non-linéaires, ainsi que Brézis et Sibony [1] et

Sibony [1]. Pour une théorie générale des problémes non-

.1linéaires on peut consulter Lions [1] et pour des applice-
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tions & la physigue et & la technique des inéquations
variationnelles on peut consulter Duvaut-Lions [1] et
Baiocchi et autres [1). Au 84 on expose le probléme de
Dirichlet, au §5 le probléme de 1'écoulement d’'un
fluide autour d'obstacles et au 86 quelques problémes

typiques relatifs aux turbomachines.
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2. Equations et inéquetions variotionnelles dans un espace de Hilbert

Scit H un espace de Hilbert réel de produit scalaire (.,.)

et C un convexe fermé de H. Soit T une

et de norme || °
application (non nécessairement linéaire) définie sur C a

valeur dans C

2.1, T:C — C

T est lipchitzien dans C si 11 existe une constante U

tel que

2.2 T -Ty) [Isu [[Y2-vy |l YV Y,,9; € C

T est strictement contractant dans C si uy < 1 . Dans ce

cas on sait que T a un point fixe unique dans C

T est fortement monotone dans C si il existe une constante

v >0 tel que

2.3. (TP =T(P1), Yoy I3V [ Ya-vy || 2 Vo,

m
(]

On désigne par PC le projecteur de H sur C

Soit Y € H , la projection f%wEC est caractérisée par

(Stampachia [1] p. 104-105)

2.4, (P $-¢9, n-Pv )} = O ' Vne C
c C

De plus PC est contractant dans H, c'est-a-dire qgue

2.5. ”Pcwl‘Pcwz s flva- w2 |l VY ¢;,P2 €H
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Théoreme 2.1.

Sait T : C —C wune application lipchitzienne et fortement

monotone dans C . Quelqgue soit k€10, %%] et fEH ,

l'application

2.6. R : C —C
Y —R(Y) = Pc{w*k(T(wl—F)]

est strictement contractante dens C , c’est—é-dire.que R

vérifie :

2.7.  |IRW-RO N sk Jwa-vall 5 0 <k<1 3 V p,,9, €C

avec

2.8. K2= Kk?u?2 - 2k v + 1

Démonstration (Auslender [11)

Calculons || R(Y)-R(¥; )2 en utilisant la propriété 2.5.

du projecteur PC de H sur C .

IRz -REpIP=]IP 1w, -k (T (92)-F)1-P_ [y -k (T(41)-F) P <
€ [Wa-k TWa)- W3-k Tpy)) H2v=

= |wa-ul)? +K2 HT(wz)—T(wl)Hz - 2k(TW2)-TW1), 2 ~Py)
Avec les hypothéses 2.2. et 2.3. on obtient

IR(WI-ROWIZ ¢ (1+k2u? -2kv)fjy, -9, 2

et la conclusion est immédiate.
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Théoreme 2.2.

Si T est fortement monotone dans C et si 1'ingéguation

variationnelle

2.9. pec , (T{y), n-v) > (£,n-y) Yyne C

a une solution, alors elle est unique.

Démonstration

Soit ¥, et VY, deux solutions de 2.9., on a
(TOr)s Va-¥y) 2 (F, Y- ¥y)

(T ), vp-y) 2-(F, Y- ¥y) ,

d’od avec 2.3. '

0 2 (T =T, vo-v1)3v Y-y, |

d'od o= ¥, .

Corollaire 2.1. {(des théorémes 2.1. et 2.2.)

Sous les hypothéses du théoréme 2.1., 1'inéquation variationnel-

le 2.9. a une solution unigue donnée par le point fixe de R

Démonstration

L'unicité résulte du théoreme.2.1. Pour 1l'existence 1l suffit
de montrer que le point fixe de R est solution de 2.9.. Ceci
résulte en particulier de la propriété 2.4. du projecteur de

H sur € . Soit ¢ 1le point fixe de R on a
2.10. Y = PC [Y-k(T(yY)-F)]

en utilisant 2.4. on obtient

(W -[ ¢ -k(TWI-F)1 ,n -y) > 0 YnecC
d’od
(k(T(W)-F), n-y) > 0 YneC

et la conclusion est immédiate, car k>0




Corollaire 2.2.

Sous les hypothéses du théoréme 2.1., avec C = H , le point

fixe de R est solution unigue de 1'équation
2.4, TY) = £ .

Démonstration

Il suffit de remarquer que

(T(P)-f, n-y) =0 VneéeEH < T = f

Considérons le cas o0 C =V est une variété linéaire affine

fermée, V est de la forme
2.12. Vo= o+ vt oy ey

V¢ &tant un sous-espace linéaire fermé. Alors 1'inéquation

variationnelle 2.9. est équivalente & 1l'équation

Z.13. v EV , (T(y) , n-yv) = (f,n-¢) ¥ ne e

qui elle-méme est équivalente &

v
2,14, § eV, (T(P+p®),m = (F,7) vonoe v
A l'opérateur T : V —> H on peut associer 1l'ocpérateur

T i v —s H déefini par

o,

2.15. TP = T(P+v®) , voev fixe , Ve VO

n
et les propriétés 2.2. et 2.3. pour T deviennent pour T
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VoA, oy NN, ny \
2.16. NTW)-TW) || € wllva-vy |l Y ¢1+$2 e Vv’
K Ny vy oA Ny
2.17. (T =T ), Ya-Uy)3v Woo ¢y 12 ¥ 90,0, € VO,
Corollaire 2.3
Sous les hypothéses du théoreme 2.1., avec C =V et

p%€ vV fixé, la solution unique de 1'équation 2.13. est

N "
donnée par ¢ + Y% o0 P est le point fixe de

B v — O
2.18.
¥ — R(D = PVO['(b—k(%’(%--HJ

od PV° est la projection orthogonale de H sur VO

Démonstration

17. et le corollaire 2.1. montrent que le point fixe

2.16., 2.

"\ Y . . .

Yy de R VP — V% est solution unique de 1'équation
N 0 voa N n 0

2.19. ¢ € V°, (T(y)-f,n) =0 ¥n €V

donc de 2.14. et w + y® est solution unique de 2.13.

Remargues

2.1. La solution des équations et inéguations variationnelles
est donnée par la limite de la suite

2.19. $o,q TR D . n=0,1,2,..., Yo €C

gui pour k convenablement choisi converge fortement

dans H
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Le carré de la constante de contraction de R

donnée par la démonstration du théoreme 2.71. est

2.8. et ¥ prend son minimum pour Kk = ﬁ% et vaut:
21
2.20. K = (1 'T\j‘*z)z

On a les estimations classiques

2.21. Nw-v, || < 1—;—5 we =RWe) || »

k"
2.22. “wn-w H < < o= R(¥g) “ ’

2.23. H]\bn"d) ” < § si n> ._._/l___'en §(1-r)
' Ho-R(Wo)l

£nk

R
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3. Espaces NeCas [1], Fichera [1]

| _
Soit D un domaine borné de E%k , de frontiére 9D

C!  par morceau.

H!(D) est l'espace de Hilbert obtenu par compliétion de

C'(D) pour la topoldgie définie par la norme

P

3.0 il = Ulwll® +
H1! d

H

T

1
Slvx)]2dx)*®
D
Le produit scalaire de H'(D) est
3.2 (co,w)H1 = [cp,wJLz *

ou (w,w)Lz = [ o(x)p(x)dx
D

On désigne par He (D) 1la fermeturs de

{y € Cl(ﬁ);WlaD = 0} dans H!'(D)

N 1
3.3 lpll.r = (2 |jv,.l?2 )* est une norme dans H} (D)
Ho . 1% 2
i=1 L
équivalente 3 H'”Hl . (Inégalité de Poincaré)

Soit TC3aD tel gue mes(T) # O
pour WEH!(D) on peut définir la trace de ¢ sur T,
(notée w{r) et an sait gque w{r € L2(T) . Alors il existe

une constante ne dépendant que de D telle que

¢

g
Ni—

3.4 |yl < constante (S|y(x)|?ds +
H T
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et par conséquent

[ NIEd

3.5, el = Ulveal?ds + &y, |12 )
T 1 o

i=

définit une norme sur H!'(D), équivalente & la norme

"

HY

On désigne par

3.6.  HY(r,n) = {v eH!' (D) sl =03

H1(I',D0) est un sous-espace fermé de H'(D) et par conséquent
un espace de Hilbert de norme éguivalente & 3.1. ou 3.3. (a

cause de 3.5.) et de produit scalaire :

3.7. (@,y) =

(1 e s

On a de plus
3.8. HY (D) ¢ HY(I,D) C HY (D) et H) (D) = H'(3D,D),

alors H!(D) = HY(T,D)

[t
Q

et si mes (T')
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4. Probléeme de Dirichlet pour les fluides compressibles

Cansidérons le probleme II1.8.1. et énongons-le d'une maniére

un peu différente.
Tout d'abord nous effectuons le changement de notation suivant

2

4.1, r(P) = q?(y) = S h.. U,. Y, .
i,3=1 0t

Probléme 4.1.

Etant donnée @ €V, , (D) (définition II1.9.4.), existe-t-il

6 EV, " (D) satisfaisant

2 ..(6,.+CD,.
4.2, - 3 Al 11y

1,51 ayd /gl plrie+e))

= f dans D

\ )
4, 2. L'information sur les conditions aux limites est conte-

4.1. La fonction de courant cherchée est :y=0+ € V,,

nue dans @

4.3. Dans le probléeme II.8.1. on exigeait que ¥ soit subso-
nigque. Dans le probleme 4.1. on exige que ¢ soit A-sub-
sonique. Les raisons de ce choix apparaitront ultérieurement.

4.4. Enoncé sous cette forme, le hrobléme 4.1, n'a en général
pas de solution.

4.5. En particulier on peut avoir £ = -2V |g{93.
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Proposition 4.1,

Si 6 est solution du probléme 4.1., alors elle vérifie

2 h.. 6,.+0,.
4.3, . I ENRNE S
i, j=1

n,.dy =

- [ fndy ¥ ne Ct(D)n HE (D)
D/|g| plr(er@)) 9 D :

Démonstration

Par hypothése, hij € C'(D) , g—1 ect (D),
p l(r(o+@)) € C'(D) VO o€V, o (D)

"ij 6, 0, _
Ainsi e € C!'(D) et les apérations suivantes
Ylg| p(r(6+g))

ont un sens

Multiplions les deux membres de 4.2 par n €Cl(D)NH}(D)
et intégrons. En intégrant par partie on obtient le résultat

cherché, car les intégrales de surfaces sont nulles.

Au lieu de chercher la solution du probléme 4.1., on cherchera

la solution des problémesdu type 4.3.

Eﬁendons la définition I1.9.4.



Definition 4.1.

Soit D un domaine & frontiére C! par morceaux et I'C a0

avec mes(I)#0 . Soit BQ{x) 1la fonction définie en 11.9.20.

Alors on définit

Kl,k(D) ={y eH* (T,0) : Ogr(y)<Q , p.p. dans D},

Ki o éD)={w EHI(D) ¢ P+ € Ky x(DJ , @ EKy k(D] dannée}

Proposition 4.2.

Les ensembles K, A(D) et K, ) q)(D] sont convexes et fermés

dans H'(T,D)

Démonstration

Pour la convexité, la démonstration est semblable & celle de la
proposition II.9.4. Mcntrons gue K, A(D) est fermé dans

H'(r,D) . Les hypothases faites sur hij montrent que

2
Py — r(y) = T oh.. U,. V.
i,5=1
gest une application continue de H'(T,D) dans L%*(D) . Soit
-{wn 1 C K, A(D) une suite convergente vers ¢ € H!'(T,D)
n=1 " ’
Montrons que ¥ € K, >\(D] . La suite r(wn] converge vers

r(y) dans L2*(D) , donc il existe une sous-suite de
{r(wn]} , {r(wm)} qui converge presque partoutvers r(y) . Mais

O<r(¢y ) £Q@ p.p. donc Osr(YP)<sQ@ p.p. et P € K, X(D)
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Définition 4.2.

Considérons la forme linéaire en 0N

2 i h.. 0,.+0,,
4oa. |F) = & Loemd s, dy 0 BEK o0}
1,3=1 Vgl olr(8+g)) T

F: H(D) — R

F est définie et continue sur H§(D) pour tout 6€EK, A @(D)

Donc le théoréeme de Riesz permet d'affirmer qu'il existe une

application

4.5. T : Kll)\’(p——»H%(D)

tel que

4.6 (T (8),n) 1= Fln) vne H; (D)
: 0 .

Propriétés de T

Proposition 4.3.

T est fortement monotone dans K (D) , c'est-a-dire

Lo,

(T(ez)“T(el);ez”el)H}) Vv [[62-61 HZH% Y 6,,0, € Kl,)\’(p(D]

L4
avec v = min [ —— :} ;
y€D gl oo

Aly) = plus petite valeur propre de (hij(y))

Proposition 4.4.

’

T est lipchitzien dans K, A»@(D), c'est-a-dire

(D)

“T(ez)‘T(el]”Hf ull 6,-9, HH% Y GZ’GIEKl’Kiwl

_ R (O
p o= sup 3 .
y€D /el sA 1-A

Aly) = plus grande valeur propre de (h;j(y))
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Ces deux propositions sont démontrées & la page 57 et sui-

vantes.

Elles montrent que 1'opérateur T satisfait les propriétés
2.2. et 2.3. dans K, A w[D) ~convexe, fermé et fEH; . On a
alors le

Théoreme 4.1.

Soit T de la définition 4.2. Alors l'inéquetion variation-

nelle

(T(6),n-90),,, > (F,n-8) Yne K; (D)

4.7. 6 € Ky X, @

A, H H

a une solution unigue.

Donc en vertu du théoréme 2.1., pour k convenablement choisi

la suite définie par

4.8. 8o € Ky o (D)

6n+1 = PK1 , [Gn*k(T(Gn]~F)]
A

converge en norme Hj(D) vers la solution de 4.7.

Donnons une interprétation formelle de 4.7.

Lions [11.

On décompose D en deux régions -0 et D, "définies” par
D = {x€D : 0<r(B+p)(x) <£Q(x)}

D; = {x €D : r(6+p)(x) = Q(x) }

Alors la soluticn © est caractérisée par



avec

Remarques

4.6.

1
82}
cn

'
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1 2 hi. 6,i+ (D,l n
r J n, . dy-[Frdy=0 ¥neH} (D Jdans D_
L3=1 D Vgl elrle+e)) 3 D

s r(6+p) = @ dans D

0,06 ., i=1,2 "continues” & l1l'interface entre D et [

L , 1

[ F s
! fndy = (‘F,n)H% ¥n EH

v .
Si F,@LaD , A sont "quelcongues", alors on n'aura pas
en général mes(D,) = 0 , c’est-a-dire que la solution

O+ ne correspondra pas & un écoulement A -subsonique.

Vv
Si F,mlaD , A ont une signification physique, alors
mes(D,) = 0 et la limite de la suite 5.2% donnent la

solution 8+¢ correspondant & un écoulement A-subsonigue.

Probléme

Si mwes(D;)>0 , y a-t-il une relation entre B, et le

‘domaine dans lequel 1'écoulement est supersonigue 7

Si 0 et ¢ sont suffisamment régulieres, la relation

intégrale de 4.9. est éguivalente &

2 h.. e,-+(py. n
-3 9_ { SN SR .- = £ dans D
i,i=1 ayd [V]el o(r(o+0))
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Démonstration de la proposition 4.3.

Pour simplifier cn pose n, = r(6;+@) et 1r, = (6, +¢)

En utilisant la relation

(albl— azbz) = %(a1~az)(b1+b2) + %[al+az)(b1"b2), calculons
(T (62) - T(611,62 ‘91) =
2 h.. Bo,.*q, . 9,,.%0,.
= ¢ [ =2l SRS  M[6,,, -0,,.] dy =
i,5=1 D /gl 0(ry) ol ) J J
2 h..
; i 1 1 .
I = - J 182,570+ 8,70, 1185, 56, Jay +

1,3=1 D Vg| plra) plr)

+
(I8
M~

-1—‘.]——1[ 1 + 1 ][ez,i_e],i][ezh_el,i] dy
31 0/ Jgl plra) plry) o

Considérons alors 1'intégrant de la premiére intégrale du second membre :

2 h. .
1 1
4.10. % = - B2, .40, .*61,.+®, . 118,, %0, .~ (8,1, .+0, ) ]=
° m[ {ry) { )][21+(\0191 1+(D 1]Lez JWJJ (6 J+(DJ)]

i,3=1 g oLlrs Py

= en développant et en utilisant la symétrie des hjj =

1 - 1
= [ - 1 lre-ml 2 0O

gl olr2)  olry)

4 .

est une fonction croissante (proposition I1.9.2.)

car r —
p(r)

Considérons 1'intégrant de la deuxieme intégrale. (hij) étant une matrice

symétrique définie positive pour tout yffa on note par A sa plus

petite valeur propre. Mais comme L 2 1 on chtient :
. p(r) Po

2‘ h..
41, 0y ¢ JA A, ] 1002, ,-61,, 1005, - 6,7 dy
,3=1 D /gl  olra)  olry) oo




2.
Z Vv z f [BZ’i_el"i]z d_y

i=1 p
A 1
\)=min[~::'6"“]
yen Vel ’

N

avec

ch.,

Alors avec 4.10. et 4.11. la proposition est démontrée.

Pour démaontrer la proposition 4.4.

Lémme 4.1,

nous utiliserons le

L'application (pour vy, € D donnée)

£ [0,00y)01 x [0,Q(y)] — R

définie par

r+r' 1 ' 1

flr,r') = E— [p(r] - D(P’J] est telle que
A 1
flr,r') < ~
(1-2) ey

Démonstration

IIT

On peut supposer rzr’ sans perte de genéralité. Avec le

théoréme des accrcissements finis on a

1 1

i I T B
p(r) olr’) o0& p(&)

}o(t)

1

'ETzT] (t)

' - + 4 .Q»
fl(r,r')} = (r+r’) 3% (

(r-r')

t e [r',r]
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[

Avec T1.9.17. on obtient

Av2 1 1 .

- 3 Z
hy ay ZIngSA p; 1

flr,r') €2Q00yy)

et avec I11.9.20 on obtient

, (y-1) +2 v vy-1_  y-1. 1
flr,r'l)g T 5 - Log Py 1 oy
S A Po
Avec la définition 11.9.2. de psk on obtient le résultat.

Démonstration de la proposition 4.4.

Calculons

4.13. (T(6,) - T(6;) , n) =

2 h:- 92:-+(p.v- 91,_"'(9,.
= pX é :i~ [ - Lo L > In, ., dy = I,+ I,
i, j=1 Jle] elry) ¢(r,) J
Avec
2 h,
Il = 3 x é "‘“].“i'"" [ ! - L ][82; +(p,-+61: *@;i]ﬂ,- dy
i, =1 /lgl p(ry) plry) J
2 h, . p :
= 1 1J 1 ' - .
I, z E f [ + ][62’i elsj] ﬂ,j dy

1 D ‘/igl plry) plry)

Pour faciliter la suite des calculs, on introduit les notations

suilvantes

Seit y €D, n,v¥ deux fonctions réelles. (hij(y)J étant

définie positive,
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2
dot4s (el = 2 by ly) s G, ()
i,j=1
définit un produit scalaire dans R?* et | nll?= ({ n,n )}
définit la norme associée. On peut remarcuer que
I nll? = rn) , (voir 4.1.).
Fosons
4.15. A(y) est la plus grande valeur propre de (hij(y))
Aly) est la plus petite valeur propre de [hii{y])
4.16. a = B+ @+ O,+ @
C = el+(p; d = 62+ (D »

Estimons I, en remarqguant que 1 s-l—
- PPgy
1
4-17- IZ s j—"_"‘"‘p___ l((62 61 ;n)] ! dy S
D Vlg| "sA

f~——~~l~ Te.-6, [ [ nl oy
D Ylgl Psn

Pour estimer I; , multiplicns son intégrant par

. -y i ﬂd ﬂz,_ug K _ Nd 1%- [o 2

r;-T Ud (2-0c(? T, = 14
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Avec 4.14. et 4.16. on ohtient

1 1 UdDZ..DCD2

9
0 p(ry) o(ry) /]g, ro- Iy

((a,n)) dy

En utilisant le fait que % gst une fonction croissante de 1

cn a :
. 1 1 1 1 2 2
I, ¢ 3 ( - —) | Dd D*[le [ ]|(Ca,n)) ]| dy .
D V‘E’,I p(f‘z] p(rl) Lo~y

Considérons alors 1'expression | [d [[%- [c [[?]|((a,n)) ]| et

transformons-1la.

[ Dal?-0cl® [Htta,m)y=fa I+ Qe [ 0dl-0ecllCan) s
s a0 fal ldeld Dnle«ldlsDe)?0a-c] Inl =
<2(fd [2+ Je 0% Dd-c ] O nl= 2(n+n) f6,-6, ] [n

Alors 1I; devient

4,18, I, 5 [ —

1
— flry,ry) [[6.-6, ] [ nl dy ,
bvle|

et avec le lemme 4.1. on obtient

PRSI

1 A 1
4,19, I, < f . : le,- 8, {1 In ] dy
Dvoje 174 ey

=~
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4.17. et 4.18. donnent pour 4.13. 1l'estimation

4,200 (T(0,) - T(0,),n) ¢ o5 J loo-e0 [ I nf ay

qui, avec la définition de [ -] devient

1 _2 )"'"'2 N\
4,21, (T(8,)-T(8;),n)g 'H‘é (AE ‘62’1'61’152)2(1\.2 in’ilzj

1 i=1

En posant

4,22, A = sup
yen /TETDSA

-

et avec 1'inégalité de Schwartz on a

4.23. (T(o) - T(01),n)s w2 o, - U I

En choissisant en particulier n = T(6,)-T(8;) on obtient

la conclusion de la proposition 4.4.

Remarque

4.10. L’intervention de la projection PK . dans le
1,00

procéde itératif 4.8. est essentielle. En effet, si

N .

dy .
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1'on supprime PK et si 1'on suppose gue
0 Q2 5 ]

o € K1,A,m on ne peut affirmer que
9n+1 € K1,A,@ et alors T(en+1J n'a plus

nécessairement les bonnes propriétés assurant la

convergence de la suite.
Pour nous libérer de P modifions la relation liant

p et r de telle sorte qu’elle soit inchangée dans le

domaine A-subsonique.

Définition 4.3.

Soit Py 6]0,p8]

ro: ]pI,po] —R est définie par
a -1 -1 .
r(p) = 2p? {glﬁ[pﬂ - o' ] si p€Le ,,p0]
r(p) = -b &nlp - pI] +oc si p € {DI, psk]
avec
- . ay. . =1 oo Y-1q,
b 2p l gl " (psk pI) [ 2p \Yb1JpSA 1> 0

@]
i
o
)
3
2
kel
w
>
§
°
—
-
N
N
°
N
w
>
om
oy
=
m
©
o
o
]
H
©
> -2
bmmd




=

Proposition 4.5.

b{x) et clx) sont tels que reCl(]DI,po]] et — <0 .

La figure 4.1 illustre le choix de r ({cf. fig. II1.9.1)}).

r
A

fig. 4.1.

L'application 1 : ]pI,Do] +R" a évidemment une
inverse que 1l'on notera o

{
c: R =~ lop.pd . OC cHIR*)

4,24, 1 0 est strictement décroissante et

ot ds g

2lglaype’  dr

Remaraoues

4.117. I1 est possible de choisir P 7 Pg

4.12. C'est Shiffman [1] qui le premier a modifie la
relation liant ¢ et r . Sa modification est utilisée

dans un contexte différent du nbtre et est différente.
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Befinition 4.4.

¢® € H'(D) eétant donnée, considérons la forme linéaire en n:

2 Y 6,-+(-D;-
F(n) = r f —=d L _n,. dy 8eHl(D)

i,j=1 D /[g] olr(o+e))

F : H}(D) —R

F est définie et continue sur HI(D) pour tout 6 € HE(D)
Donc le théoréme de Riesz permet d'affirmer qu'il existe une

application

4.26. S : H{(D) — HI(D)
tel que
4,27. (S(6),n) = F(n) Vne HI(D)

Pour montrer que S satisfait les "bonnes propriétes” 2.2.

et 2.3. on a besoin des deux lemmes suivants

‘ Lemme 4.2.

. 2-X
"S1i S Py < Py alors 1la fonction
\.___—_

V i 1 —p g% &y ;v [0,0o[—TR"

. A 1
est bornée par 3 % T
: Ps




- 65 - ch. III

Démonstration

On montre simplement que V est une fonction croissante de
r dans [0,0(y)] (cu bien p e[psk,pc]) et qu’elle est dé-

croissante dans [Q(y),»[.
19 V est croissante dans [0,Q(y)].

Avec la définition 4.3., avec I1.9.18. et I1.9.4. on obtient

par un calcul simple

] =

4,20. r S_ ( 1.
or p

Q-

Or r§~+1 et 1> fo -~ P sond deux fonctions po-

P Y ez
sitives croissantes dans [0,Q(y)] , donc V &est croissante

dans [0,Q(y)]

2° Vv est décroissante dans [Qly) ol , si (2—A)psxs 2pI

c-r
1,

Dans [Q(y), o[ , avec la définition 4.3. on a: o=p_+exp |

I

, _ _T c-1
d’'od Vir) ToZ exXP [—B~] et

0-20.
oV o, _ 11 I
4.29. —a—-v(p)—[?+b( —1] v .
r
g1 1 972
r - + "y { p ) est une fonction décroissante de 1 ,
calculons-la pour r = r(psx(yJ) = Ty T Qly} . On obtient
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bp
__ sk _ 1
%(PSA) = r v psk ZDI ) be
SA S A
Y-1 - 2 oy s pa sy
Avec psx (y-1) 32 0o et la définiticn 4.3.
on obtient
- : . IAGR NS o "
b= 20, lelavlogy - o) 09735 P et
= 2 | wi__’__ Y—1 oA
FS)\ ngxlglay (Y_1))\+2 pO F] d cu
B(r ) = ~ [ (2-0)p_, - 2p.1 ——
sA7 A s A I" bp
, s A
Or avec l'hypotheése faite Q(PSX)S C et V'(r) <0
Ainsi la fonction V prend son maximum pour 1 = Q(y)

et V(r .) donne la borne annorcée.

U P F Py, s

Lemme 4.3.

- Si 24 p ., £ pI , 1'application

£ : [0,o[x [0,of — R, définie par

Tyt T, 1 1
flry,rp) = P (e, I 1 est telle que
flry,ry) ¢ S T%X BRI

pI pG p5>\

11T



Démonstration

On peut supposer sans perte de généralité que ra2r,

Le théoréme des accroissements finis permet d'écrire

1 1 _ ) )
e T A D I L PLES
4,30
S8
ALE) = 57 ( gy )00

d’'od Fl(l"},l"z) = A(t) (1‘2"‘ F]) o
Alt)z 0O =» f(l"l,r‘z) < tA(t) + I‘zA(t)
De 4.30. et de r,A(t) <tA(t) on a

) v . 1 1 N

i1
ol(r,) G(Pl)

£(r;,r,) € 2tA(L)

lLe lemme 4.2. donne la borne indiquée.

Proposition 4.B.

S (de la définition 4.4.) est fortement monotone dans H§ (D)

avec Vv de la proposition 4.3.

S est lipchitzien dans HE(D) avec

1 1 1

+ —_— - -—1—)]




Déemonstration

La démonstration que S

est fortement monoctone dans
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HE (D)

est identique & celle de la proposition 4.3. en utilisant,

au lieu de la proposition
démonstration que S est
de la proposition 4.4. en

au lieu du lemme 4.1..

f

Théoréme 4.2.

Soit S de la définition

11.9.2., la proposition 4.5.. La

lipchitzien est identigue a celle

utilisant dans 4.18. le lemme 4.3.

4.4, alors l'équation variationnelle

4,32. 6 € Hi; (S(e)aN)Hl
) 1]

(£,1) Y€ Hp

i}

H3

a une solution unique donnée par la limite dans H de 1la

suite des solutions de 1'éguation (pour Kk convenablement
choisi).
4,33, 6o € Hy donnée
1 - \
(en+1’”’H5 (e k(S(en) Flindypy ¥YneH

n = 0,1,2,...

Démonstration

Résulte immédiatement du corollaire 2.2..



Remarque 4,13,

Supposons rque les fonctions hij(y), aly,r) avec

2

= Y, 1 .'el “' . ° c
r i%j=1 hij ¢,i w,j ; WEHMy(DY , soient telles

que la forme lingaire en n € H{(D)

Pl

2 N
.34, - 5 A3 1 e Hi(p
4,34 F(n) . é ST s dy n 5 (D)

(Y = B+ , 8 € HI (D) , © € H{ (D) donnée.

/

FiHe — IR Y 6 €EH} (D)

{

sait continue sur HI(D) , ¥8 €Hy(D) . Alors il existe

4,35, S:Hp (D) — H(D)

=1

tel que
4.36. (S(8),n) = F{n)  ¥n €H} (D)

On se demande quelles propriétés doit avoir la fonction

1 ’ o =
sy, E) ° y fixé € D

R* —> R*

4.37. &

pour que S soit fortement monotone et lipchitzien.

En examinant la démonstration des propositions 4.3., 4.4. et
4.6. et les lemmes 4.1. et 4.3. on voit assez aisément que

les hypoth&ses nécessaires sont
2 2 2
4.38. £ t2 < ¥  h,.l £, ¢ aly) & g2
W) Bogfe Ehy 08 T oe

Ve, ER ; ¥V y €D



La fonction 4.37. est croissante, continue VyED

et bornée par B(y), de plus on la suppose dérivable

{(on peut se passer de cette hypothése).

La fonction £ +— £

3 . e £ .
— 3 aly,&) est bornee pai
Aly) , V¥yeDd

Les fonctions vérifiant 4.39. et 4.40. sont de types

suivants (par exemple)

aly,g)

B(y)

f
aly,§&)

B(y)

// - ///
/

Ces courbes ne doivent pas
avoir de tangentes verti-

cales.

Y
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5. Obstacles dans un canal

Soit D un domaine non simplement connexe & frontiere C!' par
marceaux (fig. 5.1.) .
fig. 5.1.
D T C
£§E>
80,
r, D Ty
Dy
9D, 30,
i
A T, B

M
a0 = frontiére de D = U D, U T, WUT, UT, UTg,
i=1 i

'y et T, sont les "bords du canal” .
DI,DZ,D3,...,DM sont les obstacles avec : Eif)ﬁj = @ Vi, ]

[9,F2,930;,...80, sont des lignes de courart sur lesguelles

M
¥ = const.

U] est connue sur T4,7,,7;,T3 et inconnue sur
BDi , 1= 1,2,0..,M

On peut prendre arbitrairement w[r = D
0
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Alors wlrz = F mesure le flux de ligquide & travers le

canal. On pose w]rl = ¢, et wng = Qg

Je plus on se danne Ci’ i=1,2,...M , M nombres réels.
Saoit

' k = 1 . = = } = = “
5.1, W= e n vl =0yl o1, ¥l = Foul =es

et ‘”ao =g VYec € R ,»i=1,2,...,M}
i

W est un sous-espace affine fermé de H!([,D)

Pour tout @ € W an considere la forme linéaire

hig ¥ry

" N, .
Yglolr(y)) J

2
5.2, {n — G(n) = ¢ dy
D

\H! (,,D) — R

Elle est continue sur H!'(T,D), il existe donc une applica-
tion définie par

5.3, (S(¥),n) Gln) ¥ne H' (T,D) VYE W ,

H1(FOJD)
S ¢« W —H'(T,D)

~MN

- v = ‘ e H! )

Proposition 5.1.

S définie en 5.3. est fortement maonctone dans W avec v

de 1la propositidn 4.3.

S est lipchitzien dans W avec Y de la propocsition 4.4,
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Démonstraticon

La démonstration est formellement identigue & la démanstra-
tion de la proposition 4.4. et 4.3. avec @ =0 et

Ba= Yo, 61 = U,

Considérons la forme linéaire
M
L

5.4. (n — F(n) = [ fndy + I, C, § nds FeLZ(D)

D BDk

H (r,0) — R

Elle est continue sur HY(§,0) , il existe donc une fonction

g € H'(r,D) telle que
0

5.5. (g,n) =F(n) Yne H (T,D) .

Considérons alors 1'éauation variationnellie

5.6. pEW ; (S(v) - g, n-y) =0 VneEW
HY (T, ,0)

En vertu de la proposition 5.1. et des résultats du §2

1'équation 5.6. a une sclution unique

Donnons une interprétation formelle de ls solution. (Formelle

parce qu'elle est uniguement valable si VY€ c2(a)) .

Posons n= o + ¥, ¢ €P(0B) dans 5.6., on obtient
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5.7 (SEL 0 g @ e gy YO EDD,

i}

+ dans D

IR S ) .+ RS
i,5=1 ay) F glorten)

En multipliant 5.8. par n-¥ (n, ¥y € W) en intégrant
et utilisant la formule de Green

on obtient

2 ; 1}'),. 2 - h-- \p;- —i
5.9 I L gy, dy=- ¢S d[/ﬂ L (n-y)dy
i,3=1 P gl o (rty)) J 1,5=10 33 | /glo (rtu))
2 h.. ¥,.
T+ 2 X ) n; ds
. : ‘/f"‘ v
i,3=1 9D blolry))
n 1, nyz composantes de la normale & a0 extérieurs

s
o)

En comparant avec 5.6. (via 5.3.) on obtient;

M

~1 Y = |

n Ckgf (n~¥lds = 0 YneE W
30,

2 s w:.
5.10. z S N (n-¥) n ; ds -
i,5=1 a0 glotr yd

n, y €W ===

I z n ‘—C] dsla, =0 Yo, € R
, '3 ’
k=1 [BDk {jqj=1 Vlg| o (r(y)) Y ﬁ, } : )
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d'ol en posant L, = ¢ ds ="longueurﬁde oD
k ap k
B
k
2 hln 11!))1
5.11 C, L, = ¢ z L2 5 ds k=1,2,...,M
“an, i,3=1 Alelopy Y

Alors avec 1I1.2.10 et sachant que par definition
5.12. hi = g ;0 hiz = -ga 3 hao = gn

on aobtient

5.13 C, L. = ¢ (w, n 5= wyn ;) ds
k "k : y
30
k
Conclusion : L'’équation variationnelle 5.6. avec W donné par

5.1. résoud le probléme de 1'écoulement d'un fluide compressible

subsonique autour d'obstacles.

Remargues

5.1. nyl, nyz sont les composantes de la normale 3 aDk

extérieure a D , espace des paramétres, alors gue

2

w! et w sont les composantes de la vitesse dans

le repere naturel tangent de la surface de courant Z(u).

5.2. Dans le cas d'un écoulement plan, _Ck LP est la cir-
culation de la vitesse autour de 00

K
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6. La machine tournante

Considérons le domaine 0 de la figure suivante

y fig. 6.1
A& -
b4 o e e e o e o e e i e 1

By fom = e e e e e e — e e

by b -

On se donne une constante F et on cherche un écoulement

satisfaisant

5.1
wlrz— (OF 3 wlrga P
W[azszW(aq,y%=2F by<y®<by
6.2.
Y lapyd-yla s, yH=2F by<y2<b,

De plus on suppose que
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h..laz,y?) = h,.(a,y?)

6.3, SRLE 25Y ; WY ,

3 1] 1] by < y2 <hb,

glas,y?) = gla,,y?)
h,,la,,y?) = h..(a3,y2)l'
R ] b by < y? <hy
slar,y?) = play )|

On considére 1l'ensemble

W= {peH'(D) : ¢ satisfait 6.1. et 6.2. }

On a évidemment W C H!(I';,D)

gt W est un sous-ensemble convexe fermé de HI(I,0) ,

c'est méme un sous-espace linéaire affine fermé.

On considére ls forme linéaire 5.2. qui définit comme en 5.3.

un opérateur

6.4. S : W —> HY(I,D)

Proposition 6.1.

S5 est fortement monotone dans W avec v de la proposition 4.3.

S est lipchitzien dans W aveac Uy de la nroposition 4.4.

Démanstration

La démonstration est formellement identigque & la démonstration

de la proposition 4.4. et 4.3. avec =0 et 0,=¢, , ©0;=0,

Considérons alors 1l'éguation variationnelle

6.5. yp eEW ; (S(WI-F , n-y) Y n €W

=0
H(I,,D)

En vertu de la proposition 6.1. et des résultats du §2,

1’équation 6.5. a une sclution unique. Donnons une interprétation

formelle de cette solution.
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On a comme en §5,8.

 h., v, . -
2 [ 3 )
6§.7. -~ L 8{ ﬁiﬂ - = f dans [
i,3=1 9y~ | Vglo (r(y))

avec les condithns §.1. et 6.2.

Avec la formule de Green 5.9, on obtient

h Vs,

1] i

i,j=1 230 V|glo(r(y))

(n-¥ln jds = 0
Vi

Comme n , ¢ € W et satisfont 6.7, on obtient

2 i3 ,‘p"i .
5.9. A J (- dn_jds =0 Voew
i,3=1 Vglalr@ )) Y
LUTUTUT,
On a donc
r 2 . e w:.
5 2 e (n-Y)n 5ds=0 ¥V on € W
B30 o op  Ylelotr(e) Y
6.10. | ©t
2 » o w,_.
z f ‘/___::‘] L (T)‘l}))nyjdgr-g ¥ n €W
\1,J=1F5UT7 lglolr(y))

Considérons par exemple la premiére intégrale, elle

s'écrit {nyz =0 ; ds = dy?)




Avec la condition 6.2, on obtient

[n-w)(aq,y?‘) 'En*rp)(ag,yz)‘ ,

et B.11 devient

E»;EO(P[I,’J))

ch., II1

(n=v)) (az,yz)}dy%o

b3< y2< ,Du

Yaz,y?) | (n-yXaz,y?ldy =0,¥nel

- (a2,y%),by<y?<by

by

2 f. 1,(),. h. 11),
6.12. T (] l*")(aq,yz)“k:_,ﬂ !

=1 byl Vg [olrip) Aelorp)
d'od

2 ho, G, 2 h., ¥,.
£.13. L —H 1 (g ,y)-1 it L

=1 Vg [olr (V) =1 Vg |olr)

et avec I1I1.2.10.

on obtient la condition naturelle

avec la définition

Wo (az,yz]

1

6.14. wylay ,y?) b

2
J

b

H

walay,y wy {azy?)

(wi

D'autre part 6.2, entraine

des hi* (page 19) et 6.3.
o

3 <yi< by,

1 <yi< by

ieme composante contravariante de la vitesse) .

.15, wl(ay,v?) = wllany?) by <y2< by
1 24 . 2 : 2
w o (a,,y“) - W](U3,y ) b, <y°< by
On peut remargquer gque w, et w! permettent de calculer w, et w? .
Pour appliquer les résultats précédents cunsidérons un cas
Y
pratique. Le domaine D0 1ié & une turbine & la forme de



la figure B.2. Il s'agit d’'une turbine & N aubes. Le

n, .
domaine [ est invariant sous les rotations de centre 0O
27 . .
et d'angle o = = + 2km :(R(0,a)). Si on suppose que les
iN .

données sur Ty et T, sont invariantes sous les R(0,u),

fig. 6.2
. | \%\
- B N“‘i‘:.k
v-1 ’// .
h//
/ \ '
TN R
N

on peut conclure gue 1l'écoulement sera aussi invariant sous
R(0,a) et,au lieu de considérer 1'écoulement dans B , on
pourra le considérer dans le domaine D (fig. 6.2). Il est
possible de considérer un domaine plus petit que D , mais

comme on s'intéresse essentiellement & 1'écoulement autocour
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des aubes, 11 parait judicieux de choisir 0 , qui dans un
diagramme ((y',y®) = (06,r)) en cocrdonnees polaires est

représenté & la figure G.3.

fig. 6.3.
PR
v
bu L P
]
y T,
L. b — e e
3 T T T T T T T
i }
‘) el j
, -~ Py '
T / e !
b ! / P '
f’/ v i | i

a a+¥ a Az +i Y
! AT 2 3 45 d‘“:qz+£“:
. PJ s H

5 b

‘?_ il

En outre on fait 1'hypothése raisonnable que sur

'y et Tg la densité de flux est uniforme, c'est-a-dire

que
' ( - . NF
6.16. ‘Mrz ©2(8) = 5= 6 + hy
_ _NF
W‘FG = pgl(8) = o B + hg

h, et hg sont deux constantes qui doivent étre données
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ou choisies de telle sorte que l'écoulement obtenu bar_
résolution du probleme 6.5, 8it un sens physigue. D'autre
part cette solution satisfait la condition £.2.de con-
servation du flux et les conditions £.13, et 6.14, qui

expriment 1'invariance sous R(0,a).

Dans certains cas on & des renseignements supplémentaires

sur AB(Tg (fig. 6.3). Souvent on cornait en plus de w?,

1 =z

W constante.

Considérons 1’gnsemble

] = 1. . | =1 1 = « 1 = - .
6.17.. W=Tyer (D)e ylp = 0gly = F 5 9y = 2F
L NF _NF o
wlrz— 2ﬁ9+h2, ers 2ﬁ6+h Yh €R ;

et ¢ satisfait 6.2.}

H
hs et F sont des constantes données
W est un sous-espace lingaire fermé de H!{I',,D)

La forme linéaire n — [Fn dy+csf/ nds , ce€R est continue sur HYD)

et définit g par D Fs

6.18. =[ fndy + c¢ | ds
» (g’n)Hl(PO,D}é ney 6 %671
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Alors 1l'équation variationnelle

18, ¥ S1SUD I s VD IR =(g,n-U} 4.
8 Wew (‘J[\V] n 'hl(FQ,D) [g n w} HI(FQ,D] \7, n e W
avec S défini en 6.4, a une solution unigue;
donnons-en une interprétation formelle
On a comme en B.72.

2 h- . l!),_. -
6£.20. - L 8.[ _13 = J= f dans D

i,3=1 aytt Vgl o (r(y)) |

et les conditions 6.14. sont aussi satisfaites.

Avec la formule de Green on obtient sur T4

2 hi. \{');i
6.21. ( fJ [ z _ﬁﬂj nj-Ce ds) h = 0 YhER
Feg=i, j=1 vqgf o(r(w)]y
2 h.. 1!),.
= §.22. L = 1 3 =N L no.ds

Tsi,i=1  Vlglo (r(p)) vy’

ou L =rlongueurrde AB
Avec 5.11. et 5.13. on obtient
5.22. CGL = S Wy dyl

6

donc c¢cg est la moyenne de w; sur J
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Dans d'autres cas on connalt sur AB(I'g) uniguement w,

Alors on considére l'ensemble

- e ! , 3 e i
6.23. W = fyer (D) Wl =0, Wl - F, Vlp, = 2F
NF , L. o
wlrz Ry 0 + h, et ¥ satisfait 6.2.1}1 ,

et g est définie par la forme linéaire continue sur H! (D)

6.24. (g,n) ;andy + [nu dy?

H (1, D) B Te

avec u E€L2(I'g)

-

. Alars 1'équation variationnelie

6.25. y e W; (S(Y) , n-y) = (g.n-P)  V¥Vn ew

a une solution unigque dont 1'interprétation se fait comme

précédemment. Sur T¢ on obtient que w; = u




ch. IV

CHAPITRE IV

APPROXIMATION PAR GALERKIN DES PROBLEMES DU CHAPITRE III

1. Généralités

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire

o) et {02 = )

co

Soit {Hn} q=1 une suite de sous-espaces de H , de

dimension finie telle que

U = g Hn soit dense dans H

1.2. YYeEH , il existe une suite wme Hm telle que

lim |y _-vll= O

m->co




Proposition 1.1.

Soit {Hn}:—1 une suite de scus-espaces de H

de dimension finle, satisfaisant 1.1. et 1.2, et Pn

le projecteur orthogonal (selon le produit scalaire

de H )} de H sur Hn . Alors

VY- H, lim 'HPnnp-w = o

n->o

Soit {H }oo satisfaisant 1.2. et P le
n n=1 n

prajecteur orthogonal de H sur Hn .

Iv.
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Alors 1'’application

2.3, R =P oR : H —H
n n n

gst contractante dans Hn avec la méme constante de

contraction que celle de R et on peut considérer le

Probleme approché

2.4. Chercher En € Hn tel que En = Rn[$n)

Théoréeme 2.1.

soit {H }"_ . satisfaisant. 1.2, . . Soit ¥ la solution

du probléme exacte et ﬁn celle du probléme approché, alors:

2.5. 1lim HEn -vll=0

n-—>o

Démonstration

Calculans

v - wll= R G 3 - RO |I=
= || PLOoR(Y ) = P oR(p) + P oR(y)-R(¥) I| <

<k IT-T U+, BT

1 - -
v -9 ”S'TTE ”in -9 ||

et la proposition 1.1. permet de conclure.




CHAPITRE 'V

APPLICATIONS NUMERIQUES

Nous appliquons & quelques exemples les méthodes exposées aux

chapitres III et IV.

1. Preobléme de Dirichlet

Position du probleme

Considérons le domaine de la figure 1.1.

fig. 1.1.

Nous voulons calculer 1'écoulement d'un fluide compressible

subsonique dans D , c’est-a-dire résoudre le probléme 1.1.
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tl (ili’;_s) 2 (ip_’_y_) - 0
3 X P Ay e
2 L2 e -
1 Ll)’x \L"y a,Y ! ,l_ Y 1 = D
5 % T [o Po 1

Yy = ¢, sur DOH

P linéaire sur BA, CD, GH ;

b1, ds, Do sont des constantes.

Y est la fonction de courant,

¢; est le flux total traversant BA et FE ,
¢, est le flux total traversant GH ,

¢, - ¢; est le flux total traversant CD ,

p est le poids spécifique du fluide,

pp est le poids spécifique du fluide lorsque sa

vitesse est nulls.

Les relations I1.2.10. donnent les composantes W, et Wy

de la vitesse du fluide, nous les rappelons ici

Y Y
1.2, LA pw 3 9% pw
~ Ix N : oy X
Ces relations montrent que se donner ¢ sur une frontiére, re-
vient & se donner la composante normale & la frontiére de la
. - " > . » 0 - .
densité de flux massique pw . Ainsi ¢ linéaire sur une par-

tie A,A; de la frontiere, signifie que ¢ est de la forme

Y(sy)-P(s,)

1.3. Yis) = vis,;) * . (s -51)
et ‘
Yls,)-y(sy)
1.4. pw =
n . S2-8)

o0 s est l’absice curviligne sur la partie A;A, de la fron-

. . > ) L
tiére et n la normal extérieurs.
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Formulation variaticonnelle

Soit ¢ une fonction suffisamment régulidre satisfaisant les
conditibns aux limites. Cette fonction est aisée a trouver, car
les conditions aux limites sont lin€aires par morceaux.
Remplagaons la fonction p par la fonction o© (de la définition

4.3.., Alors 1le probléme 1.1. devient : .

chercher 8 € H{(D) tel que

9, ,'*'(D# e; +Q,
1.5 D I TIx oy, 2y Yy L
% o 3y o

Qu sous forme faible
chercher 6 € H}(D) tel que

1.6. b, _+o,

0, *o,
[Il ~—2n, +—4—4 n, b dxdy = 0, Vne HI(D)
D .

Alors ¢ =06+ ¢® est la fonetion de courant cherchée et l'opéra-
teur S de la définition III.4.4. est défini par
e: +(p.r e’ -‘A('p’
= ff XX y Y y
. (S(GJ,n)H% 6[ 5 ne o * S n,yJ dxdy

S : H}(D) —HI(D)

Chercher la solution unique 6 de 1.5. revient & chercher le
point fixe unique de

R : 6+—R(0) =06~ kS(8)
R : HM(D) — HL(D)

1.8.

Avec Kk = j% .» Vv et u de la proposition III.4.6.
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Approximation

Nous voulons chercher une approximation du point fixe de R

Nous utilisons pour cela la méthode du chapitre IV. Considérons
une triangulation du domaine D , (boir fig 1.2.) satisfaisant
les régles décrites dans H. Froidevaux [1], [2].

L'espace dans lequel on cherche la solution approchée est défini
de la maniére suivante

Soit M un sommet de plusieurs triangles (fig. 1.3.) et K 1le
nombre de ces sommets.

On définit une fonction wm par :

wM(M) =1, |
(DM(Pi) D, 1 1;2;-.a,k ’
Oy est affine sur chaque
- triengle de sommet M
Py = 0  sur le complément du poly-

’gone P},Pz,-..,PK
M=1,2,...,K

Comme Py € Hi(D) , HK est l'espace engendré par les Oy

Ainsi toute fonction né€ HK s'exprime comme combinaison linéaire

des Py
K .
1.10. nix,y) = § 8y @M(x,yJ , A € IR
M=1
PK désigne la projection orthogonale de Hi¢(D) sur HK (propo-

sition IV.1.1.). L'approximation du point fixe de R sera le
point fixe de RK = PK~OS .
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Soit 6? € HK une fonction donnée, alors la suite définie
~N

par

1,11, 8l = R (62) , 82 = R (01),...... , ei - éK(eKi'q),...

converge dans HK vers une approximation du point fixe de R

En considérant la definition de R, et de R, 1.11. s'éerit

1,12, eé - PK[R(ei'qJ] - PK[e;"1—kS(e;'1)] - ei““—kPK[S(ei"qJ]
i-1

Pour calculer PK[S(BK J1 , il suffit de remarquer que par

définition de la projection P, , on peut écrire

K
(e = (S(e1) ,m), L, ¥ne H
)n H% K ’n Ho I n" K
1.13.
i cral=1
Avec 1.7. on obtient
._1 l.—
. (6; "vo), CHERTI
1.14. (g ,n)Hé= é = Ny T Ny c&dy]vnerm
et 1l s'ensuit que la suite
i - i"l_ i 1] P
1.15. SK SK KE™ GK donnée,
converge. 'El s'obtient comme solution d'un systéme linéaire.

En effet exprimons 1.13. en utilisant la forme 1.10. des fonc-

tions HK



- 95 - ch. V

AN
1 - }‘: (ﬂi
1.16.- £ M=1 - M m
K
B
n M=1 M “m
1.17 ¢ i ‘ .
vEr 3w Oy (O @l g e S0 ) oyl
N=1
V (@, @8 ,ee0ee,8,)€E B?K
K
d’'aod
K i i1
118 WLl o) ey = (5087 ey ) s N2, K

. i - . N C s
et les inconnues ay sont solutions du systéme linéaire 1.18.

La matrice

1:190 (((DM’(DN)Hé)Mz'],K
N=1,K
est symétrique définie positive et 1.18. a toujours une solu-

tion unique.

Résultats numériques

Le programme H. Froidevaux [1] calcule des solutions approchées
de problémes du type 1.13. et le programme H. Froidevaux [2] ré-
sout des problemes non linéaires 1.15.. La figure 1.4. et le
tableau 1.4. donnent les lignes de courant et les poids spécifi-
ques pour un écoulement d'air. Pratiquement on effectue des

itérations jusqu'a ce que

1.20. e, = max {lpi -pi_ql} ,
éléments
pi = valeur de p calculée a 1'itération i , soit

plus petit gu'une valeur choisie,




Une valeur de k  (1.15.) théorique est donnée par (proposi-
tion II1.4.6.)

1 1 1

F o o— -

k = Y Vv = u = !
= T2 P = » = 7T
M =2 pg Pr Po

A

Nous avans, avec les conditibns aux limites données, évalué

A= 0.8 et choisi T Alors on obtient

4

k = 0.22 10 "(C.6.S.).

Le calcul montre que pour cette valeur la convergence est tres
lente. La figure 1.5. montre le nombre d'itératiocnsqu’il faut

effectuer, en fonction de k , pour obtenir I 10—10 . Pour

-

la valeur optimale de k = 18,98.10—4(C.G.S=) la figure 1.6.
montre l'erreur en fonction du nombre d’itérations. Nous avans
effectué 45 itérations avec 1'ordinateur CDC7040 de 1'EPFL et

le temps de. calcul &tait de 400 sec. environ.

Remarques

1.17. Le problemes 1.13. est la formulation approchée d'un
probléme du type
chercher u € H{(D) tel que Au = f .

1.2. La fonction @ devant satisfaire les conditions aux limites

est obtenue en résolvant le probléme de Dirichlet linéaire

(OF3 P,
1.21. 8 (Xy . & (Y¥y .o dans O
CRS Po Y po
m]aD ‘donnée (en 1.1.)

@(BD étant linéaire par morceau, ¢ satisfait exactement les con-

ditions aux limites (si les noeuds sont choisis correctement) et
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de plus elle a déja un sens physique, puisqu’elle est la
fonction de courant d'un fluide incompressible. Les fonctions
6% = ¢ ,6', 6%,.... sont les "perturbations” du fluide in-

compressible.

2. Une machine tournante

Considérons comme au paragraphe II1.6. une machine tournante de
type radial. Les figures 2.1, et 2.2. la représentent dans les
plans (r,e) et (r,z) . On suppose les aubes cylindrigues de
génératrices paralleles &8 0z . Comme exemple on calculera les

écaulements sur deux surfaces de courant différentes.

Eauations paramétriques de la famille des surfaces de courant

(¢ IT.1., I1.6.2., 11.6.3.)

UDésignons par f(r) la fonction (fig. 2.2.)

2.1. f(r) = 1.5 ' O<rgi6.5
0.06(r-16.5)% + 1.5 r:16.5

Alors la famille £(u) des surfaces de courant est définie
par (I1.6.3.) |

2.2. x! = pr cos o
x? = r sin @ “(r,p) €D
x3 = (2pu-1)f(r) Ogugi
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D étant le domaine (fig. 2.1.) ACEGHFDB dqu91 on a enlevé
1’aube centrale. Avec 2.2. on obtient facilement les diffée-

rentes ftonctions permettant d'écrire

l'équation de la fonction de courant

Comme en II1.6.4. on obtient

=(1-2WF&), b = 2f(r) , A

>
1
N
+
{
ot

2.5. g = rh? ,

En faisant 1'hypothése que 1'écoulement est absolument irrota-

tionnel sur Z{u) , l'équation de la fonction de courant s’écrit:

Y, Ay,
9 _r o ® \ _
2.8, o o ) o+ 30 ( STD ) 2Qr

o § est 1a vitesse de rotation autour de 0z de 1la machine

{§ > 0 =i 1la machine tourne dans le sens trigonométrique).
LL’équation de Bernoulli devient

1 rz(w,r}2+/\(w,(p)2

2l7l
p2r2h?2 y -1

Avec po masse spécifique pour la vitesse nulle,
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Conditions aux limites (fig. 2.1.)

i
T
A

vy Vi, = F ol - oEF

.¢|Fe a® * h , Ul =80+ hy

h, et hg sont des paramétres donnés.
a est tel que y(G) - $(H) = 2F ce qui est éauivalent a
v(B)-p(A) = 2F

Soient ©,, ¢, , ©3 , ©, les angles et 1r; , 1y, , I'; , Ty

les rayons indiqués sur la figure 2.1.

2.9 Ylr, @) - vwir,@,) = 2F I <rEr,
Y(r, o4} - Ylr,03) = 2F I3 <PETy

1 3

On veut chercher sur les surfaces de courant yp-= > et u-= Z

une solution approchée, subsonique de 2.6., 2.7. avec 2.8. et
2.9.. Le parametre F étant donné on modifiera les valeurs de
h, et hg pour obtenir des solutions physiques. hg permet-
tant d'obtenir "l'angle d'attaque donné de 1'aube et hy

permet de satisfaire la condiltion de Kutta-Joukowski ocu une con-

dition équivalente.

Formulation variationnelle

Supposons que l'écoulement soit A-subsonique et remplagohs o)
par ¢ de la définition 4.3. soit W 1'ensemble des fonctions

de H!(D) satisfaisant 2.8. et 2.9.
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L'équation variationnelle

0,V¥Yne W‘

2a10 w e l\/‘d’ » (S(‘p) - 'F; n_q))Hl(l—‘o,D)=

avec

. T A '
(S(w)’n)H;(TO,D) é L ob w’r LERS * rob w?pnip] drde

(f,n)

it

-f 2Qrndr do ,

1
H ' (I'y,D) 0

a une solution unique.

Soit Yo& W , (cette fonction satisfait 2.8. et 2.9.) comme
en III.2.12., a I11.2.15. on peut transformer le probléme 2.10.

en ‘probléme

2.11. € € Wy , (S {6+ye) - f, n-6) =0, Vne€E W, ;
avec W = Yo+r Wy , ¢ =06 + Yy et

Wo. = {6 € H'(IguT,ul',uT¢ulg,D), 6 satisfait 2.9. avec F = 01}.

W, est un sous-espace vectoriel de H!(T,,D)C H! (D)
Soit P, la projection orthogonale de H®(T,,D) sur Wo &
Alors en vertu du corolleire I111.2.3. , la solution de 2.11.

est le point fixe de

2.12. R : Wy, —W

6 > R(B) = Py(6- k(S(8+Y,) - £)) ,

avec k = %ﬁg , Vv et u de la proposition III1.4.6.
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Approximation

Nous voulons chercher une approximation du point fixe de R
Nous utilisons pour cela la méthode du chapitre IV. Considérons
une triangulation de D satisfaisant les regles décrites dans

H. Froidevaux [3] , (fig. 2.3.). L'espace WO’K C W, est

1'’ensemble des fonctions continues sur 0O , nulles sur
Toulaulyulyg ul'y , satisfaisant 2.9. avec F = 0 et linéaires
affines sur chague triangle. Cet espace est évidemment de di-

mension finie, K . Soit PK la projection orthogonale de W,

sur WO’K . L'approximation du point fixe de R =est le point

fixe de R, = P, oR . Soit 8% € W,, une fonction donnée,

K K K

alors la suite définie par

converge dans Wy, vers une approximation du point fixe de R

K

En considérant la définition de Ry et de R , 2.13. s'écrit
2.14. 8 = p (R (6 ) =P o P (617" - kis(er ey, - )

K K K K K K 0
Par définitiorn de Py et P on a

H(T,,0) —————— W, C H(T,,D)
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POK est la projaction Drfhogonale de HM!'(Try,D) sur W”’K s
et 2.14. devient
2.15 ot = 9t p [S(ei"1+w ) -f1]
T K K T K 0
Pour calculer POK[ S[Gé_1 +Py) -f , il suffit de remarquer
que par définition de la projection orthogonale POK , on peut
gcrire
(gi n) = (S(ei”1+w ) -f,n) ¥n € W
| >"H!(T,,D) K L A G AN Sh B T
2.16.
i P
g POK [D(OK +\P0) -f 1
Avec 2.10. on cbtient
i
2.47. [E ,n)Hl(ro,D)
= [I = (a+gg, _n, - (8+Yel), n, +2Qrnidrde, Wne W
n ob ¥ ' pr porb 0 e ‘ : 07K

et il s'ensuit que la
2 2.18. 6, = ©

de

Comme cela est

Pour calculer gl

WO,K

WL > WO,K

de dimension finie L ,

suite
, 6§ donnée, converge.
2.17., 11 faut introduire une base dans

malalsé on introduit un nouvel sspace

de la maniére sulvante
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a) A chague nceud intérieur de O (fig. 2.1.) on associe

une fonction o définie comme en 1.9.. On désigne par I

M

l'ensemble des points intérieurs.

b) A chaque noeud E intérieur des segments AC, BD, EG, FH

(fig. 2.1.) on essocie une fonction ¢. définie comme en
C
1.9..

c) L'ensemble des wM et des @E constitue une base de W

gt évidemment WO,K C WL

Pour décrire le sous-espace Wy, de W introduisons les

K L

notations suivantes

A chague noeud 'Al»Az,---»AK de 1'intérieur de AC (respective-

ment E,, Ez,...,Em de 1'intérieur de ECG) on fait correspondre

un noeud BI,Bg,..-,BE (respectivement Fl,Fz,...,Fm) de telle

sorte que

A.(P.,(Dz) > B.[I".;(Ih) i = 1,2,...,£
1 1 1 1
E.(r,.@y) <— F.,(r.,03) J=1,2,.e.,m
iy ity
‘ alors
W <==>
Tl e OJK
2.18 ) . g [ b.oo, 1+ ¢ 0 d ]
n= = a,® L a.e, *0.o C.0- O]
mer M ogoq LAY TATBYT 4o RS ITF
avec a, = b i= 1,2, 2 3 ¢, = d J= 1 2,c..,m
1 J J
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d'od
‘ n € wb,K <=>
2 19. '8 im
‘ no=Ioayey v Loagle, reg I c.l og *op ]
MEL i=1 i i j=1 J J
Notons .
¢ M€ I ¢ = 1,2,...2
= c : ( = + (WM = .
Oy = Py » B L By Oy TG slann
i i i
V]
Q. = @©- TO. Jgo= 1.2, mi; I = Tu{A.}u{ E.}
E. E. TF, 1 J’
J J J
. ) V] v .
Lensemble des forctions @M , mA ’ mE constitue une
base de W, . J

[

La suite du calcul est semblable & celle de la fin du paragraphe

précédent.

Soit
i . i
| & = 2, ay oy
2.20 Med
n,
n o= I, a, o ,
met MM
2.16., devient
| j S i-1
\ L, a{ a, (@0 ), 1 =3 a (S0, +P)-F.9 )1
T 0
2. 21 Mel MoON M NH To, D) no1 N K N’H*(Ty,D)
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‘et les inconnues ay sont solutions du systéme lingaire 2.22.

Résultats numériguess

Pratiquement tout le calcul concernant 1'approximation peut

gtre fait pour H'(T,,0) muni du produit scalaire

2 h. .
2.23. (tn,9)) =z [ — n, 9, dx
i=1 0 Vgl 7
La norme associée I nl2 = ((n,n )) est zquivalente a la

norme habituelle de Hi(TO,D) . Pour cette norme, le probléme

a résocudre est alors

i _ i-1 _ 1 0 . -
2.24 GK = GK k ¢ SK donnée
. i i-1 : .
2.25. (& ,n)) = ((S(GK +Po) - F,nl) Yo o- Wy, K
et sous forme approchée
N N o1 N o
2.26. Zn, [(@M,@N))am = ((S(GK +wo)-?,mm)), N €I

MeI



Le programme H. Froidevaux [3] calcule des solutions appro-
chées de probliemes de ce type. Le facteur Kk =est alaors donné

ar K= T v s /g e A A1

DS)\ pI Po

On évalue A = 0,8 et on choisit pT =0_ alors on obtient

k = kth = 0.22 1U~4(C.G.S.] . Aprés guelques essais nous obte-

nons la cconvergence qui nous paralt &tre la plus rapide pour

k = 2.2 1D~4[CuG.S.). On effectue les calculs pour les deux
surfaces de courant u = % et o= % . Les figures 2.5. et

2.6, et les tableaux 2.5. et 2.6. donnent les résultats obtenus.
La figure 2.7. donne l'erreur 1.20. en fonction du nombre d'ité-
rations pour Y = 3/4. 44 itérations ont &té effectuées dans un

temps de 490 sec. enviran.

Remarques

1.1+ Le probleme 2.25. est la formulaticorn approchée d'un

probleme du type

2 3 ii
Chercher u €W tel que z [

3
i=1 3x"  /|g| ox

1.2. La fonction Py devant satisfaire les conditions aux
limites 2.8. et 2.9. est aobtenue en résolvant de maniére

approchée le probléme lingaire

(oeny , 2 (A Vo, ) = 20r
Pob

d¢@ "poerb
Yo satisfaisant 2.8. et 2.9..

a_
ar
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