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INTRODUCTION

Notre recherche consiste en la structuration et 1l'analy-
se d'un modéle écologique, décrivant 1'évolution d'une muta-
tion unique dans une population nombreuse, formée d'une

seule espéce et occupant un trés vaste territoire.

La formulation mathématique de ce modéle donne lieu & un
systéme différentiel du premier ordre d'équations non linéai-
res, dont nous discutons les solutions et le comportement

asymptotique.

Pour structurer notre modéle, nous allons diviser le grand
territoire D occupé par l'espéce en un nombre fini de ré-
gions D, , (« € {1_,2,..., mi _D=Jé”DJ.) de ma-
niere telle que le nombre d'individus dans chague jDK soit
suffisamment grand pour donner des moyennes qui aient un sens.
D'autre part nous admettrons que chaque région est suffisam-
ment petite pour que les conditions a 1'intérieur de celle-ci

soient identiques.

Les conditions géographiques, & priori non homogénes, ain-
si que les distances entre individus, excluent 1l'hypothése

()

d'une population panmictique C'est pourquoi nous intro-
duisons une probabilité d'accouplement dépendant de la loca-
lisation des individusj; pour les mémes ralsons nous ne Ssuppo-

sons pas une distribution uniforme de la population.

Avec l'hypothése qu'un individu né dans la région D, pro-
vient d'une mére habitant Jza , nous admettrons que le pére
peut &tre issu de n'importe quelle autre région .Zb ; nous
introduisons ainsi un ensemble de coefficients [C«/] s

Cuf étant la probabilité gu'une naissance dans _ZL est
causée par un méle issu de JQ/ . Dans le cas le plus général,

les Cy- sont fonctions ‘du temps.

(*) Population panmictique : population dans laquelle les

croisements se font au hasard.



De plus ils satisfont & tout instant aux conditions
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Cﬂjélo §:<Lg =1 (A)

Dans notre modéle, nous supposons que la transmission d'un
caractaére "muté" ou "normal" dépend uniquement des parents
(pére et mére) et non d'ancétres plus lointains. D'autre part
nous admettons que la mutation peut apparaitre ou disparaitre

spontanément.

Selon notre modéle, l'evolutlon de la mutation est décrite

par un systéme d'équations dlffcrentlelles couplées

jj+.f‘-/%:dk—p“%f*/k§CkJ.‘)j +d ZCka)o f'Z" K (B)

JEn ' 1y

Ny = ,/::(L‘, 77, ) . (O
7, ,
ol ,f=/.?ﬂ) et Ne = W, (¢) sont recpectivement la
densité d'individus mutants, et la population totale dans la
région _Dk . Les coefficients «° , 3", 7%, &, ainsi que
l'ensemble { %] sont des paramétres réecls que nous défi-
nirons plus loin. L'équation (B) décrit 1'évolution de la
mutation dans JD; , tandis que 1'équation'(C) exprime la varia-
tion de la population totale dané la méme région. La fonction
JC:'/f> {VQ]JHJ sera Qéfinie par la suite. Nous verrons

qu'il y a plusieurs fagons de choisir cette fonction.

Dans ce travail nous montrons que l'équation (B) posscde
des solutions bornées et que dans le cas ou les paramétres
aﬂz ﬁk) 7 5", [ckJ] et f#,3 sont invariables dans le
temps, ces solutions décrivent asymptotiquement un &tat sta-
tionnaire, Ceci refléte le fait bien connu que dans une popu-
lation naturelle, la proportion d'individus mutés est plus ou

moins stable.



3.

Dans notre étude de 1'évolution d'une mutation, nous con-
sidérerons le "phénotype" du caractére muté et non pas son
"génotype". Il est cependant facile d'inclure dans notre mo-
déle les cas de mutations "dominantes" ou "récessives" ainsi
que les cas de parents "homozygotes" ou "hétérozygotes'". Pour
cela, 1l suffit de généraliser l'interprétation de 1l'indice «
caractérisant non seulement la région mais aussi le caractére
génétique ou n'importe quel autre paramétre que l'on veut in-

troduire dans la théorie (p. ex. 1'dge).

D'une fagon analogue, on pourrait remplacer l'ensemble
{¢;j§ par l'ensemble 11;J[j ; C&jg étant interprété
comme la probabilité qu'un individu né dans la région.za pro-
vient de parents dont 1'un est issu de l%’ et 1'autre de ZZ-.
Le systéme décrivant 1'évolution de la mutation dans cette
situation plus générale sera de nouveau du type de (B) et

peut-étre étudié par les mémes techniques.

Ce modéle, tel qu'il est formnulé, permet une interprétation
plus large de la mutation; autrement dit en redéfinissant cer-
tains paramétres du modéle, la mutation peut perdre sa signi-
fication strictement biologique. Elle peut &tre alors inter-
prétée, par exemple comme une nouvelle idée, religieuse, poli-
tique ou philosophique, qui se propage dans un pays, plus ou

moins vite.

Dans la littérature nous trouvons plusieurs modéles étu-
diant des problémes de génétique dans une grande population

subdivisée. Il est intéressant de comparer ces modéles avec le

nStre.
Dans 1'étude du "coefficient de consanguinité”(") Wright [1]
a formulé deux modéles différents : le "modeéle des lles" et

(*) "Inbreeding coefficient".
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le "modéle de distribution continue". Dans le moddle des %les
Wright suppose que les individus s'accouplent entre les dif-
férentes régions avec une probabilité indépendante de la
région. Dans notre modéle un tel cas correspondrait & choisir

Ch/= C indépendant de &, ; d'autre part, dans le mo-
déle de distribution continue, il considére une population
distribuée d'une fagon uniforme et il suppose qu'un nouveau-
né en un point donné est issu de parents tirés au hasard i

partir d'une petite région entourant ce point.

Malecot [2] €tudia la relation entre les caractéres géné-
tiques de deux individus éloignés d'une distance r . Pour ce
probléme, la population est de nouveau supposée &tre unifor=
mément distribuée et l'auteur introduit une probabilité /(x)
gqu'un enfant naisse a ﬁne distance X du lieu de naissance de
ses parents. Dans notre cas, cecl revient & choisir qg= q”nﬂ

ol [4-J] est la distance entre D et Do/

Kimura [3} considére aussi un modéle de population subdi-
. . . C e .y .
visée malis 11 suppose que les individus sont croisés unique-
ment d& partir des régions adjacentes; ce modéle a été analysé

par Kimura et Weiss [Q} et Maruyama [ﬂ .

La comparaison entre ces différents modéles montre que dans
tous ces cas le caractére génétique n'est transmis que par les
parents (pére et meére). Celtte hypothése conduit & 1l'étude

d'un ensemble d'équations différentielles (Processus de Markoff).

Finalement dans un article récent, Haussmann [6] définit et
étudie un modeéle de "Abstract Food Wels". Dans son article, il
aboutit & un ensemble trés général d'équations différentielles
et i1 étudie des questions de méme nature que nous dans notre
travail : existence de solutions bornées, états stationnaires.

Cependant les équations différentielles (B) et (C) que nous



avons obtenues ne tombent pas dans la classe des équations
étudiées par Haussmann. De plus notre systémeld'équations
différentielles étant plus simple, dans certains cas particu-
liers, nous pouvons étudier explicitement, le comportement

asymptotique des solutions.

La recherche que nous avons entreprise fut suggérée par
un séminaire de C. Baroni Urbani, séminaire dans lequel il fut
remarqué que les résultats obtenus ne pouvaient pas avoir de
sens (densités de probabilités négatives). Dans une premiére
partie, exposée dans le chapitre I, nous avons repris essen-
tiellement les hypothéses de C. Baroni Urbani pour dériver un
ensemble d'équations décrivant le modéle en question; l'analyse
de ce systéme montre que les solutions de nos équations ne pré-
sentent pas les pathologies qui étaient apparues dans le travail
mentionné ci-dessus. Toutefois, 1'étude des propriétés de ces
solutions, met en évidence le fait que ces premiéres hypothéses
sont beaucoup trop restrictives pour donner une description un
peu réaliste du processus de propagation d'une mutation dans un

milieu.

Nous avons alors essayé de généraliser les hypothéses intro-
duites par C. Baroni Urbani et "‘nous proposons un "modeéle éco-
logique" décrivant 1l'évolution de la mutation, de méme que la
dynamique de la population. Ce modeéle général est introduit au
Chapitre II; il tient comple en particulier des conditions éco-
logiques, du caracteére "favorable" ou "défavorable" de la muta-
tion, des phénoménes de mufation spontanée et de rétromutation,
ainsi que de la probabilité de migration. Dans ce mé&me chapitre
nous étudierons les propriétés d'existence et d'unicité des so-
lutions du systéme d'équations décrivant le modéle écologique;
nous montrerons ensuite que les solutions ont effectivement un

sens lorsque celles-ci sont interprétées dans le cadre biologique.




6.

Finalement, dans un dernier paragraphe, nous obtenons la

solution explicite du modéle dans un cas particulier.

Dans le chapitre III, nous attaquons le probléme du compor-
tement asymptotique des solutions et étudions les questions
d'existence, d'unicité et de stabilité des états d'équilibre.
Pour cette analyse, il est nécessaire d'introduire un certain
nombre d'hypothéses simplificatrices par rapport au mod&le
trés général étudié au chapitre II. Les résultats de ce chapi-
tre montrent que le systéme d'équations proposé permet de déri- .

ver certains résultats bien connus en biologie.

Finalement l'ensemble des résultats obtenus sont résumés
dans un dernier chapitre, résumé des conclusions de notre re-

cherche.

Pour terminer cette introduction, il est nécessaire d'in-

sister sur le fait qu'une telle étude ne peut avoir de sens

que pour autant qu'elle donne des résultats en accord avec

les phénoménes observés. Pour l'instant nous avons pu vérifier
que du point de vue qualitatif, les résultats obtenus sont ef-
fectivement en accord avec les résultats observés, d'autre part
notre modéle permet de décrire certains phénoménes précis tels
que la stabilité de la population mutante dans une population
naturelle. La prochaine étape sera alors une comparaison plus
quantitative, comparaison qui s'impose pour justifier en der-

* N ~ s~ .
nileére analyse le modéle écologique que nous proposons.



CHAPITRE I

MODELE PRELIMINAIRE

1. Définitions - Hypothéses

Soit D le territoire occupé par la population a étudier.

Pour

en m

définir notre modéle nous considérons une partition de D

régions D, (m fini).

Nous supposons que la population peut &tre répartie en

deux

groupes, les "mutants" et les "normaux" et nous intro-

duisons les hypothéses suivantes concernant l'évolution de 1la

mutation

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Un individu "mutant" reste "mutant" jusqu'd sa mort.
Un individu "normal" peut muter spontanément.

1 B N T T | s ~ T TV 2
tra mutant 51 4dau mnCin3 . un GQ&s

)

&9
[0}
c
>/

un enfant na
parents est "mutant".

La population totale #, de la région JL reste constante

au cours du temps.

Une naissance dans [, provient d'une mdre appartenant a
lL alors que le pére peut &tre issu de toute autre ré-
gion ]3'.

Les mdles arrivant de l'extérieur cn J, une fois accou-

plés retournent dans leur région d'origine (absence de

migration).

2. Notations et Hypothése

Probablilité de naissance

4
5

Probabilité de décés (la méme pour les mutants et

les normaux)



Ny

Probabilité de mutation spontanée.

Probabilité qu'une naissance dans 0, est due & un

J'..
peére issu de l& , d'ou
m
Z c,.=1 (I.1)
g=1 9
Hypothése
Les .@ R ]3 R 46 et ¢,; sont définies par unité de temps

et par individu. Elles sont constantes dans le temps et indé-
pendantes de 1'dge et de la région. D'autre part 1l'hypothése
d) entraine : ji=.ﬁ? . Ces grandeurs sont supposées con-

nues et constituent les parameétres du modele.

My

N,

population totale dans la région

Nett) .

i

population mutante dans D,

densité des mutants dans D,

£1)- N (6

e

probabilité qu'un individu, pris au hasard

3 1'instant ¢ dans ]L , Soit mutant.

/%(ﬂ7/ P (f) sont les inconnues du probléne.
(.4

3. Evolution de la Mutation dans JDK

Schéma de référence - Formulation Mathématique.

Considérons 1'évolution de la mutation dans la région .Z& du-~
rant l'intervalle (é £+At) . At est supposé inférieur a la

durée de vie moyenne de 1l'individu, c'est-d-dire f’f}ﬂf > O

Cette évolution peut &tre représentée par le schéma de la

page sulvante



(nstont : ¢ instant +  E<t<érdt | instant : ErAE

[~ =~ A restent vivanls ——_ - -
mutents 1 mulants

houveau

individus meurent

ne's

” 7 1 ”
normaoux > normaux

restent uivanls

Ce schéma conduit & une équation du bilan qui s'exprime

sous la forme

N (t4E) -1 [2) = A-B +C

n

individus "normaux" qui mutent durant At

individus “mutants" qui meurent durant At

nouvelles naissances "mutantes" durant Ot

Ceci donne

N, (¢+A¢8) - N.(¢) =
[n -No6)]-[1-RAt]- B at ~ N (€)-BAE +

P RAC ooy [p)p ep(4g) F pp ]
(1.2)

La dernidre expression du membre de droite de 1'équation

(I.2) représente le nombre des raissances mutantes dans D,

provenant respectivement
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d'une mére "normale" dans.Zh et d'un peére "mutant" danslaz
ne L, At Coj (1-}:)8
d'une mére "mutante" dans Dk et d'un pére '"normal" dans[bw

n, PAfc j’(ff)

d'une mére “mutante" dans.[& et d'un pére 'mutant" dansi%~:

RAtc, ff

En divisant les deux membres de 1'équation (I.2) par n, At
et en faisant tendre A€ vers z€ro, nous obtenons pour le

membre de gauche

1 INe = o [ Nlt)) = ¢
he dt ot Pic ) j:(é}

et 1'équation (I.2) prend la forme

jf(‘) (1-p )45 - J>Jo chJ{f ££pl (I.3)
L]

m

Compte tenu de (I.1) ¢,;=4 , et de l'hypothése d)
. .

}:’f[[}]] (I.l;)

En conclusion, nous devons trouver une solution du systéme

g - (1—£) {]} .95 i §

d'équations (I.3) ou (I.4) satisfaisant a

1) La condition initiale [O =f7 ¥
&
ii) La condition physique pour tout ¢ € [geo/ OIP() 1 Vi

iii) La condition que f>ﬂj doit appartenir d une certaine

classe de fonctions (p. ex. Jp € é? (o, cof )
. I's

(%)

4. Existence et Unicité de Solutions

Le systéme (I.u4) est de la forme : j) (¢) = f[{f'f]
. : P w LYy

(*) Nous reviendrons sur cette question d'une manidre plus dé-

taillée dans le chapitre II (paragraphe 8).
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Puisque £/7£Z] est un polynome en {g} s
il satisfait & une condition de type de Lipschitz, dans 1le

voisinage de {80] . De cette propriété, nous pouvons
conclure qu'il existe une solution du systéme (I.4), univo-

quement définie par la condition [j:((:o{} :{fo}
J o

De plus, nous montrerons dans le chapitre suivant, et ce-
c¢i dans un cas plus général, que si la solution de notre sys-

téme est initialement "physique", elle reste "physique" &

tout instant ultérieur. Autrement dit, si <9§_F°5'j ¥ o«
=
alors 0L P (¢ < 1 d tout instant £ 2o pour tout 4
=J, =
5. Points Stationnaires

Les points stationnaires du systéme

S'k:(fl‘f“>(]j‘ f]zg’;ckol.g)—:f/[gj) (I.4)

4

sont les solutions du systéme

-{ ({gf)= o} pour tout K (I.5)

La condition o< .({)g,i de méme que la définition des
Gy (G 2o , d qugz=1) conduisent a
P, +PX
+ C. - > .
s Sy p 20 | (1.6)

Ainsi, pour étudier les points stationnaires, satisfaisant
la condition O<p <4 pour tout & , il est nécessaire
L3
de considérer séparément les deux cas z;,#o et .B,=O

1. Si fj,#o a/ors f=1 pour tout AR O ol Q= js2,.,mf

d
les points stationnaires dépendent des

)

2. si F=o

’

valeurs des coefficients qv

i) si tous les qu~ sont strictement positifs il n'y

aura que deux points stationnaires
a) = pour tout o[efl

5
d

b) e =0 pour tout ie OO
P J
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ii) Dans le cas ou les Cy; ne sont pas tous strictement
positifs il existe un point stationnaire tel que P #{
(3

pour keX cQ si et seulement si Cy;= O Ppour tout

kek et t%?{

En introduisant J= {J'G?f,']‘fe\k tel que CNJ 9“0}

nous aurons

=0 si 0‘6]

f.'ol o~ 0|

= indéterminé si ke 3(/3 , 3(/3= {KG 3(5 Cu=0 ¥ e 3(}

c)
solt o)

f:" solt indéterminé si Cﬁ/%
soit 1

En conséquence nous avons d'une part les points sta-

tionnaires,

§ =1 ¥ kel (X - )

§ =0 ¥ kel (k=-0)
et de plus s'il existe X (K+@, X+0) tel que
Cyi=0 Vke?(, 4 C'?/R alors 11 existe une ou
plusieurs familles de points stationnaires définie par

c).
En renumérotant les régions _Dk de fagon telle que

=0 si J € {1,2,...,»*}

OVl so

= indéterminé si K € {ru) rez, ..., 3}
soit o
§:0 {soit indéterminé si (€ {ﬂu, 42, ..., m3
[4
soit i

le systéme différentiel

35« - (1-51) JZEC‘(/‘S ' (I'-u)'.



13.

devient
B 5 |
= (4- . s e
% ( _g) 6%('&‘}‘2 el (I.4)
”
) = i— Y3 P C'I' i’
g, =G Bgep  j4T (T.yytr
On remarque que le systéme (I.4)'' est complétement in-
dépendant du systéme (I.4)''' puisqu'il ne contient pas de
termes en P cf/f . Par contre le systéme (I.4)''' peut

contenir des termes en P Js J
o

Pour terminer ce paragraphe nous allons briévement discu-
ter la stabilité des points stationnaires. Pour ce faire, nous
utilisons le théoréme de Liapounov (chap. III, 2), qui nous

conduit 3 évaluer la matrice
(D’Zk )

au point stationnaire de (T.Uu).

De _QﬂL = @—ﬁ‘)ﬁ:gg - [{;*222:(;.~
25 15,

nous obtenons

dans le cas 1) 1347‘0 g.=i » pour tout JjeQ

P _ - (B +R)S,
'D?d g.=14
»

Ainsi, les valeurs propres de la matrice ('Dg

o)

_)&=1 étant

réelles et négatives, le point stationnaire p-=1 est asympto-

Q-

tiquement stable.

Dans le cas 2) z;==o

points stationnaires a), b), c)

nous étudions séparément les

i) §,=o avec ;>0 ¥ kel
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- Le point 2ﬁ=i pour tout j est asymptotiquement
stable pour les mémes raisons que précédemment.

- Au point stationnaire ‘g=o pour tout j , nous

avons

.’D_P"- :'Z)bc‘;‘
EQ %=o

m
La matrice (qg) étant stochastique (Z%CQ=JJ posséde
d:
la valeur propre + 1. On en conclut que le point station-

naire ~E=O n'est pas stable.
d

Nous pouvions nous attendre & un tel résultat puisque,
pour toute perturbation ‘8==9 en t=¢, pour certains J o
la condition de croissance monotone .5 >0 , (voir paragra-
phe suivant), conduit & la conclusion que le systéme s'éloi-

gne de l'origine pour ¢ > &

11) L. =0 avec Cuizo pour tout «€X et (£ XK

Comme nous avons remarqué précédemment dans ce cas, le
systéme différentiel (I.4)' peut &tre considéré comme 1l'en-
semble des systémes (I.4)'', (T.u)''', Puisque (I.u4)'' est
complétement indépendant de (I.4)''', on peut étudier la sta-
bilité de ces points stationnaires indépendamment de celle de

points stationnaires de (I.u4)''‘',

Nous aurons

pour . je€ S 5’ =0 R 9/4'

{.ECJ,‘ Sr O(é.f
o si < ¢gJ

La matrice (gx) étant stochastique posséde la valeur
propre + 1 . Ainsi le point stationnaire .f =0 Hye:r .n'est

d
pas stable.

En conséquence tout point stationnaire défini par c)

n'est pas stable.
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6. Croissance Monotone

Des expressions (I.4%) et (I.6) du paragraphe précédent,

nous concluons que

v

2

i o pour tout J €52

dans le domaine ou la condition physique est satisfaite. Il

s'ensuit donc que %(%) est une fonction monotone crois-

sante dans le domaine qui nous intéresse.

0

En conséquence, dans les cas ou soit ,8,#0, soit‘a

g (f) croit a partir de ‘ﬁ° pour atteindre asymptotiquement
o

:o’

1'unité. (Fig. 1).

7. Propriété

Nous allons montrer dans ce paragraphe que si d l'instant
. o o . P . . . ot = Sean . o
initial €, , la densité est uniforme, c_ebt a-dire .5ﬂ” = p
quel que soit J , alors elle reste uniforme & tout instant

ultérieur : ﬁ(:‘} = P(¢) quel que soit J
J

En effet, _5(¥}='pﬂy pour tout ¢ , avec fyy solution

de 1l'équation
§-(r) (5 + Bp) (2.7

est une solution de l1'équation (I.4) satisfaisant les condi-

tions i1nitiales

:S(Q)=~f° pour tout J

En vertu de 1'unicité de la solution discutée au b
nous avons la solution du probléme; ce qui démontre 1l'affirma-

tion ci-dessus.
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ST

¢ o
YieQ P. pE)o-drbet v )L £ :
J )j() fE) e O b s (I.8)
CC:{Z;,*ZZ

Le graphe de ,Fﬂ) est représenté sur la Fig. 1

. ° *t '}\
Fig. 1

%]

Evolution de 12 densité 8(U==fVU Vg e Q. . Le

ne sont pas physiques.

(AN

S
branches en pointill

8. Remargue

Dans le cas particulier ou .E/Q)if(ﬂ pour tout j et

3 tout instant, “Pﬂ) est la solution de 1'équation (I.7).
De plus, si ,6,=O (I.7) prend la forme de 1l'équation de
Verhulst

h=9 on(fig-n)

n=nf¢) population & 1l'instant ¢
s

ng = population de saturation.

En effet, si 1l'on pose p= N 1'éguation ci-dessus devient
s

§= apli-p)

qui est 1'équation (I.7) avec 5:0 et fz = Q
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9. Résultats et Conclusions

L'ensemble des résultats obtenus dans les paragraphes

précédents peuvent &tre résumés dans le théordme suivant.

Théoréme

o
Pour toute condition initiale uﬁ/ﬂd=lf satisfaisant

la condition physique 0<P°<{ , le systéme (I.4) décri-
9 =4 =

vant 1l'évolution de la mutation posséde une solution univo-

quement définie par les conditions initiales satisfaisant la

condition physique & tout instant &2%¢ , qui, de plus, est

une fonction monotone croissante du temps. Dans le cas ou

soit {2 #0 soit P, =0 , le systdme possé&de un point sta=

vl

tionnaire stable £ et un seul dans le domaine considéré

défini par : P = 4 pour tout J
o

Au terme de ce travail nous pouvons dire

ll

Le résultat important de l'analyse de ce modéle est
e . . ) . ~ P P

que 6::;-5(6} {4 #j. Autrement dit, a I‘GQULllbré,

toute la population sera mutante.

Cette conclusion peu vraisemblable du point du vue
biologique est une conséquence directe des hypothéses
introduites. En effet : un individu normal peut muter
(hyp. b) et une fois muté, il le reste jusqu'ad sa mort
(hyp. a). D'autre part, un enfant naftra mutént si au
moins l'un de ses deux parents est mutant (hyp. c¢). De
plus, la population totale dans chaque région ]2( reste
constante au cours du temps (hyp. d). Ainsi, dans le
moddle tel qu'il est formulé, on favorise la population
de "mutants" au détriment de celle de "normaux". On
peut se rendre compte de la disparition progressive de

la population normale déjd au niveau des hypothéses,
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sans pour autant recourir a la démarche mathématique.
Ce modéle pourrait éventuellement s'appliquer au cas
d'une mutation de caractére dominant et en méme
temps favorable & l'individu. Ceci n'est cependant

qu'un cas particulier,

Le fait de ne pas tenir compte des conditions écolo-
giques souvent variables d'une région a l'autre, cons-
titue une insuffisance du modéle. Nous avions en ef-

fet défini Z} R JZ R ]Z invariables dans D .

Finalement ce modéle est peu réaliste; et il faut le
considérer comme une premiére approche d notre pro-
bléme. Le chapitre suivant sera consacré a 1l'élabora-
tion d'un modéle plus général et plus proche de 1la
réalité. Nous y tiendrons notamment compte des condi-

tions écologiques dans D, .
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CHAPITRE II

MODELE LCOLOGIQUE

1. Idées Générales

L'objet de ce chapitre sera la formulation et l'analyse

d'un modele plus général.

Comme exposé a la fin du paragraphe précédent, (Chapitre
I) nous tiendrons compte dans ce modeéle des conditions écolo-
giques qui différent d'une région d l'autre. Les diverses pro-
babilités [x sont alors remplacées par jik , 1'indice k& se
rapportant & la région JDK . De plus les jakv sont supposés

fonctions du temps.

Le fait qu'une m&me mutation puisse se révéler "favorable",

"défavorable" ou "indifférente" suivant on, nous en-—
AP N AL Finie Aol Rakilit+da A3FFS + Ao AL AD P‘
traine d définir deux probabilités différentes de déces o
K - »> -~
et ];/ respectivement attribuées aux "normaux" et aux "mutants".
Un exemple de ce phénoméne, nous est donné par le cas de 1la

mutation de la "Phaléne de Bouleau". (Voir appendice).

Finalement nous incluerons dans ce modéle écologique un
certain nombre de phénoménes que nous avions négligés dans le
modeéle préliminaire : ce sont les phénomenes de rétromutation,
la variation de la population au cours du temps, et les pro-

cessus de migrations.

2. Définition du Modéle

Le modéle écologique que nous allons étudier sera défini

par les processus suivants :

a) Un individu "mutant" de ll( , peut devenir "normal'.
(Rétromutaticn spontanée).

b) Un individu "normal" de Za , beut devenir "mutant".

(Mutation spontanée).
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¢) La probabilité qu'un enfant naissant dans le soit "mu-
. X k .
tant" sera respectivement }i . ,6 s j?k sulvant qu'au-
cun des parents, l'un ou les deux parents sont "mutants".
d) La population totale #A, dans chaque région .ZL est va-

riable dans le temps.

e) Une naissance dans 12( provient d'une mére appartenant
a _ZL alors que le pére peut étre issu de toute autre
région j9~.

f) Le taux de déceés des "normaux" est en général différent
de celui des "mutants", autrement dit, la mutation peut

&tre "favorable", "indifférente'", ou "défavorable".

g) Tout individu de JDk v 4 peut émigrer ou immigrer.

3. Notations et Hypothéses

X .
Zi = Probabilité de naissance dans«~ZL .

K
]3 = Probabilité de déceés dans .ZL pour les "normaux".

K
]L' Probabilité de décds dans 0, pour les "mutante",
X
]; = Probabilité de mutation spontanée dans D, .
K
}i = Probabilité de rétromutation spontanée dans j&
X
Zi = Probabilité qu'un individu de J, , émigre ailleurs.
Tej = Probabilité qu'un individu de Z& , immigre dans 2D, .
K s .
E =27, (II.1)
dEx
Les probabilités ci-dessus sont définies par unité de temps
et par individu.

K
12 = Probabilité gu'une naissance dans D, soit "mutan-

te" si les deux parents sont "normaux".
K - . ~ . . "
]3 = Probabilité qu'une naissance dans _ZL solt "mutan-
- K
te" si 1'un des deux parents est "mutant' ( lg

indép. du sexe).



21,

L4
22 = Probabilité qu'une naissance dans J, soit "mu-

tante" si les deux parents sont "mutants'".

C.:= Probabilité qu'une naissance dans J), soit due

d un pére issu de _ZL~ ; d'ou
m
Zc.=1 (II1.2)

Hypothése

.4
Les ]Z s L et ij sont des fonctions du temps de

- . P .
classe & , 1ls sont supposés connus et constituent les pa-

[() = nombre des "mutants" dans [), & l'instant ¢ .

h () = nombre total d'individus (normaux + mutants) dans J),
3 1'instant € .
_P(Q - 1!ﬁg = densité des "mutants" dans D, & 1'instant £

k " (€ e s c e .
probabilité gqu'un individu tiré au hasard

n

dans jQ( ,», & l'instant ¢ , soit mutant,

Nete) , ne)

’fﬂ) sont les inconnues du probléme.
[

Note

Une mutation dans la région 12( sera dite "défavorable",
"indifférente", ou "favorable", si 1l'on a respectivement
Pi-F'>0, PS-P'-0, P.-PB'<o.
Ainsi les notions de "défavorable", "indifférent'" et "dé-
favorable" sont uniquement définies par rapport a lfeSpérance
de vie d'un individu et sans autre relation avec l'espéce étudiée.
Nous verrons dans l'appendice que ces définitions ont un sens

biologique.
4

4, Evolution de la Mutation dans JDK : Schéma de Référence

Considérons 1'évolution de la population dans la région
durant 1'intervalle (¢, £+4¢) . Cette évolution peut &tre

représentée par le schéma de la page suivante.
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5. Evolution de la Mutation dans 19« . Formulation

Mathématique.

A partir du schéma de référence, nous obtenons immédiate-

ment le bilan décrivant 1'évolution J/V,[f¢) de “mutants" dans

D,

N (e+at)-N,(¢) =A-B-C-D+E+F =G (II.3)
on A R _B R C s _D R E R F représentent respectivement

A

N w @ =

S N

1

=

individus "normaux" dans JDK qui ne sont pas morts,

qui ont muté (mutation spontanée) et n'ont pas quitté

DK durant (f f*Af) :
[ne(t) - Ne)J[L-B A E'BE[1-F " At ]

individus "mutants" dans jQ( qui meurent durant (ﬁ)fﬁﬂqz

T (4) P A4
Ak [L ];’L/l(,
individus "mutants'"qui ne sont pas morts et qui ont

quitté Zl durant (ﬁ f*Af):

N, (6)[1- B AL B At

individus "mutants" dans ll qui ne sont pas morts,

sont devenus '"normaux" (rétromutation) et n'ont pas

quitté _ZL durant (f,f*d{):

N (4)[1-F A BEAL [1-PAE]

individus "mutants" qui immigrent dans D, durant
(¢ t-ae) ¢
Aer
e "’J
nouvelles naissances "mutantes" dans jQ( durant

(fjffdf) ; quatre pessibilités sont & envisager



~ Une mére "normale" dans ,Dk , un pére "normal" issu

de DJ
Fn At e, B (1£)(1-F)

ko/O

- Une mére "normale" dans Dk , un peére “mutant" issu

de D
E'nite, B (sp)p
~ Une mére "mutante'" dans D« , un pére "normal" issu
de 'DJ

Pn Af c Pﬁ(i—&)

k/i

- Une mére "mutante" dans ,DK , un pére "mutant" issu

de _D‘/
B nklléc,g.]f f:g

m

F-Rnbtl_e, {Fepep Bliop)p

= frhpep ke

En développant A 5 _B R C R _D s E ,F en puissances

de Af (11.3) prend la forme :

N (t+#48)-N, (¢) = G =

(n= N )L [84] - (n =) B BB [0 + (n, - ) BEE/R [
~ N, B [at]

-NB[] o+ N R

N BN[a) v LRSS — N BB [aff

24,
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m
: [Akj.:%,;anJ.

) m
Compte tenu de (II.2) Z: Cuj = 1 , la dernieére ex-
Jo1
pression du membre de droite de (II.u4), peut s'écrire :

[At]-E*n, {Pj H(B-RYp +(B-PY L q,

En divisant les deux membres de (II.4) par #.-4f et en

faisant tendre Af vers zéro, le membre de gauche devient :

Com Neltrst)-Ny - Wi (II.5)
4i=o htt) At H '

&m G __ . (ff‘)};k‘ig')f]?k“ﬁﬁ“ + 2 g p i

Adtwo N Al

+]Zkl2’f+’ik( 13-1?:()“ . 5”{5"_87%6“/5
SRS TIIRT

ou encore

b €. [E+RE']-[B BB R -BEE) g

bt-so N Dt

e BER) L cyp + ]Zk(z”*ﬂ?kv‘fik)g Cypp
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En utilisant la relation

=d[_/1/£ = Ve _f_’]_q_ l'expression (II.5)
Py

prend la forme

Ne-¢rpn
L= f Lo

e

d'ou 1'on a 1l'expression finale de l‘équation (II.4)

i

53 +~E.ﬁ£ ﬂ?f +3f‘25jcuj>+-g ?J> + ZZ:r

E
r B (E“EY .7
o

»” K 3
ogk A3 X-K) & sont fonctions du temps de classe C

L'équation (II.7) peut &tre mise sous la forme

3

§ -y g S g B g mpE any

Jc1 "y JFe

Le membre de gauche de (II.7') est fonction des ~ﬁ ) {g}
et des paramélres, tandis que le membre de droite contient
deux termes dont l'un représente 1'évolution de la population
totale dans _Z% et l1'autre tient compte des immigrations des

"mutants" dans cette méme région.
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Cette formulation montre clairement que 1l'évolution de la
mutation est étroitement liée & la dynamique de populations

et au phénomeéne des migrations.

Dans plusieurs modéles de génétique de populations, pour
simplifier le probléme, on suppose que le nombre total d'in-
dividus dans chaque région reste constant au cours du temps.
Sous cette hypothése, le terme décrivant la variation de la
population disparait. Toutefois dans le cas général, la muta-
tion n'est pas indépendante de la dynamique de population,

contrairement & ce que pourralent penser certains biologistes.

Dans le prochain paragraphe, nous rappelons briévement
quelques modeéles classiques de dynamique de populations. Nous
formulerons dans la suite un modéle mieux adapté a 1l'objectif

de notre étude.

o
w

6. Quelques Modéles de Dynamique de Populations

Vers la fin du XVIII® sieécle, Thomas Robert Malthus [ﬂ
formule le premier modéle de dynamique de population. Il con-
sidére qu'en 1l'absence de toute restriction, la population

d'un pays varie suivant la loi
n_ 4 Malthus (1798)
h

£ = constante de proportionnalité indé-

pendante du temps.

Verhulst [8] modifie 1'équation de Malthus, en tenant com-
pte de la limitation de ressources d'une société donnée. Il
postule que l'accroissement de la population est proportionnel
au produit de la population existante par la différence entre
les ressources disponibles et la quantité de ressources effec-

tivement utilisées. Cette restriction implique que la popula-

(#*) Tiré du livre de : E.W. Montroll et W. Badge [lﬂ .
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tion ne peut pas croitre au-deld d'une valeur limite : 1la

"population de saturation" /%

Ceci s'exprime par
7N = %(q%..n) Verhulst (1845)
n

Vingt ans auparavant, Gompertz [2] avait proposé 1'équa-

tion

N . -4 n Gompertz (1825)
o g"(ns) Pe >

I1 faut cependant relever que cette formule a été initia-
lement appliquée a 1'étude de taux de mortalité plutdt qu'a

celul de croissance démographique.

Derniérement, E.W. Montroll [l@ a formulé 1'équation

. vy 4 :
hoo #l4-(nY |5 Montroll (1971)
— \n Y [ 4 L -
Iz s
qui est une généralisation des deux lois précédentes. En

effet, pour Y= 1, on a la loi de Verhulst alors que pour

V' —> 0, nous retrouvons celle de Gompertz. Sur la figure 2,

d la page sulvante, qui est empruntée a 1l'ouvrage de E.W.
Montroll et W. Badge [1ﬂ , nous avons le graphe de f?q = N

77"'
en fonction de —ﬁf y

L'objet de notre étude étant différent, nous ne pouvons
appliquer aucune de ces lois sous leur forme proposée, mais
plutdét que de les modifier, nous allons décrire la dynamique
de la population d partir d'un bilan analogue & celul intro-
duit pour 1'évolution de la mutation. Ceci fera l'objet de

notre prochain paragraphe.
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Evolution de /(U = %;Q H n{¢) étant la solution de 1'équa-

tion de Montroll. d
7. Evolution de la Population dans D« : Formulation
Mathématique.
Le schéma du paragraphe 4 conduit & une équation de bilan
du type
N (E+8¢) - ho(¢) = a-b-c-d+re (1I1.8)
oo @, b, c , d , e représentent respecti-
vement
(L = nouvelles naissances dans J durant (fjfﬁdf)
K
a= L n-A0t
b = individus "normaux" qui meurent dans D. durant (f,f#dl)
- k
b - (’M‘M}]‘;AZ{
C = individus "mutants" qui meurent dans J, durant (¢, ¢r4¢)

Q_ O

Y

= individus quittant jz durant (é‘f+Aé)
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J - n B4t

0
1

: individuq immigrant dans J, durant (£, f*AL)

Aer
e

En divisant les deux membres de (II1.8) par A, 4 et en

faisant tendre A¢ vers zéro, ncus obtenons 1'équation

n, oI tH ﬂk
« & s &
B S-S
ou P ' (IT.8)
c"=P/-F

L'équation (IT.9) représente 1'évolution de la population
totale dans la région l% . Etant donné que les paramétres de
cette équation sont fonctions du temps, le facteur de limita-
tion de la population ne figure pas explicitement. I1 faut
remarquer que 1l'équation (II.8) décrivant la dynamique de la
population sera indépendante des processus de mutations dans

. . . Pl k
le seul cas de mutetions 1ndifférentes is,—jzﬁ=0

8. Aspect Final du Modéle

Compte tenu de (IT.9) 1l'équation (II.7) devient

‘S.;J;zo(k_(ﬁkfgkjj: Hf“‘f?,L/ Zcfyf’ Y Zc‘yff ;

Finalement le modéle sera décrit par un systéme d'éguations

de la forme
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=10t 15 i) -

ﬁk:i(f/ [’?/}sz) =(Z,

FOAN

- d (B E)p Tt s > wp o Z%ff = c,-(gv:);,’%

I
- On ~Epn +2.n n
gk,_ Py <f£nk o i 1)
(I1.10)
o= B R

Le systeéme (II1.10) est un systéme différentiel non liné-

aire, du premier ordre & coefficients variables, formé de 2m

équations & 2#m inconnues.

Le but de notre étude sera d'analyser l'existence et les

propriétés des solutions de ce systéme satisfaisant &

La condition initiale f({){ =fo , /7”/5)‘( = /;,‘ro ¥«
(74 =0 74 =0

11) La condition physique, pour tout ¢ € [q,xl'/

o;j:(f)§1 , (8 >0 ¥ ox

iii)La condition que .f1%) R N.(¢) dolvent appartenir
K

< . . ) 1
a4 une certalne classe de fonctions (p. ex. “P{UJ qu) e & )
(4



9. Existence et Unicité de Solutions

Comme nous l'avions fait dans le cas du modéle prélimi-
naire, nous commencerons cette analyse du modéle écologique
en étudiant l'existence et 1l'unicité des solutions décrivant

1'évolution.

Pour cette étude nous aurons besoin du théoréme suivant

Théordme [12)

Soit

X, b (G2, L, x,) < Bty weive,., np (D

un systéme canonique d'équations différentielles ordinaires
ou les fonctions j:' sont supposées définies et continues
dans un certain ouvert‘,[q de l'espace & p+Zz dimensions
des variables f, f%lf . Si les dérivées partielles  Qfu
existent et sont continues dans /  alors : 2%
1) Pour chaque point Z)o 2.2‘;"] de 1l'ouvert ]_' , 11 existe

une solution,

Zl&-—fg[z,‘) b;,'eﬂ Q:f.@?),,,)f?]
du systeme (I), définie sur un certain intervalle de
temps I, L contenant le point £° et vérifiant les

conditions .
o o -
%(f)——i} b‘(/e.Q.
d
2) S'il existe deux solutions

d
contenant ¢, et

X = Sg(é/ VJC_Qdéfinie, sur l'intervalle 774,

%

4

%/'= }f(f} ’V()E.Q définj.e, sur l'intervalle _7/3") f[

contenant ¢, ,

du systéme (I) vérifiant les mémes conditions initiales

Z{{éo) = ‘Zp_/t‘a) #‘J'GQ
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alors ces deux solutions coincident dans 1'intervalle du

temps (J n,n [)/) (]a" , l";[) contenant 1l'instant &,

Appliquons ce théoréme au systéme d'équations (II.10)

w P ”m
_ k_ rp® k52 ® o n
”
K L'
l: ﬁn,r-cfnk +0§@-rg
X _k x ; « m

%_é_:—(ﬂJ'@)f‘?Cj: +C,W()/' +5}:) +5Zc,y)o _%‘#Z,,GJ'Z/'
%ﬁﬁ. = Cyj (r'wé"jfz) +_;71_:¢;.@- Vo # K

£

(0]

b - -4 -
%n,,— EE;{GJ{J, j‘:)’z;
2h 4 poip- ¥tk
on; B Py v /0 ﬁ) o’

d
de . - &"n, 29 - 0"~ ¢
Dﬁ( 7 '9'7“ %
2dx = © Vj#k 5 28 . Vi ¥ #x
2P 9ny

d

Comme nous avons introduit 1l'hypothése que les {f’}
{Cq} s [r} sont des fonctions du temps de classe %?w
.3

sult que les " , B, [“, 5", Ck, étant des polynomes en ]D

. o0
sont aussi de classe & ..
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o - g g
Ainsi pour tout «=1,..,m les fonctions fi({) [5.],{2,.])
et g (i}_ﬂ , {#n;]) sont des fonctions continues de £
L4
ayant des dérivées partielles par rapport aux variables P

. . » . d
J. , J = 1)...) /7 qul sont aussi des fonctions continues

?

de ¥ . De plus nous voyons facilement que, pour tout = 1..,m
les fonctions %’ R j et leurs dérivées par rapport aux va-

K K
rlablesig s @-) J=‘L-~,”7 sont des fonctions continues des

variables ﬂ@xf ) {ﬁyf dans 1l'ouvert ,[ﬁ défini par

F: {If e]-.ooj 400[) Vol-gﬂ_[jé‘]-oo,foo[) VO/-GQ ,Z/.e[]-eo,o[)(//]o,*oozyj

En conséquence pour tout point de 1l'ouvert /[ les condi-
tions du théoréme ci-dessus sont satisfaites ce qui nous donne

le théoréme suivant

Théoréme

. o [ o
Pour chaque point ! , {)5 j))’/g] de l'ouvert [
défini ci-dessus, 1l existe une solution et une seule, J?(ﬁ),
’ . ”~ . - . - d
ni(t), j=4,...,m définie sur un certain intervalle du

temps contenant fo et vérifiant les conditions

PP L m) = etz o,

10. Classe de Solutions du Systéme (II1.10)

Les propriétés de différentiabilité de la solution sont

obtenues & partir du théoréme suivant
Théordme [17]
Soit
X, = F,(t, {%}) J=4,2,...,n

un systeéme d'équations différentielles ordinaires. Si les
fonctions ﬁ( sont p fois continument dérivables par rap-

ort a4 l'ensemble de variablee ¢ 2Z,......X alors la so-
y) 10 J V74
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. Prg
lution X, (¢} est de classe e pour tout «= 22...,/n

On voit facilement que les ?f/[) fﬁf; {"’J}) et

OZ ( £ J K y 2'7;'}) , c'est-a~-dire les seconds mem-
bres du systéme (II.10), sont infiniment dérivables dans
tout [ par rapport a f et /;)/ , d=4,...,7 . D'autre

.4

part les o, /3'() f“ 5 ol "y [C'y'}) z”zy} étant supposés de

classe P°° S ¥ PEP sont aussi €.
¢ ¢

En conséquence, pour la solution du modéle écclogique

(I1.10), le théoréme ci-dessous est satisfait.

Théoreéme

Les solutions ﬁ((), /Z/[!} du systéme différentiel
g
(IT.10) sont des fonctions de classe 8m°, univoquemrent dé-

finies par les conditions initiales.

11. Existence de Solutions Physiques

Nous avons montré que pour toutes les conditions initiales
dans jrv , le systéme (II.10) pesséde une solution de classe
e univoquement définie par les conditions initiales. Ce-
pendant un tel résultat n'est pas suffisant pour le probléme
qul nous intéresse. En effet, le systéme différentiel (II1.10)
représente d'une part 1'évolution d'une certaine probabilité
‘ﬁ = {g} R ( _5/ﬂ) = probabilité qu'un individu dans
Zb‘ soit "mutant" au temps ¢ ) , et d'autre part 1'évolution
d'une grandeur positive /2 = f’ﬁ] , ( Z{K}= population totale
dans .Z& au temps f . En conséquence, pour que la solution
du systeme (II.10) ait un sens dans le cadre de notre modele,

il est nécessaire que celle-ci satisfasse aux conditions

5(() € [o 1] | nj(t) € Jo,e0l S =2,
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Par la suite nous dirons qu'un point ([f.f') 2”,9;) est
(4

"physique" s'il satisfait aux conditions ci-dessus.

Le probleme que nous devons dés lors envisager est celui
de savoir si la solution associée d un état initialement phy-

sique reste physique 4 tout instant ultérieur.

Avant d'aborder le probléme de fagon rigoureuse, supposons

qu'il existe une solution du systeme (II1.10) telle que /yj¥7=0

pour un certain { et certains ¢ , et examinons la consé-

quence d'un tel résultat. Ayant introduit 43 cocmme la den-

sité des mutants j9= ~AQ , la valeur de > d cet instant
¢ peut étre quelco,;xdque (./\5 = /7‘/'=o) J , mais perd

toute signification : 1l n'est pas possible de définir la pro-

babilité gu'un individu soit mutant dans une région Di ne

contenart aucun individu.

'autre part, dars la dérivation des équations décrivant

-

l!‘g - e P I . . [ S R, N B Uy .
evolulion de notre modele, nOUS &vions €Xplicileiment 1i

- Do W
1CimG

duit l'hypothése que N.,#o0 pour tout k=1,..,m puisque
nous avions divisé les deux membres de 1'équation du bilen
par 7 . De méme, nous pouvens dire que le systéme d'é&qua-
tions (IT.10) est ¢qguivalent & (II.7) + (I1.9). En consé-
quence le systéme d'équations (II.10), associé d notre modéle
écologique, n'a véritablement de sens que pcur autant gue les
n, restent tous strictement positifs; ces conditions appa-
raissent du reste, dans la définition de l'ouvert ]ﬂ caracté-
risant la classe des conditions initiales admissibles. Il se-
rait par conséquent intéressant de démon*trer gque les solutions
du systéme considéré sont telles que #; soil toujours stric-
tement positif , s'il 1l'est initialement; nous n'avons pas
pu obtenir ce résultat dans le cas général mails uniquement

sous certaines conditions gue nous discuterons par la suite.
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Nous allons donc considérer un intervalle de temps
_751,52[ contenant £, et tel que le systéme posséde une so-
lution satisfaisant la condition qﬂz)>o pour tout £ €

]1“ Q[' , et nous démontrerons dans ce cas que la so-
lution ~P garde son interprétation physique pour tout
J
£6 J—Sl.a Sg[ *

Pour ce failre, nous démontrerons le théoréme énoncé ci-

dessous.

Théoréme

Soit jngiz[ un intervalle de temps contenant £,

tel que la solution du systéme existe et satisfasse la condi-

tion N, (€) > 0 , pour tout ¢ € [¢,5,[ , alors la

condition initiale j’ (t‘o) € [q 1] entraine j:[é) € [D/ 7]
ke e

pour tout t € [to, 3, [

Pour la démonstration de ce théoréme nous utiliserons le

lemme suilvant

Lemme

Soit P - {27 5 feyps inf ) l'ensemble des
paramétres du probléme; pour tout 3 ga la condition
.//?b)=0 entraine que la premiére dérivée ii?[fy non

de”
nulle en é est d'ordre pair et positive; de méme, la con-
dition J(t) =1 entraine gue la premiére dérivée

non nulle en ¢, est d'ordre pair et négative.

Z

En effet les paramétres M€ 72 sont des probabilités,
fonctions du temps de classe ¥% satisfaisant la condition

H(€) € /0, 1] . En conséquence, pour tout X g2 la
fonction /pﬁO est convexe dans le voisinage de tout point
¢,  tel que H(4)=0 |, et concave dans le voisinage de tout
point t} tel que /lﬂ§)=1 , ce qui conclul l'affirmaticn du

lemme.
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Soit £  1'ensemble des indices, f£L=7§4,2,...,mf . Comme

£ (€) est une fonction de temps de classe €% (cf. para-

graphe 10), si la condition physique n'est pas satisfaite

pour certains £t € [t ,3,[ , alors il existe un instant

L, € [zfoljz[ et une partition de £ ,

Q= UVVUUW telawe pre) € Jo,1f ¥é<L,

1) j:({,) =0 pour wel

2) .ﬁ,({‘)=1 pour vel)
3) o<f>(f,)<1 pour we W
W

Examinons le signe de f dans ces trois cas
(2

(a) _)dzo/ (fa‘w//: fdf) /'/ZC”J.P JZC‘U)"I’ v-f.

di®

qQue nous écrivons sous la forme

W fea g A (ipg ) s E ey v D hp 2

g JgEx
m
avec ik.-_ [-/ﬂkl&ly # c";f kaZ C,,J-j; —Z r.g,_‘]

s It

1) f: (t,) =0 implique

or o/[t‘,)—zr]) jg 20

K&'y-(é,) 20 )V /”/‘(:) - lréﬂ{’u_]:uj{_

et

r
%

I/s

J

.f;)

i) si oL(L) >0 et sUt) >0 alors  gr4) >o

ii)  si /”{,{,) <o alors fo"’d% C(/f’] / “l¢,)

7,

Z
<
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dans ce cas f (t’,) [0( * Sy

J:{f,) ZPH*Z,;'{,O'%}Z 2o

clest-da-~dire

.  (¢,) = 51 u
AL OSSO

devons calculer les dérivées d'or-

Si jz (L(I) =0 nous

dre supérieur. Nous calculons ces dérivées a partir de la for-

me (b) de ,P

r.p Z n d 2
+J¢Z( "/; n JoU 7 /./ Pl )j:utl

En tenant compte du lemme( ) démontré précédemment, nous

voyons que dans les deux cas (A) et (B) ja/ﬂ) =0
u
Calculcns denc ~P.[§)
u
se - --u . . . .’ -
f;/z‘,) {o( f-‘ﬁléf?f;gafgvgaf/ J%C‘f/f fZOVZIO%Z,;;/Q;{Cg,LJ)f-

+/”Z ) *Lr "Z‘ TPZ,"Z/O%/(;’%) o/,c‘ilad("’ "”)/7

Jeu JE JEU F=. JEU

(%) Si Z(Duff,}=o alors ]2”{{1)=O il en est de méme pour

les Cud' et Iz‘/'
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On voit facilement que :

dans le cas A) f(f {o( f/”ZC 7‘2/2 &f 20
u JFU "’ LYV g gy

dans le cas B) f (4)=fu% ¢ Z c, -/-Z: / 2 20
J;/(‘) i /dﬂz ‘/Jj oJTU q"'})yo nede=t, =
D'une fagon analogue, nous montrons que si [f f]

l?fi {8'7
alors L/enu /Jo /52/ >0

Ceci signifie que s'il existe ({1 tel que _p(tf} =0 well

pour Z’>l(1 e [o, 2[ JO {t’} ne peut pas devenir négatif.

2) f{{‘)= 1 implique
(/4

$ (L) - Jo = (B67) 47 (yV+8%) 2 uf * Z (1) ””}

JEU JFO te,
Compte tenu des expressions des o(v; ﬁ?; /7’, 5": ¥ 47

) AR EUE) - LB E) D cyp » 2omyep) e
¢

JEU J#o 7 iy
1
t > (L) <
et nocus avons j:/ (1} <0
v s
en effet si 1? (¢) < ]j (¢,) alors )l‘;(t‘,) o
_ v > ' o . |
si ]3 é,)>]i (¢,) alors f:,(fi)-’f—iﬁ +.ZZ(!“]:);§;@.(1-P)’%}§O
€=¢,
1-P)-P), Pe)-o0 ylé)=0
de plus  (4,)=0 si
e plu j;(:) 1 ouw

Bt)=0 Ert)-1, 6 lh) -
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Nous pouvons montrer d'une fagon analogue & celle indi-

quée précédemment, que

an antd
si _d_ /f (62/:0 alors _0_/__ [f/c’,{/ £0
a/{n’n U q/[i’hf-g o
Ceci signifie que s'il existe fi tel que f/fx) =4 vel
U
alors pour L‘>f1 ) fe/zolﬁz[,)o///ne peut pas devenlr supé-
U

rieur a l'unité.

Le résultat de ce théoréme est clairement illustré par
le schéma de la figure 3 représentant l'espace (fjj9) dans
i 72

le cas a deux dimensions.

ASs
i 1 y
<7
e aN{
f A _
/ | 4 f
Fig. 3 :

. . .
Le vecteur tangeant f = (FJ.P) pris sur le contour du
1’ 72
carré unitaire est dirigé vers 1l'intérieur de ce carré. Autre-
ment dit, toute solution initialement a& 1l'intériecur de 1'hyper-

cube de c¢6té 1 ne peut sortir hors de 1'hypercube.

Le théoréme mentionné au début de ce paragraphe a été éta-
bli sans introduire de restriction sur les paramétres du pro-
bléme; toutefois il ne nous a pas été possible d'affirmer que
toute solution initialement physique resterait physique & tout
instant ultérieur : il a été nécessaire de considérer un inter-

valle de temps plus petit tel que " soit strictement positif.
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Nous concluerons ce paragraphe en donnant un théoréme
plus général, mais qui nécessite certaines restrictions sur

les paramétres.

Théordéme

Dans les cas particuliers ou

soit Q& =0 de'e 0 (absence des immigrations)
soit K, >0 VKJ e , la solution du systéme (II.10)

¢~ ~

associée a un état initialement physique, reste physique a

tout instant ultérieur.

Nous ne donnerons pas la démonstration de ce théoréme, mais
sa justification physique est immédiate : s'il n'y a pas d'im-
migrations, alors chague région lz- est isclée; donc s'i
existe un temps ¢, tel que 12' est vide (non peuplée), elle
le restera ultérieurement. Par contre s'il v a des immigra-

tions continuelles, aucune régicn ne peut se vider.

12. Conclusion

Ce chapitre nous a permis de formuler et d'analyser un
modeéle général, tenant complte en particulier des conditions
écologiques différentes d'une région 12- a l'autre. Ce modele
a donné lieu & un systéme différentiel (II.10) non linéaire
d coefficients variables et du premier ordre dont les fonctions

d& déterminer sont les populations #, et les probabilités £

Les conclusions qui suivent de l'analyse de ce chapitre

sont réunies dans le théoréme ci-aprés.
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Théoréme

Le systeme d'équations (I1.10) associé d notre modéle éco-
logique posséde pour toute condition initiale physique une so-
. - Eod . . -
lution et une seule, de classe E s qul est physique dans

l'intervalle de temps ., nl contenant ¢,

Le plus, dans les cas ou soit Ny =0 soit i >0
toute solution de (IT.10) initialement physique reste physique

ultériecurcment.

Stude 4 Cas L ier ; LI
13. Etude d'un Cas Particulier; R*n, _05; 7 hy

Dans le cas particulier oid les paramétres sont indépendan-

tes du domaine .ZQ et du temps, nous avons les résultats sui-

vants

Si les conditions initiales sont indépendantes de &, P(f)=p°
(4

alors la solution du modéle est donnée par
p(t) = plt) ¥k el (II.11)
(14

ou ~f09 est la solution de 1l'équation

P = (ct8)pF - (aro-p)p + (11.12)
setisfalsant la condition initiale -f(&)=.f°

En effet, on vérifie immédiatement que les fonctions
(IT.11) sont solution de 1'équation décrivant la densitié

des mutants.

D'autre part, le systeéme d'équations
h, = (9'6f7’&
avec  P(¢)  soluticn de (II.12) posséde une solution

univoquement définie par les conditions initiales.
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Nous avons ainsi trouvé une solution de notre modéle sa-
tisfaisant les conditions initiales.
La solution du systéme (II.10) étant unique, la solution

ainsi obtenue (II.13), est la seule possible.

_ B D P
fio) - DAt _ 4

: 2
- - -
D= {(6+0-7) T (€+8)f (T1.13)
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CHAPITRE III

EQUILIBRE - STABILITE

1. Introduction

Le but de ce chapitre est 1'étude des procédés de 1'é-
quilibre de notre modeley c'esf—a—dire 1'étude du compor-
tement asymptotique du systéme différentiel (IT.10).
Puisque (IT.10) est un systéme différentiel a coefficients
variables dans le temps, nous ne pouvons pas étudier son
équilibre. Il nous faut donc supposer avoir aitendu assez
longtemps pour que les conditions a l'intérieur de chaque
région D« (conditions écologiques et autres), solent sta-
bilisées ou du moins qu'elles fluctuent peu. Ceci nous
permet de remplacer les différents paramétres {{lzk} R

{Cgk 5 inq} } par leurs valeurs moyennes Qul ont
alors un sens physique. Cette hypothése nous permet de dire
que le systéme (II.10) devient un systéme différentiel au-
tonome(*).

Dans le prochain paragraphe, nous exposerons la notion
de stabilité selon Liapounov, ainsi que les conditions de
stabilité suffisantes pour la position d'équilibre d'un
systéme autonome. Dans quelques cas particuliers, cependant,
la stabilité selon Liapounov est trop restrictive, et elle
ne suffit pas pour mettre en évidence 1l'équilibre de cer-
tains systémes physiques. Nous serons ainsi amenés a dé-

finir la notion de "stabilité physique.

Nous verrons par la sulte qu'il est pratiquement impos-

sible d'étudier explicitement 1'équilibre de notre systéme

(#*) Systéme différentiel autonome : systéme différenticl

d coefficients constants.
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sous sa forme générale. Ceci nous oblige a4 faire un cer-

tain nombre d'hypothéses simplificatrices.

D'autre part, il faut remarquer que le fait biologique
bien connu que nous ailmerions pouvoir décrire dans le ca-
dre de notre modéle écologique est celui de 1'évolution
de la population mutante vers un état d'équilibre plus ou
moins stable. En conséquence méme si les hypothdses sim-
plificatrices introduites sont telles qu'il n'existe pas
d'équilibre pour la population globale (absence de satura-
tion discutée au chapitre II,(% ), nous aimerions quand
méme voir apparaltre un état d'équilibre stable pour la
densité des mutants; nous parlerons alors d‘équilibre re-
latif. C'est ce résultat que nous nous proposons d'&tablir

dans ce chapitre.

Nous verrons de plus que cet &état d'équilibre est uni-

que dans la plupart des cas que nous étudierons.

2, Stabilité sclon Liapounov ﬁ?}.

Soit

X; :E’(:x,,...,x,,) =E[{xJ-}) , C€f1,..,n} ﬁ;e??z (III.

N
un systeme autonome.
D'une fagon générale on dit que

La position d'équilibre &«U={§U§, (e {4,..,n7} du systeme
(ITI.1) est "stable" si toute solution du systéme (III.1)
issue 3 l'instant £=0 d'un point suffisamment proche de
U reste au cours de sa variation ultérieure (c'est-a-

dire pour tout ¢>©0 ) & proximité du point U .

Enongons maintenant le théoréme de Liapounov

S~

1)
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Soit Z£={ZQ} la position d'équilibre du systéme au-
tonome (III.1).

Posons Xy = U +Ax, (III.2)
et adoptons pour nouvelles fonctions inconnues les grandeurs

Az, , A=, ,..., A=,

(III.3)

Effectuons le changement de variables (ITI.3) dans 1le
systéme (III.1) et développons les seconds membres en série

de Taylor suivant les variables (III.3); nous obtenons

ion
8%, = F (1) » 0 2 [E(pup]laz; « R, (117 0)

— .
d ag

ou 2?5 est du second ordre par rapport aux inconnues (IIT.3).

Comme %==i29f")est une position d'équilibre du systéme
(ITI.1)
E(f?ﬁ}):a ¥ def1,.. ng (III.5)

posons ensuilte

u; = 5%[};'({%.})] (II1.6)
nous pouvons écrire le systéme (III.4) sous la forme
" ‘
Az, = Zugl]:g + R, (II1.7)
dJ=1

Théoréme de Liapounov

Si toutes les valeurs propres de la matrice (&g) ont
leurs parties réelles négatives, la position d'équilibre

U= {U;3 du systeme (III.1) est asymptotiquement stable.

(*) Le point 2z=gug} est appelé aussi point stationnaire.
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3. Expression du Modéle dans un Cas Particulier

Comme nous l'avons vu au paragraphe précédent, 1l'étude
de 1'équilibre d'un systéme autonome exige pour commencer
la recherche des points stationnaires de ce systéme, et

par la suite l'analyse de la stabilité de ces points.

Notre systéme, devenu autonome, se présente sous la

forme

n

§= L (g, dng) tren

(I7I1.8)

n

’ (Z(f,’()i",/}) ¥ ke )

Les points stationnaires de (III1.8) sont les solutions
du systéme
f:o ¥ €
" (III.9)
He = O ¥reld

Déterminer explicitementi les solutions de (III.9) dans
le cas général est impossible. Nous considérerons alors un

cas plus simple compte tenu des hypothéses suivantes

1. Au voisinage de 1'équilibre relatif (s'il existey,
les différentes probabilités jzk ne varient pas
d'une région d l'autre. Nous posons donc

£°=1 ¥ keQ

2. Au voisinage de l'équilibre relatif (s'il existe),

le nombre d'individus quittant la région _ZL est

sensiblement égal au nombre d'individus entrant

dans iD . Ceci s'exprime mathématiguemeni pdar
W

m
R, = .



3. Nous supposons que la mutation est indifférente,

c'est-a~dire Pd’ ‘Pd’

Sous ces hypothéées le modéle prend la forme

$=f Vi €0 (TII.10)
e (TIT.12)
% = 3, Yhelr (III.11)
m
f; o(—(@’r@)ﬁ{ * /J__Z!c,y}o + So,z;,c“o/ﬁ)j |
avec ‘
9}4: ‘9’7« ‘
«= B +ER , G=P+B+E-E(B-R)
(ITIT.12)"
ou r=4(5-E) , §= L(5-25+1) |
0=k -1
Nous remarquons que dans le systéme (IIT.12) 1'écuation

pour la densité des mutants (II11.10) ne dépend plus des va-

riables IQ

Nous pouvons par conséquent chercher les points station-
naires pour la densité des mutants sans qu'il existe néces-
sairement un état d'équilibre pour le systéme global (III.12):
le probléme de 1'éqﬁilibre relatif est donc un probleéme bien

défini dans le cadre de nos hypothéses simplificatrices.

Pour conclure, notre but étant de mettre en évidence
l'existence d'un équilibre de la probabilité pf/) indépendan-
(3
ment de 1'équilibre de la population #, (¢) , nous cherche-

rons les points stationnaires de (IJI.10).
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4, Recherche des Points Stationnaires du Systéme (IIT.10)

Les points stationnaires de (III.10) sont les solutions

du systéme :

£=0,, L=0,., £=0 (I171.13)

;f—fw,-..,;{:o,..., £-leo,, f 40 (TTT.14)

# e ' m  x
or :
m m
{-£ = -00)(g-g) +rllocyp -2 cup]
+5[(/Z=;Ceo,-j;g,—gcuﬁf2]=o (I1I.15)
m
Puisque ZJCKJ'=1 alors Che = j—Z Cuf (II1.16)
d=‘{ ) J#’( . )

d=1 =4 P (R
de méme :
”, m - -
- : = C - ZC =
2 cyse Loy & 5wy 5% e
”m m (] F 4]
:fegcec’ S)K;CQS)‘;_E(%;{CQJ% —yk;Ckc_f: =

+
5
*(fe'fk)zz Ce;)j. +£[7—;Ce;jj - & Cm.'f(. (I11.18)
Compte tenu de (IIT.17), (III.18) devient :

2 coif§ 2 0af g " (0°5.) Z‘eaf g e llyg) T
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d'ou
'f;-{ =(fe_5:«) +:L;r6 (f‘f) =0 (ITI1.20)
"o - (B+8) +5‘Zcle (IIT.21)
avec
ek
bp = (¥+3p ) (Cep = Cup) (IIT.22)
ek ex
en posant AP = AP + 3;,( at” (IT1.23)
o btenons l'expression finale de
nous obtenon X P {_{i

-7 = Z;Aik(f;—f() =0 (TTT. 2%)

Ainsi le systéme (III.14) peut s'écrire sous la forme

m .
. ’ -
e'quations 4 Mmooy i'qu:l)‘/bns (ITI.25)
Z AP (fp—f‘() =0 ‘

ZA”U’ £) -

P#h

Les solutions de (III.25) sont les points stationnaires
de (IIT.10). D'autre part, seuls les points stationnaires
satisfaisant la condition physique O§J>§f ¥ib nous in-

(i3

téressent.

(IT1I.25) est équivalent aux systémes

7&:0 , Ji’f, ¥peld (111.26)

P#x

1?,‘ = 0 ) rAp §’ §’)~o (m-2) 9,700//6/75 (ITI.27)

det (A))
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Dans le paraéraphe 5, nous verrons que (IIT.26) donne un
ou deux points stationnaires physiques. Nous montrerons par
la suite (paragraphe 6) que l'un de ces deux points corres-
pond soit & un équilibre "asymptotiquement stable" au sens
de Liapounov, soit & un équilibre "physiquement stable".
Puis dans le paragraphe 7, nous établirons que dans la plu-
part des cas ce point stationnaire stable est unique, autre-
ment dit que les solutions du (III1.27) si elles existent
sont soit physiques et non stables, soit non physiques. Dans
le méme paragraphe nous montrerons finalement que dans cer-
tains cas trés particuliers 1l'équilibre du systéme dépend

des conditions initiales.

5. Solutions du Systeéme (III.25)

m
Soit ﬁ,if: g , alors compte tenu de 2. qg~:1 1'équation

f==0 prend la forme -
K

ff‘i) = 1rg) = o ~(B46-4)9 + 83 =0 (IT1.28)
soit |

Az (BF0-y)°— 4.5 (ITI.29)
Puisque

Bto-r = j;,sz/’; + P +fg‘/1-?/3+2,)=>o<+5 (IIT1.30)

— ————
Y >§

alors

AR ((3”"9“3’)%—4%%5‘; (£58) = 4 = (¢-6) 20

Ainsi les racines de (II1T.28) Jﬁ)qﬁ” sont réelles

F- (B+6-y) = va~
24

(IIT.31)

[ (B+6~-y) + /A
2§

d'autre part, nous avons

(I1I.32)
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{) = «-p-60+y+&= -B(1-P)-R so (II1.33)

I. Soit Aso , x>0 (#) <o)

Trois cas se présentent suivant que d cst négatif, nul

ou positif.

1. Si §<o alors §-§’<o

Ha

& v g |
? est physique §/ est non physique.
si  Jrt)=0 alors =1

N>

Si d=c alors §= _X et §7 c'élecigne a
B+6-x5 .
1'infini. Dans ce cas nous montrons facllement que

limp. % _ ol P est donnd par (IIT.31)
hy 55 w5

)

{
s~ 9

3. S1i 8>0 par (III.30) nous concluons que

B+-y >0

alors ﬁ.§’>o , §+f’>o



Af(q)

A
PN T

Si ,?(1) <0 alors f est physique et §' est non phy-

sique.
Si /(1)”7 et «<8 alors _P— et $’ sont les deux
physiques.

Nous aurons donc dans ce cas fP= &£ , p'=1
)

11. A>o0 «=o (#1)s0)

Le cas &=0 est immédiat, les points statjonnaires

sont © et 2rE -y

Y

Compte tenu de (III.30) nous ccncluons que si o/ =0

alors 197‘(3-};5\

1. Si S<o s, Q+B-y<o alors §= 6rB-Y (24

P

) 5
1

a7 = -

9 SN 9

f et §/ sont toutes les deux physiques.

§e2 51 fcz=o.

2, Si =o alors +rB-)>0 et g

B
O
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ety

EJ: o, § s'éloigne a 1'infini.

3. 550 alors g=0 et 9= B#B-F 5 4
5' =

4 a)

§=1 si Fry=o

IIT. A=o0 f/?)séo

1. Si d<o alors A.—_((Sl-é’—g")a— 429 =0 entraine
x=0 et B#+rb-y=o

Sous ces conditions

. £/7) = &75 | d'ou y:ﬁ’-—"o

2. si d»o A= (B+O-y)%- 48 =0

7
BrO-) = B+8-y +ax+d-ot-3 >0
Ainsi

D= (B+O-y-ot=8)" 4 («+8)° 4 2(+8) (31 6-p-0-6) ~ 4ot

A= (PHO-y-u-8)% + («-8)" + 2(45) (B 18~ y-ct-8)
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8=t
A=0 si et seulement si

{ 285= (3+6-y

sous ces conditions

fg)=80r-g)° aron  F-p5'= 1

IV, 'f(?)E o

Si ﬂq)so alors les points stationnaires ne sontl pas
d2terminés. Nous mohtrerons dans le paragraphe suivant que
1'équilibre dans un tel cas dépend des conditicns initiales

du systcénme.

En conclusion, pour autant que /?%)¢C) ( %&) définie
par (III.289, il existe toujours un ou deux points statlion-

naires physiques de la forme P=9 ¥ pel2 .
P

En particulier le point stationnaire

= __ (B*e_y-)‘—VA v 6-&-
5.=¥ o5 P
est toujours physique.

6. Stabilité du Point Stationnaire £ =F ¥ pef2

Pour étudier la stabilité du point p=p +pef2 nous
P
utiliserons le théoréme de Liapounov énoncé au paragraphe 2.

Dans le cas que nous &tudions, nous avons

{({59 = o - (B*&)g * /dg C‘y'{} # Sdéc,,d,-g‘g_
b - -(B+8) + C..(y+3 £ 3 3 »
28, ) AR JZI: Kt

g& = Cuj (/+5p) (¥ j#wn)

%.
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ce qul nous donne pour la matrice &f={éﬁi} évaluée au
2F-

point stationnaire physique f:iﬁ

Vpen
P PG

v -
Uy = Dm’ = -(3+9) + 89 + Gy (J+85)
) .
Sulg=p (III.34)
51g=¢
‘posons - -
= - (Br8)+ 55 n=prdp (ITI.35)
Compte tenu de l'expression de §
ro. =(B*O+)) ~ /4
7 2
(IIT.36)
Y = (B+6+) - /4
2
on remarque que
G = -V8 o, <o
(ITT.37)
Hk = (B+8+7)= -~ (L + B+ R) <0
Donc par (III.35), (III.34%) prend la forme
(III.38)
Z(I(' = CkJ’i

I1 nous faut étudier maintenant les valeurs propres ). de

la matrice

U= (u,) (III.39)

Introduisons la matrice

C = (c)) (III.40)
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On remarque, que U est de la forme

U=nl+5C (ITT.41)
d'ou

U= = |6l 5C-al] = |5 C - @) -

=(‘2)me ‘i;rzill (IIT.42)

Posons

- = F (ITI.43)

%

Alors

|«-21] = (5)"|G-p1] =0 1 s

Or, le membre de droite de (III.h4) représente le polynome
caractéristique de la matrice C | f étant une valeur pro-

pre de C: .

m
La matrice C: est telle que, 2: qu=1 , elle est alors
ot
une matrice stochastique, sa valeur propre maximale est égale

d 1, les autres valeurs propres sont de module inférieur a 1

[1u]

Soit j{ une valeur propre de C' alors A=ty est la
(3 [4R/A

valeur propre correspondante de U
Montrons que j?(j_) <0
i) =

Soit ﬁ(j") = Q , alors _/?{2} = a1+ ry

Puisque ”g ”é 4 - alors ‘azlf n
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Examinons J?(;&)

I. A>o alors ntr <o
soit r>o et @, >0 alors ‘P(j{) £ r+h <o
soit r,>0 et Q; <o alors .R(]g) = La;tf <o
soit I, <o et Q¢ €0 alors _72(7‘.) £ hor L <o
soit <o et as>o alors .7?(]‘.) = arn+h<o

Finalement les valeurs propres de la matrice
% - (a&)
08 /8=9

sont toutes & partie réeclle négative,.

¥¢en

Ainsi par le théoreme de Liapounov nous concluons que [
P

¥ el est un point d'équilibre asymptotiguement stable,

-

De 1= méme maniére, nous montrons que ©° définie par

(I11.32) n'est jamais stable

En conclusion si A»>o0 le point stationnaire

o6 (Br6-y)-VA ¥ pe QL
5 =5 T P

du systéme (III.10) est toujours physique et asymptotique-

ment stable, au sens de Liapounov. Par contre le point

—_7 ’ = _f_'
9p:9:(6+8:—; VA ,V.peﬂ

qu'il scit physique ou non n'est jamais stable.

II. A=0 alcrs hrh =0 , P=9’ ('/(9)#0)

Ncus avons montré au paragradhe précédent que si D=0

alors

n

(v} \s/' ;<O 5 %(q) S?R

i

1 S/ &§>o0 ; {(q) 5'(1_972




Examinons dans ce cas le signe de f(j‘) . Puilsque Kth=o
alors,
]2[47() = h(1-a;) _21(1?. +B)<o s/ S<o
ou Y = -g[ﬁfaffj <o en effet r =

4 _1ﬁ@fﬁi§)<o si §so
Ailnsi *RC%)fo puisque ]ad < 4 2

Par conséquent dans le cas oid A=o [1@%)¢o) la ma-
trice 6QuJ) posséde une valeur propre nulle et toutes les
autres a partie réelle négative.

Ainsi le point £=p° n'est pas "asymptotiquement stable"
au sens de Liapounov. Nous montrerons qu'il est "physigue-

ment stable'.

Définition

Soit
§ = Aligy) ., xen
un systeéme différentiel autonome, 0P (€)< ¢ pour tout
, (83

t et soit

=iwa} un poilnt stationnaire du systéme.

Nous dirons cque q - jz} (z € [o0,1] ¥y eQ) est un
point stationnaire "physiquement stable" si pour tout & >0

il existe un nombre pesitif &< €, tel que si P(4) € [o1] ¥ eR
o

et // ﬁ’— F((o)'// P alors // _P({)/ < &, pour tout
£ >¢,
Femarque

1 g € Jo4f ¥cel zlors la notion de "stabilité

phyeique" s'identifie & la "stabilité selon Liapounov"
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Pour établir la "stabilité physique" du point station-
naire f>=\§=a§’ ¥pelk nous nous placerons dans l'es-
-] .
pace de phase des vg et nous considérerons les portiors
physiques des sphéres centrées sur ~p‘:f' de rayons ¢,

et ¢ (Fig. ),

?9" ﬂS’L
4 A §:0=14
'
D \
.. \
\ <o B - S>o0
.. "\ : N
L ud \\ A
AN \
> ad by \
N \
1. €2 N &)
\
S v —+ — ey -
§:30 { . £
§ §
Fig., Uu

Nous montrerons par la suite que toute solution initia-
lement a l'intérieur du cube de ¢b6té ¢, reste a 1'inté-
rieur de ce dernier. Pour ce faire nous montrerons que le

bl . o N . .
vecteur tangent ¢ pris sur la frontiere du cube est di-
rigé vers son intérieur. A plus forte raison toute solution
3 1'intérieur de la portion de la sphére de rayon &, ne
I 2
pouvant pas sortir du cube, ne pourra pas scrtir de la

portion de sphére de rayon ¢; , si & 2 V/m € .

Nous avons montré (paragraphe 11, chapitre IT) et cecl

' a0 4né & bpris sur les hype 3 =
d'une fagon générale, que § pris sur les hyperplans .=t
et §=° , est dirigé vers l'intérieur du domaine physi-
que. Il reste a démontrer qu'il en est de méme pour les
hyperplans p.=E;, Hiel (si S<o ) ou f.= 1-&, ¥#ceQ

[4 [4

(si &0 ).

Solt Ad=0 avec 0<0 alors «=o , (5+3:/‘ et f=_§31: o .
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Sous ces conditions le systéme différentiel (ITT.10)

devient
. m
g =S + (J’*gf’k) 5;; de'-g'
ol
y- RE >0 , §-R(B-2B)<o
soit £ = E? =& Ykel (€>0)
Sur le plan g:c‘z ou 0<é €€, Ps£6E, pour tout J#/

nous avons
5'2:_)752 +(X+S§¢)§ic‘~d.% $-yp *(X*Sﬂ-)fg = 5‘9(‘"‘ = 56; <0

clest-d-dire si

. N p .
En conclusion e calculé sur la frontieére du cuke

défini par les plans {ﬂ:aéz ; $=0 } , étant dirigé

vers l'intérieur de ce dernier, le point f.ro Heeld
(4

est "physiquement stable".

On démontre de la méme maniére, que pour A=o et &o

est '"physiquement stakle".

le point = §/= 1

f(?)EO c'est-d-dire «=o, §=0, (3+éff;q_

I1T1.
Sous ces conditions nous aurons ]/’,rji;]:ﬁo , ];-21 , b1

et le systéme (III.10) devient

y = - - ) N _ : 1
$ =-rls, 5—%{,%] o y: 4R >0 (ITT.10)"
est un systéme différentiel liné-

Le systenme (III.10)'
aire ¢ coefficients constants. Ce systéme admet une solu-

tion du type
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Ainsi (III.10)' prend la forme

‘ . _
[Cux -] Ax + d%‘CkJ Aé:o avec 9= f+r

[C~jII= o avec C = (cq)

La matrice G étant stochastique admet la valeur pro-
. - 1' 60
pre )1-1 d'ou r=o
= -y (1-2)

Rr) = -y(1- Rzy) 20 puisque  |J(y) ] #1
D'ou la solution de (ITII.10Q)' a la forme

”m
T ¢
.5:({) = Q“ +d§akaf€5 avec _7?\(5) <o

On voit donc que & m Plt) = Ay

{00 T4
Il existe une famille de points stationnaires.

Ainsi, dans ce cas particulier, 1l'équilibre vers lequel

évolue le systéme dépend des conditions initiales.

Nous concluerons ce paragraphe en énoncant le théoréme
N (&) > N

suivant
Théoréme

Pour autant que f?gji'o le point stationnaire
P - P - (B+o-y) - /A ¥ en
J 25
du systéme (LT11,10) est physique. De plus si A>0 , ce

point f =0 H¥jefL est un point d'équilibre "asymptotique-
Jd . .
ment stable"; si A4=0 | p=¢ est un point d'équilibre
d .

"physiquement stalble'.

vy v oy~ o
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Si -/(%)E() il existe une famille de points station-

naires du systéme (IIT.10).

7. Unicité du Point Stationnaire Stable £ =p ¥jeQ

Dans ce paragraphe nous considérons le cas ou fhv n'est
~

pas identiquement rul et nous établissons le résultat.sui-

vant.
Théoreéme

Le systéme différentiel (I1J.10) posséde un et un seul
point stationnaire "asymptotiquement" ou "physiquement"

stable: §>P=§' v pelx

Démonstration

Supposons agu'il existe un point G = 5§97 o<
7S E

tel que ’é({?‘f) =0 ¥ ueld

Puisque 1les z. ne sont pas tous identiques, alors il
existe 7”, et Z't tels que
7m<7‘, VetdEm el
Z1>Zf Vitm Jen (IIT.45)

et de plus 7 <9 respectivement dans le cas 4=m , k=M
m M

Considérons les équations f ([9“() =0

Nous aurons

Si «=m | alors

X - (B18)g ¢ /Zcmo,'g. + 89

JEA
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d'ol : 2ZCig - . (B8, ., (IIT.46)
Jer 0y St dg
”m

o« = (Br8)q "/Z%JZ- *S%ZC j g =0

nj 9

Jm JER o/
a'on Z. Cuig. = - o - (B46)9, (ITT.u7)
JGD. J J :

/—ffzt

d'auvtre part compte tenu de (III.45) nous aurons

9 <-ZC“J'7~<Z1 ¥ el (III.u48)

a) [e- (@*9)‘7,,,7[J’+5c7m] <o

by _ ¢ - (340) G,
J’f&ym

c) [o(~ (me)qmj[y- +5qﬁ] <0

Do
(I11.49)

d) ‘_ 0(*([3"5)?1‘1
by M
Vs .

Noug pouvons montrer que les inégalités (III.48) ne peu-~
vent pas &tre satisfaites simultanément, compte tenu des
expressions de o« , B , & 5, 0 , ¢ qui sont fonctions

des [ (paragraphe 5, (III.12)"').

« = J},v‘]zz, Zo

or B+6 =
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Y et & peuvent & priori étre positifs ou négatifs.

Du point de vue physique on s'attend a ce que y soit

plutdt positif, compte tenu des définitions de ]; et ]Z .

Nous démontrerons 1'incompatibilité des inégalités (III.
49) dans le cas ot o« , B , o & sont positife, les
autres cas se traitant de la m@me manicére.

J

S1 X‘>o,(§\>o alors X‘ff7m>o )"f-gy >o d'on
il

b) : 5%: -(Bf@-/j%” fol <O L") (111 50>
. 2 _ IBFO- 1
d) JJZZ (B8 /)zq oL >0 a')

Or les solutions du trinome
592—(3:‘&-(}*)7 FA =0 avec O so sont ¢ 2 £’
et oCcP<iI<yP (voir paragraphe §)

Pour que b') soit satisfaite il faut que: @< ¢ <9  (ITI.51)

Pour que d') soitl satisfaite 1l faut que:

9. >#  ou 9 <F (II1.52)

~/ N + = . N - ~
Or Z1>~P ne nous intéresse pas car .P/> z

Il reste la possibilité Z¢<§ ; compte tenu de (IJI.51)
nous concluons que les inégalités (T7IT1.50) sornt simultané-

ment satisfaites si

4

g <P< g <p (TII.53)

M

Or (I1I.53) est impossible car > ar hypoth2se.
o P = zl Zﬂ E %
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En conclusion il n'esiste pas de points stationnaire phy-

sique autre que [

d

Dans les autres cas qul peuvent se présenter on démontre

= § ~LJ<5I1 .

de méme que :

- soit : 11 n'existe pas d'autres points stationnaires
physiques;

- soit : il existe plusieurs points stationnaires phy-~

.

siques mais un seul est stable.

Nous pouvons ainsi conclure que dans le cadre des hypo-
théses simplificatrices introduites au paragraphe 3, il
existe un point d'équilibre relatif unique qui est de plus

asymplotiquement ou physiguement stable.
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CHAPITRE IV

CONCLUSION

Dans tout modelage d'un certain phénoméne, que ce soit en
physique, en biologie, ou en sciences humaines, il est néces-
saire d'effectuer un choix & priori plus ou moins arbitraire
parmi les causes pouvant &tre associées au phénoméne que l'on
étudie. Ce premier choix étant fai , nous devons alors choi-
sir une méthode d'investigation et caractériser le probléme
qui nous occupe au moyen d'une structure mathématique bien
précise : équations, graphes, topologie, statistique, ...

A ce stade le probléeéme devient purement mathématique; ses
conséquences peuvent é&tre analysées de fagon rigoureuse et
les résultats obtenus s'expriment alors généralement sous
forme de "théoréme". Finalement dans une derniére étape, le
modéle trouve sa justification par comparaison avec le phé-
noméne étudié d'une part, et d'autre part la descripticn et
l'interprétation des phéncménes que le modéle nous apporte.
Cette comparaison avec la réalité conduit souvent d reformu-.
ler le modéle, & modifier certaines hypothé&ses ou encore &

introduire de nouvelles causes.

Dans ce travail nous avons procédé de la maniére discutée
cl-dessus; la structure méme des hypothéses, fournies par
un biologiste M. C. Baroni-Urbani et qui nous a amenés au
modéle préliminaire (Ch. I), suggérait une méthode de nature
‘hod
tio

‘...
[t

M

essentiellement déterministe. Ayant cholisi cette mé >y

.
i

nous avons obtenu des éguations décrivant la propaga n

09

d'une mutation donnée ainsi que 1l'évolution de la population.
Les résultats cobtenus dans le cadre de ce premier modéle
étaient encourageant sans pour autant &tre convaincantsj; nous

avons montré que
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(#*)P.1. Les solutions du systéme d'équations sont univo-
quement définies par les conditions initiales; de plus, si
les parameétres de ces équations ont un sens biologique alors
la solution garde une interprétation biologique & tout ins-
tant pour autant que les conditions initiales aient un sens

biologique.

P.2. Il existe un état d'équilibre asymptotiquement

stable comme cela se rencontre dans la nature.

P.3. L'état d'équilibre est tel que toute la population

solt mutante.

Ce dernier résultaet tr@s rarement observé dans la réalité
nous a conduit & élargir nos hypothéses et a ccnsidérer des
phénomeénes supplémentaires; nous avons alors introduit un
"modéle écologique' beaucoup plus général. Les résultats les
plus intéressants obtenus dans 1'étude de ce modéle général

sont les sulvants :

(*)E.1. Le systdme d'équations décrivant notre modéle
écologique a une solution univoguement définie par les con-
ditions initiales. De plus, si les conditions initiales ont
un sens physique, il existe un “ntervalle de temps At con-
tenant €, tel aue la solution reste physique pour tout temps

t € At .

P

E.2. Dans le cadre d'un mcdéle un peu moins général, nous

eSS Ccon-

Qs

avons pu montrer gue toute solution correspond

ant
ditions initieles physiques, restait physicue ultZrieurement.

(%) P = Modéle PrZlimineilre
(#%) L = Modéle Ecologique
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E.3. En introduisant des hypothéses simplificatrices
nécessaires pour permettre la possibilité d'un équilibre
(c'est-a-dire que les paramétres du probléme sont indépen-
dants du temps), nous avons montré qu'il existe un point
d'équilibre physique "asymptotiquement'" ou "physiquement"
stable, et un seul. Nous avons remarqué que dans certains
cas particuliers (absence de mutation spontanée et proba-
bilité nulle d'observer une naissance mutante dans le cas
ol les deux parents sont normaux, z; =]}=0) il peut exister
plusieurs points d'équilibre physique; toutefoils en vertu
de ce qui précéde, il n'y a qu'un seul de ces points qui

peut étre "asymptotiquement" ou "physiquement" stable.

E.4., L'étude du modéle général nous permet de comprern-
dre le résultat peu réaliste obtenu dans le modéle prélimi-
naire. En effet, nous avons montré que le point d'équili-
bre physique stable est_£=§=1, c'est-a-dire toute la popu-
lation cst mutante, si et seulement s'il n'existe pasc de
rétromutation avec simultanément une probabilité unité qu
enfant ayant deux parents mutants naisse mutant. (7;=0, P
Ce cas était justement le cas considéré dans le modéle pr

liminaire.

E.5. L'étude d'un cas particulier nous a permis d'obte-
nir la solution explicite correspondant & des conditions
initialemrent homogenes £ (€) = p° pour tout domaine JD, .
Nous avons ainsi montré, dans ce cas particulier, que pour
toutes conditions initiales homogénes, le systéme allait
évoluer dans le futur vers le point d'équilibre § asympto-
tiquement stable. D'autre part, cette évoluticn est monotone,
croissante ou décroissante suivant que P°< § ou p°>P .

i lgures sur la page sulvante).
(Voir figur S 1 ge sul te)

De plus, 1'évolution est telle que lc systéme reste homo-

géne & tout instant, c'est-a-dire p(¢) = f(Q pour tout £ .
. (.4
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Nous trouvons l'origine de ce dernier résultat dans notre
hypothése que les processus de migrations sont indépendants
du caractére "normal" ou "mutant" de 1l'individu. Il serait
intéressant de généraliser encore plus notre modéle é&colo-
gique, pour é*udier les conséquences d'une telle distinc-

tion.

e(t) S(1) ${1)

S+e<o S+€ =0
1
c Moo . ;
§ jy\_“'“.::-— = g
- I —
P L

Finalement nous avons étudié le comportement des solu-
tions en fonction des paramétres et nous avons montré que

les résultats auxquels on s'attendait étaient correctement

décrits par notre modéle. En particulier nous avons : §p
indépendant de ]3 la probabilité de décés %; <o et
— . b
¢ 5o pour autant que B #F et F {as]
P}

Pour terminer cectte discussion, mentionnons qu'il se-
rait possible et peut-&tre intéressant d'étudier le cas
d'un modele ayant une certaine probabilité Cix qu'un
enfant naisse dans le domaine D¢ de parents provenant
respectivement des domaines Zy et Dy . Un tel moddle de-
vient d'autant plus intéressant.dans le cadre ol l'on géné-
ralise l'interprétation des indices & pour y introduire
d'autres variables telles que le type de 1l'individu. Fina-
lement, la question de l'existence d'autres types d'équi-
libre, tel l'existence d'un cvcle limite, n'a pas été
abordé dans cette étude. C'est une question sur laquelle

nous avons 1'intention de revenir.



APPENDICE

SUR LES NOTIONS DE MUTATIONS DITES

"PAVORABLES" "DEFAVORABLES" [14]

Lorsque nous qualifions une mutation de "favorable" ou
de "défavorable'" nous entendons par 1d que son effet est de
favoriser ou défavoriser l'espérance de vie de 1'individu
cecl sous des conditions écologiques bien déterminées. Il
faut souligner qu'une méme mutation peut se révéler comme
favorable dans un domaine donné, mais défavorable dans un

autre domaine, aux conditions écologiques différentes.

Deux exemples illustreront mieux 1l'importance du mi-

lieu sur l'effet d'une mutation :

A, Le Mélanisme Industriecl

L'industrialisation de 1l'Angleterre, lors de la deu-
xiéme partie du XIXe siécle, modifia les conditions du mi-
lieu naturel par 1l'apparition d'un dépdt de suies et de

brouillard ("smog") sur la végétation et les murs des villes.

Simultanément, on vit apparaltre chez un papillon,
"la Phaléne du Bouleau" (Biston Retu laria), une forme mutée

sombre. Ce phénoméne est appelé "mélanisme industriel”.

o\

teurs. Ce mimétisme était tr

s utile tant que la végétation

ts de suies, caractéristiques des

’_"
(o)}

était claire, mais les dép

[63]

régions industrielles rendiren- bientdt la forme clalire trés

visible, donc vulnérable. Elle disparait peu & peu au profit
de la forme mutée, sombre, iieux adaptée aux ncuvelles con-

ditions.
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On peut donc qualifier la mutation de favorable d 1'es-
péce, si nous la considérons dans une région citadine. Il
reste cependant évident que si un Phaléne muté migre vers
une région rurale, la nouvclle coloration de sa robe se dé'
tachera grossiérement sur 1l'écorce des bouleaux restée claire.
Cette méme mutation, de "favorable", deviendra "défavorable",

le milieu é&tant différent.

B. Coloration Rouge du Male chez le Poisson "Hemichromis"

La couleur rouge du mdle de 1'"Hemichromis", rend ce
poisson trés vulnérable, son absence de camouflage le dési-
gnant facilement aux prédateurs. Or, pendant la période
sexuelle, les mdles lec mieux colorés ont un attrait tout

articulier pour les femelles; ils acquiérent ainsi une
P I 5 q

puissance de reproduction bien supé ure d celle des formes
les moins colorées. L'avantage acquis & ce moment compense
largement le désavantage conséeutif & 1'absence de camou-

Le méme caractére se révéle donc défavorable en dehors
des périodes sexuelles et favorable pendant celles-ci. Ainsi
on peut dire gqu'un tel caractére, est favorable au niveau de

l'espéce, défavorable au niveau de 1'individu.
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