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1. Einleitung

Wir gehen von einem Problem der klassischen Methode der

kieinsten Quadrate aus : p unbekannte Parameter 8,,68,,...,

ep sind aus n Recbachtungen y., i = 1,2,..., n zu schétzen.

3
o

Wir nehmen an, dass

(1) vy, = i=1,2,...,n

’.J

eyt
<
.{-
)
A d

¢is 0. X5
1 J J .

ist mit bekannten Koeffizienten Cys und Fehlern X Die
Verteilungen der Fehler brauchen weder bekannt noch iden-
tisch zu sein. Man setzt aber voraus, dass sie Elemente
einer gewissen Menge F von Verteilungsfunktionen sind.
Traditionellerweise 10sen die Naturwissenschafter dieses

Problem durch Minimalisierung der Summe der Quadrate

n
- 2
(2) ! (y; - clo)
1=1

p .
ciez= ) c,:0. bedeutet das Produkt der (1xp)-Matrix

o1 1

] - 2 - 3 1 -

cl := (Cil"’cip) mit der (pxl1)-Matrix 6. bedeutet

"transponiert", d.h. falls C eine (nxm)-Matrix ist, bedeutet
C' diejenige Matrix, dile aus C durch Vertauschung von

Zeilen und Spalten hervorgeht.

Eicker {41, {5]1hat notwendige und hinreichende Bedingungen
angegeben, denen ¥ ung adie {Cij} genligen missen, sodass
die Methode der kleinsten Quadrate eine kXonsistente und
asymptotisch normale Schidtzung der Parameter 61,62,...,6p
liefert. Die Methode der kleinsten Quadrate ist aber nur
dann allen anderen Schidtzmethoden vorzuziehen, wenn die

Fehler normalverteilt und ihre Variarnzen bekannt sind.

Nun macht man aber hdufig die Wahrnehmung, dass grosse




Fehler etwas zahlreicher auftreten, als nach dem Gauss'schen
Fehlergesetz erwartet werden dlrfte. Diese Tatsache wurde
schon bel der ersten umfassenden Priifung dieses Gesetzes

von Bessel [1lervorgehoben Es ist deshalb einleuchtend,

dass beil einer quadratischien Verlustfunktion die entspre-
chenden schlechten Messungen ein zu grosses Gewicht erhalten.
Um diesem Nachteill abzuhelfen , verwenden wir Schétz-

funktionen Tn = Tn (yl,yg,...yr) die den Ausdruck

(3)

e

p(y. - c! T)
=1 1 1 1
zu einem Minimum machen. p(t) bedeutet hier eine nicht-
konstante, meistens aber konvexe, reellwertige Funktion

mit einem reellen Argument und p(0) = 0 , z.B.

1 t2 fir {tl < k
(4) P (t) : =
kit - 1 k? fliriti> k

Der Wert k kann noch von den Beobachfungen Y3 abhdngen.

Diese speziellen Verlustfunktionen liefern Schitzfunktionen
mit gewissen wohldefinierten Minimaxeigenschaften, wenigstens
im einfachsten Spezialfall (p = 1, cy5 = 1 Vi,;) 7.

Im 2. Abschnitt werden hinreichende Bedingungen angegeben,
denen p(t), ¥ und die {cij} genlgen mussen, damit die
Schdtzfunktion konsistent ist, die (3) zu einem Minimum
macht. Wir verzichten auf grdsstmdgliche Allgemeinheit, da
flir robuste Schitzungen nur solche Verlustfunktionen p(t)
interessant sind, die filir t » t« nicht zu stark ansteigen.

Wir betrachten die folgenden Fidlle

. . . oplt
(i) e(t) konvex, gerade mit 1lim p (%)
tre |t]



Voraussetzungen, die Konsistenz und asymptotische Normalité&t
garantieren, haben den Vorteil, dass die Bedingungen Ulber
¥, p(t) und die Regressionskonstanten {Cij} getrennt ange-
geben werden kdénnen. Im Falle der asymptotischen Normalitédt
wird dies durch einen Satz von Eicher (Ul erm8glicht. Wirde
man den zentralen Grenzwertsatz in seiner Ublichen Form
verwenden, so erhielte man Bedingungen, die gleichzeltlg
die Regressionskonstanten und die Verteilungen der Fehler
enthielten.

Flir robuste Schitzungen sind die Verlustfunktionen (4)
zweckmidssig. Falls an den Stellen xk die Verteilungen
unstetig sind oder grosse Dichten aufweisen, ist es vor-
teilhaft, Fi(t) so abzudndern, dass auch die 2. Ableitung
stetig bleibt.

Wir haben in der ganzen Arbeit angenommen, dass die Regres-
sionskonstanten {cij}vorgegeben sind. Man kdnnte aber die
Fragestellung abdndern, nidmlich : wie muss man bel gege-
bener Stichprobengrésse n die {cij}wéhlen, dass einzelne
Messungen nicht zu stark ins Gewicht fallen ? Ich vermute,
dass sich mit Methoden, wie sie beim Beweis von Lemma 1

und 2 verwendet wurden, gewisse Faustregeln ableiten lassen
sollten.

Beispilele flir mégliche Verlustfunktionen p(t) findet man

in {71, (8]

Diese Verlustfunktionen p(t) lassen sich auf die meisten
Beispiele anwenden, wie sie in Blichern lber die Methode

der kleinsten Quadrate zu finden sind. (z.B. Linnik [10Q)

2. Konsistengz

(Q, & ,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, ¥ eine Menge von
Verteilungsfunktionen, xi1, X2,... unabhidngige Zufallsgrés-
sen auf (q,K) mit Werten in R = (-», +o) und Verteilungen

F,, Fy, «o. e¥und ¢,, ¢,, ... p-dimensionale Vektoren.



Wir betrachten Zufallsgrdssen der IPorm

(1) yi i® ct Go + X5 8 eRP , 1 = 1,2...

Gesucht 1st eine Schitzung des Parameters 60.

In diesem Abschnitt untersuchen wir Schétzfunktionen

Tn 1= Tn (yl,..,yn) fir den Parameter eo, die den Ausdruck

(2) (Y.

1

N e

- ciT )
=1 n

zu elnem Minimum machen oder genauer

Gesucht sind hinreichende Bedingungen dafilir, dass jede

Folge T R" » RP mit der Eigenschaft
1% L0
(3) n Z o(yi - CiTn) - inf = 2 p(yi - Cie)+0 f.s5.
1=1 6 .i=1

fast sicher gegen 60 konvergiert. p(t) bedeutet hier eine
nicht-konstante Funktion, p(t) > 0, p(0) = 0.

Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit darf angenommen werden,
dass ¥ keine Verteilung enthdlt, die die ganze Masse in einem
Punkte konzentriert. Gibe es nimlich ein Fe¥ mit verschwin-
dender Varianz, SO bestiinde eine lineare Beziehung zwischen
den Parametern und die Anzahl der Parameter kénnte um 1

reduziert werden,.

2.1. Konvexe Verlustfunktionen

" Sei p(t) eine konvexe, reellwertige Funktion, definiert auf
der reellen Achse, welche fiir £t » * = nach + « strebt.

p(t) := p'(t) sei die normalisierte Ableitung von p, d.h.
p(t) = 1[p(t+0) + Y(t-0)] . Wihlen wir z.B. flir o(t) = &,

so erhalten wir den Ansatz von Laplace, welcher im Gegensatz

zu Gauss die Methode der kleinsten Absolutbetridge postulierte.
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Um die Voraussetzungen durchsichtiger zu machen, nehmen wir
in diesem Abschnitt an, dass alle Fehler X5 die gleiche
Verteilung F besitzen, d.h. dass § = {F} ist. Fiir cine
gegebene Verlustfunktion lassen sich leicht umfassendere
Klassen angegeben, sodass unser Konsistenzbewels gliltig

bleibt.

Tn erfliille (3). Wir beweisen Konvergenz von Tn gegen OO

unter den folgenden Bedingungen
(K1) p(t) ist konvex und gerade ; 0(0) = 0O

k2) 1im 2 -y <o
6} oo Pt 1

Sel «y(t) = E {p(x-t) - p(x)}
(K3) v(t) > y(0) ¥V t#o0

. 1 X
Sex Cn .= 7n——‘ ((,.

€ig Lr<€ = !
lr), 1<i<n, 1<r<p und Dn CnC

(K4) (1) Jeg.|s M, <= Yi,r

(ii) Es existiert eine Xonstante h> 0 und eine
' Zahl n <o, so dass fir alle n> n,
det Dn > h ist.

Bemerkungen zu den Voraussetzungen

(1) Aus (K1) und (K2) folgt mit Hilfe des motonen

Konvergenzsatzes

(5)  E [ dinf p(x-t') - p(x)} ~+ E {p(x-t) - p(x)}
t'leU

falls die Umgebung U von t auf{tl}zusammenschrumpft.




(ii) Gegeben sei eine Folge von Vektoren c¢;, C3, ..., Welche
(K4) erflillt und eine Zahl n 2 ng- Wir wdhlen aus den n
ersten Vektoren p linear unabhindge aus. Diese bilden eine
Basis des p-dimensionalen Vektorraumes. Sofern mdglich,
wdhlen wir aus den restlichen (n-p) Vektoren wieder p

linear unabhingige aus usw....

Um Einblick in die geometrische Bedeutung von (K4) zu
erhalten, fragen wir uns nach der Anzahl Basen, die sich

mit wachsendem n aufl diese Welse konstruleren lassen.
Lemma 1

Falls (K4) erfiillt ist, existieren 2 Konstanten K;>0 und
K,>0, sodass sich flr alle n > n_ aus den Vektoren (D)

1 (2)
{c,, cz,...,cn} a(n) » K;n Basen Ej 1= (e§ ), ej ,...,ej),
1 < j < oa(n), konstruieren lassen, die der Bedingung

ldet (egl), egz),..., egp))lZKz geniigen.

Bewelis : Flr alle n » p gilt die Beziehung

1 2
(6) det D_ = =) ¢
n np K Kk

wobel 6k alle p-reihigen Minoren, die in der (nxp)-Matrix
/n Cn enthalten sind, also (%) Minoren, durchlduft. (siehe
Linnik [10], pag. 22 ff.)

Wegen lcirl <M, Y i,r, ist

(7) 62 < (pMP L 1<k < (D)

]
Wir wdhlen K, so klein, (z.B. Ki= Eég), sodass fir alle n
8 = § 8 <2, Ti={x1l<ks B, [ [xke)

np kel
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Wegen AL ) 6; > % und Gﬁ < (pMZWexistieren fiir alle
n" kel '
n o> ng mindestens S n? Minoren 6k , deren Betrag
2(pm3)P

grosser oder gleich K, ist. Die Kolonnenvektoren jeder
solcher Determinante Sk bilden eine vollstindige Basis des
p-dimensionalen Vektorraumes. Entfernt man p Vektoren aus
der Menge {C1, Casev.., cn}, so verringert sich die Anzahl

dieser Determinanten um h&chstens

B - < ¢ [P - (ne2p)P] =

1
pt

[n - (n—2p)][np_l + nP7%(n-2p) +.. .4 (n—2p)p_1]<%R nPt

hp!
4p? (puz)®
auswdhlen, sodass jeder der Vektoren c¢. in hdchstens einer

Ez),..., egp))lszist.

d.h. es lassen sich a(n) > n := K;n Basen

. 1
Basis verwendet wird und [det (ei ), e

QED

(iii) Wie in [8] wird der Konsistenzbeweis in 2 Schritten
durchgefihrt : zuerst wird gezeigt, dass eine kompakte

Menge C <RP existiert, sodass jede Folge, welche (3) erfiillt,
fast sicher schliesslich in C bleibt; in einem zweiten
Schritt, dass T > 6  f.s. Um die Beweisidee von [8] {iber-
nehmen zu kdénnen, braucht es folgende Ueberlegung : Gegeben
sel ein Vektor 8 # 0. Wir bilden alle mdglichen Skalarprodukte

c{B, cib6,..., cée und teilen sie in 2 Klassen ein, namlich

I (8,K) {i : 1<i<n, lcielzx}

K>0

J(8,K) {i : 1<ign, ]ciGI<K}

HGH bedeute die Euklidische Norm von 8 und 138} die sup-Norm,d.h.

[6]= max ([0:], f6d,..., lepl)



Lemma 2

Falls (KU4) erflillt ist, existiert eine Konstante b >0,

sodass fiir alle 6#0 und allen > n_ I (0,b fol )

mindestens o(n) » Kyn Elemente enthilt.

Bew : Wir betrachten alle Matrigzen Ej:z (egl), egz),..,eép))
mit |det Ej[ »Kes 1 € § ¢ a(n) und bilden alle Skalar-

produkte cée von 6 mit den Spaltenvektoren Co der Matrigen

Ej s 1 £ r < p.

Ferner sei Vj (resp. wj) der kleinste (resp. grdsste)

Eigenwert der positiv definiten Matrix EjEj' Es gilt

(9) LPIN ) R B Ezl [epol? >v, o
und

K,
(10) v o2 o1 > p b? 1<§ < a(n)

J

fiir ein b > 0, d.h. in jeder Basis E; mit |det Ejl > K,

existiert mindestens ein Basisvektor c, S0, dass

(11) lcjel > blol

QED

Lemma 3

Unter den Voraussetzungen (X1) bis (K4) existiert eine
kompakte Menge C < RP so, dass jede Folge Tn’ welche (3)

erfuillt, fast sicher schliesslich in C bleibt.

Bew : Zu zeigen ist, dass eine kompakte Menge C ¢ RP
existiert mit eoe C, sodass flr alle genligend grossen n fast

sicher
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(12) in?f
8¢C

n
L [elyy

S

- c!8) - ply, - clo st
cie) ((y1 clco)]zoonqt > 0

i=1

ist. Es gilt wegen (18)

P(x~t) - P(x)
p(t) + 1

(13) E {}%T_ing } > 1

Es ist aber fir alle i inf.[p(yj - cie) - Q(yi - cieo)]é 0.
peC )

Um (13) gleichwohl verwenden zu k&nnen, muss man die Lemmata
1 und 2 zu Hilfe nehmen.

Aus den Vektoren {c;, 02,...,cn} lassen sich ndmlich Basen

1 (
5 iF (e§ ),..,ejp)),
Bedingung |det Ej]> K, geniligen.

1 < j <a(n), konstruieren, die der

Sei Ij (n) := {1 : 1<1i«n, cieEj}

b(t) := p(t) + 1 ; b, (8,m) t= L  b(cl(6-8))
J ste(n)

plyy - ci8) - plyg - ¢l )
bj(e,n)

Aj(e,n) iz ) ;1< §<aln)

sst(n)

Jeden der librigen Vektoren c¢, # 0 erginzen wir zu einer

k
orthonomierten Basis

¢
- k.. (1) o(2) (p) . N -(2) (p)
F, i (~WE;I~ = fk s fk ""fk ) mit passenden fk ,..,fk .

Seil bﬁ (g,n) b(szés)ke—eo)) und

1
[



..11_

,(;-(yk - CL'{G) - P(yk - c'o ) a(n)

A' (8,n) := kol ¢ I.(n) , k<n
k 1 J

5y (0,m) hs

Sei th:Rp mit eoeCt eine kompakte Menge derart, dass Jede

Basis E := (e(l),e(z),..,e(p)) mit [det E[»K, sowie

max Ie(s)‘éﬁb
1<s<p

Wir zeigen : es existiert eine Zahl to derart, dass flr ein

beliebiges € mit 0 < e < pK,

(14)  “B{inf Aj(e,n)}>1 - % , 1< < aln)
eﬁcto
a(n)
(15)  E{inf AL(8,n)} >—-2§5 ,» kg ) (), k<
GéCto J=1

(16) inf bj(e,n) > f% , 1 € J<a(n)

6¢Cto

Wegen des Mittelwertsatzes und wegen p{x) < M; |x| gilt
(17)  fe(x-t) - p(x)| € My |t]

(18)  e(x-t) - p(t) >p(x) - 2M; |x]

Ferner gilt

(19) lim inf b.(8,n) = o, 1 < j € a(n)

o] > =
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Wegen (18) ldsst sich ein t; so widhlen, dass flir alle |x]|<a,
fiir alle j, 1 < j < a(n) undbeliebiges €, 0 < ¢ < pK,, (wir

setzen x_ fur y_ - ¢'8 )
S s s 0

'qcé(e-oo))—zmllxsl
bj(e,n)

€
> 1-7z

(20) inf Aj(e,n) > inf Y

eéct Béct

1 1 SEIj(rQ

Da fir alle genligend grossen v (v) > 41]§]'ist, gilt wegen

(17) fir alle x und alle genlgend grossen t,

M, [cé(e-eo)[
(21) inf Aj(e,n) > inf ¥ - > - 2p

eéctz eéCt2 scIj(n) bj(a,n)

€
Somit gilt {lir ein a mit der Eigenschaft |F(a) - F(~a)lp>l-———

12
und t; := max (t,,t;) ’

(22) E{inf A;(8,n)} >(1-2) (1-752)-2p {1- [F(a)-F(-a)]P}>

2p ,
6¢Ct3
€ € € £
>(1 E)(l TEE) 2p 129 > 1 5
o(n)
Ferner existiert eine Zahl t, so, dass fir alle k¢ \J I.(n),
k<n J=1
ta plep(0-0)) - 2My |x |
(23) E{inf Aﬁ(e,n)} > [ inf F(ax)+
— 1
e¢ct“ a eéct“ bk(e,n)
M fcp(8-6,)]
+ inf {- }(1-F(a)+F(-a))>

1
6¢th bk(e,n)



inf
6$Ctu

A\

inf

85C,

\Y

Schliessli

(2h)

und somit

(25)

Wegen des
£
o]

may. (

(26)

> K,

- 13 =~

2M;a
{- J(F(a)~F(-a)) +
bi(e,n)
My le! (0~0 )|
(- —K 9y (1-r(a) + F(-a))»
bi(e,n)
£ ) - 2¢ s . E_
12p 12p 2p

ch existiert eine Zahl ts so, dass

inf  b.(8,n)» -, 1< i< aln)
04C, _ K,
auch
1 a(n)
inf b&(e,n)> X ke \_J I.(n) , k<n
84 C 1 j=1 9
ts

starken Gesetzes der grossen Zahlen gilt flr

ti,ty,ts) und alle genligend grossen n fast sicher.

p e 1
{H Z- Aj(egn) + H z Af{(e’n>} 2
j=1 k
o
o(n) 1
! inf Aj(G,n) + = } inf Aj(6,n) >
j=1 9¢Cto : k 8¢Cto
€

(1 -e) = (1 -pKy) == Ky= 2



Also ist

1 o0 e, 1 €

= | i =ntln) - —nt ~E2) =— = 1 - —/ >0
@D 51 Lelyymef®) = plys-eio )] > (600 47 KD
flir alle 9'§Ct , womit das Lemma beWiesen ist, denn flr alle

o)
n gilt
10
(28) inf =7 [elyg-clo) - ply;-ci0 )] < 0
1=1
QED

Bemerkung

Im 3. Abschnitt benltzen wir dieses Lemma in einer
allgemeineren Form : Seien s', s'' 2 beliebige Konstanten,
0 < s' < s'' <»und (s ) c[s', s''] eine beliebige

n‘nx1
Folge von Zahlen.

Beh : Unter den Voraussetzungen (K1) bis (K4) existiert
eine kompakte Menge Coc_Rp und eine Nullmenge N, sodass
jede Folge Tn(sn), welche

- tm
Yi Cirln(sn>

n

erfillt, fir alle wgN schliesslich in CO bleibt.

Der Beweis bleibt sich gleich. Ersetzen wir ndmlich die Xy
X
und © durch gl und g, so folgt unmittelbar die Existenz

einer kompakten Menge Cocsz mit der Eigenschaft



Fir ein beliebiges¢, U< g < pK, und alle geniigend grossen

n gilt f.s.
n y.=clg] y.=-clg
(29) inf L } e S 2 109 ] 1~ € 50
S S K
B5C,, mois pE1

se(st,s'"]

womit die Behauptung bewiesen ist, denn fir alle n gilt
n A

y.-c!6 y.—cl{

. o 1 T1 1 1 "1
(30) | 1%f o Z [O[ S ] Dt 3 }]< 0

sels',s'"]

Satz 1

Unter den Voraussetzungen (K1) bis (KU) konvergiert jede

Folge Tn’ welche (3) erflllt, fast sicher gegen eo.

Bew : Wir kodnnen uns auf die kompakte Menge C beschrinken.
Sei U eine offene Umgebung von'eo. Wegen (K3) und (K4)

(siehe Lemma 2) ist

n ,
L Y y(cg(e-eo)) flir alle 0eC U und alle n > n_ strikt

n .
1=1
grosser als Null, das heisst

(31)

S

n
izl y(ci(0-0_)) > 3¢

flir ein > 0. p(x-t) ist stetig in t. Zu jedem 6eC-U gehort

eine Umgebung Ue, sodass fur alle i wegen (5)

(32) E{inf p(yi—c56>—p(yi—cieo>} > y(ci(e-eo)) - €

eeUe




Also ist

1
(33) oo
i

Da C~U
U

59 1<
grossen

und ale

(34)

VAN

N\

v
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n
E{inf p(yi—cie)-p(yi—oieo)}>% _2 y(ci(e—eo))—£>2e

1 eeUG 1=1

e~

kompakt ist, 1ldsst sich eine endliche Ueberdeckung
s < N, auswihlen. Wegen des starken Gesetzes der
Zahlen gilt fast sicher fir alle genligend grossen n

1l < s <N

n
l -~
inf = ] [p(y;-ci®)-ply;-clo )] >
‘BeU i=1
10 ~
= 1 —n! - —nt
= 1 inf  [p(y;-cib)-ply;-cio )] >
1=1 0eU_
1 n
- 1 —':—» .‘! - =
5 .1 Elinf o(yj-cl@)-e(y;-cio )} - € >
1=1 GEUS
1 n
= .z Y(ci(e—eo))-Es > €
1=1

womit der Satz bewiesen ist, denn es gilt fir alle n

(35) inf
6eU

n
) [o(yi-036)-o(yi-0iﬁo)] <0
i=1

n

QED
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2.2. Gestutzte Verlustfunktionen

Sei p(t) eine konvexe, nicht-konstante, gerade und reell-
wertige Funktion, definiert auf der reellen Achse.

Wir betrachten folgende Verlustfunktion

p(t) ‘tl s m
Dm(t) 1= , m>0
p(m) , jt} >m

Wir nehmen wiederum ¥ := {Flan.

Gesucht sind hinreichende Bedingungen daflir, dass jede Folge

T
n

i

Tn(yl,Y2,-o,yn), WGICh(—}

(*)

. 1
—pnt - >
Pm(yi CiTn) inf =

- 3
. Dm(yi cie)+ Q0 fast sicher
1 3] 1

]
1 ~15
I~ S

i 1

flir ein festes m > Oerflllt, fast sicher gegen eo konvergiert.
Satz 2

Vor

(1) Es existiert eine Zahl mo>0 so, dass fuUr alle festen

me [m_,ef und alle t # 0 E{p (x-t)}>E{p (x)} ist.
(ii) Die Vektoren {ci} erfiillen (K&4)

Beh

Es existiert eine Zahl m,, mo<;m1<w , so dass jede Folge

T, R+ RP, welche (*) erfiillt, flir alle festen

me [m, ,»[ fast sicher gegen 8, konvergiert.




- 18 -

Bew

Wir zeigen zuerst, dass zu jedem genligend grossen m eine
kompakte Menge CmcRp existiert, sodass Tn schliesslich

fast sicher in Cm bleibt. Aus Satz 1 folgt dann unmit-
telbar Tn+80 fast sicher.

(Im Bewels von Satz 1 wurde die Xonvexitédt nicht verwendet)

Es gilt fir alle festen m > 0

p . p(x-t)
(36) E {ﬁ%T+12f —”ETETG} =1
und E{p (%))
(37) lim ———— =0

noo p(m)

Bewels von (37): Sei £>0 gegeben. Es gilt flir ein beliebiges

a> o0
E{p_(x)} Gp_ (%) To. (%) 5 (x)
(38) m = m F(dX)+J n F(dx)+[ m F(dx)+
p(m) o p(m) a p(m) e p(m)
Qo (%)
« [ pax)
-~ p(m)

Wir wihlen ein a <« so, dass [1-F(a)+F(-a)] <% und ein f so,

p~(a)
dass -2 < g ist. Dann gilt
p (i)
pm(a) g
(39) . <5 (F(a)-F(-a))+1-F(a)+F(-a)<$§
p(in '

Da fbeliebig klein gewdhlt werden kann, ist (37) bewiesen.
Ij(n) habe die gleiche Bedeutung wie in 2.1. Sei

p(y, - 0'95
Aj(e,m,n) 1= ) mnes S s J = 1,2,..., a(n)
Sng(n) p(m)
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Zu jedem festen m > 0 existiert eine kompakte Menge

CmcRp so, dass

£

(40) E {inf Aj(e,m,n)}> 1 - T j =1,2,..., a(n)

9¢Cm
ist flir ein ¢]0,1[. Wir wihlen m;> m_ so gross, dass

E{Dm (x)} + ¢
1
(41) < Kl(l-s)

p(my)

Wegen des starken Gesetzes der grossen Zahlen gilt fast

sicher fir alle genligend grossen n

- 14
oml(yi cie) a(n)

(42} inf =

Y -E
n . inf Aj(e,ml,n)zK (1 2)
6¢C 1

My

1 p(ml) J:l Oé;Cm

He~s1s
Y
S

1

Flir alle genligend grossen n gilt aber fast sicher

— 1 - t
(i3 ing L l§ P, (¥i-cib) 1 rfl P, (V37¢10,) )
o M i=1 p(m;) Ny p(my)
E{om (x)}+ ¢
< 2 < K, (1-¢)

p(m,)

QED
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3, Gleichzeitipge Schitzung eines Regressions-

und eines Massstabparameters

Wir betrachten das Regressionsmodell aus Abschnitt 2.1. und
suchen wiederum eine Schitzung Th flir den Regressionsparameter.
P.J. Huber [7] untersuchte das Problem, robuste Schitzungen
eines Translationsparameters zu bestimmen, falls die

zugehbrige wahre Verteilung aus der Menge

t 2
. e (1= Tysie , Y= L X
{F:F(t):=(1-e)¢ () +el(t)] stammb. ¢(t):= —== [  exp(-5-)dx,
€,0 unbekannt, H(t) symmetrisch.

Von den 3 LOsungsideen scheint der 2. Ansatz sich am zweckmis-
sigsten anwenden zu lassen, auch wenn die wahren Verteilungen
nicht der oben erwdhnten Menge angehdren. Ferner besitzen
Schitzungen, die nach dieser Methode erhalten werden,
aequivalente asymptotische Eigenschaften mit dem gestutzten
Mittelwert ("trimmed mean™) [2].

Aus praktischen Grunden wird man aber den gestutzten Mittelwert
verwenden, um einen Translationsparameter zu schitzen, wihrend
-die andere Methode bei Regressionsproblemen vorzuziehen ist.
Die Verallgemeinerung des Ansatzes von Huber auf Regres-

sionsparameter lduft auf die Ldsung des Gleichungssystems

n y. = c!T }

1 1 i n

= | ——— | = =

= .Z cs .. u[ 5 0 r = 1,2,...,p
1=1 n

(1) » i=1,2,...,n

n y. = ¢l!T

l 2 w?_ 1 ln] = 8’8 >Oin _1’2,. .

n .- S
i=1 n

hinaus. y: R»R bedeutet dabei eine monoton wachsende Funktion,
z.B. Y(t) := max(-k, min(k,t)), k > 0.
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Ueber die Wahl von B siehe [7]. Wir nehmen hier lediglich an,
dass E{wz(é)} = Beine eindeutige L3sung fir s = s, besitzt.
Wir wefdenufast sichere Konvergenz von (Tn,Sn) gegen (eo,soy
beweisen. Flr cij =1 VYi,j;p = 1 folgt zusdtzlich aus

diesem Resultat, (Satz 3), dass der 2. Ansatz von Huber(([T7],
pag 96) wirklich eine konsistente Schidtzung des Translations-

und des Massstabparameters liefert.

Ohne Beweis sei angefiihrt, dass sowohl vn (T - 68,), als

auch vn (Sn - so)unter sehr allgemeinen Bedingungen asympto-
tisch normalverteilt sind. Dies lésst sich mit Hilfe der
Methoden aus[8] und Abschnitt 4 nachweisen.

Fragen der Existenz und Eimleutigkeit der LOsung von (1) werden

am Schluss des Abschnittes untersucht.

%3.1. Konsistenz

(Q,0,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, Feine Menge von stetigen
symmetrischen Verteilungsfunktionen [d.h.V Fefgilt F(x) =

=1 - F(-x) Y xeR], %X;,%X,,... unabhlngige Zufallsgrdssen auf

(,00) mit Werten in R := (-w,+x) und Verteilungen I";, F,,..e &
und ¢;, Cs,.. p-dimensionale Vektoren.

p : R > R sei eine gerade, stetig differenzierbare und

konvexe Funktion mit der Ableitung p' = ¢ und p(0) = 0

Wir betrachten Zufallsgrdssen der Form yi = ciﬁo + X5 s eoeRp,
i=1,2,.. (Tn’sn) sei flr jedes n eine LOsung des Geichungs-
systems (1).

Wir nehmen wieder der Einfachheit wegen ¥ = (F} an.




satz 3
Vor
(1) p(t) ist stetig, ungerade, monoton und in einer
Umgebung des Nullpunktes strikt monoton wachsend.
(ii) lim ¢(t) = M; < o
t >+
(iidi) A(t) = E{p(x~t)} = 0 genau dann, wenn t = 0 ist
(iv) E{wz(g)} = B besitzt eine eindeutig bestimmte
Losung fur s = 5,
(v) Die Vektoren {ci} genlgen der Voraussetzung (XK4),d.h.
. i . S
(1) Icirl < M, <o ¥ip
(ii) Es existiert eine Konstante h > 0 und eine Zahl
n <« so, dass flir alle n > n_ det D_ > h ist.
o 0 n
Beh

Jede Folge (Tn,Sn), welche (1) erflillt, konvergiert fast
sicher gegen (f%,so), wobel s, durch die Gleichung

E{wz(g—)} = B bestimmt wird.
0

Bew

Wir zeigen zuerst, dass 2 Zahlen s' und s'', 0 < s'g s''<ow,
existieren, sodass (Tn’Sn) fast sicher schliesslich in
RPx[s',s''] bleibt. '

Das Koordinatensystem sei so gewdhlt, dass 60 = 0 wird.
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(i) Wir widhlen s'> 0 so klein, dass flr alle positiven s<s'
inf E(p2 (551 58+ b
teR

ist fur ein b >0,

Wegen der Voraussetzung (iv), S. 22 gilt ndmlich Vse]o,so[

M7 > E{p?()}>8. Wihlt man §>0 so, dass

Mi - B
sup F(t+8)-F(t-8)}g —
teR hm3
8 M% - B
und s' >0 so, dasswz(gT) > B8 + —5—— , so erhélt man
unmittelbar die Umgleichung
, X+t Mi-8 Mi-8 M2-8
| teR, Y se]0,s']: E{p2 (E2L)}>[p+ 1[1- ——]>8 + :=B+b
4mi 4
Fiir alle festen sel0,s'] und alle festen BeR gilt
n lx —c
+ |
(2) g+b <inf BO¥*(ED)es | B (05— |), n = 1,2,
teR i=1
n (xi-c!e x,-clp
Sei N(6,s):={w: 1im sup l— wzl~—§~—— -L{y? _"E_—_ H>0}

n + 1=1

Wegen des starken Gesetzes der grossen Zahlen ist N(9®,s) flr
alle festen s und alle festen® eine Nullmenge. ér>,r=l,2...

seien dejenigen 8<RP, deren Komponenten alle rational sind.

n
f(t,w) := lim sup ]% ) [wz(xi(w)—t)—E{wz(xi(w)—t)}][,tcR,weQ
n > i=1

ist flir festes weine gleichmissig stetige Funktion in t.
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Es gilt fir alle wg \\/ N(e(r) s)
r=l
BRIk (r) (Xﬁ 'e(r) (r)
(3) 1im sup 'H ) |-E{yp?|— }I =0 To
n -+ «© i=1 S - - s

Da die linke Seite von (3) stetig in€ ist, gilt V“’#kJ}N( ér),s):

r=1

n fx.-clel
(4) 1lim sup ‘% y WZL_i__i_

]
n o 1=1

| SR |
i
=
—~
<
N
——
>
He
1
(¢}
[
@
——
—

Y 6eRP

d.h. aber : flir alle genligend grossen n und flr alle sec|0,s']

gilt fast sicher

X.~c!8

(5) %E_lw {————S—-} -gf> 2, Yoerp

(ii) Es existiert eine Zahl g<» so, dass P{ | Xi|>q}< % ist

flir ein € > 0. Wegen der gleichmissigen Stetigkeit von Y (t)

ldsst sich ein s'' so wihlen, dass flr alle s >s'' und alle

8eRP sowohl

| X -c!6]
GIES) Ciw[’l——l”J

S

el e

als auch

—c'e

(7|3 E\p[ —

re[-E e

§' (bzw.]") bedeutet Summation lber diejenigen Indizes i,

fiir die Ixi|< q (bzw. lxi|>Q) ist. (1 € 41 ¢ n)

Sei 0p:=((0,8) >80, 2] <8), c r=l(8,8) s>, & se)

2



§ > 0 sei so gewdhlt, dass flir alle n, alleg mit [ o]

und alle c, mit |cj[<1ﬂ2

B

L D
2/
= § P2 ( cie) <3

‘o1

ist. Flir alle genligend grossen n gilt fast sicher

‘ [x.-cl0 X.-c!9
e R i E

3

—~
(o]
~—

==

;0 ( ciel

1 2. L |4 o

AN A lral A
i

< + Mie¢ , V(e,s)ecl
=]
x.-c'el %x.,-c16]
1 { 1 71 J 1 o [ i 717
(9) In ) ¢V S " n ) LSl _ J‘ >

e - 2M;M,e , V(e,s)ecz

'
o
o fre -
@
| S
1

SUES
Pia

Wegen (K4) existiert eine Konstante a> 0, sodass fur alle

n »n

0

1 1 [ cie
(10) |= 7 <. w(— 21l >a, VY(o,s)eC,

n & i s

i=1 g
n

Bew : G _(0) := & ) p(c!6) ist konvex. Da 1lim plt) . M,y
e n n i=1 1 Itl+°° [t ]

ist, existiert wegen Lemma 2 eine Konstante d, sodass fur

allen = n
O

G (6)  bKyI,
inf > und Uberdies inf G (8)» const.> O

loj >a o) . s< o] <a O




- 26 -

. . . 9 I .
ist. Eine auf einer konvexen Menge B Rt definlerte, stetilg
differenzierbhare konvexe Funktion Gn(e) erfillt flr alle

teRP, 0eRP die Ungleichung

(11) Gn(T) > Gn(o) + (1t-0)'grad Gn(o)
d.h. fir 1=0, g = % , G (0) = 0 gilt
'O
o' 1 % €3 8
(12) -5 5 §=1 CiW(‘—E")Z Gn(g)

Fir (8,s) eC,existiert somit eine Konstante a > 0, sodass

Gn(g) > a- Hgﬁ ist, womit (10) bewiesen ist.

Da € > 0 beliebig klein gewdhlt werden kann, existiert ein
€, >0, sodass fur alle genligend grossen n fast sicher die
rechte Seite von (8) kleiner als %B und diejenige von (9)

& pileibt.

grisser als 5

(iii) Nach der Bemerkung nach Lemma (3) k6nnen wir uns nun

auf die kompakte Menge C:=Cox[s',s"]c:~Rp+1 beschrénken.

Seil
— ]
. [Xi Cie} \
iV S :
- 1
]
] !
x.-clg
2 [_l__l_]_
v . B
und
A [Xi_cﬁﬂ |
1 =
f\(cle,s) E{yl—5 }

U sei eine offene Umgebung von (O,SO).
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Wegen (iii), (iv) und (v) der Voraussetzung ist

=1 Aeye,s]

=1

[ o)

flir alle genligend grossen n strikt positiv aufder kompakten

Menge C\ U, das heisst

(13) ]% g A(cie,s)]> 5¢ >0

Dies beweist man analog (10). Zuerst zeigt man, dass flr
jede offene Umgebung U, des Nullpunktes, alle sefs',s'"]

und alle n > no

ciE{w{

X.-c!@
1 71

S

}}l> const. > 0 ist. Nach Voraussetzung

S
Heo13

|
=1
X,

(iv) besitzt aber E{¢2[?}

} - B eine eindeutige Nullstelle
fir s = 5,
Somit leistet jede beliebige offene Umgebung U von (O,so) das
Verlangte.

Flir jedes (8,s) ¢C\U sei U 5 eine Umgebung von (8,s) derart,

3
dass flr alle i

(14) E { _ sup Iy
(65§)€Ue
5

und folglich auch
(15)  [N(ci8,s) - A(ele,s)| < e

ist fiir alle (é,é)eUe .

3
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Wir wédhien eine endliche Ucberdeckung U, ¢ Uor’s s lsrsN

Flir alle genlUpgend grossen n gilt .3,

. n I’E:\z.—c!"} -
S N I i S TN
(8,8)eC U i=1 S
n {x.-c!d! [x.-cig |
< sup % ) _sup |y | =] - WL«lwsl )+
1<r<N izl (8,8)eU r

+
=
et~ 3
g
—
Q
D
w
wn
p—
i
f=
13
=
~~
Q
},J—
)y
“
w
p—
N
flang
m

n
Da I% z f\(cie,s)] >5e ist filir (6,8)e C\U, impliziert das
i

—_n !
rxi ciel

10
(17) [; z ‘Y[—'*—"S I > e
i

flir alle 6eC\U und alle genligend grossen n, womit der Satz

bewiesen 1st.

3.2. Endliche Stichproben

Wir zeigen jetzt, dass (1) eine legitime Definition von

Tn und Sn ergibt. Sei yi1, Y2seeeesy eine feste Stichprobe

von Umfang n. Es ist Existenz und Eindeutigkeit der LOsung
des Gleichungssystems (1) zu zeigen. Wir flihren den Beweis

flir die spezielle Funktion y(t) := y(t,k) := max(-k,min(k,t)),
k>0.

Mit analogen, allerdings uniubersichtlicheren Voraussetzungen

ldsst sich der Beweils auch flUr allgemeinere Funktionen fuhren.



Satz 4

Sei (B,k) gegeben mit B < k?, Dn nicht-singulir und die

Stichprobe YisVaseeesy¥ habe die Eigenschaft (*)

Aus y. =-1c¢l8 =y, - cl= ... = Yy o~ cie s 1i<ipe...<d

m’
m m

6crP, {i1,10,.0051 3 € {1,2,...,0)

folgt m < n(1 - —)
kz

Dann besitzt das Gleichungssystem (1) eine L&sung (Tn,Sq) mit

einem eindeutig bestimmten Sn'

_ o PRSP e l
Ist zusdtzlich (D ) = =2 % ¢, LCsos r<p, 1 £s <p
=3 . - < - 1 ( 3~ - 5 :'_i I 3
I:={1i: kS <y ciT < kSn}, nicht-singulidr, so ist auch

Tn eindeutig bestimmt.

Bemerkung : Falls F. = i(xi), 1 < i < n, stetig ist, so ist

die Eigenschaft (*) mit Wahrscheinlichkeit 1 erfilillt.

Bew

S

n yi—c!T
(i) Flir jedes Paar (T,S), welches Yy oy ——g—i— = B
i= -

1

erflillt, ist die Anzahl n derjenigen Y5 fir die lyi—c'T[<kS
i

2

ist, grdsser oder gleich n(l - E;), da
n y.=-c!iT]
(18) ' (n - nz)kz < z ]1,}2 _];E_.I_.J
1=1
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Zu jedem festen s >0 existiert mindestens eine L&sung T(s)

des Systems

n yirc%T(s) ,
(19) ] e y|—————| =0
. i 'l s
i=1
n ry.-c!@} n [y.—c!}
. . . A Rl DRPONP - Ti oA .
Sei Z :F {6 .Z ¢, V| 0} {O.Z N aru min.}
i=1 1=1

ZS ist konvex und kompakt. Sei § < =,

Beh : B := \\\// Z ist beschrénkt.

0<s<8§

Bew : Annahme : B sel nicht beschrinkt.
Es gilt flir alle T(s)e B

. _ ' i
[yi ciT(s)}
|

)
Y
i=n - F

(20)

< *
n

S
13

:1,

Es ldsst sich ein T(s, ) «B so gross wdhlen, dass fir

mindestens ein je{l1,2,...,n}

_YL‘C‘T(Sl) n V.
0[3 . > 7 k|
1 ©i=1 SII

ist, was im Widerspruch zu (20) steht.
QED

Nach (*) sind Bindungen von hoher Multiplizitdt ausgeschlos-

sen. Deshalb existiert ein s' >0 und ein T(s')e ZS, sodass

—c!T(s") ]
S s IR

21 19
(21) n Z 5!
1

-:l



(Falls kein solches s' existierte, misste es mindestens

n(l - 52) Messungen geben mit der Eigenschaft (yi—ciT(s){<ks
flir alle ¢ >0 und wegen der Reschrinktheit von B ein Vektor
™m

T mit der Eigenschaft yi~c{T = 0 flir ebenfalls n(l - Ez)

Messungen, was im Widerspruch zu (*) steht.)

Es existiert ferner ein s'' < o sodass flr ein T(s")ezs,,

E - i [
E 02 v ciT(s )
i=1 -

(22)

-8 <0

S

SY!

Das stetige Bild einer zusammenh&ngenden Menge chp+l ist
ebenfalls zusammenhingend. Die einzigen zusammenh&genden
Mengen in R! sind Intervalle. Um die Existenz einer Losung
(§,T(§)) von (1) nachzuweisen, genligt es deshalb zu zeigen,

dass W := \\_w// sxZ, zusammenhingend ist.
s'<s<s'!

Seien U und V disjunkte offene Mengen, sodass WcUuV, UnVaW = ¢

(¢ bedeute die leere Menge) und

¥, 1= {s:s'<sgs'', sxZ.<U} Jo = {s:s'<s¢s'', sxZ eV}

Zu zeigen :jégpdfﬂ sind abgeschlossen; denn aus f}ufg=[s',s"],
j?\j;=¢ s fl=fi, jZf j; folgt entweder fl= [s’,s"], j&= )
oder ifl: ¢, 3)2.: [s':slv]'

Wir betrachten eine Folge (si,ti)cU, i=1,2,.. 8,7 s®

fur i » o Wegen der Beschrinktheit von W existiert eine

konvergente Teilfolge (éj,ﬁj) + (59,89, § » «.

Um (so,to) < U nachzuweisen, bendtigen wir noch die Stetigkeit

von

L n yi~ci6] .
M(s):= m%n =3 P ——-—~—j im Intervall [s',s'!'].

n & S ~

1i=1
10 (yﬁ-ciel
Als Abklirzung benilitzen wir im folgenden f(6,s):= = Y pt—ig~+—j
i=1 '

COC.Rp sei eine kompakte Menge, sodass \\¥// ZS ¢ C also
: s'<sgs'!
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Wewy = [s',s''] x C ist.

£(0,s) ist stetig auf Wy, d.h. Y e>0 3850 sodass Y (8,s)eW;

mit |s-s9|< & |£(0,s) - £(8,s°)|< ¢ ist.

Y(6,s)e W mit |s-sO|<§ gilt £(0,s) > £(6,80) -g> M(s9)-¢ ,

also
(23) M(s) » M(s®) - ¢

¥ (6%,5%)ck mit |s-sO|<8gilt M(s) < £(69,s)< f(eo,so)+e=M(so)+e

also
(24) M(s) < M(s°) + ¢

Aus (23) und (24) folgt unmittelbar die Stetigkeit von M(s).

Wegen der Stetigkeit von M(s) in [s',s"] gilt M(éj) > M(so)

. ~ O
fur Sj + S

Andererseits ist % im f(éj,ﬁj) = f(so,to),

d.n. (s°,t%ew

Da das Komplement V® abgeschlossen ist und (5.,£.)eVv¢ Y j,
. 0,0 c o .0 o _ @3 Y
gilt auch (s ,t7) eV’, also (s7,t 7 )eU, s e\ﬁ.

Somit 1ist jl: :ﬂ . Analog zeigt man 31= jz'

(ii) Seien (S(l)’ T(l))’ (8(2), T(2)) 2 L3sungen von (1),

S £ S

(1) (2)°

. T - T
Wir setzen T(S) := T 8(2) . S<l)
(2) (1)

(1) + d(sS -

S(l)) mit d:=




!
W
W

|

und betrachten die Funktion

. !

, [y.-c!m(s)] Ty.~c!T(S)
[% wztm* Sl J + d'ci q;t-——-—-—-——~' é h_

n
(25) R(S) := ng

et 3

=1

welche flUr S = S(l) und S = S(2> verschwindet. Die Ableitung

R'(S) 1ldsst sich in der Form

y. - clT(3)? 2
' - .1 )( ' 1 1
(26) R'(S) = -5 [ |a" g+ 5
I
schreiben mit I := {1 : - kS <yi - ciT(S)<<kS}.

Da R'(S) fir S(l)'s S < 8(2) das gleiche Vorzeichen besitzt,
und R(S(l)) = R(S(g)) = 0 ist muss R'(S) identisch verschwinden.

Das heisst aber, dass v = Ci(T(T) - S(l)d) ist flr alle 1ieI,
was eine Bindung der Multiplizit&t wm » n(l - §7> bedeuten

wilirde., entgegen der Voraussetzung (*).
Somit ist die Zahl Sn eindeutig bestimmt.

Der letzte Teil der Behauptung ergibt sich unmittelbar aus (19),

denn Tn(Sn) genligt der Beziehung

A _l ' ] o 1
(27) Dn Tn(sn) "n [X civy ¥ L cikSn Sen (yi CiTn(Sn))J
y' (bzw. ") bedeutet Summation {iber i eI (bzw. i ¢I)

QED
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4. Asymptotische Normalitit

(2,0, P) sei ein Wahrscheinlichkéitsraum, & eine Mengen von
Verteilungsfunktionen, Xi, Xpses. unabhﬁngigé ZufallsgrGssen
auf (2,7) mit Werten in R und Verteilungen FosFse..c F und
Cis C2,+... p-dimensionale Vektoren.

Y: R >~ R sel eine nicht-konstante Funktion.

Gesucht sind hinreichende Bedingungen dafiir, dass jede TFolge

Tn . R? > B® nmit der Eigenschaft

n
1 ot — e "
(1) 7= Z:l c. Lp(yl clTn) - 0 in Wahrscheinlichkei

[

asymptotisch normal ist.

Vorausgesetzt, die Konsistenz und die Messbarkeit von Tn selen
schon durch irgendwelche Methoden gezeigt worden, wird
asymptotische Normalitdt unter den folgenden Voraussetzungen

besiesen

(N1) (i) ¢(t) ist Borel-messbar.

(ii) Es existiert eine abzihlbare Teilmenge
S := {s1,82,...}cR so, dass flir jedes feste teR
eine Teilfolge {sn.} c S existiert mit der

. J
Eigenschaft

(2) %im+ing w(snj

Y € y(E) < %1m+sug w(sn )
nJ nj

J
Diese Vorausetzungssichert die Existenz der im folgenden

vorkommenden Limites; Infima und Suprema. (vgl. Lodve [11]
pag. 505 ff).



Im ganzen Abschnitt bedeutet |6|die sup-Norm, d.h.

o] := max (€] ,{ezl,...,}ep})
|
i c= B .- \
Sei A;(8) := ElY(x;-t)] |
Zir (8) := . W(yi—ci ), 1 € 1 < n, 1 <r<op
_ 5 i
Z, (8) := (Zil(e),éiz(e),...,Zip(e))
u(x.,0,c,,d) := sup JU(x.-clt) ~ ¥(x.-clo)]
i i l1-0|<a i 71 i Vi
\ = F . = 3| a . 1 £ T
(N2) Ai(O) = {w(xi)} 0 fir alle Xy mit &jxi)e F

(N3) Es existieren strikt positive Zahlen a,, a,, b,c, do so,
dass fir alle Xy mit (iﬁxi)e F

+o
(1) Ai(t) i= f w(xi—t) Fi(dxi) ist in einer Umgebung

= oo

des Punktes t = 0 stetig differenzierbar und es

gilt ferner a; < - Ai(o) < aj.

(ii) E{u(xi,c, c,,d)}<bd flr lo|+ d < dy> d>0,]ci| <M

(iii) E{uz(xi,o, c;>d)}<cd fiir lo]+ a < 4 d>O,|cil <M

O,

(N4)(i) sup S p*(x)F(dx) » O, falls t o+

Fed |x|>t
+ oo
(ii) inf f P2 (x)F(dx) >0
Fe% -o
1N
Sei (Dn)rs ey E:l Cip Cig7 r, s = 1,23...,p



(N5) (1) le,

(i1i) Es existiert eine Konstante h > 0 und eine Zahl no<oo

so, dass flr alle n > ng det Dn > h ist.

Bevor wir mit dem Bewels des Satzes anfangen, flhren wir

noch einige neue Begelchnungen ein

Ip bedeute die p-dimensionale Einheitsmatrix

Cn = = ( ir)’ l1<1<n,1l<r<p

Xn := diag (o2, 0%,;...,oé) mit oﬁ i= E{wz(%k)}, 1 <k <n

R = diag (=A1(0),=A5(0),...,=A1(0)) mit A7(0)=SE(y(x, ~t)}
Dn 1= Cr'lCn

An - C'thCn

Bemerkung

Wegen (N3) (i) und (N5) gilt filir alle n = n,
.= TR D
(3) det A = det (C! A C ) >h aj

Ueberdies gilt

0 1
) 55— & ip

g e

! - =
c. Ai(ci(e eo))'8=00

-

=1

c 'c A1(0) = (-A)

ir ik "1 n’rk

S
Has 3
1]

-




= cy Xj(c;(G*e)) besitzt somit eine nicht-singulire
i=1 -2

Ableltung - An im Punkte e=60 , d.h.

(5) |

5[

n
' - - £ | = ' - '
§:1 c. Aj(el(o- 08 )) + A (- 8.)] = o(]6- 0 })

Sei Vi der kleinste Eigenwert von An' Wegen (3) und weil
die Matrixelemente von An beschrinkt sind, existiert eine

Konstante a» 0, sodass
(6) | v | >2a >0, Yn > n,

Somit existiert eine Zahl g > 0, sodass fur alle n 2 n

1% 19 )
(7) l5§=1 cixi(oi(e—eo))|=|EizlE{zi(e)}[> a[e-eol fiir (e—eoisg
n
gzllzir(r)-E{Air(r)}~ z, (o) + E{Z; (0)}]

Seil WI’I’I<T’G) ‘=

11’1 n
Ao 12T B O] ey,
1=

1 i=1

und wn(r,o)': (Wln(T,c),wzn(r,o),...,wpn(r,c))




Lemma 4
Vor : (N1) bis (HW5)
Beh
(8) sup  _ ‘Wn(T,QO)] + 0 in Wahrscheinlichkeit,falls n-e
l1-0 l<d
o o
50 1= min (do,g)
Bew : Das Koordinatensystem sei so gewdhlt, dass 60 = 0 und
ao := min (E,do) = 1 wird. NDie Idee des Beweises beruht darin,

den Wirfel |t] <1 in eine wachsende Anzahl kleinerer Wirfel
zu unterteilen und Wn(T,O) in jedem dieser kleinerer Wirfel

in Wahrscheinlichkeit beschrdnkt zu halten.

Wir setzen q = % , wobei L >» 2 eine ganze Zahl ist, die spéter

‘gewdhlt wird und betrachten die konzentrischen Virfel

(9) K_ := {6: |o] <(1-)%) , s = 0,1,2,. .55,

Wir unterteilen die Differenz KS ~ KS in kleinere Wirfel

-1
(s. Figur 1)mit Kanten der Linge

(10) 24 = (1-q)%7 Y

sodass die Koordinaten ihrer Mittelpunkte ¢ ungerade Vielfache

von d sind und

(11) Bk (}—q)s (1-3)

ist. Zu jedem Wert von s gibt es weniger als (21)P solcher




kleinerer Wirfel, sodass schliesslich N <« so(2L)p Wirfel in

XK v~ K enthalten sind; wir numerieren sie X X
o S © 4 , (1) (2)?

e K .
o) *7(N)

- Fig. 1

Sei e >0 gegeben. Wir werden zeigen, dass fir eine geeignete

Wahl von L und 5o = so(n) die rechte Seite von

(12) P {sup ]wn(w,o)]zze}s P{sup W (t,0) > 2} +
T1eX TeX n
(e} So

N .
+ )  P{sup IW_(1,0)]> 2¢e}
J=1 o teK s, n

mit wachsendem n gegen Null strebt, womit Lemma 4 bewiesen
sein wird. Wir wihlen

(13) . L. > 20

(siehe (7) und 5, = éo(n) ist definiert durch



Qb % <07 <a-%Th , yorest, 1<y <1
Somit 1ist

(15) "N = 0(log n)

Nun nehmen wir irgendeinen der Wirfel mit Zentrumé& und

Kantenlidnge 23 in Uebereinstimmung mit (10), (11).

Flir Tte¢ K(j) haben wir wegen (7) und (N3)(ii)

n
(16) [% ) E{Zi(T)}I > alt| » a(l-q)° \
1=1

(17) IE{W(Xi—CiT)}‘ E{W(xi-cig)}ls E{u(xi,g,oi,d)}de <b(1-q)°q
Es gilt

, . 4
lg [2,.(8) - z; (0)-E{zZ, (£)}]]

(18) fw, (t,0)] <, (t,8)]+

1 n n
Molg 1 BT ey
1= 1=

Somit ist
(19) sup W (1,00 €U, +V
(J)

mit

n

2—1 lcir{{u(xi,g,ci,d) + E{u(xi,g,ci,d)}]
(20) U cx 22

rn

n
a(l-—q)S §:1|Cir|



,.Lll._

n
|§ le, b [o(xymele)~w(x)-E {w(x,~clE)}] |

n’ g N
a(l-q)” ) e
i=1

l

Wegen (13) und (17) gilt nun

(22) P{Urn e} =

n . n
= P{§:llcir| [u(xig,ci,d)+E{u(xi,g,ci,d))]2 ea(l-q)° nglcirl
n Sn n
= P() lcirl(u[i] -E{u[i]})> ea(l-q)7) e, [-2] [ciJE{u[iﬂ}s
1=1 i=1 i=1
n ) . cn
< P{Z lcirKu(xi,E,ci,d)-E{ugxi,g,ci,d)})2 b q(1-q@)°] e, |}

- ir
i=l 7

(N3) (iii) und die Ungleichung von Tschebyscheff ergeben

(23) P{U__ » €} <
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In &hnlicher Weise

(21)

i

N

N

P{Vrn>e} =
n . n
P{Z_ {cirllw(xivcig)—w(xi)—Xi(cii)|::ea(l-q) Z_ lc.
i=1 1=1
n D
P{) ]cir]u(xo,g,ci,d)zaa(l—q) Z_ lcir!} 3
i=1 1=1
rf .
¢’
c i=1 ir 1
n g1
Iv?q® (1-q)* [} e, I]? (1-a)™
i=1 T

Somit erhalten wir aus (14), (19), (23), (24)

(25)

mit

(26)

n
I ely
P {sup . |W_ (t,0)|> 2el< A 221 nY
TeK, . rn o 2
(J) [Z 1Cir,|]
1=1
c c
Az —— 4
bZq(l-q) 9b2g?(1-q)?

- Ferner gilt

(27)

mit d

ar

|}

<

n
gzllcirl[u(xi’O’Ci’d)+E{u(Xi’O’cid)}]
sup ]wrn(r,o)ls
tekK /n
5o

= (1-q)%° ¢ n”Y



-1‘3..

Also ist

(28) P{sup 1wrn(f,o>!> 2e} £

tek
0

N

n
AP{§ !cir|{u(xi,o,ci,d)-E{u(xi,o,ci,d)}] >

=1

Y
2ev/n - 2 §_1 [cirlE{u(xi,O,ci,d)}}

A\

Da nach Voraussetzung E{u(xi,o,ci,dﬂsibd < bn—Y ist, existiert

ein n; so, dass flr alle n : ny

n n
(29) 2/52—2§-1{cir|E{u(xi,0,ci,d)}>2/ﬁ€—bn {§~1|cirlz/ﬁe

Die Ungleichung von Tschebyscheff ergibt nun

n
C 1 -
(30) Plsup  |W_(7,0)[32e}< =% =] el n Y
tekK 1
So
Fassen wir (12), (15), (25) und (30) zusammen, so folgt

fir aller, 1 <« rg& p

n
I ein
(31) P{sup ‘wrn(T,0>i>2€}SO(n—Y)+O(1;1 n'log n) =
K
5% [I le;l]®
1=1

= O(n-Y)+O(nY_1 log n)

QED
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Satz 5

Vor : (N1) bis (N5)

Tn genilgt der Bedingung (1)

PO|T, |< d,) > 1

— -n! - r - - 7
(32) % Z ciq)(yi cieo) An/ﬁ(Pn GO) 0 in Wahrsch.

Bew : Sei wieder Eg =1, 90 = 0. Es gilt

(33) Zir<Tn):Zir(Tn)—Zir<0)_E{Zir<Tn)}+Zir(o)+E{zir(Tn)}

Es folgt mit gegen 1 strebender Wahrscheinlichkeit flr l<rsp

] :1[Zir(0)+E{Zir(Tn)}]| | , n
(34) < supiwn(T,O){+|7~HZ 2, (T )|

. n n -
foelE Y BTV ey | (Tl 1=1
1= i=1

et~ S

S

|
1 ir

Die rechte Seite strebt in Wahrscheinlichkeit gegen Null
(Lemma 4 und Voraussetzung (1)), also auch die linke Seite.
+

Sei 0O<ex< %— <1 vorgegeben und K?:= é sup S |w(x)|?F(dx)
Fe¥ -

Flir alle genligend grossen n und wegen der Ungleichung von

Tsechebyscheff sind die beiden Ungleichungen
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] n
(35) 7= 1 2z, sk
Tis
und
.n n )
(36) |§:1[2j_(0)+E{Zi(T’n)}]I < e[+ M}%ﬂ E{Z, (T )]

mit Wahrscheiniichkeiten < % verletzt, es gelten also beide

gleichzeitig mit Wahrscheinlichkeiten > 1 -¢.

(36) impliziert

1
I

(37) 75

B3

n
E(Z (T3] - (L-ei<e |%ﬁ ] 24(0)]
=1 1=1

Somit ist wegen (35)

A

| 1 & , : K +¢e
(38) |7H g:l E{Zi(rn)}‘S T el

Also gilt flr alle genligend grossen n mit Wahrscheinlichkeit
>1 - ¢
1 + MK

n .
= §:1 [2,00) + E{Z,(T )} < e =5

(39) |

"

Die rechte Seite kann beliebig klein gemacht werden, indem

man ¢ klein genug wdhlt, das heisst

[z,C0) + E{Zi(Tn)}] > 0 in Wahrscheinlichkeit
=1

[ s Bt

(40)  F=

Durch Differentiation erhilt man unmittelbar die Behauptung.

QED
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Kontrollar

Falls (32), (N3)(i),(N4) und (N5) erflllt sind, gilt

-1 ]
(1) i(An A v (T =8)) +3qzo,xp), falls n »> o

n

Bew : Nach Eicker [5]

Sei s(§) die Menge aller Folgen von Fehlern mit Verteilungs-
funktionen aus ¥ : X := {xi; i=1,2,.0.., i(xi)eg} es (%) ist
ein einzelnes Element dieser WMenge.

Gleichmissig fUr alle Folgen Xes(¥) gelten

I & .
(1) L8 "= ] o.ngi)}] > j((o,lp), falls n + o

=

n
(ii) Die einzelnen Summanden von A 1 %=~E c. (x.) sind
, n nt_q 1 i

gleichmdssig klein dann und nur dann, wenn

D 7 - 0, falls n > .

(II) sup S Y*(x)F(dx) - 0, falls t =~ +o
FeT |x|>t

too
(ITIT) inf S v*(x)F(ax)> 0
Fe¥ -o=

(Die {c; )} werden in [5] nicht als beschrénkt vorausgesetzt.)
Aus [5] folgt unmittelbar die Behauptung (41).

Wirde man den zentralen Grenzwertsatz in seiner Ublichen
Form verwenden, so erhielte man Bedingungen, die gleichzeitig

die Regressions-und die Fehlerfolgen enthielten. (4]

Das Korollar hat aber nur eine beschridnkte praktische Bedeutung,
da die Normierungsmatrix A;l die Kenntnis der einzelnen Fehler

voraussetzt.



Fiir die Methode der kleinsten Quadrate zeigte Eicher [5],

dass durch Uebergang von den wahren Fehlern xi =y,

zu den scheinbaren Fehlern e. =

i

- ¢!
i o

- C{Tp die asymptotische

Normalitdt erhalten bleibt. Wesentlich beim Bewels ist ein

Gesetz der grossen Zahlen fiir nicht-negative Zufallsgrdssen.

([6], pag. 143)

Der Beweis 18sst sich fast wlrtlich auch auf andere genligend

glatte Verlustfunktionen lbertragen, wie z.B.

ok(t)

indem man die Matrix B;

ersetzt durch G? := L ~ C!
n n “n

p(t) := max(-k, min(k,t)), Sé

und

_ L
(Ln)rs T on

12 tir |t
x|t] - § k*flir ¢t
RTINS S
n n n n

n n

L i, wobel
n

| < k

> k

diag(wz(el), wz(eg),..,wz(en))
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