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Résumé

Ce travail porte sur 1’étude des géodésiques des métriques finslériennes faibles de basse régularité en passant
par différents points de vue sur la géométrie et en déduisant des résultats liés a ces points de vue. Nous com-
mengons par revisiter, unifier et généraliser les résultats d’un article de Herbert Busemann et Walter Mayer de
1941 revu partiellement par Shoshichi Kobayashi, puis en tirons les conséquences et montrons que quelques

uns de ces résultats peuvent s’adapter a une géométrie de type espace-temps.

Nous définissons ensuite une notion de “géodésiques spéciales” et une application exponentielle spéciale pour
les métriques finslériennes faibles, permettant de démontrer un théoréme de Hopf-Rinow adapté aux mé-
triques finslérienne faibles de basse régularité. Les résultats de Hopf-Rinow spécial, combinés au résultats de
Busemann-Mayer, permettent de construire des métriques satisfaisant un théoreme de type Hopf-Rinow en

partant d’un champ d’ouverts étoilés sur une variété différentiable.

La these se termine par la construction concrete d’une métrique finslérienne faible de faible régularité sur
la sphere de dimension 2 et en étudie le flot des géodésiques spéciales afin de comprendre des propriétés

systoliques remarquables de cette métrique.



Abstract

This work is about the study of geodesics of weak Finsler metrics of low regularity viewed from various
points of view on geometry and deducing results coming from these points of view. We begin by unders-
tanding, unifying and generalising results from a 1941 article by Herbert Busemann and Walter Mayer and
partially reviewed by Shoshichi Kobayashi. We discuss some consequences of these results and show that

some of them can be adapted to Finsler space-time geometry.

We then define “special” geodesics and a “special” exponential map for weak finsler metrics, allowing us to
prove a Hopf-Rinow type theorem for weak finsler metrics of low regularity. The combination of the special
Hopf-Rinow’s theorem and the Busemann-Mayer theorem, say that, given a field of star-shaped open sets
on a differentiable manifold, we can construct some metrics that satisfy a Hopf-Rinow type theorem on that

manifold.

We end this thesis by constructing a weak Finsler metric of low regularity on the two dimensional sphere with

some remarkable systolic properties.



A short description of the thesis

Work on Busemann-Mayer’s theorems

This section focuses on the Busemann’s point of view of Finsler geometry, which is very synthetic. There are
explanations, generalisations and unifications of Busemann-Mayer-Kobayashi theorems [Kob91], [May41].

We start with a few definitions.

Definition 1 : Let M be a differentiable manifold. An upper semi-continuous functional ' : TM — Risa
weak finsler metric if it satisfies the following conditions :

1. F(z,v) > 0forall (z,v) € TM

2. F(0) =0and F(x,\v) = AF(z,v), forall A\ > 0 and (x,v) € TM.

3. F(z,v+w) < F(z,v) + F(x,w) forall (x,v), (z,w) € TM.
Definition 2 :

* Let X be a finite dimensional real vector space and {2 be a star shaped domain around 0 € X. The
Minkowski gauge of () is the functional ® : X — R defined as

O(z) =inf{t > 0|z € tQ}.

Note that when {2 is a convex set, the Minkowski gauge of €2 is a weak norm on X.

* Let M be a differentiable manifold. A subset {2 C T'M is a field of star shaped domains aroud 0 € T'M
if for every x € M, the set 2, = Q N T, M is a star shaped domain around 0.

e Let M be a differentiable manifold and 2 C T'M a field of star shaped domains around 0 € T'M.
The Minkowski gauge of €2 is the functional ® : TM — R, such that for all x € M, the function
&(x,—): T, M — Ry is the Minkowski gauge of €2,.

Note that when €2, is convex for all x € M, the Minkowski gauge of {2 C T'M is a weak finsler metric.

* Given a Minkowski gauge ® : T'M — R, we define the distance between two points z,y € M as

b
do(z,y) = inf / B (1), 4(8))dt

where the infimum is taken over all curves «y : [a,b] — M such that v(a) = = and v(b) = y. When a
weak finsler metric F' : TM — R is given, the distance dr is defined the same way.

Theorem A (Theorem 2.3) : Let M be a differentiable manifold and ® : TM — R the Minkowski gauge of 2,
a field of star shaped domains around O € T M. Consider F' : TM — R the Minkowski gauge of the convex

10



hull of 2, denoted by Conv(2) (which implies that F is a weak Finsler metric). Then for all z,y € M,

do(z,y) = dp(x,y).

The next theorem is about the equality between the Finsler length and the intrinsic length and about the metric
derivative.
Definition 3 :

* Given a weak Finsler manifold (M, F') and a continuously differentiable curve 7 : [a,b] — M, the

Finsler length of ~ is

b
tr(y) = / F(y(t).4()dt

and the intrinsic length of v is

lap () = sup {i dr(v(t), 7<ti+1)>}
i=0

where d is the Finsler distance, and the supremum is taken over all partitions {¢;}7_, of [a, b].

Theorem B (Theorem 2.16) : Let M be a differentiable manifold endowed with a Lipschitz weak Finsler
metric F': M — R. Then for all continuously differentiable curves -y : [a,b] — M, we have

lr(v) = Lap(7)

Theorem C (Theorem 2.21) (Metric derivative) : Consider a chart U C M of the differentiable manifold M
and let (27)nen, (Yn)nen C U be two sequences such that x,, # vy, that are converging to the same point

xo € U. Suppose that &, = IZZ:ZZI

converges to a vector &, then

TUACIN T F(20,6).

n—o0 |yn — Iy
We can write this a weaker result, that is more about metric derivative in the usual way :

Theorem C’ (Theorem 2.23 (Metric derivative (bis)) : Let 7y : [0,€] — U an arc-length parametrized curve

that is differentiable at 0, then
L dp(3(0), (1))

fimg TR = F(3(0),5(0)).

Definition 4 : Let (M, F') be a weak Finsler manifold. A curve v : [a,b] — M is a metric geodesic if for all
to € [a, b] there exists € > O such that forall r < s < t € [tg — ¢, 1o + €], we have

d(y(r),v(s)) + d(v(s),7(8)) = d(v(r), 7 (?)).

The next theorem is a review of what is done in the article of Busemann-Mayer [May41]. In this theorem, the
manifold has dimension 2.

We moreover suppose that the Finsler structure is strictly convex and Lipschitz.

11



Theorem D (Theorem 2.40) : Let (M, F) be a two dimensionnal strictly convex and Lipschitz weak Finsler

manifold then the metric geodesics are continuously differentiable.

Timelike Busemann-Mayer-Kobayashi

In this part of the thesis, we proved Busemann-Mayer type theorems in the timelike setting.
Definition 5 :

1.

Let X be a finite dimensional real vector space. A Minkowski pseudo-norm is a functional f defined on
an closed convex and proper cone of apex 0, called C \ {0} (proper means that there exist a supporting
hyperplane of C through 0 that contains only 0) we call such a cone a causal cone. Moreover, f must

satisfy
* Positivity : f(xz) > 0forall z € C and f(x) > 0 forall z € C and f(0) = 0.

* Positive homogeneity : f(Ax) = Af(z) forall z € C and all A > 0.
* Concavity : f(tx + (1 —t)y) > tf(z)+ (1 —t)f(y) forallz,y € Candall 0 < ¢ < 1.

. Given a manifold M, a cone field C C T M is an closed subset of TM such that C,, = C N1, M is a

convex an proper cone of apex 0.

. Let M a differentiable manifold and a cone field C C T'M . A weak pseudo-Finsler metric f : C — R

is a continuous functional such that for all x € M, f(x, —) : C; — R is a Minkowski pseudo-norm.

Let M a weak pseudo-Finsler manifold which causal cone is denoted by C. A continuously differentiable

curve o : [a,b] — M is called a causal curve if for all t € [a, b], we have that 5(t) € Cy(y). We call 0 a
strictly causal curve if 6(t) € Cy(y).

Let (M,C, f) a weak pseudo-Finsler manifold. Given two distinct points z,y € M, we say that x < y
if there exist a causal curve between = and y and that x < y if there exist a strictly causal curve between

x and y

Let (M,C, f) a weak pseudo-Finsler manifold and two points z,y € M such that x < y, then the

pseudo-distance between = and y is

b
o1z, ) = sup / F(o (), 5(0))dt

where the supremum is taken over all causal curves o : [a,b] — M from z to y.

In this thesis we developped a different and more synthetic way to see a Minkowski pseudo-norm. .
Definition 6 :

* Let X be a finite dimensional vector space. A Valinor set is a domain D C X with the following

properties

1. D is connected, non-empty, open and contained in a causal cone.
2.0¢D.
3. (Anti-star shaped) If z € D, then for all A > 1, we have Az € D.

12



» Given a Valinor set D in a finite dimensional vector space X, the cone over D is the set
Cp:={x€X| thereexists A >0 suchthat Az € D} U{0}.

and the set

B=c\D

is called the unit ball.
* Given a Valinor set D in a real finite dimensionnal vector space X and the cone Cp over D, there is a

causality relation < on M defined by
x=y if y—xzelp.
* Given a Valinor set D, the Lorentz-Minkowski gauge of D is the functional ¢p : Cp — R defined by
¢p(z) =sup {t > 0|z €tD}.

Note that if the Valinor set D is convex, then ¢p is a Minkowski pseudo-norm.
As in the usual Finsler setting, we will use the definitions on a vector space to build a metric on a manifold,
for which the vector spaces will be the tangent space at a point.
Definition 7 :
* Let M be a differentiable manifold. A Valinor sets field is an open subset D C T'M such that D, :=
T, M N D is a Valinor set for the vector space 1, M.
* Given a Valinor sets field D on a differentiable manifold M, we can define the Lorentz-Minkowski
gauge ¢p : TM — R that is given by ¢p(z,v) = ¢p, (v).
Observe that given a Valinor sets field and taking the Lorentz-Minkowski gauge of each of the Valinor sets in

T, M endowes the space with a pseudo-Finsler structure when D is convex.

Theorem E (Theorem 2.13) Let M be a differentiable manifold endowed with a Valinor sets field D C T M
such that its Lorentz-Minkowski gauge is continuous and the unit ball is bounded. Then, for all x,y € Cp such

that x < y, we have
po(x,y) = py(,y),

where ¢ is the Lorentz-Minkowski gauge of D and f is the Lorentz-Minkowski gauge of Conv (D).
Definition 8 :
* Given a weak pseudo-Finsler manifold (M,C, f) and a continuously differentiable causal curve = :

[a, b] — M, the pseudo-Finsler length of =y is

b
ty(y) = / v, 4 (1))dt

and the intrinsic length of 7 is
n—1
((y) = inf {Z dy(y(t:), ’Y(fi+1))}
i=0

13



where dy is the pseudo-Finsler distance, and the infimum is taken over all partitions {t;}"_, of [a, b].

Theorem F (Theorem 4.17) Let (M,C, f) a pseudo-Finsler manifold such that f is Lipschitz. Then for all

piecewise C! causal curve o : [a,b] — M we have,

There is also a theorem on metric derivative that occurs in a chart ¢/ of the manifold M.

Theorem G (Timelike metric derivative) Let x,,, y, € U two sequences such that x,, # y, and x,, < yy, for

all n and limy, 00 Tp, = limy, 00 Yn = To. Let vy := |z":§n|
n n

and v = lim,,_,oc Up,. Then

lim Ps(@nsYn) _ f(zo,v).

n—oo ’yn - 13n| B

Special geodesics

In this section, we return to Finsler geometry. We present some new results in which the difficulty was to set
up the good definition and prove the local existence and uniqueness of the the special exponential map. The
aim of this chapter is to define an analog of the Riemannian exponential map, but for non-strictly convex weak
Finsler metrics.

Definition 9 :

1. Let (M, F) be a weak Finsler manifold of class C31. The strongly convexified metric of F' is F. =
V F? + ch where h is an auxiliary complete Riemannian metric.
2. Given (M, F) a weak Finsler manifold of class C*?, a special geodesic is a uniform limit of geodesics

for the strongly convexified metric F.

Definition 10 : Let {F.} be a family of strongly convex Finsler metrics of class C*! on a manifold M. We
say that { F.} is A, n—-quasi-Thales on the open set I/ if the following is satisfied :
(i) 0 <n<Inj(F.,z)forallz € Uand 0 < A.

(ii) forall z,y € B(xo,n) and all t € [0, 1] we have

;ds(;p’y) <de(z(t),y(t)) < Atd:(z,y),

where x(t) is the geodesic from xg to x and y(t) is the geodesic from z( to y and d. is the distance

coming from F.

This definition is very useful for the construction of an exponential map for a non-strictly convex weak Finsler
metric. The role of the A, n-quasi-Thales property is to make the exponential maps of F. well defined and
make their injectivity radii greater than a uniform constant, and thus, when € goes to 0, to have a strictly

positive injectivity radius for the limit application, that we will call the special exponential.

Theorem I : Let (M, F) a weak-Finsler manifold where F is C*', and the family of F. is (\,n)—quasi-
Thales, then there exist special geodesics, and they are geodesics for F. Moreover, the special geodesics are
differentiable.
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Theorem J (Theorem 5.15) Let (M, F') a weak Finsler manifold of class C3! for which the sequence of stron-
gly convexified metrics is A, n—quasi-Thales. Then for all zq € M, if B(xg, 4) = {v € T, M | F(z0,v) < 1},
there exists an application

O, B(xo, g) — M

such that for all v € B(xo, 3) we have
q)iUO ('U) - il_rf(l) q)ifo (U)

where @, = expf, : B(xo, 4) — M is the restriction of the e—exponential map (the exponential map of Fy.)
to the ball B(xo, 3). Moreover, the application ®,,, : B(xo,3) C Ty M — B(xo,4) C M is bijective.

Definition 11 : Let (M, F') a weak Finsler manifold of class C*! for which the sequence of strongly convexi-
fied metrics is A\, n—quasi-Thales We define the special exponential by

Spexp,, : B(wo, g) CT,M— M
v — (1)

where 7, is the special geodesic such that v(0) = p and (0) = v.

When these objects are defined, the proof of a Hopf-Rinow theorem for the special geodesics follows the
usual arguments, since the proof of this theorem is essentially metric and uses the exponential map (as in the
classical case of a Riemanniann manifold).
Definition 12
* We say that a metric is called complete for the special geodesics if every special geodesic can be defined
on [0, 00].

» We say that a metric space is forward complete if every sequence {x,, } ,eny C X such that

lim sup d(zg, zm) =0
k—o0 m>k

converges.

Theorem K (Theorem 5.22) : Let (M, F) a weak Finsler manifold of class C>' for which the sequence of
strongly convexified metrics is A\, n—quasi-Thales. Then, M is forward complete if and only if it is complete

for the special geodesics.
In the proof of the special Hopf-Rinow theorem, we also showed the following.

Scholium : Let (M, F') a weak Finsler manifold of class C3! for which the sequence of strongly convexified
metrics is A, p—quasi-Thales. Given x,y € M, there always exists a special geodesic 7y : [0,¢] — M such
that 7(0) = x and y(¢) = y and £() = dp(x,y).
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Finsler systolic ratio of the 2-dimensionnal sphere

The problem of the optimal systolic ratio on a compact Riemanniann manifold is due to Mikhail Gromov in
[Gro83] and developped by Mikhail G. Katz in [Kat07]. The particular question of the systolic ratio of the 2-
dimensionnal sphere was invastigated by Christopher Croke [Cro88], Florent Balacheff [Bal10] and Stéphane
Sabourau [Sab09]
In collaboration with Louis Merlin, we described a new metric on the 2-dimensionnal sphere, inspired by
[Cos20], that has remarkable systolic properties.
Definition 13 :

* The systol of a Finsler sphere is the length of the shortest closed geodesic.

¢ The systolic ratio of a two dimensional Finsler sphere (M, F') is then defined as

2
psyst(M, F) = m
where the supremum is taken over all Finsler metrics on M and the volume is the Holmes-Thompson
volume.
Given a topological manifold, a classical question is to find the largest systolic ratio. This is a hard problem,
even for the 2-sphere, the question is not yet completely answered [Ball0],[Sab09]. In collaboration with

Louis Merlin, we developped a sphere with a large systolic ratio, and with a large number of closed geodesics.

Theorem L (Theorem 6.3) : There exist a weak Finsler metric F (called Cossarini-Sabourau’s metric) on the

2-dimensionnal sphere with systolic ratio

4
psys(S27F) = ?

Moreover, the sphere S? endowed with the Cossarini-Sabourau weak Finsler metric is called the Cossarini-
Sabourau sphere. We needed to study the special geodesics flow on this sphere to compute precisely the length
of the shorter closed geodesic. The proof is following combinatorial arguments to find a lower bound to the
length and prove this is the systol.

The interest of this result is that the largest known Riemannian systolic ratio is the Calabi-Croke and the value
of its systolic ratio is 2v/3 (see [Cro88], [Ball0], [Sab09]) which is smaller that the Cossarini-Sabourau’s
systolic ratio, moreover, it has many closed geodesics that accomplish the systol and thus this metric is a
intermediate example between the Zoll metrics (see [Bes12] and the Calabi-Croke metric. This metric has
not the biggest known Finsler systolic ratio (see [Sab09]), but it is a good candidate to be a local maximum
for the systolic ratio, giving an example of large systolic ratio that comes from another construction that the

Calabi-Croke metric.
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Introduction

Cette these porte sur I’étude des géodésiques des variétés finslériennes et pseudo-finslériennes faibles et de
basse régularité telles que décrites dans [Papl4a], [Pap09], [May41], [Iva01], [BCS00] et [PY19], [Bus67].

Nous commencons cette étude en exposant précisément les notions d’espaces métriques faibles, d’espaces
de Minkowski, de structure de longueur pour arriver a la description des espaces finslériens faibles de basse

régularité.

Définition. Soit M une variété différentiable. Une métrique finslérienne faible sur M est la donnée d’une

fonctionnelle F' : TM — R, semi-continue supérieurement, convexe et homogene positive.

Le courant dominant de la géométrie finslérienne au cours du XX°™ sigcle a été de supposer une plus
grande régularité (habituellement au moins C'*) et la condition de forte convexité, aussi appelée condition
de Legendre-Clebsch, qui impose a la boule unité dans chaque espace tangent d’étre de courbure de Gauss-
Kronecker strictement positive. Cette condition vient du calcul variationnel classique et donne lieu a la
construction de divers tenseurs et connexions qui permettent d’étudier la variétés finslériennes par des tech-
niques de géométrie différentielles analogues la géométrie Riemannienne. Une référence standard sur ce point
de vue est le livre de Bao, Chern et Shen [BCS00].

Par contraste, le présent travail se situe dans I’héritage et I’esprit de la vision de Herbert Busemann. Une large
revue des travaux de Busemann a été effectuée par Athanase Papadopoulos dans [Pap18a] et [Pap18b]. Les
hypotheses sur les métriques que nous considérerons dans ce textes seront affaiblies de deux manieres. Pre-
mierement, nous considérons des métriques finslériennes comme des fonctionnelles sur le fibré tangent d’une
variété qui ne satisfont que I’homogénéité positive et I’'inégalité (non-stricte) du triangle mais qui peuvent étre
dégénérées ou non-symétriques. Deuxiemement, nous considérons des métriques de faibles régularité, c’est a

dire des fonctionnelles semi-continues ou Lipschitz sur le fibré tangent.

L’étude des métriques finslériennes faibles de basse régularité est important dans la géométrie car ce type
de métriques apparait naturellement comme solution de problemes d’optimisation d’invariants métriques. Ce
phénomene peut se produire notamment lors de I’étude de questions telles que "Sous des contraintes de cour-
bure, quelle métrique a un volume minimal ?" (voir [Gro82]), "Quel est le volume minimal de remplissage 7"
(voir [Iva08], [Gro83]) et la question du ratio systolique optimal de la sphere de dimension 2, faisant appa-
raitre des métriques telles que décrites dans le chapitre 6 (voir en particulier la proposition 6.8). Il est donc
important de comprendre ce type de métriques finslériennes, et ceci passe par I’étude des géodésiques de ces

espaces finslériens.

Dans le premier chapitre de cette these, le choix a été fait de prendre cette définition a rebours. Nous com-
mencons par définir de fagon trés générale ce qu’est une distance faible sur un ensemble.
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Définition. Soit X un ensemble. Une distance faible sur X est une fonctionnelle d : X x X — Ry, telle que
(i) d(z,z) =0,
(ii) (inégalité du triangle) d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2),

pour tous x,y,z € X.

Ensuite, nous définissons ce qu’est une norme de Minkowsi faible sur un espace vectoriel réel de dimension

finie.

Définition. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie. Une norme faible de Minkowski est une appli-

cation F' : X — [0, 00] telle que pour tout x,y € X et A\ > 0ona
1. Positivité : F(0) = 0.
2. Homogénéité positive : F(\x) = AF(x).
3. Inégalité du triangle : F(x +y) < F(z) + F(y).

Nous voyons alors que sous certaines hypotheses, une telle norme engendre toujours une distance faible et la

proposition 1.10 donne une réciproque a cette affirmation.
Nous pouvons alors définir une métrique finslérienne sur une variété différentiable de la maniére suivante.

Définition. Soir M une variété différentiable. Une métrique finslérienne est une fonctionnelle F' : TM — R

semi-continue supérieurement telle que F(x,—) : T, M — R est une norme de Minkowski faible pour tout
z e M.

Tout au long de ce travail, nous allons utiliser cette définition de métrique finslérienne faible de basse régu-
larité, mais en ajoutant des hypothéses métriques ou de régularité selon le cadre de travail, tout utilisant le

moins d’hypotheses possibles.

Une métrique finslérienne faible induit une structure de longueur, telle que définie dans [Gro81]. En effet, en
considérant une classe de courbes I' que nous appellerons admissibles (typiquement les courbes continiment
différentiables par morceaux, ou les courbes Lipschitz), la fonctionnelle de longueur finslérienne £ : I' — R
sera donnée par (p(y) = f7 F'. Une structure de longueur étant donnée, nous pouvons alors définir une
distance faible en prenant I’'infimum de la longueur des courbes entre deux points donnés sur une variété;
dF(J,’, y) = infp fF(’}/)

Ces définitions étant posées, nous pouvons définir trois notions de géodésiques sur une variété finslérienne.
La premiere est purement exprimée en termes de distances, ce sont les géodésiques métriques (appelées "Hil-
bert curves" dans [May41]). La seconde implique la longueur finslérienne et demande donc que les géodé-
siques soient différentiables, ce sont les courbes minimisantes (définies dans [Iva01]). La troisi¢me notions de
géodésique apparait comme solution de I’équation différentielle des géodésiques, présentées dans les livres
classiques de géométrie Finslerienne tels que [BCS00]. Nous appellerons ces courbes les géodésiques diffeé-
rentielles, elles sont définies a conditions que la métrique finslérienne aie des propriétés de régularité supplé-

mentaires. Voici les définitions formelles :

Définition. (Géodésique métrique) Soit (X, d) un espace métrique faible. Une courbe v : |a,b] — X est
appelée géodésique métrique si pour tout ty € [a, b] il existe £ > 0 tel que sir,s,t € [ty — &, tg + €] vérifient
r < s<t,alors

d(y(r),7(s)) +d(v(s),7(t)) = d(v(r), 7(t)).
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Définition. (Courbe minimisante) Soit X un espace topologique muni d’une structure de longueur. Une

courbe admissible v : [a,b] — X est une courbe minimisantes si pour tout s,t € |a, b

Se(v(8),v(1)) = £(V][s,1)-

Définition. (Géodésique différentielles) Soit M une variété différentiable et F' une métrique finslérienne faible
02 F*?
Ovtvi -
fondamental de F'. Nous supposons de plus que le tenseur fondamental est défini positif et nous notons g% son

de régularité C3. Dans un systéeme de coordonnées locales, nous notons gij(x,v) = (z,v) le tenseur

inverse. Une courbe B(t) = (z'(t),...,x™(t)) est une géodésique différentielle pour la métrique finslérienne

F si elle est de classe C? et solution de I’équation différentielle

i yfitd) =0,

k -
i (@,v) 2 ozJ ozt Ozt

L {89w L 99 _ agz‘j}
sont les symboles de Christoffel généralisés (noter que le tenseur fondamental et les symboles de Christoffel
généralisés dépendent de (x,v) et non pas seulement du point x comme c’est le cas en géométrie rieman-

nienne).

Dans le cadre de la géométrie finslérienne étudié dans [BCS00], c’est a dire quand la métrique est C* et
que le tenseur fondamental est défini positif, ces trois types de courbes optimales coincident. Toutefois, dans
notre cas, il faut faire attention car il peut méme arriver que la définition de "courbe minimisante" et celle
de "géodésique" n’aient aucun sens car la métrique n’est pas suffisamment réguliere, ou les géodésiques

métriques ne satisfont pas aux bonne hypotheses de régularité.

Dans cette these, nous développons plusieurs points de vues complémentaires sur la géométrique finslérienne
faible. Le point de vue principal sur cette géométrie est une vision sythétique provenant majoritairement de
[Pap09], le second point de vue, complétant le premier dans le cas d’'une métrique suffisamment réguliére est
celui qui a fait dire 8 Busemann que la géométrie finslérienne classique "évoque a la majorité des mathémati-
ciens I’'image d’une forét impénétrable dont la végétation entiére consiste en des tenseurs" [Pap09], toutefois
ce point de vue est important pour avoir une équation des géodésiques, sous la condition que la métrique
soit fortement convexe et suffisamment régulicre. Une troisicme approche consiste a construire une métrique
finslérienne F' comme la dérivée de la fonctionnelle distance dr, mais il faut préciser les hypothéses sous
lesquelles cette fagon de voir est possible. Nous voyons ceci dans le chapitre 2.

Précisons donc ces différents points de vue sur la géométrie finslerienne :

1. Géométrie convexe([Pap09]) : Soit 2 C T'M, un champ ouvert de convexes contenant la section nulle,
ce qui signifie que €2, = QN7T;,, M est un convexe ouvert pour tout p contenant 0 € 7}, M. Nous pouvons
alors définir une métrique finslérienne sur M en prenant la jauge de Minkowski sur 7}, M induite par le
convexe ouvert €2, :

F(p,v) =inf{t > 0| v e tQ,}.

Remarquons que cette construction est également possible avec un champ d’ouverts étoilés autour de

I’origine, ce qui donne une jauge de Minkowski non-convexe, que nous utiliserons dans le chapitre 2. De
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plus, notons que cette construction justifie le choix de la semi-continuité supérieure comme hypothese
minimale de régularité pour les métriques considérées. En effet, les jauges de Minkowski sont semi-

continues supérieurement car les ensembles de sous-niveaux sont ouverts.

2. Géomeétrie différentielle (IBCSO00]) : On définit une métrique finslérienne comme une fonction F' suffi-
samment réguliere sur le fibré tangent d’une variété différentiable, toutefois nous ne supposons pas en

général que I est strictement convexe sur chaque espace tangent.

3. Dérivée métrique([Iva08],[May41]) : Etant donné une variété différentiable munie de la structure d’es-
pace métrique (M, d), nous pouvons sous certaines conditions définir la dérivée métrique par la formule

suivante :

d 0 t
F(p, U) == Iin’lsup M
t—0 |t]
otl 7y est une courbe C! de M telle que ~y (0) = pet4(0) = v. Un des résultats de cette these donne des

conditions pour que la dérivée métrique soit la métrique finslérienne induisant la distance d.

Le second chapitre aborde les théorémes de Herbert Busemann et Walter Mayer, énoncés et prouvés dans
Particle de 1941 intitulé "On the foundations of calculus of variations" [May41]. Cet article contient des
résultats encore importants aujourd’hui et mérite d’étre réécrit dans un langage plus moderne. Nous avons
décomposé cet article en trois grandes parties, contenant chacune ses propres théorémes. Le premier théoréeme
porte sur la convexification des jauges de Minkowski de champs d’ouverts étoilés autour de la section nulle du
fibré tangent. Ce résultat a été revisité par Shoshichi Kobayashi [Kob91], mais dans un cadre différent de celui
de Busemann et Mayer, en effet, dans [May41], la jauge considérée n’est pas symétrique mais est continue,

alors que dans [Kob91], la jauge considérée est symétrique mais semi-continue supérieurement.

Définition. e Soit Q) C T'M un champ d’ouverts étoilé autour de I’origine, [’enveloppe convexe de ) est

’ensemble

Conv(Q2) = U Conv(£2)
xeM
ou Conv(£),) est I’enveloppe convexe de ), dans I’espace vectoriel T, M.
o Soit ® : TM — Ry la jauge de Minkowski de S, alors la jauge de Minkowski de Conv(S)), notée
F:TM — R est appelée le convexifié de P.
e Soit M une variété différentiable et ® : TM — R une jauge de Minkowski sur M, alors pour tout

x,y € M, nous définissons

b
do(ary) = inf [ B(1(0)3(0)de
a
ou 'infimum est pris sur I’ensemble des courbes vy : [a,b] — M de x a y.

Un des résultats démontrés dans cette these est une généralisation du premier théoreme de Busemann-Mayer
et du résultat principal de I’article [Kob91], car la jauge considérée est semi-continue supérieurement et non-

symétrique.
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Théoreme (Théoreme 2.3. BuseMay[Kob91, page 206] Soient M une variété différentiable connexe et 2 C
T M un champ d’ouverts étoilés autour de I’origine. Soit ® la jauge de Minkowski de () et F' le convexifié de

®, alors, pour tout x,y € M, on a

do(z,y) = dp(x,y).

Le preuve de ce théoreme est liée au théoreme de Minkowski-Carathéodory sur les enveloppes convexes (voir
[Web94]).

La seconde section du chapitre 2 porte sur I’égalité entre la longueur intrinseque et la longueur finslérienne,

et sur des résultats concernant dérivée métrique.

Définition. Soit (X, d) un espace métrique faible et v : [a,b] — X une courbe continue. Nous définissons la

longueur intrinseque de v par :

n—1
Ca(v) = sup Y d((ti),¥(tir1)),
=0
oul le supremum est pris sur [’enseble des partitions a =ty < t; < --- < t, = bde [a, ]

Un exemple classique de courbe sur laquelle la longueur intrinseque ne coincide pas avec la longueur fins-
lérienne est ’escalier du Diable (le graphe de la fonction de Cantor-Vitali, voir [KF75, p. 334]), en effet, la
longueur intrinseéque provenant de la distance euclidienne de I’escalier du Diable est 2 alors que la longueur
finslérienne, c’est a dire la longueur vue comme ’intégrale de la vitesse de cette courbe vaut 1. La solution
a ce probleme est bien connue, en effet, dans le cas des métrique riemanniennes lisses les deux longueurs
coincident sur ’ensemble des courbes absolument continues [AT04]. Toutefois il n’est a priori pas clair que
ceci est vrai pour les métriques finslériennes faibles de basse régularité sur la classe des courbes C' par mor-
ceaux. Ceci est le propos du deuxieéme théoreme de [May41]. Nous avons ajouté un minimum d’hypotheses a
la métrique finslérienne faible afin que le théoréme soit vrai et la classe de courbes considérées est celle des

courbes continiment différentiables par morceaux.

Théoreme (Théoreme 2.16). [May41, Théoréme 2, page 186] Soit (M, F') une variété finslérienne faible dont
la métrique F' est Lipschitz, alors la longueur finslérienne coincide avec la longueur intrinseque donnée par
d sur les courbes continiiment différentiables par morceaux. C’est a dire que pour tout courbe 7y : [a,b] — M

continiiment différentiable par morceaux, on a

Cp(y) = Lap (7).

L’idée de la démonstration de ce théoreme est représemtative de la vision de Busemann sur la géométrie
finslérienne. Busemann voit treés souvent les variétés finslériennes comme des variétés “infinitésimalement
Minkowski’, c’est a dire qu’il approxime la métrique finslérienne par de petits morceaux de normes de Min-
kowski, invariants par translation et projectifs, ce qui permet de déduire des résultats puissants dans de petits

voisinages puis de réunir les petits morceaux et de déduire un résultat global sur la courbe enticre.

De cette fagon de voir sont directement déduits deux variantes d’un théoréme portant sur la dérivée métrique.
Ces résultats demandent de se placer dans un carte de la variété M, et le premier corollaire est plus général

que le second, bien que moins synthétique.
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Théoréme (Théoreme 2.21). [May41, Théoréme 3, page 186] Soit (M, F') une variété finslérienne faible
dont la métrique F est Lipschitz et U C M une carte de la variété M. Considérons {x,} et {yn} deux suites

dans U telles que pour tout n nous avons T, # Yy et satisfaisant lim, oo T, = limy, oo Yy = g € U et

Yn—Tn
[yn—2n]

Up ‘= converge vers un vecteur v, alors

lim dF(xTuyn) _ F(ZL‘O,’U)

n—oo |y, — T
ou nous avons noté |.| la métrique euclidienne dans la carte U.

Le second corollaire est une réécriture du premier en terme de courbes plutdt qu’en termes de suites, il est
moins général que le premier, mais plus clair et permet une comparaison avec les résultats de Serguei Ivanov
[Iva08].

Théoreme (Théoreme 2.21, reformulé). [May41]
Soit (M, F) une variété finslérienne faible dont la métrique F est strictement convexe et Lipschitz et U C M

une carte de la variété M. Soit 7y : [0, 1] — U une courbe continiiment différentiable en 0, alors

iy 9 (1(0): (1))

fim TR = F(3(0),5(0)).

Une petite section suit et montre que le théoreme 3.7 de [Iva08] implique ces deux résultats, en effet, Iva-
nov démontre que toute distance Lipschitz provient d’'une métrique finslérienne et donne méme une forme
explicite de la métrique finslérienne qui engendre la distance, cette métrique étant la différentielle faible d’un

plongement de Kuratowski de 1’espace métrique faible considéré au départ.

La troisieme partie de ce chapitre porte sur la régularité des géodésiques métriques sur une surface finslé-
rienne de basse régularité. Nous ne savons pas si ce résultat est généralisable en dimension supérieure, car les

méthodes utilisées ici sont typiques de la dimension 2.

Théoréme (Théoreme2.40). [May41, Chap. 6, page 194] Soit (M, F') une variété finslérienne faible de di-
mension 2 dont la métrique F' est strictement convexe et Lipschitz, alors les géodésiques métriques pour dp

sont continiiment différentiables.

La preuve de ce résultat est technique, elle utilise les propriétés d’une famille de courbes différentiables que
Busemann-Mayer appellent des pseudo-cercle (voir définition 2.27) et le fait que la projection sur ces courbes

est contractante.

Les résultats du chapitre 2 sont tres généraux, excepté le théoreme de régularité des géodésiques métriques,
qui ne fonctionne qu’en dimension 2. Un des développements futurs a cette theése pourrait étre d’essayer de

généraliser ce résultat a la dimension 7.

Les chapitres 3 et 4 portent sur les métriques finslériennes de type espace-temps ou métriques pseudo-
finslériennes. Ces métriques sont des généralisations des métriques pseudo-riemanniennes de la relativité
générale [Ein16]. Les métriques pseudo-finslériennes faibles de basses régularité sont aux métriques pseudo-
riemanniennes ce que les métriques finslériennes faibles de basse régularité sont aux métriques riemanniennes,

toutefois, contrairement au cas pseudo-riemannien, une métrique pseudo-finslérienne n’est pas définie partout.
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En effet, en dehors du “cone de causalité”, les métriques pseudo-finslériennes n’ont pas de sens. Ceci est une
grande différence avec les chapitres précédents, car la relation de causalité est inévitable et ne permet pas, a

priori, "d’adapter les résultats finslériens en inversant simplement les inégalités".

Dans le développement de la théorie pseudo-finlérienne faible, nous procédons de la méme maniere que dans
le chapitre 1, nous commengons par définir ce qu’est une pseudo-distance, ensuite une pseudo-norme de
Minkowski et enfin une métrique pseudo-finslérienne. Les métriques pseudo-finslériennes ne sont définies
que sur un cone de causalité et la pseudo-distance entre deux point n’est définie qu’entre deux points liés
causalement, tel que nous allons le définir. Ceci est une différence importante entre la géométrie finslérienne
et la géométrie pseudo-finslérienne.

Définition. Soit X un espace topologique de Hausdorff. On appelle X un espace-temps métrique si

1. 11 existe un ordre partiel < sur X (appelé relation de causalité tel que {(x,y) € X x X | x < y} est
fermé dans X x X et pour chaque point p € X, dans chaque voisinage U de p, il existe des points
x,y € U distincts de p tels que t < petp < .

2. 1l existe une fonction p : {(z,y) € X x X | x Xy} — Ry continue et satisfaisant :
e p(x,y) > 0 pourtout x <X y et p(x,z) = 0.
e Six Xy =Xz alors
plz,z) = p(x,y) + p(y, 2),
que nous appellerons inégalité causale.

Nous appellerons la fonction p une pseudo-distance.
Nous définissons ensuite une pseudo-norme de Minkowski.

Définition. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie.

1. On appelle cone de causalité un sous-ensemble C C X qui est un cone convexe fermé propre de sommet
0 € X (propre signifie qu’il existe un hyperplan supporteur de C passant par O et ne contenant que 0

ou que C ne contient aucune droite).

2. La donnée d’un céne de causalité C sur un espace vectoriel X induit la relation de causalité suivante,
x<y si y—zxzel.

3. Soit (X, C) un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un céne causal satisfaisant
(a) Positivité : f(x) > 0 pour tout x € C et f(x) > 0 pour tout x € 8 et f(0) =0.
(b) Homogénéité positive : f(Ax) = \f(x) pour tout x € C et tout X > 0.
(c) Concavité : f(tx + (1 —t)y) > tf(x) + (1 —t)f(y) pour tout x,y € C et tout 0 < t < 1.
Un espace vectoriel muni d’un coéne de causalité et d’une pseudo-norme de Minkowski est appelé un

espace-temps de Lorentz-Minkowski.

Un espace de Lorentz-Minkowski est un espace-temps métrique via 1’égalité p(z,y) = f(y — x) pour z =< y.
Inversement, les proposition 3.4 et 3.14 donnent des conditions pour qu’un espace-temps métrique soit un
espace de Lorentz-Minkowski.
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Définition. Une métrique pseudo-finslérienne sur une variété M est la donnée d’un sous-ensemble fermé C C
T M (appelé champ de cones de causalité) tel que C,, C T, M est un cone de causalité et d’une fonctionnelle

f : C — R semi-continue inférieurement, homogeéne positive et concave.

Notons que C = |J ¢, Cz s appelle un champ de cones (de causalité) sur M. Le cone de causalité définit ce

qu’est une courbe causale et induit la relation de causalité sur M.

Définition. » Soit M une variété différentiable munie d’un champ de cones de causalité, alors une courbe

o : [a,b] — M est appelée une courbe causale si pour tout t € [a,b], nous avons &(t) € Cy(y) et une

[¢]
courbe strictement causale si pour tout t € [a, b], nous avons 5(t) € Cy(y).
o Soit M une variété différentiable munie d’un champ de cénes de causalité et x,y € M, alors nous
notons x = y si il existe une courbe causale de x vers y et x =< y si il existe une courbe strictement

causale de x vers .

Etant donnés un champ de codnes de causalité C et une métrique pseudo-finslérienne f sur une variété M nous

avons une structure de longueur sur I’ensemble des courbes causales, définie par

ly(o) = /Uf

et une pseudo-distance induisant une structure d’espace-temps métrique sur M, donnée par le relation de

causalité énoncée plus haut et la pseudo-distance

pr(x,y) =suply(o)

ou le supremum est pris sur I’ensemble des courbes causales de x vers .

Nous pouvons donc définir ce que sont les géodésiques des espaces-temps, telles que définies dans [PY19] et
[Bus67].

Définition. (Géodésique pseudo-métrique) Soit (X, <, p) un espace-temps métrique. Une courbe causale
o : [a,b] — X est appelée géodésique pseudo-métrique si pour tout ty € [a,b] il existe € > 0 tel que si
r,8,t € [tg — €, to + €] vérifient r < s < t, alors

plo(r),a(s)) + pla(s),o(t)) = plo(r),a(t)).

Définition. (Courbe maximisante) Soient X un espace topologique muni d’une structure de longueur de type
espace-temps et o : [a,b] — M une courbe causale. On dit que o est une courbe maximisante si pour tout
s,t € [a, b

pe(o(s),0(t)) = £(o]isg)-

Pour démontrer des théoremes inspirés par les résultats de [May41], il nous a fallu définir un nouveau forma-
lisme en cherchant les points communs entre finslérien et pseudo-finslérien. L'un des points communs réside
dans I’approche de type "géométrie convexe", en effet, la notion de convexe de Valinor permet de définir une
métrique pseudo-finslérienne et une relation de causalité d’une facon tres inspirée par la notion de jauge de

Minkowski de la géométrie finslérienne classique.

24



Définition (Convexe de Valinor). Soient X un espace vectoriel de dimension finie. Nous appelons convexe de

Valinor un ensemble D C X vérifiant les propriétés suivantes :
1. D est non-vide, convexe et ouvert.
2.0¢D.
3. D est propre (i.e. ne contient aucune droite).
4. (Anti-étoilé) Si x € D, alors pour tout X > 1, nous avons \x € D.
Nous remarquons qu’il est également possible de se donner un ensemble de Valinor pas forcément convexe.

Définition. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et D un convexe de Valinor dans X. Nous pouvons

alors définir un cone sur D de la maniere suivante :

Cp :={x € X | il existe A > 0 tel que \v € D},

oi D désigne I’adhérence de D. Nous définissons également I’ensemble
B=c\D,

appelé boule unité.

Un champ de convexes fondamentaux sur une variété M est la donnée d’un ensemble ouvert D C T'M tel
que D, = D NT,M estun convexe de Valinor de T, M pour tout x € M. Nous pouvons alors définir un
champ de cones sur 7'M a partir de D. Ceci induit un champ de cones de causalité Cp et donc la relation
de causalité. La métrique pseudo-finslérienne est donnée par la jauge de Lorentz-Minkowski de D, telle que

définie ci-dessous.

Définition. Soir (M, D) une variété différentiable munie d’un champ de convexes fondamentaux. La jauge de
Lorentz-Minkowski de D est la fonctionnelle f : Cp — R définie par

fo(z,v) =sup {t>0|vetD,}.

Remarquons qu’une telle fonctionnelle peut également €tre définie sur un champ d’ensembles fondamentaux
pas forcément convexes. Nous noterons ¢ la jauge de Lorentz-Minkowski d’un champ d’ensembles fonda-
mentaux non convexes. Dans le cas out D n’est pas convexe, nous pourrons considérer son enveloppe convexe
Conv (D) et en prendre la jauge de Lorentz-Minkowski. Si ¢p est la jauge de Lorentz-Minkowski de D, alors
la jauge de Lorentz-Minkowski f = @cony(p) €st appelée le concavifié de ¢p.

Nous avons ainsi construit une approche de type géométrie convexe de la géométrie pseudo-finslérienne, et
nous allons donc pouvoir utiliser des techniques et des résultats de géométrie convexe pour démontrer des

analogues de type espace temps des résultats de Busemann-Mayer.

Théoreme (Téoreme 4.13). Soit M une variété différentiable munie d’un champ d’ensembles fondamentaux
D dont la boule unité est bornée et induisant une jauge de Lorentz-Minkowski continue. Notons ¢ la jauge de

Lorentz-Minkowski de D et f son concavifié. Alors pour toute paire de points x,y € Cp tels que x <y, on a

po(x,y) = pr(,y).
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L’idée de la preuve de ce théoreme est que les courbes maximisantes des pseudo-normes de Minkowski passant
par les directions extrémes des ensembles fondamentaux ne diminuent pas la longueur, il faut donc approxi-
mer les métriques pseudo-finslériennes par des pseudo-normes de Minkowski puis appliquer des résultats de

géométrie convexe a D pour démontrer le théoréme.

La section suivante démontre un analogue du théoréme sur les longueurs intrinseques de Busemann-Mayer
mais dans le cadre des métriques pseudo-finslériennes. Nous pouvons en effet également définir une longueur

intrinseque d’une courbe causale dans un espace-temps métrique de la maniere suivante.

Définition. Soit (X, <, p) un espace-temps métrique et soit o : |a,b] — X une courbe causale dans X, la

longueur intrinseque de o est définie par

ou Iinfimum est pris sur I’ensmble des partitions a =ty < t; < ... < t,, = bde [a,b].

Il s’agit de voir si cette longueur intrinséque est égale a la longueur pseudo-finslérienne /. Le théoréme

suivant donne une réponse a cette question.

Théoreme (Théoreme 4.17). Soit (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne dont la pseudo-métrique est Lip-
schitz, alors la longueur pseudo-finsiérienne Cr et la longueur intrinseque ¢ coincident sur les courbes cau-
sales continiiment différentiables. C’est a dire, pour toute courbe o : [a,b] — M strictement causale et
continiiment différentiable par morceausx,

ti(o) = (o)
Ceci est une application du point de vue de Busemann sur la géométrie finslérienne, qui voit les métriques
finslériennes comme des métriques infinitessimalement Minkowski, mais appliqué aux métriques pseudo-

finslériennes, en prenant en comptes les contraintes de causalité et I’inégalité causale.

Dans les deux derniers chapitres de la these, nous revenons aux métriques finslériennes "de type espace seule-
ment". Le chapitre 5 est la construction d’un analogue de I’application exponentielle riemannienne dans le
cadre des métriques finslériennes de régularité C*!, mais non-strictement convexes. L’idée est qu’il existe des
géodésiques spéciales parmi toutes les géodésiques d’une variété finslérienne.

Cette approche est inspirée de la notions de "distinguished geodesics" introduite par Busemann dans [BP87].
Un exemple est doné par les métriques projectives dans les ouverts de R™, c’est a dire des métriques pour
lesquelles les droites euclidiennes sont des géodésiques, que I’on peut donc considérer comme des géodésiques
"spéciales”. En particulier les métriques de Funk ou de Hilbert sont des exemples classiques de géométries
finslériennes faibles projectives. De telles métriques admettent beaucoup de géodésiques et parmi elles, les
lignes droites.

Dans le chapitre 5, nous proposons une construction qui distingue certaines géodésiques "spéciales" et nous

montrons 1’ unicité locale de ces géodésiques.

Définition. Soit M une variété différentiable et F' : TM — R une métrique finslérienne faible de classe

C31, et h une métrique riemannienne lisse sur M. Pour ¢ > 0, nous définissons la métrique fortement convexi-

fiée de F par
F.=+\/F?+ch.
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Définition. Soit {F.} une famille de métriques finslériennes de régularité C>' fortement convexes sur une
variété M. Nous disons que {F.} est \,n-quasi-Thalés sur I’ouvert U si les conditions suivantes sont satis-
faites :

(i) 0 < n < Inj(Fe,x) pourtout x € U et 0 < A

(ii) Pour tout x,y € B(xo,n) et tout t € [0, 1] nous avons

;dg(x,y) < de(w(t)ay(t) < t>\d5($,y),

ou x(t) est la géodésique de xo a x et y(t) est la géodésique de xo a y et d. est la distance induite par
F..

le fait d’&tre quasi-Thales est une propriété clé des espaces que nous allons considérer. En effet, ceci aura pour
effet de "bloquer" le rayon d’injectivité des métriques F: et permettra de montrer que les suites de métriques

considérées ont de bonnes proriétés de convergence.

Les métriques F. sont des métriques fortement convexes et de régularité C3!, nous pouvons donc appliquer
I’approche "géométrie différentielle” a cette suite de métriques et constater que pour tout € > 0, I’équation
des géodésiques finslériennes donne 1’existence et 1’unicité locale de géodésiques pour F; (voir [BCS00]).
Ces géodésique seront appelée des c-géodésiques. En laissant € tendre vers 0, la suite des e-geodesiques
converge et nous obtenons une géodésique particuliere de ' comme limite uniforme de e—géodésiques, que

nous appellerons géodésique spéciale.

Théoréme (Corollaire 5.8 et Théoreme 5.10). Soit (M, F) une variété finslérienne faible, de régularité C3'
et h une métrique riemannienne auxiliaire sur M. Supposons que la famille de métriques fortement convexi-
fiées F. = \/F?2 + ch est \,n—quasi-Thales, alors la métriqgue F admet des géodésiques spéciales et ces

géodésiques spéciales sont différentiables.

L’existence des géodésiques spéciales provient de la construction de la métrique fortement convexifiée et de la
convergence des distances lorsque ¢ — 0. La preuve de la différentiabilité des géodésiques spéciales demande

que la famille de métriques F; soit A, n—quasi-Thales.
Nous montrons ensuite qu’il est possible de construire une application “exponentielle spéciale”, c’est a dire
une application associant a tout (z,v) € T'M, la géodésique spéciale ~,(t) telle que v, (0) = x et v, (t) = v.
Notation 0.1. Soit (M, F') une variété finslérienne faible, alors

B(x0777) = {1) €Ty M ‘ F(xo,v) < 77}
et

B(zog,n) ={z € M | dp(zo,z) < n}.

Théoréme (Théoréme 5.15). Soient (M, F) une variété finslérienne faible de classe C3' et h une métrique
riemannienne auxiliaire compléte telle que la famille F. = \/F2 + ch est \, n—quasi-Thalés, alors pour tout
xg € M, il existe une application

O, B(xo, g) - M
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telle que pour tout v € B(xo, ) nous avons

o, (v) = lim O (v)

e=0 70
oi @, = exp, : B(wo, ) — M est la restriction de I’e—exponentielle a la boule B(xg, 3 ).
De plus Iapplication ®, : B(xo, %) C TpyeM — B(xo, %) C M est une bijection.
Ce théoréme justifie la définition suivante :

Définition (Exponentielle spéciale). Soit (M, F) une variété finslérienne faible de classe C*' et h une mé-
trique riemannienne auxiliaire compléte telle que la famille F. := \/F? + eh est \, n—quasi-Thaleés, et no-
tons exp® : B(xo, g) C TyoM — M exponentielle de I, (voir [BCS00]), alors [’exponentielle spéciale est
I’application Spexp,,, : B(xo, 3) — M définie par

Spexp,(v) = ;1_13[1) exp(v).

Il n’a pas été possible de démontrer que 1’exponentielle spéciale est un homéomorphisme local, car une limite
bijective d’homéomorphismes n’est pas forcément continue (voir I’exemple 5.2 "Tremblement de Terre").
La construction de 1’exponentielle spéciale permet tout de méme d’avoir une bijection locale entre 1’espace
tangent en un point de la variété et un voisinage de ce point. Dés lors, en ayant constaté que le théoréme
de Hopf-Rinow classique est un théoreme utilisant presque seulement la notion de distance et 1’application
exponentielle (voir par exemple [GHLO04]), nous pouvons démontrer un théoréme de Hopf-Rinow pour les
géodésiques spéciales, en utilisant les méthodes classiques, adaptées a I’exponentielle spéciale. Il s’agit tout

de mé&me de faire attention a la définition de complétude dans un espace métrique non-symétrique.

Définition. * Soit (X, d) un espace métrique faible. On dit que {x,, }nen C X est une suite de Cauchy
vers avant si

lim sup d(zg, xm) = 0.
k—oo m>k

L’espace métrique faible (X, d) est dit complet vers avant si toute suite de Cauchy vers I’avant converge.
Nous définissons de Cauchy vers ’arriere et complet vers [’arriere de la méme maniére. Nous dirons
qu’un espace métrique est complet si il est complet vers ’avant et complet vers ’arriére.

* Une variété finslérienne faible (M, F') est dite géodésiquement compléte pour les géodésiques spéciales

si toute géodésique spéciale est définie (ou prolongeable) jusqu’a co.

Théoréme (Théoreme 5.22). Soit (M, F) une variété finslérienne faible de classe C3' et h une métrique
riemannienne auxiliaire compléte telle que la famille F. := \/F? + ¢h est \,n—quasi-Thales, alors I est

géodésiquement complete pour les géodésiques spéciales si et seulement si elle est complete vers avant.

Remarquons maintenant que ce résultat représente une fin en soi, étant donné que nous pouvons considérer
que nous construisons une métrique finslérienne faible en se donnant un champ de convexes étoilés sur une
variété différentiable, par le premier théoreme de Busemann-Mayer [May41], mais qu’'une telle métrique,
étant donnée par une enveloppe convexe, n’est pas strictement convexe. Toutefois, si la métrique construite
est suffisamment réguliere, nous pouvons construire des géodésiques spéciales et une exponentielle spéciale,

qui donnera lieu a un théoreme de Hopf-Rinow spécial.

28



Le dernier chapitre de cette thése présente un travail en collaboration avec Louis Merlin. Nous avons développé
un exemple de métrique finslérienne faible sur la sphere de dimension deux qui possede de bonnes propriétés

systoliques.

Définition. 1. Soit F une métrique finslérienne sur la sphére S*. On appelle systole de F, et on notera

Syst(F), la longueur de la plus courte géodésique périodique de (S*,F).

2. Etant donné une métrique finslérienne F sur S, nous définissons le ratio systolique de F' par

Syst(F
pr(8%) = Aiie;((S;)

ou le volume finslérien est le volume de Holmes-Thompson tel que défini dans 1.

3. Nous appellerons ratio systolique optimal le supremum sur ’ensemble des métriques des ratios systo-

liques

p(S?) = sup pr(S?).
F

Ces définitions proviennent d’une question de géométrie riemannienne. La question du ratio systolique optimal
riemannien sur une variété compacte a été soulevée par Mikhail Gromov dans [Gro83], inspiré par [Pu52]
et [Bes51] puis notamment développée par Mikhail Katz dans [Kat07]. Dans son article de 1988 [Cro88],
Christopher Croke démontre que le ratio systolique riemannien de la sphere S? est borné, il s’agit donc de
trouver la métrique optimale pour ce ratio. Le plus grand ratio systolique connu est celui de la métrique
de Calabi-Croke sur S?. La construction de Calabi-Croke consiste en deux triangles équilatéraux munis de
la métrique euclidienne et collés par isométrie le long de leurs bords. Le ratio systolique de la sphere de
Calabi-Croke est calculable par de la géométrie élémentaire et vaut 2v/3. Les avancées actuelles montrent que
la métrique de Calabi-Croke est un bon candidat pour étre le maximum, en effet, dans [Bal10] et [Sab09],
Florent Balacheff et Stéphane Sabourau montrent que la sphere de Calabi-Croke est un maximum local pour
les métriques riemanniennes, et méme que I’analogue de la construction de Calabi-Croke, mais en équippant
les triangles d’une métrique de type Manhattan, est un maximum local parmis les métriques finslériennes.

Remarquer que toutes ces métriques sont singulieres, et donc entrent naturellement dans notre cadre de travail.

La métrique sur S? que nous avons construit avec Louis Merlin est une métrique finslérienne faible. Cette
construction est inspirée de I’article de Marcos Cossarini et Stephane Sabourau [Cos20]. Dans cet article, les
auteurs construisent un disque finslérien faible d’air minimale en utilisant des métriques projectives de Crof-
ton. Dans notre travail, nous avons délibérément évité ce formalisme pour décrire la métrique de Cossarini-
Sabourau, car cette métrique peut étre décrite de facon plus sythétique, permettant de la mettre en relation

claire avec le reste de cette these.

Définition. 1. Soient 0y, 01,05 : R2 — R les trois formes linéaires définies par

* Op(v1,v2) = va,

3 1
° 61 (U17U2) = _§f01 + 51)2:

° 92(’01,’1}2) = @’U — %’Ug.

Définissons également trois fonctions de Heaviside hg, h1, hy : R? — {0, 1} données par
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1 si Hi(l'l,x2> Z O,
0 sif;(x1,22) <O.

hi(x1,z2) = {

La métrique de Cossarini-Sabourau sur le plan R? est la métrique finslérienne faible définie par

2

Fos((w1,72), (v1,v2)) = Y b1, @2)|0: (w1, v2)]. M
i=0

2. Laboule unité H = {(z1,22) € R? | dcs((0,0), (z1,x2)) < 1} C R? est appelé le disque de Cossarini-

Sabourau.

Cette métrique est une métrique de Minkowski lorsque nous la restreignons a un des 6 secteur d’angle § dans
R?, un secteur sur deux portant une métrique dégénérée, étant simplement la projection sur une des demi
droites Ly = {tei%Jrk%r |t > O} C C = R? et un secteur sur deux portant une métrique isométrique 2 la
métrique de Manhattan, la métrique étant la somme des projections sur deux demi droites Ly, (voir figure 6.2).
Une autre facon de comprendre cette métrique est de spécifier la fonctionnelle de longueur sur R? qu’elle

induit. Soit 7 : [a, b] — R?, sa longueur de Cossarini-Sabourau est donnée par

ly(y) = Z / Card (7}, (7(t))) dt
k=0,1,2 7 Lk

ou Ty, désigne la projection orthogonale sur L. Nous pouvons facilement calculer le volume de Holmes-
Thompson de ce disque, en effet, comme le volume de Holmes-Thompson de la boule unité d’une métrique
de Minkowski est égal au volume de Holmes-Thompson de la boule duale, nous commencons par remarquer
que le volume de la boule unité de la métrique de Manhattan vaut %, et le disque de Cossarini-Sabourau
comporte trois secteurs dégénérés (d’air de Holmes-Thompson nulle) et trois secteurs isométriques a un quart
de boule unité de Manhattan, donc 33 6

VOIHT (H)

47 7
Pour construire la sphere de Cossarini-Sabourau, nous prenons le double de H, c’est a dire deux copie de H
collées le long de leur bord par isométrie. Nous obtenons alors une variété S homéomorphe a S? munie d’une

métrique finslérienne faible notée Fiog par abus de notation.

Théoreéme (Théoreme 6.3). Le ratio systolique de la sphére de Cossarini-Sabourau S vaut 4% et par chaque

point de S passe au moins trois systoles.

La preuve de ce résultat est principalement combinatoire. Nous commencons par considérer les géodésiques
spéciales de S et constater que via la projection canonique 7 : S — H, le flot des géodésiques spéciales
correspond au flot de billard euclidien dans un hexagone. Nous remarquons ensuite que les géodésiques spé-
ciales périodiques ne sont pas plus courtes que les autres géodésiques périodiques. Il s’agit donc de calculer
les longueurs de toutes les géodésiques spéciales périodiques et de constater que la longueur minimale pos-
sible pour une géodésique spéciale périodique vaut 4. Ceci demande de développer une dynamique symbo-
lique que nous expliquons précisément dans le chapitre 6. Il s’agit ensuite de traiter 9 cas, étant donné que
nous avons beaucoup de contraintes, les géodésiques spéciales devant étre périodiques et suivre un flot de
billard dans un hexagone. La plupart des géodésiques périodiques ont une longueur plus grande que 4 bien
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avant de se refermer. Nous avons donc pu montrer que la systole vaut 4, et donc que le ratio systolique est

PFas(S?) = % = 4{. De plus, les courbes confondues a une hauteur de 1’hexagone parcourue deux fois

dans des sens différents sont des systoles, donc au moins trois systoles passent par chaque point de H.

Ce dernier point fait de ‘H{ un bon candidat pour étre un maximum local pour le ratio systolique parmis les

métriques finslériennes.
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Chapitre 1

Considérations générales sur les espaces
métriques finslériens

1.1 Espaces métriques faibles et normes de Minkowski faibles

Nous allons définir les notions d’espaces métriques faibles, et d’espaces de Minkowski, qui sont un des cadres
de travail dans lesquels nous allons évoluer tout au long de cette these. Les variétés Finslériennes faibles de
basse régularité sont un exemple d’espaces métriques faibles dont chaque tangent est un espace de Minkowski
faible. Une métrique finslérienne faible est donc une métrique infinitésimalement Minkowski faible, il est donc
important dans un premier temps de comprendre les métriques faibles de Minkowski. Dans plusieurs résultats
de cette these, nous utilisons des méthodes qui rameénenent une métrique Finslérienne faible a un espace de
Minkowski faible, par des approximations. Les espaces de Minkowski faibles et les métriques finslériennes
faibles donnent naissance a des espaces métriques faibles, c’est a dire des ensembles munis de distances
faibles. La terminologie distance faible se trouve dans le cours de topologie générale de Waclaw Sierpinski
([Sie52]). Cet auteur attibue cette notion a H. Ribeiro. Cette section sur les espaces métriques faibles et normes
de Minkowski faibles est inspirée de [Iva01] et [Pap09].

1.1.1 Espaces métriques faibles

Définition 1.1. (Espace métrique faible). Soit X un ensemble quelconque. Une fonction d : X x X — [0, o0

est une distance faible si pour tout x,y, z € X elle satisfait les conditions suivantes :
() d(xz,z) =0,
(ii) (Inégalité du triangle) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z),

Un espace métrique faible est un couple (X, d) ot d est une distance faible sur X . Nous demanderons souvent
que la distance aie des propriétés supplémentaires, en particuliers nous dirons qu’une distance faible d sur X
est

* Non-dégénérée (ou séparante) si d(x,y) > 0 si et seulement si & # y.

o Symétrique si d(z,y) = d(y, ).

* Finie si d(z,y) < co.
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Une distance dans le sens classique est une distance faible symétrique, non-dégénérée et finie. Un espace

métrique est un ensemble muni d’une distance.

Remarque 1.2. Tout au long de cette these, nous utiliserons 1’inégalité du triangle, ainsi que des inégalités
équivalentes. Dans le cas d’une distance symétrique, I’inégalité du triangle peut s’écrire de la maniére suivante
d(z,y) — d(y,z) < d(z,z). Dans le cas général d’espace métrique faible, cette inégalité se subdivise en
plusieurs inégalités. Pour rendre ces inégalités plus visuelles, nous avons utilisé les notations p, u, v pour les
éléments de X exprimant les inégalités suivantes, qui sont équivalentes a I’inégalité du triangle :

* d(p,u) — d(p,v) < d(v,u).

* d(u,p)) = d(v,p) < d(u,v).

o |d(p,u) — d(p,v)| < max{d(v,u),d(u,v)}.

* |d(u,p) — d(v,p)| < max {d(v,u),d(u,v)}.
Les deux premieres inégalités sont contenues dans les deux dernieres, toutefois il est utile d’en prendre note

pour la suite de cette these.

Remarque 1.3. Si (X, d) est un espace métrique faible et ¢» : Ry — R est une fonction concave (c’est a
dire que pour tout s,t € R et pour tout 0 < A < 1 nous avons P(As + (1 — N)t) > Mp(s) + (1 — N)p(t))
telle que 1 (0) = 0 et ¢)(t) > 0 pour tout ¢ > 0, alors d’ := 1) o d est aussi une distance faible sur X.

Rappelons ici la preuve de cette remarque. Commengons par montrer que

P(s+1) <(s) + ().
Posons \ = %_H et calculons
() =v(A(s+1t)+0) > (s +1) (1.1)

et
(1) =0+ (1 =N)(s+1)) = (1= A)g(s +1). (1.2)

En additionnant (1.1) et (1.2), nous obtenons

P(s) + () = (s + 1) + (1 = No(s + 1) = ¢(s +1).

Montrons de plus que 1 est croissante :
Si 1) n’était pas croissante, il existerait un ¢ et oo > 0 tels que (o + o) < ¥(¢o), alors
Y(to + ka) = P(to) _ ¥(to + ka) — P(to)
ka - ka
Or ceci implique que ¥ (to + ko) < ¥(tp) + kad < 0, mais pour tout ¢, par hypothese ¥ (¢) > 0. La fonction 1) est donc

=: A <0.

croissante.
Nous sommes donc en mesure de montrer I’inégalité du triangle pour d' = o d :
Soient x,y, z € X, alors

d'(z,2) = ¢(d(z,2) < Y(d(z,y) + d(y, 2)) < V(d(z,y) +(d(y, 2) = d (z,y) + d'(y, 2).

De plus les autres propriétés de métrique faible sont clairement vérifiées pour d’ = 1) o d.
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Définition 1.4. (Distance projective). Soit &/ C X un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel réel de

dimension finie X. Une distance faible d sur I/ est dite projective si
d(z,z) = d(z,y) + d(y, 2)

lorsque y =tz + (1 — t)z,avec 0 < ¢t < 1.

Les distances projectives peuvent étre vues comme des solutions du IV®™® probléme de Hilbert, car les seg-
ments de droites sont des géodésiques dans de tels espaces. En effet nous pouvons reformuler le TV®™® pro-

bleme de Hilbert de la maniére suivante :
"Caractériser toutes les distances projectives et étudier leurs propriétés”.

Les distances de Minskowski sont des exemples de distances projectives, mais les quelques hypotheses addi-

tionnelles permettent d’en faire des distances provenant d’une norme sur un espace vectoriel.

Définition 1.5. (Distance de Minkowski). Une distance de Minkowski sur un espace vectoriel réel de dimen-

sion finie X est une distance faible d sur X qui est projective et invariante par translation.

Exemples. 1. Soit X = R"etd(z,y) = \/|y1 — 21]2 + ... + |yn — 2|2 une telle distance est appelée la
métrique euclidienne sur R™. L’espace R", muni de la distance euclidienne, est un espace métrique de
Minkowski.

2. Soit X = R"etd;y(z,y) = |y1 — 1|+ ...+ |yn — 2y, alors d; est une distance faible de Minkowski, sy-
métrique, non-dégénérée et finie sur R™. Nous I’appellerons distance de Manhattan ou parfois distance
o,

3. Soient X un espace vectoriel réel de dimension finie et ¢ : X — R une forme linéaire, alors d,,(z,y) =

max {0, ¢(y — )} est une distance faible de Minkowski finie, dégénérée et non symétrique.

4. En appliquant la remarque 1.3 a la distance euclidienne d g, et ¥)(t) = min{¢, 1}, nous obtenons une
distance d’ = 1 o d gy, invariante par translation mais non projective, en effet, étant donnés x, y, z € X

telsquey =tx + (1 —t)zet0 <t < 1sidgyq(x,y) > 1, nous avons,
d(z,y)+d(y,z) >1=d(z,2)

ce qui montre qu’il n’est pas possible que d soit projective car 1’inégalité est stricte.

La notion de géodésique est fondamentale en géométrie. Il est effectivement essentiel de comprendre ce qu’est
une "généralisation de ligne droite" dans une géométrie donnée. En géométrie riemannienne, une géodésique
est souvent vue comme une solution d’une équation différentielle. Dans le cadre des espaces métriques faibles,
il n’est pas question d’équation différentielle, I’espace topologique sur lequel nous travaillons n’est a priori
pas une variété, et nous ne pouvons que travailler avec la notion de continuité et les propriétés de la distance
faible. Il est donc nécessaire de donner une définition de géodésique métrique qui corresponde aux géodésiques
riemanniennes le cas échéant, mais qui soit plus générale afin de pouvoir étre utilisée dans le contexte d’un

espace métrique faible.
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Définition 1.6. (Géodésique métrique) Soit (X, d) un espace métrique faible. Une courbe 7 : [a,b] — X est
appelée géodésique métrique si pour tout to € [a, b] il existe ¢ > 0 tel que si r, s,t € [to — €, tp + €] vérifient
r < s <t,alors

d(y(r),7(s)) + d(v(s),7(t)) = d(y(r), (1))

Remarque 1.7. Dans [May41], H.Busemann et W.Mayer appellent les géodésiques métriques des "Hilbert

curves".

1.1.2 Normes de Minkowski faibles

Dans I’étude des métriques finslériennes faibles, nous aurons besoin de comprendre la métrique sur 1’espace
tangent en un point d’une variété différentiable. Une métrique finslérienne faible restreinte a I’espace tangent
en un point est une norme de Minkowski faible. Il est donc important de comprendre les normes faibles de

Minkowski avant d’introduire les métriques finslériennes faibles.

Remarque 1.8. » Sauf mention du contraire, les espaces vectoriels définis dans ce chapitre, sont réels et
de dimension finie.
* Par commodité, nous allons nous donner une structure euclidienne auxiliaire sur les espaces vectoriels

que nous considérons. Nous la noterons |.|.

Définition 1.9 (Norme faible de Minkowski). Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie. Une norme
faible de Minkowski est une application ' : X — [0, oo] telle que pour tout z,y € X et A > 0 nous avons

1. Positivité : F'(0) = 0.
2. Homogénéité positive : F'(A\x) = AF'(x).
3. Inégalité du triangle : F'(z 4+ y) < F(x) + F(y).

Un espace de Minkowski faible est un couple (X, F') ou F' est une norme de Minkowski faible sur 1’espace
vectoriel X. Nous demanderons souvent a la norme de Minkowski faible des propriétés supplémentaires, en
particuliers, nous dirons que F' est

* Non-dégénérée si F'(x) = 0 si et seulement si z = 0.

» Symétrique (ou réversible) si pour tout z € X nous avons F'(—x) = F(x).

* Finie si pour tout z € X, nous avons F'(x) < oo

Proposition 1.10. Soit d une distance de Minkowski faible sur un espace vectoriel réel X, alors la fonction
F : X — [0, 00] définie par F(x) = d(0, z) est une norme de Minkowski faible.

La preuve de cette proposition utilise la densité des nombres rationnels dans les entiers pour démontrer 1’ho-
mogénéité de la norme de Minkowski faible donnée par F'(z) = d(0, ). La démonstration précise se trouve
dans [Pap09, page 14]. L’importance de cette proposition réside dans le fait qu’une distance faible de Min-
kowski induit une norme faible de Minkowski. Inversement, nous pouvons construire une distance faible de

Minkowski a partir d’une norme faible de Minkowski sur un espace vectoriel en posant

d(z,y) = F(y — ).

Exemples. 1. En considérant la norme euclidienne F'(z) = \/2% + ... + 22 sur R", qui est en particuliers
une norme faible de Minkowski, la distance associée est la distance euclidienne.
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10.

. En considérant la norme F'(z) = |z1|+...+ |z, | sur R™, la distance induite est la distance de Manhattan

et est une distance de Minkowski .

La fonction F' : R — R donnée par

zr st x>0

oo si <0

est une norme de Minkowski faible sur R.

. Considérons un cone convexe ouvert C C R™ de sommet 0, alors la fonction F' : R™ — R donnée par

0 si x=0
F(x)=<|z| si zeC

oo sinon,

ot |.| est la norme euclidienne sur R, est une norme de Minkowski faible non symétrique.

. Soit 2 C R"™ un ensemble convexe ouvert et borné, contenant 0 dans son intérieur, alors pour tout

x,y € R™, nous définissons

ol A > 0 est le réel positif tel que y — x € AOS2.
De telles métriques sont centrales dans cette these et sont le fondement de ce que nous appellerons le
"point de vue géométrie convexe". Le fait qu'une telle distance est effectivement une distance faible

(méme une distance de Minkowski) sera démontré dans la section suivante.

. Soit  : R™ — R une forme linéaire. Alors I’application définie par F'(v) = |6(v)| est une norme de
Minkowski faible sur R".
. Soit 6 : R™ — R une forme linéaire. L’application définie par F'(v) = max{0, |#(v)|} est une norme

de Minkowski faible sur R".

. Soient {6; : R™ — R};”, un ensemble de formes linéaires. L’ application F'(v) = >, [0;(v)| est une

norme de Minkowski faible sur R™.

. (Contre-exemple) Soient X un espace vectoriel et ||.|| : X — R une norme sur X, alors d(z,y) =

min {||y — ||, 1} est une distance qui est invariante par translation, mais qui n’est pas Minkowski car

elle n’est pas projective. En effet, en prenant ||z|| = 1 alors d(0,22) =1 < 2 = d(0, z) + d(z, 2z).

(Contre-exemple) Comme dans 1’exemple précédent mais en définissant p, (z,y) = ||y — x||“, alors pqy
est une distance si et seulement si 0 < a < 1. C’est une distance faible et invariante par translation,

mais qui n’est pas projective pour o < 1, donc p,, n’est pas une distance de Minkowski.

Nous allons maintenant décrire la régularité d’une norme de Minkowski faible. Pour ceci, nous allons étudier

comment la symétrie et la finitude des normes de Minkowski faibles vont influencer la régularité de ces

normes. Commencons par définir I’ensemble sur lequel une norme de Minkowski faible est finie. Cet ensemble

a une grande importance dans 1’étude de la régularité des normes de Minkowski faibles, ce fait a été remarqué
dans [Pap09].
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Définition 1.11. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et F' : X — [0, oo] une norme de Minkowski
faible, alors I’ensemble de finitude de F' est

Dp={zreX|F(xr) <oo}.

Le premier lemme décrit la structure de I’ensemble de finitude d’une norme de Minkowski.

Lemme 1.12. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et F' : X — [0, 00| une norme de Minkowski
faible.

1. L’ensemble de finitude D est un cone convexe de sommet 0 € X.

2. Si F est symétrique, alors [’ensemble de finitude Dr est un sous-espace vectoriel de X.

Démonstration. 1. 1l s’agit de montrer que pour tout x,y € Dp et tout A\, u > 0, Az + py € D, or
ceci provient directement de I’inégalité du triangle et de I’homogénéité positive de F'. De plus, comme
F(0) =0, le point 0 € X est sommet du cone Dp.

2. De la méme maniere que pour le point précédent, comme 1’inégalité du triangle sur F' pour deux points
x,y € Dp prouve que x + y € Dr. De plus, comme F' est symétrique, étant donné A\ € Ret z € Dp,
nous obtenons que F'(Ax) = |A|F(z), donc A\x € D et 0 € Dp, ce qui prouve que Dp est un sous

espace vectoriel de X.
O

Il s’agit maintenant de comprendre la régularité d’une norme de Minkowski faible. Nous remarquons que les
sauts de la métrique se feront a la frontiere entre Dp et X \ Dp, il est donc permis de penser que si une
norme de Minkowski faible est finie elle sera continue alors qu’une norme de Minkowski faible sans propriété

additionnelle ne le sera pas a la frontiere de Dr. Le lemme suivant éclaire cette intuition.

Lemme 1.13. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et F' : X — [0, 00| une norme de Minkowski

faible. Si I’ensemble de finitude D de F est un espace vectoriel alors F est continue sur l’intérieur relatif de
Dr.

Démonstration. Si D est un espace vectoriel, nous pouvons prendre une base {e; } de D et définir

C = maX(F(ei) — F(—ei)),

)

alors, étant donné x = ZZ a;e; € Dp, nous avons
F(z) <Y Flaie;) <CY .
i i

Cette inégalité implique que si © € Dy tend vers 0, alors F'(x) tend vers 0, alors, étant donné une suite

(Zn)nen C D telle que lim,, oo ,, = a, nous obtenons

F(a)= lim F(a—x,+z,) < lim F(a—z,) + F(z,) = h_)m F(zy)

n—oo n—o0
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et
lim F(z,)= lim F(a+ (z, —a)) < lim F(a)+ F(z, —a) = F(a),

n—oo n—o0 n—oo
ce qui prouve le lemme.
O

Remarque 1.14. Plus généralement, il est vrai que toute norme de Minkowski faible est continue sur son
ensemble de finitude. Nous n’en donnons pas la preuve ici, mais nous pouvons la trouver dans [Web94, page
224].

Définition 1.15. Etant donné un espace de Minkowski (X, F'), nous appelons boule unité de F 1’ensemble
Qp={ze X |F(z) <1}

et boule unité rétrograde I’ensemble
P={reX|F(-z)<1}.

Remarque 1.16. Si F' est une métrique symétrique, nous avons 2 = 7%, de plus, si F' est dégénérées, 2p

est non compacte, et si ' n’est pas finie, 0 appartient a la frontiére de la boule.
Proposition 1.17. Soit F' une norme de Minkowski faible sur un espace vectoriel de dimension finie X, alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

1. F est finie;

2. F est continue;

3. QF est ouvert;

4. 0 est un point intérieur de Q0
Démonstration. L'implication 1. = 2. provient du lemme 1.13 et les implications 2. = 3. = 4. sont triviales.
Pour prouver que 4. = 1., supposons que F' n’est pas finie, alors il existe un z € X tel que F'(z) = oo, mais

alors F'(tx) = oo pout tout ¢ > 0 par homogénéité. En particuliers, tx ¢ Qp pour tout ¢ > 0, et donc 0 ne

peut pas €tre contenu dans I’intérieur de 5. O

Nous remarquons que la convexité de la boule unité est équivalente a I’'inégalité du triangle pour la norme de
Minkowski faible. Ceci et I’homogénéité positive permettent de construire une norme de Minkowski faible

sur un espace vectoriel, en partant d’un convexe contenant I’origine dans son adhérence.

Définition 1.18 (Jauge de Minkowski). Soient X un espace vectoriel réel et {2 C X un ensemble étoilé par

rapport a 1’origine 0 € X. La jauge de Minkowski de 2 est la fonctionnelle Fy, : X — [0, co] donnée par
Fo(r) =inf{t > 0|z € tQ}.

Le lemme suivant dit que toute norme de Minkowski faible et finie sur un espace vectoriel réel de dimension

finie est bilipschitz a n’importe quelle norme finie sur cet espace.

38



1.1. ESPACES METRIQUES FAIBLES ET NORMES DE MINKOWSKI FAIBLES

Lemme 1.19. Soient X un espace vectoriel réel de dimension finie, F' une norme de Minkowski faible finie
non-dégénérée sur X et |.| une norme finie sur X (la norme euclidienne par exemple), alors il existe Cy,Cy >

0 tel que pour tout v € X nous avons
1
—|v| < F(v) < Calv|.
Cy

Démonstration. Comme F’ est continue et comme la sphere euclidienne est compacte dans X, pour tout point

v de la sphere, il existe C7, Cy > 0 tels que C% < F(v) < Cy. Le lemme s’ensuit car F' est homogene. O

Remarque 1.20. Silanorme de Minkowski faible est finie mais possiblement dégénérée sur X, nous obtenons
tout de méme qu’elle est Lipschitz par rapport a toute autre norme sur 1’espace vectoriel X, avec la méme

preuve que celle du lemme 1.19, mais sans borne inférieure positive.

Proposition 1.21. Soient X un espace vectoriel réel de dimension finie, F' une norme de Minkowski faible
sur X et Q C X un convexe contenant 0 € X. Notons Fq la jauge de Minkowski de ) et Qp la boule unité

pour F'. Nous avons alors
1. La jauge de Minkowski Fq est une norme de Minkowski faible et si O est dans ’intérieur relatif de (),
alors {zr € X | F(z) <1} = Q.

2. Si Q) est ouvert, alors } = Qp,.

Démonstration. Montrons que la jauge de Minkowski de €2 est une norme de Minkowski faible. Soient x, y €
XetA>0.
1. « Fo(0) =inf {t > 0] 0 € tQ}, or Q contient 0, donc F(0) = 0.
e Pour A > 0, nous avons

Fo(Az) =inf {t > 0| Az € tQ}

t
:inf{t>0]xe/\(2}

=inf{As > 0|z € sQ}

= Ainf {s > 0| z € sQ} = A\F(z)
ol on a posé s = %
* Comme {2 est convexe, nous avons que pour s,t > 0, si f € et % € , alors

r+y  sT+tY

= e Q.
s+t s+t

Ceci implique que si Fo(z) < set Fq(y) < t, alors Fo(z + y) < s+ t, ce qui est équivalent a dire
F(z +y) < F(z) + F(y).
Nous avons donc prouvé que Fq est une norme de Minkowski faible.

* Montrons que {z € X | F(z) <1} =Q.
Soitz € {x € X | F(z) < 1}, alors Fo(x) < 1 etdonc tz € Q2 pourtout 0 < ¢t < 1, ce qui implique
que z € Q.
Pour montrer que 2 C {z € X | F(x) < 1}, nous utilisons la continuité de la norme de Minkowski
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faible Fg sur son ensemble de finitude. En effet, comme 0 est dans I’intérieur relatif de 2, Fp < oo,

alors nous avons que  C {z € X | F(z) < 1} car Fy n’a pas de discontinuité sur Of).

2. Supposons maintenant que €2 est ouvert, alors Fq, est continue par le lemme 1.17 et nous obtenons alors

directement Q2 = Qp.

O]

Exemples. Nous allons donner un exemple ot Q # {z € X | F(x) < 1}.
Considérons
Q= {(z,y) eR*[2° +y° <1, y>0}U{(0,0)},

cet ensemble est convexe et
Q={(z,y) eR* |