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Résumé

L’aluminium métallique joue un role crucial dans 1’économie moderne. L’aluminium
métallique primaire est obtenu par transformation de l'oxyde d’aluminium par le pro-
cédé industriel de Hall-Héroult. Ce procédé, qui consomme d’énormes quantités d’énergie,
consiste a réaliser ’électrolyse d une solution d’oxyde d’aluminium dans une cuve de grande
dimension a ’aide de courant de plusieurs centaines de milliers d’ampeéres.

Le sujet de cette theése est ’étude de certains aspects de la modélisation de 1’électrolyse
de 'oxyde d’aluminium du point de vue de la simulation numérique. Cette these est divisée
en deux parties.

La premiere partie est consacrée a la modélisation numérique du phénomene de dissolu-
tion et transport de la poudre d’alumine dans le bain électrolytique d’une cuve en fonction
de la température du bain. Nous proposons un modéle mathématique du transport et de
la dissolution de la poudre d’alumine, puis sa discrétisation en temps et en espace par une
méthode d’éléments finis. Finalement, nous étudions le comportement de ce modele dans
le contexte d’une cuve d’électrolyse industrielle.

La deuxieme partie est consacrée au développement d’une méthode numérique pour
le calcul de I’écoulement des fluides d’une cuve d’électrolyse. Le calcul de la vitesse de
I’électrolyte et du métal liquide est basé sur une décomposition en modes de Fourier.
L’amplitude de chaque mode satisfait une équation aux dérivées partielles que 1’on expli-
cite, dont la solution est approchée par une méthode d’éléments finis. Enfin, ’écoulement
des fluides obtenu avec cette méthode est comparé aux solutions obtenues avec le modele
de référence dans le contexte d’une cuve d’électrolyse industrielle.

Mots clés Simulations numériques, Méthode des éléments finis, Equations aux dérivées
partielles, Equation d’advection-diffusion, Electrolyse, Alumine, Dissolution, Température.
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Abstract

Metallic aluminium plays a key role in our modern economy. Primary metallic alu-
minium is produced by the transformation of aluminium oxide using the Hall-Héroult
industrial process. This process, which requires enormous quantities of energy, consists in
performing the electrolysis of an aluminium oxide solute in large pots and with hundreds
of thousands of amperes of electrical current.

The topic of this thesis is the study of some selected aspects of the modelisation of the
electrolysis process from the point of view of numerical simulation. This thesis is divided
in two parts.

The first part is focused on the numerical modelisation of the alumina powder disso-
lution and transport in the electrolytic bath as a function of the bath temperature. We
provide a mathematical model for the transport and dissolution of the alumina powder,
followed by its time and space discretisation by means of a finite element method. Finally,
we study the behavior of this numerical model in the case of an industrial electrolysis pot.

The second part is devoted to the development of a numerical scheme for the ap-
proximation of the fluid flows in an electrolysis pot. The scheme relies on a Fourier basis
decomposition of the unknowns. The amplitude of each Fourier component satisfies a
partial differential equation which is explicitely derived. The solution of this equation is
approximated by means of a finite element method. Finally, the approximate fluid flow
obtained with this new method is compared with the solution provided by the reference
model in an industrial electrolysis pot.

Keywords Numerical simulations, Finite element methods, Partial differential equa-
tions, Advection-diffusion equation, Electrolysis, Alumina, Dissolution, Temperature.
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Chapitre 1

Introduction

L’aluminium est un métal 1léger qui figure parmi les éléments métalliques les plus abon-
dant sur Terre, avec une proportion d’environ 8% de la masse totale de la crofite terrestre.
Malgré tout il n’apparait jamais sous forme métallique en raison de sa forte affinité avec
l'oxygene, et se trouve sous forme d’oxyde d’aluminium Al,O5 (appelé également alumine).
L’alumine est un constituant de différents minerais, mais seul la bauxite est utilisée pour
la production de ’aluminium [Norl§].

La bauxite est constituée principalement par de 'oxyde d’aluminium hydraté, de sili-
cate, d’oxyde de fer et d’'impuretés en plus faibles proportions. Elle provient essentiellement
d’Australie, de Chine et du Brésil. Par exemple, ces trois pays combinés ont extrait plus de
182.9 millions de tonnes de bauxite au cours de I’année 2015 [Bral7]. Le procédé de Bayer
permet ensuite d’isoler et purifier I’alumine de la bauxite. Apres concassage et broyage du
minerais, la soude caustique chaude dissout I’alumine :

NaOH — Na®™ 4+ OH™,

Les autres composés restent insolubles, et sont éliminés par filtration. En refroidissant
le filtrat, de I’hydrate d’alumine est récupéré par précipitation. Finalement, cet hydrate
d’alumine est calciné pour éliminer les molécules d’eau :

La deuxieme partie du processus consiste a inverser la réaction d’oxydation pour finalement
obtenir de I’aluminium sous forme métallique.

Cette deuxieme partie, qui porte les noms de ses deux inventeurs Paul Héroult et Mark
Hall, s’effectue industriellement dans des cuves d’électrolyse, a haute température et sous
I'influence de forts champs d’inductions. Ce travail traite de la modélisation numérique
de certains aspects du procédé de Hall-Héroult, que nous décrivons plus en détail dans la
section qui suit.

1.1 Procédé de Hall-Héroult

On donne dans cette section un bref apercu du procédé de Hall-Héroult. Le lecteur
intéressé peut trouver de plus amples informations dans le travail de [Grj77].

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

| =
1
8. \[L — < | l |~\ .
a. Piqueur, injecteur de dose d’alumine i. Pont supportant le plan anodique
b. Broches de connections des anodes j. Canal central
c. Bain électrolytique k. Anodes
d. Aluminium métallique liquide 1. Talus, crofite de bain solidifiée
e. Pate de brasquage m. Interface bain-métal
f. Isolation réfractaire n. Isolation réfractaire
g. Caisson o. Cathode
h. Couvercle p. Barres bus collectrices

FI1GURE 1.1 — Représentation de la structure des éléments internes d’une cuve d’électrolyse
d’aluminium. Coupe verticale transversale.

Le procédé consiste a dissoudre I'oxyde d’aluminium dans un bain composé de cryolite,
puis & réduire les ions d’aluminium en effectuant 1’électrolyse de la solution :

Al,O; — 2A1T + 207, (1.1)
APt £ 367 — AL (1.2)

Dans un cadre industriel, la réaction a lieu dans un bain électrolytique contenu dans un
récipient dont une coupe verticale transversale schématique est représentée par la figure
Le bain électrolytique ( fig. c), dont le role est de permettre la dissociation des
ions AIPT et 0% nécessaire & la réaction d’électrolyse, est essentiellement constitué par
de la cryolite (Nag - AlFg). Un nombre d’additifs sont ajoutés dans le bain afin de ramener
la température de fusion de celui-ci a environ 950 °C.

Le bain électrolytique est maintenu sous forme liquide dans un contenant constitué
par une épaisseurs de briques réfractaires au niveau des parois verticales et une cathode
en carbone au fond (fig. o). Le tout est soutenu par une structure appelée cuve. Les
briques réfractaires (fig. , fig. n) jouent le role d’isolant thermique d’une part, et
protegent le reste de la structure des attaques corrosives de I’électrolyte d’autre part.

La réaction d’électrolyse (1.2)) produit de I'aluminium métallique au niveau de la ca-
thode (fig. [I.1Jo). La température de fusion de I'aluminium étant de 660.3 °C, le métal
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produit est maintenu sous forme liquide. L’aluminium métallique est immiscible dans
Iélectrolyte. En raison de sa densité supérieure d’environ 10% a celle de 1’électrolyte, le
métal forme une nappe au fond de la cuve et recouvre la cathode. C’est le métal liquide
qui joue effectivement le réle de cathode. Le bain électrolytique et le métal forment un
systéme a deux phases séparées par une interface libre (fig. m)

Dans une cuve industrielle, I’anode est subdivisée en une série de blocs anodiques (fig.
k) d’environ 1 m? chacun. Les blocs anodiques sont typiquement arrangés selon deux
rangées paralleles. L’espace qui sépare les deux rangées est appelé canal central (fig. j).
Cette subdivision en blocs anodiques permet d’adapter individuellement la position verti-
cale de chaque bloc, ainsi que de les remplacer individuellement sans perturber ’opération
de la cuve.

L’électrolyte est alimenté en courant électrique a travers les blocs anodiques plongés
dans le bain. Les blocs anodiques sont fixés a ’aide de broches (fig. b) a un pont
(fig. i) qui sert a la fois de support mécanique et de conducteur électrique. Le courant
électrique traverse 1’électrolyte, le métal liquide et atteint la cathode en carbone placée
au fond de la cuve. Finalement, le courant est conduit en dehors de la cuve a travers des
conducteurs horizontaux appelés barres bus (fig. p) placés sous la cathode. L’intensité
du courant électrique qui traverse une cuve d’électrolyse industrielle peut atteindre 500
kA, et jusqu’a 600 kA dans les cuves les plus modernes.

Les courants électriques importants qui traversent la cuve d’électrolyse ainsi que les
nombreuses cuves voisines dans une usine de production géneérent des champs d’induction
magnétique importants. Le passage du courant électrique dans 1’électrolyte et le métal en
présence du champ d’induction magnétique engendre des forces de Lorentz qui mettent
les fluides en mouvement.

Par la réaction d’électrolyse, I’alumine dissoute est transformée en aluminium métal-
lique au niveau de l'interface avec le métal liquide, qui joue le role de cathode. Du c6té de
I’anode, ’électrolyse produit de l'oxygene, qui se recombine immédiatement avec le car-
bone de I’anode. Le CO4 qui en résulte forme des bulles millimétriques qui remontent a la
surface pour s’échapper. Cette production de CO,, liée & 'oxydation du carbone provoque
I’érosion des anodes au cours du temps. Régulierement, la position verticale de chaque
anode est ajustée pour compenser son érosion. Finalement, chaque anode arrivant en fin
de vie doit étre remplacée par une anode neuve. Ceci intervient environ une fois par jour
et par cuve.

Le mouvement des fluides dans les cuves d’électrolyse est un aspect important pour
plusieurs raisons, et qui a déja fait I'objet de nombreuses études numériques. On peut
consulter par exemple les articles de J.-F. Gerbeau, T. Lelievre et C. Le Bris [GLL03|, D.
Munger [Mun04], V. Bojarevics et S. Sira [BE15| par exemple, ou encore les théses publiées
par 'EPFL de S. Pain [PaiO6], Y. Safa [SFR09|, G. Steiner [Ste09] et S. Flotron [Flo13]
a ce sujet. Le bain électrolytique est 1’élément du circuit électrique qui est responsable,
en raison de sa faible conductivité électrique, de l’essentiel de la production d’énergie
thermique par effet Joule. Pour minimiser ces pertes d’énergie thermique, on cherche a
minimiser la distance parcourue par le courant électrique entre les anodes et l'interface
entre le bain et le métal. Cependant, les mouvements dans les fluides perturbent la forme
de linterface (fig. m) En particulier, on cherche a tout prix a éviter que le métal
entre en contact avec les anodes, et crée un court circuit. Une telle situation, qui risque de
déstabiliser le systéme et perturber les cuves voisines, est a éviter a tout prix. Dans une
cuve industrielle moderne, I’écart entre le plan anodique et I'interface, abrégée ACDEL est

1. ACD est l'acronyme anglais de Anode Cathode Distance
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de l'ordre de 20 mm a 40 mm.

A intervalles réguliers, de I'oxyde d’aluminium sous forme de poudre solide est injecté
dans le bain afin de compenser la concentration consommée par la réaction d’électrolyse
. La surface supérieure du bain est protégée par une croiite de bain solidifié et de
poudre d’alumine. Pour pouvoir injecter de ’alumine dans le bain, un piqueur (fig. a)
perce cette crotite mécaniquement. Pour cette raison, l'injection d’alumine ne peut avoir
lieu que de fagon discontinue. La poudre est ensuite libérée par 'injecteur par doses d’en-
viron 1 kg au niveau de la surface du bain électrolytique, dans le canal central (fig. j)
entre les deux rangées d’anodes. Le transport de cette poudre dans l’ensemble du bain
et sa dissolution dépendent fortement du mouvement du fluide. On cherche un équilibre
entre des écoulements qui déforment peu l'interface bain-métal, mais suffisant pour assu-
rer le transport et la dissolution de la poudre d’alumine dans toutes les parties du bain
électrolytique.

Le bain électrolytique, maintenu au-dessus de sa température de fusion, est un milieu
extrémement corrosif, y compris pour les structures qui servent a le contenir. Pour allonger
la durée de vie des cuves, on cherche a minimiser les surfaces de contact avec le bain liquide.
En particulier, on essaye de maintenir une couche de bain solide le long des parois, appelée
talus (fig. 1), pour les protéger des attaques corrosives du bain liquide. On y arrive en
cherchant un équilibre thermique qui dépend du flux d’énergie au niveau des parois et de
la convection de la chaleur produite dans le bain par les mouvements des fluides. Pour ces
différentes raisons, une bonne compréhension et maitrise des écoulements dans une cuve
d’électrolyse est essentielle a la bonne opération de celle-ci.

Au moment de 'injection, ’alumine se trouve dans un état cristallin, & une température
d’environ 150 °C. Lorsque les particules d’alumine entrent en contact avec le bain, une
couche de bain solidifié se forme immédiatement a la surface de celles-ci. Ces particules
sont convectées par I’écoulement dans le fluide et chutent dans le bain sous 'action de la
gravité.

Une fois la couche de bain gelée qui enveloppe les particules refondue, celles-ci se dis-
solvent peu a peu. Dans certaines conditions, les particules s’agglomeérent et forment des
agrégats qui descendent rapidement dans le bain et atteignent U'interface. Si la taille des
agrégats est suffisante, il arrive qu’ils pénetrent le métal et terminent leur course au fond de
la cuve, risquant de recouvrir peu a peu la cathode et de l'isoler électriquement |[GWH16).
Le transport et la dissolution des particules d’alumine constituent 'intérét du travail qui
va suivre.

La température du bain joue un réle crucial au niveau du comportement de I’alumine
nouvellement injectée. Pour des raisons d’économie d’énergie, le bain est maintenu aussi
proche que possible de la température de fusion de la cryolite, avec des surchauffes typiques
de l'ordre de 10 °C ou moins. Plus cette surchauffe est faible, plus 'impact sur la dissolution
de l'alumine est important. Le temps nécessaire pour refondre la couche de bain gelé
a la surface des particules augmente lorsque la surchauffe diminue. Dans la limite ou
la surchauffe est nulle, ce temps devient infini. De plus, la réaction de dissolution de
I’alumine cristalline dans le bain est un processus endothermique. Il faut alors fournir
une quantité d’énergie thermique non négligeable pour dissoudre les particules. Cette
énergie est disponible uniquement si la surchauffe du bain environnant est suffisante. Ces
phénomenes seront étudiés numériquement dans cette these.

L’ensemble de la cuve est placée dans un caisson, dont le matériau est choisi pour
ses propriétés ferromagnétiques. La présence du caisson permet d’écranter une partie du
champ d’induction magnétique et réduire 'intensité de celui-ci dans les fluides. Les forces
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de Lorentz peuvent ainsi étre controlées, et diminuer I'intensité des vitesses dans les fluides
de la cuve [DFR98|, [DFR91|. Le caisson permet également de controler plus finement la
dissipation thermique sur les bords de la cuve et la formation des talus.

L’ensemble de la partie supérieure de la cuve est recouverte par un couvercle (fig.
h) qui limite les dissipations thermiques, permet la collecte des émanations gazeuses
potentiellement toxiques résultant de la réaction d’électrolyse, et protége les opérateurs
travaillant a proximité.

Dans cette theése nous traiterons, dans une premieére partie, de la modélisation numé-
rique du transport et de la dissolution des particules d’alumine suite a leur injection dans
le bain électrolytique par les injecteurs. Plus précisément, nous nous intéresserons a l'inter-
action entre la dissolution des particules et de la température du bain dans leur voisinage.
Dans une deuxiéme partie, nous nous pencherons sur la modélisation des écoulements dans
la cuve. Nous proposerons un modele numérique qui permette le calcul de la vitesse des
fluides quasiment en temps réel.

1.2 But du travail

Comme on a pu 'apprécier ci-dessus, I'opération d’une cuve d’électrolyse d’aluminium
industrielle est une tdche complexe qui nécessite de maitriser, entre autre, la production
d’énergie thermique par effet Joule et sa dissipation a ’extérieur de la cuve, les écoulements
dans les fluides et la répartition de la concentration d’alumine dans le bain.

De fait, 'optimisation de I’exploitation d’une cuve d’électrolyse de Hall-Héroult, tant en
terme de consommation énergétique qu’en terme de qualité de métal produit et d’impact
sur I’environnement est une tache qui fait 'objet de recherche et développements s’étalant
maintenant sur plus de 100 ans.

Dans cette thése nous nous intéresserons a la modélisation numérique de certains phé-
nomenes physiques qui interviennent dans le fonctionnement d’une cuve d’électrolyse. La
distribution de la concentration d’alumine dissoute dans le bain est un aspect important
de l'opération d’une cuve d’électrolyse. Si la distribution de la concentration d’alumine
n’est pas suffisamment uniforme, certaines zones seront suralimentées, tandis que d’autres
seront sous-alimentées. Dans un cas comme dans ’autre, la réaction d’électrolyse ne peut
pas avoir lieu correctement dans ces zones, ce qui tend a déstabiliser ’ensemble du sys-
teme, péjore le rendement du systeme et engendre des émanations gazeuses toxiques.
Nous aborderons en particulier la modélisation de l'interaction entre la température du
bain électrolytique au cours du temps et la dissolution et diffusion de la poudre d’alumine.

Nous proposerons une généralisation du modele de dissolution des particules d’alumine
proposé par T. Hofer [Hofll| pour prendre en compte les nouveaux effets évoqués, dans
le but d’améliorer son pouvoir de prédiction.

L’état d’une cuve d’électrolyse n’est pas figé : il évolue sans cesse au fil des changements
d’anodes, des variations de cadence des injecteurs, ou encore des perturbations des cuves
voisines de la série. Le modele numérique existant, introduit par G. Steiner dans son
travail de thése [Ste09] et implémenté dans le logiciel Alucellf} permet d’obtenir une

2. Le logiciel Alucell, copropriété de I’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (EPFL) et de Rio Tinto,
est développé conjointement par le Groupe Picasso & 'EPFL et YcoorSystems SA basée & Sierre en Suisse.
Le logiciel Alucell est composé d’une suite de routines bas niveau écrites en Fortran et C++ et d’un
langage de script propriétaire permettant d’implémenter des algorithmes liés & la modélisation numérique
de I’électrolyse de I’aluminium.
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approximation numérique de I’état des écoulements des fluides et de la concentration
d’alumine dans une cuve d’électrolyse avec un temps de calcul de l'ordre de 24 a 48
heures. Il est donc impossible d’utiliser ce modele pour obtenir des informations sur I’état
d’une cuve a chaque instant de sa vie, en fonction de parametres extérieurs. Dans cette
theése nous proposerons un modele d’écoulement de fluide et de concentration d’alumine
dissoute stationnaire simplifié, qui permet d’obtenir des informations sur ’état d’une cuve
dans un laps de temps bien plus court, de 'ordre de la minute.

Les opérateurs des cuves industrielles devraient alors pouvoir tirer parti des prédictions
de ce modele pour contrdler 1’état des cuves et agir plus rapidement et de maniere mieux
informée dans les conditions d’exploitation exceptionnelles.

1.3 Organisation du document

La partie[[]de ce travail concerne plusieurs phénomenes physiques liés a la dissolution de
particules d’alumine et de populations de particules d’alumine dans un bain électrolytique.
Le chapitre[2]traite de 'interaction entre le bain électrolytique dans une cuve et une unique
particule ou d’un ensemble de particules indépendantes. Nous commencons dans la section
2.2 par étudier la solidification et liquéfaction du bain électrolytique autour d’une particule
d’alumine de température 150 °C injectée dans un bain a 950 °C. Puis nous considérons
la modélisation de la dissolution, c’est-a-dire de I’évolution de la taille au cours du temps
d’une particule d’alumine placée dans un bain électrolytique dans la section [2.3] Dans
la section [2.4] nous utilisons le modeéle de dissolution d’une unique particule pour décrire
I’évolution d’une population de particules qui se dissout dans le bain. Enfin, dans la section
2.5 nous discutons du mouvement d’une particule dans le bain soumise a l'action de la
gravité, et dans quelle mesure cet effet peut étre négligé. Dans le chapitre [3| nous utilisons
les résultats établis dans le chapitre [2| pour proposer un modele de transport et dissolution
de poudre d’alumine dans le bain d’'une cuve d’électrolyse de Hall-Héroult en fonction de
la température dudit bain. Dans la section |3.2| nous décrivons en détail les équations et les
données qui interviennent dans le modele de transport et dissolution d’alumine, que nous
discrétisons dans la section [3.3] Dans la section [3.4] nous appliquons le modele proposé dans
les section [3:2] et 3.3] au cas de la cuve d’électrolyse industrielle AP32, et nous discutons
des résultats dans la section [3.5

La partie[ll|de ce travail concerne la problématique du calcul de I’écoulement des fluides
dans une cuve d’électrolyse et de la répartition d’alumine dissoute. Dans la section nous
proposons de calculer un écoulement de Stokes dans les fluides d’'une cuve d’électrolyse
en décomposant les données et les inconnues du probléme en séries de Fourier selon la
direction verticale. Les équations qui résultent de cette décomposition sont discrétisées
dans la section [£.3] Dans la section [£.4] nous étudions les propriétés du schéma obtenu a
la section et soulignons ses avantages par rapport a une discrétisation basée sur une
méthode d’éléments finis classiques en trois dimensions d’espace. Finalement, le schéma
obtenu a la section est appliqué au probleme du calcul de I’écoulement des fluides et
du transport de I’alumine dissoute dans la cuve d’électrolyse AP32, et nous discutons des
résultats dans la section (4.7



Premiere partie

Transport et dissolution de
particules d’alumine






Chapitre 2

Particules d’alumine dans un bain
électrolytique

2.1 Introduction

Au cours de l'opération d’une cuve d’électrolyse, de I'oxyde d’aluminium doit étre
injecté dans le bain électrolytique afin de compenser I’alumine dissoute qui est consommée
par la réaction d’électrolyse.

En raison de la faible surchauffeE] du bain, la surface de celui-ci est recouverte, en tout
temps, par une crotite solide. Cette crofite est principalement constituée par de 1’électrolyte
solidifié. Sa présence est désirable, elle joue le role d’isolant thermique, protege la structure
supérieure de la cuve des éclaboussures et facilite la canalisation des émanations gazeuses.

Cependant, la présence de la croiite limite ’acces a la surface du bain, et en particulier,
I'injection d’alumine nécessite la mise en place d’'un mécanisme qui permette de la percer.
Ces dispositifs appelés piqueurs, percent mécaniquement des ouvertures circulaires dans
la crofite en plusieurs endroits et a intervalles réguliers, et maintiennent des acces libres a
la surface du bain.

Ces acces permettent a des injecteurs de déposer, a la surface du bain, des doses de
poudre d’oxyde d’aluminium & intervalles réguliers. Cette poudre est constituée de parti-
cules grossierement sphériques, sous forme cristalline et dont la température Or,;j se situe
entre 100 °C et 150 °C. Le diametre des particules est pour la plupart compris entre 20
pm et 100 pm. Dans une situation idéale, apres leur injection dans le bain, les particules
se dispersent dans celui-ci et se dissolvent peu a peu tout en étant transportées par I’écou-
lement des fluides. Cette alumine dissoute vient contribuer a la concentration d’alumine
dissoute. Les conditions d’exploitation des cuves d’électrolyse modernes sont de plus en
plus dépendantes d’une dissolution rapide et uniforme des particules dans I’électrolyte.
Malheureusement, dans un systéme industriel réel, de nombreux phénomeénes viennent
entraver le bon déroulement de ce processus.

Par exemple, il arrive fréquemment que les points d’injections aménagés par les piqueurs
se bouchent [Dio+17]. Les raisons précises pour lesquelles un acces se bouche sont encore
mal comprises. Une telle situation, une fois identifiée, nécessite de prendre des mesures
particulieres pour permettre a I’alumine d’atteindre 1’électrolyte. Ensuite, lorsqu’une dose

1. La surchauffe du bain électrolytique est définie comme la différence entre la température du bain et la
température du liquidus Or,q.
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d’alumine est déposée a la surface du bain, les particules ont tendance a s’agglomérer
et former de petit radeau qui flottent et se maintiennent a la surface du bain (|[Das15|,
[Kas+17]). Par rapport a I’alumine qui se disperse immédiatement dans le volume du bain,
les particules qui constituent ces radeaux sont beaucoup plus difficiles a dissoudre. De plus,
lorsque ces radeaux coulent ils peuvent, selon leur masse et leur taille, pénétrer dans la
couche de métal et se retrouver au fond de la cuve au niveau de la cathode. I1 forment
alors des boues qui isolent électriquement la cathode, et provoque une usure mécanique
prématurée.

Dans ce travail, nous nous intéresserons a trois aspects distincts liés au transport des
particules d’alumine dans le bain électrolytique et a leur dissolution. Dans chacun des
cas, nous supposerons que les particules sont suffisamment dispersées dans le fluide pour
s’autoriser a considérer des particules individuelles. En particulier, on négligera toutes
interaction, directes ou indirectes par I'intermédiaire du bain, entre les particules présentes
dans ledit bain.

Premiérement, nous nous pencherons sur les phénomenes thermiques a proximité des
particules immédiatement apres leur injection, et en particulier a la formation et refonte
d’une couche de bain solidifiée & la surface des particules. Tant qu’elle est présente, la
couche de gel empéche la dissolution de la particule. Nous proposerons un modele mathé-
matique qui décrive ’évolution de la température dans une particule et dans 1’électrolyte
environnant, et la position du front de transition de phase. Nous utiliserons un modele
numérique pour estimer le temps nécessaire a la refonte de la couche de gel qui se forme
typiquement a la surface des particules aprés leur injection.

Ensuite, nous nous intéresserons au role de la température du bain sur la capacité de
dissolution des particules d’alumine. Nous proposerons un modele qui décrive la dissolu-
tion, c’est-a-dire I’évolution du rayon d’une particule en fonction de sa surface de contact
avec le bain, de la concentration et de la température locale du bain. On en dérivera un
modele qui décrive I’évolution d’une population de particules caractérisées par leur rayon.

Finalement, nous considérerons 'effet de force de gravité sur la trajectoire des parti-
cules. Lorsque les particules d’alumine sont déposées a la surface du bain, celle-ci sont
entrainées par le fluide en mouvement par le biais de forces de trainée. De plus, la force
de gravité les entraine vers le fond de la cuve. Dans son travail, T. Hofer |[Hofll] a né-
gligé Veffet de la gravité sur le transport des particules dans le bain électrolytique. Nous
déterminerons dans ce travail les conditions dans lesquelles cette hypothese se vérifie.

2.2 Formation de bain gelé

Dans cette section, nous détaillons et étudions numériquement les phénomenes ther-
miques qui sont responsables du temps de latence préalable au début de la dissolution
des grains d’alumine dans le bain électrolytique. Dans ce but, on considére un modele
de Stefan pour traiter le probleme de la transition de phase dans le bain électrolytique
environnant une région de bain solidifiée. Pour approcher numériquement ’évolution de
la région de transition de phase autour de la particule de bain, on fera I’hypotheése d’une
symétrique sphérique de la solution.

Commencons par remarquer que la chaleur spécifique Cp, A1 de I'alumine solide et sa
densité pa; conduisent a une capacité thermique massique pa1Cp a1 du méme ordre de
grandeur que celle du bain électrolytique peCp . L'écart entre ces deux capacités ther-
miques étant de 32% seulement, nous remplacerons les caractéristiques thermiques de
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I’alumine solide par celles du bain électrolytique pour simplifier le modeéle de solidification
et liquéfaction dudit bain autour d’une particule d’alumine solide injectée dans ce bain.

Un modéle thermique avec transition de phase On considére une particule sphé-
rique, placée a l'origine du systeme de coordonnées, de température initiale Or,; < Orq,
ol O1,q est la température du liquidus de I'électrolyte. Cette sphere est donc gelée, c’est-
a-dire sous forme solide. Le reste de I'espace est occupé par le bain électrolytique a 1’état
liquide, au repos, et de température initiale Ori; > Or,iq-

On s’intéresse a I’évolution de la température au cours du temps dans le systeme formé
par la particule et le bain liquide environnant. En particulier, la température de la particule
étant inférieure a la température du liquidus Oy, le bain au voisinage de la surface de
la particule va commencer par geler. Puis, la température du systeme s’équilibrant par
diffusion thermique, cette couche de bain va peu a peu fondre. On cherche a déterminer
I’évolution au cours du temps de 1’épaisseur de cette couche de bain gelée.

On introduit maintenant le cadre nécessaire a 1’écriture d’un modele mathématique qui
décrive I’évolution thermique de la particule et du bain.

Soit © € R? un domaine ouvert occupé par du bain électrolytique. On note O(t, z) la
température de ’électrolyte au point x € € et a 'instant ¢ > 0.

Soient Q4 (t) C €2 le domaine occupé par 1’électrolyte dans la phase solide, Qa(t) C 2 le
domaine occupé par ’électrolyte dans la phase liquide et I'(t) C Q la région de transition
de phase définie par :

() ={zeQ|O(t,z) < Oiq},
D(t) ={x e Q| O(t,z) > Oriq},
I'(t)={reQ|0O(tx) =OLiq}-

Soit pe la densité du bain que 'on suppose constante. En particulier, on suppose que
la transition entre les phases solide et liquide a lieu a densité constante. Soient Cp e,
Dg la chaleur spécifique et le coefficient de diffusion thermique du bain, respectivement.
Dans la suite, on fera I’hypothese que les parametres C}, . et Dg sont des fonctions de la
température ©, mais constantes dans chaque phase, c’est-a-dire que

Cp,e,ly si O < @Liq7
Cpe2, 510> @Liq,

D@71, siO < @Liq7

] (2.4)
D@VQ, si® > @qu,

Cpe(©) = { et Dg(0) = {

ol Cpe1, Cpe2, Do,1, Do 2 sont des réels positifs donnés.

La température de I’électrolyte © satisfait une équation de la chaleur dans chaque
phase :

00

peCp7e71§ — Do 1AG =0, Ve € Qq(t), Vt € ]0,00), (2.5)
PeCp,e,Qaa(;) — D@QA@ =0, Vx € Qg(t), Vit € [0, OO) (26)

Soit v la normale unité a 'interface I" dirigée vers 2. Pour toute fonction g : 21 UQs — R,
on note [g] : I' = R le saut de la fonction g sur l'interface I' défini par :

lg] (z) = lig%g(a: +ev)—glx—ev) zel. (2.7)
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A Tinterface T'(t) entre les phases liquide est solide, on suppose que la température est
continue, [O] = 0, et que la condition de Stefan est vérifiée. On note vr(¢, z) la vitesse de
I'interface I'(t). La condition de Stefan s’écrit alors :

[DeVO -v] = —AHgur sur I'(t), Vt € [0,00), (2.8)

ol AHy est 'enthalpie par unité de volume libérée lors de la transition de la phase solide
a liquide du bain électrolytique.

La condition correspond & un bilan d’énergie thermique au niveau de 'interface
entre les phases. Le membre de droite de la relation correspond a la quantité d’énergie
absorbée ou libérée par le déplacement du front de solidification, tandis que le membre
de gauche correspond a la somme des flux d’énergie thermique au niveau du front de
solidification.

On suppose données une subdivision I'y, I'p C 99 telle que INNT'p =0 et IyUT'p =
09, et les fonctions Op : I'p — R et Oy : 'y — R. Les équations (2.5)), (2.6]) et (2.8]) sont

complétées par les conditions aux limites :

O(t,x) = Oriq, Vz € T'(t), Vt € [0,00), (2.9)
O(t,z) = Op(x), Vz € T'p(t), Vt € [0, 00), (2.10)
Degf:)(t,x) = On(2), Vx € I'n(t), Vt € [0, 00), (2.11)

ainsi que par une condition initiale Ory;; appropriée a t = 0 pour ©.

Le probleme de Stefan classique consiste a chercher une fonction © : [0,00) x  — R
et deux sous-domaines Q;, s qui satisfassent les équations (2.1]) a (2.11)).

Le lecteur intéressé trouvera une discussion détaillée des différentes formulations des
problémes de Stefan et de leurs analyses mathématiques dans 'ouvrage de J. Hill [Hil87],
ainsi que celui de L. I. Rubenstein [Rub71], par exemple.

Formulation faible du probléme de Stefan On donne maintenant une forme alter-
native du probléme de Stefan classique formé par les équations —. Cette formu-
lation, qu’on qualifie d’enthalpique, remplace le probléme de frontiere libre du probleme de
Stefan classique par un probléme parabolique non-linéaire dégénéré. L’un des avantages et
de ne pas avoir a suivre explicitement I'interface I'. L’interface I'" est obtenue apres calcul
par un “post-processing”.

Soit f5(O) la fraction solide du bain électrolytique. La fraction solide est définie par :

0 si©> @Liq,

(2.12)
1 si© < Opig.

fs(@) = {

Le comportement de la fonction fs au voisinage de Oy est représenté sur le graphique de
gauche de la figure 2.7}

Les propriétés thermiques du bain électrolytique sont caractérisées par la relation entre
la température © et 'enthalpie par unité de masse H qui s’exprime de la maniére suivante :

S
H(©) = [ puCpeds + AHa(1 - 1.(0)), (2.13)

ou pe est la densité du bain, AHg est 'enthalpie de transition de phase par unité de
volume, et f5 la fraction solide du bain en fonction de la température.
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FIGURE 2.1 — Gauche : fraction solide du bain fs en fonction de la température. Droite :
Enthalpie du bain électrolytique en fonction de la température.
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FIGURE 2.2 — Fonction B(H) On a noté Hy = ®LiqCp,e,1,0e et Hy = ®LiqCp,e,1Pe + AHy,

et Opiq = 1218 K.

Le graphique de droite sur la figure[2.1) représente le comportement de la fonction H(©)
au voisinage de la température de transition Or,q.

Bien que la fonction H présente une discontinuité en © = Oq,q, elle est strictement
monotone, et on peut définir une fonction 3(H) telle que S(H(O)) = © pour tout © de la

maniere suivante :

(2.14)

H
H < 014C ,
Cp,epe LiqUp,ePe
B(H) = 6)Liq @Liqcp,epe <HC< @LiqCp,epe + AHg,
H - AH
A2 6 Chepe + AHy < H.
p,ePe

La fonction § est représentée sur la figure Pour les besoins de la représentation, on a
choisi ici Or;q = 1218 K et AHg = 5.508 x 10° Jkg™'.

La formulation enthalpique du probleme de Stefan consiste a chercher une paire de
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fonctions ©, H : [0,00) X  — R telles que :

881;[ — div(DeV®) = 0, dans [0, 00) x Q, (2.15)
©=p6(H), dans [0,00) x Q, (2.16)
© = Op, dans [0,00) x I'p, (2.17)
D@gc;) = Ox, dans [0,0) x 'y, (2.18)
0(0, ) = Ot (), vz €T, (2.19)

Les fonctions O, Op et On ont été définies au paragraphe précédent, et 3 est définie
par la relation . L’équation est & comprendre au sens faible. Plus précisément,
on peut montrer que si H et © satisfont - au sens faible et si H et © sont
suffisamment réguliéres dans ;(t) et Q(t) définis par avec [©] = 0 sur I, alors ©

satisfait , et .

En effet, soit A = [0, 00) x Q, soit

A ={(t,x) e Az € Q(t),t € [0,00)}, (2.20)
Ao ={(t,x) e Az € Qa(t),t € [0,00)}, (2.21)
(2.22)

et soit I'y; dans I'espace-temps :
Ty ={(t,z) e Az e(t),t €[0,00)}. (2.23)

Soit 14, la normale unité a 'y, dirigée vers Ao, on note 14, v, les composantes temporelles
et spatiales de vy, i.e., v = (14, v,)!. Soient H, © qui satisfont au sens faible les équations

(2.15) & (2.16). On note le v = (H, —DgVO)!. L’équation (2.15) s’écrit donc :
Divv =0 dans A, (2.24)

olt Div = (&, V). Alors si © est suffisamment réguliére dans A; UAp et [0] =0 sur I, ©
est solution forte de (2.5), (2.6]). De plus, on doit avoir :

[V =0 sur Iy, (2.25)

ce qui est équivalent a 1’ avec v = ﬁ et vp = — 4,
x

Vg

Le lecteur intéressé par les aspects fonctionnels liés a cette équivalence peut consulter
le travail de these de P.-A. Gremaud [GR91], ou I'ouvrage de J. Hill [Hil87].

Schéma de discrétisation en temps Pour obtenir un schéma de discrétisation en
temps du probléme de Stefan, on part de la formulation enthalpique (2.15])-(2.18]), et on
suit le travail de M. Paolini et al. [PSV88].

Soit un temps final 7' > 0, N € N* le nombre de pas de temps. Soit At = T'/N le pas
de temps et t" = Atn. On note Lg la constante de Lipschitz de la fonction 3 :

Ly = sup |8(H)) . (2.26)
H

Soit p un parametre de relaxation fixé, tel que 0 < p < 1/Lg.

On note O"(x) et H™(x) les approximation de O(t",z) et H(t",z) Vz € 2, et on note
Dg(xz) = Dg(©"(x)) pour tout z € Q. On suppose donnée la densité d’enthalpie initiale
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hY, et on pose O = O, H? = H(Onyt), avec H donnée par (2.13). Pour 0 <n < N, on
cherche la pseudo-température O™ : 2 — R qui satisfait les équations :

ot — 2 Gy (ngé’” 1) =p3(H"), dans Q, (2.27)
n
0" (z) = Op(t", z), Va € Ip, (2.28)
, 00t _
Dg———(x) = On (", 2), Vo € I'y. (2.29)

On obtient ensuite la densité d’enthalpie et la température a chaque pas de temps en
calculant :

H™ ' — H" + 4 (@nﬂ _ ﬁ(H”)) , dans Q, (2.30)
ol = g(H™), dans Q. (2.31)

Ce schéma numérique basé sur la formule de Chernoff (2.30) a été proposé par M.
Paolini [PSV8S].

Remarque 1. Le schéma formé par les équations (2.27) a (2.31]) peut étre interprété

comme un schéma d’Euler implicite en temps associée & un développement limité au

premier ordre de (2.16]). En effet, (2.27)) se réécrit

én—&—l — /B(Hn) . nwvwAn+1
ce qui correspond &
H"' - H" : nodn+l
s —div (Dsve™!) =0 (2.33)
en utilisant (2.30)).
Remarque 2. Si on considére le milieu solide par exemple, on a f(H) = pegpe. Ainsi

2.31) implique peCp O™ = H"! et en éliminant la pseudo-température 6"+ dans
2.27) on obtient en utilisant (2.30)) :

oot = T HY ’)/C;P (6™ —em) +er, (2.34)
puis dans :
pecp,e@nZt_@n — div (DV (Y0 — (1-7)©")) =0 (2.35)
eCh,e 1

avec y = ij et si pu < 7 alors v < 1. L’équation ([2.35)) est le schéma implicite si

~v =1, explicite si 7 = 0 et de Crank-Nicholson si vy = %

On décrit maintenant la discrétisation en espace des équations (12.27)-(2.29)).

Formulations faibles en coordonnées sphériques La formulation faible du systéme
d’équations (2.27)-(2.29) comsiste Vn < N & chercher une fonction ©"*! : O — R a
symétrie sphérique telle que la relation :

/ O™y dx + At/ DEvVO vy dr — o do = / B(H")v dx (2.36)
) poJo Q

'y
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soit vérifiée pour toute fonction test v : 8 — R & symétrie sphérique.

On tire parti de la symétrie sphérique du systeme formé par la particule et le bain
environnant en reformulant maintenant le probleme ([2.36]) en coordonnées sphériques.

On note d’un tilde la composante radiale d’une fonction a symétrie sphérique, c’est-a-
dire que si une fonction f : R? — R est & symétrie sphérique, alors on note f : R, — R la
fonction telle que

f(r) =7 («/x% + 23 —l—:L‘?,,) = f(x1,x2,23) V(r1,%2,73) € R3. (2.37)

Le gradient de la fonctions f en coordonnées sphérique s’écrit selon f :

Vf=="é, (2.38)

ol é, est le vecteur unitaire radial du systéme de coordonnées sphérique.

On se donne un réel Ry > 0 et le domaine Q = B(0, Ryrax) C R3 la boule ouverte
de centre 0 de rayon Rjrax. On suppose maintenant que les données du probleme de
Stefan —, i.e., les fonctions Op, O ainsi que la condition initiale Oy, pour la
température, sont a symétrie sphérique, i.e., elle ne dépendent que de r et éventuellement
t.

Sous ces hypothéses, on cherche une solution du probléme de Stefan (2.15))-(2.18)) en
utilisant le schéma de Chernoff (2.27))-(2.31]) qui soit également & symétrie sphérique.

La subdivision du bord I'p, 'y doit également satisfaire la condition de symétrie
sphérique. On distingue alors les deux seuls cas possibles : soit le bord de Dirichlet
I'p = 0B(0, Ryax), soit le bord de Neumann I'y = 0B(0, Ryax)-

Dans le premier cas, la formulation faible de I’équation ([2.36]) en coordonnées sphériques
consiste & chercher une fonction ©"F1 : [0, Rypay] — R, O™ (Ryax) = O} telle que :

RMax An At [BMax doer+1 dp Rmax .
dw [T e e+ S [ g S a4 — e [ g ar
0 7 0 dr dr 0
(2.39)

pour toute fonction o : [0, Ryvax] — R, 0(Ryax) = 0.

Dans le deuxiéme cas, la formulation faible de 1’équation ([2.36)) en coordonnées sphé-
riques consiste & chercher une fonction O™ : [0, Ryay] — R, telle que :

r

dw At /RMax pn 40" d
o Jo " ar dr
Rl\/Iax ~

— 4n®T L (Rygan)5(max) Ry, = / B(H™)or? dr, (2.40)
0

RMax ~
47 / oo dr +
0

pour toute fonction @ : [0, Ryax] — R. Les facteurs r? et 47 qui interviennent dans les
intégrants de ces deux derniéres formes faibles proviennent de I’élément de volume en
coordonnées sphériques 42 dr.

Discrétisation en espace Soit un entier M. On considere une subdivision uniforme de
I'intervalle [0, Ryax], €t on note § = Rypax/M la taille des éléments de la subdivision. On
poserg =0etriy1 =r;+d,i=0,2,..., M—1. Pour discrétiser les problemes faibles (2.39)),
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on utilise une méthode d’éléments finis Lagrange, continue et linéaire par morceaux
sur chaque intervalle [r;, r;11]. Les intégrales qui interviennent dans les expressions ,
sont approchées numériquement par une formule de quadrature de Gauss a 3 points.
A chaque pas de temps n, la fonction H"t! est approximée par 'interpolant de Lagrange
du membre de droite de aux noeuds du maillage r;, ¢ =0,1,..., N.

Un test exact du probléme de Stefan a symétrie plane On propose de valider
I'implémentation du schéma numérique de discrétisation des formes faibles ,
et du schéma de discrétisation en temps — en étudiant la convergence de 'er-
reur entre une solution exacte du probleme de Stefan classique et de son approximation
numérique.

Un certain nombre de solutions exactes du probleme de Stefan classique sont connues.
On décrit a présent 'une d’elles, découverte par F. Neumannlﬂ Cette solution a I’avantage
de correspondre & une situation physique suivante que 1’on peut facilement interpréter.
Un matériau, qui présente une transition entre les phases solide et liquide a Oy = 0,
occupe le demi espace {(z1, 72, 23) € R? | z1 > 0}. Ce matériau est initialement dans I'état
liquide a la température © = Or;q. Au temps initial, on le met en contact sur le bord
{(z1,29,23) € R3 |21 = 0} avec un réservoir thermique a température constante © = —1.
Au cours de I’évolution temporelle, un front de transition de phase, de liquide a solide, se
propage dans le matériau. Pour des raisons de symétrie, le front de transition plan reste
en tout temps paralléle au bord {(z1,z9,23) € R | 21 = 0}.

Nous utiliserons cette solution exacte au paragraphe suivant pour valider le schéma de

discrétisation des équations ([2.15))-(2.18)

Si, au lieu de définir une symétrie sphérique nous prenons une symétrie planaire, i.e.,
f de est remplacée par f(a:l,xg,xg) = f(:cl), alors il suffit de changer dr en dz
et de supprimer r? dans les intégrales figurant dans , . Ainsi, on considere le
probléme de Stefan classique formé par les équations —, et on fixe les données de

la maniere suivante.

On fixe Cpe(®) = 1 et Dg(©) = 1VO € R, po =1, AHg = 1 et Opiq = 0. On
s’intéresse a la température dans un matériau qui occupe la demi-droite positive, c’est-a-
dire que €2 = R. On choisit la condition initiale suivante pour la température © :

©(0,z) =0, VreRy, (2.41)

et la condition aux limites de Dirichlet sur le bord I'p = {0} U {+o0} :
O(t,0)=—1 et Jim O(t,z) =0, Vt>D0. (2.42)
On note X (t) > 0 la position du front de solidification & 'instant ¢. Dans ces conditions,

on peut montrer [Hil87] par un calcul algébrique que la solution des équations ([2.5))-(2.8))
s’écrit :

X(t) = /29, VE>0,  (243)
Ot z) = — imexp (W) A6, Ve el0, X)) VEe[0,00),  (2.44)
ot,z) = 0, vz e [0, X(8), ¥t € [0,00),  (2.45)

2. Franz Neumann est un mathématicien allemand. Sa solution au probléme de Stefan figure dans des notes
de cours donnés au début des années 1860 |Hil87|.
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Température ©

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Coordonnée x

FIGURE 2.3 — Solution exacte obtenue par F. Neumann du probleme de Stefan classique

(2-5)-(2.8), évaluée a t = 0.5 sur I'intervalle [0,1] C R.

ol on a noté v la constante réelle définie comme la solution de 1’équation transcendante :

_ )2
7/01 exp <’Y(12£)> d¢ = 1. (2.46)

On trouvera les détails de la dérivation de cette solution, entre autres, dans I'ouvrage
de J. Hill [Hil87]. On calcul une approximation numérique de 7 a ’aide d’une itération de
Newton, implémentée avec le logiciel MatLAB®). On obtient

~ = 0.768 955. (2.47)

La solution (12.44)-(2.45) pour la température © s’écrit de maniere explicite en vue de

son évaluation numérique sous la forme suivante :

v ™ i T .
_ R I s L erf <
ot z) = exp <2> 5 (erf 5 erf 2ﬁ> , six <291,

0 sinon,

(2.48)

ou la fonction erf : R — (—1,1) est la fonction d’erreur standard définie par :

erf(z) = \/17? /Ox exp (_52) ds. (2.49)

La solution exacte ([2.48]) est représentée sur la figure a instant ¢ = 0.5, avec v donné
par la relation ([2.47)).

Dans le paragraphe suivant, nous utilisons la solution de F. Neumann pour valider
I'implémentation du schéma numérique correspondant aux équations (2.27) a (2.31]).

Validation numérique Pour valider I'implémentation du schéma numérique —
2.31)), on évalue la convergence de I'erreur entre la solution exacte définie par la relation
2.48)) et B(HY), I'approximation de la température a l'instant T avec § = Rypax/M la
taille de maille :

|BeE) -1, )

) (2.50)
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On fixe p = Lg = 1. On choisit Q@ = [0,1] C Ry et 7" = 0.5. On impose des conditions
aux limites de Dirichlet sur le bord de €, i.e., I'n = {0,1}. On se donne Op(0) = —1
et Op(1) = 0. On choisit le pas de temps At dans I'intervalle [3.9 x 107°,5 x 1073], et
d = O(At).

0.1 -
: Y —o,)| , ——
N Pente 3/4 ——
Sl 001
= :
S
|
= 0001 |
= ’
0.0001 -
0.0001 0.001 0.01
§

FIGURE 2.4 — Erreur L? entre la solution exacte de Neumann et I’approximation numérique
B(HY). Pour ce calcul on a fixé = 1.

On constate sur la figure que erreur L? entre la solution exacte et 'approximation
numérique converge vers 0, avec un ordre approximatif sous-estimé O(h3/ 4,

Formation de gel autour d’une particule Dans cette partie, on applique la méthode
numérique — au calcul de la formation de gel autour d’une particule de bain
gelé. On donne dans la table la valeur des différents parametres physiques liés aux
propriétés thermiques du bain électrolytique.

TABLE 2.1 — Parametres physiques qui interviennent dans le phénomeéne de formation de
gel autour des particules.

Quantité Valeur Unités Description

Pe 2130 kgm—3 Masse volumique du bain électrolytique

Che1 1403 Jkg 1K1 Chaleur spécifique de 1’électrolyte dans la phase
solide

Che2 1861.3 Jkg ' K~! Chaleur spécifique de ’électrolyte dans la phase
liquide

AHyg 5.508 x 10>  Jkg! Chaleur latente de transition de phase solide-
liquide

O1m;j 423.15 K Température de la particule de bain gelé au mo-
ment de ’injection

OLiq 1223.15 K Température du liquidus de I’électrolyte

Dg 2 Js'm™'K~! Conductivité thermique de 1’électrolyte
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Soit R, le rayon de la particule placée a I'origine du systéme de coordonnées et soit
Omj € R la température a laquelle se trouve les particules d’alumine au moment de leur
injection dans la cuve. Soit O, la température du bain électrolytique. La condition initiale
du systéeme formé par la particule et le bain environnant est définie par :

®Inj sir< Rp,

Vr e R,. 2.51
O, sir > R, * ( )

(:)Init (T’) = {

La figure représente la température initiale au voisinage de la particule. En dehors
de la particule, la température du bain est suffisante pour que celui-ci soit dans la phase
liquide. Cependant, on suppose que le bain liquide est au repos en tout temps.

0. | |

********* [ OLiq
=
E |
® |
Omj Ot (1) ]

0 R,

.

FIGURE 2.5 — Température initiale du systéme formé par la particule de bain gelé placée
a l'origine du systeéme de coordonnées, et du bain électrolytique environnant.

On note Ry la distance entre 'origine et la position du front de solidification, définie
par la relation :

B(H(t,R¢(t))) = OLiq- (2.52)

L’épaisseur de la couche de bain solidifiée R, est définie par la relation :
Ry(t) = R¢(t) — R,. (2.53)

On définit alors le temps de latence Op,at(Ry) > 0, le temps nécessaire & ce que I’épaisseur
de bain solidifié atteigne a nouveau zéro :

Ry (Orat) = 0. (2.54)

On considére une particule de bain solidifié de rayon initial Ry = 40 pm, 60 pm et
80 pm. La surchauffe du bain électrolytique est définie ici comme la différence entre la
température initiale du bain ©. et la température de liquidus Or,q. La figure @ présente
I’évolution du rayon de la particule pour trois surchauffes différentes du bain électrolytique
environnant.

On constate que le temps nécessaire a refondre le bain gelé diminue avec la surchauffe.
De méme, le temps de refonte diminue avec la taille de la particule.

La température initiale de la particule est ©,; = 423.15 K. Dans le cas le plus défavo-
rable ot © — Or;q = 2.5 K et rg = 80 pm, le temps nécessaire pour refondre entierement
la couche de gel est de 'ordre de 120 ms.

Dans les calculs présentés ici, on a fait plusieurs hypothéses simplificatrices. On a
supposé que le fluide environnant est au repos, ce qui n’est certainement pas le cas dans
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Surchauffe du bain ©, — O, = 2.5K

400 ‘ ‘
360 - ro = 40pm —_— |
320 ro = 6011111 E—

i ro = 80pm 7
280 r .
240
200
160
120
80
40

0 0.02 004 0.06 0.08 O.
Temps t [s]

Rayon du volume gelé Ry [pm]

1 012 0.14

Surchauffe du bain ©, — O, = 5K
400 ‘ ‘
360 - o = 4011111 —_— |
290 | ro = 60pm —— |

ro = 80pm

280 + g
240 + R
200
160
120
80
40

0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 0.12 0.14
Temps t [s]

Rayon du volume gelé Ry [pm]

Surchauffe du bain ©, — O, = 10K
400 ‘ ‘
360 L ro = 40pm —
ro = 60pm ——
320 - ro = 80pm 7
280 + g
240 + g
200 ~ g
160 | g
120 g
80 .
40 I I I I I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

Temps t [s]

Rayon du volume gelé Ry [pm]

FIGURE 2.6 — Evolution du rayon de la sphére de bain gelé pour des températures de
surchauffe de 2.5 K, 5 K et 10 K et des particules de rayons initiaux rg =40 pm, 60 pm et
80 pm.
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une cuve d’électrolyse industrielle. Les forces de Lorentz et la formation de bulles de gaz
agitent les fluides et créent des turbulences qui sont, entre autres, de I’échelle des particules
[Rocl6]. Une agitation de 1’électrolyte au voisinage d’une particule accélére le transport
de I’énergie thermique, et tend a accélérer la refonte du bain gelé.

Pour des particules d’alumine suffisamment isolées dans le bain électrolytique suite
a leur injection, on conclut que les temps caractéristiques du temps de latence du a la
présence de gel a la surface des particules sont largement inférieurs a la seconde. De plus,
les phénomenes précités d’agitation du fluide et de chute verticale des particules, négligés
dans ce modele, tendent & diminuer ces temps caractéristiques. Finalement, nous ne tenons
pas compte de 'effet collectif du paquet de particules.

Pour ces raisons, dans la suite de ce travail on négligera la formation de gel a la sur-
face des particules d’alumine. Cependant, selon les simulations de V. Dassylva-Raymond
[Das15], nous choisirons un temps de latence pour chaque dose de particules injectées dans
le bain uniforme Or,; = 1 s, indépendante du rayon. Ce temps de latence se justifie par
I’effet collectif de toutes les particules d’une dose sur la température du bain environnant.

2.3 Dissolution d’une particule dans le bain

Dans cette section, nous nous intéressons a la modélisation de la dissolution d’une
unique particule d’alumine dans un bain électrolytique. On suppose que cette particule,
apres avoir été injectée a température Oryj, s’est réchauffée et se trouve a la méme tem-
pérature © que le bain environnant.

La problématique de la dissolution de ’alumine dans le bain d’une cuve d’électrolyse
d’aluminium est un phénomene complexe. Ce sujet a déja fait ’'objet de nombreux travaux
de recherche, voir par exemple [Dasl5|, [Kva86], [GHK75|, [Sol+95].

La taille initiale des particules qui forme une dose est comprise pour la plupart entre
20pm et 100pm [Fin+17]. Si les particules sont trop fines celles-ci deviennent suffisam-
ment volatiles pour étre souffliées loin du trou d’injection par les gaz s’en échappant. Si
elles atteignent malgré tout I’électrolyte, celui-ci a du mal & les mouiller et & permettre
leur dissolution. A l'inverse, des particules trop grandes sont trop longues a dissoudre et
risquent de sédimenter au fond de la cuve.

Les particules d’alumine sont le résultat de I’agglomération de microcristaux et peuvent
présenter une porosité importante, jusqu’a 75%. Cette porosité joue un role sur la capacité
du bain a mouiller la surface de la particule et & permettre sa dissolution.

L’oxyde d’aluminium a une forte affinité avec l'eau [Pat01]. Lorsque les particules
entrent en contact avec 1’électrolyte en fusion, le gaz qui résulte de la désorption des
molécules d’eau crée une forte agitation qui favorise la dispersion et la dissolution des par-
ticules. Par exemple, Haverkamp et al. [HWMO94] ont montré que le temps de dissolution
des particules d’alumine hydratées peut étre jusqu’a 40% plus faible par rapport a des
particules seches. La formation d’agrégats et de radeaux est également réduite.

La dissolution de 'oxyde d’aluminium dans 1’électrolyte est une réaction endother-
mique. La vitesse de cette réaction dépend de la chimie du bain, i.e., des concentrations
respectives des différentes espéces qui le constituent et de la surchauffe du bain a proxi-
mité de la particule. Au niveau microscopique, deux mécanismes entrent en compétition
au voisinage de la surface de la particule d’alumine. Il y a d’une part la réaction de dis-
solution elle-méme qui consiste a détacher une molécule d’Al,O5 et a former différents
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complexes avec les ions AlFg>~ [Hau95], [Kva86], et d’autre part le mécanisme de diffusion
moléculaire qui transporte I'alumine dissoute loin de la particule. La diffusion moléculaire
est essentielle pour maintenir la concentration & la surface de la particule inférieure a la
concentration de saturation cg,t et permettre la réaction de dissolution. Clairement, si la
concentration est saturée dans I’ensemble du bain, la dissolution ne peut pas avoir lieu.
La réaction de dissolution étant elle-méme endothermique, elle est controlée par la dispo-
nibilité d’énergie sous forme thermique a proximité de la particule, i.e., de la surchauffe
du bain.

Dans cette section, on propose un modele qui décrive la vitesse de dissolution d’une
unique particule d’alumine dans le bain d’une cuve d’électrolyse d’aluminium, basé sur le
travail de these de T. Hofer [Hof11].

On fait I’hypothese que les conditions d’exploitation de la cuve d’électrolyse varient peu
au cours du temps, c’est-a-dire que la concentration des différentes especes chimiques sont
constantes au cours du temps, a ’exception de la concentration d’alumine dissoute. On
suppose que la concentration d’alumine reste dans un intervalle qui permette de négliger les
variations de la température du liquidus O [SSS97]. De méme, on suppose des variations
de températures suffisamment faibles pour se permettre de négliger son influence sur la
concentration de saturation de ’alumine cg,t.

Enfin, on négligera la possible hydratation de I’alumine qui constitue la particule et
son influence sur sa dissolution puisqu’en pratique celle-ci est généralement maintenue
inférieure & 1% et que sont effet est principalement d’aider a la dispersion des particules
[Fin+17].

On suppose que cette particule est une sphere parfaite, non poreuse, et qu’elle est
completement mouillée par le bain, i.e., que la totalité de sa surface est en contact avec le
bain électrolytique. Dans le travail [Hof11], la vitesse de dissolution d’une particule est une
fonction f qui décrit la vitesse de variation de son rayon r, et qui dépend d’une part de
r et d’autre part de la concentration locale d’alumine dissoute c. Dans le présent travail,
nous considérerons en plus l'influence de la température locale de 1’électrolyte © sur sa
vitesse de dissolution, c’est-a-dire que

dr
i f(r,c, ©). (2.55)
On propose d’écrire la fonction f comme
G}
f(r,c,©) = —H(C; ), (2.56)

ou k est le taux de dissolution qui modélise les aspects liés a la réaction de dissolution
uniquement. Le facteur 1/r est lié a la géométrie sphérique de la particule et a I’hypotheése
que la diffusion de la concentration controle la dissolution, comme ’ont montré Wang et
Flanagan [WF99).

On suppose que la concentration de saturation cg,; est donnée, de méme que la tem-
pérature du liquidus Or,;q. Clairement, le taux de dissolution x doit étre maximal lorsque
c = 0, et s’annuler lorsque 1’électrolyte est saturé en alumine dissoute, i.e., lorsque ¢ = cgat.
De méme, lorsque le bain se trouve a la température du liquidus Oy, il n’y a pas d’éner-
gie thermique a disposition pour la réaction de dissolution, et donc x doit s’annuler si
© = OLiq. A l'inverse, x doit étre maximal lorsque © > Opq.

Motivé par ces dernieres considérations, on propose la forme suivante pour I’expression
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du taux de dissolution :

CSat — C © — OLiq .
K——|1—exp|—"—"—"7—" Si© > O et 0 < ¢ < cgat,
(e, 0) = Csat ( p( @crit—@mq» = i sat

0 sinon,
(2.57)
ou K > 0 et Ocyit > Or,iq sont deux parametres du modele. Le taux de dissolution limite
K est tel que

lim x(0,0) =K. (2.58)
©—00

Le parametre Ocyit caractérise I'intervalle dans lequel la température & une influence sur
la vitesse de dissolution. La figure illustre la relation entre le taux de dissolution et la
température dans le cas ol la concentration locale ¢ = 0 et le taux de dissolution limite
K=1.

y
|
|
|
|
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|

C'-)Liq @Crit
Température ©

FIGURE 2.7 — Relation entre la température © et le taux de dissolution « lorsque ¢ = 0 et
que le taux de dissolution limite K = 1. En vert sont les traits de construction, et donnent
une interprétation du parametre Ocyit.

Supposons maintenant que c et © sont des constantes données. Alors (¢, ©) est un réel
fixé, et on omettra d’indiquer ses arguments jusqu’a la fin du paragraphe, puisqu’il n’y a
pas de risque d’ambiguité.

En tenant compte de (2.56|), I'’équation d’évolution du rayon d’une particule (2.55) de
rayon initial rg > 0 devient

dr k :
E(75) = 0] sit>0, (2.59)
7(0) = ro.

Ainsi, en notant 1 = % on obtient une expression exacte pour le rayon de la particule au
cours du temps :

T = —K,

1d ,

sa” T

r? = —2kt + T%,

r(t) = \/rd — 2kt. (2.60)

_ 2 — _ 2
Sit= ;—2 on obtient r(¢) = 0. La particule de rayon r( sera dissoute apreés un temps ¢t = ;—2
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FIGURE 2.8 — Ligne caractéristique d’une particule de rayon initial rg qui se dissout avec
une vitesse x selon I'expression ([2.60)).

La vitesse de dissolution f décrite ci-dessus et le rayon d’une particule qui se dissout
au cours du temps forment la base qui permet la description de I’évolution d’une
population constituée de particules de tailles hétérogenes dans un bain électrolytique, et
qui fait I'objet de la section suivante.

2.4 Dissolution d’une population de particules

Selon la distribution de tailles des particules d’alumine, une dose de 1 kg contient typi-
quement entre 10 et 10'? particules. Il n’est donc pas envisageable de suivre individuel-
lement I’évolution de chacune d’elles dans le bain. On adopte une approche statistique
[Hof11] et on décrit I’ensemble des particules présentes dans le bain par lintermédiaire
d’une distribution continue. On note n,(t,r) dr le nombre de particules dont le rayon est
compris dans l'intervalle [r,r + dr] & 'instant ¢. On suppose que cette population n, se
dissout selon I’équation

on, 0 B _
Bt + o (f(r,e,©)n,) =0 sir>0,t>0, (2.61)
np(0,7) = npo(r) sir >0, (2.62)

ot la vitesse de dissolution f est donnée par I’expression ([2.56|) et n, o est une distribution
de particules initiale donnée.

En tenant compte de (2.56)), '’équation (2.61) pour la population de particule n, se
réécrit
on, KkOn, K

ZP DR T, =0 (2.63)
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Dans le plan (¢,7) on fixe un point (¢,7) avec t > 0, 7 > 0, et on veut déterminer ny(t,7)
a partir de n,o(r) par la méthode des caractéristiques rétrograde. L’équation de la ligne
caractéristique Rz qui passe par (t,7) est donnée par

d K
7R ti t = —
at i) R (1)

Cette situation est illustrée par la figure Ainsi Rz (t) = /7% — 2k(t — t), en vertu de

(2.60). Notons Np(t) = ny(t, Rz (t)) la valeur de n;, sur cette caractéristique. En dérivant
par rapport a t et en utilisant (2.63)) on a

d on 0 d
V() = 87:@’ Rz (1) + 5 mp(t, Bz () 3 Bz (1)
_ Ony, ) k 0 )
- ﬁ(ta R(t,?) (t)) R(E,F) (t) or np(tv R(t,F) (t))
K
= N ()
R?E,F)(t) 8
Ainsi
1 d K

Noa Y= TR @

qui implique que

—In

a (1) = = (7 —2n(t— 1))

En intégrant on obtient
1
In(Ny(t) = 51 (7 =26 (t =) ) + D

et donc Ny(t) = (72 — 2k (t — f))l/2 exp(D).Sit=0,0na:
Np(0) = exp(D) V72 + 2kt = ny0(Rz7)(0)) = npo(V7? + 2kt).

o np.0 (\/?2+2/€f)
AIHSI exp(D) = W

et

npo (VT + 25t)

N,(t) = —
W= o

(f2 -2k (t — t_))l/Q.

Puisque N(t) = n,(t,7), on a

o (F7) = fnp’g(\/ 72 + 2kt)
PR ViZ + 2kt

Remarque 3. La solution est exacte pour autant que le taux de dissolution k soit
constant sur l'intervalle de temps [0, 7]. Cependant, si k est constant sur le sous-intervalle
[t — At,t] et que la distribution de particules n, est connue au temps ¢ — At, alors on
exprime facilement n, au temps ¢ en fonction de n, au temps ¢ — At en fonction de n, au
temps t — dt.

(2.64)

En effet, supposons connu n,(t — At,r), Vr € (0,00). Nous avons ainsi

R(f,F) (E— At) =V 772 + 2/€At .
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Puisque N,(t) = C (i? — 2k (t — f))l/z, alors

Ny(t - At) = C (7 + zmAt)l/Q = ny (t = A, V17 + 26AL ).

Ainsi
o= np(t — At, V2 + 2kAt)
(72 + 2kAt) 2
et donc

_ony(t — At V1?4 26AL)
(P + 26AL) /2

(f2 -2k (t — 5))1/2.

N(t)

Puisque N(t) = n,(¢,7), on obtient

n (F.7) = fnp(f— At VT2 + 26AL)
PR V2 4 2kAL '

Approximation numérique Pour discrétiser ’équation (2.61)) on proceéde comme dans
Hofer [Hofll] et on utilise une méthode des caractéristiques [Pir89).

Soit T' > 0 le temps final et soit N € N* le nombre de pas de temps. Soient At =T /N
et t, =n7t,n=0,1,..., N une subdivision uniforme de [0, T]. De plus on suppose donnée
une suite de nombres k™ > 0, n =0,1,..., N — 1. Le nombre " est la valeur du taux de
dissolution sur Iintervalle de temps [t", t"T1].

Soit Ryax > 0 et M € N* le nombre de subdivisions de U'intervalle [0, Ryrax]. Soient
Ar = Ryjax/M et rj = jAr une subdivision de [0, Ryjax]-

Pour que le probléme soit bien posé sur le domaine (0, Rypax) et puisque la vitesse de
dissolution f est négative, on considere en plus la condition limite sur le bord entrant

r = RMax :
np(t, Ryax) =0, VYVt e [0,T].
Notons n;, ; 'approximation de np(tn,7;) que I'on suppose connue pour j =1,2,..., M.
Les valeurs ngjl sont calculées de la maniére suivante. On utilise k™ comme taux de dis-

solution sur l'intervalle de temps [t",¢"*1]. Soit Ry =/ sz_ + 2k"At la position a l'ins-
tant t,, de la caractéristique passant par le point (t,41,7;). Soit s7 € N lindice tel que
Tsn < R} < Tsnil. Pour obtenir une approximation de n,(t,, R}) on interpole linéairement
les valeurs de n;; o et ny s Ainsi en utilisant le résultat de la remarque [3|on pose pour
j=1,....M—1

Tsy.l+1_R;'l R?_Tsn T

J n i pn J Pe.

el ( Ar Mpsr T AR s SRSV st sj < M,

n, = \/75 2K (2.65)
0, sinon.

Validation numérique On propose maintenant de valider I'implémentation du schéma
numérique (2.65) en étudiant la convergence de l'erreur entre une solution exacte et son
approximation numérique.
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On fixe Ryax = 100 pm, T = 5 s et le taux de dissolution ™ = 0.5 x 1072 pour tout n
tel que 0 < n < N — 1. On choisit la distribution de particules initiale

1
R2
1 — 16 r— Max
RIQ\/Iax 2

Alors la solution exact ny(t,r) est donnée par ’expression 1D On note ni)\f Ay la re-

N.
p7]

npo(r) =exp | 1— (2.66)

sur la subdivision {rj}M

construction continue linéaire par morceau des valeurs n =07

c’est-a-dire que

N N
np,Ar(T) =Ny, i+

r—Tv( nN
p,J AT (

Npit1 — nﬁ%) sir e [rj, il (2.67)

On considére l'erreur L?(0, Ryax) entre la solution exacte ny(7T,-) et ny, A, La figure

illustre la solution et I’approximation numérique a différents instants. La figure [2.10

présente lerreur an(T, D)= n;VAT 20k PO Ar =1/32,1/64, 1/128, 1/256, 1/512,
’ sftMax

1/1024, 1/2048 et 1/4096. On a choisit At = aAr avec a = 0.934. L’erreur est comparée

a une droite de pente 1. On constate que 'erreur de I'approximation numérique est un

O(Ar).

La section suivante tient lieu de conclusion de ce chapitre, et discute de la sédimentation
des particules d’alumine dans le bain sous 'action de la force de gravité.

2.5 Chute de particules dans le bain

La densité de I’alumine pa; qui constitue les particules est de 3960 kg m ™3 soit environ
deux fois supérieure & celle du bain électrolytique pe, qui est de 2130 kg m 3. Une particule
d’alumine placée dans un bain électrolytique animé par un écoulement stationnaire subit
ainsi l'effet de trois forces distinctes. D’une part, cette particule est freinée dans le fluide
par l'intermédiaire d’une force de trainée Fp. Cette force est opposée a la vitesse relative
de la particule par rapport au fluide. D’autre part, cette particule est entrainée vers le
fond de la cuve par la force de gravité Fy, a laquelle s’oppose la force d’Archimede Fy.

Dans cette section, nous nous proposons d’évaluer I'importance des forces de gravité et
d’Archimede devant la force de trainée. Dans ce but, on considére une particule d’alumine
sphérique de rayon initial rg placée dans un bain électrolytique au repos. On suppose que
la température du bain © et la concentration d’alumine ¢ sont maintenue constantes au
cours du temps. On suppose de plus que le mouvement du fluide autour de la particule
n’influence pas sa dissolution. Alors, la variation du rayon r de la particule au cours du
temps est décrite par ’équation . Comme on I’a vu dans la section le rayon a

I'instant ¢ est donné par
r(t) = \/rd — 2kt, (2.68)

ol k est le taux de dissolution, constant au cours du temps. Clairement pour

i

on obtient r(T) = 0, i.e., la particule est complétement dissoute au temps 7.

On modélise la particule d’alumine, supposée non poreuse, par un point matériel de
volume V' (t) = %7rr3(t). On travaille dans le référentiel de la Terre, et on suppose qu’elle
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30 CHAPITRE 2. PARTICULES D’ALUMINE DANS UN BAIN ELECTROLYTIQUE

se déplace verticalement dans ce référentiel. On note x(t) € R sa position selon un systeme

de coordonnées vertical et dirigé vers le bas a I'instant ¢ € [0,T] et &(t) = ‘(ii—f(t) sa vitesse.

La particule étant sphérique, on propose d’approximer la force de trainée par la loi de
Stokes. Si v est la vitesse de la particule par rapport au fluide, lui-méme au repos dans le
référentiel, on a

Fp(r,v) = —6murov.

Ici on a noté u la viscosité dynamique de 1’électrolyte. Il est connu que cette approximation
est valide pour autant que le nombre de Reynolds de 1’écoulement R, soit suffisamment
faible, i.e., Re < 1. On montrera a posteriori que cette condition est en général satisfaite
pour des particules d’alumine qui sont typiquement injectées dans le bain électrolytique.

Les forces de gravité I, et d’Archimede F en fonction du rayon r de la particule sont
données respectivement par

4 1
Fg(?") = §7T7“3pAlg et FA(T‘) — _57”'3{)69

oll ¢ = 9.81 m?s~! est I'accélération de la gravité.

L’équation du mouvement de la particule s’obtient a ’aide de la deuxiéme loi de Newton
qui lie la somme des forces a 'impulsion p = ma :

p(t) = Fp(r(t), &(t)) + Fg(r(t)) + Fa(r(t)),

soit
S oV (1) = S7(1) (oa1 — pe) g — bmr{1)i(r). (270

On suppose que la particule se trouve initialement en z(0) = 0 avec une vitesse ©(0) = vy.
En utilisant la relation (2.56]), nous avons
V(t) = —4mrr(t). (2.71)

En remplagant 1) dans I’égalité 1} en tenant compte du fait que V(t) = %717“3 (1),
puis en divisant par 77 (¢) nous obtenons

4 5

palgT (t)Z(t) = g (pa1 — pe) %7“2(75) — (6p — 4park) (t). (2.72)

En utilisant (2.68)), (2.69) et en intégrant 1’équation ([2.72)) sur 'intervalle de temps [0, 77,

nous obtenons
(61— ) 2(T) = g o~ p0) 55— parg [ (7 261) (0) . (2.73)
Le dernier terme de I’équation ([2.73)) s’inteégre par partie,
T
/ (r% - 2/{15) (t)dt = (rg - 2/<;T) #(T) + 2k2(T) = 2k2(T), (2.74)
0

et nous obtenons finalement la profondeur terminale de la particule au moment de sa
dissolution compléete

g(par—pe) 4 2pA00 o
T) = . 2.75
(1) K (18u — 4paik) "0 O — 2pA1I€T0 (2.75)

Les valeurs des parameétres physiques qui correspondent a une particule d’alumine dans
un bain et qui interviennent dans 1’équation ([2.75)) sont synthétisées dans la table
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TABLE 2.2 — Parameétres physiques qui interviennent dans la chute d’une particule d’alu-
mine dans un bain électrolytique.

Quantité Valeur Unités Description
Pe 2130 kgm™3 Masse volumique du bain électrolytique
PAl 3960 kgm 3 Masse volumique de 'oxyde d’aluminium
g 9.81 ms?2 Accélération de la gravité terrestre

0.5x 107 m?s! Taux de dissolution de I’alumine

2x 1073 kgm~'s™! Viscosité dynamique du bain électrolytique

Contrairement a ’hypothese admise ici, le bain d’une cuve d’électrolyse est animé par
une forte agitation. Ces turbulences correspondent a une viscosité équivalente p qui carac-
térise I’écoulement moyenné au cours du temps. Dans le bain d’une installation industrielle,
cette viscosité turbulente est typiquement de l'ordre de 1 kgm~'s™! ou plus, et domine
donc largement la viscosité physique du fluide. Pour cette raison nous considérons des

viscosités dans l'intervalle [2 x 1073, 1].

Les doses de particules d’alumine ne sont en général pas délicatement déposées a la
surface du bain; les particules sont lachées depuis une hauteur qui varie entre 20 cm et
40 cm par rapport a la surface du bain. On modélise cette condition a ’aide de la vitesse
initiale vy. La vitesse verticale atteinte par une masse en chute libre dans le champ de
pesanteur terrestre sur une hauteur L et initialement au repos est donnée par I’expression
v29L. Par conséquent nous considérerons des vitesses initiales vy entre 0 et 3 ms™1.

La table présente la profondeur terminale de la particule d’alumine donnée par la
relation en fonction des conditions initiales rq, vg et la viscosité dynamique du fluide
. Lorsque 1 = 2 x 1073, c’est-a-dire que la particule est placée dans un fluide immobile,
une profondeur maximale de 4 cm environ est atteinte lorsque rg = 80 pm et avec une
vitesse initiale vg = 3 ms~!. La profondeur maximale lorsque le rayon initial est inférieur
a 80 pm est systématiquement inférieure a 1 cm.

Dans cette section on a donné une expression exacte pour la position de la particule
lorsque celle-ci est complétement dissoute, c’est-a-dire lorsque ¢ = T (voir ) La
position de la particule z(¢) pour tout ¢ € (0,7") nécessite l'intégration de ’équation dif-
férentielle linéaire non homogene et a coefficients variables . Nous ne chercherons
pas ici a expliciter la solution exacte pour z(t). Cependant, il est facile d’obtenir une
approximation numérique de x a 'aide des intégrateur offerts par MatLAB®), ode45 par
exemple. La figure présente les trajectoires adoptées par trois particules de rayon
initiaux différents. La figure montre la trajectoire en entier jusqu’a dissolution com-
plete de chaque particule, tandis que la figure illustre la phase d’accélération initiale
de chaque particule qui succede immédiatement & la condition initiale.

Nous concluons cette section par quatre remarques qui traitent premierement de la
validité de la loi de Stokes pour la force de trainée, deuxiéemement de I'importance de la
vitesse initiale de la particule sur la profondeur terminale de la particule, troisiemement
du temps caractéristique pour qu’une particule soit emportée par un fluide en mouvement
laminaire et quatriemement de la validité de I’hypothese qui suppose un fluide au repos
dans le bain d’une cuve d’électrolyse.
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TABLE 2.3 — Profondeur terminale de la particule dans le bain électrolytique en fonction
des conditions initiales ro [pm], vo [ms™!] et de la viscosité dynamique u [kgm~!s™1].

pu=2x10"3 pw=1x10"2 pw=1x10" p=1
Vo = 0
ro =40 2.553778¢-03 5.106657¢-04 5.106454¢-05 5.106434¢-06
1o =60 1.292850e-02 2.585245¢-03 2.585143¢-04 2.585132¢-05
ro =80 4.086045¢-02 8.170651e-03 8.170327e-04 8.170295¢-05
Vo = 2
ro =40 3.962088¢-03 7.922781e-04 7.922467¢-05 7.922435¢-06
1o =60 1.609720e-02 3.218873¢-03 3.218745¢-04 3.218733¢-05
ro =80 4.649368¢-02 9.297100e-03 9.296732e-04 9.296695¢-05
Vo = 3
ro =40 4.666243¢c-03 9.330843¢-04 9.330473¢-05 9.330436¢-06
1o =60 1.768155¢-02 3.535687¢-03 3.535547¢-04 3.535533¢-05
ro =80 4.931030e-02 9.860325¢-03 9.859935¢-04 9.859896¢-05
0.000 —— 0.0 ——
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(a) Trajectoire des particules. (b) Zoom sur la phase d’accélération initiale.

FIGURE 2.11 — Trajectoires de trois particules de rayons initiaux rg = 40, 60 et 80 pm
2

et une vitesse initiale vg = 0. Les trajectoires sont intégrées pour t < T = ;—2 Notez les
échelles différentes sur chaque graphique.
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Remarque 4. En considérant la relation (2.75]), on peut évaluer 'effet de la vitesse initiale
de la particule sur sa position terminale. Les contributions des deux termes a droite de
I'égalité ([2.75]) sont identiques lorsque la vitesse initiale est telle que

vy = I PAL Pe s

4k pal
Pour une particule de rayon initial 79 = 80 pm, cette vitesse initiale est de vg = 14.5 ms™ 1,
ce qui correspond & une hauteur de chute libre d’environ 10 m. On conclut & contrario
que, dans une cuve d’électrolyse industrielle typique, la vitesse initiales des particules
suffisamment dispersées qui pénetrent dans le bain est négligeable sur leur profondeur de

pénétration.

Remarque 5. Le nombre de Reynolds d’une sphere de rayon r en mouvement rectiligne
uniforme dans un fluide au repos est donné par

R, = 2pevr
I

ou v est sa vitesse relative au fluide. En supposant r fixé, I’équation du mouvement d’une
particule dans le fluide s’écrit

4 4. 4 .
pAlgﬂ'rg:c(t) = §7TT3 (pAl — pe) g — 6T pT(t). (2.76)

On obtient la vitesse limite de chute de la particule w en remplagant & par w dans ([2.76))
et en posant & = 0 (accélération nulle). En résolvant pour la vitesse limite de chute on
obtient w qui s’exprime comme une fonction du rayon r de la spheére :

_ 2g(pa1— pe)
9 I
Le nombre de Reynolds associé a cet écoulement s’écrit comme

w(r) 2. (2.77)

4 gpe (pA1 = pe) 3
9 p? ’

En reprenant les conditions considérées dans la table et les parametres de la table
on obtient un nombre de Reynolds maximal pour = 2 x 1072 kgm ™' s7! et rp = 80 jm,
soit Re =~ 2.2. Ce résultat justifie 'utilisation de la loi de Stokes pour modéliser la force
de trainée de la particule.

R =

Remarque 6. En négligeant la force de gravité (g = 0), ’équation du mouvement d’une
particule d’alumine de rayon rg supposé constant au cours du temps s’écrit

4 . .
pAlgﬂ'rgx(t) = —6mpuroi(t),

et on considere les conditions initiales x(0) = 0 et ©(0) = wvg. On peut intégrer cette
équation exactement, et on obtient la vitesse de la particule au cours du temps

x(t) = voexp (— o t> .

2pa1rd

I
2.8 x 1072 s pour une particule de rayon ro = 80 yum et dans un fluide au repos de méme
densité, i.e., avec u = 2 x 1073, Autrement dit, le temps nécessaire a une particule pour
étre entrainée et transportée par un fluide a la méme vitesse que celui-ci est négligeable
devant les temps caractéristiques des autres phénomenes qui prennent place dans la cuve
et que 'on s’intéresse a modéliser. Cette observation permet de justifier I'approximation
qui sera faite dans le chapitre[3] ol on supposera que les particules suivent exactement les
lignes de courant de I’écoulement.

La vitesse approche zéro sur une échelle de temps données par , C’est-a-dire environ
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Remarque 7. Le bain électrolytique d’une cuve n’est jamais au repos, en particulier
dans les canaux ou le fluide est agité par les bulles de gaz qui résultent de 1’électrolyse
et qui remontent a la surface du bain. Les turbulences se manifestent par une viscosité
apparente de I’écoulement moyen supérieure a la viscosité laminaire du bain. Dans le bain
d’une cuve d’électrolyse industrielle, cette viscosité turbulente est typiquement de I'ordre
de 1 kgm~'s™!. Cette situation correspond aux trois derni¢res colonnes & droite de la
table Dans ce cas, on constate que la profondeur maximale est systématiquement de
I'ordre de 1 mm, ou inférieure.

On conclut que la gravité a un effet négligeable sur le transport de particules indivi-
duelles dans une cuve d’électrolyse. Dans la suite de ce travail, nous ferons I’hypothese que
I'injection des doses de particules d’alumine ne perturbe pas I’écoulement du bain. Dans
ce cadre, nous négligerons 'effet de la force de gravité sur la trajectoire des particules dans
les chapitres [3] et [] qui suivent.



Chapitre 3

Populations de particules

3.1 Introduction

Une cuve d’électrolyse d’aluminium industrielle est caractérisée par le fait que plu-
sieurs phénomeénes physiques entrent en jeu et interagissent a des échelles similaires. Tout
d’abord, le courant électrique continu qui traverse une cuve d’électrolyse industrielle mo-
derne est de l'ordre de 500 kA & 1 MA. Une telle intensité de courant géneére d’une part
un champ d’induction magnétique qui affecte ’opération de la cuve, mais également les
cuves voisines. D’autre part, la chute de potentiel d’environ 4 V a travers les électrodes
et les fluides [Hau95| provoque la dissipation de grandes quantités d’énergie sous forme
thermique. Cette production de chaleur est nécessaire car elle permet de maintenir le bain
électrolytique sous forme liquide. Cependant, une surchauffe trop importante est néfaste
pour une cuve, qui risque alors de subir une usure et une fin de vie prématurée en plus
d’occasionner des pertes d’énergie.

Au niveau de la cathode en carbone qui forme le fond de la cuve, la réaction d’électrolyse
AT £ 3¢ — Al (3.1)

produit de 'aluminium sous forme métallique. L’aluminium métallique, qui est peu so-
luble dans I’électrolyte, est liquide a la température d’opération d’une cuve et de densité
légerement supérieure a celle de 1’électrolyte. Il forme une couche de métal en fusion au
fond de la cuve. C’est alors la surface du métal en fusion qui joue véritablement le role de
cathode sur laquelle a lieu la réaction d’électrolyse.

Le bain électrolytique et le métal liquide sont traversés par l’ensemble du courant
électrique et, en présence du champ d’induction magnétique, subissent une force de Lo-
rentz qui les met en mouvement. L’écoulement dans les fluides est bénéfique. Il permet
de transporter la chaleur a l'extérieur du systeme plus rapidement que par conduction
pure, homogénéise la distribution de la température et la composition chimique dans I’en-
semble du bain et facilite le transport et la dispersion les particules d’alumine injectées a
intervalles réguliers dans le bain.

Cependant, il est crucial que 'interface bain-métal soit aussi stable que possible. Pour
des raisons d’économie d’énergie, la distance moyenne entre le fond des anodes[l] et I'inter-
face est réduite autant que possible. Dans une cuve moderne, cette distance est de 'ordre
de 2 & 4 cm. Si les écoulements dans les fluides deviennent trop rapides, des turbulences se

1. Le fond des anodes est défini comme la surface des anodes orientée vers le bas, face a la cathode.

35
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forment et viennent perturber la forme de l'interface. De plus, le systéme magnétohydro-
dynamique formé par le circuit électrique, le champ d’induction magnétique et les deux
fluides peut devenir, sous certaines conditions, physiquement instable, c’est-a-dire que de
petites perturbations du systéme sont amplifiées par elles-mémes. De telles instabilités
affectent la forme de l'interface bain-métal, et leur occurrence présente un défi qui a déja
fait I’objet de nombreux travaux de recherche. Le lecteur intéressé se référera par exemple
a [DFRI8|, [Sne85] ou encore [MRI6|.

Le métal liquide ayant une conductivité électrique bien supérieure a celle du bain élec-
trolytique [WPT92, |Apf03], le contact entre les anodes et la nappe de métal pourrait créer
un court-circuit. Les court-circuits diminuent le rendement du procédé et peuvent créer
des défauts a la surface des anodes qui affectent I'opération de la cuve a long terme.

De l'alumine doit étre injectée régulierement dans le bain électrolytique, sous forme
de poudre, pour compléter 'alumine dissoute consommée par la réaction d’électrolyse.
Puisque la majeure partie du bain est recouverte par les blocs anodiques et en raison de
la présence de la croiite qui protege sa surface libre, I'injection de poudre d’alumine ne
peut avoir lieu que en quelques points d’injection distribués le long du canal central. Dans
une cuve industrielle, le nombre de points d’injection est typiquement compris entre 4 et
6. La dispersion et le transport des particules d’alumine et de la concentration d’alumine
qui résulte de leur dissolution dépend crucialement de la présence et de la force de I’écou-
lement dans le bain électrolytique. De nombreux travaux de recherche ont pour objectif
la modélisation et I'approximation numérique des écoulement dans le bain et le métal
d’une cuve d’électrolyse industrielle. Dans ce travail, nous utiliserons les résultats de S.
Pain [Pai06], G. Steiner [Ste09] et J. Rochat [Rocl6] a cette fin. Le modele d’écoulement
proposé dans [Ste09] consiste a considérer un systéme couplé formé par les équations du
potentiel électrique dans les conducteurs, par les équations de Maxwell dans le vide, dans
le caisson ferromagnétique, dans le bain électrolytique et dans le métal, et finalement par
des équations de Navier-Stokes dans chaque fluide. Dans ce probleme, l'interface bain-
métal est une inconnue. Les écoulements dans les fluides sont turbulents. Les structures
des écoulements dont la taille est inférieure a la résolution de la grille de discrétisation sont
modélisés par un modele de longueur de mélange de Smagorinsky [Rocl6]. Dans ce cha-
pitre nous utiliserons ce modele, implémenté dans le logiciel Alucell[Ste09], pour obtenir
le domaine €2 occupé par le bain d’une cuve d’électrolyse industrielle, une approximation
de la vitesse d’écoulement stationnaire u; et une approximation de la densité de courant
électrique stationnaire j, dans €.

Le logiciel Alucell, actuellement développé conjointement par 'EPFL et la société
YcoorSystems SA a Sierre, est le fruit de nombreux travaux de recherche. Cette these
se base sur les méthodes numériques de calculs d’écoulement dans les cuves d’électrolyse
d’aluminium développées & 'EPFL, en particulier par S. Pain [Pai06|, G. Steiner [Ste09),
J. Rochat [Rocl6] et T. Hofer [Hofl1], et qui sont toutes implémentées avec Alucell. Un
historique détaillé du logiciel se trouve dans la theése de G. Steiner [Ste09]. Par conséquent,
utiliserons également Alucell pour I'implémentation des méthodes numériques dans ce
chapitre.

Ce travail porte sur la modélisation des particules d’alumine injectées dans le bain
et leur dissolution. On suivra ’approche adoptée par T. Hofer [Hof11|] et on représentera
I’évolution d’une famille de particules sous la forme d’une distribution en taille et en espace
n,. Cette population évolue d’une part dans le bain par le biais de la vitesse d’écoulement u
de celui-ci, et d’autre part par la dissolution des particules au cours du temps, en fonction
de la concentration d’alumine locale dans le bain et de sa température telle que décrite
par la vitesse de dissolution f introduite dans la section En plus de la densité de
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particule n,, nous modéliserons I’évolution de la concentration d’alumine dissoute c et la
température © dans le bain, puisque la dissolution des particules en dépend.

Dans la section nous introduisons les équations qui décrivent I’évolution de la
densité de particules n,, la concentration d’alumine dissoute ¢ et la température du bain
O. Dans la section nous traitons la discrétisation en temps du systéme formé par les
équations pour n,, ¢ et © introduites dans la section Finalement, dans la section
nous considérons et discutons ’application du modele de transport et dissolution de
particules d’alumine au cas d’une cuve d’électrolyse industrielle AP32.

3.2 Modele de transport et dissolution d’alumine

Soit Q C R3 le domaine ouvert donné, occupé par le bain électrolytique. Ce bain est
animé par une vitesse d’écoulement u : Q — R3 stationnaire donnée et telle que divu = 0
dans Q et u-v = 0 sur le bord 992 de €2, ou ici v est la normale unité. On note T le
temps auquel nous souhaitons connaitre la solution. Dans ce chapitre on note c(t,x) la
concentration d’alumine dissoute en molm =2 et O(t, ) la température dans le bain en
Kelvin a l'instant ¢ € [0, 7] et & 'endroit = € Q.

Vitesse de transport La force de gravité a pour effet d’entrainer les particules d’alu-
mine vers le fond de la cuve. Nous avons vu dans la section que le temps caractéris-
tique nécessaire pour qu’une particule typique atteigne d’une part sa vitesse stationnaire
de chute et d’autre part la vitesse de ’écoulement du bain est de 'ordre de quelques mil-
lisecondes. La vitesse maximale de I’écoulement stationnaire dans une cuve d’électrolyse
d’aluminium étant de l'ordre de 0.1 ms™!, cette période transitoire s’étend sur des dis-
tances d’environ 1 x 1074 m, ce qui est largement inférieure & la résolution spatiale des
grilles que 'on utilise dans des calculs industriels. Par conséquent, nous ferons deux hy-
potheses simplificatrices dans le cadre du modele de transport et dissolution de particules
d’alumine. Premierement, nous supposerons que le champ de gravité a pour effet de trans-
porter les particules vers le fond de la cuve. On prendra comme vitesse de transport la
vitesse stationnaire de chute d’une particule soumise & la force de trainée de Stokes.
Cette force dépend du rayon des particules. Ce transport gravitationnel des particules, qui
a lieu dans I’ensemble du bain, est modélisé par un champ w(r) : Q x [0, 00) — R? défini
par

29 (pAl - Pe)rzég (32)

I

en vertu de (2.77). On a noté &3 le vecteur unitaire vertical dirigé vers le haut. Claire-
ment, le champ w est tel que divw = 0 dans (2. Deuxiemement, nous supposerons que les
particules suivent exactement les lignes de courant du champ de transport v + w dans le
domaine 2. Par ailleurs, la concentration d’alumine dissoute c et la température du bain
électrolytique © seront transportés par la vitesse d’écoulement wu, et diffusés.

w(r) = —

Populations de particules Dans une cuve industrielle, de I’alumine en poudre doit étre
injectée a intervalles réguliers dans le bain. Nous modélisons ces injections sous la forme
d’une série d’évenements instantanés, successifs dans le temps. Soit K le nombre total
d’injections, et soit un ensemble de nombres réels 7%, k =1,2,..., K tels que 0 < 7% < T
Vk, ot les 7% représentent les instants auxquels surviennent chaque injection. Pour toute
injection k = 1,2,..., K, la distribution initiale de particule est notée S* : (z,r) € Q x
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R, — Sk (z,7) € R4 et est supposée donnée. Les distributions initiales de particules Sk
s’expriment en kgm 3 m™!.

On note n’;(t,w,r), k=1,2,..., K la densité en espace et en taille de particules is-
sues de l'injection k& dans le bain électrolytique a Uinstant ¢t € [0,7]. Autrement dit, la
quantité n’;(t, x,r) dz dr représente le nombre de particules, a l'instant ¢, dans le volume
infinitésimal dz autour du point x € Q (entre z et x 4+ dx) et dont la taille est comprise
dans Plintervalle [r,r 4+ dr]|. Soit O, > 0 le temps de latence avant que les particules
ne commencent a se dissoudre suite & leur injection dans le bain. Ce temps de latence

a fait 'objet d’une discussion dans la section Chaque population de particules n];,
k=1,2,..., K satisfait les équations lorsque x € Q, r € R, :
nl;(t,:c, r) =0, 0<t<h, (3.3)
nl;(Tk,CC,T) = Sk(m,r),
ony k k k
B + (u(w) +w(r)) - Vn, =0, % <t < 7% 4 Orat, (3.5)
3nl;

op (@) +w(r)- Vnk + 9 (f(r, c, @)n’;) =0, T'4+OLu<t<T, (3.6)

or

ot I'opérateur V = (0, Oz,, 0zy )t La vitesse de dissolution f qui intervient dans ’équa-

tion (3.6) a déja ét¢ définie dans la section [2.3| par I'expression (2.56]). Les équations (3.5) et

(3.6) sont complétées par une condition aux limites sur le bord entrant. Plus précisément,
soit I'™ la partie du bord 02 de 2 définie par

I ={ze€d|v-(w+u)<0}. (3.7)

Ici, v est le vecteur normal unitaire extérieur a la surface 9€2. La condition aux limites sur
le bord entrant s’écrit alors pour tout k =1,2,..., K et t > 7*

nh(t,z) =0, zel . (3.8)

La densité totale de particules au temps t € [0,7], & 'endroit z € Q et fonction de r
est donnée par

K
np(t,z,r) = Z n];(t,:z:,r). (3.9)
k=1

Remarque 8. Les quantités n’]j introduites ici sont similaires au champ n, décrit dans la

section a ceci pres que les champs n’; sont des fonctions du temps ¢ et du rayon r des
particules, mais aussi du lieu = dans le domaine 2 occupé par le bain électrolytique.

Consommation de ’alumine dissoute La concentration d’alumine dissoute est consom-
méeﬂ par la réaction d’électrolyse. Si I est le courant électrique total imposé traversant
la cuve, le débit total d’alumine dissoute consommée en mols—' est proportionnel & I et
s’écrit
I

6F
o F = 96485.33 Cmol~! est la constante de Faraday. Le facteur 6 provient du fait
qu’il faut 6 électrons pour réduire une molécule d’Al,O3, et produire deux molécules
d’aluminium métallique Al.

(3.10)

2. On parle de consommation de I’alumine dissoute lorsqu’une paire de ions Al*" issus de la dissociation
d’une molécule d’Al, O3 est réduite au niveau de la cathode.
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On suppose que la consommation d’alumine dissoute qui a lieu dans le bain électroly-
tique est proportionnelle & la densité de courant électrique locale j : @ — R3. On définit
alors le terme de disparition de la concentration d’alumine ¢; associé a la consommation
par la réaction d’électrolyse

" :_L |j ()] 3.11
TS e a o
Q

de sorte & avoir la consommation totale sur 2

/qu(w') dz = —6%- (3.12)

Dissolution des particules d’alumine La masse perdue par la population de par-
ticules d’alumine n, vient contribuer & la concentration d’alumine dissoute. On définit
q2 le terme source de la concentration qui représente 'apport di a la dissolution des
particules de la maniére suivante. Si ¢t € [0,7], on note k(t) I'entier tel que k(t) =

maxi<ip<K {k | TF + Orat < t} . Alors on définit

k(t)

4
wt) ==Y ALkt ) f(rcft, ), Ot ) b (3.13)
=1 [ALL O3] Jr,
ot [Al,O4] = 0.102 kgmol ™! est la masse molaire de 'alumine. L’ensemble des indices

k tels que 1 < k < k(t) représente I’ensemble des populations de particules n’; qui se
dissolvent dans le bain & I'instant ¢ € [0, 7.

Concentration d’alumine dissoute La concentration d’alumine dissoute ¢ est trans-
portée dans le bain par la vitesse d’écoulement u, mais est de plus sujette a une diffusion
liée d’une part a ’agitation moléculaire, et d’autre part aux turbulences de I’écoulement.
Soit D, > 0 la diffusivité de la concentration d’alumine dissoute dans le bain, que 1’on
suppose étant fonction du champ de vitesse u. Alors la concentration ¢ doit satisfaire
I’équation

0

8—(;(75, z) +u(x) - Ve(t,x) — div (De(u(x))Ve(t,x)) = qi(x) + q2(t, z), YeeQ, te (0,T).
(3.14)

Puisque qu’il ne peut y avoir de flux de masse d’alumine a travers le bord du domaine €2,

la concentration doit satisfaire la condition aux limites de Neumann homogene

Jc

De(u(@))5-(ta) =0 Vo €99, te[0,T] (3.15)

Termes sources de la température du bain Pour simplifier le modele, on fait I’hy-
pothese que le bain électrolytique est isolé thermiquement, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de
flux d’énergie thermique a travers le bord du domaine occupé par le bain.

L’énergie thermique du bain provient de trois sources distinctes.

Premierement, les particules d’alumine sont injectées avec une température Or,; < ©, la
température locale du bain. De I’énergie thermique est prélevée dans le bain pour rétablir
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I’équilibre thermique entre celui-ci et les particules. On note p; (¢, z) la densité de puissance
thermique extraite du bain pour réchauffer les particules, que 'on définit par

K
4
p1(t,x) = — (Omit — Om;) Z ot — Tk) A pA10p7A1§7T7“SSk(QS‘,T) dr (3.16)
k=1 +
ol § est une masse de Dirac et Oy est la température initiale du bain. Dans (3.16]) et
pour rappel, O est la température initiale du bain électrolytique, C a1 et pa; sont la
chaleur spécifique et la densité de I’alumine, tandis que les S* sont les distributions en
espace et en rayon des doses de poudre d’alumine qui interviennent dans le membre de

droite de (3.4]).

Remarque 9. En réalité, la puissance nécessaire a réchauffer les particules pi (¢, z) est
proportionnelle a ©(t, x) — Or,j. Cependant, dans on utilise la température initiale
du bain O, a la place de O(t,x), ce qui revient a négliger I’écart entre O(¢, ) et O,
qui est faible devant Ori — Oryj.

Deuxiemement, la réaction de dissolution de la poudre d’alumine est endothermique.
On note pa(t, x) la densité de puissance thermique utilisée par la réaction, que l'on définit
pour tout z € Q et t € [0,T] par

pg(t,m) = _AHDisqu(t7x)a (317)

ou A Hpjgs est 'enthalpie molaire nécessaire a la dissolution de ’alumine. On rappelle que
q2(t,.) est le débit molaire par unité de volume d’alumine dissoute & l'instant t.

Et troisiemement, la résistivité électrique de 1’électrolyte engendre la conversion d’une
partie de I’énergie électrique en énergie thermique par effet Joule. Cette source d’énergie
thermique ps par effet Joule dépend de la densité de courant stationnaire j et s’écrit

J-J
p3(x) = =—=. (3.18)
o
ol le nombre réel o > 0 est la conductivité électrique du bain que 1’on suppose constante
dans tout €.

Température du bain Tout comme la concentration d’alumine, la température du
bain électrolytique © est transportée par la vitesse d’écoulement u, et diffusée dans le
bain. Cette diffusion est due a la 'agitation moléculaire d’une part, et & aux turbulences
de I’écoulement d’autre part. Soit Dg > 0 la diffusivité de la température dans le bain,
que 'on suppose étant une fonction du champ de vitesse u. Comme précédemment on a
noté pe, Cp e la densité et la chaleur spécifique du bain électrolytique. Alors la température
© doit satisfaire I’équation

3
%(t,a}) +u(z) - VO —div (Dg(u(x))VO(t,z)) = peép,e ;pi(t, x), VreQ, te(0,T).

(3.19)
De plus, et conformément a I'hypotheése d’isolation thermique, la température © doit
satisfaire une condition de Neumann homogene

Cp7e(u(x))88(;)(t,x) =0, YzedQ, telo,T)]. (3.20)
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Formulation du probléme Le probleme de transport et dissolution d’alumine en fonc-

tion de la température consiste a chercher des fonctions n’; 0 (0,T) x 2 x R+ — ]R,

( T) x Q —> Ret ©:(0,7) x Q — R qui satisfont les équations couplées a (3.6),

et ainsi que les conditions aux limites et (3.20)), auxquelles on

aJoutera des condltlons initiales appropriées.

La section suivante traite de la discrétisation en temps de ce systeme d’équations.

3.3 Discrétisation en temps

On répete ici, par soucis de clarté, le systeme d’équations aux dérivées partielles qui cor-
respondent au modele de transport et dissolution d’alumine en fonction de la température,

soit les équations (3.3]) a (3.6), (3.14) et (3.19). On a Vk =1,2,..., K

ny(t,z,r) =0, 0<t<7F  (3.21)
d
gt + (u(z) + w(r)) - Vnk =0, et <rhr O, (3.22)
oy vk 4 2 Ok =0 F O <t<T, (323
i+ @)+ o) Vgt o (e Onf) =0, rF 4O <t<T,  (3.23)
et
% + u(z) - Ve — div (De(u(z))Ve) = ¢1 + qo, vVt € (0,7), (3.24)
a—@+u( ) - VO — div (De (u(z))VO Z vt € (0,7T) (3.25)
at ("') Cpez 1p17 ) *

dans (). Les termes source de la concentration ¢ sont

[4()]

@gx)=———m—F——""— (3.26)
5 [ li(a)] do
Q
et
k(1) dmpa
1 k 2
= — . .2
qg(t,l') kgl [A1203] /]R+ np(t,x,r)f(r,c(t, x),@(t,m))r dr (3 7)
Les termes source de la température © sont
K 4
pi1(t,x) = — (Omit — Omj) Z (t— Tk)/ pAle7A1§7rr3Sk(x,r) dr, (3.28)
k=1 Ry
D2 (ta I) - _AHDiSSQQ (t) ﬂf), (329)
et o
p3(z) = % (3.30)

Ces équations munies de conditions limites et initiales forment un systéme couplé pour
les inconnues n’;, c et ©. En effet, la densité de particules n, (voir ) dépend de la
concentration ¢ et de la température © par I'intermédiaire de la vitesse de dissolution f,
tandis que la concentration et la température dépendent de la densité de particule n, a

travers leurs termes sources respectifs go, p1 et po.
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En suivant Papproche adoptée dans [Hofll], on propose de discrétiser les équations
a par une méthode de splitting en temps de la fagon suivante. Soit un nombre
de pas de temps N et soit At = T'/N un pas de temps uniforme. Soient ¢, = nAt, n =
0,1,..., N, une subdivision de I'intervalle de temps [0, 7]. On note n’;’n une approximation
de n];(tn, .,.), Npn une approximation de ny(ty, ., .), ¢, une approximation de c(t,,.) et ©,
une approximation de O(t,,.). Puisque k est 'indice de l'injection d’une population de
particules, on définit i* et j* tels que

ik :max{j eN ‘ jAt<7‘k}, jk:max{j eN ‘ jAt<7’k—|—@Lat}. (3.31)

En d’autres termes, i* est I'indice du dernier pas de temps qui précéde linjection de
la population k, et j* est I'indice du dernier pas de temps qui précede le début de la
dissolution de la population k. Bien entendu, si O, = 0 alors i = ji.

Etant donnés n];m Vk=1,2,...,K, ¢, et O, on pose

nh =0, sind 1< 41, (3.32)
nh =5 sind+1=1d"41, (3.33)
~k
Mpnt1 — T _
Lk A Lbu- Vi, =0, (3.34)
nk ak
p’”“At p”+w-vn’;m+1:0, siifF4+1<n+1<jk (3.35)
dans Q et pour tout » > 0. Puis, si n est tel que j* < n+1 < N, on pose
Ak o —nk
p’”At L tu-Vak, =0, (3.36)
=3 ~k
Tpn+1 ~ Mpntl =
il A7 PEES 4 w(r) - Vg, =0, (3.37)
k =k
M1 ~ M1 | O
RIS g (f (e, ©0)nf 1) = 0 (3.38)

dans €2 et pour tout r > 0. Et finalement

% F - Venyt — div (DeVens1) = @1 + s, (3.39)

Oni1 — On , 1 2

ol VO, — div (DeVOpt1) = Zpi,n—H +p3 (3.40)
At peCp7e =1

dans €. On précise maintenant la forme des termes sources discrétisés g2 n41, Pijnt1, @ =
1,2.

Remarque 10. Les équations (3.36) - forment un “splitting” en temps de

Discrétisation de la source d’alumine ¢;. Le terme source ¢o qui apparait dans
I’équation correspond a la masse d’alumine qui est transférée entre les particules qui
se dissolvent et I’alumine dissoute par unité de temps. Afin de permettre une conservation
exacte de la masse d’alumine par le schéma numérique entre les champs n,, et ¢, nous tirons
parti du splitting en temps des équations et [Hof11]. Plus précisément, grace

au splitting en temps, les quantités nlpfm 41 et ﬁ];,n 11, k=1,2,..., K sont indépendentes
de ¢p41. On pose alors
Z pal 77r7“3 (nk (z) —nk ($)) dr, ze€Q. (341)
q2"+1 .Al() p,n+1 p,n+1 ) . .
1<k<K Ry [ALO3]

jF<n+1
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Ici, la somme porte sur toutes les populations de particules qui se dissolvent & l'instant ¢,,,
c’est-a~dire les populations £ telles que t;x < iy.

Discrétisation des sources de puissance thermique p; et ps. Le terme source de
puissance thermique p; (voir (3.16))) est discrétisé en régularisant la masse de Dirac sur
les intervalles [t;x,t;x + At], k=1,2,..., K. On pose

K
1 4
p1,n+1($) = — (@Init — @[nj) Z K6n+1,ik / pAle,Alfﬂ'TBSk(l’, 7") dT‘ (342)
Pl Ry 3

ou 0; ; est le symbole de Kronecker définit par

1 L
bij = { e (3.43)
0 sii # j.

Le terme source po, qui correspond & la puissance thermique nécessaire a la dissolution
des particules (voir (3.17))), est discrétisé en utilisant go 41 :

P2n+1 = _[A1203]AHDissq2,n+l~ (344)

L’équation est discrétisée selon r a I'aide du schéma des caractéristiques présenté
dans la section [2.4] Les équations (3.35), (3.36), (3-37), (3-39) et (3.40) sont des équations
d’advection ou d’advection-diffusion et sont discrétisées en espace selon la méthode adoptée
dans [Hof11]. La discrétisation est basée sur une méthode d’éléments finis continus linéaires
par morceaux et stabilisée par une méthode de type SUPG |QVO08].

Propriétés de conservation du schéma de discrétisation Nous établissons mainte-
nant le bilan de masse d’alumine dans les champs nlpj’?n 4+, k=1,..., K et cyy1 a I'instant
tn+1 dans le cas particulier ou la vitesse de sédimentation des particules est nulles, i.e.,
lorsque w(r) = 0. On note la masse de particules d’alumine dans la population k & 'instant
ln+1 par

4
k _ k 3
Nypy1 = /Q dx - drpAmp?nﬂgm" : (3.45)

On notera encore la masse totale de particules d’alumine a l'instant t,,11 par Npp41 =
SE Nﬁn 11 et la masse d’alumine dissoute a l'instant ¢, 11 par

Cot = [ALOs] / e da. (3.46)
Q

Pour rappel, on a noté ici [Al,O5] la masse molaire de ’alumine.

En vertu des équations (3.32) a (3.38]), I'accroissement de la masse d’alumine de la
population k entre les instants t¢,, et t,41 s’écrit

0, sin4 1<k,
4
/ dm/ drpaSF=mr3, sin+1=1di4+1,
Nk Nk =) e Ry 3
prtl o 0, siib+1<n+1<jk,
4 30 & = e
= - <
/Q dx - drpA137rr (np,n+1 npmﬂ) , sijf<n+1<N.

(3.47)
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On obtient 'accroissement de la masse totale de particules entre les instants t¢,, et t,4+1 en
sommant sur k=1 4a K :

Np7n+1—Np,n = Z(Nkn—H ) Z( pn+l N;];,n)
k

n+1<sk n+l= zk+1
k
Z( pn+1 ) Z( pn+1 Np,n)‘
i +1<n+1§] J <n+1

Puisque
S (NEusr = Nj) =0 et > (Nfi = NE) =0
k k

n+1<ik iF1<nt+1<55

en vertu de (3.47)), on obtient
4
Np,n+1 - Np,n = Z/ dx/ dTPAISk*W”g
LY R, 3

n+l1=ik4+1

4 =
+ Z/Q dac/]R dr,oAlgm“?’ (n];’nﬂ - n];’nﬂ) , (3.48)
k +

jR<n+1

En intégrant les expression (3.36)), (3.37)) sur €2, en utilisant le théoréme de la divergence
et en se rappelant que divu = 0 dans Q, que u - v = 0 sur 0f) et que 8"15;“ = 0 sur 012,

on obtient que
_/Qﬁ];,nﬂ dz = /Qn’;m dz. (3.49)

En remplagant (3.49) dans (3.48]), I'accroissement de masse totale de particules s’écrit

4
Npnt1— Npn = Z/ df'?/ dTPAISk§7W’3
PRRAY Ry

n+l1=i*4+1

4 3( k k
+Zk:/9 dz /R+ drpAlgm" (np7n+1 - np,n) . (3.50)

jF<n41

On dérive maintenant une expression pour l'accroissement de la masse d’alumine dis-
soute. En intégrant ’équation ou le terme source g2 ,+1 est donné par I’expression
, en utilisant le théoréeme de la divergence et en utilisant a nouveau le fait que
divu = 0 dans 2, que u-v =0 et 86% = 0 sur €, et que w = 0 par hypothése on obtient

41,0, [ cusrdr —[A1,0y] [ cyde = SR
Q 0

4
- Z/ dl’/ drparmr? (Mpn+1 = Npyn)
o R, 3

gk <n41

et ainsi par ([3.46)),

AtI] A1203

Cpy1—Cp=— Z/ dx/ drpAl T (npn+1 Np.n) (3.51)

7 <n+1
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On définit la masse totale d’alumine dans le bain par M, 1 = Np 41 + Cp, et on obtient
laccroissement total de masse d’alumine dans le bain entre ¢, et ¢,41 en sommant (3.50))

et (3.51)). On obtient

I[AL,04]
My — M, = 2 3 —}—Z/ dx/ drpaS* *71'7“ (3.52)
n+1=ik4+1

Par récurrence sur n on obtient

I[AL,04]
My — My = —tp1——=—= 2 3l —I—Z/ dx/ drpAlskfﬂr (3.53)

7 +1<n+1

c’est-a-dire que la masse totale d’alumine dans le bain dépend uniquement du taux de
consommation de I'alumine dissoute par I’électrolyse (premier terme du membre de droite

de (3.53)) et de la masse des doses injectées antérieurement au temps t,41 (deuxiéme
terme du membre de droite de (3.53)).

Nous concluons cette section en établissant un bilan de I’énergie thermique dans le bain.
En intégrant ’équation (3.40)) sur Q2 et en multipliant par Atp.Cp . on a

/ peCpe (Ont1 — Oyp) dz + Atp.Cp e </ u- VO dx — / div (DgVO,41) dx)
Q Q Q

2
= AtZ/Qpi,nH dzr + At/ﬂpg dz. (3.54)
i=1

En utilisant le théoreme de la divergence, et en utilisant le fait que divu = 0 dans €2, que

%:oetu-yzosuraﬂﬂreste

2
/QpeC'ge (Opt1 — 0y) dz = Atz /Qpi7n+1 dz + At/ng dz. (3.55)
i=1

En remplacant les expressions ((3.42), (3.44) et (3.18]) pour le termes sources pi 41, P2.n+1
et p3 on obtient

At
PeCp,e/ (Ont1 —Op)de = — [ j-jda
Q o JQ
4
—Cp,A1 (Omit — @Inj)Z/ dﬂ?/ drpaimri Sk
PRRAL R 3
ik +1=n+1
AH d d 4 30 & k
+ Diss; o 4 R TPAIZTT (”pmﬂ‘”p,n)-
jr<n+1
A nouveau par récurrence sur n on obtient
t .
PeC'p,e/ (Oni1—Og) dz = / j-jda
Q g 0
4
—Cp,Al (@Init —@Inj)Z/ d.CU/ d'rpAl—ﬂ'TgS
AL R 3
iF+1<n+1
+AHpiss Z Z/ d:r/ drpAl r ( ne i~ k )
m= O k
jP<m+1

(3.56)
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c’est-a-dire que I’énergie thermique du bain peCp e [, ©pn dz dépend uniquement de 1’éner-
gie thermique initiale, de I'intensité de 'effet Joule, de la masse des doses d’alumine injec-
tées antérieurement a l'instant ¢, et de la masse de particules d’alumine dissoutes durant
I'intervalle de temps [0, ¢,,]. Nous utiliserons la relation de bilan d’énergie thermique
pour fixer la conductivité électrique o dans la section La conductivité sera choisie
de sorte a ce que la variation de I'énergie thermique peCpe [ (On4+1 — ©p) dx soit bornée
dans la limite ou n — oc.

Remarque 11. En général, les bilans de masse (3.53)) et (3.56|) sont valables pour autant
que la totalité des particules se dissolvent & I'intérieur du bain. Cette condition est satisfaite
si la vitesse de sédimentation w = 0 comme on ’a supposé dans ce dernier paragraphe.

Cette condition est aussi satisfaite si nlg = 0 sur 012, puisque le terme

/ nl;w cvds =0 (3.57)
oN

également, i.e., le flux de particules a travers la frontiere de 2 est nul.

Remarque 12. Les bilans de masse et d’énergie ci-dessus ont été dérivés a partir du
modele de transport et dissolution semi-discrétisé. Pour que ces bilans restent valables
pour le probleme discrétisé en temps et en espace, il est essentiel que la discrétisation en
espace des équations d’advection-diffusion (3.35)), (3.36), (3.37), (3.39) (3.40) conservent
exactement les intégrales de n,, 5, ¢, et ©,, sur €. Dans les approximations numériques des
équations de convection-diffusion d’une grandeur physique, ou le transport par une vitesse
up, donnée ne satisfait pas exactement divuy = 0 et uy, - v = 0 sur 952, on obtient un défaut
de conservation numérique de la grandeur physique. Pour y remédier, on utilise une tech-
nique donnée dans larticle [FR13| qui a pour but de conserver numériquement 'intégrale
de la grandeur physique répondant a I’équation de convection-diffusion discrétisée.

La section suivant traite de I’application de ce modele numérique a une cuve d’électro-
lyse d’aluminium industrielle.

3.4 Dissolution de poudre d’alumine dans une cuve indus-
trielle

Dans cette section nous appliquons le modele de transport et dissolution d’alumine en
fonction de la température proposé dans la section [3.2] dans le cadre d’une cuve d’élec-
trolyse industrielle pour déterminer la répartition de ’alumine dissoute dans le bain de
celle-ci. Nous utilisons la cuve AP32, qui exploite la technologie de cuve d’électrolyse AP
Technology™ développée par Rio Tinto. Les premiéres cuves basées sur la technologie
AP ont été mises en production au début des années 1990, et plus de 4000 d’entre elles
fonctionnent encore actuellement dans les halles de productions a travers le monde [Riol8].

Nous commencons par présenter le design et le mode d’opération de la cuve AP32.
Nous détaillerons ensuite le choix des différentes données qui interviennent dans le modele
numérique proposé dans la section [3.3] et dans le cadre de la cuve AP32. Finalement, nous
présenterons une sélection de résultats numériques obtenus.

Géométrie de la cuve AP32 La structure de la cuve AP32 occupe au sol une longueur
d’environ 17 m et une largeur d’environ 4 m. L’ensemble de la structure s’éléve sur environ
5 m. La figure[3.1| montre la disposition des différents éléments a l'intérieur de la cuve. Les
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fluides s’étendent horizontalement sur environ 14 m par 3.5 m. L’épaisseur de la couche
d’aluminium liquide (en jaune sur la figure |3.1a)) en contact avec la cathode est d’environ
17 c¢m, tandis que I’épaisseur maximale du bain électrolytique, au niveau des canaux entre
les blocs anodiques, est d’environ 20 cm. La figure illustre le volume occupé par
le bain dans lequel nous nous intéressons a déterminer la concentration d’alumine (en
orange). Les indentation rectangulaire a la surface de celui-ci correspondent au volume
occupé par les anodes partiellement immergées. L’ACD est typiquement de l'ordre de 3
cm. Ces différentes épaisseurs des fluides varient d’un point a 'autre de la cuve a cause des
écoulements dans les fluides, de la déformation de 'interface bain-métal et des irrégularités
a la surface des anodes. De plus, le volume de métal liquide varie constamment, d’une part
a cause du produit de la réaction d’électrolyse, et d’autre part a cause des opérations de
siphonnage du métal, qui interviennent environ une fois par jour.

(a) Eléments & proximité des fluides (b) Bain électrolytique

FI1GURE 3.1 — Géométrie des éléments importants a proximité du bain électrolytique dans
une cuve AP32 (fig. , et détail du volume occupé par le bain électrolytique dans cette
méme cuve (fig. [3.1b)). On distingue les anodes en haut et la cathode en bas (noir), le
bain électrolytique (orange), le métal liquide (jaune) et les bus bar (gris clair).

Le plan anodique est composée de deux rangées de 10 anodes chacune, représentées en
noir sur la figure[3.1al La surface du plan anodique est d’environ 40.3 m? et seulement 25%
de la surface du bain est libre, le reste étant recouvert par les anodes. La cuve est congue
pour que I'électrolyte soit traversé par un courant électrique total de I = 320000 A, ce
qui correspond & une densité de courant d’environ 0.8 A cm™?2 & la surface des anodes. En
supposant un rendement de réaction de 100%, ce courant électrique permet de réduire par
électrolyse 29.8 gs™! ou 2577 kg par jour d’aluminium métallique, i.e., un peu plus qu’l
m? de métal par jour. Cet accroissement de volume de métal correspond & une variation
de I'épaisseur du métal liquide d’environ 2 cm.

Du coté des anodes, la réaction d’électrolyse produit environ 0.8 mols™! d’oxygene
O,. Cet oxygene réagit immédiatement avec le carbone de ’anode pour former du CO,.
Dans I’ensemble de la cuve, 1’électrolyse produit au total environ 80 L par seconde de
gaz, qui remonte vers la surface du bain par le canal central et les canaux latéraux. La
réaction de l'oxygene avec le carbone des anodesEl provoque 1’érosion de celles-ci a une
vitesse d’environ 1100 kg par jour. Etant donné le nombre total d’anodes et leurs tailles
respectives, chaque anode d’une cuve AP32 a une durée de vie d’environ 30 jours, apres
quoi elle doit étre remplacée par une anode neuve.

Pour compenser 'alumine dissoute qui est consommeée par la réaction d’électrolyse, il
faut injecter en moyenne au cours du temps 56.3 gs~! de poudre d’alumine. Comme déja
mentionné dans la section la poudre d’alumine est déposée a la surface du bain dans
le canal central par une série d’injecteurs dont la position est fixe. Un piqueur vient percer
mécaniquement un trou dans la crotite et créer un acces a la surface libre du bain avant

3. L’oxydation du carbone qui constitue les anodes par l'oxygéne qui résulte de la réaction d’électrolyse
forme du CO, sous forme gazeux.
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chaque injection. Ce trou se rebouche rapidement, et pour cette raison l'injection de la
poudre d’alumine ne peut pas avoir lieu contintiment.

Pour maintenir un rendement énergétique maximum, éviter I’émission de gaz fluorés et
éviter I'occurrence des effets d’anodes, il est crucial que la concentration d’oxyde d’alumi-
nium dissoute dans le bain soit maintenue dans un intervalle tres précis. Malheureusement,
pour de nombreuses raisons il est impossible de maintenir un bilan précis de la quantité
d’alumine dans le bain en fonction de ce qui est injecté et de ce qui est consommé. En
effet, ’environnement rend difficile la mesure précise des quantités déposées, une partie des
particules volatiles ne parviennent jamais dans le bain, des agrégats se forment, dont une
partie s’accumule au fond de la cuve sur la cathode, et des réactions chimiques parasites
viennent, entre autres, grever ce bilan.

Pour contourner cette difficulté, les opérateurs exploitent le fait que la résistivité du
bain électrolytique dépend de la concentration d’alumine dissoute, et atteint un minimum
a la concentration optimale ¢ &~ 3% masse. En mesurant la chute de potentiel électrique a
travers le bain électrolytique, on maintient la concentration d’alumine dissoute au voisinage
de la concentration optimale en alternant une phase de suralimentation en alumine et
une phase de sous-alimentation. Durant la phase de suralimentation, la concentration
d’alumine va passer au-dela de la concentration optimale et par conséquent accroitre la
résistivité du bain. Passé un certain seuil, on débute une phase de sous-alimentation,
durant laquelle la résistivité commence par chuter, puis croit a nouveau. Passé un certain
seuil, on amorce une phase de suralimentation, et ainsi de suite.

Dans chacune des phases de suralimentation ou sous-alimentation, les injecteurs dé-
posent les doses d’alumine selon une cadence préétablie et périodique. La période et la
taille des doses peuvent étre spécifiées indépendemment pour chaque injecteur.

Calcul de I’écoulement dans le bain Une approximation de vitesse d’écoulement du
bain u et de la densité de courant j dans la cuve AP32 est obtenue par I'intermédiaire
du modele multi-physiques stationnaire proposé par G. Steiner [Ste09], J. Rochat [Roc16)
déja introduit dans la section La figure représente la vitesse d’écoulement ainsi
calculée par le logiciel Alucell|Ste09] dans le bain électrolytique de la cuve AP32, dans
I’ACD. Lorsque la densité de courant électrique est répartie uniformément sur toutes
les anodes, I’écoulement dans les fluides forme deux tourbillons principaux qui tournent
en sens opposés. Deux petits tourbillons se forment dans les coins avals. Les vitesses
maximales de 1’écoulement (5 cms™! environ) sont atteintes dans le canal central au
niveau des extrémités de la cuve, ainsi que le long de la paroi amont, de part et d’autre
de la cuve. Dans le reste du bain, et en particulier sous les anodes, la vitesse d’écoulement
dépasse rarement 2 cms~'. La ﬁgure illustre les lignes de courant de I’écoulement dans
le bain. On remarque les lignes de courant s’engagent dans les canaux latéraux et dans le
bain en pourtour des rangées d’anodes.

Conditions sur l’injection et ’effet Joule Le schéma numérique proposé dans la
section est congu de maniére & conserver exactement d’une part la masse d’alumine
dans les populations de particules n, et concentration d’alumine dissoute ¢, et d’autre
part la quantité d’énergie thermique liée a la température du bain ©. Pour des raisons
déja évoquées, ces bilans ne sont pas exactement respectés dans une cuve industrielle
réelle, et il faut en général injecter un peu plus d’alumine que ce qui est consommé par
la réaction d’électrolyse. Quand a I’énergie thermique, nous avons supposé que le bain est
isolé thermiquement, alors que dans une cuve réelle une quantité non négligeable d’énergie
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s’échappe par le métal, les parois latérales de la cuve, les anodes, la surface du bain et par
le CO, qui s’échappe dans ’atmosphere.

Vitesse u [ms™!]

L
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

FI1GURE 3.2 — Champ de vitesse u dans le bain électrolytique d’une cuve AP32 restreint sur
une surface placée & mi-hauteur de ’ACD, vue depuis dessus. Cette situation correspond
a un état d’opération standard.

F1GURE 3.3 — Lignes de courant correspondant au champ de vitesse représenté sur la figure
Les lignes de courant prennent leur origine le long du canal central.

Pour éviter que la masse totale d’alumine dans la cuve croisse sans limite au cours du
temps, il faut s’assurer que dans un état pseudo stationnaire, la masse d’alumine reste
proche de la masse d’alumine initialement présente dans le bain. En d’autres termes, si
M, est la masse totale d’alumine dans le bain a 'instant ¢,, telle que définie dans la section
, alors on demande a ce que

. My — My
lim ——— =0,
n—0o tn
c’est-a-dire que
I[A1203] . 1 k4 3
A8l gy L d/d S, 3.58
6F  nmvoo tyg Zk: /g T, AR (359
ik+1<n41
Il faut donc choisir la masse des doses d’alumine injectées S*, k = 1,2,... et les temps
d’injection 7%, k = 1,2, ... de sorte a ce que le débit de masse de poudre d’alumine moyen

au cours du temps soit égal a I[A%ﬂ, c’est-a-dire 56.382 x 1073 kgs~ L.
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La cuve AP32 possede 4 injecteurs placés au-dessus du canal central, numérotés de 1
a 4, dans le sens de la coordonnée x croissante (voir la figure [3.4). Les paramétres qui
définissent chaque injecteur sont regroupés dans la table

La masse des doses dans la table est choisie de telle sorte a ce que ’ensemble
des 4 injecteurs injecte 25% de la masse d’alumine en moyenne. La région de répartition
des densités des particules initiales S* est décrite dans [Hof11]. Plus précisément, chaque
quantité S* est une fonction lisse & support compact centrée autour du point d’injection de
I'injecteur correspondant. La distribution initiale en rayon est approximée par une loi log-
normale basée sur des mesures expérimentales. Puisque les rapport des périodes d’injection
des 4 injecteurs sont des nombres rationnels, on peut définir une période globale P liée a
'ensemble des 4 injecteurs. Etant données les périodes d’injections reportées dans la table
le cycle d’injection global est périodique apres une transition initiale de 64s, avec une
période de P = 192 s. La figure représente les injections qui ont lieu durant les 192
premieéres secondes de la simulation.

#1 #2 #3 #4
1.8m ¢ Y \‘ \1 !
Om ¢ =§Q =l (£= :l=
—1.8m¢ ) . ' €T
—7I.1m Om 7I.1m

FIGURE 3.4 — Vue schématique de la partie supérieure du bain électrolytique. Les blocs
rectangulaires représentent I’emplacement des anodes, tandis que les cercles indiqués par
les fleches et numérotés marquent ’emplacement des injecteurs disposés le long du canal
central.

#4 - o o o o o o —
- | ° ° ° J
g 7
g
E #2 r o o} ] o o o -
#1 - o o o o o o o o ] ] o o
32 64 96 128 160 192
Temps ¢ [s]

F1GURE 3.5 — Temps d’injections des différents injecteurs de la cuve AP32. Chaque cercle
représente une injection. Chaque ligne correspond a I'un des 4 injecteurs.
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TABLE 3.1 — Parameétres caractérisant les 4 injecteurs de la cuve AP32.

Injecteur Position Premiere injection Intervalle d’injection Masse de dose
#1 —4.4m 16s 16s 0.225 kg
#2  —1.6m 32s 32s 0.451 kg
#3 1.6m 48s 48s 0.676 kg
#4 4.4m 64s 24s 0.338 kg

On détermine maintenant une condition sur la conductivité électrique o, issue d’un ar-
gument similaire & celui fait sur I’énergie thermique du bain. Pour que I’énergie thermique
du bain reste proche de I’énergie thermique initiale, on demande a ce que

peCp,e/ (®n+1 - @0) dz
lim 2 =0, (3.59)

n— 00 tn—i—l

ce qui correspond a la condition, en considérant (3.56)) :

I 1 4 4o
;/QJ jdz = Cp a1 (Omit — Omy) lim. it %:/Q dx /]R+ drpmgw S
ik +1<n+1
AHpee lim — n d drparar® (nh k
— Diss I toit mz:ozk:/ﬂ .%‘/R+ TPAIgTFT‘ (nnmﬂ —np’m).
jE<m41

(3.60)

Le premier terme du membre de droite de (3.60)) est égal a

I1[A1,O
Cp Al (Ommit — Omj) [62FS]
en vertu de (3.58)). Pour que le deuxiéme terme du membre de droite de (3.60|) converge, il
est suffisant que chaque population k > 1 se dissolve en un temps fini quelque soit k. Plus
précisément, les populations nlg se dissolvent en un temps fini s’il existe un entier positif
q tel que n’;,’n = 0 pour tout n > j¥ +¢.

Le cas échéant on peut télescoper la somme sur k£ et en remarquant que

k _ k
/an’jkda:—/QS dx

pour tout k < 1 et pour tout > 0 lorsque la vitesse de chute est nulle, le deuxieme terme
du membre de droite de (3.60) se réduit a

1 4

Z/ da:/ dr,OAlﬂrr?’Sk.
tny1 57 Ja R, 3
i*1<n+1

AHDiss lim
n—00

Ainsi finalement,

1

I[Al I[Al
- /Q] : ]dx = Cp,Al (®Init - GInj) M + AHpiss [ 203]

6F 6F

et on fixe o de sorte a satisfaire cette derniére relation, c’est-a-dire que

/j‘jd:c
Q

(Cp,AI (@Init - GInj) + A-FIDiss)

g

(3.61)

g =

TTALO]"
6F
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Diffusivité du bain électrolytique La vitesse d’écoulement stationnaire du bain
obtenue par la méthode introduite dans [Ste09], [Roc16| est la vitesse moyenne d’un écou-
lement turbulent. Les structures turbulentes du fluide sont décrites par un modele de
longueur de mélange de Smagorinsky [Roc16]. Dans le modele de Smagorinsky, les struc-
tures turbulentes de ’écoulement se traduisent par une viscosité de 1’écoulement moyen
proportionnelle au tenseur des déformation de u. Dans le présent travail, nous caractéri-
sons la diffusivité D. de la concentration c et la diffusivité Dg de la température © par
quatre réels positifs Dg, DE, DM et DT pour tout 2 €  de la maniere suivante :

1/2

Do(z) = D§ + D§ | 2 Zgij(U(ﬂﬂ))gij(U(m)) 7 (3.62)
»J o

De(x) = D' + Dy | 23 &;j(ul@))E(u(@)) | (3.63)

ou &, 1,7 = 1,2, 3 est le tenseur des déformation de ’écoulement défini par

. 1 8u1 auj
Em(u) =5 (81}] + 6:@) . (364)

Les valeurs du parametre DM associé & la diffusion moléculaire et de DT associé a la
diffusion induite par les turbulences de 1’écoulement, sont rapportées dans la table

Remarque 13. Le nombre de Péclet Pe de 1’écoulement dans la cuve est défini par
Pe = %, ou L est I'épaisseur de la couche de bain, u la vitesse d’écoulement et D la
diffusivité de 'alumine dissoute. Avec ’écoulement représenté a la figure 3.2, on obtient
Pe = 3. On calcul le nombre de Péclet numérique en substituant a L la taille de maille
verticale, soit L ~ 0.25. On obtient Penum & 25, ce qui montre la nécessité de stabiliser le

schéma numerique, par une méthode de type SUPG dans notre cas.

Conditions initiales de la concentration et de la température Les conditions
initiales des populations de particules nlg sont données par la relation 1} En d’autres
termes, aucune particule n’est présente dans le bain électrolytique a ¢ = 0.

On observe expérimentalement sur des cuves d’électrolyse industrielles que celles-ci
atteignent un état stationnaire périodique lié a la période du cycle d’injection apres un
temps caractéristique de transition. On observe typiquement 1’établissement de cet état
périodique indirectement par des mesures de la résistivité électrique de la cuve. Par ana-
logie, dans le cadre du modele de transport et dissolution d’alumine nous nous attendons
a ce que la densité de particules n,, la concentration c et la température © atteignent
asymptotiquement lorsque t — oo, un état périodique de période P identique a la période
du cycle d’injection global, soit 192 s dans notre cas.

Il est clair que plus les conditions initiales pour ¢ et © sont éloignées de 1’état périodique
asymptotique, plus le temps nécessaire pour atteindre un tel état est long. Par conséquent,
nous choisissons des conditions initiales uniformes en espace pour la concentration et la
température, et qui soient égales aux conditions optimales d’opération de la cuve AP32 :

c(0,z) = cmi, Vo€ Q,
©(0,x) = O, VY € Q.
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TABLE 3.2 — Parameétres physiques et parameétres liés a la cuve AP32 qui interviennent
dans le transport et la dissolution de poudre d’alumine.

Quantité Valeur Unités Description

Pe 2130 kgm™3 Masse volumique du bain électrolytique

PAL 3960 kgm™3 Masse volumique de 'oxyde d’aluminium

Ch.e 2945 Jkg7!'K~!  Chaleur spécifique du bain électrolytique liquide

Cp Al 1200 Jkg7!'K~!  Chaleur spécifique de 'oxyde d’aluminium

g 9.81 ms?2 Accélération de la gravité terrestre

1 320000 A Courant électrique total

F 96485.33  Cmol ™! Constante de Faraday

i 0.945 I Rendement de Faraday de ’électrolyse

[AL,O5]  0.102 kg mol ! Masse molaire de 'oxyde d’aluminium

O1nit 1223 K Température initiale du bain électrolytique

O1nj 423 K Température d’injection des particules d’alumine

OLiq 1218 K Température du liquidus du bain électrolytique

Ocrit 1218.86 K Température critique de dissolution dans le bain
électrolytique

K 0.5x 107 m?s7! Taux de dissolution des particules d’alumine

A Hpigs 5.3 x 10° Jkg™! Enthalpie de dissolution de I'oxyde d’aluminium

o ~ 900 Sm™! Conductivité électrique du bain électrolytique

Dg[ 5x 1074 WEK~'m~! Diffusivité thermique dans le bain

Dg 5x 1074 JK 'm~!  Diffusivité thermique turbulente dans le bain

DM 5x107* m?s~! Diffusivité moléculaire dans le bain

Dt 5x 1074 m? Diffusivité turbulente dans le bain

I 2x 1073 kgm~'s™!  Viscosité laminaire du bain électrolytique

CSat 1689.7 molm—3 Concentration de saturation de ’alumine dissoute

CSat,%w 7.8 w% Concentration de saturation de ’alumine dissoute

Clnit 635.3 molm™3 Concentration initiale de ’alumine dissoute

Clnit,%w 3.0 w% Concentration initiale de I’alumine dissoute
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Ol Chit, Omit sont donnés dans la table [3.2] Remarquons que la concentration initiale cpy;t
en mol m ™3 s’exprime en fonction de la concentration initiale Cinit, %w €D Yo masse a l'aide

de la formule :
Clnit, %w 1001

Pe[A12O3] <1 — Clnit, %w * 100—1 < - &>)
PAl

Chnit =

Nous exploiterons également cette derniere formule pour convertir les valeurs du champ
de concentration en % masse lors de la visualisation des résultats. Les deux valeurs de la
concentration initiale selon les unités physique sont rapportées dans la table

Parameétres de discrétisation Le maillage du domaine €2 est obtenu en méme temps
que les champs u et j par la méthode déja évoquée plus haut proposée par , .
On peut voir sur la figure [3.6] un apercu du maillage de €2 qui correspond a l'une des
extrémités de la cuve. Le maillage est fortement anisotrope, avec des rapports d’aspect
d’environ 25 dans 'ACD. Le diameétre des mailles est compris entre 38 cm (aux extrémités
de la cuve) et 9 cm (dans I’ACD et les canaux). Le maillage comporte 282240 éléments
tétraédrique. On choisit le nombre de discrétisation des rayons des particules M = 5 et
Ar = 40 pm. Enfin on fixe At =1 s et T = 10000 s, le temps auquel on veut évaluer la
concentration.

FI1GURE 3.6 — Apergu du maillage du domaine occupé par le bain électrolytique dans la
cuve AP32.

Solution de référence Afin d’évaluer l'effet de la température de 1’électrolyte sur la
dissolution de la poudre d’alumine, nous commencons par présenter un calcul qui tient
compte des hypotheses suivantes :

— les particules d’alumine ne chutent pas dans le bain (w = 0),
— les particules commencent a se dissoudre instantanément, c’est-a-dire que Or,; = 0,

— la vitesse de dissolution ne dépend pas de la température du bain ©. Plus précisé-
ment, la vitesse de dissolution définie par (2.57) est remplacée par

B TE S 0< e < ogars
k(c,©) = CSat (3.65)
0 sinon.
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Cette situation est équivalente & supposer que la température du bain © reste largement
supérieure a la température critique Ocyit au cours du calcul, de sorte a ce que le terme

exponentiel dans (2.57)) soit proche de zéro.

Un des objectifs recherchés par les opérateurs de cuves industrielles est de minimiser
les écarts de concentration autour de la concentration optimale d’alumine dissoute. Pour
évaluer le champ de concentration par rapport a cet objectif, nous proposons de représenter
la variance du champ de concentration ¢ dans 2 au cours du temps par :

Var.(t) = \// (c(t,z) — &(t))? du, (3.66)
Q
ou ¢ est la moyenne de ¢ sur €, c’est-a-dire
_ 1
at) = — / c(t,z) dz. (3.67)
€2 Ja

Ici || est le volume de Q. Clairement, la situation idéale pour laquelle la concentration
d’alumine est uniforme dans tout ’électrolyte correspond & une variance de c¢ nulle. A
I'inverse, plus ¢ s’écarte de sa valeur moyenne, plus sa variance est importante.

La valeur de Var. au cours du temps offre un moyen d’évaluer si le systéme a atteint
I’état périodique recherché. En pratique on prend soin de vérifier que la différence en
norme L? & deux instants successifs séparés par la période du cycle d’injection global P
est inférieure & 1%. Pour tous les calculs présentés dans cette partie, la solution satisfait
ce critére pour T = 10000 s.

La figure[3.7représente 1’évolution de la variance de la concentration au cours du temps.
On remarque une phase initiale lorsque t € [0,500], au cours de laquelle la variance croit
rapidement. Cette croissance ralentit quand la concentration approche de I’état périodique,
et a partir de ¢ =~ 4500 s nous pouvons considérer que la concentration est dans un état
périodique. Les fluctuations de Var, que I'on peut observer sur la figure [3.7] sont dues aux
injections de poudre d’alumine dans le bain. Immédiatement apres I'injection, la dissolution
des particules provoque un accroissement rapide de la concentration d’alumine dissoute
localement autour du point d’injection. Lorsque la dose est totalement dissoute, ce pic de
concentration est atténué par la diffusion de la concentration dans I’électrolyte. Cet effet
se traduit par un accroissement de la variance de la concentration immédiatement apres
I’injection d’une dose, puis par une décroissance de la variance.

Cependant, ces variations de la concentration dans I’état périodique sont tres localisées
autour des points d’injection. Dans le reste du bain électrolytique, les variations de la
concentration restent de I'ordre de 1%.

Puisque, lorsque 1’état périodique est atteint, la concentration varie peu au cours du
cycle d’injection global, nous pouvons nous permettre de visualiser la distribution de la
concentration dans le bain électrolytique a un instant arbitraire du cycle d’injection global.
Le temps T" = 10000 s auquel la solution est évaluée correspond donc a environ 51 périodes
du cycle d’injection global, sans compter la phase transitoire initiale de 64 s.

On s’intéresse a la distribution de la concentration d’alumine la ou a lieu la réaction
d’électrolyse, c’est-a-dire essentiellement dans ’ACD. On se contente donc de visualiser
la distribution de la concentration d’alumine dans cette zone. Dans le domaine €2 occupé
par ’électrolyte, I’ACD est maintenue constante avec 3.2 cm d’épaisseur sur I’ensemble de
I'interface. Pour visualiser la concentration d’alumine dissoute dans I’ACD, on évalue ¢ sur
une surface fictive placée dans ’électrolyte, parallele a 'interface et a une distance égale
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a la moitié de PACD. La figure [3.8| présente la distribution de la concentration d’alumine
dans le bain électrolytique.

90
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70 | !
60 | ]
50 | ]
40 | 1
30 | ]
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10 1
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0 2000 4000 6000 8000 10000
Time ¢t [s]

FIGURE 3.7 — Evolution de Var. au cours du temps sur lintervalle [0,7] dans le bain
électrolytique de la cuve AP32 lorsque la température n’est pas prise en compte dans la
vitesse de dissolution des particules.

Concentration ¢ [%w]

——— |
2.38 3.00 3.50 4.00 4.21

FIGURE 3.8 — Concentration d’alumine dissoute dans ’ACD de la cuve AP32 a ¢t = 10000
S et a température constante.

On remarque sur la figure [3.8) que la concentration atteint des maxima locaux aux
voisinages des points d’injection, ce qui montre que ’essentiel de la poudre d’alumine se
dissout dans ces régions. Cette alumine dissoute est ensuite transportée par I’écoulement.
Les deux injecteurs de gauche alimentent le tourbillon de gauche (voir figure , tandis
que les deux injecteurs de droite alimentent essentiellement le tourbillon de droite. Les
régions du bain sous-alimentées sont les coins en aval, ou la concentration descend en
dessous de 3 %w et oll ’écoulement est caractérisé par la présence de petits tourbillons
isolés. La région centrale en amont des points d’injections est remarquablement uniforme
avec une concentration proche de 3 %w.
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~J

Nous consacrons maintenant le reste de cette partie au modele de transport et disso-
lution d’alumine qui dépend de la température du bain dans le bain de la cuve AP32, et
I'on étudie I'influence des nouveaux parameétres que ce modele introduit, en particulier le
temps de latence Op,at, la température initial du bain Op;t, la température critique O ¢yt
et la vitesse de chute des particules dans le bain w.

Concentration [%w]

2.54 2.75 3 3.09

F1GURE 3.9 — Champ de concentration ¢ dans ’ACD de la cuve AP32 a ¢t = 10000 s. De
haut en bas, le temps de latence de dissolution 17,; = 1s, 2s, bs et 10s.

Sensibilité par rapport au temps de latence Nous avons introduit dans le para-
graphe 2.2] un temps de latence qui précede le début de la dissolution d’une particule
lachée dans le bain d’une cuve d’électrolyse. Ce temps était de 'ordre de 0.1 s, ce qui est
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négligeable devant le temps de dissolution qui est au minimum de 10 s pour le choix de
parametres reportés dans la table

Cependant, lors de I'injection d’une dose d’alumine typique, les particules ne peuvent
plus étre suffisamment dispersées pour que les hypothéses du modele introduit dans la
section soient satisfaites, et c’est l'effet collectif de ’ensemble des particules qui pré-
domine. Selon |[Dasl5|, toutes les particules d’une dose subissent un temps de latence de
I’ordre de 1 s quel que soit leur taille.

Nous proposons maintenant de déterminer si la distribution de concentration dans le
bain électrolytique est sensible au temps de latence de dissolution des particules lors de leur
injection. Dans ce but, nous présentons les résultats de 4 calculs du champ de concentration
d’alumine dissoute ¢ dans le bain électrolytique de la cuve AP32 avec le modele décrit dans
la section [3.2] et dont les parametres sont reportés dans la table a I'exception du temps
de latence Or,,t pour lequel nous fixons successivement Ot = 1, 2, 5 et 10 secondes.

La figure présente la distribution de concentration d’alumine dissoute dans ’ACD
de la cuve AP32 a T'= 10000 s pour les différentes valeurs de ©p,,; croissantes de haut en
bas.

Les quatre champs de concentration présentés sur la figure sont trés similaires.
Les maxima et les minima de la concentration d’alumine sont les mémes et apparaissent
aux mémes endroits. On remarque malgré tout de petites modifications de la distribution
d’alumine dissoute au voisinage des points d’injection. On observe par exemple autour du
point d’injection #2 que la concentration est plus diffuse lorsque Oy, croit.

Nous nous intéressons maintenant a l'effet de la température initiale du bain sur la
distribution de la concentration d’alumine dissoute.

Sensibilité par rapport a la surchauffe initiale du bain La vitesse de dissolution
des particules dans I’électrolyte @ dépend de la température locale de celui-ci. Comme
rendu explicite par I'expression @D, sous ’hypothése que chaque dose de particules se
dissout entierement en un temps fini, le terme source d’énergie par effet Joule est construit
de sorte a maintenir une quantité d’énergie thermique constante en moyenne dans le temps.
En l’absence de transition de phase dans 1’électrolyte, cela signifie que la température
moyenne au cours du temps de celui-ci est maintenue constante. Par conséquent, une
température initiale du bain Oy plus élevée conduit a une température © dans 1’état
périodique plus élevée en moyenne au cours d’une période du cycle d’injection global.

Nous proposons d’évaluer la sensibilité de la dissolution d’alumine dans le bain électro-
lytique en fonction de la température de celui-ci en faisant varier la température initiale
du bain. On note Ogy, la température de surchauffe initiale du bain au-dessus de sa tem-
pérature de liquidus :

Osur = Omit — @Liq- (368)

La figure présente la distribution de la concentration d’alumine dissoute ¢ dans I’ACD
de la cuve AP32 issue de quatre calculs, pour lesquels les parameétres sont reportés dans
la table a I'exception de la température initiale du bain Or,;;. La température initiale
du bain est fixée & Omit = Oriq + Osur avec Ogyr = 1, 2, 5 et 10 degrés Kelvin.

Les champs de concentration sur la figure correspondent de haut en bas a des
températures de surchauffe Og,, croissante. On remarque en particulier sur le dernier
champ de concentration de cette figure, qui correspond a Og,; = 10 K, la similarité avec
la solution de référence illustrée sur la figure[3.8| pour laquelle la température ne joue pas de
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Concentration [%w]

2.51 2.75 3 3.13

FI1GURE 3.10 — Champ de concentration ¢ dans I’ACD de la cuve AP32 a t = 10000 s. De
haut en bas, la température de surchauffe initiale est Og,, = 1, 2, 5 et 10.
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role dans la dissolution des particules. Les valeurs maximales atteintes par la concentration
d’alumine dissoute sont cependant plus faibles.

Le premier champ de concentration de la figure [3.10] correspond & une température
de surchauffe Og,; = 1 K et s’écarte significativement de la solution de référence de la
figure La concentration d’alumine dissoute est homogeéne au point de ne plus pouvoir
distinguer la position des injecteurs.

La dissolution des particules d’alumine dépend d’une part du fait que la température
de ’électrolyte dans leur voisinage doit étre supérieure a la température du liquidus O1,q,
et d’autre part de la taille de la région de transition entre le régime de dissolution controlé
par la diffusion de I’énergie thermique et le régime de dissolution contrélé par la diffu-
sion de 'alumine dissoute a proximité de la surface des particules. La transition entre ces
deux régimes est controlée par le parametre Ocyi;. Dans le paragraphe suivant nous pro-
posons d’évaluer la distribution de concentration dans le bain électrolytique en fonction
du parametre Ocyit.

Concentration [%w]

L
2.55 2.75 3 3.08

F1GURE 3.11 — Champ de concentration ¢ dans ’ACD de la cuve AP32 a ¢t = 10000 s. En
haut, Tyt = TLiq- En bas, Tyt = TLiq + 0.86 K.

Sensibilité par rapport a la température critique de transition Dans la limite
ol Ocyit — OLiq devient grand, on voit facilement dans I'expression que le taux de
dissolution des particules, et donc leur vitesse de dissolution, devient nulle dans I'intervalle
de température que le bain électrolytique peut raisonnablement admettre. Par conséquent,
si la valeur de Ocyiy — Oriq est trop élevée, le temps dissolution des particules peut de-
venir arbitrairement long, ce qui n’est pas réaliste dans le cas d’une cuve d’électrolyse
d’aluminium industrielle.
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A T’inverse, en prenant la limite ©cyiy — Oriq, le taux de dissolution ([2.57) s’écrit :

CSat — C .
——— 81O > 0Oriq et 0 < ¢ < cgat,s
K(c,0) = CSat = a0 T (3.69)

0 sinon.

En d’autres termes, la dissolution des particules est contrélée uniquement par la concen-
tration locale ¢ si © > O, et les particules ne se dissolvent pas sinon.

Nous présentons maintenant la distribution de concentration d’alumine dissoute dans
le bain de la cuve AP32 dans I’état périodique résultant de deux calculs. Comme précé-
demment, ’ensemble des parameétres du modele de transport et dissolution est reporté
dans la table @ Pour le premier calcul on fixe ©¢;it = OLiq, et le taux de dissolution est
donné par . Pour le deuxieme calcul on fixe O¢yiy = Oriq + 0.86 K.

La figure présente la concentration d’alumine dans I’ACD de la cuve AP32 a
t = 10000 s, lorsque I’état périodique est atteint. Le premier champ de concentration cor-
respond au cas ol Ocyiy = OLiq, tandis que le deuxieme champ de concentration correspond
au cas oll Ocyit = Oriq+0.86 K. Méme sil’on parvient a observer de petites variations entre
ces deux solutions, en particulier dans le coin aval droite et autour du point d’injection
#4, ces deux champs de concentration sont indistinguables I’'un de 'autre.

Finalement, nous nous penchons sur l'effet de la chute gravitationnelle des particules
d’alumine sur le champ de concentration d’alumine dissoute.

Effet de la vitesse de chute des particules sur leur dissolution Nous avons dé-
terminé, dans la section la vitesse de chute et la profondeur maximale atteinte dans le
fluide des particules soumises a la gravité et a une force de trainée de Stokes. Dans le cas le
plus favorable, les particules de plus grande taille peuvent chuter de plusieurs centimetres
dans le bain électrolytique avant de se dissoudre completement.

Dans ce dernier paragraphe, nous proposons de comparer deux calculs qui illustrent
I'effet de la chute des particules dans le bain sur la concentration d’alumine dissoute dans
celui-ci.

Pour le premier calcul, qui joue le role de point de référence, les parametres sont reportés
dans la table [3.2] et nous annulons 'accélération de la gravité g = 0, ce qui donne lieu &
une vitesse de chute strictement nulle, soit w(r) = 0 pour tout r > 0. De plus, l'injection
des doses d’alumine a lieu dans le canal central comme indiqué sur la figure [3.5] au niveau
de 'ACD.

Pour le deuxiéme calcul la valeur de g est restaurée, telle que donnée dans la table [3.2]
et la vitesse de chute des particules est donnée par I'expression Cependant, les points
d’injections sont déplacés verticalement vers le haut du canal.

Nous avons montré dans la section [2.5] que les profondeurs maximales atteintes par les
particules lorsque la viscosité du fluide est supérieure ou égale & 1 x 1072 kgm ' s~! sont
de 'ordre du millimetre. Or, la taille verticale des mailles dans les canaux ne permet pas de
capturer des effets de cette amplitude. Pour cette raison, nous choisissons pour le parametre
de viscosité u, qui intervient dans la définition , la viscosité laminaire du fluide, soit
p=2x10"2 kgm~'s~!. Cette valeur de la viscosité donne lieu & des profondeurs de
chute maximale de particule dans le bain de 'ordre de quelques centimeétres.

La figure [3.12] représente les champs de concentration dans PACD de la cuve AP32
obtenus par ces deux calculs, évalués a t = 10000 s, lorsque 1’état périodique est atteint.
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Concentration [%w]

B _
2.38 3 3.5 4 4.21

FIGURE 3.12 — Champ de concentration d’alumine dissoute dans ’ACD de la cuve AP32
a t = 10000s. En haut, dissolution des particules sans chute gravitationnelle dans le bain.
En bas, dissolution des particules avec chute gravitationnelle dans le bain.

On remarque quelques différences entre les deux solutions, essentiellement au niveau des
points d’injection. Les valeur maximales de la concentration d’alumine dissoute a proximité
des points d’injection #1, #3 et #4 sont plus grandes lorsque lorsque la chute des particules
est négligée. On constate l'effet inverse pour I'injecteur #2 : la concentration d’alumine
dissoute sous cet injecteur atteint un maximum local plus marqué lorsque la chute des
particules est pris en compte. Dans le reste du bain, la distribution de concentration est
similaire entre les deux calculs.

Nous concluons cette partie par une discussion de ces résultats.

3.5 Discussion et conclusion

Dans ce chapitre [3| nous avons proposé un modele de transport et dissolution des
particules d’alumine dans le bain électrolytique d’une cuve d’électrolyse d’aluminium. La
dissolution des particules dépend de leur taille, de la concentration d’alumine dissoute
dans leur voisinage, et de la température du bain électrolytique. Nous avons proposé un
schéma numérique pour approcher la densité de particules n,, concentration d’alumine
dissoute c et la température de 'électrolyte © dans le bain électrolytique basé sur un
splitting en temps des différentes équations, et une méthode d’éléments finis. Nous avons
ensuite appliqué ce modele au cas de la cuve industrielle AP32 et calculé la distribution du
champ de concentration ¢ dans le bain électrolytique jusqu’a ce que le systéme atteigne un
état stationnaire périodique. Nous avons évalué le comportement de cette distribution de
concentration stationnaire en fonction des nouveaux parametres introduits par ce modele

par rapport au travail de T. Hofer [Hof11].
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Tout d’abord, nous avons montré que le temps de latence de dissolution des particules a
un impact négligeable sur la distribution de concentration. La vitesse de I’écoulement dans
le bain aux points d’injection est de 'ordre de 2 & 3 cms~!. Dans le cas le plus extréme,
c’est-a-dire lorsque Or,,¢ = 10 s, les particules sont transportées sur une distance maximale
de 20 & 30 cm avant de commencer & se dissoudre, ce qui correspond & environ 2% de la
longueur de la cuve. Dans la mesure ot un tel temps de latence surestime certainement celui
des particules dispersées dans le bain d’une cuve d’électrolyse, on peut raisonnablement
négliger l'effet d’un tel phénomeéne dans le cadre du modele proposé dans cette section et
poser Or,; = 0, ce qui réduit la complexité de 'implémentation du modele et le temps de
calcul nécessaire.

Remarquons enfin qu’ici nous avons supposé que ’ensemble des particules qui consti-
tuent une dose d’alumine pénetrent et se dispersent dans le bain électrolytique. Dans une
cuve industrielle, il peut arriver qu’une partie des particules s’agglomeérent apres étre en-
trées en contact avec le bain, et forment ce qu’on appelle des agrégats [Das15]. Ces agrégats
mettent un temps, assimilé & un temps de latence, nettement plus long a se dissoudre et
par conséquent peuvent étre transportés par 1’écoulement du bain sur des distances bien
plus grandes. La description de la formation de ces agrégats et leur déplacement dans
le bain, la modélisation des phénomenes thermochimiques qui ont lieu en leur sein et la
dissolution des particules qui les constituent est un sujet complexe qui sort du cadre de ce
travail.

Nous nous sommes ensuite intéressés a la dissolution des particules dans le bain élec-
trolytique en fonction de sa température de surchauffe Og,.. C’est tres certainement le
parametre le plus important du modele de transport et dissolution d’alumine, qu’il faut
choisir avec soin. Il est clair que si la température du bain © est proche de la tempéra-
ture de liquidus O1,q, une petite perturbation est suffisante pour que © soit inférieure a
O1iq- Une telle perturbation intervient lorsque des particules d’alumine extraient 1'énergie
thermique du bain pour se réchauffer et se dissoudre. Dans une telle situation, la disso-
lution est fortement ralentie, et les particules sont transportées sur de longues distances,
typiquement plusieurs metres avant de se dissoudre completement. Les particules peuvent
alors déposer de la masse sous forme d’alumine dissoute dans une plus grande région, ce
qui contribue a influencer et modifier significativement la distribution de I'alumine dis-
soute dans le bain électrolytique. A l'inverse, plus la température de surchauffe du bain
est élevée, i.e., plus la température du bain s’écarte de la température du liquidus, plus
la perturbation nécessaire a ce que la température du bain passe en-dessous de O, doit
étre importante. A partir d’une certaine limite, ’énergie nécessaire a réchauffer et dis-
soudre une dose d’alumine ne constitue plus une perturbation suffisante. Dans ce cas, la
température ne joue essentiellement plus de role dans la dissolution des particules d’alu-
mine. Cette constatation rejoint les observation faites sur des cuves industrielles. En effet,
lorsque la température de surchauffe est grande, les doses d’alumine se dissolvent plus fa-
cilement que lorsque la surchauffe est faible. La difficulté est de trouver un équilibre pour
que l'alumine se dissolve suffisamment vite pour que la concentration dans le bain soit
controlable, tout en maintenant une surchauffe aussi faible que possible pour minimiser
les pertes énergétiques.

Au niveau microscopique, la réaction de dissolution des particules est controlée par deux
mécanismes. Pour que la dissolution puisse avoir lieu, il suffit d’une part que la concen-
tration d’alumine dissoute a proximité de la particule soit inférieure a la concentration de
saturation. Il faut d’autre part fournir de I’énergie a la réaction qui est endothermique.
Le parametre Ocyiy controle la taille de la région de transition entre ces deux régimes :
lorsque la température est largement supérieure a O¢yit, la vitesse de dissolution est essen-
tiellement controlée par la valeur de la concentration ¢ a proximité de la particule. Nous
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avons évalué la sensibilité de la distribution de concentration d’alumine dissoute dans le
bain par rapport au parametre GOcyit. Clairement, une valeur arbitrairement grande pour
Ocrit bloque complétement la dissolution des particules. En revanche, lorsque Ocyi; est
compris dans I'intervalle [Or,q, Oriq + 0.86], la distribution de concentration est insensible
a la valeur précise de ©cyi;. Le role essentiel de la température dans ce cas-1a est de bloquer
la dissolution des particules lorsque la température © est inférieure a Op;y. La valeur du
parametre Ocyy; devra étre déterminée par des mesures expérimentales.

Finalement, nous avons étudié l'effet de la chute gravitationnelle des particules dans
le bain sur la distribution de la concentration d’alumine dissoute. La chute des particules
apporte des variations notables de la concentration uniquement autour des points d’injec-
tion. Ces régions sont soumises a de fortes perturbations qui sont dues principalement aux
injections qui interviennent a intervalles réguliers. Par exemple, le transfert de quantité de
mouvement entre les doses de particules et le bain, lorsque celles-ci atteignent sa surface,
est négligé. On s’attend donc a ce que le modele de transport des particules d’alumine perde
en précision a proximité des points d’injection. De plus, les vitesses de chute des particules
sont tres certainement surestimées dans notre modele. L’écoulement dans le canal central,
dans lequel ont lieu les injections de particules, est turbulent. Cet écoulement turbulent
se traduit par une viscosité effective ressentie par les particules qui est certainement su-
périeure a la viscosité laminaire de ’électrolyte. Les profondeurs maximales atteintes par
les particules dans ce cas sont alors de ’ordre du millimetre ou inférieure. En suivant les
mémes arguments qui nous ont conduits & ne pas considérer de temps de latence, nous
pouvons raisonnablement négliger la chute des particules dans le bain électrolytique et son
effet sur la distribution de la concentration de I’alumine.

Remarquons finalement que dans ce chapitre [3, nous avons supposé que la température
de liquidus de I'électrolyte Or,q ne dépend pas de la chimie du bain, et en particulier de la
concentration d’alumine dissoute, que la concentration de saturation de ’alumine dissoute
ne dépend ni de la chimie du bain ni de la température de celui-ci, et finalement que
I’enthalpie de dissolution A Hp;gs ainsi que la vitesse de dissolution k ne dépendent pas de
la chimie du bain. Ces hypotheses sont valides pour autant que le systeme s’écarte peu
des conditions d’exploitations idéales. Ce n’est bien entendu pas le cas lorsqu’on considere
une cuve d’électrolyse industrielle qui subit de nombreuses perturbations et peut traverser
des phases d’instabilité.
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Chapitre 4

Une méthode numérique pour le
calcul de I’écoulement de Stokes

4.1 Introduction

Comme annoncé dans le chapitre I, une cuve d’électrolyse typique dans une halle de
production n’est jamais dans un état stationnaire [Ste09, Flo13]. La cause majeure pour la-
quelle ces cuves se trouvent dans un état de déséquilibre constant est liée aux changements
d’anodes en fin de vie, qui interviennent toutes les 24 heures environ.

Cet état de déséquilibre entraine d’importantes variations des écoulements des fluides
dans la cuve, et ces variations ont un impact non négligeable sur la répartition de ’alumine
dissoute dans le bain électrolytique. Pour pallier ces variations de répartition de concen-
tration d’alumine, les opérateurs peuvent modifier les cadences d’injection de chaque in-
jecteur. Malheureusement, il disposent de peu d’outils qui leur permettent de déterminer
comment adapter ces cadences en fonction de 1’état de la cuve.

Le modele de dissolution et transport d’alumine proposé dans [Hofll] et dont nous
avons étudié certaines extensions dans la premiere partie de ce travail, peut apporter
un début de réponse : la conductivité des différentes anodes dépend de leur age, ce qui
modifie le champ de vitesse dans le bain électrolytique et dans I'aluminium liquide par
I'intermédiaire de la densité de courant électrique et des forces de Lorentz, ainsi que la
distribution d’alumine dissoute. Malheureusement, ce calcul ne peut pas étre fait en temps
réel, et donc la cadence des injecteurs qui optimise la répartition de ’alumine dissoute dans
le bain ne peut pas non plus étre obtenu en temps réel.

Dans ce chapitre nous proposons une méthode pour calculer le champ de vitesse dans
une cuve d’électrolyse bien plus rapidement qu’avec les modeles de [Ste09] et [Hofl1], au
prix de certaines hypothéses supplémentaires que 1'on discutera.

La géométrie d’une cuve d’aluminium est particuliere : I’essentiel de I’écoulement des
fluides prend place dans un domaine approximativement parallélépipédique qui présente
une forte anisotropie. Les dimensions horizontales (= 14 x 4 m) sont bien plus grandes
que la dimension verticales (= 0.2 m). Par conséquent, 1’écoulement est essentiellement
contraint dans le plan horizontal, si I’on néglige ce qui se passe dans les canaux.

Le modele de référence implémenté avec le logiciel Alucell [Ste09, Flo13,|Hof11, Roc16]
calcule une approximation des écoulements dans les fluides en utilisant une méthode d’élé-
ments finis Lagrange continu linéaire par morceau sur un maillage en tétraedres du domaine

67
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fluide.

Or, la géométrie anisotrope du domaine fluide d’une cuve d’électrolyse pose de sérieuses
difficultés au niveau numérique. En effet, 1'utilisation de mailles isotropes n’est pas pos-
sible puisque la taille de maille dans la direction verticale est de 'ordre de 0.01 m. La
seule alternative est de considérer des mailles anisotropes de 'ordre de 0.01 m dans la
direction verticale et 0.1 m dans les directions horizontales. Cependant, 1'utilisation de
mailles anisotropes augmente le conditionnement des matrices et donc le nombre d’itéra-
tions nécessaires a la résolution du systeme linéaire et dégrade la précision du calcul.

Le but de ce chapitre est de proposer une méthode pour calculer des écoulements de
Stokes dans des domaines parallélépipédiques présentant une forte anisotropie. Dans la
section [£.2] nous proposons une décomposition de Fourier de la vitesse selon la direction
verticale, puis nous proposons dans la section [4.3|une méthode numérique de type éléments
finis pour approcher chaque harmonique de la décomposition de Fourier. Dans la section
[4-4 nous validons I'implémentation du schéma ainsi obtenu et étudions la convergence de
lerreur par rapport & une solution non triviale. Finalement, dans la section [£.6] nous ap-
pliquons cette méthode au cas industriel d’une cuve d’électrolyse et évaluons les propriétés
de cette méthode.

4.2 Formulation du modele de Stokes Fourier

Soit A un ouvert borné de R? de bord Lipschitzien JA. Soit ¢ > 0 un nombre réel
donné correspondant & la dimension verticale d’une cuve. On définit le domaine de R?
correspondant & une simplification géométrique de la cuve d’électrolyse

Q= A x(0,e). (4.1)

On suppose que le domaine €2 est occupé par 1’électrolyte, un fluide newtonien incom-
pressible de viscosité tensorielle y. On suppose de plus que le tenseur de viscosité est tel
que :

— p est symétrique, i.e., pi; = pj, 1 < 1,5 < 3,
— dxo0 > 0 tel que uij > xo0, 1 < 4,75 <3,
— u est indépendent de x3.

Si u est la vitesse de 1’écoulement, le tenseur des contraintes visqueuses dans le fluide
[LL87| est donné par

Tig(u) = 2pi & 5(u), 4,5 =1,2,3. (4.2)

Ici on a noté £ le tenseur du taux de déformation du fluide qui s’écrit en fonction de la
vitesse d’écoulement w :

1 (8’&1 an

i) = 5 axﬁaxi)’ ij =123 (13)

Etant donné un champ de forces f: Q — R3, on suppose que la vitesse d’écoulement
u:Q — R3 et la pression p : Q — R du fluide satisfont le systéeme de Stokes stationnaire

—div(T (u)) + Vp = f, (4.4)
div (u) =0 (4.5)
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dans Q. Dans la suite nous noterons u = (u1,us,us) et f = (f1, f2, f3). De plus, on
demande & ce que ’écoulement u satisfasse les conditions aux limites suivantes. Sur les
faces latérales, la vitesse satisfait la condition d’adhérence

u=0 sur OJA x(0,¢). (4.6)

Sur les faces horizontales supérieures et inférieures, la vitesse d’écoulement satisfait une
condition de glissement total. On a

uz(z1, 2, 23) = 0, (4.7)
(T(u)-v)-t;=0, i=1,2 (4.8)

sur A x {0,e}, avec t1, t2 les deux vecteurs tangents unités. Les conditions (4.7)), (4.8)
correspondent a demander & ce que le fluide ne pénétre pas les faces horizontales de OS2
et a ce que les contraintes tangentielles sur ces faces soient nulles. En utilisant (4.7)), la

condition (4.8)) se réécrit

ouq Ous Oua Ous

87;1;3 67;@:0 87:1:3 371‘2:0 sur  O0A x {0,e}. (4.9)

Décomposition en séries de Fourier Pour résoudre le systéme d’équations ,
avec les conditions aux limites a , on exprime les inconnues sous forme de
séries de Fourier dans la direction 3. Soit le domaine QT = A X (—¢,¢), on définit les
fonctions suivantes V(z1, z2,z3) € QT :

. : >0
Ui(xth’xg) _ ul(xth;x?)) S? r3 =2 U, - (410)
ui(x1,x9, —x3) sixzg <0, 1=1,2,
uz(r1, 2, T3 si xg > 0,
Us(w1, 22, 23) = ( ) , (4.11)
—ug(xy, e, —x3) sixzz <0,
i >0
P(xy,20,23) = p(x1, 72, 73) S? T3 =Y (4.12)
p(r1, w2, —23) six3 <0,
; ) ) i > 07
Fi(CCl,CL'Q,CL'g) = fl(xl 2 ':U3) S% s . (413)
fi(fnlal'% _:L‘3) S1 T3 < 07 = 1>27
3(T1, 2,23 sizg >0
Fy(z1, 29, 23) = st ) . (4.14)
—fa(x1, 0, —x3) sixg <O0.

En vertu de (4.7)) et (4.8)), les dérivées selon 3 des fonctions Uy, Us et Us ainsi définies ne
présentent pas de masse de Dirac en z3 = 0. La figure représente schématiquement le
comportement et la régularité de ces fonctions de part et d’autre de ’origine de I'axe x3.

Avec les définitions ci-dessus on vérifie que U = (Uy, U, Us) et P satisfont les équations

—div(T(U)) + VP = F, (4.15)
div(U) =0 (4.16)
dans Q. De plus on a
U3 =0 sur A x{—¢} et A x{e} (4.17)
et oU.
L =0 sur Ax{—¢c} et Ax{e} (4.18)

61’3
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pour i = 1,2, c’est-a-dire que

(TWW)-v)-t;=0 i=1,2 sur A x {—¢,¢e}. (4.19)

On prolonge toutes les fonctions dans la variable x3 sur tout R en des fonctions pério-
diques de période 2¢ en x3. On note encore par Uy, Us, Us, P, Fy, F5, F5 ces prolongements,
c’est-a-dire que ces fonctions sont considérées comme fonctions de (z1,z2,z3) € A X R et
2e-périodiques selon x3. Les fonctions U;, Us, Us sont C? par morceaux, P est C' par
morceaux et Fy, Fy, F3 sont C¥ par morceaux.

T3 T3 T3 T3 T3

> 0
Ui, Uz Us \ P >F1, Fy % F3
—€ F—e  —£ - —€ F—¢&

FIGURE 4.1 — Représentation schématique de la réplication des fonction u;, ¢ = 1, 2,3, p,
et fi, i = 1,2,3 sur 'intervalle (0, —¢). En x3 = 0, les fonctions U;, i = 1,2,3 sont C!, P,
Fy, F sont C°, et Iy est discontinue.

On pose pour alléger Pécriture g% = %k Les décompositions en séries de Fourier selon
la variable x3 des fonctions U;, F;, 1 = 1,2,3 et P s’écrivent

Ui(xy, 2o, 23) = ud (z1, 22) + Z ub (1, z9) cos (5]%3) , i=1,2, (4.20)
k>0
Us(x1,x9,x3) = Z uf (1, x2) sin (5’%3) , (4.21)
k>0
P(w1, @2, 3) = p°(21,22) + Zpk(thm) Ccos (ﬁkl’3) ; (4.22)
k>0
Fy(x1,@0,23) = f{ (x1,22) + Y fF(x1,22) cos (5k$3) ; i=1,2, (4.23)
k>0
Fs(z1,20,23) = Z Y (1, z) sin (5’%3) : (4.24)
k>0

On note u’ = (uf,ug), f* = (f,f2), u* = (uf,ul, uf) et f* = (fF, f5 f§), k > 1. On
obtient les équations que les coefficients de Fourier u”, p*, k > 0 doivent satisfaire en sub-

stituant les définitions (4.20)) a (4.24]) dans le systéeme d’équation de Stokes (4.15)),(4.16]).

Les bases de Fourier {cos(ﬁkmg)}k o &t {sin(,@’kxg)}k o Sur R étant respectivement ortho-
> >

gonales, on peut identifier les équations pour chaque mode indépendamment des autres.
On obtient pour £k =0 :

2 0 0 0

0 ou)  Ouy op .
_3213333 <Iuﬂ <8$]‘ * 8:51)) + ox; fi, 1=1,2, (4.25)
2 8u9 =0 4.26
N (4.26)
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sur A et v = 0 sur 9A.

On obtient pour k> 1 :

2 k k X i
0 ou; auj . Ouk R ot
_jz:axj<ﬂjz<axj+8$i>>—u3z<5 8xi_<ﬂ> u; +axi_ i, 1=1,2,

(4.27)
2 :
0 ou 2
-2 (ujg (8;’ - B’“uﬁ)) +2u5s (B%) " uf — B*pF = 1§, (4.28)
j=1 J J
2 ouk
S5t + Bl =0 (4.29)
j=1 9%

sur A et u* = 0 sur OA.

Etant données les forces Fj, i = 1,2, 3, les coefficients f*, k>0 qui apparaissent dans
les membres de droite des équations (4.25)), (4.27)) et (4.28]) s’obtiennent par une projection
L? sur la base de Fourier correspondante. Pour £ = 0 on a

1 €
1, 20) = % Fi(x1,29,23)dw3, i=1,2,
€ J—¢
1 g
= g/o filx1,x9,23)dxs, i=1,2, (4.30)
et pour k >0 on a
1 €
fik((lil,.fl?g) == Fi(z1,x2,x3) cos (,Bk(lig) drs, i=1,2, (4.31)
—&
2 13
= 7/ fi(x1, 9, x3) cos (,Bk$3> drs, i=1,2, (4.32)
g Jo
1 €
f§($1,])2) = F5(x1, 29, x3) sin (,Bkl'g) drs, (4.33)
—€
2 [€ .
= */ f3(x1, 22, x3) sin (5k$3) dzs. (4.34)
g Jo

Formulation faible Nous énoncons maintenant les formulations variationnelles du pro-
bleme formé par les équations et qui correspondent au mode fondamental
de I’écoulement u, et des problemes formés par les équations a (4.29) qui corres-
pondent a chacune des harmoniques de 1’écoulement u. Pour ce faire, nous aurons besoin
des espaces fonctionnels suivants. L’espace L?(A) est I’ensemble

L2(A):{f:A—>R‘/A|f|2da:<oo}. (4.35)
Il est muni du produit scalaire
(f.9)w = [ J@g(a)da (1.36)
pour tout f,g € L?(A), et de la norme

1l 2ay = /(s Fzzay VS € L*(A). (4.37)

On notera encore H'(A) I'espace de Sobolev W12(A), c’est-a-dire que

H(A) = {f € I2(A) ’ /A|Vf|2dz < oo} (4.38)
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et
H(8) = {1 € #'W) | flon =0} (4.39)
Nous aurons finalement besoin des espaces de fonctions a moyenne nulle
L2(A) = {f € L2(A) ’ /Afdx — o}, (4.40)
et HLy(A) = {f € HI(A) ’ /Afda: - o}. (4.41)

Remarquons que L§(A) est un sous-espace fermé de L?(A) et H,(A) est un sous-espace
fermé de HE(A) ce qui sera important pour répondre aux questions d’existence et dunicité
par la suite.

Commencons tout d’abord par traiter le mode fondamental. Pour simplifier I’écriture,
on note 7 et &€ la viscosité et le tenseur du taux de déformation réduits aux composantes
let2:

p11 p1,2
w21 p22

Le probleme faible correspondant aux équations (4.25) et (4.26]) consiste a chercher les
fonctions u?, u3 € HL(A), p° € L3(A), telles que

, et Eij(u) =Eij(u), 0,5 =1,2. (4.42)

/ " ?(uo) 1 E(v)day dag — / pdive dzy day = / 0 vdz des, (4.43)
A A A

/Aqdivu0 dzidzy =0, (4.44)

pour toutes fonctions v € (H&(A))2, q € LE(A). Ici ® est le produit tensoriel, i.e.,
(u@?) = wii€ij et p @ E(u) : E(v) = Z?,jzl 1ii€ij(w)€ij(v). En admettant que OA

2
est Lipschitzien et en supposant que f° € L2(A), il est connu que la formulation faible

(4.43)),(4.44) admet une unique solution |Tem77].

Traitons & présent les problémes pour les coefficients u” et pF. Soit k > 0 et soit EF le
tenseur 3 x 3 défini par

Oui Oui | Oug  Ouz _
28901 Oxa + Oxy Oy Brur
ck — | Quz2 4 Ow OQug Qugz _
g (u) | o1 + Ozo 2852 Oza ﬂkUQ (445)
Juz Oug

e — Prur Gt — Bruz 20jus

On obtient la formulation faible pour chaque harmonique en multipliant les équations
a par des fonctions test vy, vo, v3 et g et en intégrant par parties les termes qui
comportent des dérivées secondes. Le probleme faible pour chaque harmonique k£ consiste
a chercher les fonctions u* = (uf, v}, uf) € (H} (A))3 et pF € L2(A) telles que

[ draty gt - [ (G252 s ) = [ o)

A 81‘1 a$2
8ulf 8u’§ bk
72 = 4.4
//\<8x1+8x2+6u3 ¢=0 (4.47)

pour toutes fonctions v = (v1,v9,v3) € (HE(A))® et g € L2(A). Ici on adopte les mémes
notations que précédemment pour le produit tensorielle avec 7, j = 1,2, 3. Remarquons que
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I’on omet dzi das dans les intégrales pour simplifier I’écriture. Nous reformulons mainte-
nant ce probléme sous une forme plus adéquate pour I analyse qui suit. On montre en utili-
sant le théoreme de la dlvergence et en posant p¥ = pF — C* avec CF = ]A|_ I} A pF dx; dzy
que le probleme (4.46) est équivalent au probléme suivant : trouver u¥ € Hg(A)3,
PP e LE(A) et CF € R tels que pour tout v € H}(A)3 et g € L3(A) :

/ 21 @ E¥(uk) : E%(v) — /Aﬁk @2 + gZZ) /(ﬁk + R oy = /Af’“ ‘v, (448)
% ous K B

//\<8$1+82+6 ) 0, (4.49)

/u’§ =0. (4.50)

A

Soit maintenant ¢» € Hg(A) tel que [, ¢ da # 0. Alors on peut écrire Hg(A) = Hg o(A)SW,
ott W = span(v). En cherchant u} € Hj o(A) (voir éq. ), on obtient le probléeme que
I’'on montrera bien posé suivant : trouver u* € HJ(A)? x H&O(A), P* € L(A) tels que pour
tout v € Hg(A)? x Hgo(A), ¢ € L§(A) on ait

/2M®5k ) 88 () — /Aﬁk<gg+gzz+6k ):/Afk.w (4.51)

Oui | Ouj | g
/A<8:Ul+3x + 5 u3>q—0 (4.52)

La constante C* est unique et peut étre calculée a posteriori en connaissant les fonctions
u® et p*. Nous reportons la discussion de ce point & la fin de cette section.

Afin de rendre plus explicite la structure sous-jacente de cette formulation, on peut
'exprimer en des termes plus abstraits. Notons V' = H{ (A)? x H&O (A). Soit a* : VxV — R
les formes bilinéaires continues définies pour tout k > 0 par

a¥ (u, v) = / 2 @ EX(u) : EX(v) (4.53)
A
et les formes bilinéaires continues b* : V x LZ(A) — R définies pour tout k > 0 par
Our  Ou
k 1 2 k
= — 4+ — . 4.54
g = [ (Got+ G+ 8ua) g (450

Ainsi pour k fixé, le probleme (4.51)), (4.52)) est équivalent au probleme de chercher
(uf, p%) € V x L3(A) tel que
At 0) = () = [ o, (4.55)
A
b (uF,q) =0 (4.56)

pour tout (v,q) € V x L3(A).

Existence d’une solution faible pour les harmoniques On donne maintenant une
preuve de l'existence et de 'unicité du probleme faible (4.55)), (4.56|) pour chaque coefficient
(uk ,p¥). Dans ce but, nous introduisons au préalable les deux lemmes suivants.

Lemme 1. Soit un entier k > 0 fix¢ et une fonction u € Hj(A)? telle que § 8“1 g—zz—kﬂkug, =
0. On a la relation

flerf = f (el + 5 ((Ga)  (5ra) (o) (5%)')) a5
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- 2
Démonstration. Le calcul de ’8 k(u)‘ une fois intégré sur A donne :

of = (el +3 () + (32) = 0"+ (')

4[5 (G — g 4+ 6 (ua)?). (4.58)

Pour obtenir le résultat souhaité, il reste a voir que le dernier terme de (4.58]) est nul. En
utilisant le théoreme de la divergence et les conditions limites de us sur A (us = 0 sur
OA) on obtient

/Aﬁk <_ 1OU3 " us gk (u3)2> :/Aﬁk (am +2Wu3+5ku32> (4.59)

dxy  Oxa oy

Oug

e T B*us = 0 on obtient le résultat annoncé. ]

En utilisant I'hypothese que § 8“1 +

Lemme 2. Soit un entier £ > 0 fixé. Il existe une constante positive xy > 0 telle que

X1Vl ) < [ @), - (4.60)
pour tout u € HE(A)? qui satisfait 8”1 + g” + BFuz = 0. Ici on a noté
3| ow: ||?
IVulZ2(a) Z o (4.61)
j=1 Lj L2(A)
et ) )
] /A Ew)| . (4.62)

Démonstration. 11 est connu que I'inégalité de Korn en dimension 2 est vraie, i.e., il existe
une constante y > 0 qui satisfait

auz
81’ yi

< /A ‘E(u)f . (4.63)

Le lemme [T] permet de conclure. O

L2(8)

Proposition 1. Si le tenseur de viscosité p satisfait
pij(21,22) > x0 V(z1,22) €A, 1<14,5 <3, (4.64)

ol xo > 0 est une constante positive indépendante de (z1,z2) € A, alors le probleme

(4.55)), (4.56])) admet une unique solution.

Démonstration. Pour montrer la proposition (1}, il suffit de vérifier que la forme ak(., .) est
coercive sur Vy ou Vy = {v cV|bk(v,q) =0Vq e L%(A)}, et que la condition classique

inf-sup sur la forme bilinéaire b* est satisfaite.

2
Montrons tout d’abord que 8“1 + g;g + (ﬁk) usz = 0, c’est-a-dire que

(22 (3 us) g =0, vae 22 o)
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Remarquons que
Ouyp  Oug e\ 2 ey
A (axl o T () “3) q="b"(u,9), (4.66)

et on sait déja que b¥(u,q) = 0 Vg € L3(A). De plus, on a que b*(u,q) = 0 lorsque ¢ = 1,
puisque

8u1 8u2
/AU3 0 et \ 01 + pr 0 (4.67)

Ainsi le lemme (1| s’applique, et les lemmes (1] et 2| avec I'hypothese (4.64) montre bien

que a” est coercive sur Vy. D’autre part en utilisant I’inégalité concernant la condition

inf-sup dans R? et si ¢ € L3(A), on a que

ov v
k _ v, Y2 k
sup b"(v,q) = sup /A <5$1 + P + 5 1)3) q

II’U”H&U\)S:l II’U”H&U\)SZI

> s / <3v1+@v2>
- P A \Oz1 0xo q

Il(vlv")?ao)”Hé(A)S:l

- / <avl+@v2>
N P A 8:131 8{[}2 4

Il(vlv'UQ)”Hé (A)2:1
27 llallzz(ay »

ou v > 0. Ainsi on a bien

b(v,q)

inf sup————— >~ >0,
qeLF(A) veV HQHLg(A) [vlly

et la proposition est prouvée. ]

Afin d’obtenir le coefficient de Fourier de la pression p¥, il reste & calculer la constante
C* et & montrer son unicité. En prenant la fonction test v = (0, 0,1) dans (4.48)) on obtient

J e &) @ -8 [ @+t = [ . (4.68)

ce qui permet de calculer C*.

On montre enfin que le calcul de la constante C* ne dépend pas du choix de la fonction
de base 1) de W. En effet, en considérant une autre fonction ¢ € H}(A) telle que [, ¢ # 0
alors ¢ = g+ ol ¢ € H&O(A) et ¢ € W puisque H}(A) = H&O @ W. Cette décomposition
implique qu’il existe une unique constante v € R telle que ¢ = ~1b. Si, au lieu de v =
(0,0,) on prend v = (0,0, ¢) = (0,0, $)+ (0,0, 1)) dans , alors (0,0,¢) € HY(A)? x
Holjo(A). Cette fonction test est comprise dans . D’autre part (0,0,7%) donne la
méme constante C* que la relation .

4.3 Discrétisation par une méthode d’éléments finis

Dans cette section nous décrivons les méthodes de discrétisations proposées pour ap-
proximer le coefficient du mode fondamental de 1’écoulement (u?, p°) et les coefficients des
harmoniques (u¥, p*).
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Soit un nombre réel h > 0 et soit M, une triangulation du domaine A de R? telle que
diam(K) < h, VK € Mj,. On introduit maintenant ’espace éléments finis V}, défini par

Vi = {v e COM) | vfic € Py(K) VK € My}, (4.69)

avec P1(K) Pespace des polynomes de degré 1 sur le triangle K. On définit aussi 1’espace
enrichi par une fonction bulle

By = {v e CO(M)? | vlc € P1(K)? ® By YK € My } 1 Hi (A)? (4.70)

ou By est engendré par la fonction 27)\’1C)\’2C)\3’C, les /\éc, 1 =1,2,3, étant les trois fonctions
barycentriques du triangle C.

Mode fondamental La méthode d’éléments finis correspondant a la discrétisation des

équations (4.43)), (4.44) consiste & chercher (u)),p?)) € By x (Vi N LE(A)) tels que, pour
tout (va,qn) € B x (Vi N L3(A)) on ait

J o) 2w~ [ phdiven) = [ 10 (4.71)
/A qrdivud = 0. (4.72)

Il est connu que le couple d’espaces éléments finis (B, Vi, N L3(A)) est stable, ainsi (4.71)),
(4.72)) admet une unique solution [Tem77].

Le schéma (4.71), (4.72)) fait intervenir 'espace éléments finis & moyenne nulle V,NLZ(A)
pour le mode fondamental de la pression pU. En pratique, on exprime explicitement la
contrainte sur la pression dans le probleme faible en ajoutant I’équation

/A ph =0 (4.73)

et en ajoutant un multiplicateur de Lagrange pour la fonction test ¢;. Il est alors équivalent
de chercher (u)),p?) € B, x Vi, et A € R tels que, pour tout (vs,qn) € By, X Vj, on ait

/ 2 @ E(ul) : E(v) — / pdiv(vy) = / £ o, (4.74)
A A A

/qhdivug—i-)\/ qn =0, (4.75)
A A

/ ph = 0. (4.76)
A

Harmoniques On considére a présent la discrétisation de la formulation faible (4.46|),
1' Pour k£ > 0 donné, le probléme discrétisé consiste a chercher les fonctions (uﬁ, pi) €
(Vi N HY(A))? x Vj, telles que

- - Ovyp OV
/ 20 @ E(uf) : E(v) — / Pk < Lh 220 +5kplﬁvs,h> :/ f - vn, (4.77)
A A Ox1 Oz A

Oufy,  OuSy 2 K\2 & K
/A =4 =+ Buyy | an + > hK/IC((B> thh+VphVQh>=0

Ox Ox max [ j
! ? 1215581 KMy

(4.78)

pour tout (v1p, 030, V34, qn) € (Vi N HE(A))? x V. Ici § > 0 et le terme de stabilisation

dans (4.78)) qui est justifié par le fait que, d’apres (4.22]),
2
AP = Ap® + Z (Apk - (ﬂk> pk> cos(fz3). (4.79)

k>0
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Quadrature pour les coefficients de Fourier de la force En pratique, les forces
fi, i =1,2,3 sont données aux sommets du maillage M},. Les intégrales qui interviennent
dans les définitions (4.30)), (4.32)) et (4.34]) sont approchées par une formule de Simpson sur
une subdivision uniforme de l'intervalle [0, €]. Le nombre de subdivision sera choisi de sorte
a ce que cette erreur de quadrature soit négligeable par rapport aux erreurs introduites
par les discrétisations éléments finis et la troncature de la série de Fourier.

Résolution des systémes linéaires Les systéemes linéaires issus des formulations (4.74))-
(4.76]) et(4.77),(4.78]) sont résolus avec la méthode GMRES préconditionnée par ILU(2).
Le critere d’arrét de l'itération de GMRES est :

1P~ (Aa™ — b)][,»
I1P=1 (Az® = b)|,2

<1x10719 (4.80)

ol A est la matrice associée a la forme bilinéaire d’une formulation variationnelle, P le
préconditionneur ILU(2) associé a la matrice A, b le vecteur du membre de droite associé
a la forme linéaire et x™ les valeurs de 'approximation de la solution z aux itérations
successives de I'algorithme GMRES.

Reconstruction de la solution On se fixe un entier K > 0, on suppose avoir calculé

uk, Pk =1,2,..., K solutions de (4.74)-([@.76) et (4.77), (4.78). En vertu de (4.20)-(4.22),

on note pour tout (z1,ze,x3) €

K
wi px (21,22, x3) = u?}h(xl,acz) + Z uf’h cos (kag) , 1=1,2 (4.81)
k=1
K
us i (21, T2, 73) = Y _ ufj, sin (ﬁkl”:a) (4.82)
k=1
et
K
Phi (x1, T2, 23) = (1, T0) + Zp’fb(xl, x2) cos (Bkwg) ) (4.83)
k=1

Enfin on notera up x = (W1,h K, U2 b, K, U3,h K )-

4.4 Validation numérique

Dans cette section on propose de valider I'implémentation des schémas numériques
décrits dans la section (4.3)). Dans un premier temps, on introduit une solution exacte du

probleme (4.4)),(4.5) qui satisfait les conditions aux limites (4.6)-(4.8). Dans un deuxiéme

temps, on analysera la convergence de ’erreur entre la solution exacte et 'approximation

up, i telle que définie par (4.81)), (4.82)).

4.4.1 Une solution exacte polynomiale non triviale

On pose A = (—1,1)2, on rappelle que 2 = A x (0,¢). On choisit dans cette partie
@ une viscosité scalaire unité, c’est-a-dire que p;; = 1, Vi,j. On vérifie alors que les
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fonctions ui, us,us : 2 — R et p: Q — R définies par :

2 2 3 1
ur(z1, x2, 23) = uz(21, T2, 73) = (UC% - 1) (95% - 1) (x% - 55333 + 4€3> ; (4.84)
2 2
us(x1, 2, 23) = (—43:1 (w% = 1) (w% - 1) — 4o (l’% = 1) (w% - 1) ) (4.85)
1 1 1
. <4ﬂf§ - 5533% + 453353) 5
p(x1, 20, 23) = TiadT] (4.86)

satisfont (4.4)), avec les conditions aux limites (4.6])-(4.8), pour autant que f dans
(4.4) soit définie par

1 3 2
fi(z1, o, z3) ( (454 — 553:3 + x3> — (m% — 1) (a:% — 1) (3 — 623)
2

+ 823 (xl 1) (ieg’ - gexg, + :cg) +4 (x% — 1) (56% — 1)2 <i53 - gexg + x%)

+4 (z% - 1)2 (m% - 1) (153 - %51:3 + x3>)

+ 3222303, (4.87)

fa(xy, 20, 23) = — (833% (a:% - 1)2 (ie‘l - gexg + x%) - (;1:% - 1) (x% - 1)2 (3e — 6x3)
+ 8:(}% (:r;% — 1)2 (153 — gexg + x§>
+4 (x% = 1) (:z:g - 1)2 <leg3 - ggxg + x3>

+4 (x% - 1)2 <x§ — 1) <i53 - gescg + m%))

+ 4x3x323,  (4.88)

et

1 1
fg(:L’l, X2, :Eg) = <4g3x3 — 581’3 + IL’3> (24(1:2 (JI )

+ 322123 (x% - 1) + 16z (x% - 1) x2 — 1 + <i83$3 - *8$3 + ix3> <24x1 (m% — 1)2
+ 322329 (372 ) + 1629 (2% — 1) ( 1))
+ (303 = 3emy) (40 (o = 1) (a3 = 1) 4 o (o = 1) (a3 - 1)

+ batrars. (4.89)

Les figures représentent la solution (4.84)-(4.86]) pour le choix ¢ = 2, i. e. dans
le domaine Q = [—1,1]2 x [0, ¢].
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(f) I3 =0

Vitesse u

I [ T ]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 283

FI1GURE 4.2 — Représentation de la solution exacte — du probleme de Stokes
, , avec € = 2. La solution est représentée sur 6 plans horizontaux espacés ré-
gulierement entre x3 = 0 et x3 = 2. L’échelle de couleur correspond a ’amplitude de wu,
tandis que les fleches indique la direction de wu.
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FIGURE 4.3 — Lignes de courant de la vitesse u définie par 1} dans le domaine
cubique €2, c’est-a-dire que € = 2.
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4.4.2 Convergence de ’erreur en K et en h

On s’intéresse d’une part a la convergence de l'erreur d’approximation de uy g donnée

par (4.81))-(4.82)) vers la solution exacte (4.84))-(4.85)), définie par :

[lu — un k||
el = L@, (4.90)
’ [ull L2

ou le champ de vecteur u est donné par (|4.84))-(4.85]).

On cherchera d’autre part a comparer uy g (notée u%F}( dans la suite, avec SF ’abré-
viation de Stokes-Fourier) avec la solution de (4.4))-(4.5) obtenue & I’aide d’une méthode

d’éléments finis Pjbulle-P; sur un maillage tétraédrique classique (notée u}SL:)’D dans la
suite). On note aussi 'erreur
Hu B uisD’ L2(Q)
eyl = (4.91)
[[ull 20

Convergence de la somme partielle de Fourier

On s’intéresse a la convergence de l'erreur e%FK en fonction du nombre d’harmoniques
K

K dans la somme partielle de up x. On prend pour le maillage Mj, du domaine A une
triangulation structurée de taille de maille h = 2/64. La table donne les valeurs de
I’erreur e}SLFK pour différents nombres d’harmoniques K et différentes épaisseurs € du do-
maine €. On remarque que le nombre de terme dans de la somme partielle de la série de
Fourier nécessaire pour saturer I’erreur augmente lorsque le rapport d’aspect du domaine
) augmente, c’est-a-dire lorsque € tend vers zéro. En effet, lorsque ¢ = 2, 'erreur e}SLF cesse
de décroitre signicativement lorsque K > 5, tandis que lorsque ¢ = 0.02 il faut que K > 7

pour que 'erreur e}SLF cesse de décroitre signicativement.

TABLE 4.1 — Erreur e}SLF}( entre la solution exacte et la série de Fourier discrete tronquée a
l'ordre K.

€ K=1 K=3 K=5 K=17 K=9

2 0.8918 x 1072 0.1216 x 1072 0.5207 x 10~3 0.4378 x 10~2 0.4259 x 103
0.2 0.1238 x 1071 0.1654 x 1072 0.4547 x 102 0.1882 x 1073 0.1117 x 103
0.02 0.1245 x 101 0.1662 x 1072  0.4508 x 10~2 0.1727 x 1073 0.8142 x 10~*

Convergence en fonction du maillage

On s’intéresse a la convergence de 'erreur e%FK en fonction de la taille de maille h

de la subdivision M} du domaine A. La table donne les valeurs de l'erreur pour
différentes tailles de maille h et différentes épaisseurs € du domaine 2. Lorsque le domaine
est isotrope, raffiner le maillage de A tend a diminuer I'erreur ef};(. Cependant, plus le
domaine est anisotrope, plus ’erreur devient insensible au raffinement du maillage de A :
lorsque € = 0.02, e,‘?f;{ est de Iordre de 1 x 10~* quel que soit la valeur de h.
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TABLE 4.2 — Erreur e}SfK en fonction de la taille de maille h et de I’épaisseur e lorsque
K =20.

€ h =0.25 h =10.125 h = 0.0625 h =0.03125 h =0.015625

2 09765 x 107! 0.2611 x 107! 0.6698 x 1072 0.1688 x 1072 0.4232 x 1073
0.2 0.4184 x 1072 0.2342 x 1072 0.9966 x 1072 0.2962 x 1073  0.7794 x 10~*
0.02 0.3977 x 10°% 0.1166 x 10~* 0.9187 x 10~° 0.1121 x 10~* 0.1210 x 10~*

Comparaison des erreur e}SLFK et e%SD

On s’intéresse maintenant a comparer la précision des calculs uEFK et u,SLSD. Ici on a

choisi K = 20 et h = 2/64. La table donne la valeur des erreurs pour différentes épais-
seurs € du domaine ). La figure représente les mémes données sous forme graphique.
On remarque que l'erreur e%FK dépend fortement du rapport d’aspect du domaine 2, et
décroit lorsque celui-ci augmente. A I'inverse, e,SL3D est relativement indépendent de €, et
tend méme a croitre lorsque ¢ tend vers zéro. Ce résultat indique qu’il est avantageux de

considérer le modele SF lorsque le domaine de calcul €2 présente une forte anisotropie.

0.01000 - S—
i (SF
h,K
€}SLBD
% } O—O0—0 o
“i  0.00100 GGO/// 4
- i e o :
=S O
B =
) o
= o
g 0.00010 ¢ |
m I
0.00001 C ‘ e
0.1 1
g

FIGURE 4.4 — Erreurs e%FK et eESD en fonction de I’épaisseur ¢ lorsque K = 20 et h = 2/64.

Dans le cas des calculs de 6%3]), la taille de maille verticale est de &/64.

TABLE 4.3 — Erreurs e,SL’FK et e}SL?’D en fonction de I’épaisseur € lorsque K = 20 et h = 2/64.

Dans le cas du calcul de €5°P 1a taille de maille verticale est de /64.

e = 0.020 e = 0.055 e =0.154 e =0.430 e =1.198

e 01121 x 107*  0.8356 x 107*  0.2478 x 1072 0.4944 x 1072 0.1225 x 1072

e3P 0.1426 x 1072 0.1351 x 1072 0.1175 x 1072 0.9317 x 107%  0.6221 x 1073

Finalement, on compare les temps CPU pour chaque schéma, ainsi que le nombre d’ité-
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rations de l'algorithme GMRES pour résoudre le systéme linéaire dans le cas du schéma
S3D, dont les résultats sont synthétisés par la table Ici on a comparé les performances
entre le temps de calculs du modele S3D et SF en variant ’épaisseur € du domaine entre
2 x 1072 et 1.19. On note que le coiit en temps de calcul de la solution u%:)’D augmente
catastrophiquement lorsque ¢ diminue. Ceci est principalement dii au conditionnement de
la matrice qui se péjore et au nombre d’itérations de 'algorithme GMRES nécessaire pour
atteindre la tolérance souhaitée. En comparaison, le colit en temps de calcul de la solution

UEF}( est indépendent de I’épaisseur ¢, et est environ 17 fois plus faible que le cotit de calcul

de u%gD dans le pire des cas. A nouveau, ce résultat indique un clair avantage du modele
SF par rapport au modele S3D.

TABLE 4.4 — Comparaison des performances entre les schémas permettant de calculer u%FK
et u%SD en fonction de I’épaisseur ¢ lorsque K = 20 et h = 2/64. Les calculs sont effectués
sur un machine équipée d’un processeur Intel® Xeon® E5-2620 v2 @ 2.1 GHz et 32 Go de

RAM.

e=1198 £=0430 £=0.154 ¢=0.055 €=0.020

S3D
Tepu [s] 753 753 1343 2694 4587
itérations GMRES 133 184 327 609 901
SF
Tepu [s] 45 44 43 45 43

4.5 Modele de transport d’alumine stationnaire

L’objectif ultime étant d’obtenir une approximation de la concentration d’alumine dans
une cuve d’électrolyse d’aluminium, on propose un modele de convection et diffusion sta-
tionnaire d’alumine dissoute dans le domaine 2. On suppose donné un champ de convection
stationnaire u : @ — R3, qui correspond & 1’écoulement des fluides dans le domaine .
Le champ wu sera typiquement calculé a l’aide du schéma numérique introduit dans la
section Soit S le terme source de la concentration d’alumine dissoute correspondant
a l'injection de particules, ¢ le terme source correspondant a la consommation d’alumine
dissoute par la réaction d’électrolyse, et la diffusivité moléculaire de la concentration d’alu-
mine dans le bain Déf[ > 0. On cherche le champ de concentration d’alumine stationnaire
c: 2 — R solution de I’équation d’advection-diffusion stationnaire :

u-Ve—DMAc=S+q dans Q, (4.92)

avec des conditions de Neumann homogenes sur le bord 02 :

dc

— =0, sur 0f. 4.93
o (4.93)
La solution ¢ de I'équation (4.92) étant définie & une constante pres, on considére la
contrainte supplémentaire :

1
Q
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ol ¢ est la concentration moyenne dans le domaine €2, supposée donnée. Le terme source S
est construit a partir des conditions initiales S des populations de particules d’alumines
introduite dans la section [3.2l On définit S comme la moyenne temporelle du débit de
masse de particules d’alumine défini par les fonctions Sy :

1

T
S(a:l,a:g,xg) :Th—?;of/o ZSk(a:l,xQ,xg)é(t—Tk) dt, ((El,xg,xg) e Q. (495)
k>0

Le terme source ¢ correspond a la consommation d’alumine dissoute par la réaction
d’électrolyse. Le débit total d’alumine consommée dans la cuve étant donné par la relation

(B-10), on pose :
I

C6F|Q)

ou I est le courant électrique total qui traverse la cuve, et F' est la constante de Faraday.

q(z1, 2, 73) = (4.96)

Remarquons que par construction des fonctions {Sy},.,, la moyenne de S sur €2 est
exactement égale a la moyenne de ¢ sur €2, i. e. :

/(S+®dm:0 (4.97)
Q
C’est une condition nécessaire pour que le probleme (4.92)) admette une solution.

On utilisera pour approcher la solution du probléeme (4.92) une méthode d’éléments
finis continus linéaires par morceaux, stabilisée par une méthode de type SUPG, sur un
maillage tétraédrique de €.

4.6 Application a I’écoulement d’une cuve d’électrolyse

L’un des objectifs premiers du développement du schéma numérique SF est d’une part
de fournir une approximation de ’écoulement des fluides dans une cuve d’électrolyse d’alu-
minium, et d’autre part de fournir une approximation de la distribution d’alumine dans
le bain électrolytique, le tout a moindre cotit par rapport au modele 3D standard déja
implémenté dans le logiciel Alucell[Ste09] tel que décrit dans le chapitre [3} Le but de
ce programme est, a terme, de permettre de traiter I'opération d’une cuve d’électrolyse
industrielle comme un probleme de contrdle optimal.

Dans cette partie, nous comparons les champs de vitesse et de concentration issus de
la méthode Stokes Fourier décrite dans les section 1.2 et 3] et ceux obtenus avec la
méthode 3D standard du chapitre 3] La méthode 3D standard fournit une concentration
¢ dépendante du temps. Dans la suite, cette concentration est calculée & T =1 x 10% s.

Le parallélépipede rectangle Q défini par est contenu dans la partie fluide de la
cuve, dans notre cas 2 = (0,13.8) x (0,3.26) x (0,0.18). Le plan x3 = 0 coincide avec la
face supérieure de la cathode qui est en contacte avec ’aluminium liquide. On considere
finalement la restriction a 2 du champ de force f = j x B correspondant aux forces de
Lorentz calculées a ’aide du modele 3D standard.

La figure représente 'intensité et la direction du champ de force f dans le plan
x3 = £/2, & mi-hauteur entre les anodes et la cathode. Nous utiliserons ce champ de force

pour calculer UEFK définie par 1' 1}

On choisit une triangulation de A de sorte a ce que la taille des mailles des deux
calculs (Stokes 3D et Stokes-Fourier) soient comparables avec la méthode 3D standard,
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soit h = 0.69 m dans le plan (z,y), et une taille verticale de 0.015 m pour le calcule
de Stokes 3D. On somme K = 20 termes de la série de Fourier pour le calcul SF. La
moyenne ¢ dans est fixée & 3% masse, identique a la concentration d’alumine dissoute
initialement dans le modele de transport et de dissolution décrit dans le chapitre 2. Dans
, le courant électrique total est I = 320000 A. Les différentes grandeurs physiques
qui interviennent dans ce modeéle ont déja été introduites dans la table[3.2] Les figures [4.6]
et représente les champs uSF, ¢SF, 493 et ¢%3P dans le plan x5 = ¢ /2.

0.11 50 100 150 198.96

F1GURE 4.5 — Champ de force f dans le fluide issus du modéle 3D standard.

Vitesse u [cms™!]

B 00 |
0 3 6

FIGURE 4.6 — Champ de vitesse stationnaire ui?’D dans le métal (haut) et UEF}( reconstruit

selon les équations (4.81)), (4.82) a mi-hauteur de 2 (bas).

Le modele de Smagorinsky (voir éq. (4.49) de [Rocl6]) est utilisé pour modéliser une
viscosité non-linéaire, et le coefficient a disposition est réglé de sorte que la valeur maximum
du champ vitesse u%‘q’D soit de 'ordre de 3 cms~! dans I’ACD. Il faut remarquer que dans
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le métal, la vitesse est plus grande que dans PACD. De méme, la viscosité nécessaire au

calcul du champ u,SLF}{ est réglée de sorte que la vitesse maximale soit de Pordre de 3 cms™!.

Le champ de vitesse u,sf’D au milieu du métal et le champ uEFK au milieu du domaine €2

sont représentés dans la figure 4.6.

On constate sur la ﬁgure que le champ de courant u,SlP}{ reproduit les grandes

structures de I’écoulement u%?’ D+ deux tourbillons principaux divisent la cuve, et la position
de leur frontiere correspond. Cependant, le champ u%FK ne parvient pas a capturer les plus
petites structures qui apparaissent dans u%?’D, soient les petits tourbillons secondaires dans
les coins en aval, ainsi qu'une certaine asymétrie général par rapport a 'axe x.

Concentration ¢ [w%]

B |
1.73 3 ) 6.84

FIGURE 4.7 — Champ de concentration stationnaire ¢;°P (haut) et ¢;¥ solution de 1'équa-

tion (4.92) (bas).

En comparaison avec le champ ci“q’D (en haut sur la figure , le champ de concentra-
tion stationnaire C%F (en bas sur la figure @ reproduit certains aspects caractéristiques.
En particulier, les amplitudes de variation de la concentration sont tres similaires. De
plus, la position des points d’injections apparait clairement dans sur les deux calculs. En
revanche, le champ c,SlF présente une zone appauvrie en périphérie du tourbillon de droite,

qui n’est pas présente dans le champ 023]3.

On s’intéresse maintenant au cas du calcul de I’écoulement des fluides et de la concen-
tration d’alumine dissoute dans le bain électrolytique lorsqu’on désactive une anode, c’est-
a-dire que I'une des anodes du plan anodique n’est pas conductrice électriquement. Cette
situation a lieu en pratique lorsqu’une anode en fin de vie est remplacée par une anode
neuve, mais froide. Sa conductivité électrique qui est quasi nulle initialement, augmente
au fur et a mesure que 'anode atteint sa température d’opération. Dans cette partie,
on dénotera conjointement la vitesse du fluide stationnaire et la concentration d’alumine
dissoute obtenue qui résultent du modele décrit dans le chapitre [3] par I’abréviation S3D.
Dans cette partie, on considérera uniquement une dissolution des particules d’alumine in-
dépendante de la température, c’est-a-dire que le champ 3P est calculé avec le modele
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standard 3D (S3D) en désactivant la dépendance de la vitesse de dissolution en fonction
de la température du bain.
Anode désactivée : 0 =0

(a) Force f (b.1)

Domaine de calcul 2

(b.2)

FIGURE 4.8 — Désactivation d’une anode dans le modele standard S3D et le modele SF.
(a) Dans le modele S3D, la désactivation d’une anode est modélisée par 'annulation de sa
conductivité électrique o. (b.1) Calcul du terme de force avec le modele S3D et toutes les
anodes activées. (b.2) Calcul de '’écoulement dans le domaine €2 avec le modele SF et la
force obtenue en (b.1), mais annulée sous I'anode désactivée.

1.8m --y
(1,1 (1,2 (1,3 (1,4 (1,5 (1,6 (1,7 (1,8 (1,9 (1,1 )
Om 1 —@: — — —@—
@1l @2l @31 @ 4]l @ 5]l @ 6] @71 @ 8| @ 9] @ 19
—1.8m¢ €T

—7I.1m Om 7I.1m

FIGURE 4.9 — Numérotation des anodes de la cuve AP32.

Dans le modele S3D, on peut simuler la désactivation d’une anode en annulant la
conductivité électrique o dans le volume occupé par ladite anode. On a donc la densité de
courant j = o (ng + uS3D), divj = 0, o1 ¢ est le potentiel électrique, u53P 'écoulement
des fluides solution des équations de Navier-Stokes, B le champ d’induction magnétique
solution des équations de Maxwell et la force f = j x B. Dans le modeéle SF, on utilise
le champ de force f issus d’'un calcul S3D avec toutes les anodes activées, restreint a €.
On simule la désactivation d’une anode en supposant que la densité de courant électrique
est quasiment nulle sous celle-ci, ce qui revient a imposer f = 0 sous ’anode désactivée
(voir figure . L’emplacement des anodes vues depuis dessus et leur numérotation dans
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la cuve AP32 est schématisé sur la figure [£.9

Les figures présentent le champ de vitesse stationnaire 3P du bain électro-
lytique dans ’ACD de la cuve AP32 et la distribution de concentration ¢53P pour quatre
configurations différentes du plan anodique, soit les anodes (1,1), (1,2), (2,1) et (2,2)
successivement désactivées. On se réfere a la figure pour le placement de chacune de
ces anodes. Les anodes désactivées se trouvent au niveau de 'extrémité gauche de la cuve.
On note que l'influence sur le champ de vitesse et la distribution de concentration s’étend
a proximité de 'anode désactivée, mais ne s’étend pas a ’ensemble de la cuve.

(a) Anode (1,1) désactivée

(b) Anode (1,2) désactivée

Vitesse uy, [cms™!] Concentration ¢ [w%)]
. [
0 3 6 2.26 4 5.43

FIGURE 4.10 — Champs de vitesse stationnaire 5P (haut) et de concentration ¢3P (bas)
dans ’ACD de la cuve AP32 pour différentes configurations du plan anodique.
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(a) Anode (2,1) désactivée

(b) Anode (2,2) désactivée

Vitesse uy, [cms™?] Concentration ¢ [w%]
. B 20
0 3 6 2.26 4 5.43

FIGURE 4.11 — Champs de vitesse stationnaire 5P (haut) et de concentration ¢>3P (bas)
dans ’ACD de la cuve AP32 pour différentes configurations du plan anodique.

Dans les figures 4.12 a 4.17 les champs de vitesse u;q’fK, u,st et de concentration C%F,
02313 sont comparés pour deux calculs différents de la force f = j x B. On réalise les

deux expériences suivantes. Expérience 1 : la force est calculée comme dans la figure 4.8a.
Les champs de vitesse et de concentration sont comparés dans les figures 4.12 a 4.15.
Expérience 2 : Le champ de force de u%?’D est calculée comme dans la figure 4.8a, mais

le champ de force de u%FK est calculé selon la figure 4.8b2. Ainsi le temps de calcul de

la force pour U,%FK est fortement réduit. Les figure 4.16 et 4.17 contiennent le champ de

concentration ainsi obtenu, et sont & comparer avec les figures 4.14 et 4.15.
S3D
h

Dans les résultats présentés par les figures 4.12 et 4.13, I’écoulement u7°" joue le role
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(a) Anode (1,1) désactivée

(b) Anode (1,2) désactivée

Vitesse uy, [cms™?]

0 3 6

FIGURE 4.12 — Expérience 1 : Vitesse d’écoulement u5°P (haut) et u,SLFK (bas) pour diffé-
rentes configurations du plan anodique, lorsque la force est calculée selon la figure 4.8a.

de référence, et 'on aimerait que I’écoulement u%f}( le reproduise au mieux. De méme,
b

dans les figures 4.14 a 4.17, la concentration c}sf’D joue le role de référence, et ’on aimerait

que le champ de concentration cf’LF le reproduise au mieux. Les champs de vitesse uf’LFK

et de concentration c%F sont représentés a mi-hauteur dans le domaine €2, tandis que les
$3D S3D

champs uy°" et ¢;°” sont représentés au milieu de I’ACD.

Dans ces calculs, les perturbations du plan anodique, i.e., les anodes désactivées, sont
toutes situées a l'extrémité gauche de la cuve. De maniére générale, on constate dans
chacun des cas que ’écoulement du coté opposé a la perturbation, & droite, reste tres peu
influencé, et les modifications de I’écoulement restent localisées a proximité de ’anode
désactivée.
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(a) Anode (2,1) désactivée

(b) Anode (2,2) désactivée

Vitesse uy, [cms™!]

0 3 6

FIGURE 4.13 — Expérience 1 : Vitesse d’écoulement u3*P (haut) et u%Fk (bas) pour diffé-
rentes configurations du plan anodique, lorsque la force est calculée selon la figure 4.8a.

Nous décrivons maintenant les résultats obtenus pour ’expérience 1, présentés par les
figures 4.12 a 4.15.

Dans le champ de vitesse u3>P, la désactivation de I'anode (1,1) perturbe fortement le
tourbillon principal a gauche, qui se divise en trois structures. En particulier, on observe
la formation de deux petits tourbillons, bien séparés, a I'extréme gauche de la cuve, sous
chaque chaque rangée d’anodes. De maniére similaire, lorsque 1’anode (1, 2) est désactivée,
la structure est tres semblables, I'un des nouveaux tourbillons s’étant déplacé sur la droite
pour rester sous ’anode désactivée.

Dans ces deux cas, I’écoulement UEFK présente également une modification du tourbillon
principal de gauche. Cependant, les petites structures, en particulier les deux tourbillons
a l'extréme gauche de la cuve ne sont pas aussi clairement formés. Lorsque ’anode (1,1)



92 CHAPITRE 4. CALCUL DE L’ECOULEMENT DE STOKES

(a) Anode (1,1) désactivée

(b) Anode (1,2) désactivée

Concentration ¢ [w%]

BT 00
1.73 3 ) 6.84

FIGURE 4.14 — Expérience 1 : Comparaison entre ;>0 (haut) et i (bas) pour différentes
configurations du plan anodique, lorsque la force est calculée selon la figure 4.8a.

est déactivée, on voit malgré tout un petit tourbillon apparaitre dans le coin aval gauche,
et le tourbillon principal de gauche développe un nouveau lobe, avec un oeil au centre
duquel la vitesse s’annule.

Lorsque 'anode (1, 2) est désactivée, le tourbillon principal de gauche se scinde en deux
tourbillons plus petits, mais I’écoulement résultant correspond mal a celui de u,SL3D.

Nous décrivons maintenant les écoulements lorsque les anodes de la rangée du bas sont
désactivées, présentés sur la figure 4.13. A nouveau, la désactivation d’une anode perturbe
essentiellement 1’écoulement & proximité de celle-ci. En particulier, le grand tourbillon
de droite reste quasiment inchangé. L’absence d’une anode engendre la formation d’un
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(a) Anode (2,1) désactivée

(b) Anode (2,2) désactivée

Concentration ¢ [w%]

BT 00
1.73 3 ) 6.84

FIGURE 4.15 — Expérience 1 : Comparaison entre c¢;°P (haut) et ¢;* (bas) pour différentes
configurations du plan anodique, lorsque la force est calculée selon la figure 4.8a.

ou plusieurs petits tourbillons de part et d’autre de ’anode désactivée, et on observe la
présence plus systématique d’un petit tourbillon isolé dans le coin aval gauche.

Comme sur la figure 4.12, la partie droite des écoulements u%FK reste peu sensible a la

désactivation d’'une anode a l'extréme gauche. Ce comportement correspond & celui des
écoulements u%‘g’D. En revanche, lorsque les anodes (2,1) et (2,2) sont désactivées, I’écou-
lement u%FK a proximité de celles-ci correspond peu a celui observé sur u,st. L’amplitude
des vitesses est trop faible dans 'extrémité gauche, et certain tourbillons sont simplement
absents.

Nous décrivons a présent les champs de concentration d’alumine dissoute dans le bain
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(a) Anode (1,1) désactivée

(b) Anode (1,2) désactivée

Concentration ¢ [w%]

BT 00
1.73 3 5 6.84

FIGURE 4.16 — Expérience 2 : Comparaison entre ;>0 (haut) et i (bas) pour différentes
configurations du plan anodique, lorsque la force est calculée selon la figure 4.8b.2.

de la cuve AP32 obtenus dans le cadre de I'expérience 1, présentés sur les figures 4.14 et

4.15. Pour rappel, dans ce cas le champ de force f qui sert au calcul de I’écoulement u,SlE}{

est issu d’un calcul de u,sl?’D ou l'anode correspondante est désactivée, comme décrit sur la

figure 4.8a.

Dans les quatre configurations du plan anodique, les champs de concentration c,SlF pré-
sentent des caractésistiques similaires. En particulier, dans tous les cas l'injecteur numéro
3 alimente le tourbillon de gauche, alors que ce méme injecteur alimente le tourbillon de
droite dans le calcul S3D. Par conséquent, le calcul SF prédit une sous-alimentation de la
périphérie du tourbillon & droite de la cuve. Cette région sous-alimentée n’apparait pas sur
les champs de concentration CE3D. On note encore que la suralimentation du bain autour
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(a) Anode (2,1) désactivée

(b) Anode (2,2) désactivée

Concentration ¢ [w%]

BT 0
1.73 3 5 6.84

FIGURE 4.17 — Expérience 2 : Comparaison entre c¢;°P (haut) et ¢; (bas) pour différentes
configurations du plan anodique, lorsque la force est calculée selon la figure 4.8b.2.

des points d’injection est reproduite.

Nous passons enfin a la description des résultats de I'expérience 2, présentés par les
figures 4.16 et 4.17. Pour rappel, ici le champ de force est calculé comme indiqué par la
figure 4.8b.2, ce qui réduit fortement le temps de calcul. Les figures 4.16 et 4.17 sont a
comparer avec les figures 4.14 et 4.15 respectivement.

Les champs de concentration C%F pour les différentes configurations du plan anodiques
sont tres similaires aux résultats obtenus dans I’expérience 1. On retrouve la méme sous-
alimentation de la périphérie du tourbillon de droite, et la concentration autour des points
d’injection est toujours reproduite. Malgré I'approximation réalisée pour le calcul de la
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force d’entrainement f, le champ de concentration ciF adopte un comportement tres si-
milaire a celui obtenu dans ’expérience 1.
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4.7 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons proposé une méthode numérique pour calculer
I’écoulement de fluides dans un domaine Q = A x (0, ¢) de R?, basée sur une décomposition
en harmoniques de Fourier des inconnues et des méthodes d’éléments finis pour chaque
coefficients des séries de Fourier. Cette formulation nécessite d’imposer des conditions
d’adhérence sur les bords verticaux du domaine et des conditions de glissement total sur
les bords horizontaux.

Une caractéristique essentielle de cette méthode est de calculer une approximation de
I’écoulement tridimensionnel en résolvant une série de problémes bidimensionnels décou-
plés les uns des autres. Cette approche devient de plus en plus intéressante lorsque 1’épais-
seur du domaine ¢ s’approche de 0. En effet, on observe d’une part que le temps CPU est
essentiellement indépendent de e, mais en plus 'erreur d’approximation diminue lorsque
¢ diminue. C’est un clair avantage par rapport a une méthode d’éléments finis classiques
basée sur un maillage tétraédrique. En raison de la péjoration du conditionnement des
matrice éléments finis lorsque ¢ tend vers 0, i.e., lorsque le rapport d’aspect du maillage
devient de plus en plus grand, la convergence des méthodes itératives devient de plus en
plus lente. De plus, 'erreur d’approximation tend a croitre lorsque € diminue. Cette mé-
thode est donc bien adaptée au calcule d’écoulement de fluides en couches minces, pour
autant que les conditions aux limites soient adaptées.

La formulation du modeéle de Stokes-Fourier impose des contraintes particulieres au
niveau de la géométrie du domaine, des conditions aux limites sur certaines parties du
bord du domaine. Dans le cas d’une cuve d’électrolyse d’aluminium, on est contraint de
négliger la présence des canaux et de linclinaison des parois latérales de la cuve. Au
niveau des conditions aux limites, on est forcé d’imposer des conditions de glissement
parfait sur les parties du bord en contact avec les anodes ou la cathode, et des conditions
d’adhérence parfaite sur les parois verticales. Dans une cuve d’électrolyse, alors que le choix
des conditions aux limites sur les parois est cohérent avec le modele S3D, les conditions
aux limites sur la cathode ne correspondent pas. Le choix des conditions aux limites sur
les anodes est sujet a discussion en raison de la présence de film gazeux a leur surface et
a la présence de bulles de CO, qui provoquent une forte agitation.

La structure des champs de vitesse u}SLF est similaire au modele de référence u,SL3D lorsque
toutes les anodes sont activées. Cependant, lorsque des anodes sont désactivées, 1’écoule-
ment de référence U%?)D développe des petites structures et des tourbillons additionnels a
proximité des anodes désactivées que la solution u%F peine a reproduire.

Le calcul de la distribution stationnaire c%F dépend directement de la vitesse d’écou-
lement u,SZF La distribution C%F reproduit certaines caractéristiques significatives de la
distribution de référence C}SLB’D, tels que les exces de concentration & proximité des points
d’injection. Cependant, la distribution d’alumine dans la cuve dépend de maniere sensible
de la position des tourbillons principaux de ’écoulement u,SLF 11 suffit que ces tourbillons
soient légerement décalés par rapport a I'emplacement des injecteurs pour que la distri-

bution d’alumine dissoute change drastiquement.

Les champs de vitesse et de concentration stationnaires obtenus avec la méthode de
Stokes-Fourier s’écartent considérablement des champs obtenus avec le modele 3D stan-
dard. Donc il semble difficile d’utiliser ce modeéle simplifié pour déterminer la distribution
d’alumine dans le bain d’une cuve d’électrolyse.

Néanmoins, il faut souligner que le calcul avec la méthode Stokes-Fourier prend moins
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d’une minute, alors que le calcul avec la méthode 3D standard le calcul prend plus de 20
heures. Ainsi le modele de Stokes-Fourier pourrait étre utilisé pour une étude préliminaire
sur une nouvelle usine, le calcul 3D standard serait ensuite utilisé pour finaliser la solution
retenue.



Chapitre 5

Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a la modélisation des écoulements fluides
et au transport et dissolution de I’alumine dans une cuve d’électrolyse d’aluminium indus-
trielle.

Ce travail de these est divisé en deux parties. Dans la premiére partie, nous nous
sommes penchés sur la modélisation physique, mathématique et numérique de phénomenes
liés au transport et a la dissolution de la poudre d’alumine dans une cuve d’électrolyse
industrielle. En particulier, nous avons discuté en détails de I'importance de la chute des
particules d’alumine dans le bain sous l'effet de la gravité, de la formation d’une couche
de gel en périphérie des particules suite a leur injection dans le bain, et a I'importance
de la température locale du bain sur la dissolution des particules d’alumine. Les modéles
numériques de ces phénomeénes on été implémentés dans le logiciel Alucell[Ste09], et leurs
effets sur la distribution d’alumine dissoute dans le bain électrolytique ont été évalués
dans le cadre de la technologie de cuve AP32 développée par Rio Tinto. Les différentes
expériences numériques ont montré que la distribution d’alumine dissoute dans le bain est
peu sensible a la chute des particules. De méme, on a vu que les temps de formation et
de refonte caractéristiques de la couche de gel en périphérie des particules sont de I'ordre
de 1 ms, ce qui correspond a un décalage spatial du début de la dissolution de I'ordre du
millimétre. Etant donné la précision du modéle, il convient donc de ne pas tenir compte de
ces deux effets. En revanche, nous avons montré que la température locale du bain joue un
role décisif sur la distribution d’alumine dissoute. L’impact est d’autant plus important
que la température du bain est proche de la température du liquidus, ce qui est le cas
en pratique. Dans ce cadre, le modele de transport et dissolution d’alumine présenté au
chapitre 3 aidera a la compréhension des cuves existantes et au design des cuves futures.

Dans la deuxieme partie de ce travail, nous avons proposé un modele simplifié de
I’écoulement des fluides dans une cuve d’électrolyse d’aluminium, dans le but de réduire
fortement le temps de calcul. Ce modele est basé sur une décomposition en séries de
Fourier pour la variable verticale et une méthode d’éléments finis pour les deux variables
horizontales. Le cotit en temps de calcul est réduit de maniere drastique, mais ’erreur due
aux hypotheses simplificatrices est importante. La structure principale de 1’écoulement est
bien reproduite par ce modele dit de Stokes-Fourier, en revanche, les petites structures
sont mal reproduites. Par conséquent, les distributions stationnaires d’alumine dissoute
qui découlent de cet écoulement simplifié s’écartent significativement des distributions de
références obtenue avec le modele multi-physiques standard. Puisque ce modele de Stokes-
Fourier est tres peu cofiteux en temps de calcul, il pourra étre exploité pour des études
préliminaires. La cuve retenue serait ensuite étudiée et validée a ’aide du modele multi-
physiques complet.
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