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Résumé

Dans cette these, on résout deux problemes distincts.
Dans une premiere partie, on s’intéresse au systéme d’équations aux dérivées partielles linéaires

dw+ahw=f,
dans © C R™, un ouvert, ainsi qu’au systeme d’équations linéaires
daNu=p

ot a: Q — A, f: Q — AFl et 5: Q — A2 sont donnés et w,u: @ — AF sont les inconnues.
On montre que si ranglda] = 2m > 2(k + 1), ces deux équations ont au plus une solutions, que si
rang[da] = 2m > 2(k+2) et § = df +a A f, elles sont équivalentes et que si rang[da] = 2m > 2(n — k),
la premiére équation a toujours une solution. De plus, on construit un opérateur N* défini sur les k — 1
formes telles que si rang[da] = 2m > 2(n — k + 1) et si w est tel que dw + a A w = 0, alors il existe ¢
tel que N* (@) = w.

La premieére équation peut se voir comme une généralisation du lemme de Poincaré, car des que a
est exacte, on se ramene aisément a ce résultat classique. Néanmoins, dés que a est non-exacte, I’étude
du probleme devient tres différente.

Dans une deuxiéme partie on s’intéresse au systeme d’équations aux dérivées partielles linéaires

AVu + (Vu)' A= F,

dans Q ou A € R™™ et F': Q — R™ ™ gont donnés et u: Q — R™ est I'inconnue. On donne des
conditions nécessaires et des conditions suffisantes pour 'existence d’une solution de ’équation ci-
dessus ainsi que du probleme de Dirichlet associé, c’est-a-dire, u = ug sur 0€2. On donne des critéres
dans le cas ou A est symétrique, auquel cas, il s’agit d’une généralisation de I’équation du gradient
symétrisé Vu-+ (Vu)t = F, dans le cas ou A est antisymétrique auquel cas, il s’agit d’une généralisation
de I’équation du rotationnel Vu— (Vu)t = F. Pour finir, on donne des critéres d’existences de solutions
de I'équation dans le cas ou A ne vérifie aucune hypothese de symétrie.

Mots clés : algebre extérieure, formes différentielles, équations aux dérivées partielles linéaires, lemme
de Poincaré.
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Abstract

In this thesis, we solve two different problems.
The first part solves the system of linear partial differential equations

dw+ahw=f,
in an open set €2, as well as the linear system of equations
da Nu =3,

where a: Q — AL, f: Q — A¥1and B: Q — A*2 are given and w,u: Q — AF are the unknowns.
We show that if rank[da] = 2m > 2 (k 4 1), those equations have at most one solution, if rank[da] =
2m > 2(k+2) and B = df + a A f, they are equivalent and if rank[da] = 2m > 2 (n — k) the first
equation always admits a solution. Moreover, we build an operator N* defined on (k — 1)-forms such
that if rank[da] = 2m > 2(n — k + 1) and w is such that dw+ a A w = 0, then there exists ¢ such that
N*(p) = w.

The first equation is a generalization of the Poincaré lemma since if a is exact, the solution of this
equation are a consequence of this classical result. However, as soon as a is non exact, the study of
the problem changes significantly.

The second part solves the system of linear partial differential equations

AVu + (Vu)' A= F,

in 2, where A € R"*™ and F': Q — R™ " are given and u: 0 — R" is the unknown. We give necessary
conditions and sufficient conditions for existence of solutions of the equation above and the equation
together with a boundary Dirichlet condition, that is, u = ug on the boundary. We give criteria when
A is symmetric in which case the equation is a generalization of the symmetric gradient equation
Vu+ (Vu)! = F, when A is skew-symmetric in which case the equation is a generalization of the curl
equation Vu — (Vu)' = F. Finally, we give criteria when A doesn’t verify any symmetry hypothesis.

Keywords : exterior algebra, differential forms, linear partial differential equations, Poincaré lemma.
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Introduction

Un jour, en consultant le flux d’idées hasardeuses qui constitue la plupart du contenu des réseaux
sociaux, j'ai lu un “tweet” d’un membre reconnu du milieu académique qui disait :

Chers doctorants. S’il vous plait, ne commencez pas l'introduction de votre theése par une
anecdote personnelle.

Dans cette these, divisée en deux parties principales, on s’intéresse a I’étude de deux équations
différentielles distinctes. Les deux équations étant peu liées, on prendra le soin de les présenter plus en
détail dans I'introduction de leurs parties respectives. On se contente ici de les présenter brievement
et de dresser quelques liens.

La premiere partie de cette these est dédiée a ’étude de I’équation

dw+aNw = f.

Cette équation, écrite dans le formalisme des formes différentielles est évidement liée au lemme de
Poincaré des que a est nulle, ou, plus généralement deés que a est exacte. Dans le cas ot a n’est pas
exacte, 'apparition du terme a A w, malgré le fait qu’il s’agisse d'un terme d’ordre plus bas que dw
change drastiquement I’étude du probleme. En effet, dans le lemme de Poincaré la condition nécessaire
évidente est df = 0, tandis que lorsque a est non-fermée, le méme procédé qui permet d’établir df = 0
dans le cas ou a = 0 donne qu’une condition nécessaire est l’existence d’une solution v du probléme
algébrique da A u = df + a A f. L’idée principale derriere I’étude de cette équation est d’établir
la régularité d’une solution d’un probléme algébrique, puis la transformer en une solution de notre
équation différentielle.
La deuxieme partie de cette these concerne I’équation

AVu+ (Vu)' A= F,

Dans le cas ou on suppose que A est symétrique respectivement antisymétrique, cette équation est
équivalente & V (Au) + V (Au)’ = F respectivement V (Au) — V (Au)’ = F. Elle est donc liée &
I’équation du gradient symétrisé dans le cas ou A est symétrique et a I’équation du rotationnel dans le
cas ou A est antisymétrique. L’équation du rotationnel est un cas particulier du lemme de Poincaré.
Résoudre I'équation du gradient symétrisé consiste a résoudre deux équations du gradient successives.
Les résultats pour cette équation sont connus dans le cas ol on les résout sous une hypotheése de
symétrie et d’inversibilité sur A, et si on les résout sur un domaine simplement connexe. On propose
ici une amélioration de ces résultats, ot on on permet a A d’étre dégénérée, le domaine sur lequel on
résout les équations ne vérifie pas d’hypothese topologique et on ajoute une condition de Dirichlet sur
le bord. Pour finir, on étudie le probléme en abandonnant notre hypothese de symétrie sur A et en
séparant I’équation en partie symétrique et antisymétrique :

ANVu+ (Vu)' A, = F,
A NVu + (Vu)t A, = Iy,

ou Ay est la partie symétrique de la matrice A et A, la partie antisymétrique.






Premiere partie

L’équation dw+aANw=f






Chapitre 1

Introduction et résultats principaux

1.1 Introduction

Le but de cette partie est d’étudier le probleme suivant. Considérons 2 C R™ un ouvert. On
souhaiterait résoudre 1’équation
dwt+anw=f

dans Q, otta: Q — Al et f: Q — AFT! sont des formes différentielles données et ot w: Q — AF est
I’inconnue.

Pour remettre I’équation dans un contexte plus familier, on constate que dans le cas des 0 formes,
I’équation devient ’équation du gradient,

Vw4 aw = f
dans le cas des 1 formes dans R3, I'équation devient équivalente & 1’équation du rotationnel
rotw +a X w = f,

oll x désigne le produit vectoriel dans R?. Pour finir, dans le cas ol k = n— 1, on obtient une équation
équivalente a ’équation de la divergence

divw + (a;w) = f.

De plus, on peut voir cette équation comme une généralisation du lemme de Poincaré. De maniere
évidente, si a = 0, les solutions de I’équation reléevent du lemme de Poincaré, mais on peut aussi se
ramener au lemme de Poincaré dés que a est exacte. En effet, multipliant ’équation par e?, ott dA = a,
on se ramene a

dlefw] = e .

L’étude de cette équation était originellement un essai pour mieux comprendre 1’équation de la

dérivée de Lie :

d (’Luf) + uldf = g,
ou f et g sont donnés et u est 'inconnue (voir [11].) En effet, cette derniére équation a la structure
opérateur d plus un terme linéaire d’ordre 0. Néanmoins, on n’a pas encore réussi a dresser un lien

concret entre la dérivée de Lie et notre probleme.
Si a n’est pas exacte, notre réflexion sera basée sur les remarques suivantes.

Remarque 1.1. (i) Siw est tel que dw+aAw = f, alors, da Aw=df +aA [;
(i) Siwu est tel que da Au = f, alors, w = du + a A u vérifie dw +a Aw = f.
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Pour établir ceci, il suffit de constater que si on définit L¥ (w) := dw +a Aw et pf, (w) == da Aw,
pour w: Q — A¥ alors, Lkt o Lk = k.

Dans les deux parties de cette remarque, on peut lire da Aw = df +a A f et da Au = f comme da
divise df + a N f, respectivement f. On constate donc que la divisibilité par da joue un réle important
dans I’étude de notre équation. Pour étudier cette notion de divisibilité, on utilisera le théoréme de
Darboux qui nous permet de se ramener au cas ou da est la forme symplectique standard de rang 2m

m
Wi = de%_l A da?,
i=1
ot 2m = rang[dal.
Une fois qu’on aura étudié la divisibilité par da on pourra établir le théoréme d’existence suivant
(voir théoreme 3.1.)

Théoréme 1.2 (Existence, résultat principal).
Soit @ C R™ un ouvert, 0 <k <n—1,r > 1 des entiers, a € C* (Q,A!) et f € C! (Q,Ak+1). Alors,

(i) toute solution w € C* de

dw+ahw=f (P)

est solution de
da Nw=df +aA f; (A)

(ii) sirang[da] > 2(k + 1), alors (P) et (A) ont au plus une solution ;

(i4i) si rang[da] = 2m > 2(k +2), a € C™2 et f € C"L, alors (P) et (A) sont équivalentes et
admettent au plus une solution w € C" ;

(iv) sik>1etueC! (Q,Ak’1> est tel que du € Ct et
da ANu = f, (B)

alors, w = du+ a A u est une solution de (P) ;

(v) sirang[da] =2m >2(n—k), a € C™*3 et f € C"TL, (P) admet toujours une solution w € C".

Remarque 1.3.

Ce théoréme nous donne également une condition suffisante pour l'existence d’une solution de (P)
sous 'hypothése que rang[da] = 2m = 2(k+1). En effet, on a alors que la solution de (A) est unique si
elle existe. Il suffit donc de tester ce w dans (P), et si on a une solution, alors il s’agit de notre unique
solution, et si ce n’est pas une solution, notre probleme n’a aucune solution. On montrera qu’il existe
des cas ou ’équation (P) n’a aucune solution malgré le fait que (A) en admette une.

Remarquons que les points (#i7) et (v) qui nous donnent des conditions suffisantes pour 1’existence
d’une solution de (P) supposent une minoration sur le rang de da. Une question qui reste donc ouverte
est que se passe-t-il lorsque le rang de da est petit et qu’on n’est pas dans la situation du point (iv).

Pour établir ce résultat, on s’intéresse d’abord a deux problemes algébriques. Premiérement, pour
retrouver une solution de dw+aAw = f a partir d’une solution de da Aw = df +a A f, on aura besoin
d’établir une certaine régularité des solutions de da A w = df + a A f. 1l existe en effet des cas ou, si
on consideére 'équation a A u = 3, avec a et § C°°, on ne trouve pas de solution u qui soit continue.
De plus, on va s’intéresser a déterminer quand la multiplication par da est injective et surjective. On
établira donc les deux résultats suivants (voir théorémes 2.1 et 2.2.)

Théoréme 1.4 (Régularité du diviseur).
Soit r > 1, 2 < 2m < n des entiers, « € C" (Q,A?) et e C™} (Q,Ak”) tels que
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(i) da =0 sur Q;
(71) rang[a] = 2m sur Q;

(iii) pour tout x € Q, il existe v € AF tel que

Alors, il existe u € CT1 (Q7Ak) tel que
alAu=0.
Théoréme 1.5 (Injectivité et surjectivité de la multiplication par une 2-forme).
Soit o € A2, et 2 AF — A2 définie par p(u) = o Au. Alors,
(i) u est injective si et seulement si rang[a] > 2(k+ 1) ;
(it) p est surjective si et seulement si rangla] > 2(n — k — 1).

Le Professeur P. Bousquet a proposé de comparer ce dernier résultat avec [19, Lemme 6.20].

Ces trois résultats ont fait I'objet d’un article, voir [17].

Une derniere chose qui va nous intéresser est I'existence et la surjectivité d’un opérateur noyau.
C’est a dire, on s'intéresse & existence d’un opérateur N*: C? (Q,Akil) — C! (Q,Ak) tel que
pour tout ¢ € C? (Q,Ak_1>, on a dN* () 4+ a A N*¥(p) = 0 et pour tout w € C* (Q,Ak) avec
dw+aAw = 0, on a qu'il existe p € C? (Q,Ak_1> tel que N¥(p) = w. Pour essayer d’imiter ce
qui se passe dans le cas du lemme de Poincaré ou, 'opérateur noyau est 'opérateur différentiel lui-
méme sur les domaines contractiles, on va essayer de trouver un opérateur noyau qui est donné par

la composition de LE=! (¢) = dp + a A ¢ avec un autre opérateur linéaire. On a obtenu le résultat
suivant (voir théoréme 4.1.)

Théoréme 1.6 (L’opérateur noyau).
Soit a € C* (2, A') et Anhy_; (da) = {u e ANl danu= 0}. Alors,
(i) Uopérateur
LF=1. 2 (Q, Anhy,_q (da)) — C* (Q A’“) e dn+ann

a
vérifie LELE=1 () = 0 pour tout n € C™ (Q, Anhy,_; (da)) ;
(ii) si rang[da] = 2m et a € C™*2, la projection orthogonale m,_1: A¥~' — Anhy,_; (da) respecte la
régularité. C’est-a-dire, pour tout & € C” (Q,Ak’l), -1 (€) : Q@ — Anhy_q (da) définie par

-1 (§) (z) = mp—1 (€ ()

vérifie m_1 (€) € C" (2, Anhy,_; (da)) et donc N* := LF~1 o 11 est un opérateur noyau ;
(iii) sir >4, a € C™2(Q,AY), rang[da] = 2m avec m >n —k+1 et que w € C"1 (Q,Ak> est tel
que LF (w) = dw +a Aw =0, il existe n € C"2 (Q,Ak’l) tel que

dn+ann=w.

En particulier, pour tout n comme ci-dessus, da An = 0 et donc pour tout £ € C"2 (Q,Ak_l)

tel que m—1 (§) =1,
N (&) = w.

1.2 Lescas k=0,1,n—1

Voyons comment se lit le théoréme 1.2 dans les trois cas présentés dans 'introduction et quelles
sont les améliorations qu’on peut y apporter.
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1.2.1 Lecas k=0

Rappelons que dans ce cas 1a, notre équation (P) devient
Vw+aw = f. (Po)
L’équation (A) quant a elle se lit
(o, —aby ) w=f +a'f) i, —alf' (A0)

pour tout 1 < i < j < n. Cette équation nous donne directement une formule pour w des que
aéi — aij # 0. Ainsi, 'unicité et la régularité des solutions de (Py) et (Ag) sont garanties dés que
da # 0 sur €). Ceci nous permet d’abandonner I’hypothese de rang constant sur da.

Les points (iv) et (v) ne sont pas applicables dans ce cas 1a, car 'un demande & ce que k > 1 et
I’autre demande a ce que le rang de da soit plus grand ou égal a 2n ce qui est absurde.

Remarquons encore que comme notre opérateur d est le gradient nous avons une bien meilleure
régularité pour notre solution. En effet, si w est une solution C! et que a et f sont C”, on a que
w € C"*1, et donc on a la régularité optimale de la solution.

Pour finir, il y a la question de la nature du noyau de notre opérateur différentiel. Or, dans le cas
présent, on peut montrer que le noyau est trivial si et seulement si a ne dérive pas d’un potentiel. Et,
dans le cas ot on trouve A € C1 () AO) tel que dA = a, on a que le noyau de notre opérateur est
donné par {C’e‘A : Ce R}.

Toutes ces considérations donnent lieu au théoréeme suivant (voir théoréme 5.3.)

Théoréme 1.7 (k =0).
Soit @ C R™ un ouvert conneze, r > 2, a € C1 (Q,A%) et f € C (Q,A). Alors,
(i) toute solution C' de
Vw+a-w=f (Po)

est solution de
da-w=df +aAN f; (Ag)

(ii) le noyau de lopérateur, i.e. l’ensemble des 0 formes C*, w, telles que Vw +a-w = 0 est {0} si
a ne dérive pas d’un potentiel et est {Ce’A : Ce ]R} si A est un potentiel de a sur €.

(7ii) si da n’est jamais nul, les solutions de (Ag) sont uniques.

(iv) sirang[da] >4, a € C" et f € C, alors (Py) et (Ag) sont équivalentes et admettent au plus une
solution w € C"1.

1.2.2 Lecas k=1

Dans ce cas 14, le point (ii7) du théoréme 1.2 nous donne de l'information dés que le rang de da
est plus grand ou égal a 6. Le point (v) quant & lui nous donne de I'information uniquement dans le
cas ou n = 2, et donc que k = n — 1. Le point (iv) est grandement simplifiée dii au fait que k — 1 = 0.
En effet, ’équation (B) s’écrit

(a2, —ab, ) u=f7 (B1)
pour tout 1 < ¢ < j < n. Et, comme le cas de 1’équation (Ay), si da # 0, ceci nous donne immédiate-
ment une formule réguliére pour u, si il existe. Ceci ameéne aussi une amélioration du point (v). Malgré
le fait que ce point ne peut étre utilisé que dans le cas n = 2, les hypotheéses nécessaires sur a sont
sensiblement meilleures. En effet, il suffit de supposer que a € C"™*2 et f € C™*!. Ainsi si on prend u
une solution de (By), on obtient directement que u € C"*! et donc w = Vu + a - u est une solution
C"de dw+aNhw=f.

Ces considérations donnent lieu au théoreme suivant (voir théoreme 5.6.)
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Théoréme 1.8 (k =1).
Soit @ C R™ un ouvert, r > 1 un entier, a € C1 (Q,A') et f € C* (2, A?). Alors

(i) toute solution de
dw+ahw=f (Py)
c’est-a-dire
w), — w;j + d'w! —dw' = fY

pour tout 1 < i < j < n est solution de

da Nw=df +aAf, (Ay)
c’est-a-dire

(ah —ab, ) u' = (b, — o) wl o+ (o, =) w' = £ = £ + S+ d'f = ol g

pour tout 1 <1< j<l<<n;y

(ii) siranglda] >4, (P1) et (A1) ont au plus une solution ;
(iii) sirang[da) = 2m > 6, a € C™*2 et f € C"t1, alors (P1) et (A1) sont équivalentes et admettent
au plus une solution w € C" ;
(iv) siu € C?(Q,AY) est une solution de
da Nu=f, (B1)

c’est alors w = Vu + a - u est une solution de (Py) ;

(v) sin=2,da+#0 dans Q, a € C""2 et f € C™*1, (Py) admet toujours une solution.

1.2.3 Lecask=n-—-1

Dans ce cas 1a, I’équation (P) devient

n
(_1>i+1 (w;{ﬁg,...,n}\{i} + aiw{l,...,n}\{i}) _ f{l,...,n}, (Pn_t)
i=1

ce qui, avec un changement de signe (ou, plus précisément, en utilisant opérateur étoile de Hodge)

devient équivalent a
divw + {(a,w) = f, (1.1)

qui est étudié, avec une condition au bord, dans [6] avec de bien meilleurs résultats dés que da # 0.
Voir aussi [3].

Dans notre théoreme, le point (7) est vide car I’équation (A) met en relation deux n+ 1 formes qui
sont toutes nulles. Les hypotheses des points (i) et (%) ne peuvent jamais étre satisfaites, et il nous
reste donc les points (iv) et (v). Dans le cas ou le rang de da est constant et plus grand ou égal a 2 le
point (v) nous garantit l'existence d’une solution. En réalité, ce point nous dit que les hypotheses du
point (iv) sont toujours satisfaites et on obtient donc une solution.

Ces considérations donnent lieu au théoréme suivant (voir théoreme 5.10.)

Théoréme 1.9 (k=n—1).
Soit  C R™ un ouvert. Alors,

(i) sia € CH(QAY), feC(Q,A") etue Ct(Q,A"2) est tel que du € Ct et

da ANu=f, (Bn-1)

alors w = du + a A u est une solution de (Pp_1) ;
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(ii) sir >1,a € C™3, f € C"t! et rang[da] = 2m # 0, (P,,—1) admet toujours une solution w € C.
Néanmoins, pour résoudre (1.1) on peut aussi procéder plus directement en résolvant
w}cl +atwt=f

puis poser w = wlda? A ... A dz".

Dans ce cas la, les hypotheses sur le rang de da sont superflues.

Comme mentionné plus haut, on s’intéressera a trouver un opérateur noyau dans ce cas la. C’est-
a-dire un opérateur N"~1: C7 (Q,A""2) — C™1 (Q,A"!) tel que L?"! o N*~! = 0. Dans [6], la
régularité, la surjectivité dans le domaine et la surjectivité sur le bord d’'un opérateur d’ordre 2 est
discutée. Nous présenterons un opérateur noyau d’ordre 1. Il parait plus naturel d’avoir un opérateur
noyau d’ordre 1 lorsque l'opérateur lui-méme est d’ordre 1. Néanmoins, dans [6] les résultats établis
couvrent un résultat de plus que ce que nous avons réussi a établir avec notre opérateur noyau. Il y a
un résultat de surjectivité de lopérateur noyau sur le bord (voir [6, Theorem 17]) que nous n’avons
pas encore réussi a établir.



Chapitre 2
L’équation a Au =73

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux propriétés de 1’équation
alNu=[

ou « est une 2 forme fermée donnée, 5 est une k + 2 forme donnée et u est notre inconnue.

On aimerait montrer qu’il existe des solutions régulieres de cette équation. En effet, les solutions
de I'équation ci-dessus sont données point par point. La question est donc, comment garantir que
lorsqu’on regarde u comme un champ de k formes, celui-ci ait une quelconque régularité ? On s’intéresse
également a déterminer sous quelles conditions la multiplication par une 2-forme est injective ou
surjective.

Théoréme 2.1 (Régularité du diviseur).

Soit r > 1,2 < 2m < n des entiers, « € C™ (Q,A?) et B € C"} (Q,A’”’Q) tels que
(i) da =0 sur Q;
(i) rang[a] = 2m sur Q;

(iii) pour tout x € Q, il existe v € A* tel que

Alors, il existe u € C"! (Q,Ak) tel que
aAu=0.

Théoréme 2.2 (Injectivité et surjectivité de la multiplication par une 2-forme).
Soit o € A%, et p: A¥ — A2 définie par p(u) = o Au. Alors,
(i) u est injective si et seulement si rang[a] > 2(k+ 1) ;

(ii) u est surjective si et seulement si rangla] = 2(n — k — 1).

Remarque 2.3. (i) Si on compare les dimensions de A* et A¥*? qui sont données par () et (,12)
respectivement, on voit que si £ < § — 1, on a dimA* < dimAF*2, et il y a une chance que
soit injective. D'un autre c6té, si k > § — 1, on a dimA* > dimA**+2, et il y a donc une chance
pour que j soit surjective. En particulier, on voit que le cas n pair et k = § — 1 est le seul cas
possible ou u peut étre a la fois injective et surjective. Et ceci est le cas si le rang de « est égal
a n, c’est-a-dire le rang de « est maximal. Dans tous les autres cas, on a donc au plus un des
deux points ci-dessus qui peut étre vérifié.

(#) Sik =0, il suffit que o # 0 pour avoir l'injectivité de p. Ce qui est logique vu que dans ce cas 14,
w1 est la multiplication par scalaire de a. Le seul cas ou il y a surjectivité est quand n = 2, que
a # 0, et on est dans la situation décrite ci-dessus ot k = § — 1, et u est bijective. Néanmoins
dans ce cas la, tout est trivial car on travaille sur une application linéaire entre deux espaces
vectoriels de dimension 1.

11
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(#i) Si k=1, il faut que le rang de « soit plus grand ou égal a 4 pour avoir l'injectivité. Les cas ot
1 n’est pas injective est donc lorsque o = 0 et lorsque le rang de « est 2. Pour avoir une chance
d’avoir la surjectivité, il faut nécessairement que 2(n — k — 1) < n, c’est-a-dire n < 4. Sin = 2,
on se retrouve dans la situation décrite ci-dessus ot K = 5§ — 1 et le rang de a est maximal. Si
n = 3 ou 4, on a la surjectivité si le rang de a est plus grand ou égal a 2, respectivement 4. Dans

tous les cas, on a donc que le rang doit étre maximal.

(iv) Si k =mn — 2, on ne peut avoir 'injectivité que si n = 2. Par contre, pour avoir la surjectivité,
il suffit que @ # 0. A nouveau, le résultat est trivial dans ce cas car le codomaine de g est un
espace vectoriel de dimension 1.

La stratégie pour démontrer ces résultats est de d’abord les montrer dans le cas o « est la forme
symplectique standard de rang 2m

m
Wy, = demfl A dz?.
i=1

Le résultat en général consistera donc a une réduction a ce cas la en utilisant le théoreme de
Darboux pour les 2 formes fermées. Le cas du théoreme 2.2 sera immédiat et on n’en donnera donc
pas de preuve. La preuve du théoreme 2.1, elle, requiert quelques étapes qui seront présentées dans la
section 2.2.

2.1 Le cas ou o= uw,,
Dans cette section, on s’intéresse donc a 1’équation algébrique
Wm A= 03, (2.1)

ol Wy, = S, da¥ =1 A da? est la 2-forme symplectique standard de rang 2m, 5: Q — AF+2 est un
champ de formes différentielles donné et u:  — A¥ est notre inconnue.

Le but de cette section est donc d’établir les résultats suivants.

Théoréme 2.4 (Régularité du diviseur, cas symplectique).
Soient Q C R™ un ouvert, r > 0,0 < h <1 et e Cmh (Q,Ak+2) tel qu’il existe v: Q — A* avec
wm Av = [.

Alors, il existe u € C™" (Q, Ak) tel que

wm Au=p

dans €.

De plus, le résultat reste vrai si toutes les occurrences de 2 sont remplacées par .

Théoreme 2.5.
Soit p1: AF — A2 définie par
(1) = wm A u.
Alors,
(i) w est injective si et seulement sim >k +1;

(ii) p est surjective si et seulement sim >n—k— 1.
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2.1.1 Existence de solutions réguliéres

La question de la régularité de la solution est extrémement technique, et les pages suivantes sont
consacrée a la construction d’une solution réguliere, lorsqu’il en existe une pas forcément réguliere.
Voyons dans des cas simples, comment on peut traiter la question.

Exemple 2.6 (k= 0).
Lorsque k = 0, I'équation (2.1) est alors équivalente &

B2y,

)

pour tout 1 <7 < m, et
B9 =0
si (i,7) # (2s — 1,2s) pour tout 1 < s < m. La régularité de u est alors immédiate.

Exemple 2.7 (k=1).
Si k=1, '"équation (2.1) devient

uF si(i,5) = (25 —1,2s) pourun 1 < s <m
Bk = wl si(j,k) = (25 —1,2s) pour un 1 < s < m
0  sinon.

Si m > 2, la régularité de u est immédiate. Si m = 1, on a que u' et u? sont libres. Rien ne nous
empéche alors de prendre n’importe quel u' et u? qui ne soit pas régulier, et on perd la régularité de
u. Néanmoins si on choisit u! = u? = 0, alors, u est encore une solution de (2.1), et on a la régularité
de u. On voit donc qu’en choisissant u, une solution, il nous faut peut-étre la modifier pour en obtenir
une autre qui soit réguliere. Ici, ce procédé n’est pas difficile car u' et u? n’ont aucune incidence sur
le fait que u soit une solution de (2.1).

Exemple 2.8 (k = 2).
Si k =2, 'équation (2.1) devient

u¥ + uPl si(4,7) = (281 — 1,2s1) et (p,q) = (2s2 — 1,2s2) pour 1 < s, < m
pIPE = & qltdpa\M2smL2s) i (i §) ou (4,p) ou (p,q) = (25 — 1,25)
0 sinon.

Ici, si m = 2, on a de la liberté pour définir w'?, u'*, u?? et u2* ainsi que u'? et u3*. Pour u'3, w4, u?3

et u?*, vu que ces coefficients n’ont pas d’incidence sur la valeur de da A u, il est possible qu'ils soient
irréguliers. Mais on peut les choisir tous nuls et ainsi avoir que ces coefficients sont réguliers.
D’autre part, u'? et u3* doivent former une solution de

u12 + U34 _ 61234-

Donc u'2 = x3123 et u?* = (1 — x)B'?3*, ot x est arbitraire. On voit donc que si x n’est pas régulier,
la solution u n’est pas réguliere. Mais, on peut choisir par exemple y = 1/2, et on a une solution de
(2.1) qui est alors réguliere.

Si m = 3, par exemple, ce probleme disparait car la solution du systeme

51234 _ u12 +u34

G256 — 12 4 56
(33456 — 34 | 56
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est
ul2 — % (»31234 + 51256 _ ﬂ3456)
udt — % (51234 + 53456 _ ﬂ1256)
w6 — % (51256 + 133456 _ 51234)

qui est, elle, réguliere.
On constate ici que les solutions ont une certaine structure. Il s’agira plus tard de décrire cette
structure dans le cadre général.

Exemple 2.9 (k=n—2).
Lorsque k = n — 2, Péquation (2.1) est

51...7] _ iu{l,...,n}\{stl,Qs}.

s=1
Et les solutions sont données par

u{17...7n}\{25—172s} _ Xsﬁl...n7

m

ZXS:I.

s=1

A nouveau, la régularité de u dépend de la régularité des xs. Mais si on prend par exemple y, = %

pour tout s, on obtient une solution réguliere.

On constate donc dans tout ceci que lorsqu’on cherche une solution de (2.1), on est parfois amené
a faire des choix. Il faut donc trouver une facon de faire ces choix qui nous garantisse la régularité de
U.

Nous passons maintenant a la résolution du probléeme dans toute sa généralité. Il nous faut intro-
duire des notions et notations pour pouvoir étudier le probleme dans sa généralité, et les démonstra-
tions deviennent tres techniques. Le but de cette étude est le théoreme 2.4, page 12, qui établit la
régularité d’une solution de (2.1) ainsi que le théoréme 2.5, page 12 qui caractérise la surjectivité et
Iinjectivité de la multiplication a gauche par wy,.

Définition 2.10.
Soit 0 <r < netl €. Alors, on définit

(@) la partie symplectique pure de I par
Po(I)={ie{l,...,m} : {2 —1,2i} C I};
(it) la partie symplectique de I par

Ps(I)= |J {2i—1,2i} C I;
icPs(I)

(#i) la partie assymplectique de I par
Pa(I) =I\Ps(I) C I;
(iv) la longueur de la partie symplectique pure de I par

L(I) = [P (1)

b
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(v) le sous-systéme de I par
s(I) = (s (1), sk42 (1)),

ol
sp(I)={I'"€T) : Pa(I')=Po(I)} et spo(l)={l'"€ETpya : Pa(I')=Pa(I)}.

Pour un sous-systéme S = s(I), on écrit P, (S) pour désigner la partie assymplectique de
n’importe quel indice du systéme, i (S) pour désigner la longueur de la partie symplectique
pure de n’importe quel indice dans si (I) et lxyo (S) pour désigner la longueur de la partie
symplectique pure de n’'importe quel indice dans sgio (I);

(vi) si I € Tj4a, la réduction de I par
r(I)={I\{2i - 1,2i} : i€ Ps(I)};
(vig) si I € Iy, lélevé de I par
e(I)={IU{2i—1,2i} : 1<i<mtelque{2i—1,2i}NI=70}.
De plus, pour S = {Sk, Sp12} un systéme, on définit I’écart du systéme S par

ecart (S) = min
11,1265k+2

Py (I) NPy (12)]

Exemple 2.11.
Voyons un exemple pour se fixer les idées. Supposons que n = 11, m = 5 et k = 5. Si on s’intéresse au
coefficient {1,2,3,4,5,6,11} de I’équation w,, A u = 3, on trouve

pBASOIL L 125611 L 123411 _ 12345611

La partie assymplectique de tous les indices intervenants est {11}, ce sera la partie assymplectique du
sous-systeme ou cette équation apparait.

On a que Ps ({1,2,3,4,5,6,11}) = {1,2,3,4,5,6}, et donc P, ({1,2,3,4,5,6,11}) = {1,2,3}.

De plus, P, ({1,2,5,6,11}) = {1,3} par exemple.

On voit que r(1,2,3,4,5,6,11) = {{3,4,5,6,11},{1,2,5,6,11},{1,2,3,4,11}}.

Si on veut écrire le plus petit sous-systeéme clos ot notre équation apparait, on obtient

ul 23 4 1L25611 4 345611 _ g1,2,3,4,56,11
P23 g 1L2T81L 4 347811 _ 51,234,781
ul23AIL 4 1.2,9,10,11 4 3491011 _ §1,2,3,4,9,10,11
ul25611 4 L2781 4 567811 _ 51,256,781
ul25.611 gy 1.2:9,10,11 4 5691011 _ 51,256,9,10,11
ul 2T 4 1291011 4 7891011 _ 51,278,101
uH LSO 4 BATEIL 4 56T8IL 334567811
P56 g3 4910,11 4 5,69,1011  _ 33.4,5,6,9,10,11
uP TSI g3 4010,11 4 7891011 _ 33.4,7,8,9,10,11
uS 0TS 56,910,111 7891011 _ 356,78,9,10,11

On voit par exemple que
e({1,2,3,4,11}) = {{1,2,3,4,5,6,11},{1,2,3,4,7,8,11},{1,2,3,4,9,10,11} }

représente toutes les équations ot I'indice {1,2,3,4,11} apparait. Les indices qui apparaissent avec
u sont précisément ceux de si ({1,2,3,4,11}) et ceux qui apparaissent avec /5 sont les éléments de
sp+2 ({1,2,3,4,11}).
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Remarque 2.12. (i) Pour J € Zy et I € Ty49, J € 7 (I) est équivalent & I € e (J);

(i) Le sous-systéme d'un indice s (I) décrit le plus petit sous-systéme clos de w,, A u = (3 ou u!

apparait si I € 7, et le plus petit sous-systéme ot 4! apparait si I € Ty .
De plus, v’ avec J € s, (I) sont les inconnues qui apparaissent dans ce sous-systéme et (3 " avec

I' € sp49 (I) sont les équations de ce sous-systéme.

On peut vérifier qu'on a donc

m — |Pa (s) N{1,..., 2m}|> _ (m —|Pa(s) N{1,..., 2m}|>

Ist+2 (D] = ( lisa (9) 1 (9)+1

équations et

s (I)] = (m —|Pa (2 ?S{)L ...,2m}|)

inconnues.
(#i) On a wy, Au = si et seulement si pour tout I € Zj1o,

ﬁI: Z u’.

Jer(I)

Pour commencer I'étude du probléeme, on donnera deux résultats qui vont s’intéresser a donner
le cardinal de certains sous-ensemble. Ensuite on étudiera séparément deux types de sous-systémes.
On commencera par ceux dont I'écart est plus petit ou égal a 1. On aura alors que le sous-systeme
a plus d’équations que d’inconnues et que les solutions d’un tel systéme sont uniques. Il s’agira donc
de décrire cette solution unique comme une combinaison linéaire des données pour établir le résultat.
Dans un deuxieme temps, on étudiera les sous-systemes dont I’écart est plus grand ou égal a 1. Ces
systemes auront plus d’inconnues que d’équation et auront toujours une solution. Pour ces systémes,
il s’agira de choisir une solution qui s’écrit comme une combinaison linéaire des données, avec des
coefficients réguliers.

Lemme 2.13.
Soit S = (Sk, Skro) un sous systéme. Alors,

20 (S) <m —2— [P, (S)N{1,...,2m}| + ecart (S) (2.2)
le (J)] =m — 1§ (S) — |Pa (S) N {1, ...,2m}| pour tout J € Sk.
De plus, si ecart (S) > 1, alors, il y a égalité dans (2.2).

Démonstration. On sépare la preuve en cing étapes. Premierement, on définit une injection qui sera
tres utile, puis on définit une bijection qui le sera tout autant, ensuite on montre (2.2) dans le cas ol
ecart (S) > 1, puis dans le cas ou ecart (S) = 0, et pour finir, on montrera (2.3).

Etape 1 : On définit v: P, (S) N {1,...,2m} — {1,...,m} par

=]

ol |-] dénote la partie entiére inférieure. Montrons que ¢ est injective.

Soit donc i1 # i9. Alors, vu que 1 < i1,i0 < 2m, il existe 1 < s1,50 <m et 0 < 7,72 < 1 tels que
il = 281 —T1 et iQ = 282 — T9. AlOI‘S,

1] (28— 141 1-7
L(”):VQ J:{ — J:{Sﬁ 2JJ:8J’

Montrons donc que s; # so. Par l'absurde, si s1 = s9, on distingue deux cas. Si 71 = 7o, alors,

i1 = i9, ce qui est absurde, et si 71 # 7o, alors sans perte de généralité disons 7 = 1,79 = 0 et
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alors {2s1 — 1,281} = {i1,92} C P, (S), ce qui est également absurde car pour tout I € Si U Sk,

Q1,12 € Py (I) mais {i1,ia} = {251 — 1,281} C Ps (I), ce qui est impossible car la partie symplectique

est toujours disjointe de la partie assymplectique d’un indice. On a donc montré que ¢ est une injection.
Etape 2 : On définit p: {1,...,m}\ [755 (YU (Py (J)N {1, ,m})} — e (J) par

p(s)=JU{2s—1,2s}.

Montrons que p est bijective.

Commengons par vérifier que I'union dans la définition de p est bien disjointe. Pour un indice
s € {1,....,m}\ [755 (J)Ue(Po (J)N {1,...,m})]7 on distingue trois cas. Si {2s — 1,2s} C J, alors,
s € Py (J), ce qui est absurde. Si {25 — 1,25} N.J = {25}, alors, s = ¢ (2s) € 1 (P, (J) N {1,...,2m}), ce
qui est également impossible. De méme si {2s—1,2s}NJ = {2s—1}. Ainsi, p est bien définie. Montrons
qu’il ’agit d’une bijection. L’aspect injectif et trivial. Montrons donc 1’aspect surjectif. Soit I € e (J).
Alors, il existe 1 < s < m tel que J = L{2s—1,2s}. Tl faut voir que s & P, (J)Ut (P, (S) N {1,...,2m}).
De facon évidente s ¢ P, (J). Supposons par I'absurde qu’il existe i € P, (S) N {1,..,2m} tel que
s = ¢ (7). Clest-a-dire, il existe 7 € {0,1} tel que 2s — 7 =i € P, (S) = P, (). Or, ceci est absurde
car 2s — 7 € {25 — 1,25} C Ps(I) et les parties symplectiques et assymplectiques d’un indice sont
disjointes. Ainsi, on a bien montré que p est une bijection.

Etape 3 : On montre (2.2) dans le cas ecart (S) > 1.

Soient alors I1, Iy € Sii2 et {s1,...,5,} avec p = ecart (5) tels que

735 (]1) N /Ps (IQ) = {517 cony 82}.

En particulier, | P, (I;) NPy (IQ)) = p = ecart (S). Montrons maintenant que

Py (1) |J [P (1) \ {51, 50} U (Pa (8) 0 {1, . 2m}) = {1, m},

et que les unions sont disjointes. Commencons par montrer que les unions sont disjointes. La premiere
I’est trivialement. Montrons donc que la deuxiéme union est disjointe. Soient o; € 733 () U755 (I2) et
o9 € L(Py (S)N{1,...,2m}). Par injectivité de ¢, il existe un unique iy € Py (I1) N {1,...,2m} tel que
t (ig) = o9. De plus, posant 7 = 1—2 (% - {%D €{0,1},onais =209—7 € P, (I1)N{1,...,2m}.
De plus, puisque o1 € Ps (I1), on a {201 — 1,201} C P, (I1). D’ott vu que la partie symplectique d’'un
indice et sa partie assymplectique sont disjoints, on obtient que

i2 = 20’2 — T ¢ {20’1 — 1,201},

et donc que o1 # 09. D’ott 'union est disjointe. Montrons maintenant que l'union donne {1,...,m}.
Le fait que I'union est contenue dans {1, ...,m} découle de la définition de la partie symplectique pure
et de la définition de ¢. Montrons donc l'inclusion inverse. On procede par ’absurde. Supposons qu’il
existe 1 < s < m tel que s ¢ Py (I1) U P, (Iz) et tel qu'il n'existe aucun i € P, (S) N {1, ...,2m} tel
que ¢ (i) = s. Alors, {2s — 1,25} NP, (S) = 0. En effet, un élément i € {2s — 1,25} NP, (S) vérifierait
1 (i) = s. De plus, vu que s ¢ Py (I;) U Ps (I2), en posant I = [Io U {2s — 1,2s}]\{2s, — 1,2s,}, on a
que I5 € Sp42 et

[P, (1) NPy (13)

= |{s1,..,8p-1}| =p— 1 < ecart (S5),

ce qui contredit la minimalité de I’écart du sous-systéme. On a donc bien montré que 'union donne
{1,...,m}. Pour finir, prenant le cardinal, on obtient

m =Py ()] + [Py (12)| = s1, 59} + 10 (Pa (S) N {1, ., 2m))
=242 (S) —p+|Pa (S)N{1,..,2m}|
=21}, (S) + 2 — ecart (S) + [P, (S) N {1, ..,2m}|,
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ce qui montre le résultat dans le cas ol ecart (S) > 1.
Etape 4 : On montre (2.2) dans le cas ot ecart (S) = 0
Dans ce cas 14, il existe Iy, I3 € Sgyo tels que P, L)N P (I3) = 0. Alors, on a que

P (1) JPs (L) e (Pa (S) N {1, ...,2m}) € {1,...,2m}

et que les unions sont disjointes. L’inclusion est évidente et le fait que les unions sont disjointes se
montre de fagon similaire aux arguments de 1’étape 2. Ainsi, prenant le cardinal, on obtient

Py (1) + |Ps (B2)| + 10 (Pa (S) N {1, ., 2m})|
=201, (8) + 2+ [Py (S) N {1, ...,2m}],

m =

qui est le résultat souhaité.
Etape 5 : On montre (2.3).
On a

{1,...,m}={1,...m}nN

[Ps (J) UL (Pa ()N {1, ..., 2m))]
L (L, em}\

[Ps (J) Ut (Pa (1) N {1, ..., 2m))]

= [Pe (D ULPa () N {1, ..., 2m})]
L1 o mI\ [P () U (Pa (J) N {1, o, 2m3)

Or, par I'étape 2, on a ‘{1, ey M\ [755 (J)Ue(Py (J)N {1, ,m})” = |e(J)|. Ainsi,

m =Py ()| 4 1Pa (1) 0 {1 ccmd| + [{1 o m\ [P (1) Ui (Pa () N {1, m})]|
=l (‘]) + |Pa (J) N {17 7m}‘ + |€ (J)| )
ce qui démontre notre étape 4 et termine la preuve. O

Remarque 2.14. (7) L’équation (2.3) nous donne en particulier que |e (J)| ne dépend que du sous-
systeme et pas de l'indice J € Sy particulier;

(7) Silécart du sous-systéme est plus petit ou égal & 1, 'estimation (2.2) devient
20(J) <Km—1—|P, (S)N{1,....,2m}|,

qui, ensemble avec la remarque 2.12, montre également qu’on a plus d’équations que d’inconnues
dans le systeme.

(77) Dans le cas ou I'écart du systéme est 1, (2.2) et (2.3) donnent en particulier que |e (J)| =1 (J)+1.
Ceci sera utile pour vérifier la compatibilité de nos résultats plus tard.

Lemme 2.15.
Soit S = {Sk, Sk12} un sous-systéme.

(i) Soit J,J" € S et 0 < A< 1i (S) — 1 tels que |Ps (J) NPs (J')| = \. Alors, pour tout I € e (J'),

Po(J) NP (D)] € (A A+1}

et




2.1. Le cas ou o = wy, 19

(i) Soit I,I' € Spya et 1 < A < lpya (S) tels que |Ps (1) NPy (I')| = (1),
Ps (J)NPs (I')| € {\ — 1,7}
et
{Ter) « [PonP ()| =2} =1(1) = A
{Tery : [PonP ()| =2-1}| =
(iii) Soient J € Sk, I € Spyo et 1 < X < I (S) tels que [P (I) NPy (J)‘ = \. Alors, pour tout
Jer(l),
Py (J) NP ()| € A =1,0)
et
{rera )P (D)| = A} =1(D)
{rera 753( YN Py (J ‘z)\—l}):)\.

P (J)NPs(J)] =\

Démonstration. On commence par montrer (7). Soient donc J, J' € Sy, tels que

Etape 1 : On montre que pour tout I € e (.J'),

P, (J) NP ()] € (A A+ 1},

Soit donc I € e(J') quelconque. Alors, il existe 1 < i < m tel que P, (I) = Py (J') U {i}. On
distingue deux cas. Si i € Py (.J), alors,

Po (1) NP ()] = |(Po (1) NP () ) U {i}| = A+ 1,

Sii ¢ Ps(J), alors,

Py (J) NPy (1)] =

ce qui termine de montrer I'étape 1.
Etape 2 : On montre que

{reew) :

On définit p: P (J) \Ps (J') — e (J') par

P () NPy (D] =A+1} =1(J) -

p(s)=JU{2s—1,2s}.
De fagon évidente, p est bien définie et injective. Montrons que
p (Po()\Ps (1)) = {I e ()

en procédant par double inclusion. Si I € p (733( ) \Ps (J/)). Alors, il existe s € Py (J) \ Py (J') tel
que P, (I) = Py (J') LU {s}. Ainsi, vu que s € Py (J), on a

P NP ()] = A+ 1],

P, ( (D) = [(Ps () NP (D) U s} = A+1,

dou, I € {I ce(J) :|Ps(I)NP, (J)‘ =+ 1}, et ceci montre une des deux inclusions. Soit main-
tenant]E{IEe(J') : NS(I)ﬂﬁs(J)’:)\—l-l},alors, il existe 1 < s < m tel que Py (1) NP, (J) =
<755 (J) NPy (J’)) U {s}. Vu que l'union est disjointe, on a que s ¢ Py (J) NP, (J'). Et du fait que
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s € Ps(I)NPs(J), onas c P (J)\(’ﬁs (J) NPy (J’)) = P, (J)\Ps (J'). Et, donc du fait que
e (J"), on déduit que
I=JU{2s—1,2s},

c’est a dire I = p(s), et donc I € p (755 (J)\Ps (J’)), ce qui montre l'autre inclusion. Ainsi, du fait
que p est une bijection, on a

{reew) : Po (J)\Ps (J')
SN AU REAG)

P ()] = [Ps () NPy ()]
=1(J) = A,

Po(J) NPy ()] = A+ 1}| =

ce qui termine la preuve de 1’étape 2.
Etape 3 : On montre

{ree()

Par I’étape 1, on a

|_|{Ie e(J) 755(J)m758(1)) —/\+1}
Donc, par I'étape 2, on déduit
{ree() : [Po)NBaD)| = A} = e ()] = () - N).
De plus, par le lemme 2.13, (2.3) on a que |e (J')| = |e (J)], ce qui qui donne le résultat voulu.

Ceci termine la preuve de (7). Passons donc a la preuve de (7). Soient I,I' € Skyo et 1 < A <
Ps (1) N Ps (I')]| = A
Etape 4 : On montre que pour tout J € r (I),

lg1+2 (S) tels que

P (J) NPs (I')

e{A—1,\}

Soit donc J € r (I) quelconque. Alors, il existe s € Py (I) tel que Py (I) = Py (J)U{s}. On distingue
deux cas. Si s € P, (I'), alors,

Py (J) NP, (I')

= (P ()P (1)) \{s}| = A~ 1.

De plus, si s ¢ P (I'), alors

ce qui montre cette étape.
Etape 5 : On montre que

{Terq :

On définit 1: Py (I) NP, (I') — r (I) par

P (J) NPy (I')

:/\—IH:A.

n(s) =I\{2s — 1,2s}.
Clairement, 77 est bien définie et injective. Montrons que

n (P ()P (1) ={Ter) : |P()) NPy (1)

=A-1}
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par double inclusion. Soit donc J' € 7 < ) ‘est-a-dire, il existe s € Py (I) NPy (I') tel
que J' =n(s) =1\{2s — 1,2s}. En partlcuher (J) =Py (I)\{s}. Ainsi,

=|(Bo (P, (1)) \{s}| =2 -1,

NP, (
P,

P (J) NP5 (1)

dott J' € {J er(D) : [P () NP (I)] =
on considére J' € {J er(I) : |[Ps(J)NPs(I')
existe s € Py (I) tel que J' = I\{2s —1,2s}. Supposons par l'absurde que s ¢ P (I"). Alors, on aurait

— 1}, ce qui montre une des inclusions. Si maintenant

=\— 1} quelconque, alors par définition de r (1), il

Py (J)NPs (I')| =

s (1) NPy (')

:)\,

ce qui entre en contradiction avec le fait que J' € {J er(

P, (J) NPy (I)| = A= 1}. D'oit, on
a ainsi déduit que s € Py (I) NPy (I'), et done, J' = I\{Qs —1,2s} = n(s), ce qui montre autre
inclusion. Pour conclure, on a par bijectivité de n sur son image,

1=

{ser@ « [Pi)nP (1) = Ps (1) NPy (I')] = A,

ce qui est le résultat voulu dans cette étape.
Etape 6 : On montre que

{ser :

Par I’étape 4, on a

Et, par I’étape 5, on déduit

{ser « [P nP (1) = P, (J) NPy (I')

M| =lr @)= [{7erq) :
=1(I) =

!

qui est le résultat voulu.
Pour terminer la preuve, il faut encore montrer (iii), mais la preuve est en tout point similaire &
la preuve de (ii). O

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier les systémes dont ’écart est plus petit ou égal a 1.

Lemme 2.16 (Les sous-systémes d’écart plus petit ou égal a 1).
Soit S = {Sk, Sk12} un sous systéme d’écart plus petit ot égal d 1.

Si {UJ}JeSk est tel que

> -

Jer(l)

pour tout I € Skyo, alors nécessairement

“Z‘” < 1)* > ;
Bl
J)l 1 IeSk+2
A |Ps(DNPs ()| =U(T)=A

En particulier, la solution du sous-systeme est unique.
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Remarque 2.17.
Dans le cas ot le sous systéme est d’écart plus petit ou égal & 1, on a par le lemme 2.13 que |e (J)|—1 >
1(J), ce qui montre que la formule pour u” ci-dessus est bien définie.

La preuve de ce résultat étant longue et tres technique, elle est découpée en plusieurs autres
lemmes. Le lecteur soucieux d’économiser du temps est invité a aller directement a l’exemple 2.20,
page 26 qui illustre les idées des preuves ci-dessous dans un cas particulier.

Lemme 2.18.
. _ \ sz . 7 \ J I
Soit S = {Sk, Sk2} un systéme d’écart plus petit ou égal d 1, {u }JeSk et {ﬁ }IeSkH tels que

Z uw! =g

Jer(l)

Alors, pour tout J € S, et 0 <t <1 (J)—1,

> Bl = > (Je ()] =) u”

I€Syk4o J' €Sk
[Ps(D)NPs () |=U(T)—t |Ps (J)NPs ()| =U(T)—t
+ > (t+1)u’.

J'GSk
[P (J)NPs ()| =1(J)—(t+1)

De plus,
> B = (le ()] =1(J)) > u’
1€Sk42 J'eSy,
|Ps(D)NPs () |=0 |Ps(J)NPs(J)|=0

Démonstration. On sépare la preuve en quatre étapes.
Etape 1 : On montre que pour tout J € Sy et 0 < ¢ < Iy, (J) -1,

> 3 uw = 3 (le ()] —t)u’".
I€S) 42 J'er(l) ~ JJGSk
[Ps (NP (J)|=UT) =t | Ps (N)NPs (J) |=1(T)—t |Ps (NP5 (J)|=1())—t

Soit donc J € S et 0 <t <1 (S) — 1. Notant x4 (a) =1sia € A et x4 (a) =0 sinon on a,

> > u”
~ I?Sk+2 J/ET(I)
|Ps (NP5 (J)|[=U(T) =t | Ps ()P (J))|=U(T)—t

= > > Xe(ry (J) u”’

I€Sy 4o J' €Sk
[Ps(D)NPs () |=U(T)—t | Ps ()NPs (J)|=1(])—t

J'er(I) et ,

- J’EZSk ’{IES]C+2 : ﬁS(I)ﬂﬁs(J))—l(J)t}UJ
|Ps(I)NPs(J)|=1(T)—t

- 3 {ree@) : [Po@nP()|=1())—t}]u”.

J'eSy
[Ps(I)NPs(J)|=1()—t
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Or, par le lemme 2.15 (i) avec A = [ (J)—t, pour tout J, J' € Sj tels que
on a

{reew) :

ce qui termine la preuve de cette étape.

Pa(D NPy ()] = 1)~ t}| = le ()] — 1,

Etape 2 : On va montrer que

2. 2. u’ = > (t+ Dy’

) T€Sk12 J'er(I) ) _J'eSy
|Ps (NP5 (J)|[=U(T)—t | Ps (J)NPs ()| =U(T) — (¢+1) |Ps (I)Ps () |=U(T)—(t4+1)

Comme avant, on a

> > u’’
~ I~€Sk‘+2 J’Er([)
|Ps (D)NPs ()| =U(T)—t | P (J)NPs (J) |=1(T) — (¢+1)

- 3 ]{1 ce(t) :
J/ES)C
|Ps (J)NPs ()| =U(T)—(t+1)

Or, par le lemme 2.15 (7) avec A=1(J) — (t+ 1), on a

{ree(r) :

P () NPy (J)]| = 1) =t} =t +1,

qui est le résultat voulu dans cette étape.

P ()N Ps ()] = 1(T) — )]

Py (J) NPy ()| = 1)~

FEtape 3 : Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le premier résultat du lemme, soit

que

> gl = > (le ()] = ) u”

IESk+2 J’ESk
|Pe(DNPs ()| =1(T)—t |Ps(J)NPs(J)|=1(T)—t
+ > (t+1)u’.

J'eSy
|Ps(I)NPs(J)|=1(T)—(t4+1)

En effet, on a, par hypothese que
> B = > >

IESk+2 IESk+2 J/ET(I)
|Ps(DNPs () |=1(T)—t |Ps(D)NPs (1) |=1(T)—t

r(1)={J er() :

U{J'GT(I) :

D’ou, utilisant nos étapes 1 et 2, on obtient

I > >

IGSk+2 IeSk+2 J’GT‘(I)
|Ps (D)NPs () |=1(T)—t |Ps(DNPs () |[=UT) =t |Ps()NPs (J)|=1(T)—t
> > u’’
T€Sk 12 J'er(I)

|Ps (NP () |[=U(T) =t | Ps ()P () |=1(T)— (t+1)

Ps (1) NPy (J)} —1(J) —t,
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= > (le ()] =) u”
J’GS;C
|Ps(J)NPs(J)|=1()—t

3 (t+ Du’,

J/ESk
|Ps (I)NPs ()| =1(D)—(t4+1)

ce qui termine la preuve de 1’étape 3.
Etape 4 : On va montrer que

Y. B=(e() 1) > u’".

IGSk+2 J/ESk-
|Ps(1)NPs ()| =0 |Ps(J))NVPs(J)]|=0

En effet, on a

> #- T o

IGSk+2 IES}H,Q JIET‘([)
|Ps(1)NPs (1) |=0 |Ps(D)NPs () |=0
= 3 [{Iee(t) « |Po(D)n P, ()| =0}
J' €S

[P ()N Ps(J)]| =0
Par le lemme 2.15 (%), on a que

{ree(r) :

Py (1) NPy ()| = 0} = le (D) = 1(),
ce qui termine la preuve du lemme. O

Lemme 2.19.
o . iy , DI J I
Soit S = {Sk, Sg12} un systéme d’écart plus petit ou égal d 1, {u }JeSk et {[3 }IeSk+2 tels que

1 .
e = 7 el =1 > 8
|Ps()

A=0 IGSk+2
A APs () |=1(J)—A
—1)t+t —(t+1 )
+( )T le(N) = (t+1) > e
|6(J)| |€(J)|_1 J,ESIC
t+1 |Ps (J) NP5 (1) |=U(T) = (t41)

Démonstration. On procede par récurrence sur t.
Si t = 0, I'identité se lit

J I J
u’ = B = U
ol e JZ;
|Ps (NP5 ()| =) |Ps(J)NPs ()| =U(J)~1

Or, on a par le lemme 2.18, on a

S p=le Y W+ > u’
. I€~5k+2 ~ JCES;c ~ {'ESk
|Ps(D)NPs ()| =(J) |Ps (NP5 (J)|=1(T) |Ps (NP5 (J)]|=1(])—1
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De plus, la premiére somme du membre de droite est en réalité une somme sur un seul élément J' = J.
D’ot, on obtient le résultat voulu. Passons maintenant au pas de récurrence. Supposons donc que
I'identité

- I

! Ie(J>\AZ:‘3 le(J)] =1 Ie%;“ ’
A |Ps (NP5 ()| =U(T)=A

LD fe()] -t S

|Ps(INPs (J)|=1(])—t

le ()] ( le(J)| -1 ) S
soit vraie. Alors, par le lemme 2.18, on a

/ 1
> Ve X
u
J'eSk |e (J)| —t 1€Sk 12
|Ps(J)NPs (J)|=U(])—t [Ps(D)NPs ()| =U(J)—t

(t+1) 3 J
T N . u- .
e () —t =
|Ps(N)NPs (J)|=U(T)— (t+1)

|Ps(J)NPs ()| =U(T) ¢
1 ’
pr— /3
e (J)] le(J)] -1 Ie%ig
|Ps(1)

t 075s(=])|:l('])_t

RGN

(-1t t+1 7
kU)(dﬂMl) Py

t |Ps(J)NPs ()| =U(J)—(t+1)

De plus, par les propriétés des coefficients binomiaux, on a

t+1 le(J)| — (t+1) Cle(N)] - (t+1)

(wuw4>:emwm(euw4>‘(emvl>
t t+1 t t+1

Remplacant les expressions dans notre hypotheése de récurrence, on montre que l'identité est vraie

pour t, ce qui termine la démonstration de ce lemme. O
Nous sommes maintenant en mesure de donner la démonstration du lemme 2.16.

Démonstration du lemme 2.16. On commence par utiliser le lemme 2.19 dans le cas ou t =1 (J) — 1.

On obtient

I(J)—1 A

- (-1) ,
v & Od@%1> 2 g

165k+2
A |Ps (D)NPs () |=1(T)—2
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po L le@I=t)

|6(J)| |€(J)|_1 J,GS]C
1(J) |Ps(J)NPs()]|=0

+ (-

Or, par la deuxieme partie du lemme 2.18, on a

(le (NI =1()) > u’ = >, Bl

J/ESk IES[C+2
|Pa(J)NPs(J)|=0 |Ps (1)NPs ()| =0
Ainsi, on déduit
UJ) A
1 (=1
J — Z Z ﬂl
u )
|6 (J)‘ A=0 |e (J)l -1 1€Sk42
A |Ps(D)NPs (J)|=U(J) =2
qui est précisément I’énoncé du lemme 2.16 O

Exemple 2.20.
Cet exemple illustre les arguments nécessaire a la démonstration du lemme 2.16. Considérons n = 10,
m =15 et k = 4. Le sous-systéme de J = {1,2,3,4} est alors

ub23A g 1256 4 3456 — g1.234,56 w278 12910 4 78,910 _ 1,2,7,8,9,10
WbZ3 A g L2T8 g BATS — g123.4,78 w6 BT 4 g 50T8  — 345678
ul23A 4 129,10 4 34,910 _ 51,2,34,9,10 w0 g 34910 4 56,910 _ 53,456,910
U TS 34910 4 78910 _ 53,478,910

w256 12T 4 5678 — 3125678
w256 4 12910 4 /5,6,9.10  _ 51,2,5,6,9,10 USO8 4 569,10 4 789,10 _ §5,6,7,8,9,10

Ce systéme est d’écart 1 comme on peut le voir : pour chaque I, Is € 42 (J), on a au moins un
élément dans Py (I;) NPy (I2).

Le systéme est divisé en trois blocs en regroupant les indices I € sgo (J) qui ont la méme valeur
pour ‘755 (NP, (J )‘ Dans le premier bloc cette valeur est [ (J) = 2, dans le deuxieme elle est 1 est
dans le troisieme elle est 0.

La premiere étape qui est équivalente a établir le résultat du lemme 2.19 pour ¢t = 0 est de sommer

toutes les équations du premier bloc. (Celles o [Py (I) N Ps (J)‘ =1(J).) On obtient alors

1
234 :5 [51,2,3,4,5,6 + 51,2,3,4,7,8 Jr51,2,3,4,9,10}

é [u1,2,5,6 436 4 1278 | 3478 | 12910 u3’4’9’10} (2.4)

On voit que les indices qui apparaissent sur la deuxiéme ligne sont précisément les indices J' €
s (J) tel que ‘735 (J') NPy (J)) =1[(J)—1=1. Or, si on observe le deuxiéme bloc, on constate que
chacun de ces indices apparait exactement deux fois. Or, deux correspond & |e (J)| — 1, qui est donc le
facteur qu’on trouve dans le résultat du lemme 2.18 quand ¢ = 1. De plus, les indices qui ne vérifient
pas ’755 (J) NPy (J)’ =1(J)—1 =1 apparaissent deux fois, ce qui correspond a (¢ + 1) lorsque ¢ = 1.
Ainsi, en sommant les équations du deuxiéme bloc, on obtient

BL256.78 ) 51256910 | 1278910 | 3345678 | 33456910 | 3347.89,10
—9 {u1,2,5,6 L BABG g 1278 | 3AT8 | 12010 | u3,4,9,10]

+9 [u5,6,7,8 4 56910 4 u7,8,9,10}

ce résultat est donc exactement celui du lemme 2.18 pour ¢ = 1. Maintenant si on remplace ceci dans
(2.4), on obtient
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1
L2234 3[51,2,3,4,5,6 51,2,3,4,7,8 51,2,3,4,9,10
1 1,2,5,6,7,8 1,2,5,6,9,10 1,2,7,8,9,10 3,4,5,6,7,8 3,4,5,6,9,10 3,4,7,8,9,10
_§(ﬁa»77a+ﬁ77717+ﬁa1777 _A'_ﬂvva?v_’_/Bva:vv ﬂ:771:)

+ (u5,6,7,8 4 56910 1 u7,8,9,10”

Cette équation est celle du lemme 2.19 pour t =1 =1(J) — 1.

Or, on constate que les inconnues qui nous restent dans le membre de droite sont exactement celles
qui apparaissent dans le dernier bloc du systeme. Ceci est une manifestation de la deuxieme partie du
lemme 2.18. Ainsi, en remplagant on obtient

1
1,2,34 1,2,3,4,5,6 1,2,3,4,7,8 1,2,3,4,9,10
u177—3|:/817771 ﬂ77717 671777
1 1,2,5,6,7,8 1,2,5,6,9,10 1,2,7,8,9,10 3,4,5,6,7,8 3,4,5,6,9,10 3,4,7,8,9,10
2(/3!»771 ﬂ77557 ﬁ11775 5’75»7 /851775 B’y’:7)

+ B5,6,7,8,9,10} 7

et on a obtenu notre formule pour u”.

On passe maintenant aux sous-systemes d’écart plus grand ou égal a 1.

Lemme 2.21 (Les sous-systémes d’écart plus grand ou égal a 1).
Soit S = {Sk, Sgi12} un sous-systéme d’écart plus grand ou égal a 1 et pour J € Sy, soit

1(J) -1
J 1 A ( 1(J) ) 1
w = Y (-1 8,
TGESP A W P
|Ps (NP (1) |=1(T) =X

alors,

gl = 3 o’

Jer(I)

pour tout I € Sg4o.

Démonstration. On sépare la démonstration en deux étapes.
Etape 1 : Soient I,I' € Skao avec I # I'. Alors,

(_1)|755(J)ﬁ755(1/)| 0

o= Jezr(jl) )
P (1) NP, (1)

Vu que I’écart du sous -systéeme est plus grand ou égal a 1, on a 1 ’753 (nHn P, (I)‘ > 1. Ainsi, par

le lemme 2.15 (7), on a

(_1)|735(J)ﬂ755(1')‘

Jer(D) ( L(J) )
[Py (2) NPy (1)
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(_1)‘755(1/)0755(1)‘*1

= >

Jer(l) ~ ! <I)~_ 1
|Ps (NP (1) |=|Ps(DNP(I)| -1 \ | P (1) NPy (I')| — 1

(71)|753([')ﬂ755(1)|

+ 2

Jer(I) ~ l(I) _~1
|Ps (NP (1) |=|Ps (NP ()| \ | Py (1) NPy (I')

(_1)|755(I')ﬁ753(1)|—1
1(I)—1
( P, (NP, (I')| -1 )

(_1)|753(I’)ﬂ755(1)|

) 1(I)—1
( Ps (1) N Py (I') >

(—1)[Po0rPs ()] -1 L)

) I(I) -1
[P(DNP(I)] \ | Py (I) NP (I')| — 1

(= 1P| L(I)

o HD-
UD=[Po(DNP(I] \ | Py (I) NP (I')

Ainsi, par les propriétés des coefficients binomiaux, on a

(_1)|755(I)ﬂ?55(1/)|71

g =

+ (—1) PP dt)

o -1
(D=[P-(OrP-T\ L1 =1 = [Py (1) NPy (1)

_ (_1)|755(I)m758(1/)|—1
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+ (=1) /PP L(I) _o,

qui est le résultat voulu.
Etape 2 : Nous sommes maintenant en mesure de conclure.
On a pour J € S,

1(J) -1
1 1(J)
u’ =Z(—1)A( ) > g
L(J)+1 A=0 A T€Sy 42
|Ps (NP (1) |=1(T) =X

1) 1 o
1 AL 1 | Ps(DNPs ()]
“tr1e Y ( \ ) 2 80

I1€Sk42

1(J) -1 N N

1 A L) 1 <P (NP ()]

e X e (V) el

L) +1, 57 A )
1 (= 1)UD=[Ps(NP(D)|

Z(J)Jrllegk:+2 ( 1(J) )6
< () NPy (1)

(_1)|735(J)ﬂ755(1)|

:l(t])—i—llg;+2 ( 1(J) )

[P ()P (1)

s,

Ainsi, pour tout I € Sio,

(_1>l(J) (_1)\755(J)m755(1')|

Z“J:ZWZ

Jer(D) Jer(l) rése, (0 L)
[P () NPy (1)

Or, remarquons que vu que J € 7 (I) et que I et I’ sont dans le méme sous systéme S, on a que
L(J)+1=1)=1(I"). Ainsi,

I/

1)Z(I)+1

_(=
> u'= 1(1)

Jer(I)

(_1)\7>5(J)m7>s(1')| p

PoNp Y ) 0
735 (J)n 753 (1)

(71)|75,S(J)ﬂ753([)|

Jer(l) B l ('])~
Py ()N P (1)

_ (_1)|755(J)ﬁ755(1’)|
LT R DD Y
I'eSp2\{1} Jer(I) (

1(J)
Py (J) NP (1) )
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Po (J)| = 1(J) = L(I) — 1. Ainsi,

(/)
N (_1)l(1)+1 Z (_1)|735(.])ﬁ735(1/)| I
O ()
'€Sk+2\{I} Jer(l) 2
Py (J)NPs (I')
Ir (D] o1
i
(_1)l(I)+1 (_1)|735(J)ﬁ735(1’)| %

+TZ >

resianysenn (1)
[Py (1) NPT

(_1)l(1)+1

Z (_1)|795(J)OPS(I )| p

— B,
1) I/eskzﬁ\{z} Jer(D) < ) >
Py (J) NP (I')

=B+

car, [r(I)| =1(I).

Ainsi, si Sgio = {I}, on a le résultat. Sinon, le résultat découle de notre étape 1.

Remarque 2.22.
Dans le cas ou I’écart du systeme est 1 cette formule coincide avec celle donnée par le lemme 2.16. En
effet, dans ce cas 14, on a par la remarque 2.14 (4) que |e (J)| =1(J) + 1.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréeme 2.4, que nous rappelons ici.

Théoréme 2.4 (Régularité du diviseur, cas symplectique).
Soient Q@ C R™ un ouvert, r 20,0 < s<1letpeC™® <Q,Ak+2) tel qu’il existe v: Q — AF avec
wm AV = [3.
Alors, il existe u € C™* (Q,Ak) tel que
wm Au =0
dans €.

De plus, le résultat reste vrai si on remplace 2 par Q.

Démonstration. Pour tout J € Ty, on définit u”’ par

0 sie(J)=10

1) RS
B (1J)\ Z (=1)* < |6(Ji\| L > Z B! si ecart (s (J)) < 1

IGSk+2
u’ = |Ps (NP5 (1) |=1(T) =X

1) -1

IGSk+2
|Ps(DNPs (1) |=1(T) =2
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De fagon évidente, u ainsi défini appartient a C"7 <Q,Ak> (respectivement C™Y (ﬁ, Ak).) Il faut
donc vérifier que w est solution de 1’équation w,, A u = .
Soient € Q (respectivement x € Q), et I € Ty 4o quelconques. Il nous faut voir que

> w(@)=p"(2).

Jer(l)

Par hypothese il existe v, € A tel que wy, Avy = B (2). Or, par le lemme 2.16 si ecart (s (1)) < 1 on
a nécessairement que u” (x) = v pour tout J € s (I). D’oti on a pour I € T 5 tel que ecart (s (I)) < 1

Z u’ (z) = Z v =
Jer(I) Jer(I)
Maintenant, si I € Zj1o est tel que ecart (s(I)) > 1, alors, par le lemme 2.21, on a
S W (@)= 8 (a).
Jer(I)
Ainsi, on a bien
wWm A u = [.
O

Voyons ce que la formule donnée dans la preuve de ce lemme donne dans les cas décrits par les
exemples 2.6 a 2.9.

Exemple 2.23.
Sik=0etm> 2, tous les systéemes sont d’écart 0. Et la formule donne alors,

w— 1 iﬁm‘—l,m
m - '
i=1
Remarquons néanmoins que I’hypothese qu'il existe v: Q — A° tel que w,, Av = f implique %12 =
%120 pour tout 1 < i,5 < m. Ainsi,
u = U120
pour tout 1 < ¢ < m, ce qui est la solution qu’on avait trouvé a 'exemple 2.6.

Exemple 2.24.
Pour k£ = 1, commencons par voir ce qu’il se passe lorsque m > 2. Dans ce cas la, tous les systemes
sont d’écart plus petit ou égal a 1. Si ¢ > 2m, la formule donne

m
lz 2i-12ji
m —

et si 1 <i < 2m, la formule donne

L+1J -1 m
U= Z B2 | Z 3212

S

Remarquons que si on suppose que il existe v tel que w,, A v = § alors, pour tout 7 et 1 < ji,j2 <
tels que i ¢ {257 — 1,251} U {252 — 1,272}, on a que

5{112]’1 —1.251} _ 5{192]'2—1,2]’2} )

Ainsi nos formules deviennent
ut = ﬁQj—l,Z],z
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pour tout 1 < 7 <msii > 2m et
ut = 5{21’—1,%%'},

pour tout 1 < j < m tel que i ¢ {2j —1,25}. On retrouve donc ce qu’on avait obtenu a 'exemple 2.7.
Si maintenant, on suppose que m = 1, et que 1 < i < 2m = 2 alors, e ({i}) = 0. Donc, la formule
pour u' et u? donne 0, et si ¢ > 2, la formule donne

i 126
ut =",
qui est ce qu’on avait trouvé a I’exemple 2.7.

Exemple 2.25 (k = 2).

Pour k = 2, commengons par voir ce qui se passe lorsque m = 2. Si J = {1, 3}, {1,4}, {2,3} ou {2,4},
on a que e(J) = (. Et donc, u/ = 0. Pour J = {1,2} ou {3,4}, I'écart du sous-systéme est 2 et on
obtient

1
12 _ 1 51234
U —Zﬂ
. 1
34 _ 1 51234
U f2ﬂ .

Si JJ ={i,j} avec i € {1,2} et j > 5, on a que 'écart du sous-systéme est 1 et on obtient que
u’ = B4, De la méme facon, si i € {3,4} et j > 5, on a que u’ = B2,
Pour finir, si 4,7 > 5, on a que I'écart du sous-systéme est nul, et on obtient

u = % (512@‘ + 6341’;’) )

Remarquons néanmoins que si il existe v tel que w,, A v = (3, alors, nécessairement, 312 = 344,
Ainsi, on a que
i 124 344 _ pl2i5 _ 344
u]_§<6 iy ])_B i — 334

qui est ce qu’on avait trouvé a I’exemple 2.8.

12

Pour m = 3, regardons juste la formule pour u"* vu que c’est le sous-systeme de cet indice qui est

exposé dans 'exemple 2.8. L’écart du sous-systéme de {1,2} est 2 et la formule donne

w2 = } [@1234 + ﬂ1256) . 63456}
5 )

qui est également le méme résultat que trouvé a I'exemple 2.8

Exemple 2.26 (k =n — 2).
Dans le cas out k = n — 2, dés que n est suffisamment grand, tous les systemes sont d’écart plus grand
ou égal a 1. De plus, la formule donne

L\ {25125} _ lﬂl,...,n.
m
Les autres coefficients sont nuls.

2.1.2 Injectivité et surjectivité de la multiplication par w,,

Nous nous intéressons maintenant a la démonstration du théoreme 2.5 que nous rappelons ici.

Théoreme 2.5.
Soit p1: AF — A2 définie par
p(u) = wm A u.

Alors,
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(i) w est injective si et seulement sim > k+1;

(i) | est surjective si et seulement sim >n —k— 1.

Démonstration. La preuve se sépare naturellement en quatre étapes. Les deux premieres étapes éta-
blissent I’équivalence dans le premier point et les étapes 3 et 4 s’intéressent a 1’équivalence dans le
deuxieme point.

Etape 1 : On montre que si m > k + 1, p est injective.

Pour montrer ceci, on montre que n’importe quel sous-systéme (au sens de la définition 2.10) de
I’équation

wm Au =0

est d’écart plus petit ou égal a 1. En effet, le lemme 2.16 nous permet alors de conclure que les
solutions de cette équation sont uniques et donc, p est injective. Soit donc S = {Sk, Sk+2} un sous-

systeme quelconque. Comme dans 1'étape 1 de la preuve du lemme 2.13, on définit une injection
t: Po (S)N{1,...2m} — {1, ...,m} par

Alors, du fait que

t(Pa (S)N{1,....2m}) ={1<s<m : {25s—1,2s} NP, (S) # 0}

D’ou on déduit
{L,..omP\e (P (S)NA{L,....2m}) ={1<s<m : {2s—1,2s} C {1,....2m}\ P, (5)}.
Et donc,

Hl1<s<m : {2s—1,2s} C {1,....2m}\ P, (S)} =m — [P (S) N {L,...,2m}|
zm, = |Pa(5)
~ ~——
ZRHL —pt2-2045(5)
>2lj12 (5) — 1.

Soit donc {s;}1<j<ai,,o(5)—1, des éléments distincts de
{I1<s<m : {2s—1,2s} C{1,....2m}\ P, (5)},

et considérons

li+2(9)
Li=| |J {2s; 1,25} [UPu(5)
j=1

[21k+2(s)1

L=| |J {2s;—12s;}

J=le2(S)

UP.(9).

Alors, I, Iy € Spio et
[Py (1) NPy (B)] = {51,090} = 1

ce qui montre que le sous-systeme est d’écart plus petit ou égal a 1 et termine cette étape de la
démonstration.
Etape 2 : On montre que si p est injective, alors k + 1 < m.
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On montre ceci par contraposée, c’est-a-dire, on suppose que m < k et on exhibe u € AF tel que
u# 0 et p(u) =0. On distingue deux cas. Premiérement, si k < 2m, on pose

m k—m
u = (/\ d:v23> A ( /\ dw23_1> e AF.
s=1 s=1
Remarquons que 2(k —m) — 1 =k + (k—2m) — 1 < k — 1, d’oi, aucun des indices 2s ou 2s — 1
ne dépasse n et donc on a bien que u est un élément non nul de A¥. De plus, on a alors pour tout
1<o<m,

dz?? = A da? A (/\ dar28> =0,
s=1

d’ott, p (u) = 0. Si maintenant on suppose k > 2m, alors, on pose

k .
u = /\ dz’.
i=1

Alors, vu que k > 2m, on a pour tout 1 < o < m,

k
daz* N A da® A ( A dx’) =0,
i=1

d’out p (u) = 0, malgré le fait que u # 0.

Etape 8 : On montre que si m > n — k — 1, alors u est surjective.

On doit montrer deux choses. Premierement, on montre que pour tout indice I € 7y 9, la réduction
de I (c’est-a-dire r (I) au sens de la définition 2.10) est non-vide, puis, on montre que tous les sous-
systemes sont d’écart plus grand ou égal a 1. Le lemme 2.21 nous permettra alors de conclure que tous
les sous-systemes de

wm Au=p

ont une solution et donc que p est surjective. Dans les deux choses qu’on va montrer, on procédera
par 'absurde. Commengons par le preuve que pour tout I € Ty, o, r (I) # (). On suppose par 'absurde
que I € Ty 15 est tel que r (I) = 0. On a alors, pour tout 1 < s < m,

[{2s — 1,25} < 1.

Ainsi,

m

U {2s—,2s} NI

s=1

k+2=|I=|In{2m+1,...,n}+[IN{L,...2m} <n-—2m+

<n—2m+m=n—m,

ce qui entre en contradiction avec notre hypothese.
Montrons maintenant que n’importe quel sous-systéme est d’écart plus grand ou égal a 1. Soit
S = {Sk, Skt2} un sous systéme quelconque, et supposons par I’absurde que ecart (S) = 0. Alors, par
le lemme 2.13,
212 (S) +|Pa (S)N{1,....,2m} < m.

D’un autre co6té, on a

k+2 =200 (S) + [Pa (S) N {1, ... 2m}| + [{2m + 1, ...,n} N Py (S)]

<n—2m

L2yo (S) 4+ |Pa (S)N AL, ....2m} +n —2m
Llg2 () +Pa (S)NA{L,....2mH+n—m—(n—k—1),
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ce qui est équivalent a
21k+2 (S) + ‘,Pa (S) N {17 32m}| 2 m + 1;

et on a obtenu une contradiction. Ceci termine la démonstration de cette étape.

Etape 4 : On montre que si 1 est surjective, alors m >n — k — 1.

On procede par contraposée, c’est-a-dire, on suppose que m < n — k — 2, et on exhibe g € AF*2
qui n’est pas dans 'image de p. On distingue deux cas. Si k + 2 > m, on définit

m ) k+m+2 ‘
b= (/\ da:21> A /\ dx’
i=1 i=2m+1

Remarquons que k +m +2 < k+2+n—k—2=mn, et donc B € A*2\{0}. Une condition nécessaire
évidente pour le fait qu’il existe une solution de w,, A u =  est que pour tout I € Zp,o, r(I) =0
implique 4/ = 0. Or ici, I = {2,4,...,2m,2m + 1,2m + 2, ...,k +m + 2} est tel que r (I) = () vu que
pour tout 1 < s < m, {25 — 1,25} NI = {2s}. De plus B/ =1 et il n’existe donc pas d’élément u € A*
tel que p (u) = B. Si maintenant k + 2 < m, on définit

k+2 )
B= N da*.

i=1

Remarquons que 2k +4 < 2m < n et donc 3 € A¥+2\{0}. Par les mémes arguments que ci-dessus, on
a qu’il n’existe pas d’élément u € A* tel que w,, Au = . Ceci termine la démonstration du théoréme.
O

2.2 Le cas général

Comme mentionné au début du chapitre, I'idée pour montrer les théoréemes 2.1 et 2.2 est de se
ramener au cas ol « = wy, en utilisant le théoreme de Darboux. Mais pour faire ceci, on a besoin que
le rappel par un difféfomorphisme respecte notre équation. Nous aurons donc besoin de la remarque
suivante.

Remarque 2.27.

Une question qu’on va se poser dans la démonstration du théoréme qui établit la régularité des solutions
de a Au = 3, est la suivante. Etant donné un difféomorphisme p: Q — Q et sachant qu'il existe
v: Q — AF tel que o A v = S, existe-t-il 5: Q — A¥ tel que

o (@) A5 =" (B) 7

Si la réponse parait étre évidente, c’est parce qu'un résultat standard (voir proposition A.5) nous
donne le résultat avec ¥ = ¢* (v) dés que v est continue. Or, dans notre cas, v n’est a priori pas
continue.

Néanmoins on a quand méme I'existence de © en utilisant I’identité suivante. Pour f € C° (Q, Ak)
et g € Q

& () (@0) = ¢* (f (97" (20))) (o) ,

olt on voit f (¢! (20)) comme une forme différentielle constante. Ainsi, si on définit 7: Q — AF par

on a
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et ainsi, ¥ a bien les propriétés voulues.
Passons maintenant a la démonstration du théoreme 2.1, que nous rappelons ici.

Théoréme 2.1 (Régularité du diviseur).
Soit r > 1,2 < 2m < n des entiers, « € C™ (Q,A?) et e C™} (Q,Ak”) tels que

(i) doo =0 sur §2;
(77) rang[a] = 2m sur Q;
(iii) pour tout x € Q, il existe v € A* tel que

Alors, il existe u € C"! (Q,Ak) tel que
alNu=0.

Démonstration du théoréme 2.1. Soit x € Q. Par le Théoréme de Darboux, (voir Théoreme A.8, page
143), il existe U, un voisinage de z et ¢, € Diff" (U,, ¢z (Uy)) tel que ¢, (x) = x et

o (a —wm—deQZ 1A

sur U,. De plus, par la remarque 2.27, on a quil existe v: U, — AF tel que w, Av = ¢% () €
cr-t <Ux, Ak+2). Ainsi, par le théoréme 2.4, page 12, il existe u, € C"~! (Ux, Ak) tel que

wim Az = ¢ (B).
En appliquant (p; 1), on obtient
Aert) () =8
sur @ (Uy).

Considérons maintenant {v;};>1 une partition de I'unité subordonnée au recouvrement ouvert

{0z (Uz)}zeq. Clest & dire,
(7) pour tout i > 1, ¢; € C(Q);
(#) pour tout i > 1, il existe x € Q tel que supp (¢;) C ¢r (Uz);

(i) S22 =1 sur Q;

(v) pour tout y € Q, il existe § > 0 et un nombre fini d’indice i1, ..., i; tel que

Z¢z‘ = Z (2
j=1

=1

)
)
(éi7) pour tout ¢ > 1,0 < ¢ < 1;
) >
)

sur Bs (y).
Soit encore, pour tout i > 1, z; € Q tel que supp (¢;) C ¢z, (Uy,). Définissons enfin

u = Z¢z (‘Pwl ) (Ua,) -

Vu que la somme est localement finie, on a que u € C"~! (Q, Ak). De plus,

Oz/\UZil/}i'a/\(SD;i) (uz;) szﬂ B,
i=1

ce qui est le résultat voulu. O
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Exemple 2.28 (Optimalité de la condition de rang constant).
Voyons ici un exemple qui montre que la condition de rang constant est nécessaire pour 'existence
d’un diviseur régulier.

Soit a = 23da! A da? + Zf’:; dz? =1 A dz?. Alors, da = 0 et

) 2(k+1) six; #0
rangle (v)] = { 2% si 21 = 0.
Soit aussi
k+1 )
B = zidat A da? /\ daz?'.
i=2

N

Alors, a, 8 € C°°, mais les k-formes v telles que a A v = 8 sont données par 7 = ’y/\fi; dz?, ol

L ix
:Y(ZL'):{ 1 S 1#0

() est quelconque, si x1 = 0.

Ainsi, quel que soit le choix de 7, v n’est pas continue.






Chapitre 3

Existence de solutions

Maintenant que nous avons étudié I’équation algébrique, nous disposons des outils principaux dont
nous aurons besoin pour montrer le théoreme d’existence principal.

3.1 Démonstration et optimalité du théoreme principal
On commence par rappeler I’énoncé.

Théoréme 3.1.
Soit 2 C R™ un ouvert, 0 < k <n—1,r >1 des entiers, a € C* (0, A') et f € C! (Q,Ak“). Alors,

(i) toute solution w € Ct de
dw+arhw=f (3.1)

est solution de
da Nw =df +aA f; (3.2)

(ii) sirang[da] > 2(k + 1), alors (3.1) et (3.2) ont au plus une solution ;

(iii) si rang[da] = 2m > 2(k +2), a € C"™2 et f € C™L, alors (3.1) et (3.2) sont équivalentes et
admettent au plus une solution w € C” ;

(iv) sik>1etueC! (Q,Ak’1> est tel que du € C et
da Nu = f, (3.3)

alors, w = du + a A u est une solution de (3.1) ;

(v) siranglda] =2m >2(n—k), a € C""3 et f € C"*1, (3.1) admet toujours une solution w € C".
Démonstration. Commencons par la preuve de (7). Soit donc w € C! tel que
dw+ahw=f.

Remarquons que dw = f —a Aw € C'. Ainsi, ddw a un sens dans C° et on a que ddw = 0. En effet,
pour tout ¢ € C° (Q, A’H‘Q), on a

/Q<ddw;<ﬂ>:/g<w,55<p>20.

Ainsi, appliquant 'opérateur d & (3.1), on obtient

da Nw —a N dw = df.

39
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Remplacant dw par f —a A w, on déduit
da ANw—aN f=df,

qui est I’équation (3.2) qu’on voulait établir.

Le point () est une application du point (7) et du théoréme 2.2, page 11.

Pour le point (#ii), on doit montrer que si (3.2) admet une solution, celle-ci est une solution de
(3.1). Premierement, on a par le théoréme 2.1, page 11 que 'unique solution de

daNw=df +aNf
est C". Appliquant l'opérateur d & cette derniere équation, on obtient
da Ndw=daAN f—aANdf.
Utilisant le fait que df = da Aw — a A f, on déduit que
da A (dw+aANw— f)=0.

La proposition 2.2, page 11 nous permet alors de conclure.

La démonstration du point (iv) est une vérification directe, et la démonstration du point (v)
consiste en une application successive du théoreme 2.2, page 11 a ’équation da A u = f, du théoreéme
2.1, page 11 qui nous donne un u € C"*! et du point (7v).

O

Voyons maintenant quelques exemples qui montrent 'optimalité des hypotheses du théoreme 3.1

Exemple 3.2 (Optimalité de la condition rang [da] > 2(k 4 2) pour I’équivalence des équations (3.1)
et (3.2)).

Soit a = Zfill Toi_1dx® et f = /\f;rl1 dz?. Alors, 'unique solution de da Aw = df +a A f est w =0
car df +a A f =0. Or, w = 0 n’est clairement pas une solution de dw + a A w = f.

Exemple 3.3 (Optimalité de la régularité donnée par les points (i) et (v)).
Soit k = 1, 7 > 1, des entiers, n = 3 a = x1dz? et f = (x3)" " |z3|da! A dz?. Alors, on a f €
C T (Q,A?) et a € C™ (2, A1), ot  est un voisinage de 0.

Premidrement, on a w = x (23)" " |a3]dz+(r + 1) (z3)" |23|da® est une solution de dw+aAw = f.
Ainsi, on est dans le cas ot notre équation a une solution.

De plus, toute solution de dw + a A w est une solution de da A w = df +a A f, qui est ici

w3det Ada? Ada = (r+ 1) (x3)" |2s|dat A da? A da®.
Ainsi, nécessairement, toutes les solutions de dw + a A w = f ont une composante qui est
(r+1) (z3)" |z3] qui est C" mais pas C" 1.

Exemple 3.4 (Optimalité de la condition rang [da] > 2(k + 1) pour l'unicité des solutions).
Soient 1 < m < k, a = 31" w9 1dz® et w = 0 (w2, 4, ..., Top) /\?:1 dz?, avec w # 0. Alors, on a
rang[da] = 2m < 2k,

dw =0

et vu que m < k, on a
a\w=0.

On conclut donc que dw + a A w = 0, malgré le fait que w # 0.
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3.2 Le cas ou a est exacte

Comme mentionné dans I'introduction, lorsque a est exacte, on peut se ramener aisément au lemme
de Poincaré. Voici le résultat qu’on obtient.

Théoréme 3.5 (Existence, cas ol a est exacte).
Soientr >1,0<h<1,0<k<n—1,QCR" un ouvert borné, régulier, f € C™" (ﬁ, Ak'H) et

aecCrh (ﬁ, Al) exacte. Alors il existe w € CTHL (ﬁ, Ak> tel que dw 4+ a ANw = f si et seulement si
les conditions suivantes sont satisfaites

(i)
df +anf=0
sur €.
(i)
JRUTEY
Q
pour tout 1 € C! (ﬁ, AkH) avec dip —a Np =0, 6p —anp =0 dans Q et vop =0 sur ON).

Démonstration. Commencons par I’aspect nécessaire
La condition (7) découle du fait que da = 0 vu que a est exacte. Montrons donc que (i¢) est vérifiée.
Soit donc 1) comme ci-dessus. Alors, on a par la formule d’intégration par parties

[t = [ twsanw)

:/Q<dw,w>+/ﬂ<mw,¢>

- /a vt - /Q (w, 8v) + /Q (w, a)

=0
:_/ <w55¢_a—‘w> = 07
Q
ce qui finit la preuve de I'aspect nécessaire.
Passons maintenant a I'aspect suffisant.

Soit A € CTtHLA (57 AO) tel que dA = a, et montrons que e f est exacte sur Q.

On veut appliquer le lemme de Poincaré (voir théoréme A.9) et donc, on doit montrer que d[e” f] =
0 et pour tout x € Hy (Q,Ak+1), on a

[ (er) =0

dle*fl = e (df +an f)=0.
De plus, pour ¥ € Hxy (&Ak“) on a

Or,

d[eAx] —aNety=anety+etdy+anety =0
olex] — asetx =asex + oy —aex =0
V_IBAX =0.

Alinsi, par (i), on a

/Q<6Af,x> =/Q<f7 e'x) = 0.
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Ainsi, on a qu'il existe g € C"+1P (ﬁ, Ak> tel que dg = e f. Posant donc w = e3¢ € C"+1 (ﬁ, Ak),
on a
dw+aNw=f.

O

Remarque 3.6. (i) On voit dans la preuve qu’en réalité, le résultat peut se formuler comme suit.
Il existe w tel que dw + a A w = f si et seulement si, e f est exacte, o A est un potentiel
de a. Néanmoins, l'avantage de notre formulation ci-dessus est qu’elle ne fait pas apparaitre le
potentiel de A explicitement. On peut donc voir ce théoréme comme un point de départ pour
I’étude de notre équation dans le cas ou a est fermée, non-exacte.

(#) En changeant de point de vue, on voit que ce résultat est aussi un résultat sur Popérateur noyau.
En effet, on s’intéressera dans le chapitre 4 A D'existence d’opérateurs N*: C? (Q,Ak_l) —

Ct (Q,Ak) tel que
LFoNF=0
et pour tout w tel que dw + a A w = 0, il existe ¢ tel que N* (¢) = w. Dans le cas ou ) est

contractile la condition (i7) est vide car Hy <Q7 Ak) = {0}. Et donc, en identifiant f avec w tel

que dw +a Aw = 0 et w avec @, on a que N¥ = LE~1 vérifie les propriétés ci-dessus.

3.3 Le cas aux limites

Dans cette section on s’intéresse a des problemes du type trouver w € C” (57 Ak) tel que
dw+aANw=f dans ) (3.4)
w = wy sur 0f2.

Pour le moment, il est difficile d’utiliser une analyse a l’aide de la divisibilité dans ce cas la, car on
n’a pas encore de construction d’un diviseur régulier sur un fermé, ce qui est di a I'utilisation d’une
partition de l'unité.

Remarquons de plus que si on était capable de résoudre le probleme algébrique suivant

(3.5)

daNw=df +aNf dans
w = wy sur 0f),

on serait en mesure de résoudre (3.4) sous une hypothése de rang constant et plus grand ou égal a
2(k + 2) sur da. Or, dans le cas ot da est la forme symplectique standard w,, = Y7, dow? =1 A dz*
avec m > k + 2, on sait résoudre le probléme (3.5), comme on le verra plus bas.

De plus, une solution de (3.4) est toujours une solution de (3.5), et une condition nécessaire évidente
pour l'existence d’une solution de cette derniere équation est que da A wg = df + a A f sur 0f.

Théoreme 3.7.
Soit a = Y7 w9;_1dx* aveem > k+2,r =1, f € O™ (ﬁ, A’“’l) et wo: O — AF. Alors, il existe

weCr (ﬁ, Ak> tel que

{dw+aAw—f dans Q (3.4)

w = wy sur 0f).
si et seulement si
(i) il existe v: Q — A* tel que da ANv=df +aA f;
(i) da Nwo=df +a A [ sur 0.
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Démonstration. Pour I'aspect nécessaire, il suffit de prendre v = w et constater que par continuité,
on a que
daNw=df +aNnf

jusqu’au bord.

Montrons 'aspect suffisant.

Soit : Q — A¥ défini par T = v sur Q et v = wo sur Q. Alors, da AT = df +a A f sur Q, d’ou,
par le théoréme 2.4, page 12, il existe w € C” (ﬁ, Ak) tel que

daNw=df +aNf

sur 2. Remarquons maintenant que da A (w — wp) = 0 sur Q. Ainsi, vu que m > (k+2) > (k + 1),
on a par le théoreme 2.5, page 12 que w = wy sur 9. De plus, vu que r > 1, on a

da A (dw+aANw)=daAf.
A nouveau, vu que m > k + 2, ceci implique
dvw+ahw=f

sur € qui est le résultat souhaité.






Chapitre 4

Le noyau de opérateur

On s’intéresse ici au noyau de 'opérateur L¥ (w) = dw + a A w. C’est-a-dire qu’on s’intéresse &
deux objets. Premierement, on s’intéresse a I’espace

Kerij:{wGC’1 (Q,Ak) : dw+a/\w:0}

et a des opérateurs différentiels
NE: T (0, A1) > KerL}

qu’on appelle alors opérateur noyau.

On essaie généralement de caractériser I'espace KerL¥ comme I'image d'un opérateur N*¥ comme
ci-dessus lorsque cela est possible.

Remarquons que par le théoréme 3.1 (i), si rang[da] = 2m > 2(k+1), KerL, = {0}. On doit donc
s’'intéresser au cas ou m < k. Néanmoins, pour la construction des opérateurs noyau d’ordre 1 comme
on va le faire ci-dessous, on aura besoin que m < k — 1. En effet, on aura aussi besoin du fait que
Anhy,_4 (da) = {u e AN s danu = 0} # {0}, ce qui est le cas quand m < k — 1, par le théoréme
2.5. On traitera quelques exemples dans le cas ou k = m dans la section 4.2.

Le résultat principal de ce chapitre est un résultat de la section 4.1 qui est le suivant.

Théoréme 4.1 (L’opérateur noyau).
Soit a € C* (Q,A'), 1 <m < k—1 et Anhg_1 (da) = {u e Nl s danu= 0}. Alors,
(i) Uopérateur
LE71: €2 (0, Anby_y (da)) = C* (2,AF) sy dy+a A
vérifie LELE=1 () = 0 pour tout n € C?(Q, Anhy,_; (da)) ;
(ii) si rang[da] = 2m, et a € C"2, la projection orthogonale Tp_1: A¥=1 — Anhy_4 (da) respecte la

régularité. C’est-a-dire, pour tout & € C" (Q,Ak’l), 71 (§) : Q@ — Anhy_q (da) définie par

-1 (§) (x) = mp—1 (§ ()

vérifie m_1 (€) € C™ (2, Anhy,_y (da)) et donc N* := LF~1 o 11 est un opérateur noyau ;
(iii) sir >4, a € C™ (Q,AY), rang[da] = 2m avec m >n—k+1 et que w € C"! (Q,Ak> est tel
que LF (w) = dw +a Aw =0, il existe n € C"2 (Q,Ak_l) tel que
dn+ann=w.
En particulier, pour tout n comme ci-dessus, da A1 = 0 et donc quelque soit £ € T2 (Q, Ak_l)
tel que mp—1 (§) =,
N (&) = w.

45
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Remarque 4.2.

Ce théoreme nous donne de linformation des que k est grand comme on va le voir. Si & = 0,1, le
théoréme ne nous donne aucune information. En effet, dans les deux cas la condition 1 < m <k —1
n’est jamais vérifiable. Dans le cas ou kK = n — 1 par contre, ce théoréme nous donne beaucoup
d’information. En effet, la condition 1 < m < k — 1 est toujours vérifiée des que n > 4 et da # 0. De
plus, la condition qui nous donne la surjectivité, c’est-a-dire rang[da] > 4 n’est pas vérifiée uniquement
si rang[da] = 2. Dans tous les autres cas, on a donc la surjectivité de 'opérateur noyau. On verra dans
la sous-section 4.1.1 que dans le cas ol rang[da] = 2, on aura la surjectivité locale de notre opérateur
noyau. On aura donc que notre opérateur vérifie les propriétés de surjectivité a I'intérieur du domaine
qui sont établies dans [6], pour un opérateur noyau d’ordre 2.

L’idée de la construction des opérateurs N* est la suivante. Vu que LZL’;_I (¢) = da N w, si
¢ € Anhg_ (da) = {u € A¥"! : da Au =0}, on a que L¥LE=! (¢) = 0. De plus, vu que Anhy,_; (da)
est un sous espace vectoriel, il existe une projection orthogonale mj,_1: A*¥~1 — Anh_; (da). Donc, en
prenant N* = L’;fl o Tx_1, on obtient un opérateur noyau.

Ceci est consistant avec l'observation suivante. Si on veut se servir de 'opérateur L’;_l pour
construire un opérateur noyau surjectif, on ne perd pas de généralité en passant par l'anihilateur de
da. En effet, si w € Kerij et que ¥ est tel que L’;_l () = w, alors, nécessairement, on a

da A= Lo LK~ () = L (w) =0,

c’est a dire que 1) est dans I'anihilateur de da.

On conjecture de plus que 'opérateur que nous allons construire a un aspect canonique parmi les
opérateurs noyau d’ordre 1. Par la, on entend que si N est 'opérateur noyau d’ordre 1 que nous allons
construire et que N est n’importe quel autre opérateur noyau d’ordre 1, alors si N est surjectif, N l'est
aussi. Plus précisément, il existe une transformation linéaire M: A¥=1 — AF~1 telle que N = N o M.
On n’a pas encore de preuve de ce fait, mais Uexemple 5.12 ot n = 3, k = 2 et a = z1dz? nous mene
a penser que ceci est vrai.

4.1 Le cas ou rang|da] =2m < 2(k — 1)

Comme mentionné ci-dessus, pour construire un opérateur noyau, on va composer l'opérateur
LE=1 avec la projection orthogonale sur Anhy,_; (da). Or, la projection orthogonale est une opéra-
tion algébrique qu’on applique & chaque point, c’est-a-dire, si pour z € €, on définit 7, : AF~1 —
Anhy_4 (da (x)), la projection orthogonale, alors, on définit m: C” (Q,Akil) — C" (Q, Anhy,_4 (da))
par

7 (u) () = 7 (u(2)) .

Comme dans le cas de notre équation algébrique, o A u = 3, on se pose alors la question est-ce qu’on
a bien 7 (u) € C" 7 On a besoin de cette régularité car on veut ensuite applique 'opérateur L’;_l qui
est un opérateur différentiel. On a donc besoin de la proposition suivante.

Proposition 4.3 (La projection sur Anhy_; (da) respecte la régularité).
Soientr >0, 1 <m<k—1etaeC?(Q,A) telle que rang[da] = 2m sur .

Alors, la projection orthogonale mj,_1: A¥~1 — Anhy_ (da) respecte la régularité. C’est-d-dire,
pour tout £ € C” (Q,Ak_l), p—1 (§) : Q@ — Anhy_q (da) définie par

Th-1(§) (z) = m—1 (€ (2))

vérifie mp—1 (§) € C" (2, Anhy_1 (da))
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Démonstration. 1.’idée de la démonstration est la suivante. On souhaite reconstruire la projection or-
thogonale a partir d’'une base orthonormale. On rameéne donc le probléme de construire une projection
qui respecte la régularité a la construction d’une base réguliere. Or, il est facile de construire une
base réguliere de C” (€2, Anhy_1 (wnm)), vu que wy, est constante. On utilise donc le théoréme de Dar-
boux pour construire une base de C" (V, Anhy_1 (da)) ou V appartient & une famille de voisinages qui
couvrent €. On applique le procédé de Gram Schmidt a cette base pour la rendre orthonormale, puis on
I'utilise pour définir une projection orthogonale C” (V, Akfl) — C" (V, Anhj_4 (da)). Puis on constate
que si Vi et V5 sont deux voisinages sur lesquels on a définit m;: C” (Vi, Ak_l) — C" (Vi, Anhy,_y (da))
et que V3 NV, # B, on a par unicité de la projection orthogonale que 71 et mo coincident sur Vi N Vs.
On peut donc définir la projection de fagon globale.

Soit donc zg € © quelconque. Par le théoréme de Darboux (voir théoreme A.8, page 143) il existe
Uy, un voisinage de g et @z, € Diff' ™ (Uy,, 0z (Us,)) tel que

Pa, (da) = wm

sur Uy,. Pour alléger les notations, on omettra l'indice xy pour le moment. Il faudra se rappeler a la
fin lorsqu’on passera au résultat global que ¢ et U dépendent d’un z.

Soit maintenant {3;}._; € A*~! une base orthonormale de 'espace vectoriel de dimension finie
Anhy_ (W) = {u e AN Au= O}, qu’on voit ici comme un sous-espace vectoriel de AL,
Puis, on voit 8; comme une forme différentielle constante sur U. Alors, pour « € C” (U, Anhy_1 (wp,)),
il existe a; € C" (U) tel que v = Y-t o 8. En effet, pour tout x € U, vu que {;}\_, est une base de
Anhy,_q (W), il existe o; (z) € R tel que

Pour établir la régularité des «;, il suffit de constater qu’alors
a; = (o, pi) € C"(U).
Soit maintenant pour 1 < i <1, b; == (o 1) (3) € C” (go (U) ,Ak_l) . Montrons que pour tout
£eC"(p(U),Anhg_1 (da)), il existe & € C" (¢ (U)) tels que
!
=) &b
i=1
Soit donc & tel que da A £ = 0. Alors,

wm A" (§) = ¢" (da N §) = 0.

D'otlt, vu que ¢* (£) € C" (U, Anhy,_; (wy)), on a par les propriétés de {f;}i_; qu’il existe a; €
C" (U) tels que

l
0* (€)=Y i
i=1
Ainsi, vu que «;8; = a; A\ B;, on a
l
= () (T s) =X (0w )b
i=1 i=1

Ny
Définissant donc & = a; 0~ € C" (¢ (U)), on a montré que {bi}. ) génere C” (¢ (U), Anhy_; (da)).
1=
Pour voir qu’elle est linéairement indépendante en chaque point, si on suppose qu’il existe x € ¢ (U)
et {)\i}ézl C R tel que
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alors, on a

l l l l
Yo Nifi= YA (o7 (@) = (Z Aibi) (¢ (@) =¢" (Z A <x>> (¢ @) =0,

ce qui implique \; = 0 pour tout 7 vu que {,Bi}ézl est une base de Anhg_1 (wp,)-
Ny
Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le procédé de Gram-Schmidt a notre base {bl} )
i=

On pose donc

b
by :‘bll € C" (¢ (U), Anhy,_; (da))
1

Remarquons alors, que pour tout x € ¢ (U),

l
T (€) () =D (€ (), bi () b (x)

=

iy

est la projection orthogonale de £ (z) sur Anhy_1 (da (x)), vu que {b; (;U)}ﬁ:1 est une base orthonormale

de Anhy_; (da (x)).
Nous sommes maintenant en mesure de définir 7;_1: C” (Q, Akil) — C" (2, Anhy_1 (da)) par

1 (€) (2) = Ty (§) (),

ol xg est tel que x € @y, (Uy,). Commencons par voir que 7x_1 est bien définie. Si z; et x5 sont tels que

x € gy (Ugy) Mgy (Uy,), alors, my, (§) (2) et mg, (€) () sont deux projections orthogonales de £ (x)

sur Anhy_; (da (z)). Par unicité de la projection orthogonale on a donc que 7, (§) () = 74, () (2).
De plus, m—1 hérite de la régularité des m,,, d’olt on a le résultat. O

Remarque 4.4.
Remarquons que si m > k, alors, la projection sur le noyau est 'opérateur qui envoie tout sur 0, qui
donc respecte aussi la régularité.

Maintenant qu’on a la régularité de la projection orthogonale, on peut passer a la preuve du
théoreme 4.1.

Démonstration du théoréme 4.1. Les points (i) et (ii) sont des conséquences directes du fait que L¥ o
LE=1(n) = da A7 et de la proposition 4.3 respectivement. Passons donc & la preuve de (#ii). Vu que
rang[da] = 2m > 2(n — k + 1) on a par le théoréme 3.1 qu’il existe £ € C"2 (Q, Ak_l) tel que

dE+aNé=w.

Ainsi,
daNé=dw+aNhw=0.
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Do, on a que & € Anhy_1 (da). On en déduit donc que vu que ;1 est la projection orthogonale sur
Anhy_4 (da), on a que 11 (§) = £. On a done que

w= LI () = LE! (-1 (€)) = N* (€)

qui est le résultat souhaité. O

4.1.1 Le cas ou ranglda] = 2

On va montrer ici que I'opérateur noyau donné par le théoreme 4.1 est localement surjectif égale-
ment lorsqu’on fixe m = 1 et que k > 2. La raison pour laquelle on s’intéresse a ce cas la est que le
théoréme 4.1 nous donne la surjectivité de 'opérateur noyau lorsque m est grand (plus précisément
m > n —k+ 1.) Ainsi, vu qu'on aura la surjectivité pour m le plus petit possible et pour m grand,
il parait naturel de conjecturer que l'opérateur est surjectif pour tout m. On va montrer le résultat
en se réduisant au cas ot a = x;dx®. En effet, dans ce cas 1a, on pourra expliciter la projection
Tp_1: CT (Q,Akfl) — C" (9, Anhy_; (dz* A dz?)). On devrait pouvoir généraliser le résultat au cas

ol a = Y.", w9;_1dx?, mais pour ca, il nous faudra expliciter

Tz CT(Q,ART) - 07 (Q Anhy, (Z dz® ' A dx%)) :

i=1
ce qui est un probleme dont la complexité est similaire a la formule donnée dans la preuve du théoréme
2.4.

Lemme 4.5.
Soit 1 <k—1<n—2,7>3,Q=]a,B[" un hypercube, a = x1dz> etﬂdx Ndz? =qda . Cr (Q,Ak_l) —
C" (9, Anhy_1 (dzt A dz?)) la projection donnée par la proposition 4.3 et

Ny =L~ omi?,

Alors, pour tout w € C" (Q, Ak>, dw+aNw =0 si et seulement si il existe o € CT " (Q,Ak_l)
tel que
NG () = w.

Démonstration. La démonstration se sépare en 5 étapes. En premier, on explicite notre hypothese
dw 4+ a N w = 0, ensuite, on explicite 'opérateur Nclf et pour finir, on construit ¢, une solution
de N¥ () = w en invoquant le lemme de Poincaré & 3 reprises. On prendra également le temps
d’interpréter les équations qu’on écrit dans le cas k = 2, car la démonstration est sensiblement différente
dans ce cas la.

Soit w € C” (Q, Ak) tel que dw + a A w = 0. On commence par fixer quelques notations. On écrit
w =737, wldz’ | et Ifg‘ ={I ={i1,....ix} €I} : i; > 3 pour tout j}.

FEtape 1 : On explicite dw + a A w = 0 en regardant chaque composante de cette équation.

On a pour tout J = {j3, ..., jg+1} € I,ff’l.

k+1
(dw + a A w){l,z}uJ _ wi?}UJ {1}uJ + Z t+1 {1 23U\ {jt} _ xlw{l}u‘] = 0. (4.1)

Si k = 2, ceci s’écrit : pour tout 3 < j < n,

Wl — wll +wl? ' =0, 42
Pour tout J = {ja, ..., jg+1} € Ilfg
k+1 ,
(dw + a A w) Y — wgl B Z (—l)twgt}u‘]\{]t} =0, (4.3)
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k+1
(dw+anw) P = wl, = 37 (~1)" w0 4w <0,
t=2

ce qui, quand k = 2 s’écrit : pour tout 3 <i < j < n,
wyl - w}j + w}cz =0,
w;jQ - w?cf + wiz = 0.
Et pour tout J = {ji, ..., jk+1} € Iy,
k+1
J .
(dw +anw)! = Z (—1)t*t wzj\t{%t} =0,
t=1

ce qui, quand k = 2 s’écrit : pour tout 3 <i < j <[l < n,

gl il ij
Wy, wwj + wy, =

(4.8)

De plus, on sait que nécessairement, dz' A dz? Aw = 0 donc pour tout J € Zy, {1,2}NJ = () implique

w’ = 0. Donc, (4.3) et (4.4) se réduisent &

k+1
Z (-1)! wg{gjlt}UJ\{jt} —0

tandis que (4.5) et (4.6) se réduisent &

1j i _
—wy; +w,, =0,

2j 2 _
—wg; +wy, = 0.

De plus, (4.7) et (4.8) se réduisent & 0 = 0.
Etape 2 : On explicite N¥ (¢).

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Soit p € C" (Q,Ak_l). Vu que dz' Adx? A = 0 est équivalent & o7 =0 dés que {1,2}N.J =0, on

a

ﬂ-lcgla—l (90) — Z @{1’2}U1d${1’2}U1
1€’

+ 3 HUIIVT g 1301

Ier??,
+ Z <p{2}UIda:{2}UI,
1€z’
et quand k£ = 2, on a

ﬂ'ila (p) = ordat + p?da?.
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Et donc, on a

N(’f (p) = Z {%{c?}w {1}UJ + Z t+1 {1 2JUN{Ge} _ xlsp{l}UJ} dotL23u7
Jerz?,
J={j3s-s5k }

k

Ly {Z( @{1}w\{gt}}dx{1}w

Tjy
Jexz?, t=2

J={j2,-»Jk}

M=

v -
Jerz?,
J={j2;--:Jk}

1t A2 2}uJ
t (—1) %{%} {]t}}dx{} ;

||
N

ou lorsque k = 2,

n n
N2 (p) = (903;1 - goiQ - .’E1<p1) dz' A da® — Z apglgjdacl Adx? — Z gai],dﬁ A dx?
j=3 j=3

Etape 3 : On construit {gp{l}w} C C"(9) tel que pour tout J = {ja,...,jx} € I,ff’l

1ex??,

k
Z {1}UJ\{Jt} — s
t=2

Pour ceci, on constate que x1 et x2 ne jouent que le réle de parametres dans I’'équation ci-dessus.
En effet, aucune dérivée n’est prise par rapport a x; ou xo. On regarde donc cette équation comme
une équation de la forme di) = v avec 1), une k — 2 forme sur R"~2 et v une k — 1 forme sur R"~2,
On écrit donc I,’Z_Q pour les multi-indices de longueur k ou chaque indice est plus petit que n — 2. En
I’absence de cet indice en haut, on considere les multi-indices avec des éléments pouvant aller jusqu’a
n. Remarquons qu’on a alors une bijection Z;' 2 «» Z;® donnée par I = {i1,...,ix} € Zp 2+ (1 +2) =
{i1 +2,..,i, + 2} € Z7° et son inverse [ = {iy,...,ix} € Z7> > (I —2) = {i1 — 2,...,i, — 2} € T %
On définit maintenant v € C” (]a, B2 x]a, B[2, AFL (R’“Q)) par

{uE+2) (

J
v (ylv ~-~ayn72,21,22) = —-w 21,22, Y1, "'7yn72)

pour tout J € I” . Alors, on a pour tout I = {iy,...,ix} € 12727

k
[dyv]I:Z( 1)t+1 I\{i+}

Yy,

k
:Z (_1) {1}U(1+2)\{zt+2}

177,,5-{—2

En posant J = {ja, ..., jgr1t ={i1 + 2, ...,ix +2} =1 +2,0ona

k
[dyv]I=Z( 1) wfiV et

x1t+1

S O Do CEAN e A=
Jt
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Dot par le théoréme A.16, il existe ¢ € C” (]a, B2 x]a, B2, AF—2 (R”J)) tel que

dy’(/) (yv Z) =0 (yv Z) 9

c’est-a-dire pour tout I = {iy,...,ix_1} € I,?:lz,
k—1
1 A
Z (*1)t+ ,l’bli\t{“} (yla ey Yn—2, 21, ZQ) = UI (yla ey Yn—2, 21, 22)
t=1

pour tout y €]a, 8["? et z €]a, f2[. On définit pour tout I € I’?’SQ’
w{l}U[ (.’,U) = ’(pIiQ (.’1737 cey Ty L1 CL'Q) )
pour tout z €]a, 8[". Alors, pour tout J = {jo, ..., jr} € Il?—gl’
k

> (-t G

t=2 t

o .
(_]‘)t ﬁ [Qp(J\{jt}_Q) ($37 vy Iy Ty .’EQ)}
Jt

M=

I|
N}

R

(_]‘)t wg(;;]tiz)\{]t72} (3337 vy Ty L1y LL'Q) .
t

I|
N}

Si on écrit maintenant I = {i1,...,i5_2} = {jo — 2, .., jp1 — 2} =J —2 € I,?:f, alors,

k
S (1) VY =

t=2 t

(_1)t wI\{it_l} (1'3, vy Ly L1, 1'2)

Yig

M=

I|
N}

|
M=

(_1)t+1 ’@[Jggl\t{“} (CC3, ooy Ly L1, x?)
t

~

1
=v (1’3,...,1'71,1'1,1'2)
- w{l}u([+2) (.Z‘)

= w{l}UJ (I’) )

qui est le résultat voulu. Lorsque k = 2, on résout

13 ln)

v(x3,...,$n)¢1 :(_w yeeny W),

qui est possible par (4.11). Remarquons que ¢ € C” (Ja, B[").
Etape 4 : On construit {‘P{Q}UI}Id;s C C"(9) tel que pour tout J = {ja, ..., Jx } € Ik}fl,
k—2

k
2N {2k
Z ( 1) Sol‘jt Y= w .
=2
La construction est en tout point similaire a 1’étape 3.
Etape 5 : On construit {w{l’z}u}[Ez% C C"1(9) tel que pour tout J = {js, ..., jx} € IEE’Q,
k-3

k
Z (_1)t SD{LQ}UJ\{jt} _ w{1,2}uJ _ %{C?}U(JH) + SO%}UJ + 501<,0{1}UJ~

Ty
t=3
On définit v € C71 (]a,ﬁ[”*QX]a,ﬁ[Q, AF2 (Rnd)) par
07 (Y1 ey Ynas 21, 22) =wIVBVUFD) (21 o0 1Y) — ‘P;{ﬁ?}U(JH)

+ V) (21 29,21, )

(217227:1/17 ooy yn—2>
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{1u-+2) (

+21S0 Zl,ZQ,ZCl,...,ZCn_z),

pour tout J € I,?:ZQ Alors, pour tout I = {iy,...,i,_1} € I,?:QQ,

k—1
[dyv]I _ Z (_1)t+1 ,UI\{it}

Yiy

=3 (1) BRI RIUUNG42) | UG 2) 1o G0 )42
t=1

Si maintenant on écrit J = {jo, ..., jx} = {i1 + 2, ..., 91 + 2} € 15_32, on a

k
[dyv]l (—1)f wib2IA e} Z (—1)f i2IUA ek

Tjy (pzlxjt

l
M?T‘

~+
Il
[\

t=2
k

(—1) QEUUI 4 2 3 (1)t DG
=2

QDZQIJ't

|
M?T‘

t

I|
N

Utilisant nos étapes 3 et 4, on déduit

k
[dyv]l = Z (1) w;gjf}u*’\{ﬁ} + wg}u‘] - w%}u‘] — it/ A,
t=2

Ainsi, par le théoréme A.16, il existe ¢ € C"~! (]a,ﬂ["‘2x]a, B[2; AF—3 (R"‘2)) tel que
dy’(/) (yv Z) =0 (yv Z) .
On définit alors pour I € 15_33 et v € Q,
LI (z) = 172 (23, .0y 2, 21, 2) .

On vérifie comme dans 1’étape 3 que {90{1’2}“] } ainsi définie est une solution du probléme

—2
Iez;~;

cherché.
Lorsque k = 2, on ne peut pas construire p'? car ¢ € A!. Néanmoins, dans ce cas la, on pose
E=w'?— <p§1 + 509162 + 219", et on constate que pour tout 1 < j < n,

_ 12 2 1 1
gz]' *wzj - Sozlzj + 90,1:21'_7' + xl%;j
12 2j 15 15 (42)
=w,, +wy] —wy, —xw’ =0,

ainsi, € est une fonction de x1 et xo uniquement. De plus, par le théoreme A.14, il existe alors 7 €
C™ 1 (Jo, B%) tel que 1, = & Remplagant ¢ par p? +n, on a alors que N2 () = w.
Pour terminer la preuve, on considere

@ = Z (p{l,Q}UIdm{l,Q}UI
1€z,
+ Z go{l}UIdx{l}UI
1e1z?,

+ Z W{Q}Uldx{Z}UI.

>3
1€17®,

Par construction, on a que Nf (¢) = w. L’autre implication étant triviale, ceci termine la preuve.

O
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Proposition 4.6.
Soitn =3, r >3, a € C"3(Q,A) tel que rang[da] = 2 sur Q. Soit N¥: C? (Q,Ak_l) — KerLF
Uopérateur noyau donné par le théoréme 4.1 (ii).

Alors, pour tout w € C"+? (Q,Ak> tel que dw 4+ a AN w = 0 et pour tout xg € €, il existe U un

voisinage de xg et & € C" (U, Ak_l) tel que
N (€)= w
sur U.

Démonstration. Soit donc w € C"12 (SLAk) tel que dw+a Aw =0 et xg € . Par le théoreme de
Darboux (théoréme A.8), il existe ¢ € Diff ™2 (o1 (U),U) tel que

©* (da) = dzt A dz?
sur ¢! (U). Remarquons qu’on peut supposer sans perte de généralité que ¢! (U) est un cube. Ainsi,
d {xldf — " (a)} =0

sur ! (U). Donc, par le lemme de Poincaré, vu que ¢* (a) € C"™™! (=1 (U),Al), il existe 0 €
C™ T (71 (U),A%) tel que ¢* (a) = x1dx? + df. sur ¢~ (U). Ainsi, on a

d (eago* (w)) + z1dz® A ePo* (w) = " (dw + a Aw) =0

sur o~ (U). Vu que e/ p* (w) € C"*1 (Lpfl (U) ,Ak) , par le lemme 4.5, il existe & € C” (np’l U) ,Akil)
tel que
zldz (51) - 6 90 ( )

sur 1 (U). Clest-a-dire
Lhod (a0 (&) = g (w).

Ainsi,
_ 1 2 _
L rdeaeas (7m0 () =e L ga (5 (€) = ¢7 (w)

sur ! (U). Donc, on a

w= (1) [thhe (7m0 ()] = 25 ((07) (i ()

sur U. Définissons maintenant
1\ * _ 1 2
§=(¢7") (el () € 07 (U AF).
Alors,
Ly (&) =w

sur U. De plus,
daNE=LF(w)=0.

Donc, 7, (£) = &, et on a bien que
NP (&) = w

sur U. O
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4.2 Le cas ou rang[da] = 2m = 2k

Comme déja mentionné, dans le cas ou rang[da] = 2k, la construction de l'opérateur noyau ci-
dessus nous donne 'opérateur trivial qui envoie tout sur 0. On va voir deux exemples qui nous meénent
a conjecturer deux choses. Premierement, il n’existe pas d’opérateur noyau d’ordre 1 non trivial.
Deuxiemement 1’étude des opérateurs noyau n’est pas un probleme a n variables mais est un probléme
dont le nombre de variables est fonction k et donc de rang[da).

Exemple 4.7.
Considérons n =3, k = 1 et a = z1dz?. On a donc

dw+aANw = (w2 —w;Q —xlwl) dzt A da?

T
+ (wi1 — wis) dxt A da?
+ (w3 — wis + :clwg) dx? A dx®.

2

Si on suppose que dw + a Aw = 0, alors, on a nécessairement da A w = 0. Ce qui se traduit ici par
w® = 0. Ainsi w € KerL} si et seulement si

w3 =0
2 1 1_
Wy, — Wy, — 1w =0
1 _
Wy, =0
w2 =0.

x3

On voit ainsi que nécessairement, un élément de KerLé est indépendant de x3.
Ainsi, w est dans le noyau si et seulement si w® = 0, w est indépendant de 3 et w3 —w;, —z1w' = 0.
On s’intéresse donc a un opérateur noyau de la forme

w=N"(p(x1,22))

tel que

2 1 1_
Wy, — Wy, — x1w = 0.

Une premiére étape serait de chercher des opérateurs noyau d’ordre 1, c’est a dire

N (¢) = (alpu, + adpr, + B'p) da'!
+ (ofen, + a3, + %) da”.

Mais en remplagant successivement ¢ par 1, z1, xa, x%, T122 et x%, on constate que pour qu'un tel
opérateur soit un opérateur noyau, il faut que N' = 0. On voit ainsi que dans ce cas, il n’existe pas
d’opérateur noyau d’ordre 1.

Néanmoins, si on définit

N! (90) = Qallzldxl + (@Iﬂz + T1Pxy — 50) de,
pour ¢ = ¢ (x1,x2), on peut montrer que c’est un opérateur noyau surjectif d’ordre 2. En effet, si on
définit w = N (¢), alors, on a

2 1 1 _ —
wzl - wa — LW = Prizias + Pry + L1Prix1 — Py — Prizizs — L1Px121 = 0.

On a donc bien que N est un opérateur noyau. Montrons maintenant que N! est surjectif. Soit donc
w € KerL!. Comme on a montré plus haut, on a que w® = 0 et w = w (21, z2).
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Commengons par résoudre (une solution réguliére de ceci existe par le théoreme A.14)

1
Qg = W

Alors, on a
2 .2
833 w- — a(Elxz - -Tlaxl + (6% _wxl - arlxlmg - am1 - wlamlzl + a:ﬂl
1

.2 1 1 _
=wy, —w,, — 1w =0.
Soit donc ¥ = 9 (x9) = w? — gz, — T10z, + @, et définissons
p=a—1.

Alors
1

Prizy — W,
et
Orizo T L1Pz; — P = Qgizy + 10, —@ + 1 = w?.
D’ou, on a que
N (p) = w,
et N est donc surjectif.
On généralisera dans la proposition 5.8 le résultat de cet exemple. On montrera que si k = 1 et
a = z1dz? et n est quelconque alors, il n’existe pas d’opérateur noyau d’ordre 1, mais il en existe un
d’ordre 2 surjectif.
Considérons maintenant n = 3, k = 1, et a = x1dz? + x1dx>. Alors, rang[da] = 2, et on a

dw+aANw = (wgl — wiz — mlwl) dat A da?
+ (wgl — wglc3 — xlwl) dat A da?

+ (w?];2 — wf,S + zjw? — x1w2) da?® A da.

Si on suppose que dw + a A w = 0, alors, on a nécessairement que da A w = 0 Ce qui se traduit ici

par w? = w?. De plus, ceci implique,

T _ 1
Wy = Wy
2 _ 2
Wy, = wm.

Ainsi, si on pose ¢! (z,y,2) = w! (z,y — z,2), on a

¢l = —w;Q (x,y — 2, 2) —i—wglﬁ3 (x,y —z,2) =0.
Donc, ¢! = ¢ (x,y) et €' (21,29 + 73) = w' (21,22, 73). Et, par le méme argument, on trouve &2 =
€2 (z,y) tel que &2 (1, z2 + x3) = w? (71, T2, T3) = W3 (21, T2, 73).
On voit ainsi que nécessairement w est une fonction de =1 et xo + x3. De plus, dw 4+ a Aw =0 se
traduit par
& — & —a€! =0.

Comme dans le premier exemple, on obtient comme condition pour que w soit dans KerL! une
condition sur les variables ainsi qu'une équation différentielle. On cherche donc un opérateur noyau
de la forme

¢=(¢1.8) =N (p)

avec ¢ = o (x,y). Apres, définissant, N () (z1,29,23) = N'(p) (z1, 22 + x3) on aura obtenu un
opérateur noyau pour w.
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Si on suppose que N'! est un opérateur d’ordre 1, alors, il a la forme
N (p) = (adga + adpy + B¢, atpr + adey + B2%) .
Ainsi, pour que N' nous donne un opérateur noyau, il faut nécessairement,
0=(a) wo+(a)wwe+(a3) oy +(a3) e+ (82) o+ (8) v
- {(O&)y eo+ (a1) 0oy + (03) oyt (0d) euy + (8') o+ (8') (Py}
—o|(ad) er + (a3) oy + (3) o]

Or, en testant successivement avec ¢ égal a 1, x, y, 2, zy et y%, on voit que pour que N! nous
donne un opérateur noyau, il faut nécessairement que N' = 0.

Par contre, si on définit

N () =¢uq (1,72 + x3) da’
+ [Pay (21,22 + 3) + 2105 (21, T2 + 23) — ¢ (T122 + T3)] (dx2 + d:c3) ;

on peut montrer que N L est un opérateur noyau surjectif.
Commencons par montrer qu'’il s’agit d’un opérateur noyau. Si w = N (), alors,

2 1 1
Wy — Wy, — T1W = Paay + Y+ T1Pzz — Pz — Prry — T1Pzx =0
3 1 1 2 1 1
Wy, — Wy — TIW = Wy — Wy, — 1w =0
3 2 3 2
Wy, — Wi, + T1W” — mWw” =0,

d’ot, N1 est un opérateur noyau. Voyons maintenant la surjectivité. Comme montré plus haut, il
existe €1 = ¢ (x,y) et €2 = €2 (x,y) tels que w' = &' (x1, 20 + 23) et w? = w3 = €2 (w1, 29 + x3).
Commencons par considérer (a 'aide du théoreme A.14) ¢» = ¢ (z,y) tel que

wxx = §1~

Alors, on a

0
€2 = uy — 200 + B] =62 — Yowy — Vo — W + Ui

ox
=& =& —ag =0,
Soit donc n =1 (y) = &2 — by — x1hy + 1 et définissons ¢ = 1 — . Alors,
N () =¢ou (z1, 22 + 23) da*
+ [Pay (04, 02 + 23) + 21900 (21, 22 + 23) — @ (L1272 + 23)] (d:r2 + dx3)

=ty (71, T2 + 3) da’
+ [Yay (x4, 22 + 23) + 2195 (21,2 + 23) — ¢ (2122 + 73)

+ 1 (22 + x3)] (d:c2 + de)
:fl (1,22 + x3) dz' + 52 (21,22 + x3) (d$1 + dz3) = w,

ce qui est le résultat cherché.

Remarque 4.8.
Il est intéressant de noter que dans les cas présentés ci-dessus, il apparait que 'opérateur noyau n’est
pas défini sur des formes différentielles de AF~1 quelconques, mais sur des formes différentielles dont
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les variables ont une certaine structure (indépendant de x3 dans le premier cas, et fonction de x9 + 23
dans le deuxiéme.) On arrive donc & un probléme qui a en réalité deux variables. Si on reprend la
méme question dans le cas ot n = 2, k = 1 et a = z1dz?, on obtient également un opérateur noyau
d’ordre 2 surjectif, sans les conditions sur les variables(voir et adapter I’exemple 14 (ii) dans [6].) On
conjecture donc que le nombre de variables avec lequel ce probleme est défini dépend en réalité de
k = m, mais étonnamment pas de la dimension n.

Il convient néanmoins de préciser qu’en général, ¢ ne peut dépendre que de deux variables mais
les coefficients de N! peuvent dépendre de plus de variables. En effet, prenons par exemple a =
w1dx? 4 x3dr3, alors, rang[da] = rang[dz! A dz?] = 2 et un opérateur noyau est donné par

2

N (p (21, 22)) =e~ 7%, da!

+ 6_%1% (9011272 + 219z, — 90) de'

On a donc que ¢ ne dépend que de 1 et x, mais les coefficients de N' dépendent de z3.
Si on fait la comparaison avec I’exemple ci-dessus, on voit que si dw + a A w = 0, alors

d [e%wgw} + z1dz® A €2y = 0,

1,2 . .
et donc, c’est e2"3w qui ne peut dépendre que de x; et zs.



Chapitre 5

Lescas k=0,1,n—1

Dans ce chapitre, on reprend les résultats établis jusqu’ici dans les cas présentés au début de
Iintroduction. On verra comment certains résultats s’interprétent et comment on peut en améliorer
d’autres.

5.1 Lecas k=0

5.1.1 L’équation a Au=_p

Lorsque k = 0, ’équation o Au = f3 se lit ¥ -u = B9 pour tout 1 < i < j < n. Or, cette équation
est beaucoup plus simple que le cas général, et on peut donc améliorer le résultat d’injectivité de la
multiplication a gauche par « et celui de régularité d’une solution de I’équation ci dessus comme suit.

Lemme 5.1 (Régularité du diviseur, cas k = 0).
Soientr >0, a, 3 € C" (Q,Al) tel que o # 0 et tel qu’il existe u: Q — A? avec o Au = 3. Alors, ce
u est unique et appartient a C" (€, A°).

Démonstration. Soit xo €  quelconque. Vu que a (zg) # 0, il existe un multi-indice I € Z; tel que

I

a! (xg) # 0. De plus, vu que « est continue, il existe un voisinage V de x¢ tel que o ne s’annule pas

sur V. D’oti, on a
Iy I
u=p"/o,

sur V, ce qui montre a la fois 'unicité et la régularité. O

5.1.2 Le noyau de 'opérateur

Dans le cas ot k = 0, on ne peut pas chercher un opérateur noyau de la forme N9: C? (Q, A_l) —
Ct (Q,A%) car A~! n’a pas de sens. Par contre, on peut s’intéresser a l'espace

Kerng{wGCl,<Q,Ao> : dw+aAw:O}.

L’intérét du théoréme suivant est qu’il détermine KerL? sans avoir besoin de supposer que le rang
de da est constant.

Théoréme 5.2 (Noyau de Popérateur, k = 0).
Soit Q un ouvert connexe et a € C* (Q,Al). Alors, les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) 1l existe A € C* (Q,A%) tel que dA =a;

(i6) KerL) # {0} ;
(iii) KerLY # {0} et pour tout w € KerLI\{0}, w # 0 dans tout 2 ;
(iv) 1l existe w € KerLY tel que w # 0 dans tout ).

99
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De plus, si une des conditions ci-dessus est satisfaite, alors,
KerL! = {CefA : Ce R}.

Démonstration. Pour montrer que (7) implique (), il suffit de considérer w = Ce™4, avec C' € R\{0}.
Le fait que (#4) implique (iv) est trivial, et pour montrer (é) implique (¢) il suffit de considérer
A = —log|w|. La partie intéressante de ce théoréeme est (i¢) implique (7%), que nous allons montrer
maintenant.

Soit donc w € KerLI\{0} et définissons Q; = {z € Q : w(x) # 0}. Par hypothese, 1 est non
vide, et par continuité de w, €2 est ouvert. Montrons que 2y est fermé dans 2.

Soit {zp}tn>1 C et T € Q tels que z,, = Z. SIT ¢ Qy, on a que T € 921 NQ et donc w (z) = 0.
Alors, si on définit A: Q; — A° par

A(z) = —log|w (z)],
on a que VA =dA = a sur ; et que

YLI;H;OA () = +o0.
Or ceci est impossible car a, qui est le gradient de A est prolongeable & Q; N . (Voir lemme A.19
pour les détails.)
On arrive donc a une contradiction et ceci termine la démonstration des équivalences.

Passons a la démonstration du fait que
KerL? = {CeiA : Ce R}

sous I’hypothése qu'il existe A tel que dA = a. Si w = Ce~4 alors, on vérifie directement que dw +

A

a A w = 0. Si maintenant on suppose que dw + a A w = 0, alors d (eAw> = 0. Vu que e”w est une

A

0 forme, d est le gradient et € est connexe, ceci implique qu’il existe C tel que e 'w = C. Ceci est le

résultat souhaité et termine la preuve de ce théoreme.

O
5.1.3 Existence de solutions
Le théoréme suivant a déja été mentionné dans l'introduction.
Théoréme 5.3 (k =0).
Soit @ C R™ un ouvert conneze, r > 2, a € C1 (Q,A°) et f € C* (Q,A). Alors,
(i) toute solution C' de
Vw+a-w=f (5.1)
est solution de
da-w=df +aAl f; (5.2)

(ii) le noyau de lopérateur, i.e. l'ensemble des 0 formes C*, w, telles que Vw +a-w = 0 est {0} si
a ne dérive pas d’un potentiel et est {C’e‘A : Ce R} si A est un potentiel de a sur ).

(7ii) si da n’est jamais nul, les solutions de (5.2) sont uniques.

(iv) sirang[da)l >4, a € C" et f € C", alors (5.1) et (5.2) sont équivalentes et admettent une unique
solution w € C" 1.
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Démonstration. Le point (i) est la simple reformulation du méme point dans le théoréme 3.1. Le point
(77) est le résultat du théoreme 5.2. Le point (74) est une conséquence du lemme 5.1. Pour finir, il
nous faut établir le point (iv).

Soit donc w une solution de (5.2). Par le lemme 5.1, un tel w est unique et appartient & C"~!. On
déduit, par le méme argument que dans le théoreme 3.1 que

da A (dw+aANw)=daA f.
Ainsi, par le théoréme 2.2, page 11, vu que rang[da] > 4, on a que nécessairement
Vw4 aw = f,

ce qui montre que w est une solution de (5.1).
Pour établir la régularité de w, il suffit de constater que

Vw = f — aw.

Par construction, le membre de droite est C"~!, et donc, on obtient que w est C”. En réutilisant la
méme équation apres avoir établi que w est C”, on obtient que w € C"+1,
Ceci termine la preuve du théoreme.
O

Théoréme 5.4 (Probléme de Dirichlet).

Soit Q@ C R™ un owvert, r = 2, f € C" (ﬁ, A1> et a € C" (ﬁ,/ﬂ), wo € C° (Q,AO) tels que
rang[da ()] > 4 sur Q, il existe v tel que da Av = df + a A f dans Q et da ANwy = df +a A f
sur 02 Alors, il existe w € C"T1 (€, A%) N C° (ﬁ, A0> tel que

dw+aNw=Ff dans
w = wo sur 0.

Démonstration. Par le théoréme 5.3, on a qu’il existe w € C" 1 (Q, AO) tel que
dw+ahw=f

dans Q. Montrons que pour tout zg € 9Q, lim,_,,, w () = wp (z9). Soit donc xy € IN quelconque.
Au vu de notre hypothése sur le rang de da, on sait que da (xo) # 0. Ainsi, il existe 1 <1 < j < n tel
que da (xo)ij # 0. Et par continuité, le résultat est aussi vrai pour tout x suffisamment proche de xg.
Ainsi, on déduit que

df +a A f) (z
wo(xo):(f ijf) (0)
(da)” (x0)

mais également du fait que da Aw =df +a A f,

(df +an f)ij
(da)”

i

proche de xg. Ainsi, vu que a, f € C" jusqu’au bord, on déduit que

lim w(:r) _ (df"i'a/\f)ij ('T0>

T—T0 (da)ij (560) - (370)

qui est le résultat voulu. O

On va maintenant passer a un exemple ou aucun de nos théorémes s’applique, mais ot on aura
quand méme un critere d’existence de solution globale.
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Exemple 5.5.

Lorsque a dérive d'un potentiel, 'existence est donnée par le lemme de Poincaré. Dans le cas ou a ne
dérive pas d’un potentiel, mais que da = 0, on n’a pas encore de condition suffisante pour 'existence
d’une solution. Néanmoins, on présente ici un exemple ot da est nul, mais a ne dérive pas d’un
potentiel, et ou la condition df + a A f = 0 est suffisante pour 'existence d’une solution de notre
probleme. Soient Q = R2\{0}, Q = Q\[R_ x {0}], a: © — A! définie par

a(x) = dr™ + ————=dx
R R
et A: Q — AY définie par
—arctan (%) sizg >0
Alx) = —m/2 sixg =0

—arctan (%) -7 sizg <0
Remarquons que dA = a sur Q et, pour 21 < 0

lim A (21, 22) =
x22>0 2

3
lim A (zq,29) =— o

IQSO 2

Soit maintenant f € C1 (Q, A!) tel que df +a A f = 0. Alors, on a que d (eAf) =0 sur Q. Et, vu

que € est simplement connexe, il existe g € C? (Q, AO) tel que dg = e f sur Q.
Considérons pour commencer les restrictions

+ _
g _g‘{(zl,zz)eRQ 1 21<0,22>0}

97 :g‘{(.’517,’52)€R2 : 21<0,22<0}

Alors, vu que Vgt = e f et Vg~ = e f se prolongent contintiment & {(21,z2) € R? : 21 < 0,22 > 0}
et {(x1,22) € R? : 21 < 0,29 < 0} respectivement, il en est de méme pour g* et g~. De plus, on a

9 14 Az ao) p1 /2 1
— g (21,0)| = lim ™02 2 (21, 29) = €™ f" (21,0)
axl |: :| 1‘230
. [¢7 (21,0)] = lim eAl@ne2) f1 (x1,29) = e 3m/2 f1 (21,0).
.’Ifl 1‘230

Définissons maintenant pour xy < 0,

6—371/294- (1'1’ 0) B 671-/29— (%1, O)
eTI'/2 _ 67371'/2

C(z1) =

Alors,

e 37/2¢m/2 f1 (z1,0) — e™/2e37/2 f1 (21,0)
C' (x1) = em/2 — ¢=3m/2 -0

d’otlt, C est en réalité une constante. Définissons pour finir w: Q — A par

e~ AT (g (21, 29) + C) i (z1,22) € Q

w (1, 22) =

g (21,0)—g (21,0)

Ty sizy <0etzg=0.
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On a que
dw+anw=f

sur . Il nous reste donc & montrer que w est une solution en (z1,0) pour tout z7 < 0. Soit donc
1 < 0 quelconque. Alors,

lim w (x1, z2) —e /2 <g+ (21,0) +

>
xo—0

e 12" (21,0) — €79 (21,0)
em/2 — g—3m/2

+ —
g (SL’l,O)*g (Z170)
T on/2 _ g-3n/2 = w (21,0)

et

lim w (x1, z9) =e3™/2 (g— (21,0) +

<
xo—0

e 320t (11,0) — e™/2g™ (x1,0)
em/2 — o—3m/2
g+ (931,0) -9 (1'130)

T o2 _ g-3n/2 =w(21,0).

Ainsi, par le théoréme des accroissements finis, il existe 6, €]0, 1] tel que

w (x17h) —w (1'1,0)

lim = lim w,, (z1,0,h)

h30 h B30
= lim f? (z1,0nh) — a® (x1,0ph) w (21, 041
h>0

=% (21,0) — a* (21,0) w (21,0) .
De plus par les mémes arguments, on a

lim w (‘rlvh) —w (5171,0)

RS0 h

= f*(21,0) — a® (x1,0) w (21,0) .

Pour finir, vu que a' (x1,0) = 0, on a que

wyy (21,0) + at (21,0) w (z1,0) =wy, (x1,0)

e (21,0) — e (21,0) 4
= o/2 _ o—37/2 =f (21,0).

On a donc bien montré que
dw+ahNw=f

sur €2, qui était le résultat voulu.

5.2 Lecas k=1

5.2.1 Existence de solutions

Le théoréme suivant a déja été mentionné dans l'introduction.
Théoréme 5.6 (k= 1).
Soit @ C R™ un ouvert, r > 1 un entier, a € C1 (Q,Al) et f € C* (2, A2%). Alors

(i) toute solution de
dw+ahw=f (5.3)

est solution de
da Nw=df +aA f; (5.4)
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(i) sirang[da] > 4, (5.3) et (5.4) ont au plus une solution.
(iii) sivang[da) =2m > 6, a € C"t% et f € O™, alors (5.3) et (5.4) sont équivalentes et admettent
une unique solution w € C".
(iv) siu € C?(Q,A%) est une solution de
da Nu = f, (5.5)

alors w = Vu+ a-u est une solution de (5.3).

(v) sin=2,da+#0 dans Q, a € C""2 et f € C™L, (5.3) admet toujours une solution.

Démonstration. Les points () & (i) sont les reformulations des mémes points dans le théoréme 3.1.
Pour montrer le point (v), on utilise les mémes arguments que dans le théoreme 3.1, sauf qu’on utilise
le lemme 5.1 pour établir la régularité d’une solution de

da ANu = f.

On peut également voir le point (v) comme un cas particulier de k = n — 1, et donc, d se comporte
comme la divergence. O

Ce théoréme, combiné a la remarque 1.3 nous donne un critére d’existence dés que rang[da] > 4.
On va donc voir un exemple qui nous donne un critére d’existence dans le cas ol rang[da] = 2.

Proposition 5.7 (Probléeme modele rang [da] = 2).

Soit a = r1dx?, w = Y1 widat, f = Yi<i<j<n fUdat A dad € C (R, A?) tels que pour tout x, il
existe v € A tel que da (x) Av = (df +a A f) (x); ce qui est équivalent dans ce cas a ce que pour tout
1<i<j<k<navee (i,5) #(1,2),

FF = fh 4+ PR —al fF ki =0, (5.6)
ou encore
;Jl—f;f—l—f“—o pour tout 3 < i< j<n (5.7)
v §j+f§j+x1f”:0 pour tout 3 < i< j<n 5.8)
fff* ;’;Jrf”: pour tout 3<i<j<k<n (5.9)

Alors, le probléme dw + a AN w = f admet une solution w € C* (R%Al) tel que pour tout i > 3,
wh = fI— fal + f22 = f (5.10)
De plus, toute solution du probléme dw + a Aw = f vérifie (5.10).

Démonstration. Soit ¢ € R™ quelconque. On procede par récurrence sur n.
Pour n = 2, I'hypothese (5.6) est vide et il faut montrer que le probléeme

2 1 1_ 12
Wy, — Wy, — T1W = f

admet une solution. Il existe plusieurs facons de résoudre ce probléme. Par exemple, on peut prendre

fll 12 (t, x2) dty + K (22) .

Ou encore,

wl — 671112 €2 z1t2f12 (371 t2) dtQ + K (331) —x1T2

c2
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Passons maintenant au pas de récurrence. C’est-a-dire, on suppose que le résultat est vrai en
dimension plus petite ou égale a n — 1 et on montre que le résultat est vrai en dimension n. On doit
alors trouver une solution de

2 1 1_p12
Wy, — Wy, — T1W =f

i 1 _ gl
w@l _wxi _f

i 2 i _ g2
wy, — Wy, +rw' =f

pour tout 3 <7 < n.
En accord, avec (5.10), commengons par définir

W= B g g
pour tout 3 < i < n. Alors, pour tout 3 < i< j<n,ona

J o wt Lt — adwt =w! — wt
Wy, wz],—l—aw aw =Wy, —Ww

xj
= :3{% - :%g:rz + 1%2296; B xlf;f
— (#2e,  fhia, 2 )
b 4 . 0 ; j
= 3o [ :ff—f:fj} +<3m+xl>w
i1 pan i -1
= :;]11'2 + Cle:Z]l + fij - ;sz - xlfylﬂjl = fij~ (5'11)

Ainsi, on a déja wj, — w;j +d'w! —d’w' = fY pour 3<i<j<n.

Par convention, on note maintenant pour g = g (),

T X
/ gdt; =/ G(T1, ey i1, b, Tig 1, oo, ) it
C C

i i

L’idée est de définir
Tn
w!l =at (131, ...,.’L‘n_l) +/ (wgl _ f1n> dt,,
Cn

Tn
w? =a2 (.131, ...,:Iin_l) +/ (wgz + riw™ — an) dtn,
Cn
et de construire (o', a?) en utilisant notre hypothese de récurrence.
A cette fin, on définit pour 3 <i<n—1

[

A2 — o (wn T — Qn) dt — o ( i i 2 g
T T2 1w f n Wy, +nw / 7
Cn c

Ci

Montrons maintenant que (A}), et (A7), sont des fonctions de @1, ...,,-1 et ne dépendent pas de

T
r,. On a

(), = [ whe g

(5.11) )
T
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Tn
_ i in 1in i 14
_/ (wxlx”"i_f:rl_ z; )dtn_wx1+f
Cn —

6D
= 7f%;tl
_ i 1i
= — (wiﬂl - f ) )
Tn=Cn
qui ne dépend pas de ,,. Passons & (A?) .
7
5 Tn 2 i ! 21
n n n 7 2 1
(0, [ ¢ w2
Ti Cn ~——
5.11) ) 5.11 ) )
€2 )w’zzzn+fé§ = )Ilwin””lfm

Tn
| o | | o
:/ (whye, + wrufl, + f = 20 4 anf7) dby — wl, — 2yw + 2
Cn

)
In=Cn

— i i 42
=— (w$2 +rw' — f

qui ne dépend pas de x,,.
On g’intéresse maintenant a trouver une fonction o = (ozl, ag) (21, .oy Tp—1), telle que

2 1 1 _ 12
agy, — oy, —rie0 = f ‘wn:cn
o, = — (A}, pour 3<i<n—1
aj, = —(47),. pour 3<i<n—1.

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Pour ce faire,on résout da +a A o = f, & Daide de notre hypothése de récurrence, pour f bien choisi.

Plus précisément, on veut trouver a € A (R"™1) telle que

a?ﬂl - af}cz - xlal = f12 !zn:cn = JHQ
ah, —ap = (A, = f" powd<i<n-—1
al, —a2 = (Af)wl = f% pour 3<i<n—1
aftifa;j =0 = fY pour 3<i<j<n—1

(5.15)

On va donc vérifier que le probléme (5.15) vérifie les hypotheéses de notre proposition. Si 1 <i < j <
k< n—1esttel que (i,5) # (1,2), on a trois cas : Soit i = 1let 3 < j<k<n-—1,s0iti=2et

3<j<k<n—1,s0it3<i<j<k<n—-1.Sii=1let3<j<k<n-—1,ona

B = P Y b P P d = (4 (a)
TjTp TjTk

(5.12) j 1j k 1k
== (hae = F2) |+ (0, - 12))
Tn=Cn Tn=Cn
GCADN T ik plk | 15 (5.7)
J Tp=cCn
Si maintenant i =2 et 3<j<k<n—1,ona
Ff = J + o+ ' PP—al [ 4 af Y
2 2
=(43), ., — (43)
Ijl‘k I]'Ik
(5.13) ; ; 2 k 2k
= = (wgﬁzﬂﬁk + xlw;‘k B wi) + (wwzxj + T1Wg; — :zc]-)
ITn=Cn In=Cn
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_ (a% + x) (b —wi ] (-2 )

Si, pour finir, 3<i<j<k<n—1,ona

ik = P i a = ol o =0

(5.8)

Ainsi, par hypothese de récurrence, on sait qu'il existe o une solution de (5.15) tel que pour tout

3<i<n—1,
o' = - B o
Dans notre cas, pour 3 <7< n—1,
o = <AZ2) - (AZI) + fi2 x1 (AZI)
1T roT; Tn=cCn T
(5.12)&(5.13) . . .
= |:_ (wzlxg + xlwxl + U) - C?Z) + (wzzvlzrg - :};) + f + Il (

7[217 f12 1f1i7w

i

,L:|
Tn=Cn

fh)}xn:cn

Donc, les seules composantes de o qui sont non nulles sont a! et a2. De plus, on a alors que a =

(o', a?) (z1, ..., 2y—1) est une solution du systéme (5.14).
Nous pouvons maintenant définir w! et w?, de la facon suivante

T ( n n) 4 1
W= wy, — f ty + o
Cn
w? = o (wn + " — Qn) dt 2
= o 1w f n+a .
Cn
Remarquons que pour tout 3 < i< n — 1,
Tn T
wl :/ (wgl _ fln) dt,, +/ oy, +a
Ci
5.14
( )/ w;l fln

( Yo [ (1), atc o
/ (w f1”) dt, — A + [Al ta ]
( )

XT;—=Cy

€T;=C;

o Ti=C;

= [ (= ) [t e,

Et par les mémes arguments, on a,

w? = /xl (w;c2 + 2w’ — f%) dt; + [AZQ + 042}
C.

. T;=Cy
i

Voyons que w ainsi définit est une solution de notre systeme. On a

Tn
2 1 1 _ n n n 2n
Wy, — Wy, — T1W —/ [wzlm +riw,, +w — fg
Cn

n 1in n 1in
- (waclacg — Jas +x1wx1 - xlf ) } dt,

2 1
+ O — Oy, — 2100

/n wl, — ") dt, - / (ur, fm)ﬁ'+/m0%1_ﬂ0dm+Pﬁ+aq

I;=Cj;

(5.16)

(5.17)
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5.14) [*n
[ (0 B g™ ) dt o+ 2
Cn

(5:10) 119
Zn

_ f12~

Tp=cCn

On a également pour tout 3 <i<n—1,
i 1 (5.16) i 1i 1i
wwl - wxi = w$1 - (wz‘l - f ) = f
. . (5.17) - . . . . .
Wy, — wi + rw’ = )wzm + rw' — (w;2 + rwt — le) = f2,

Pour finir, di au fait que « ne dépend pas de x,,, on a

wi, —wh, =wl, — (vl — ) =
wl — w2+ " =wl, + " — (wgz + zw" — fQ”) = f2n,
Ainsi, w est une solution de notre probleme.
Pour terminer la preuve du théoréme, il faut voir que toutes les solutions de notre probléeme vérifient
(5.10). Or, ceci est une conséquence directe du fait que si dw+aAw = f alors daAw =df +aA f. O

5.2.2 L’opérateur noyau

On ne peut pas, dans ce cas la, appliquer le théoreme 4.1, car la condition 1 < m < k—1=0 ne
peut jamais étre remplie. On doit donc recommencer notre analyse depuis le début.

On a par le théoreme 3.1 que si le rang de da est plus grand ou égal a 4, les solutions de notre
équation sont uniques. Si le rang de da est égal a 2, les solutions ne sont plus uniques. En effet, si on a
a = x1dr? et w = zadxs, on a que dw + a Aw = 0, malgré le fait que w # 0. Or, dans ce cas 13, notre
construction standard pour I'opérateur noyau, qui consiste a composer L? et la projection orthogonale
sur 'anihilateur de da nous renvoie un opérateur qui envoie toujours tout sur 0. En effet, si le rang de
da est 2, 'unique 0-forme u telle que da A u = 0 est u = 0. Néanmoins, on sait que I'opérateur a un
noyau non trivial. Comme le montre la proposition suivante, dans le cas oll a = z1dz?, il n’existe pas
d’opérateur noyau d’ordre 1, mais il en existe un d’ordre 2 surjectif.

Proposition 5.8.
Soit Q C R™ un ouvert, a = x1dx?. Alors, il n’existe pas d’opérateur noyau d’ordre 1 N*: C" (Q, AO) —
KerL! autre que lopérateur qui envoie tout sur 0. C’est a dire, si N*: C" (Q, AO) -t (Q7A1) est
tel que

(i) N est un opérateur différentiel d’ordre 1 ;

(ii) LE o N1 =0 dans C™ (Q, A?),
alors N (¢) = 0 pour tout ¢ € C" (Q, AY).

De plus, il existe un opérateur noyau d’ordre 2 surjectif donné par

N (@ (21,22)) = o121 d2" + (Paray + 2100, — ) da’.

Démonstration. On commence la preuve par décrire le noyau KerL.. Soit w € KerL). Nécessairement,
on a
da Nw =0,

ce qui est équivalent & w3 = w* = ... = w™ = 0. Ainsi, dw + a A w = 0 devient équivalent &

0= (wil — w;Z — xlwl) da' A da® + En: (—w;i) dz' A da’ + E”: (—w%b) dx? A da'.
i=3 i=3
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On en déduit donc que w € KerL} si et seulement si w = w' (z1,22) da! + w? (z1, x2) da? et w2, —
1

wi, — zyw' = 0. On cherche donc un opérateur noyau de la forme N' (¢ (21, 22)). Commengons par
montrer que I'unique opérateur noyau d’ordre 1 est 'opérateur trivial qui envoie tout sur 0.

Si on pose

Nl (90 (1’1,%2» = (5%90171 + 5%@12 + ’7190) d$1
+ (B3 0er + B3wrs +70) da?,

et qu'on teste successivement cet opérateur en remplagant ¢ par 1, x1, g, ¥, x122 et 23, on obtient
que nécessairement tous les coefficients sont nuls.
D’un autre coté, si on définit, pour ¢ € C*,

N (¢ (21,22)) = Payaydr’ + (Pay0, + 2100, — ) da?,
ona Ll oN!=0. De plus, si w € C*® NKerL., par le théoréme A.14, il existe o € C*, une solution

de
1

Qg = W
Alors, on a
9 2 2
oz W = Ogygy — T10gy + | =Wy, — Ogyzyzy — Oz — L1000y + Qg
1
2 1 1_
=wy, —w,, —r1w =0.

Soit donc ¢ = 9 (r9) = W? — g zy — T10m, + @, et définissons
p=a—1.
Alors
Prizy = wla
et
Orizo T L1Pz; — P = Qgizp + T10g, —@+ 1 = w?.
D’ou, on a que

N (¢) =w,

et N est donc surjectif.

Remarque 5.9.

On peut généraliser ce résultat en un résultat local pour toutes les formes a telles que rang[da] = 2.
En effet, si a est quelconque mais avec rang[da] = 2, alors, on invoque le théoréme de Darboux pour
les 1 formes (voir [7, théoréme 13.6, page 271]), pour trouver un difféomorphisme définit localement
tel que ¢* (a) = x1dx? +dS. Si N est opérateur noyau donné par la proposition ci-dessus, on a que

N () = (971)" (5N (" ()

est un opérateur noyau pour L..

53 Lecask=n-—1

Dans ce cas la, Popérateur d peut s’interpréter comme la divergence et a A w comme (a, w), aprés
quelques changements de signe sur les composantes de w. Les résultats d’existence pour ce cas la
ont déja été étudié avec plus de détails dans [3] et [6]. Néanmoins, on a des résultats différents pour
Iopérateur noyau.
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5.3.1 Existence de solutions

Le théoréme suivant a déja été mentionné dans l'introduction.
Théoréme 5.10 (k=n—1).
Soit Q C R™ un ouvert. Alors,
(i) sia € CH(QAY), feC(Q,A") et ue Ct(Q,A"2) est tel que du € C* et

da Nu = f,
alors w = du + a N\ u est une solution de
dw+aANw=f; (5.18)

(i) sir >1,a€ C™3, f € O™ et rang[da] = 2m # 0, (5.18) admet toujours une solution w € C".

Ce théoreme est une simple reformulation du théoreme 3.1.

5.3.2 Le noyau de 'opérateur

Dans [6], existence, la surjectivité et la régularité d’un opérateur noyau d’ordre 2 est discutée.
Dans notre cas, on a l’existence et la surjectivité d’un opérateur noyau d’ordre 1. En effet, en combinant
les théorémes 4.1 et la proposition 4.6, on a que, sous 'hypothése que le rang de da est constant et plus
grand ou égal & 2, 'opérateur noyau donné par N*~! = L' 207, 5 est surjectif, au moins localement.

L’avantage de notre opérateur est qu’il parait plus naturel d’avoir un opérateur noyau d’ordre 1
lorsque 'opérateur lui méme est d’ordre 1. Néanmoins, il parait avoir de moins bonnes propriétés que
celui d’ordre 2 donné par [6]. On a la surjectivité sur le bord avec régularité optimale [6, Theorem 17],
alors que dans notre cas, on n’a toujours pas répondu a la question de savoir sous quelles conditions
on a la surjectivité de 'opérateur noyau sur le bord.

Théoreme 5.11.
Soient r > 2,1 < m < n—2a€ O (Q,AY) tel que ranglda] = 2m sur Q et m,_9: A"72 —
Anh,, 5 (da) la projection orthogonale. Alors,

N"li= L2 omy o1 C7 (Q,A"72) 07 (A7)

est un opérateur noyau.
De plus,
(i) sir>4, weC" (Q7A”_1) est tel que dw+aANw =0 et que xg € Q, il existe U un voisinage de
zo et £ € C2 (U, A"2) tel que

N"H(E) = w
sur U ;
(i) sim =2, 7 >4 et quew € CT (Q, A" 1) est tel que dw+aAw =0, il existe £ € CT2 (Q, A"72)
tel que
NG =w
sur §2.

La preuve de ce théoréeme est une combinaison du théoreme 4.1 et de la proposition 4.6.

De plus, on peut se poser la question, est-ce que tous les opérateurs noyau d’ordre 1 sont donnés
par Popérateur qu'on a construit ci-dessus. On va voir dans un cas qu’il existe un opérateur noyau
d’ordre 1 surjectif si et seulement si 'opérateur ci-dessus est surjectif.
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Exemple 5.12.
Soient n = 3, k = 2 et @ = x1dx?. Un opérateur différentiel linéaire et d’ordre 1 est donné par

3

" » " -

N = Y > (i, +af'el, +ai'el, + B9 ) da' A da.
1<i<j<3 t=1

En testant successivement avec ¢ = dzt, p = z,dz! et ¢ = z x,.dz! et en demandant que L?IN (p) =0,
on arrive au fait que nécessairement

N (¢) = ZS:{ (0ix1 [—a§3’t<pt] — 6,%2 [—aég’twt} —x [—aé?”tth dz' A dz?

t=1
0 13t t 1 3
0 23t t 2 3

D’un autre coté, 'opérateur noyau que nous donne notre construction est

N (p) = (‘p?m — @3152 — ac1<p1) dat A da? — (p;,:id:cl Ada® — <p33dx2 A da.

Voyons maintenant que N est surjectif si et seulement si il existe des coefficients {a:l))s’t}tzl,z,:a et
23,t S
{a37" h=1,2,3 tel que N est surjectif.
En effet, si N est surjectif, alors, on peut prendre aég’l =-1, a§3*2 =
0 pour obtenir N = N. D’ot1, N est surjectif.
D’un autre coté, si on trouve des coeflicients tels que N est surjectif, considérons w tel qu’il existe
¥ tel que N (¢) = w Alors, on définit

3 3
o= <Z aéS,twt> dz! & (Z ags,t¢t> da?,

t=1 t=1

—1 et les autres coeflicients

et on a que

et donc, N est également surjectif.
Ainsi, notre opérateur noyau N a un aspect canonique parmi les opérateurs noyau linéaires d’ordre
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Chapitre 6

Introduction

Considérons I’équation
AVu+ (Vu)' A=F

dans un ouvert borné Q, ou A € R"™*" et F = (Fij)lgi,jgn : 0 — R™ " sont nos données et u: Q — R™
est notre inconnue. Plus précisément, on s’intéresse a résoudre cette équation globalement dans un
ouvert, ainsi qu’au probleme de Dirichlet, c’est-a-dire, ajouter une condition du type u = ug sur 9€2.
L’idée principale pour étudier cette équation est de séparer partie symétrique et antisymétrique.

En effet, on rappelle que pour toute matrice M € R™*™, on peut associer de facon unique une matrice
symétrique notée M, et une matrice antisymétrique M, de telle sorte que M = Mg+ M,. En effet, on
a My =% (M+ M) et M, =3 (M — M?"). Un simple calcul nous donne alors que notre équation est
équivalente au systeme

ANVu+ (Vu)' A, = F,

AuVu + (Vu)' A, = F,.

Notre analyse du probleme se sépare alors de fagon naturelle et trois parties. Premierement, on s’in-
téresse au cas ou on suppose que A est symétrique, deuxiemement au cas ou A est antisymétrique, et
on finira par étudier la cas sans hypotheése de symétrie sur A mais en séparant I’équation comme dans
le systéme ci-dessus.

6.1 Le cas ou A est symétrique
Dans le cas ou A est symétrique, I’équation
AVu+ (Vu)!A=F

est équivalente &
V [Au] + (V [Au])' = F

et donc chercher des solutions de ces équations s’inscrit comme une généralisation de 1’équation du
gradient symétrisé
Vu+ (Vu)' = F. (6.1)

Cette derniere équation apparait dans certains problemes d’élasticité, plus précisément, le tenseur de
déformations linéarisé peut se voir comme le membre de droite de I’équation du gradient symétrisé et
u est alors le vecteur de déplacement (voir [15].)

Les conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence d’une solution de ’équation du gradient
symétrisé (6.1) sont déja connues dans le cas o on résout I’équation dans un domaine simplement
connexe. Une premiere condition évidente est que F' doit étre symétrique. La deuxiéme condition est
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appelée la condition de Saint-Venant (voir [4, Theorem 6.18-1]) : il existe une solution de (6.1) si et
seulement si pour tout 1 < 4,7, k,1 < n,

(=), = (- 1)

Tk

On propose trois améliorations : On généralise au cas ou A n’est pas l'identité, mais juste une
matrice symétrique quelconque, on résout I’équation dans un domaine pas nécessairement simplement
connexe et on ajoute une condition de Dirichlet.

Avant de pouvoir donner le résultat principal, on commence par fixer quelques notations.

Notation 6.1 (Potentiels de Dirichlet et Neumann).

Soient £ C R™ un ouvert borné connexe de bord C*>, r > 0, 0 < h < 1. Pour tout ¢ € C™" (ﬁ), on
note D[yp| respectivement N|[p], le potentiel de Dirichlet respectivement Neumann de ¢. C’est-a-dire,
D] Np] € CT+2 (ﬁ) sont les uniques solutions des systémes

—ANpl=¢—fo dans
—AD[p] = ¢ dans € I
{ =0 sur Of) et (VNTp],v) =0 sur 0N

Ple) Jo Nl =0,

fominlo

Le résultat principal est alors le suivant.

ol { ¢ dénote la moyenne de ¢ sur €,

Théoréme 6.2.
Soient Q@ C R™ un ouvert borné connexe de bord C>*°, r > 2, F = (F"j)1<ij<n e Cr (ﬁ,R”X”> et

A € R™™ symétrique. Soit encore My = (M,?) e défini par
SULISN

ij _ ik gk
M = Fik - Fik,

Alors, il existe u € C™H1 <§, R") tel que

AVu+ (Vu)'A=F dans Q (6.2)
u=0 sur 0. '
st et seulement si
(i) Ft=F;
(i) pour tout 1 < i,7,k, 1 < n,
ik ik il il
F;jxl - ijlxl + Fajfzﬂik - Fxl]@k = 0’
(7ii) les propriétés suivantes sont vérifies sur 05 :
e pour tout 1 <i,j<n, 1<i4,5,kl<n,
Fikyiyt — pikyiyt o pilyiyk — pilyiyk — o, (6.3)

e pour tout 1 < 4,5, k,l < n,

o [&y, . o o [y, . o g g
k it g gt g\t it g gt i\t o kagsud A gtd
v o Lg_l (F v — Fl'y ) 1/} v o Lg_l (F v — Fl'y ) 1/} ="M —v' M/, (6.4)

ou, de fagon plus condensée, (6.4) s’écrit aussi

V/\Mij:V/\V[(Fl//\I/)ij];
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w) pour tout x € Hr (2, R™) et pour tout 1 < 1,7 < n,
(iv) p X p j

S [t = [ e 65)

et pour tout 1 <1< n

fy= JMUMD X+ Z/FUX _Z/m (Fv A v)T (VDL v); (6.6)

(v) pour tout x € Q et tout 1 < k < n,
(ImA)* C Ker (F, (z) — Mj, (z)),

c’est-a-dire pour tout a € (ImA)L, 1<i,k<n,
S (Fil - FF+ FF) ol = 0.
=1

Si de plus A est inversible, alors les solutions de (6.2) sont uniques.

Remarque 6.3.

Dans le théoréme ci-dessus (ainsi que dans tous nos résultats sur le probléme de Dirichlet) on résout
le probléme avec une condition homogene sur le bord, c’est-a-dire, on ajoute la condition u = 0 sur le
bord a la place de u = ug sur le bord. Néanmoins, le résultat pour les solutions du probleme

AVu+ (Vu)!A=F  dans Q
U = U sur 0f2.

consiste alors simplement a écrire le théoreme ci-dessus avec F' — AVugy — (Vuo)t A a la place de F.

L’idée principale de la démonstration est de construire un champ de matrices antisymétriques ®
tel que le probleme
Vo=1%(F+9®) dans
v = sur 0f2
v (2) C ImA.

En effet, le fait que v (Q) C ImA nous permet alors de construire u tel que Au = v dans Q et u =0
sur 0f). De plus, 'antisymétrie de ® nous donne alors que

1
AVu+VutA=VU+(Vv)t:§(F+<I>+F—<I>):F.

Toute la difficulté réside alors dans la construction de ®.
On donnera également des conditions nécessaires et suffisantes pour les solutions de 1’équation

AVu + (Vu)' A = F sans donnée de Dirichlet sur le bord.
6.2 Le cas ou A est antisymétrique
Dans le cas ou A est antisymétrique I’équation
AVu+ (Vu)' A=F

est équivalente a

V[Au] — (V[Au)' = F
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et donc chercher une solution de ces équations s’inscrit comme une généralisation de I’équation du
rotationnel
Vu — (Vu)' = F, (6.7)

qui est donc une application directe du lemme de Poincaré pour les 1 formes.

Dans le cas ot A n’est pas inversible, le probleme de Dirichlet devient tres différent du probleme
sans contrainte.

Pour le probléme sans condition, I'idée est de ramener 1’étude de

Vo — (Vo) = F
v(2) C ImA
a I’étude de
Vo — (Vo) = F
(v,a1) = ... = (v,a;) =0
ol (ImA)J‘ = span (ai, ..., ai). Les résultats de la section 10.2 traitent ce type de probléeme. On a par

exemple le résultat suivant.

Théoréme 6.4.

Soit R > 0, Q = B (0) une boule, r > 1, A € R™ ™ une matrice antisymétrique et F = (Fij)l<ij§n €
CT (Q,R™™). Alors, il existe u € C" (2, R™) tel que
AVu+ (Vu)'A=F (6.8)

st et seulement si
(i) F=—F" dans Q;
(ii) dF =0 dans Q, c’est-a-dire, 1 < 1,75,k < n,

F — P+ FlF = 0;

(iii) pour tout §,m € KerA,
(F&,m) =0
dans €.

Pour le probléme de Dirichlet, on est pour le moment seulement en mesure de donner des résultats
si rangA = n — 1. En effet, dans ce cas 1a, on se ramene a étudier le probléeme

Vo — (Vo) = F
(v,a) =0
v = 0 sur le bord

qui est un probléme avec une forte composante géométrique (voir la sous-section 10.2.1.)

Pour éviter de trop lourdes notations, voici un exemple significatif dans le cas ou (ImA) = (e")*,
otl e est le n®™® vecteur de la base canonique de R”. On peut en réalité toujours se ramener a ce cas
la par une rotation qui envoie le générateur de (IrnA)J‘ sur e”. Pour le résultat dans le cas général,

voir le théoréeme 8.8.

Théoréme 6.5.
Soient n = 2m + 1, A € R"™" une matrice antisymétrique telle que ImA = (e")*, r > 2, O c R*!
un ouvert borné contractile dont le bord est C*°, f_, [y € C” (6) tels que f— < By sur O. Soit alors

Q={x=(%,z,) eR" : T€0 et f_(T) <zp < P4 (2)}
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et F = (FY), eCr (57 R”X”). Alors, il existe w € C7 (ﬁ, R") tel que

<i,J<n

AVu+ (Vu)!A=F dans Q
u=0 sur 02

si et seulement si
(i) Ft = —F dans Q ;
(i) dF =0 dans Q, c’est-a-dire, pour tout 1 < i,j,k < n,
Fy —F + FlF=0;
(i) vANF =0 sur {z = (Z,2,) €I : xp =p_(T) ouxy =Py (xn)}, c’est-a-dire, pour tout 1 <

1,7,k <n,
FUyk — pikyi 4 pikyi — 0;

(iv) pour tout & € 00, B_ (&) < xp < B+ (Z) et pour tout 1 < i < n,
F"(z) =0;

(v) pour tout & € O et pour tout 1 <i < n,

6.3 Le cas général

Comme mentionné plus haut, dans le cas ou on n’a pas d’hypothese de symétrie sur A, on sépare
I’équation en partie symétrique et antisymétrique pour obtenir le systéeme

AVu+ (Vu)' A, = F,
AVu+ (Vu)' A, = F,.

Le résultat principal obtenu dans ce cas la est le suivant.

Théoréeme 6.6.
Soit Q C R™ un ouvert borné et de bord C*°, r > 2 un entier, F = (F")

A e R™*". Soit encore (M), = <(MS)ZJ

1<i,5<n

ecrt (ﬁ, R"X") défini par

o (@B o
)1<i,j<n

(ML)} = (R, = (o)l
Aspect nécessaire. Si il existe u € C"t1 (ﬁ, ]R”) une solution de

AVu+ (Vu)!A=F (6.9)

dans 2, alors

(i) il existe xg € 2 et Cp € R™" tels que
ACy + CLA = F (x0) ;
(ii) pour tout 1 < i,j,k,1 <n,
(B = By + (F) g, = (B, =0

dans € ;
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1ii) pour tout x € Hy (2,R™) et pour tout 1 < 1,5 < n,
p X p J

S [ =0 (6.10)
k=1

et pour tout 1 <1< n,

= ij O j - i\
> [ an Nk =3 [ R (6.11)
i=1

k=174

Aspect nécessaire et suffisant. Si de plus A, est inversible et qu’il existe u € O™ 1 (ﬁ, R”) une
solution de (6.9), alors,

(iv) pour tout 1 < k < n,
29 g~ A, (My), — (My), A7 A, + A ALY (iF> + <iF) A7TA
81’ka a‘lg s)k s)k ‘s a a‘lg axks axks s as
dans €.

Réciproquement, si les conditions (i) d (iv) sont vérifiées, alors, il existe u € C™+1 (ﬁ, R") une solution
de (6.9).
Pour finir, toujours sous ’hypothése que Ag est inversible, les solutions de

AVu+ (Vu)' A=0

sont données par des fonctions affines u (x) = Cx + ¢ ou C est une matrice qui vérifie AC + C*A =0
et c € R est quelconque.

L’idée de la démonstration de 'aspect suffisant est de résoudre

ANVu+ (Vu)' A, =F,  dans Q
Vu (CC()) = Co

et de montrer & l'aide de (7) et (iv) qu’il s’agit en réalité d’une solution de (6.9).
On montre aussi un théoreme analogue pour résoudre le probleme de Dirichlet.

6.4 Les équations du gradient et du rotationnel sous contrainte

Pour finir cette partie, on donnera les résultats sur lesquels se basent nos critéres des autres
chapitres. Premierement, on discutera ’existence de solutions du probléeme du gradient suivant

Vu=F
u(Q)c S
ou F': Q — R™™ et S, un sous-espace vectoriel de R™ sont nos données et u:  — R™ est notre

inconnue. On prouvera le résultat suivant ainsi que le résultat analogue dans le cas ou on ajoute une
condition de Dirichlet, u = g sur 0f2.

Théoréeme 6.7.
Soient r > 0, Q C R™ un ouvert borné connexe de bord C*°, F' € C" (ﬁ, }R"X") et S C R™ un sous

espace vectoriel.
Alors, il existe u € C™1! (57 R”) tel que

=F Q
{ YVu dans (6.12)

u(Q)c S

st et seulement si
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(i) pour tout 1 <i,j,k < n,

(it) pour tout x € Hy (Q,R"), 1 <i<n
Z/ FxT = 0;
j=179

(1i7) pour tout x € Q,
St c KerF (z)'.

On discutera dans un deuxieme temps deux problémes du rotationnel sous contrainte. Le premier
est

Vu — (Vu)' = F dans Q
Wl = =u"=0 dans Q

qui est le probleme dont découle le théoreme 6.4. Le deuxieme est

Vu — (Vu)' = F dans Q
(a,u) =0 dans Q
u=20 sur OS2,

ol a € R" est un vecteur donné.

On commence par étudier le cas ol a est constant, qui est ce dont on a besoin pour montrer le
théoreme 6.5.

Ensuite, on propose quelques résultats concernant le probleme dans le cas ou a n’est pas constant.
Dans ce cas 1a, le probleme n’est plus lié a notre équation

AVu + (Vu)' A= F,

mais les problemes de Poincaré sous contrainte comme par exemple les résultats de la section 8.5
dans [7] permettent d’établir des résultats de type théoréme de Darboux (voir par exemple [7, §14.3.2].)

L’énoncé du théoreme fait intervenir la notion de domaine C"-a-simple (voir définition 10.14)
c’est-a-dire, pour a € C" 1! (ﬁ, R"), on suppose qu'il existe £ C R” x R un ouvert, v € C"** (E,R"),
a_,aq € C"(Q) tels que a— < 0 sur Q, ay > sur Q, E contient

{(x,t) czxeQeta (v)<t<as (m)}
et v est le flot de a, c’est-a-dire, v est une solution de

{ % (z,t) =a(y(z,t)) pour tout t €la_ (z),at (x)]
v (z,0) =2

Théoréme 6.8.
Soient v > 2, Q un ouvert borné de bord Lipschitz, a € C™T! <§, R") tel que Q0 est C"-a-simple,

¢ o7 (@),

Aspect nécessaire. Si il existe u € C? (ﬁ, R”) une solution de

(v, a—, 1) comme ci-dessus et F' = (Fij)lgi,jgn

Vu— (Vu) = F dans €
(a,u) =0 dans (6.13)
u=20 sur 0L,

alors,

(i) Ft = —F dans Q;
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(i) dF =0 dans Q, c’est-a-dire, pour tout 1 < i,j,k < n,
- " —
Fy — Fo 4+ Fl7=0;
(i) vAF =0 sur {x € 0Q : a_(x) =0 ou ay (z) = 0}, c’est-a-dire, pour tout 1 <i,j5,k <n
FUyk — pikyi 4 pikyi — 0;

(iv) pour tout x € O tel que a— (x) < 0 < a4 (z), et pour tout 1 <i<n

n
ZFU (z)a’ (x) = 0;
=1

(v) pour tout v € Q et 1 < i< n,

r

) n
> arl(@0) 5 @) P (0, 0) e =

+(z
(z

) k=1

s

Aspect suffisant. Si les conditions (i) a (v) ci dessus sont vérifiées, alors il existe une unique
solution u € O™ (Q,R") N C° (ﬁ, ]R”) de (6.13).

Aspect nécessaire et suffisant. Si Q1 est C"-a-simple jusqu’au bord, c’est 4 dire, a_,ay €
cr (ﬁ), alors, les conditions (i) d (v) sont vérifies si et seulement si il existe une unique solution

wecr (ﬁ R”) de (6.13).

Ces résultats sont contenus dans [2].
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Le cas ou A est symétrique

On commence par donner le résultat pour I’équation sans contrainte, puis on donnera le résultat
pour le probléme de Dirichlet.

Théoréme 7.1.
Soient Q@ C R™ un ouvert borné connexe et de bord C*°, r > 2, F = (Fij)1<ij<n eCr (ﬁ, R"X") et

A € R™™ symétrique. Soit encore My, = (M,ij)l ecr! (Q, Rnxn) défini par

<i,j<n
My = FiF - Rk,
Alors, il existe u € C™T! (ﬁ, R”) tel que
AVu+ (Vu)' A=F (7.1)
si et seulement si

(i) F=F;
(ii) il existe xoy € Q tel que pour tout £, € KerA,

(F (20) &, m) = 0;

(7ii) pour tout 1 < i,j,k,1 < n,
i —FE +F, —FlL =0

;T XT,x] ;T TjTk

(iv) pour tout x € Hy (,R™) et pour tout 1 < i,j < n,
n ..
> i Mx" =0 (7.2)
k=1

et pour tout 1 <1< n,
n

n 9 , o
M7 — N = - /F”X]; 7.3
(v) pour tout x € Q et tout 1 < k < n,

(ImA)* C Ker (Fyy, () — My (),

c’est-a-dire, pour tout a € (ImA)L, 1<i,k<n,

(Pl - B+ PiF) o/ =0,
1

n

J

83
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Si de plus, A est inversible, alors pour tout u € C? (ﬁ, ]R"),
AVu + (Vu)' A=0
est équivalent da ce qu’il existe Cy € R™™ ™ une matrice antisymétrique et cg € R™ un vecteur tels que
u=A"'Cyz + co.

Démonstration. Commencons par vérifier Paspect nécessaire. Supposons que v € C"+! (ﬁ, R”) soit
une solution de (7.1). Alors, (7) est trivialement vérifiée. De plus, par le théoréme B.4, (i) est également
vérifiée. Posons v := Au. Alors, v est une solution de

Vo 4 (Vo) =
Ainsi, pour tout 1 < 4,7, k,1 <
ik ik 7l il z' i k
ijrl - szxl Frla:k - Fx]mk mjkal + vx m]xl — Uzzpa — U:rixjrl

J b _ ot —
+ Uxixkzl + U:chzjxk vxjxkxl Uzile‘k - 07

ce qui montre (74). Soit maintenant x € Hy (Q,R™) et 1 < < n. Alors, une simple intégration par
parties nous donne

k=1 k=1
n
] k k
= Z / (U;:ja:k + IUleg 'U;’sz vxla:]> X
k=179
n
9 1
— ) k
-5 [l ol
— | o | : —
- /69 (Uzj Ua:i) <X’ V> /(; (’ij ’U%_) leX - 0,

—0 —0

ce qui établit (7.2). Passons & la preuve de (7.3). Pour ceci, commencons par remarquer que si x €
Hy (Q,R™), alors pour tout 1 < j < n, ona [,x) =0. En effet,

[3= [ [ spn [ mgvy=o

En conséquence de ceci, on a que —AN[x?] = x? dans Q. Alors, par un calcul similaire & ci-dessus, on

déduit que pour tout 1 < i < n,
MY / v —od) (YN, Z —vd,) div VA]
Jk=1 / 8xk ! < > =1 (—,—)/_'—’
=0 —_Fij +2U§cj =—x’

:—Z FUX +2Z ‘7
Q
/F”X +2/ '<X,V)—2/vidivx
Q
—Z/F”xj
j=179
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ce qui établit (7.3) et montre que (iv) est nécessaire. Pour finir, soit a € (ImA)*. Alors, pour tout
1 <1< n,

S (Fif = F* 4 B a; =
Jj=1 J

N

Il
_

7 7 0 .k J k .
T + ’Uzizk vzjz;c vziz]' + vzizk + Uzizj) aj;

2
9 0
8;@8%

-

Il
—

(v,a).

J
2%1% a; =

J
Or, pour tout = € , v (z) = Au(x) € ImA, ainsi, (a,v) = 0, ce qui montre (v).
Passons maintenant & l'aspect suffisant.
Etape 1 : On commence par construire C' € R™™ tel que

AC + C'A = F (z0).

L’existence d'un tel C' est garantie par (i) et le théoréme B.4.
Etape 2 : On construit ® = ((bij)lgi,jgn e Cr (ﬁ, R”X”) antisymétrique tel que pour tout
1<i,5,k<n -
oY =M =F-Flf  dans Q (7.4)
Y (20) = [2AC — F' (20)]" .
Pour ceci, on utilise le lemme de Poincaré pour les 0 formes (voir théoréme A.9.) En effet, on a pour
tout 1 <7,7,k,1 <
i ij ik ik il ik (7%)
(Mlzcj)xl_ (Ml”)xk Fzzt zl_Fazzl_F; Tk Fizk = 0.
De plus, (7.2) nous donne précisément que la deuxiéme hypothése du lemme de Poincaré pour les 0
formes est vérifiée. Il existe donc ® = (<I>ij)1<ij<n eCr (ﬁ, R”X”), une solution de

ij i
QY = MY,

De plus quitte a remplacer ® par — (xg)+2AC—F (x¢), on a que P est une solution de (7.4) et quitte
a remplacer ® par % (® — ®'), on peut supposer sans perte de généralité que ® est antisymétrique.

Etape 3 : On construit v € C"*! (ﬁ, R") tel que

(7.5)

Vo=1(F+9®) dans Q
v () C ImA.

Pour ceci, on utilise le théoreme 10.1. Pour tout 1 < 4,7,k < n, on a

oo [P+ @] = P34 MY = FY + B2~ P
tandis que

0 |:F’Lk q)ik] _ FZk M’Lk sz FZ] o ij

63?] T i’

ce qui montre que la premiere hypothése du théoreme 10.1 est vérifiée. De plus, pour tout x €
Hy (Q,R") et 1 <i<mn,ona

jil/QFin = Z /M 813k v

]k:l

/% N)
= oxy,
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n

= 2_: <vq>"f, VNIE])

Q
:_Z/ @ (TN +Z/<I>”AN
00 %,_/
—x7

RAL
Q

ol on a utilisé a nouveau que fQ x? = 0. Ainsi, on a

n
S (Fi+a)y =0
=179
et donc la deuxieme hypothese du théoreme 10.1 vérifiée. Pour finir, il nous faut montrer que
(ImA)* C Ker (F + ®)" = Ker (F — ).

Or,pour tout 1 <k<netaée (ImA)L, on a

0 ©)

[F—®la = (Fy, — Py, )a=(F,, —Mg)a = 0.

8$k

De plus,
(F (x0) — ® (20)) a = (F (x0) — 2AC + F (x0)) a = 2 (F (z¢) — AC) a = 2C* Aa = 0

car, par symétrie de A, (ImA)L = KerA. Ainsi, on en déduit que (F — ®)a = 0 dans 2 pour tout
e (ImA)*.
Etape 4 : On construit v € C"*! (57 R”) tel que v = Au. Il s’agit d’une application directe du
lemme A.17.
L’application w ainsi construite est une solution de (7.1). En effet,

1
AVu+ Vu' A= Vo4 Vo' = (F+ @+ F' +2') = .
Pour terminer la preuve il nous faut montrer que si u € C? (ﬁ, R”) est une solution de
AVu+ (Vu)' A =0,
alors, il existe Cp € R™™ une matrice antisymétrique et ¢y € R™ un vecteur tels que

uw=A"1Chz + .

Pour ceci, posons v = Au. On a alors pour tout 1 < 4,5 <
Lo
Ul‘j - X"

Par conséquent, pour tout 1 < 4,5,k < n,on a

% J _ .k i
ija:k - Uml;vk - U:cixj - Uzjxk’

et donc V2u! = 0 d’otl v est affine. Il existe donc Cy € R"*™ et ¢; € R” tels que

v = Cox + 1.

De plus on, a que Co+C}f = Vv—i—(Vv)t =0, d’ou C est antisymétrique. Pour finir, posant cg = A~ 'ey,

on a bien
w=A"1Coz + .
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Remarque 7.2. (i) Au vu du théoréme B.4, on voit que ’hypothése (ii) peut étre remplacée par
(1 - AAT) F (o) (1 - ATA) ~0,

ott AT dénote le pseudo-inverse de Moore-Penrose. Ou encore, supposer qu’il existe X € R™ ™
tel que
AX + X'"A = F (20);

() Dans le cas ou ) est simplement connexe, 'hypotheése (iv) est trivialement vérifiée. De plus,
on a alors pas besoin de demander la régularité jusqu’au bord, tout en ayant le méme gain de
régularité ;

(ii7) Dans le cas ou A est inversible, les hypotheses () et (v) sont trivialement vérifiées ;

(iv) Si (z0,c0,Cp) € 2 x R™ x R™™™ gont donnés, en remplacant ’hypothése (i7) par le fait que
ACy + C{A = F (z0), on obtient des conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de

solutions du probleme
AVu+ (Vu)! A=F dans Q

Vu (xo) = CQ (7.6)
u(xo) = cp.
En effet, ACy + C§A = F (x0) est clairement nécessaire pour 'existence d’une solution du

probléme ci-dessus. De plus si on suppose que ACy+C{A = F (z0), le théoréme B.4 nous garantit
que Phypothese (i) est vérifiée en xg. Ainsi, si v est une solution du probléme AVo+(Vuv)' A = F
donnée par le théoreme 7.1,

u(z) =v(x) —v(xo) 4+ co — Vv (zg) (x — x0) + Co (v — x0) .
est une solution de (7.6).

Théoréme 7.3 (Probléme de Dirichlet).
Soient Q@ C R™ un ouvert borné connexe de bord C*°, r > 2, F = (Fij)lgijgn eCr (ﬁ,R”X”> et

A € R™"™ symétrique. Soit encore My, = (M,ij)K, _ € crt <§7 Rnxn) défini par
<ij<n
ij ik ik
My = Fyl— FT.

Alors, il existe u € C™T! (ﬁ, R") tel que

{ AVu+ (Vu)' A=F dans (77)
u=0 sur 0f2.
st et seulement st
(i) Ft =F;
(i) pour tout 1 < i,7,k,l < n,
Fyrny = Bl + Fllyy = il =05
(7ii) les propriétés suivantes sont vérifiées sur O) :
e pour tout 1 <i,5,k,l <n,
Fikyiyt — pikyiyt 4 pilyiyk — pilyiyk — o, (7.8)
e pour tout 1 < 4,5, k,l < n,
Vki [i (Fituj - thui) I/t:| - l/li [i (Fituj - thl/i> l/t:| =M — M (7.9)
oxy P Oz, Pt l ko

ou, de fagon plus condensée, (7.9) s’écrit aussi

I//\Mij:V/\V[(Fl//\I/)ij];
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(iv) pour tout x € Hp (Q,R™) et pour tout 1 < i,j < n,
Z/ MIxF =/ (FvAv)Y (x,v) (7.10)
— /o o0

et pour tout 1 <1< n

Z M;Ja—mkl)[ ] + Z/F”X —Z Fu/\z/” <VD[XJ’],V>; (7.11)

Ji.k=1 Jj=
(v) pour tout x € Q et tout 1 < k < n,
(ImA)* C Ker (F, (z) — M, (z)),

c’est-a-dire pour tout a € (ImA)L, 1<i,k<n,
n .. . . .
> (Fil - FiF + FiF) ol = 0.
j=1

Si de plus A est inversible, alors les solutions de (7.7) sont uniques.

Démonstration. Commencons par I'aspect nécessaire. Soit donc u € C™F! (ﬁ, R”) une solution de
(7.7). Les propriétés (i), (#) et (v) découlent du théoreme 7.1. Posons v = Au. Alors, on a que v est
une solution de

Vo + (Vo) = F dans Q
v=20 sur 0f).

Remarquons que du fait que v = 0 sur 92, posant o/ = 37, l/k’l}xk, on a
Vv=a®uv,
c’est a dire
i i
Uy, =o'l

En effet, ceci découle du fait que v* est un champ scalaire qui s’annule sur 9 et donc v A Vo' = 0 ce
qui implique encore que Vo' = (v, Vo') v. D’out

Fikyiyt — pakyiph 4 pityiyk — pilyigk ok it + ofvivivt — advkuish — oFvivivt

+ oV E + F VIR — QIR — alib

ce qui montre (7.8). De plus

Par conséquent



89

=[Fu]' 7 — (o, v) V') — [Fu)P v + (o, v) 170

n n
:ZFitVth — ZthVtVi = (FrAv)Y. (7.12)

t=1

Ce qui nous permet de conclure,

o9 [ ][ = fonv (w0 o))

(sl g )
=k (F - ') =o' (FiF - FiF)
M — Y,

ce qui montre (7.9) et termine d’établir (44). Soit maintenant x € Hy (2, R™). Alors,

/ ZJ k / sz F]k
k=1
:/Q (v%xk + vflz] — vl b — “i%) N
= [ (2] )
:/asz (v;j - U%‘) v = /Q (U;j - vi) w

=0
(712)2/89 FV/\Z/’L]<X7 >7

ce qui établit (7.10). De plus, par des calculs similaire & ci-dessus, pour tout 1 < i < n,

k=1
_Z/ _U] > é/( _”J)diVVD[Xj]+jil/$)(v;j+vii)Xj

ce qui montre (7.11), et termine la démonstration de l’aspect nécessaire.
Passons a ’aspect suffisant.
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Etape 1 : On construit ® = ((I)ij)1<i,j<n cCr (ﬁ, R”X”) antisymétrique tel que pour tout
1<ijk<n )
§ oY =M, dans Q
P = Z <Filuj — Fjlyi) ! sur 0f).
=1

(7.13)

Comme d’habitude, on utilise le lemme de Poincaré pour les 0 formes (voir théoréme A.10.) Le fait
que (M,ij)ml = (Mlil>zk découle de (i), comme on I’a déja vu dans ’étape 2 de la preuve du théoréme
7.1. Ceci, avec (7.9) et (7.10) implique que toutes les hypotheses du lemme de Poincaré pour les 0
formes sont vérifiées et il existe ® € C” (ﬁ ]R"X"> une solution de (7.13). De plus, vu que le membre
de droite et la donnée au bord dans (7.13) sont antisymétriques, quitte a remplacer ® par 3 L@ - oY),

on peut supposer sans perte de généralité que @ est antisymétrique.
Etape 2 : On construit v e C"*! (ﬁ, R") tel que

Vo=1(F+9®) dans Q
v=0 sur 0f2 (7.14)
v () C ImA

Pour ceci, on utilise le théoreme 10.3. Comme d’habitude (voir la preuve du théoreme 7. 1) la premiere
hypothese est vérifiée par construction de ®. Soit x € Hy (2, R™). Alors, pour tout 1 <i < n, on a

/Fux —]zjl/ (Fv Av)? ( Z/M”QT%D 7]
:g_:l/ ¥ (v [xj}7u>—fj/g<v<1>ij,v1>[xj]>

j=1
2/@” div VD[x’]
le ——— —

=—xJ
n ..
=3 [ @y
=179

ce qui montre que la deuxieme hypothese du théoreme 10.3 est vérifiée. Montrons que la troisieme
hypothese du théoreme 10.3 est vérifiée, c’est-a-dire, montrons que pour tout 1 < 4,5 <

n
Fi 40 =3 (P4 o) ol
k=1
sur 0f). Or, sur 052, pour tout 1 < 4,j < n, on a par construction de P,

n
(I)zjyk :Z (Fltl/j o thl/z) th/k
t=1

n
:Z (F“tujylC - F]tulyk) vt

t=1

(g)(Fiij,thVi)l,t

n
o o 2
= (F’kuj - ijz/’) Z (I/t)
t=1
=Fikyi — pikyi, (7.15)
Par conséquent pour tout 1 < 1,7,k < n,

(F7 4+ @) v* =FUyk 4 @1k
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=Fiyk ¢ pikyi _ pikyi
—Fikyi 4 pidyk _ phiyi
= (F*+ ™) 0.
Pour finir,
S (P ) i = 30 (B9 1 95) () = P 40,
k=1 k=1
ce qui est précisément ce qu’on devait établir. La quatrieme hypothese du théoreme 10.3 est également
vérifiée puisque trivialement 0 € ImA. Pour finir, il nous reste & montrer que (IrnA)J‘ C Ker (F + <I>)t =
Ker (F — ®). Soit donc a € (ImA)™ . Par les mémes arguments que ceux présentés dans le preuve du
théoréme 7.1 & I'étape 3, on a qu’il existe une constante ¢ € R™ telle que (F (z) — @ (z)) a = ¢ pour
tout = € 2. Montrons maintenant que ¢ A v = 0 sur 92. Vu que c est constante et que le bord de €2
est régulier, ceci impliquera que ¢ = 0. Or, on a

[c AV =cvi — vt
n . . . . . . . .
— Z (Flkakzﬂ — ®* il — FiFqt + ijakyl)
k=1

(Fikakyj _ ijakyi) n zn: (q)jkyz‘ _ (pikyj) ap
k=1

NE

k

Il
—

(7.15)

WE

n
(Fikakyj — ijakui> + Z (Fijuk — Fkiyi — ik 4 iju’) ar =0
k=1

=~
Il
—

comme souhaité. Toutes les hypotheses du théoreme 10.3 sont donc vérifiées et ceci nous garantit
Iexistence de v € C"*! (ﬁ, R”), une solution de (7.14).

Etape 3 : Nous sommes en mesure de conclure. Par le lemme A.17, il existe u € C"+1 (ﬁ, R”)

tel que
Au=v dans Q
u=20 sur 0f).

On vérifie alors directement que w ainsi défini est une solution de (7.7).
Pour terminer la preuve, il faut voir I'unicité des solutions. Supposons que uj et uo soient deux
solutions de (7.7). Alors, v = u; — ug est une solution de
AVu+ (Vo) A=0  dans Q
v=20 sur 0f)
Et donc, par le théoreme 7.1, il existe Cp € R™ une matrice antisymétrique et Ky € R™ un vecteur tels

que
v = A_lcox + Ky

Alors, v est affine et s’annule sur le bord de 2. Ce dernier étant régulier, ceci implique que v = 0 et
donc uq = ue, qui est ce qu’on voulait montrer. O

De nos résultats, on retrouve comme cas particulier le résultat sur le gradient symétrisé qui était
déja connu (voir [4, Theorem 6.18-1].)

Corollaire 7.4 (Gradient symétrisé).
Soient @ C R™ un ouvert simplement connexe dont le bord est C°, r > 2 et F' = (F”) €

1<i,j<n
cr (ﬁ, R"X"). Alors, il existe u € C"H1 (ﬁ, R”) tel que
Vu+ (Vu)' = F

st et seulement si
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(i) F =F" dans Q;

(i) pour tout 1 < i,7,k,l < n,
Fik o pik L pil  —FL o =0.

;T XX ;T TjTk

Démonstration. On propose de montrer le résultat en utilisant le théoreme 7.1. L’aspect nécessaire est
alors évident. Pour 'aspect suffisant, on constate qu’on est dans le cas ou A = I et donc les hypotheses
(it) et (v) du théoréme 7.1 sont trivialement vérifiées. De plus, du fait que 2 est simplement connexe,
on a que Hy (2,R™) = {0} (voir proposition A.4) d’ou I’hypothése (iv) est également trivialement
vérifiée. Et ainsi, toutes les conditions du théoreéme 7.1 sont vérifiées et il existe donc une solution a
notre probleme. 0



Chapitre 8

Le cas ou A est antisymétrique

On commence par adapter le lemme de Poincaré pour les 1 formes dans le cas ou A est inversible.
On discute dans un deuxieme temps le cas ou rangA = 2m = n — 1, qui repose sur une équation du
rotationnel sous une contrainte du type (a,u) = 0 et pour finir, on donne le résultat pour I’équation

sans contrainte dans le cas général.

8.1 Le cas ou A est inversible

Théoreme 8.1.
Soient Q@ C R™ un ouvert borné connexe de bord C*°, r > 0, 0 < h < 1, F = (Fij)lgijgn €

crh (ﬁ, R”X”) et A € R™™ une matrice antisymétrique et inversible.
Alors, il existe u € CTTLP (ﬁ, R”) tel que

AVu+ (Vu)'A=F (8.1)

dans Q si et seulement si
(i) F*=—F;
(ii) dF =0 dans 2, c’est-a-dire, pour tout 1 < i,j,k <n,

o
Fii — F* 4 FiF =0

dans € ;
(iii) pour tout x € Hy (2, A?),

/Q PR
De plus, si Q est simplement connexe, alors, pour tout u € C™ (ﬁ) ,
AVu + (Vu)' A=0
si et seulement si il existe o € CTTLP (ﬁ) tel que
u= A"V

Démonstration. 11 s’agit en réalité d’une application du lemme de Poincaré pour les 1 formes (voir
théoreme A.9.) Voyons laspect nécessaire. Soit u € crtlh (ﬁ, R"), une solution de (8.1) et posons
v = Au. Alors, vu que A est antisymétrique, v est une solution de

Vo — (Vo) = F.

93
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De ceci, on peut directement déduire que (i) est vérifiée. Ainsi, on déduit qu’on peut en réalité voir
I’équation ci-dessus comme une équation dans A%. En effet, si on définit f € C™" (ﬁ, A2> par f9 = Fi

pour tout 1 <i < j < n,etweCrtlh (ﬁ, A1> par w' = —v’, on a que I'équation ci-dessus devient
w, = wh, = fY
pour tout 1 < i < j < n, ce qu'on peut écrire comme
dw = f.

Les propriétés (ii) et (ii7) découlent alors du lemme de Poincaré pour les 1 formes (voir théoréme
A9.)

Pour I'aspect suffisant, on utilise (7) pour identifier F' a une 2 forme f comme ci-dessus. Le lemme
de Poincaré pour les 1 formes nous garantit alors I’existence de w € C™+1:» (ﬁ, A1> tel que

dw = f.
On identifie cette fois w avec le champ vectoriel v € CTT1LP (ﬁ, R”) en posant v° = —w' et on a alors
que v est une solution de
Vo — (Vv)' = F.

Posant alors © = A~ 'v, on a que v € C"+1P (ﬁ, R”) est une solution de (8.1).
Pour terminer la preuve, il nous faut encore montrer que pour v € C™" (ﬁ, R”),
AVu+ (Vu)' A=0
si et seulement si il existe ¢ € CTHL (ﬁ) tel que
u=A"1Vp.
Commengons par constater que si AVu + (Vu)t A =0, alors, posant v = Au, on a que v est telle que
Vo — (Vo) =0,

et donc par le lemme de Poincaré pour les 1 formes, vu que 2 est simplement connexe, il existe
@ € CrtLh (ﬁ) tel que Vi = v. Ainsi, u = A7'Vp. D’un autre c6té, si u = A1V, alors

AVu + (Vu)' A = V20 — V2p =0,

ce qui termine la démonstration.
O

Remarque 8.2. (i) Rappelons (voir proposition A.4) que si n = 2, ou que {2 est contractile,
Hy (2, A%) = {0} et Phypothese (7ii) est donc triviale;
(#) Sous les mémes hypothéses que le théoréme ci-dessus, et si (zg, ¢, Cp) € Q x R™ x R™™ sont
donnés, il existe une solution de

AVu+ (Vu)'!A=F  dans Q
Vu (CE(]) = Co (8'2)
u (o) = co
si et seulement si les hypotheses (i), (i) et () sont vérifiées et que ACy + CLA = F (wp).

L’aspect nécessaire est évident, et pour aspect suffisant, la construction est la méme que dans
la remarque 7.2.
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Exemple 8.3 (Optimalité de la régularité).

On consideére ici un exemple qui montre que pour avoir un gain de régularité il faut résoudre 1’équation
dans les espaces de Holder avec 0 < h < 1.

Par les résultats de [10], on a qu'il existe h € C° ([0,1]?) tel qu’il n’existe pas de fonction v €
C* ([0, 1]%,R?) avec dive = h. Posons

B 0 h(x1,x29)
F(z1,22) = < —h (21, x2) 0 > '

Alors, F € C" ([0,1]%,R?) et dF = 0. Soit encore
(1)
-1 0

AVu+ (Vu)' A= F,

Si il existait u € C1 ([0, 1]%,R™), tel que

alors
1 2 _ 12
Uy, +uy, = F 7~ =h,
ce qui serait une contradiction.

Théoréme 8.4 (Probléme de Dirichlet).

Soient @ C R™ un ouwvert borné connexe de bord C*°, r > 0, 0 < h < 1, F = (Fij)1<ij<n €
CTh (Q,R™™) et A € R™™, une matrice antisymétrique et inversible.
Alors, il existe u € CTTLP (ﬁ, R”) tel que
AVu+ (Vu)' A=F dans Q (8.3)
u=0 sur O '
st et seulement si
(i) Ft = —F;
(i) dF =0 dans Q, c’est-a-dire, pour tout 1 < 1,5,k < n,
F - F;/,j +Fl7=0
dans € ;
(iii) v AN F =0 sur 002, c’est-a-dire, pour tout 1 < i,j,k < n,
Fiyk - pihyi 4 pikyi =
sur 0f ;
(iv) pour tout x € Hr (2, A?),
/ > FUyx9=o.
Q1<i<j<n
De plus, si Q est simplement connezxe, alors pour tout u € C™" (ﬁ, R”), u est une solution de
AVu + (Vu)' A=0 dans Q (8.4)
u=0 sur 08 ’

si et seulement si il existe p € CTTLP (ﬁ) tel que Vi =0 sur 02 et

u=A"1Vp.
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Démonstration. La aussi, il s’agit en réalité d’une application du lemme de Poincaré pour les 1 formes.
Voyons 'aspect nécessaire. Soit u € C™+1" (Q, R™), une solution de (8.3) et posons v = Au. Alors, vu
que A est antisymétrique, v est une solution de

Vo — (Vo) = F dans Q
v=20 sur 0€).

De ceci, on déduit (7). On procéde ensuite & la méme identification avec les 2 formes que dans la
preuve du théoréme 8.1, et on déduit (i7) , (¢ii) et (iv) du lemme de Poincaré pour les 1 formes (voir
théoreme A.10.)

Passons maintenant & I’aspect suffisant. A nouveau, comme dans la preuve du théoréme 8.1, notre
hypothése (i) nous permet d’identifier F' & une 2 forme, et le lemme de Poincaré pour les 1 formes
nous garantit 'existence de w € C™+1" (Q, A1) tel que

w%i—w;j:FU dans Q pour tout 1 <i<j<n
v=20 sur Of).

Posant v* = —w', on construit alors v € C"1" (Q) tel que

Vo — (Vo) = F dans Q
v=20 sur 0f2.

Donc, en définissant u = A~1v, on obtient une solution de (8.3).
Pour finir la preuve, il faut montrer que pour tout u € C™" (ﬁ, R”), u est une solution de (8.4) si

et seulement si il existe ¢ € CTTL (ﬁ) tel que Vo = 0 sur 0f) et
u=A"1Vp.

Or, si u est une solution de (8.4), alors, par le théoréme 8.1, il existe p € CT+1P (ﬁ) tel que u =

A~'V. De plus, sur le bord de Q, Vo = Au = 0. La réciproque consiste en une vérification directe. [J

Remarque 8.5.
Dans le cas ot n = 2, on rappelle que Hy = {Cdz' Adz? : C € R} et donc, (iv) se lit

/F12=0;
Q

8.2 Le cas ourangA =n—1

On s’intéresse maintenant au cas ou A n’est pas inversible. Pour le probleme de Cauchy, on donne
le résultat directement ici, sans s’appuyer sur un résultat de rotationnel sous contrainte car la preuve
consiste en une application du lemme de Poincaré pour les 1 formes et du théoreme A.14. Pour
le probleme de Dirichlet, on utilisera les résultats de la section 10.2. Une notion qui joue un roéle
important est alors la notion de C"-a-simple (voir définition 10.5) qui est une condition géométrique
de compatibilité entre a et ) qui est développée dans la section 10.2.

Théoréme 8.6.

Soit Q C R™ un ouvert borné, connexe de bord C®, r > 1, n=2m+1,0<h <1, F = (Fij)1<ij<n €

crh (ﬁ, R"X") et A € R™ ™ une matrice antisymétrique de rang 2m. Alors, il existe u € C™" (ﬁ, R")
tel que
AVu+ (Vu)' A=F

dans € si et seulement si
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(i) F*=—F;
(i) dF =0 dans Q, c’est-a-dire, pour tout 1 < i,j,k <n
FJ —Fr+FlF=0
dans € ;
(iii) pour tout x € Hy (2, A?),
[ 5 im0
Q1<i<j<n
Démonstration. L’aspect nécessaire est en tout point identique au théoreme 8.1. Montrons donc 'as-

pect suffisant. Similairement aux preuves des théoremes 8.1 et 8.4, on peut appliquer le lemme de
Poincaré pour les 1 formes (voir théoreme A.9.) 1l existe donc v € C™ 1P (Q, R") tel que

Vo — (Vv)! = F.

De plus, vu que rangA = n — 1, il existe un vecteur non nul a € R™ tel que ImA = a. Par le théoréme
A.14, il existe p € CTTLP (ﬁ) tel que

(a, V) =—(a,v).

On pose alors w = v + Vi € O™ (ﬁ, R"). On vérifie directement que w est une solution de

Vw — (Vw)' = F dans 2
(a,w)y =0 dans Q

Ainsi, w () C a* = ImA. Par le principe de sélection (voir lemme A.17) il existe alors u € C" (ﬁ, R”)
tel que
Au = w.

On vérifie directement que u est une solution de
AVu+ (Vu)' A= F,
ce qui termine la démonstration du théoreme. O

Remarque 8.7. (i) Un hypotheése qui est notablement absente est ’hypothése qui nous garantit
I’existence d’une solution du probleme algébrique. C’est-a-dire, par le théoreme B.4 on devrait
avoir dans nos hypotheses que pour tout &,7 € KerA,

(F¢m) =0.

Or, cette hypothese est rendue triviale du fait que F' est antisymétrique et que la dimension de
KerA est 1. En effet, pour tout §,n € KerA, il existe p¢, p, € R tels que { = pea et n = pya. Bt
alors,

(F&n) = pepy (Fa,a) =0,
par antisymétrie de F'.

(@) Si (x0,c0,Co) € @ x R™ x R™" est donné, on obtient des conditions nécessaires et suffisantes
pour 'existence de solutions du probléme

AVu+ (Vu)!A=F  dans Q
Vu (CCQ) = Co
u (o) = cp.
en ajoutant I'hypothese ACy+ C§A = F (z0) a celles du théoréme. La construction est identique
a celle de la remarque 7.2
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On passe maintenant au probleme de Dirichlet dont ’étude est significativement différente a celle
du théoreme ci-dessus. Comme déja mentionné, on aura une condition de compatibilité géométrique
entre A est le domaine 2 de telle sorte a assurer la régularité des solutions. En effet, on va supposer
que Q est C™-a-simple, c’est-a-dire (voir définition 10.5) il existe a_, ay € C™ () N C? (ﬁ) tels que

Q =Ugeqlz + a— (x) a,z + ay (z)al,
a_ <0< apdans Qet z+a_ (v)a, v+ ag (x)a € K.

Théoréme 8.8 (Probléme de Dirichlet).
Soientn = 2m+1, r > 2, A € R™™" une matrice antisymétrique de rang 2m, a € R™ tel que ImA = a™,

Q C R", un ouvert borné C"-a-simple avec a_ et oy, les fonctions données par la définition de C"-a-
simple et F = (Fij)1<ij<n eCr (ﬁ, R”X”).

Aspect nécessaire. Si il existe u € C? (Q, ]R") tel que

(8.5)

AVu+ (Vu)!A=F dans Q
u=0 sur 02,

alors,
(i) Ft = —F;
(i) dF =0 dans 2, c’est-a-dire, pour tout 1 < i,j,k <n,

iy " -
Fp —F+Fl7=0
dans € ;
(15)) vANF =0 sur {z € 00 : a_(x) =0 ou oy (x) = 0}, c’est-a-dire, pour tout 1 < 1,5,k < n,

Fiyk — pikyi 4 pikyt — o

(iv) pour tout x € O tel que (v (x),a) =0 et pour tout 1 < i < n,

i Fii (z)a! = 0.

J=1

(v) pour tout x € Q et pour tout 1 < i < n,

op(z) n ,
/ ZF” (x + ta)a’dt = 0.

~(x) j=1

Aspect suffisant. Siles conditions (i) a (v) ci dessus sont vérifiées, alors, il existe u € C" (2, R™)N
o <§, ]R”), une solution de (8.5).

Aspect nécessaire et suffisant. Si de plus Q2 est C"-a-simple jusqu’au bord, c¢’est-a-dire a—, oy €
cr (ﬁ), alors, il existe u € C” (ﬁ, R”) une solution de (8.5) si et seulement si les conditions (i) a (v)
ct dessus sont vérifices.

Démonstration. 11 s’agit d’une application du théoreme 10.10. Commencons par l'aspect nécessaire.
Le fait que (7) est vérifiée est évident. Soit donc u € C? (ﬁ, R") et posons v = Au. Remarquons alors
que (v,a) = 0 dans Q. Le théoréme 10.10 nous donne alors le résultat.
Passons & l’aspect suffisant. Le théoréme 10.10 garantit 'existence de v € C” (Q, R™) N C? (ﬁ, R")
telle que
Vo — (Vo) = F dans Q
(v,a) =0 dans Q
u=20 sur 0f).
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Or, vu que ImA = a', ceci implique que v (Q) C ImA. Ainsi, par le lemme A.17, il existe u €
Cr(Q,RM) N C° (ﬁ, R") tel que Au = v dans Q et u = 0 sur 02. On vérifie alors directement que u
est une solution de (8.5). Pour finir, si on suppose de plus que 2 est C"-a-simple jusqu’au bord, alors
I’aspect nécessaire découle de la premiere partie du théoreme. Pour 'aspect suffisant, la construction
est la méme que ci-dessus, mais par le théoréme 10.10, on obtient une solution u € C" (ﬁ, R”).

O

Remarque 8.9.
Intéressons nous a l'unicité des solutions dans le cas ou rangA = 2m = n — 1 a 'aide d’un exemple.
Prenons () simplement connexe et

0 10
A=| -1 0 0
0 0O

Alors, Péquation AVu + (Vu)' A =0 devient
ui,l + uiz =0
ui3 =0
uis =0,
qui est équivalent a l'existence de ¢ = ¢ (1, x2) tel que
u = (_@Zz’ cpznug) .

On retrouve alors un comportement similaire a ce qu’on a observé dans le cas ot A est inversible, mais
a une moindre dimension. En effet, on a

90961 1 O 90$2
0 1

est la sous matrice 2 x 2 de A qui est inversible. De plus, la liberté en u

ou

3 vient du fait que Ae® = 0.

Si maintenant on ajoute la condition v = 0 sur 9€2, on obtient que AVu—l—(Vu)t A = 0 est équivalent

3 avec A: Q — R une fonction telle que A = 0 sur 9. En effet, vu que Q est borné, pour

au=XA(x)e
tout (x1,x2), il existe xg tel que (x1,x9,x3) € Q. Ainsi, on a que Vi (z1,22) = Vo (x1, 22, 23) =
(ul, u2) (.’L‘l, 9, 1’3) = 0

On propose d’étudier un cas qui a été notre probléeme modele en étudiant le cas ou A est antisy-
métrique. Mais avant, il nous faut introduire une notation.

Notation 8.10.
Soit m < n/2. On définit J,, € R™*™ par

(43) o
Im = (-01(1)> '
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ou le bloc ( ) apparait m fois. On a que J!, = —J,, et rangJ,, = 2m. En particulier, si

0
-1 0
n = 2m, alors J,, est inversible et Jnjl =—Jn.

On va maintenant s’intéresser au probleme J,, Vu+ (Vu)t Jm = F qui est équivalent, en identifiant
les objets apparaissant a des formes différentielles a résoudre d(wow,,) = f, ol wy, est la forme
symplectique standard de rang 2m, c’est-a-dire,

m
Wy = Z dz? =1 A dz?.
i=1
Corollaire 8.11 (Probléme modele, cas non dégénéré).
Soient n = 2m, Q@ C R™ un ouvert contractile de bord C®°, r > 2,0 < h <1 et F = (F%)

crh (ﬁ, R"X"). Alors, il existe uw € CTH1 (ﬁ, R") tel que

1<i,j<n €

I Vu+ (Vu) Jp, = F

si et seulement si
(i) F* = —F dans Q;
(i) dF =0 dans Q, c’est-da-dire, pour tout 1 < 4,7,k <

FJ —Fl+ Fg’f =0
dans €.

Démonstration. Le résultat découle directement du théoréme 8.1, et comme () est contractile, on a

HN (Q,AQ) = {0}. OJ

Corollaire 8.12 (Probleme modele, cas dégénéré).
Soientn =2m+1, r > 2, O C R* un ouvert contractile dont le bord est C®, f_, [, € C" (6) tels
que B— < B+ sur O. Soit alors

O={z=(2z,) €eR"” : €0 et f_(2) <mp <Py (&)}
et F = (Fij)1<ijgn eCr <§, R"X”). Alors, il existe u € C” (ﬁ, R”) tel que

JuVu+ (V) J,, = F dans Q
u=20 sur 092

st et seulement si
(i) Ft = —F dans Q;
(ii) dF =0 dans Q ;
(iii) vANF =0 sur{z € 0 : x, =0_ (L) ouxy, =PG4+ (2)};
(iv) pour tout & € 00, B_ (T) < xp, < P+ (&) et pour tout 1 < i < n,

F™ (x) = 0;

(v) pour tout & € O et pour tout 1 <i < n,

B(@)
/ F*™ (z,t)dt = 0.
B ()

Démonstration. Par I'exemple 10.7, Q ainsi défini est C"-e"-simple jusqu’au bord, ou e = (0,...,0,1),
avec a_ (z) = B_ () — x, et ay () = B4 (2) — 2. De plus, ImJ,,, = (¢")*. En effet, Im.J,,, est un
espace de dimension 2m et donc (Ime)J‘ est un espace de dimension n —2m = 1. De plus, J,e™ = 0,
d’ou, (Ime)J‘ est 'espace généré par e”. On voit alors aisément que les hypotheses ici correspondent

aux hypotheses du théoreme 8.8 qui nous donne 'aspect nécessaire et suffisant de nos conditions. [
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8.3 Le cas général

Dans cette section, on permet & A de prendre n’importe quel rang. On est en mesure de donner le
résultat pour le probleme sans contrainte dans une boule. On n’a pas encore de résultat satisfaisant
pour le probléme de Dirichlet.

Théoréme 8.13.
Soit Q@ = Bgr(0) une boule, r > 1, A € R™™ une matrice antisymétrique et F = (Fij)1<ij<n €
CT (Q,R™™). Alors, il existe uw € C" (2, R™) tel que

AVu+ (Vu)'A=F (8.6)

si et seulement si
(i) F=—F" dans Q;
(ii) dF =0 dans 2, c’est-a-dire, pour tout 1 < i,j,k <n,

FJ —Fr+FlF=0

dans € ;

(iii) pour tout &, n € KerA,
(F&m) =0
dans €.

Démonstration. Commencons par 'aspect nécessaire. Les points () et (i) se démontrent exactement
de la méme fagon que dans le théoréme 8.1. Le point (éii) est une conséquence du théoréme B.4.
Passons a ’aspect suffisant. On sépare la démonstration en deux étapes. On commence par montrer
le résultat dans le cas ou A est de la forme
Agp 0
el

€ R?m*2™ est inversible. Ensuite, on se ramenera au probléme sous ces hypotheéses en utilisant

ou Asy,
la proposition B.8.

Etape 1 : On montre le résultat sous hypothése supplémentaire que il existe 0 < m < n/2 et
Ay, € RZMX2M te] que Ag,, est inversible et

A= | Az O
0 0

62m+1’ 1

Sous cette hypothése supplémentaire, on a que KerA = span ( €y otel, ... e est la base

canonique standard de R™. Ainsi, ’hypothese (4ii) se lit
F9=0

dans Q pour tout 2m+1 < 4,5 < n. Ceci, avec () nous donne que toutes les hypotheéses du théoréme
10.4 sont vérifiées et il existe donc v € C” (Q,R"™) tel que

Vo — (Vo) = F dans Q
vl = =" =0 dans Q.

Or, v?™+1 = . = o™ = 0 implique que v (2) € R?™ x {0} x ... x {0}. De plus, vu que Ay, est
inversible, on a que ImA = R?*™ x {0} x ... x {0}. Ainsi, on peut appliquer le principe de sélection
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(voir lemme A.17) et il existe u € C” (£2,R"™) tel que Au = v. On vérifie directement que u ainsi défini
est une solution de (8.6).

Etape 2 : On montre le résultat dans le cas général.

Soit 2m = rangA. Alors, par la proposition B.8, il existe P une matrice orthogonale et Ao, €

R2™*2™ yne matrice inversible telles que

papt— | A O
0 0
Définissons ¢: Br (0) — Bg (0) par
Y (z) = Pla.

Du fait que P est une matrice orthogonale, ¢ € Diff>* (Br (0), Br (0)) est une isométrie. Par (), on
peut identifier ' & une 2 forme f € C” (Q, A?) en définissant

f= > FYda'ndal.

1<i<j<n

On définit f = * (f) € O (Br(0),A?), et F' = (Fij)1<ij<n € C" (Bg (0) ,R™") par
F(z) = PF (Ptx) P,

On montre maintenant que si on identifie ' & une 2 forme, comme on le fait pour F, on obtient f. En
effet, I'idée est de montrer que les hypothese du théoréme sont vérifiées pour A et F. Or montrer que
F vérifie (ii) devient trivial dés qu’on voit qu’il est donné par ¥* (f). On a

f= 3 (FJ o qp) At A dep

1<i<j<n
i oY o
= FY o) o de® N 2
Kgén ( ) a%; Oza axﬁ
— Fil o4) < ) dz® A dz?
1<i<zj<n ( > 1<o§ﬁ<n 0za 8-75/3 (’9a:a 8$ﬂ
o' oy y oI O N 5
- FY o) o—o— — F o1 dz™ A dx
1<a§<:5<n _1@;@( ) 0z Oz 1@;@( ) 3. Oza 390/3]
(¥ ii o' 8¢J y ot Gl N 5
- FYoq + F7 o1 — | dz™ A dx
KD;B@L _1<i<zj<n ( ) Oxq Oz 1<]§<n ( ) dq 8335]
- 0y' 9y
= Fo dz® A daP.
1<OZ:B<TL _iz:: ( ) 0z Ox ]
Or, g;p = P ainsi,
f(z) = Z Z FY (Ptiv) PYPPIde® A daP. (8.7)

1<a<p<nt,j=1

D’un autre coté

())

s (pia) ()

Fii (Ptx) poiph
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ce qui montre bien que f est la 2 forme qui représente F et donc, vu que (#) est équivalent & df =0,
on a que dF = df = dy* (f) = ¢* (df) = 0 dans Q. Considérons maintenant &, € KerA, Alors,

(F¢,n) =(PFP'¢,n)
- <FPt§, Ptn> .
Or, AP'¢ = PtA¢ =0 et APy = P'An =0, et donc P*¢, Py € KerA et on déduit de (i)

<F§,n> =0.

Ainsi, par ’étape 1, il existe v € C" (2, R"™) tel que

AV + (Vo)! A=F.
Définissons finalement u € C" (Bgr (0) ,R™) par
u(x) = P'v (Px),
de telle sorte que Vu = P'Vv (Px) P. Pour finir, on a alors
AVu (z) + (Vu (z))' A =AP'Vv (Pz) P 4+ P' (Vv (Px))' PA
=pt (PAPth (Pz) + (Vo (Px))! PAPt) P
=p (AW + (Vo)! A) P
=P'F (Pz) P
=P'PF (z) P'P = F (2),
ce qui montre que u est une solution de (8.6) et termine la démonstration du théoréme. O]

Remarque 8.14.
Si (0,0, Co) € Br(0) x R™ x R™™ sont donnés, on obtient des conditions nécessaires et suffisantes
pour l'existence d'une solution du probleme

AVu+ (Vu)! A=0  dans Q
Vu(zg) =0
u (xo) = 0.

en ajoutant hypotheése ACH + CEA = F (x¢) A celles du théoréme. Remarquons que contrairement au
cas olt A est symétrique (voir remarque 7.2), 'hypothese ACy + C§A = F (x() ne vient pas remplacer
I'hypothese (4). En effet, ACy + C§A = F (z0) implique que I'hypothese (i) est vérifiée en xo, mais
on a besoin qu’elle soit vérifiée dans tout Q.






Chapitre 9

Le cas général

On s’intéresse finalement au cas ot on abandonne toute hypothese de symétrie sur A. Dans ce cas
la, étudier I’équation
AVu+ (Vu)' A=F

est équivalent, en identifiant partie symétrique et antisymétrique, a étudier

ANVu+ (Vu)' A, = F,
AVu+ (Vu)' A, = F,

oll, pour toute matrice M, My = § (M + M?") dénote la partie symétrique de M et M, = 5 (M — M")
dénote la partie antisymétrique de M. On peut donc utiliser certains résultats des chapitres 7 et 8.
Néanmoins, on aura en plus besoin d’'une condition de compatibilité pour avoir que les deux équations
du systeme admettent une solution en commun. Cette condition de compatibilité fait intervenir I'in-
verse de A, on a donc des conditions suffisantes sous I’hypothese que la partie symétrique de A est
inversible.

Théoréme 9.1.
Soit Q C R™ un ouvert borné et de bord C*°, r > 2 un entier, F' = (F”)

A e R™*". Soit encore (M), = ((MS)ZJ

e o (@R of

1<i,j<n
>1<i,j<n eCrt (ﬁ, R”X”) défini par
(M) = (R = (F)3!

Aspect nécessaire. Si il existe u € C"t1 (ﬁ, ]R”) une solution de
AVu+ (Vu)' A=F (9.1)

dans Q, alors

(i) il existe xg € 2 et Cp € R™ " tels que
ACy + ChA = F (z0) ;
(i) pour tout 1 < i,7,k,l < n,

ik ik il il
(FS>:rjxl - (FS)-;'ZI] + (F'S)-;chk - (FS):cjmk =0
dans € ;
211 our tou S N € our tou X SN/
(iii) pour tout x € Hy (Q,R™) et pour tout 1 < i,5 < n,

n

> /Q (M) Xk =0 (9.2)

k=1

105
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et pour tout 1 <1< n,

n i 0 . n i
> [ G gl ==X [ R (9.3

Jk=

Aspect nécessaire et suffisant. Si de plus A, est inversible et qu’il existe u € O™ 1 (ﬁ, R”) une
solution de (9.1), alors,

(iv) pour tout 1 < k < n,

0 o) 0
20— F, = A ATV (M,), — (M), AT A, + A AT <—F> (—F) ATtA,
8Ik s ( )k ( )k s + s axk + 8.73k S ’

dans €.
Réciproquement, si les conditions (i) d (iv) sont vérifiées, alors, il existe u € C™+! (ﬁ, R”) une solution
de (9.1).
Pour finir, toujours sous l’hypothése que Ay est inversible, les solutions de

AVu+ (Vu)! A=0

sont données par des fonctions affines u (z) = Cx +c ot C est une matrice qui vérifie AC + C'A =0
et c € R™ est quelconque.

Démonstration. Avant de commencer la preuve rappelons qu’en identifiant partie symétrique et anti-
symétrique, on a que I’équation (9.1) est équivalente au systéme

{ ANVu + (Vu) A, = F, (0.4)

AVu+ (Vu)' A, = F,.

Passons & le preuve de 1'aspect nécessaire. Soit donc u € C"+! (ﬁ, R”), une solution de (9.4). En
posant Cy = Vu (z9), (i) est trivialement vérifiée. Les conditions (i) et (4ii) découlent du théoréme
7.1. Supposons donc maintenant que A est inversible et montrons que (iv) est vérifiée. Posons v = Asu
de telle sorte que Fy = Vv 4 (Vv)". On a alors

o N9 o . 0 . 0 .
M —F,) =—Fk_ it — i
<( S)k + 09:k S) &cj s (9931 s + (91’k $
:v:il'jl‘k + U];ixj - Uiixk - ’U];i:rj + ’U;jxk + ’U%izk
o o g
:287%1};7 = 2873:.]C (V?})Z]
et
o N9 o .. 0 .. 0 .
M,), — —F,) =—F%_ —_pik_ __~_pi
(( S)k al'k S) aiﬂj s (91‘2 s 81‘k s
:U;ijk + U];ixj - Uiixk - U];ixj - U:ibjwk - U%ifk
0 .
=—-2— (Vv)".
oz (V)
Ainsi, vu que Vu = A; Vo, on a que
o o .
250 Fa =27 [4aVu + (V)" A, ]

_ a —1 t 4—1
=25 [AGAS Vo + (Vo) A] Aa]
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B d
_ -1 -1
= A A ((Ms)k + Dor F) - ((Ms)k ~ 5o F) A7'A,

0 0
-1 _ -1 -1 -1
=A A (M), — (M), Ay Ag + AdA, (&rsz) + ((‘%ck Fs> AT A,

ce qui établit (iv).
Passons a l'aspect suffisant. En prenant la partie symétrique de (%), on obtient en particulier que

ASCO + C(gAs =F; (xO) . (9'5)

Ainsi, par le théoreme B.4, on a que pour tout &,n € KerAy, (Fs(x0)&,n) = 0. On observe donc
que toutes les hypotheses du théoreme 7.1 sont vérifiées pour Ag et Fs. Par conséquent, il existe
uwe Crtl (ﬁ, R”) une solution de

ANVu+ (Vu) Ay = F.

De plus, par (9.5) et la remarque 7.2, on peut supposer que Vu (zg) = Cy. Montrons maintenant que
AVu+ (Vu)' A, = F.
Pour ceci, on pose v = Azu, et on montre que
AATIVu + (Vo)  AJTA, = F.

Or, par définition, v vérifie

Vo + (Vo) =
Ainsi, par le méme calcul que ci-dessus, on a pour tout 1 <k < n
0 0
M —F,=2—
( ) )k * 8:% ) a{Ek Vv
0 0
M), — —Fs=—-2— .
(M) = - 5o (Vo'
On en déduit que pour tout 1 < k < n,
a (”Ll/ 1 8 —1
2—F, =AA; — | (My),, — —Fs ) A; " A,
o (st 5) (< = gagF) 4
=A,A712 (—W) ( ) A7tA,
29 [A A7V + (Vo) A }
Oxy,

De ceci, on déduit qu’il existe une constante K € R™"*" telle que
A A7 Vo + (Vo) AJ'A, = F, + K.
Or, évaluant en g, vu que Vo (zg) = AsVu (xg) = AsCop, on déduit que
A,Co+ ChA, = F, (20) + K.

Ceci avec (7) implique que K = 0 et donc u est une solution de (9.4).
Pour terminer la preuve, il faut encore montrer que sous I’hypothese que As est inversible, les
solutions de
AVu + (Vu)' A=0 (9.6)

sont données par u(z) = Cz + x, avec AC + C*'A = 0. De fagon évidente, si u est définie par
u(xr) = Cx + ¢, avec AC + C'A = 0, u est une solution de (9.6). Réciproquement, si u est une
solution de (9.6), par le théoréme 7.1 u est affine. En remplagant u (x) = Cz + ¢ dans (9.6), on obtient
directement que AC + C*A = 0. O
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Remarque 9.2. (i) En réalité, dans la preuve du théoréme ci-dessus, on construit une solution de

AVu+ (Vu)'!A=F  dans Q
Vu (.To) = Co.

Ainsi, sous les mémes hypotheéses, on peut construire une solution de

AVu+ (Vu)' A=F dans
Vu (33()) = C()
u (o) = co;

(it) On peut combiner le théoréme B.6 avec ce théoréme pour en obtenir d’autres versions. Par
exemple, si A est inversible et que F, = A, A7 1L + L2 A1 A, les conditions (i) & (iv) sont
nécessaires et suffisantes pour l'existence d’une solution de (9.1);

(#ii) Les conditions dFy = 0,

/ S iy
Q1<i<j<n

pour tout x € Hy (Q,AQ) ainsi que les conditions du type (G&,n) = 0 ot G est F, Fs ou F, et
¢ et 1 sont dans les noyaux appropriés sont également nécessaires ici, mais n’apparaissent pas
explicitement car elles ne sont pas utile a la démonstration de I'aspect suffisant.

Théoréme 9.3 (Probléme de Dirichlet).
Soit Q@ C R™ un ouvert borné et de bord C®, r > 2, F = (FY)

Soit encore (My), = ((MS);;;]

eCr ( R”X") et A e R,

1<i,j<n

)1<z’,j<n cort (ﬁ, R”X”) défini par

(MS)Z:] = (FS);IZ - (FS).;]Z :

Aspect nécessaire. Si il existe une solution u € C™T1 (ﬁ, R”) de

AVu+ (Vu)!A=F dans Q
u=0 sur OS2

alors

(i) pour tout 1 < i,j,k,l <
ik ik il il
(Fs)lx]-xl - (FS)JIl.rl + (Fs)iz-%’k - (FS),;JIk = 07

(i) pour tout x € Hrp (Q,R™) et pour tout 1 < i,j < n,

n Uk = 14 l/il 14
];/Q(Ms)ij —/(,)Q(Fs AV {x,v) (9.8)

et pour tout 1 <1< n
> [0 2+ Y[R =Y [ (Rran? (vOILe): 09)
k=1 Tk j=179 j=1/9%

(iii) les propriétés swivantes sont vérifiées sur 0,

e pour tout 1 < 4,5, k, 1 <

Fikyiyt — pikyiyt 4 pilyik — Filyiyk — o, (9.10)
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e pour tout 1 <i,j,k, 1 <

Y e

[
=" (M)} — v (M)} . (9.11)

Ou, de fagon plus condensée, (9.11) s’écrit aussi
VA (M) = AV [(FSI/ A 1/)”} ;
e sin=>3, vAF, =0, cest-a-dire pour tout 1 < i,75,k < n,
Fidyk — pikyi ¢ pikyt — o, (9.12)

et sin =2,

/ F2=o. (9.13)
Q

Aspect nécessaire et suffisant. Si de plus A, est inversible et qu’il existe u € O™ ! (ﬁ, R”) une
solution de (9.7), alors,

(iv) pour tout 1 < k < n,

0

QTFG = A AT (M), — (My), A7 A, + A A (iFs> + <iFS> A7A,.
T

6xk a.’I}k

Réciproquement si les conditions (i) d (iv) sont vérifiées, alors il existe u € C™+1 (ﬁ, R"), une solution

de (9.7).

Démonstration. Commengons par remarquer que, comme dans le cas du théoreme 9.1, D'existence
d’une solution de (9.7) est équivalent & 'existence d’une solution de

ANVu+ (Vu) Ay = Fy dans Q
AVu+ (Vu)' A, = F, dans Q (9.14)
u=20 sur 0S).

Montrons maintenant I"aspect nécessaire de nos conditions. Le théoremes 7.3 nous donne immédia-
tement laspect nécessaire de (i), de (i), de (9.10) et de (9.11). De plus, le théoréme 9.1 nous donne
que (iv) est nécessaire. Il nous reste donc & montrer que (9.12) et (9.13) sont nécessaires. Pour ceci,
considérons u € C"*1 (Q, R”) une solution de (9.14), et posons w = A,u. Alors, w est une solution de

Vw — (Vw)' = F, dans Q
w=70 sur 0f2.

Comme dans la preuve du théoréme 8.4, a partir de ceci et du lemme de Poincaré pour les 1 formes
(voir théoreme A.10) on déduit que (9.12) est vérifiée. De plus, si n = 2, on a alors par le théoréme

/F12 / IQ— :r1 :—/ w-dl =0,
[)9]

ce qui montre l’aspect nécessaire de (9.13).

de Green,

Passons maintenant & 'aspect suffisant. Le théoréme 7.3 garantit 1'existence de v € C7F! (ﬁ, R")
tel que

ANVu+ (Vu)' A, =F,  dans Q
u=20 sur 0.
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Pour voir que u est une solution de (9.14), on pose v = Agu et on montre que v est une solution de
A A Vo + (Vo) AJ1A, = F,.

Or, par la méme calcul que dans la preuve du théoreme 9.1, on a que

0 0
(Ms)k‘ + aixsz —QT%V’U

9 9 .
M), - 2 F=—22 :
(M= 5 5o (V0)

en effet, ceci découle du fait que Vo + (Vv)' = F,. On déduit alors, tout & fait similairement & la
preuve du théoreme 9.1 que

a (M}) 8 —~1 t —1
2—F, = 2— |4,A Ag Aal,
P P [4aA71V0 + (Vo) A7 4,

ce qui implique qu’il existe une matrice constante et antisymétrique K € R™*"™ telle que
AJATYVY + (Vo) ATYA, = Fo + K.

Montrons que K = 0. Posons w = Agu = A, A7 v, alors, on a w = 0 sur 9€2. Ainsi, si n > 3, on a que
(Vw - (Vw)t> A v =0 sur df2. et donc,
Knv=(Vu- (Vo) - F) v 0.

Et vu que 09 est C* et que n > 3, ceci implique que K = 0. Si n = 2, alors,

0 k
K:
<_k/’0>’

|Q|k:/ﬂl€:/ﬂ<wi27w§17F;2) (9i3)/£2(w;2w§1)—/(99w-dl—0,

ou on a utilisé le théoréme de Green et le fait que w = 0 sur 9€2. Ainsi, on a montré que k = 0 et par

et

conséquent K = 0, ce qui termine de montrer que u est une solution de (9.14). Pour finir la preuve, il
nous faut discuter 'unicité. Or, 'unicité découle du théoréme 7.3.
O

Corollaire 9.4 (Probleme modele A = AT + pJ,y,).
Sotent Q C R™ un ouvert simplement connexe de bord C*°, r > 2, m < n/2 des entiers, \ # 0, p € R
des réels et A =N + puJ,, et F € C" (ﬁ, R”X”) tel que

INF, = p (JmFs + Fudp) (9.15)

dans Q. Soit encore (M), = ((]\48)?)1@,].<

VA

c ol (ﬁ ]R"X”) défini par
n
(M)} = (Fo) — (B
Alors, il existe u € C™H1 (ﬁ, R”) tel que

AVu+ (Vu)!A=F

dans € si et seulement si
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(i) pour tout 1 < i,j,k,1 <n,
ik ik il il
dans € ;
(i) pour tout 1 < k < n,
H (Jm (Ms)k - (Ms)k Jm) = 0>
dans €.

Démonstration. Commengons par I'aspect nécessaire. Par le théoreme 9.1, (7) est vérifiée et on a

0 0 0
2)\87%51@ = /,L (Jm (Ms)k — (Ms)k Jm + Jmaixsz + TxszJm> .
Ceci combiné & (9.15) nous donne (i), et termine la démonstration de I'aspect nécessaire.
Passons a I'aspect suffisant. On propose d’utiliser le théoreme 9.1. Par le théoreme B.6, 'hypothese
(7) du théoreme 9.1 est vérifiée. De plus, par le méme calcul que ci-dessus, 'hypothése (i) du théoréme
9.1 est vérifiée. La derniere hypothese du théoreme 9.1 qui reste a vérifier est rendue triviale du fait

que € est simplement connexe. O

Remarque 9.5.
Si on pose 1 = 0 dans le résultat ci-dessus, (9.15) implique que F, = 0, c’est a dire F* = F, et (i) est
triviale. Ainsi, on retrouve les hypotheses de ’équation du gradient symétrisé (voir corollaire 7.4.)






Chapitre 10

Les équations du gradient et du
rotationnel sous contrainte

On regroupe ici les résultats qui sont essentiellement des cas du lemme de Poincaré pour les 0 ou
1 formes sous contrainte. La contrainte u (2) C .S ot S est un espace vectoriel dans le cas du gradient
et une ou plusieurs contraintes du type (a,u) = 0 dans le cas du rotationnel.

10.1 L’équation du gradient sous contrainte

Théoréme 10.1 (Equation du gradient sous contrainte).
Soient v > 0,  C R™ un ouvert borné connexe de bord C*°, F € C” ( R"X") et S C R™ un sous
espace vectoriel.

Alors, il existe u € C™H1 (ﬁ, R”) tel que

{ Vu=F dans (10.1)

u(Q)cCS

si et seulement si

(i) pour tout 1 < i,j,k < n,
Fy = Fo5

(ii) pour tout x € Hy (Q,R"), 1 <i<n
n
Z/ Fix? =0
=179
(iii) pour tout x € 2,
St C KerF (z)".

Démonstration. Commencons par l’aspect nécessaire. Supposons qu’il existe u € C7+! (ﬁ, R”) une
solution de (10.1). Alors pour tout 1 < i < n, Vu' = (F%,..., F™™). D’ou, par le lemme de Poincaré
pour les 0 formes (voir théoréme A.9) les conditions (¢) et () sont vérifiées. Il nous reste & montrer
(#i7). Soit donc z € S*. On a pour tout 1 <i < n etz €

ZF”ZJ Zu] 2= (u(x),2z)=0

Z

vu que u (z) € S.
Passons a ’aspect suffisant.

113
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Par le lemme de Poincaré pour les 0 formes (voir théoréme A.9) il existe v' € O™ ! (ﬁ) tel que
Vo' = (F, ..., F™). Définissons ¢: S+ x Q — R définit par
p(z,2) = (v(2),2).
Alors, pour tout 1 <i < n,

0

9, Z”JZ] (Ft@)2) =0,

vu que par hypothese, z € S+ implique z € KerF (x)t Ainsi, ¢ est indépendante de z. Et vu qu’elle
est linéaire en z, il existe une constante ¢ € R™ tel que

p(2) = (c,2).

Définissons maintenant u = v — ¢. Alors, u est une solution de (10.1). En effet, pour tout x € Q et
ze St

(u(x),2) =(v(z),2) —(c,2) =0,
dowt, u (z) € (Sl)L =S. 0

Remarque 10.2.
Etant donné (zo,c0) € 2 x S, on peut, sous les mémes hypotheses que celles du théoréeme ci-dessus,

construire une solution de
Vu=F dans Q

u (o) = ¢
u(Q) C S.

Théoréme 10.3 (Equation du gradient sous contrainte, probléme de Dirichlet).
Soient v > 0,  C R™ un ouvert borné conneze, de bord C1, F € C" ( R”X”) g € C™HL(0Q,R") et

S C R™ un sous-espace vectoriel. Alors, il existe u € C™+! (Q,R”) tel que

Vu=F dans Q)
u=g sur OS2 (10.2)

U (ﬁ) cSs
st et seulement si
(i) pour tout 1 <i,j,k < n,
o = Fus

(ii) pour tout x € Hr (,R"), 1 <i<n

FiiNi — I
Z/Q ! Z/ngx

J=1

(7ii) pour tout 1 < i,j < n,

n

k=1

ou de facon plus condensée,
F-Vg=(F-Vgrav

sur 0f2.
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(iv) g vérifie
g(0Q)C S

(v) pour tout x € Q,
St c KerF (z)".

Démonstration. Commencons par I’aspect nécessaire.
Supposons que u € C"F! (ﬁ, R") soit une solution de (10.2). En particulier, on a alors que u est
une solution de

Vul = (FU, .. F) = Fb* dans
ul =gt sur 0f).

Ainsi par le lemme de Poincaré pour les 0 formes (voir théoreme A.10), (i) et (ii) sont vérifiées. De
plus,
V¢ Av=F*Av

pour tout 1 < ¢ < n sur 9, c’est-a-dire,
ik i 7 pij k ik j
[ — gy, V' = FIvE — P,

pour tout 1 < 4,7, k < n. Ainsi, pour tout 1 <i,5 < n,
n n
(F-=Vg)vov Z(Flkfg;k%ﬂyk:<F”fg;j)2( ) (F —Vg)¥

ce qui montre (4i¢). Le fait que S est un sous-espace vectoriel de dimension finie implique qu’il est
fermé et on obtient (iv) par continuité de u. Pour finir, soit z € S*. On a pour tout 1 < i < n et
x el

n

(Ft(z)2)" = ZF“ZJ—Zu ' Z(u(m),z)zo

=1
vu que u (z) € S.
Passons a ’aspect suffisant.
Commengcons par montrer que pour tout 1 < 4,5,k < n

g;jz/k — gkauj = Fyk — Fikyi,
On a pour tout 1 < 4,5,k < n,
g;jl/k — g;kz/j =Fiyk _ pikyi (Fijl/lc — Fikyi gijyk + g;kuj)

=Fiyk — pikyi 4 (FilC — g;k) v — (Fij — gi.j) vF

n
(m)FU ko pikyi 4 Z (Fit _ gfm) ki _ Z (th gzt> ik

t=1 t=1

=Fiyk Fiij7

qui est ce qu’on voulait montrer. Le lemme de Poincaré pour les 0 formes nous garantit alors I’existence
de u € C™ (Q,R") tel que
Vu=F dans €
{ u=g sur 0f.

Il nous reste & montrer que u () C S. Soit maintenant z € S*. Alors, pour tout 1 < i < n,

oz, (u(z),z) = Zu]zl (z) 27 = Fii (z) 2 = (Ft (x) z) =0.
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D’ou, il existe une constante c, indépendante de x telle que
(u(z),z) =cs.
Or, par continuité de u, on a, si xy € 012,

¢, = lim (u(x),z) = (g (x0),z) =0

T—T0
par (iv).
Ainsi,
1
u(Q) C (Si) = 8.
Ceci termine la preuve du théoreme. O

10.2 L’équation du rotationnel sous contrainte
Dans cette section on s’intéresse a résoudre ’équation
Vu—Vu' = F

d’abord sous une contrainte du type u/t! = ... = 4" = 0, qui est similaire & la contrainte sous laquelle

on résout 1'équation du gradient. Puis, on résout I’équation sous les contraintes (a,u) = 0 dans € et
u = 0 sur Jf.

10.2.1 L’équation sous plusieurs contraintes

Théoréme 10.4.
Soit R >0, r>2,0<1<n, Q= Br(0) une boule centrée en 0 et F = (F7)
Alors, il existe u € C" (2, R™) une solution de

€ O (Q, RV,

1<i,5<n

Vu — (Vu)' = F dans Q
Wl = =ur=0 dans Q

si et seulement si
(i) Ft = —F dans Q;
(i) tout 1 < 4,4,k < n,
FJ —Fr+FF=0
dans € ;
(#ii) pour toutl+ 1 <1i,j < n,
Fii =0
dans €.

Démonstration. 1’aspect nécessaire est trivial. Montrons donc 'aspect suffisant. On procede par ré-
currence sur n. Si n = [, le résultat est une application directe du lemme de Poincaré pour les 1 formes
(voir théoreme A.11.) Supposons donc que le résultat est vrai en dimension strictement plus petite
que n.

Soit B (0), la boule centrée en 0 de rayon R en dimension n— 1. Définissons F = (Fij ) €

1<i,j<n—1
cr (BR (0) ,R(n—l)x(n—l)) par
F(y) =F(y,0).
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Alors, pour 1 <4,j,k <n—1, et y € B (0),
(B = Bk + FgF) (y) = (Fi — Fif + FI¥) (y,0) = 0,
De plus, pour tout [ +1 <i,5<n—1
F9 =Fi =0,
Ainsi, par hypothese de récurrence, il existe a € C” (BR (0) ,R”’l) tel que
Va— (Va)' = F dans Bg (0)
adtl=..=a"1=0 dans Bg (0)

Pour x € Bpr(0), maintenant, on écrit x = (Z,z,) avec & = (21, ...,2n—1) € Br(0) et on définit
u € C" (Bg (0) ,R™) en posant, pour x € Br (0) et 1 <7 <1,

Tn i
W () = o (7) + / Fin (3,1) dt
0
et u' = 0 pour [ +1 < i < n. Alors, pour tout 1 <4,j <let z € Br(0), on a

u;J (z) — ugjl (z) :O‘Zj () — aii (%) +/ (F;;‘ — ng’) (Z,t)dt
—_——— 0 ~—

Rt ne
Ln d

— i (5 4 pid (5
=F (x,0)+/0 o [P (3,0)] dt
=F (z).
De plus, pour 1 <i <, l+1<j<netxze Bp(0),ona
(&) — i, (x) =ul, ()

=al, (&) + /0 Fit o (&t)dt

~~
(@) Fl]n 4 Fﬁ:’

—al, ()~ o, @)+ [ F @0+ EL (30)

N—— 0 ~~

- 0
=F (,0) + / md [Fif (% t)] dt
Y O dt )
=F7 (x),
ce qui est le résultat voulu et termine la démonstration du théoréme. O

10.2.2 Le probleme de Dirichlet, cas ol a est constant

Dans le cas ou a est constante, I'idée est la suivante. Considérons un ensemble  ouvert borné et

une direction a € R™, non nulle. Pour z € 2, on définit
a_ (z) =inf {t
oy (z) =sup {t

<0 : 24 sa € Q pour tout s €]¢,0]}
>0 : x4+ sa€Qpourtout s € [0,¢[}.
On a alors que les segments [v + a_ (z) a, = + a4 (z)a] forment un “hachurage” de notre domaine.

Or, quand on s’intéresse aux solutions de
Vu — (Vu)' = F dans Q
(a,u) =0 dans Q
u=20 sur OS2,
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on aura besoin d’intégrer le long de ces lignes. En effet, notre solution u aura la forme

uz(x):/ ()gpl(x—kta)dt,

oil ¢’ reste & définir et = + ta, avec t € [a_ (z),0] est une paramétrisation du segment qui joint x au
point du bord = + a_ (z) a de fagon paralléle & a. Or, pour que u soit réguliére, on aura besoin que

a_ le soit aussi.

e
/

Ce point est une fonction de x
dont il faut établir la régularité

F1cURE 10.1 — Difficulté dans le probleme du rotationnel sous contrainte avec une donnée de Dirichlet.

A cette fin, on introduit la définition suivante.

Définition 10.5 (C"-a-simple).
Soit r > 0, a € R”, Q C R™ un ouvert borné connexe de bord Lipschitz. On dit que Q2 est C"-a-simple
si il existe a_: Q —] — 00,0] et ay: Q — [0, 00] tels que

(i) a,ap € CT(@)NC(Q);

(it)

Q= U]x—}—a, ()a,z+ ay (x)a]
e
(#ii) pour tout z € Q, x + a_ (z) a,z + ay (x)a € IN
Si de plus a_,ap € C" (ﬁ), on dit que 2 est C"-a-simple jusqu’au bord.

Exemple 10.6 (Boule).
Soit a = e™ = (0,...,0,1) et Q = By (0). Alors, Q est C*°-e"-simple. En effet, si on écrit = (2, x,)

avec & = (21, ...,Tp—1), ON &
NP
a_ () =—\/1— 2" =z

o (z) =\/1 = |2]* — 2,
qui sont C* tant que || < 1 et C° sur By (0). De plus, pour tout t €la_ (z),ay (z) ],

2+ te"? = (@1, oy Tpo1, Tn + 1)]? = |&])* + (@0 + 1)

Or, remarquons que —y/1 — |£]* < 2, +t < \/1 — |2|?, ainsi,

o+ te"* < o + 1 - 2 = 1,
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avec égalité si et seulement si t = a_ (x) ou t = a4 (x). Ainsi, on a bien montré que la boule est
C*>®-e"-simple.

Notons que la boule étant invariante sous rotation, elle est en fait C°°-a-simple pour tout vecteur
a € R™

Exemple 10.7 (Domaine z-simple).
Soit 1 < j < n et Q un domaine x;-simple, c’est-a-dire, il existe un domaine O C R~ régulier et
B, By €CH (5) tels que S < B4 dans O et, si on écrit & = (21, ..., Tj—1,Tjt1, ., Tn)

Q={z=(z1,...,2p) €ER" : T€O0et f_(2) <zj; <Py ()}.

Alors, © est Cl-e/-simple jusqu’au bord, oi1 e/ est le j-éme vecteur de la base canonique de R”. En
effet, on a alors

— T
—

Js

qui sont C* (ﬁ) On voit donc que la notion de C"-a-simple généralise la notion de xj-simple en
précisant la régularité des fonctions et en admettant des vecteurs qui ne soient pas paralleles au
vecteurs de la base canonique de R™.

Proposition 10.8 (Propriétés des fonctions a_ et a).
Soit r > 0, a € R™, Q C R™ un ouvert borné connexe et C"-a-simple. Si a_,ay sont les fonctions
données par la définition de C"-a-simple et si

T,y 0 — 0N

sont définies par m_ (x) = x + a_ (z)a et 74 (x) = 2 + a4 (z) a, alors,
(i) pour tout x € Q, a_ (x) <0 et ay () >0;
(i) pour tout x € 2,

a_(z) =min{t <0 : z+ sa € Q pour tout s €]t,0]}
P

at (x) =max{t >0 : z+ sa € Q pour tout s € [0,t[};

(7ii) sir =1, pour tout x € Q, (a,Va_ (x)) = —1 et (a,Vay (z)) = —1;

(iv) sir>2,a_ € C"H(QUT_(Q)) et ay € CTL( QU4 (Q)) et pour tout multi-indice k tel que
1<kl <r—1etzeR™,

okl ke
azk )T TggE W
et
Il ko
gk (T @) = o (@)
(v) sir =2, pour tout x € T_ (),
Va_ (z)
v(z) =
= Mo~ @)
et pour tout x € T4 (§2),
Vo (2)
v(z)=-— ,
= Vo @)

ot v est la normale extérieure ;
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(vi) Sir > 2, le bord de ) se décompose en trois parties de la fagon suivante

0 =m_ () Jms ()20,

Yo={x€9Q : (a,v(x))=0}.

De plus, l'union est disjointe.

(vit) Six € 00 est tel que (v (x),a) =0, alors, pour tout t €ja_ (x), a4 (x) [, x + ta € O et
(v (z +ta),a) = 0;

Démonstration. On commence par la preuve de (7).

Sia_(z)=0o0uay(z)=0,onaalors z=z+a_ (z)a oux =2z + at (x)a respectivement. Or,
par hypotheése,  + a_ () a,x + ay (z) a € 9Q. Ainsi, x € QN OIN = () vu que Q est ouvert, ce qui est
absurde.

Passons a la preuve de (7).
Soit z € Q et s €]a_ (x),0] Cla— (z),at (x)[. Alors, par la définition de C"-a-simple,

r+sa €]z + a_ () a,z + at (z)a[C Q.

Ainsi,
a_(x) € {t <0 : xz+sa€Qpour tout s €]t,0]}.

De plus, quelque soit g < a— (z), alors, a_ (z) €]tp,0] et x + a— (z) a € IN. Vu que Q est ouvert ceci
implique que z + a_ () a ¢ Q. Ainsi

to ¢ {t <0 : x4 sa € Q pour tout s €]t,0]},

ce qui montre le résultat. Le résultat pour a. se montre de fagon analogue.
Passons a la preuve de (iii).
A Paide de (i), on voit aisément que pour z € Q et h suffisamment petit, on a

a_ (z+ ha) = a_ (z) — h.

Ainsi,
a_ (z+ ha) —a_ (x)
~- 1.
h
Vu que a_ est au moins C', on a
.o (z+ha)—a (z)
lim . — (Va_(2),a),

ce qui montre le résultat. Le résultat pour a4 est analogue.
Passons a la preuve de (iv)
Soit k un multi-indice non nul tel que |k| < r — 1. Alors pour tout = € §2 et ¢ suffisamment petit,

Vu que a_ € C", on déduit

d Talkla, oIkl (i)
i@t [axk (z+ t“)} = gar (Vo= (z v ia), )] =10,
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Ainsi, pour tout ¢, ty tels que x + t;a € , on a

Ma sty = 20 (4 )
— (z a) = —— (x a
Ok ! Ok 2
Par conséquent, pour x € w_ (€2), on définit
okl ke _
A

ou 2’ € Q est tel que m_ (2') = x. Par le caleul ci-dessus, cette définition ne dépend pas du choix de

. K| . . .
2’. Tl faut maintenant montrer que 88% est continue en z € 7_ (). Soit donc (x,,)n>1 C € une suite
telle que @, — . Soit 2’ € Q tel que 7_ (z') = z et t = —a (a’). Alors, z,, + ta — 2. Ainsi, vu que Q
est ouvert, on peut supposer sans perte de généralité que x,, + ta € Q. Alors, vu que a_ € C" (Q2), on
a
R L P R LV Olkla_ , Al*la_
A g () = B T (o ) = T () = gu

Ceci montre la continuité des dérivées de a_. La continuité de a_ elleeméme découle du fait que
a_eC° (ﬁ) par hypothese. Le résultat pour a4 est en tout point similaire.

Pour la preuve de (v), il suffit de constater que localement, on peut étendre a— et a4 en dehors
de Q par réfraction de telle sorte que le bord soit donné par a=' ({0}) et a;* ({0}). Le fait que par
(iv) a_ et ay sont C"~! dans ce voisinage, nous permet de conclure que la normale est définie par
leurs gradients. Pour le signe, il suffit de constater que a_ croissant en direction du bord tandis que
a4 décroit.

Passons a la preuve de (vi). On va montrer que

{z € 002 : la normale est bien définie en z} = 7_ (Q2) U T+ () U o

et que les unions sont disjointes. Commencons par supposer que x € 9 est tel que la normale est bien
définie en z. Si (v (z),a) = 0, alors, x € Xy. Supposons maintenant que (v (x),a) < 0. Alors, vu que
v est la normale extérieure, ceci implique qu’il existe € > 0 tel que x + ta € Q pour tout 0 < t < e.
Posons xg = x + et. Alors, a_ (xg) = —¢ et donc = m_ (z9) € 7 (Q). Pour finir, si (v (z),a) > 0,
il existe € > 0 tel que = + ta € Q pour tout —e < t < 0. Posons z¢p = « — a. Alors, ay (x9) = € et
donc z = 7y (z9) € my (). Ceci montre une des inclusions. Pour lautre, il suffit de constater que par
définition la normale est bien définie sur Xy et qu’elle est bien définie sur 7_ () et 74 () par (v).
Pour montrer que I'union est disjointe on va montrer que pour tout x € 7_ (2), (v (x),a) < 0 et que
pour tout z € 74 (), (v (z),a) > 0. En effet, si x € 7_ (Q),

) 1 (@)  —1

(v(z),a) = m(VQ, (z),a) = m

<0,

et siz e my (),ona

(v) -1 (iti) 1

= oy @) V@9 = g

(v (2),a)
D’ou, 'union est disjointe.
Passons a la preuve de (vii). Soit donc x € 92 tel que (v (z),a) = 0. On commence par remarquer
que z € X implique par (vi) que z ¢ 7_ () Umy (2). Donc, a_ (z) < 0 < ay (z). De plus, par
continuité jusqu’au bord et par (i), on a que pour tout a_ (x) < t < ay (z),

a_(z+ta) =a_(x) —tet ay (r+ta) = as (x) —t.

On montre maintenant dans un premier temps que pour tout a_ () < t < ay (x), x + ta € 9.
Supposons donc par 'absurde qu’il existe a_ (z) < t < ay () tel que x + ta € Q. Il est évident alors
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que t # 0 On distingue donc deux cas en fonction du signe de ¢. Si t < 0, alors, on pose y = x + ta. Et
alors, on a y —ta = y + |tla = € 9. Par conséquent (ii) implique que a4 (y) < |¢|. Mais, on a aussi

oy (y) = g (z +ta) = ay (x) —t = ag (z) +]t] > |t
——
>0
et on obtient une contradiction. Si maintenant ¢ > 0, alors, on pose y = = + ta, et alors, y + ta =
y — |tla = x € 9Q. Ainsi, par (#), on a |a_ (y)| < t. Mais, on a aussi
la— (y)| = —a— (z+ta) = —a_ (x)+t >t

——
<0

et on obtient une contradiction. On a donc obtenu le résultat que pour tout a_ (z) < ¢t < a; (x),
z + ta € 9Q. Il nous faut maintenant montrer que (v (x +ta),a) = 0. Or, remarquons que si on
définity: | — e,e[— R™ par v(s) = = + (t + s)a, on a que 7 (s) € IQ pour tout s. Ainsi, v (0) est
tangent a 09 et donc orthogonal & v (v (0)). Ceci est précisément le résultat vu que v (0) = a + tx et
~'(0) = a.

O

Exemple 10.9 (La régularité de ay n’est pas liée a celle du bord de Q).
Considérons a = (0, 1) et le domaine

Q= {(1’1,$2) eR"” : 1<z <1let (ZCQ — 1)3 <r < (172+1)3}
On a alors

oy (z1,22) = Y11 — 22 + 1
a_ (x1,me) = Yy — w9 — 1.

Dans un voisinage de 21 = 0, on a que le bord de  est C*°, vu qu’il est paramétrisé par 1 = (9 + 1)37
mais a4+ n’y sont que continues. De plus, dans un voisinage de 1 = 41, le bord du domaine n’est que
Lipschitz, mais a4 y sont C'°°. Il n’y a donc a priori aucun lien entre la régularité d’un domaine et la
régularité de a4.

Théoréme 10.10.
Soient r > 3, a € R™, Q un ouvert borné C"-a-simple (avec a_ et oy les fonctions données par la
définition) et F = (F7) € Cr (Q,R™7).

Aspect nécessaire. Si il existe u € C? (ﬁ, ]R") une solution de

1<ig<n

Vu — (Vu)' = F dans Q
(a,u) =0 dans (10.3)
u=20 sur 02,

alors,
(i) Ft = —F dans Q;
(i) dF =0 dans Q, c’est-a-dire, pour tout 1 < 1,5,k < n,

FJ—Fr+FF=0
dans € ;
(iti) v N F =0, c’est-a-dire pour tout 1 < i,j,k <n
Fiyk — pikyi 4 pikyi =

sur m— () Umy ()
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(iv) Pour tout x € OS2 tel que (v (x),a) =0, et pour tout 1 <i<n
n .. .
ZF” (r)a? =0

=1

(v) pour tout x € Q et 1 < i< n,

at(r) n ,
/ ZF”(&:—I—ta)a]dt:O.

(@) j=1

Aspect suffisant. Si les conditions (i) a (v) ci dessus sont vérifiées, alors il existe une unique

solution u € C™ (Q,R") N C° (§7 R") de (10.3).

Aspect nécessaire et suffisant. Si Q0 est C"-a-simple jusqu’au bord, c’est a dire, a_,ay €

cr (ﬁ), alors, les conditions (i) a (v) sont vérifies si et seulement si il existe une unique solution

we Cr (Q,RY) de (10.3).

Démonstration. Etape 1 : On montre I’aspect nécessaire.

La condition (¢) est évidente. La preuve de (#) est standard. Montrons donc (#i). On a, par la
proposition 10.8 (i) que 7_ () Uy () est une partie du bord dont la régularité est C"~! donc au
moins C2. Ainsi, par le théoréme A.12, vu que u = 0 sur 7_ () 74 (£2), on a pour tout 1 < 7,75,k < n,

i i\ b i kY i j ki
(umj - ugﬂl) v — (umk - umz) ZES (u;k - ux],) v =0.

Ainsi, vu que Vu — (Vu)t = F, on a le résultat.
Montrons maintenant (7). On a dans €,
ZF”@J = Z (ug% - u;]) o = — <Vul,a> .
j=1 j=1
Or, on a que u* = 0 sur le bord de Q. Ainsi, vu que u’ est C? jusqu’au bord, on a

Vu' = <Vui, V> v,

et donc, sur la partie du bord ou (v,a) =0, on a
ZF”LL] =— <Vul,y> (a,v) =0,
j=1

ce qui montre (7). Passons & (v). On a pour tout 1 <i < n

op(x) n o ‘ o (z) 1 , . .
/ ZF” (z 4 ta) ajdt:/ Z (u{w (z +ta) — ug, (x—i—ta)) a’ dt
a(r) j=1 a(z) j=1

(@) g ]
= = ta) dt
[ g mae

_ /:Z:) <Vui (x 4+ ta) 7a> dt

=— /aa::) % [ui (x+ ta)} dt

=—u'(z+a; (z)a) +u' (z+a ()a) =0,

vu que  + a_ (z) a,z + at (x) a € 0. Ceci termine la démonstration de I’aspect nécessaire.

Etape 2 : On montre 'aspect suffisant.
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On définit pour 1 < i < n,
= / Z FY (z + ta) o’ dt.
a_(x) j=1

Alors u € C" (Q,A) N C° (ﬁ, Al) et pour 1 <4,5 <m,ona
n

uy —ul, =Y d [(an),, (@) F* (@ + o (2)a) - (a),,

L@ F* @+ a(2)a)]
k=1

n 0
- ak/ (Fgf - F;];) (x + ta) dt.
k=1 Ja-(2)

Or, par la proposition 10.8, (iv) et (v), on a
(am),, (@) F™* (2 +a- (x)a) = (a-),, (2) F* (x +a_ (z) a)
=|Va (r— (@) | (v (r- (@)) F* (n- (@)) = 7 (7 () F* (n— (@)
oun_(xz)=x+a_(z)aet 74 (x) = v + a4 () a. Par P'hypothese (iii), on déduit donc que
(=), @) F* (z + a_ (z)a) = (a),, (2) F* (z + a— (z) a)
|

a) = (
— Vo (r— () |v* (- (m))F”( ()
=~ (a-),, (@) FY (z +a- (z)a).

v

De plus, par notre hypothése (ii), on a

0 0
/ (Fgf — F;’;) (z +ta)dt = —/ FJ (x +ta)dt.
a_(z) a_(z)

Combinant nos deux calculs, on déduit

—uJ— a” | = (a- FY(z+a_(z)a Fy (z +ta
Z [ e W@t @at [ <+>}
—{(a,Va_ () FY (z 4+ a_ (z)a) + /a_(z) T [F” (x+ ta)} dt

—{a,Va_ (z)) F9 (x4 a_(z)a)+ F7 (z) — F9 (x + a_ (z)a).
Or, par la proposition 10.8 (%), on déduit que
uy, —u, = F¥,
ce qui montre Vu — (Vu)' = F. Montrons que (a,u) = 0. Pour z € Q, on a
(a,u) = / Fii (z +ta) a'a dt = 0,
t,j=1

vu que (Fij)Ki,jgn est antisymétrique.
Montrons pour finir que v = 0 sur 0.
Vu que u € C° (ﬁ, R") la proposition 10.8 (vi) nous assure qu’il suffit de vérifier que u = 0 sur
m— () Umy (2) U X, ou
Yo={x€0Q| (v(z),a) =0}.
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Sizen_(Q),a_(x)=0,et u=0.Sixe€ny(Q), u=0par (i) Siz € Xy, alors, par la proposition
10.8 (vi), x + ta € ¥ pour tout ¢ €]a_ (z), oy (x)[. Ainsi, par notre hypothése (v), pour tout
1<i<n,
n
0= ZFU (z 4 ta) d’.

j=1
Par conséquent, u (z) = 0. Ceci montre que u est une solution du probléme. Pour terminer I'aspect
suffisant, il faut voir que les solutions sont uniques. Or, on a

0 .
/ ZFU +ta)aldt = / Z uJ (z +ta) —ul (m+ta))a7dt

z)jl (1)]1

:/Q(z) 81 [(a,uw)] (Hm)dt_/ao(x)ci [uz (%Lta)} ”

=u' (z) — ' (n_ (z)) = u’ ().

On donc que toute solution du probléme est donnée par la formule ci-dessus, et ceci montre I'unicité.
Etape 3 : On montre le résultat du théoréme sous ’hypothése supplémentaire que Q est C"-a-
simple jusqu’au bord.
L’aspect nécessaire découle de la premiére partie du théoreme. Pour 'aspect suffisant, la construc-
tion est la méme que ci-dessus. Néanmoins du fait que a— et ay sont C” jusqu’au bord, on déduit la
méme chose pour u. O

10.2.3 Le probleme de Dirichlet, cas général

On s’intéresse maintenant au cas ou a n’est pas constante. La question de résoudre le lemme de
Poincaré sous une contrainte (a,u) dans le voisinage d’un point, ou sous des hypothéses plus strictes
sur les données a déja été étudié dans [7, §8.5].

Dans le cas ou a n’est pas constante, on veut faire la méme chose que lorsque a est constant mais
en remplacant les segments x + ta par des lignes de flot de a. C’est a dire, a la place de x + ta, on
considere v (z,t) telle que

{ % (2,) = m (1))
5 (2,0) =

Remarquons que si a est constant alors, v (x,t) = x + ta. En plus du probléme de régularité de o
et a qui apparaissant dans le cas ol a est constant, le probleme de leur existence apparait dans ce
cas. En effet, rien ne garantit a priori qu'une ligne du flot de a va atteindre le bord de notre domaine.
On peut le garantir avec 'hypothése supplémentaire que par exemple une des composantes de a ne
s’annule jamais (voir lemme 10.12.) On adaptera néanmoins la notion de C"-a-simple & aussi prendre
en compte le probléeme d’existence, pour traiter le probleme en général.

Proposition 10.11.
Soit Q C R™ un ouvert borné connexe de bord Lipschitz, a € C? (ﬁ, R") tel qu’une des composantes de

a ne s’annule jamais sur Q et F = (F”) n € C?(Q ( R”X”> Alors, il existe au plus une solution
ueCt (Q,R") de
Vu— (Vu)' = F  dans Q
(a,uy =0 dans Q
u=0 surdf.

La preuve repose sur le lemme suivant.
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Lemme 10.12 (Critére d’existence pour a_ et ay).

Soit Q C R™ un ouvert borné de bord Lipschitz, a = (a,1): Q — R", avec a € C? (57 R”_l), telle que
a ainsi que toutes ses dérivées d’ordre 2 ou moins sont bornées. Alors, il existe a_,a;: Q — R avec
a_ <0< ay surQetyc C?(E,R") avec E C R" x R un ouvert contenant {(x,t) € R"*! : z ¢
Q, a_(z) <t < ay(2)} tels que

(i) Pour tout x € Q, v (x,-) est une solution de

)

{ B (z,t) = a(y(x,t)  pour tout t €la_ (x), oy (x) |
v (x,0) =z

(i) Pour tout x € Q, a_ (z) <t < at (x), v(z,t) € Q et v (z,a (), (x,at (x)) € .

Démonstration. On commence par invoquer le théoréme d’extension A.13 pour se ramener au cas ou
a € O? (R, R"1). Soit alors z € Q. Par les résultats standards d’équations différentielles ordinaires
(voir par exemple [5, Chapitre 1 §1, 2 & 4]), vu que a est C! il existe une unique solution maximale
du probleme de Cauchy

% (x,t) =a(y(x,t)) pour tout t €T, TT[
v (z,0) = x.
Si E = {(z,t) : = € R",T® < t < T7} alors E est ouvert, et vu que a est C?, v l'est aussi
(voir [14, Chapitre 5 §2 & 3]). De plus, on a les deux possibilités suivantes pour Ty qui est soit 77,
soit T,
(a) [Ti| = +00;
(b) existe (t)pey C)T*, TE] tel que t, — T et |y (z,tx)| = +o0.

On veut maintenant montrer que (b) est toujours vrai. Pour ceci, on suppose que (a) est vrai et
on montre (b). Par unicité des solutions, on sait que si v = (y1, ..., n), on a v, (z,t) = x, + t, vu que
an = 1. Prenant donc t;, = £k, on a

|y (x, t1)| = |20 + tk] = k — |20| — +00.

Ceci montre que (b) est toujours vérifié et en conjonction avec le fait que € est borné nous donne que
pour tout x € Q, les ensembles

{0<t<Ty « v(z,t) € Q} et {T2 <t <0 : v (x,t) & Q}
sont non vides. Ainsi, en définissant

a_(z) =sup{T? <t <0 : v(z,t) ¢ Q}
ay (z) =inf{0 <t <TY : v(x,t) ¢ Q},

onaTl <o <0< ap Ty, —0 <a_ <0< ap < 4o sur Q, v(z,t) € Q pour tout
t€la_(z),ay (x)[ et v(z,a_ (2),y (z,at (z)) € 09, ce qui est le résultat voulu. O

On peut maintenant passer a la preuve de la proposition 10.11.

Démonstration de la Proposition 10.11. On propose deux preuves du résultat. Une nous donne une
formule pour la solution, I'autre ressemble plus & une démonstration usuelle d’unicité. Dans les deux
cas, on doit commencer par appliquer le lemme 10.12. Supposons sans perte de généralité que a,, est la
composante de a qui ne s’annule jamais. Alors, quitte & remplacer a par a/a,, on peut supposer sans
perte de généralité que a,, = 1. On peut donc écrire a = (a,1) avec & € C? (ﬁ, R”‘l) et considérer
a_, a4 et v comme dans le lemme 10.12.
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Maintenant que ~ est définit, passons & une premiére preuve du résultat. Soit u une solution C*
du systeme. On calcule alors pour tout z € Q et 1 <i < n,

0 n
[ @) SE @ P o oy

0 n
—— [ ) 5 ) (i, (3 0) i, (a0

0 n 0 n
= / ( Z%(x,ﬂg—l’:mwu.’;w(x,t»dt— / > ar (v (x,1)) 81 [l (4 )] d

a—(z) =1

0
A o L R o ERACTENED

Intégrant par parties dans la premiere intégrale et utilisant le fait que (a,u) = 0 dans la deuxiéme, on
obtient

0 n
[ Y at@n eyt oea

(@) gi=1 T
[/ oy t=0 0 5n
= <3xl (-T7t)7u(7(-777t))>:|t_a(1) _/;é(z) ataxZ (x,t),u('y (x,t)) dt
0 82’}/
i _(x) 61561}1 (:E’ t) U (,‘Y (‘Tv t)) dt

= <38; (7,0),u (v (3:,0))> - <g; (z,a_ (), u(y(z, o (a:)))> .

Utilisant le fait que v (x,0) =z et v (z,a— (z)) € 09, on déduit

0 n
[ Y atwn) @t o )d - @),
a—(z) f1=1 L

On a ainsi trouvé une formule pour n’importe quelle solution qui ne dépend que des données, et donc,
on obtient 'unicité.

On propose ici de donner une deuxieme preuve de I'unicité qui suit la procédure standard pour
montrer que les solutions d’un systéme linéaire sont uniques. Les arguments présentés sont en réalité
les mémes que ceux de la preuve ci-dessus. Soit donc u une solution du systeme

Vu— (Vu)' =0 dans Q
(a,uy =0 dans Q
u=0 sur JfQ.

Alors, on a

2
T (et ,u<v<x,t>>> (5 wt) oy )] Y
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3 ’ 87l a’Yk aul
+,§_:1/a(z) oz, () g (@:1) 5o (v (@ D) dt

— [ (a0 G b @)

a_ 9 t ak) t

Bul

o, (@ 1) dt

3uk

[0 o
== ar (v (2,)) = (z,t) — (v (z,t)) dt = 0,
k; /a, (@) O Dy

ce qui montre que 0 est I'unique solution du systeme ci-dessus.

Remarque 10.13.
Dans la preuve ci-dessus, on utilise une représentation de la solution a l'aide d’un flot de a, c’est a
dire une solution du systéme

{ % (:L‘,t) =a (’7 (1‘725))

v (z,0) =ux.

Mais on peut changer a par une fonction qui ne s’annule nulle part sans changer le probléme, mais
ceci va changer le flot et donc a priori , ceci va changer la représentation de notre solution. Mais en
réalité, on peut montrer que la représentation de la solution comme on le fait dans la premiere preuve
ne dépend pas du choix de a. Plus précisément, si v, a_, a4 vérifient la conclusion du lemme 10.12,
que ¢ est une fonction scalaire qui ne s’annule jamais sur 2, que &, 3_, 3, vérifient les conclusions du
lemme 10.12 mais pour b = wa a la place de a, alors,

0L Al Ik
/ L 2wt G @) F o) a
() =1 !

B

0 & &}, "
- /ﬁ 2 e 0) 5t ) F (€ )

) =1 z;
En effet, si on considére 6 tel que

{ 5 (@)= @ (y(z,0(z,1)
0(z,00= 0

)

on a par unicité que & (z,t) = v (z,0 (x,t)) et 0 (z,0- (z)) = a_ (z). Ainsi le résultat découle d’un
changement de variables et de 'utilisation du fait que

n
Z alakal = 0,
k=1

par antisymétrie de F'.
Définition 10.14 (C"-a-simple, flot traversant de classe C").
Soient 2 C R™ un ouvert borné connexe de bord Lipschitz, r > 0, s > 2, a € C* (ﬁ, R”). On dit
que Q est C"-a-simple si il existe a_: Q —] — 00,0], ay: Q — [0,00[, E C R™"! un ouvert contenant
{(:U,t) cxeQa (z) <t< oy (x)} et tel que si (z,t9) € E, {t : (x,t) € E} est un intervalle et
v € C%(E,R"™) tels que

(i) a_, oy € CT(Q)NCO (ﬁ) ;

(#) Pour tout x € Q, v (x,-) est I'unique solution de

{ D (w,t) =a(y(x,1) pour tout ¢ €]la_ (z), oy (z) |
v (2,0) =
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(77) Pour tout x € Q et pour tout ¢t €]a— (z), a4 (x) [, v (z,t) € Qety(x,a— (x)),v (z,at (z)) € ON.
De plus, on dit alors que (v, a—, a4) est un flot traversant de classe C" pour €2, et on note n_ (x) =

V(@ a (z)) et my (2) =7 (2, a4 (2)). -
Si en plus des hypotheses ci-dessus, a_,ay € C" (Q), on dit que 2 est C"-a- simple jusqu’au bord.

Exemple 10.15 (Les fonctions a— et a4 n’existent pas, I'unicité n’est plus vérifiée).

Soit 2 = B (0)\B; (0) C R?, un anneau centré en 0 et a (v1,2) = (—x2,71). Il n’existe alors pas de
flot traversant vu que les solutions de

{ %Z( ’t): a(’Y(mvt))

sont données par
v (z,t) = |z|(cos (t + arg(x)) , sin (t + arg(z))),

qui n’atteint jamais le bord de Q. Plus précisément, cet exemple est tel que I'hypothése qu'une des
composantes de a ne s’annule jamais n’est pas vérifiée. De plus, si ¢ € Ccl (1,4) est quelconque alors
on vérifie que u = 9 (|z|?) x est une solution non nulle de

Vu — (Vu)' =0 dans Q
(a,u) =0 dans Q
u=20 sur 092,

d’otu les solutions du systéme ne sont pas uniques.

Avant de passer aux propriétés du flot traversant, on rappelle qu’on note 7_ (z) = v (z, a— (z)) et
T4 (2) = 7 (2, o4 (2)).

Proposition 10.16 (Propriétés du flot traversant).
Soient s > 2, s > r >0, des entiers, 0 un ouvert borné, connexe, de bord Lipschitz et a € C*® (ﬁ, R")
tel que Q) est C"-a-simple. Soit (y,a—,at) un flot traversant de classe C". Alors,

(i) pour tout x € Q, a_(x) <0 et ay () >0;
(i) pour tout x € €2,

a_(z) =min{t <0 : v(z,7) € Q pour tout T €]t,0]}
at (z) =max{t >0 : v(z,7) € Q pour tout T € [0,¢[};
(#ii) pour tous x,t1,ts admissibles,

v (v (@, t1),t2) = (2, t1 + t2);

(iv) pour tous x € Q et t €la_ (z),a (z) |,

(v) sir =1, pour tout x € Q,
{a(2),Va_(2)) = {a(z),Vay (2)) = —1;

(vi) pour tout © € Q, t €la_ (x), a4 (x) ][ et 1 <i < n,

H M:

Q;» Q

12
5’;
Il
Q@

)

=

N
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(vii) sir > 1, alors pour tout x € Q, t € [a— (x), a4 (z)] et 1 <i< n,

> G (@) 52 ) = G @)

=1 6:51

(viii) sir > 1, alors, Va_ se prolonge de facon C"~! a 7_ (Q) et Vay se prolonge de facon C™~1 a
T+ (Q) ;
(ix) sir =1, alors pour tout x € w_ (§2),

_ Va_(x)
Y o)
et pour tout x € T4 (§2),
v(z) = — Vo, (z)
Vay ()]

(x) six € I est tel que a— (z) < 0 < ay (), alors pour tout t €la_ (x),at (x) [, v (x,t) € 00 ;
(xi) six € 0 est tel que a— () <0 < a4 (x), alors (v (x),a(x)) =0.

Démonstration. La preuve de (i) est une conséquence directe de v (x,0) = z et la preuve de (i)
est une conséquence directe du fait que v (z,t) € Q pour tout ¢t €la_ (z),as (x)[ et du fait que

v(z, - (x)) € 02 et v (z, oy (z)) € 0. La preuve de (iii) est une conséquence de l'unicité de la
solution .

Passons a la preuve de (iv). On a

vy @ t), 0 (@) — 1) @y (@0 (@) € 09.

De plus, dés que s > a_ (z) —t,ona s+t > a_ (z) et donc

(1)

’7(7('1:’75)78) ’y(x,s—i—t)eﬂ,

d’ou
a_(x) —t=min{r <0 : v(y(z,t),s) € Q pour tout s €]7,0]} @ (v (z,1)).
La preuve pour a4 est en tout point similaire.
Passons & (v). On a

d
1= s [a— (z) —t]
(iv) d
= Gl la— (v (z,1))]

La preuve pour a4 est en tout point similaire.
Passons a la preuve de (vi). On a

@ (7 ,1)) = 1)
d

“ &

(i) d

ds

[yi (2, + 5)]
s=0

[’Y’i ('Y (l'a 3) 7t)]
s=0
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i j
= (’y(x,s)vt)i(xas)
= ij ot o

— 0vi ;
=2 5. (1 (@,0), 1) (v(,0)

j=1 7"
= (x,t) @ (),

jz::l 8£Cj

qui est le résultat souhaité.
Passons a la preuve de (vii). Pour 2 € Q et t €]a_ (z),ay (z)[, on a

Z%‘; 2.) G2 (@0 = 5T (1] 5o () 1 = = (@),

qui est le résultat souhaité pour t €]a— (), a4 (x) [. Une fois qu'on aura montré (viii), un passage a
la limite nous permet de déduire le méme résultat pour t = a_ (x) ou a (z).

Passons a la preuve de (viii).

Soit xo € m— (2). On commence par remarquer que par (vii), pour a— (xg) < t < 0, 'expression

G (7(20.0) 32 (.1 (10.9

Y (o, t).

Remarquons que avec cette définition, on obtient quelque chose de C"~! N C*~1 = C""!, et on a donc
prolongé Va_ comme souhaité. La preuve pour a.y est en tout point similaire. Remarquons également
que dans cette preuve, on utilise (vit) pour a_ (zg) < t < 0. Et donc le passage a la limite dans la
preuve de (vii) est justifié.

Passons a la preuve de (iz).

Or, il suffit de constater que si on prolonge c_ par réfraction en dehors de £, on a que le bord de
Q est localement donné par a~* ({0}). D’ott la normale est donnée par le gradient. Pour le signe, il
suffit de constater que a_ croit en se rapprochant du bord tandis que a4 décroit.

Passons a la preuve de (z).

Soit donc z € I tel que a— () < 0 < a4 (x) et t €la_ (z), at (x)[. Par continuité on a v (x,t) €
Q. Supposons donc par I'absurde que 7 (z,t) € Q. On distingue alors deux cas. Si ¢t > 0, on pose
y = (x,t) € Q. Alors, par (iv), on a

a_(y)=a_(r)—t < —t.
De plus, par (i), vu que v (y, —t) € 9Q, on a
a-(y) = —t

ce qui est absurde et montre que y = v (x,t) ¢ Q, c’est-a-dire, v (z,t) € IQ. Dans le cas ou t < 0, on
fait la méme chose, pour obtenir que si y € Q —t < ay (y) < —t.

Passons & la preuve de (z).

Or, par (z), on a que si z € 9 est tel que a_ (z) < 0 < a4 (z), la courbe v (z,t) est inclue dans
le bord de Q. Et donc, n’importe quel vecteur tangent a la courbe sera orthogonal a la normale. Or
ceci est précisément ce qu’on veut montrer vu que le vecteur tangent de v (z,t) en t =0 est a ().

Ceci termine la démonstration de la proposition.
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Théoréeme 10.17.
Soient 7 > 2, Q un ouvert borné de bord Lipschitz, a € C™t! (ﬁ, R”) tel que Q0 est C"-a-simple,

e or (@R,

Aspect nécessaire. Si il existe u € C? (ﬁ, R”) une solution de

(v, a—, ay) un flot traversant de classe C" et F = (Fij)lgi,jgn

Vu— (Vu) = F dans €
(a,u) =0 dans (10.5)
u=20 sur 0L,

alors,
(i) Ft = —F dans Q;
(i) dF =0 dans Q, c’est-da-dire, pour tout 1 < i,j,k < n,

ij ik ik
Fl - F;j +Fl7=0
dans € ;

(7ii) pour tout 1 < i,j,k<n
Fiayk — pikyi 4 pikyi —

sur m— () Umy ()
(iv) Pour tout x € O tel que a— () < 0 < ax (x), et pour tout 1 < i< n

Z Fii(z)a (z) = 0;
j=1

(v) pour tout x € Q et 1 < i< n,

r

) n
> a(y(x,t)) gl’? (z,t) F* (v (x,)) dt = 0.

+(z
(@) k=1

Aspect suffisant. Si les conditions (i) a (v) ci dessus sont vérifies, alors il existe une unique
solution u € C™ (Q, R") N €O (ﬁ R”) de (10.5).

Aspect nécessaire et suffisant. Si Q) est C"-a-simple jusqu’au bord, c’est da dire, a_,ay €
cr (ﬁ), alors, les conditions (i) a (v) sont vérifies si et seulement si il existe une unique solution

ue Cr (QRY) de (10.5).

Démonstration. Commencons par I’aspect nécessaire. Soit donc u € C? (ﬁ, R") une solution de (10.5).
La preuve que (7), (#) et (i77) sont nécessaires est similaire a ce qu’on fait dans le preuve du théoréme
10.10, mais en utilisant la proposition 10.16 (wviii). Passons donc a la démonstration de (iv). Pour
reetl<i<n,ona

NE
IS
Q&N
5
5
=
IS Q
S
B
=

4 [ rin)] =

.
Il
=

I
NE

F7(y(z,0)a (v (1)) + ZU?U (v (z,1) @ (v (x,1))

.
Il
MA

F9(y(z,t)) & (v(2,1)) + (ua,, a) (v (2,1)) -

Il
M=

.
Il
—

Or, vu que (u,a) =0, on a (ug,,a) = — (u, a,), et donc, on déduit

[ )] = D 3 ) (2 0) ~ ) 3 0.
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De plus, vu que u,y sont C! sur Q, on a que I’égalité est aussi vraie si z € 9. Si maintenant z € 99
est tel que a— () < 0 < a4 (z), on a par la proposition 10.16 (z) que 7 (x,t) € 9Q pour tout ¢. Ainsi
vu que u = 0 sur 02, on déduit

n n

[w (v (@, 4)] = D FY (@) a (2) = (u,az,) (2) = Y- F (@) (a),

t=0 j=1 j=1

d

0= —
dt

qui établit (iv).
Passons a la preuve de (v). Pour tout x € €2, rappelons que v (z, a_ (x)) v (z, aq (x)) € 052 Ainsi,
u(y (z,a- () =u(y(z, a4 (z))) = 0. Ainsi, pour tout z € Q et 1 < i < n,

~(D s @)1 @as @) - (2 (0 @) u (oo (@)

/:‘::) % KSZ (1) u (y (x,t))ﬂ dt
/:(z) <88 z o (m))> i <aa; @1, jt [u (v (:c7t))]> dt
<

Y B (2,1)
oy (z) o n ay(x) 8’}/ 8’}/
~ [y (et eaEm)as 3 [0 560 G e, 6w

0 a_(x) 63:1
De plus, vu que (a,u) = 0 dans 2, on a que

<aii [a (v (z,t)],u(y (x,t))> _ <a(7 (1)) ;

Ainsi, reprenant le calcul, on a

o—- [ (()) (a2 0). 5 lur )] Y

N ras(@) g
Ly / % (0t ay (o (e, £)) b, (7 (2, 1)) dit
pic1Ja-@) 0T

n a(z) A
= a ('7 (.T,t)) (wvt)ufv (’Y(x’t))dt
kzljl / (@) O *

n (o) oy k
r,t)a T, t)) Uy, x,t))dt
£ 3 [ G @) ()

ay(z)
=[S abwmm G wn P a,
a=T) k=1 '

qui est le résultat souhaité et termine la preuve de I’aspect nécessaire.
Passons a l'aspect suffisant. Soit

0 n
d@= 3 a5 @ o)

a—(z) | 1=1

On a alors u € C" (Q,R") N C° (ﬁ, R”) ; montrons que u est une solution de (10.5).
Etape 1 : (a,u) = 0.
Par la proposition 10.16 (vi), on a

n 0 n
=3 [ i e @ g @ a0 E ) O w

Ty
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n 0
" / ar (v (1)) @ (v (2,6) F* (v (a,1)) dt.
k=17 a—(z)

De plus, vu que F est antisymétrique, on a ZZ,Z:l apa;F* = 0. Par conséquent, on déduit

(a,u) =0,

ce qui finit cette étape.
Etape 2 : Vu— (Vu)' = F.
Pour tout 1 < 7,57 < n,

(@) =1 9T
20 () 3 P o @)y (v @) PR (- ()
J kl=1 """

0 n 82'7%
+ / (2, 1) @ (3 (2,8)) F¥ (y (1)) dt
a_(x) k,zlz:l 8J:j8mi

—Jl
=1

0 n a .
LY T ) gt ) P ) Y ()

_(z) klm=1 i 6xm 81‘]‘

=72
=15

0 " Oy OFH 0Vm
+f o X G @D 0) G () G w0,
a—{T) k,l,m=1 v m

=73
=1
AiHSi,

i

j 1 1 2 2 3 3
Remarquons que ]ilj est symétrique en 4, j et donc Iilj -1 le = 0. Calculons

OFH OYm
(v (1)) 8755]

[3 13 _ 0 “ a’Yk
AL P > y(w,t)az(v(x,t))

k,l,m=1 Ti afﬂm

0 . Kl
[ Y FEehaten G 0w 5

~() gl m=1 Lm dz;

(x,t)dt

(x,t)dt

0 n
[y Py (?m (z.t) s (y (2, 1))

—(2) k,m=1

(v (2, 1))

O0xm T

kil ml
~[8F SO )| e

Dorkm ()00
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0 & 0k OVm oy QFkm
= (z,t) == (z,t) = (@,t) —— (7 (z,t)) dt
/a—(w) kime1 O%i 9z, ot Om
’ =~ O MVm o
= (2,t) = (z,t) = |F" (v (z,1))] dt.
/a(w) k,mzil O Oz; ot [ }
Intégrant par parties, on obtient,
t=0
= a’Y a’Ym m
I — I, = LZI o (5:1) T, @OF™ (1(@,0)
"= t=a_(z)
/a_( )k%:zl ot [81‘1‘ (@ 0z (@, 6)| £ (y (2, 1)) d

P () k;_ Z’Z (2,0 (2) "gj; (2,0 () F*" (v (2, 0- (2)))
_/ao N Y I;gi (x,t)g?;:(w,t)ka (y (2, 4)) dt
_ /a O(I) k,:—l gZ’j( 1) gfgg( 1) FE™ (o (2, 1)) dt

P (2) - k;_ 1 Tk (w0 (1) G 0 (@) P (3 (0.0 (2))
-/ O(m) ké_l B ) G .8) G2 () PP 3 (1)
-/ im ké_l T a0t) G2 ) G2 ) P 0

En changeant les indices de sommation dans les deux derniers termes et en utilisant I'antisymétrie de
F', on trouve

ij "0 Vi .
B =Fi@ -3 % Ga (2) 2" (@a (@) F (v (2,0 (2)))
k.m=1 axl 8.’1]]
’ - aal 87m (9")% Kl
. = F
+/a(z)klm_1 oz, (V(@1) 5= (@) o, (z,t) F* (v (x,1)) dt

_/a[i(mi gllz (.) 2L (x,t))%(x»t) P (y (@, ) dt

ui —ud = Fi @)= 3 D5 (g0 (@) D0 (@,0- (@) F™ (7 (20— (@) + By - By
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Or, utilisant la proposition 10.16 (vii), on a

e D (10 @) on (3 (0 (@) FH (3 (2,0 (@)
J kl=1 """
da_ "L O ki
# G @) 3 T o () () (w0 @) P 3 - ()
v k=1
== 3 2 e @) P (@0 (@)
m=1 9Tm Zj
3 P 0 @)y 0 (@) P (3 (0 ()
k=1 v
Y2 s @) D (o @)
m=1 m 2
> T (a0 (@) an (0 (@) P (3 (2,0 (2)))
k=1 """
= Oa M Vi
- Y G Oa @) G e @) g o @)

- (@) 52 (@0 (@) ar (7 (2,0 (@)
klm:l J
- (gj—;ﬂ“ o) (e @)

utilisant la proposition 10.16 (iz), on obtient

- 8'7 OVm
Byj — Bji =~ [Va (3 DS G (e (@) 5 (@ an (@)
k,lm= 1

J

car (v (2,0 (@) (VPN =P (3 (0o (2)))

Par (i7) on déduit que

Vkal _ Vkal _ Vlem
Reprenant le calcul, on obtient

By=By== 3 G @) G2 ma- @)l e @)
' %a; (v (z, () F™ (v (2,0 (2)))
T
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Utilisant la proposition 10.16 (v), on déduit

Byi—Bi= Y 2% a (2) 2" (2,0 (@) F™ (4 (2,0 ().

km=1 83:]

)

D’ou on conclut finalement

Etape 8 : u =0 sur 9.
Soit x € 9. On distingue trois cas. Si a_ () = 0, alors, u (z) = 0. Si a4 () = 0, alors, on a

, ay(z) 7 :
u' (2) = / > aly(.t) ZZ’Z (a,8) F* (y (2, 1)) dt 2 0.

() =1

Sia— (z) <0< ag (z), pour tout ¢t €]a_ (z),ay (z) [, v (z,t) € Qet a_ (v (z,t)) <0 < ay (v(z,1)),
d’ou, par (i), on a pour tout 1 < k < n,

S F (y (2, 6)) ! (7 (@, )) = 0
=1

et donc,

0 n n
d@= [ YT @) (@ 0)d () d =

(@) = O I=1
ce qui termine I’étape 3 et montre que u est une solution du probleme.
Pour finir, si on suppose que £ est C"-a-simple jusqu’au bord, I'aspect nécessaire découle de la
premiere partie du théoréme, et 'aspect suffisant est la méme construction que ci dessus, mais la
meilleure régularité de a— et a4 est transmise a u.

O
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Annexe A

Analyse et géométrie différentielle

A.1 Notions de base

On utilise les notations ainsi que la nomenclature standards pour noter les différents éléments
de Panalyse avec les formes différentielles. La plupart de ces définitions se retrouvent dans [7], par
exemple.

Pour 1 < k < n, on note A¥, I'espace des k formes extérieures et

f= > frrtkdat AL Ada

1< <...<ip<n

pour f une k forme. De facon condensée, on écrira aussi

f=>" flda’,

I€Ty,

ou Z; dénote I'’ensemble des multi-indices ordonnés de longueur k.
Pour un sous-ensemble I C {1,...,n} on écrit aussi do! = dz™* A ... Ada'*, ot I = {iy,...,i} et
i1 < ... < 1. Par exemple de{21 = dzl A da?.
On note f A g pour le produit extérieur entre deux formes, f_g pour le produit intérieur et * pour
I'opérateur de Hodge. C’est-a-dire, pour f € A¥, xf est 'unique élément de A" tel que pour tout
k
g €A,
(xf)ANg={(f,g)dx' A ... Adz"

Pour 2 C R™, on dénote de fagon standard C” (Q, A’“) pour l'espace des k formes différentielles r

fois contintiment dérivable sur €, et C" (57 Ak> pour l'espace des k formes différentielles dont toutes
les composantes ainsi que leurs dérivées d’ordre r ou moins se prolongent continiment jusqu’au bord
de Q. De fagon similaire, on définit WP (Q, Ak), les formes différentielles dont les composantes sont
dans 'espace de Sobolev WP,

Définition A.1 (dérivée extérieure d, dérivée intérieure ¢).
Pour f € C! (Q Ak) ou f € WLp (Q Ak), on définit la dérivée extérieure de f par

SofT
df = > > 5 —dr' Ndz

IEIk =1 g

et la dérivée intérieure de f

_ n(k—1) _ ~aft o
of =(-1) *(d(*f))—zzgdxuim.

I€Ty i=1 g

141
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Définition A.2 (Rappel).
Pour U,V C R" des ouverts, ¢ = (¢!, ..., ") € Diff ™1 (U, V) un difféomorphisme et
f= 3 fueidat A ndatt € O (v, Ak)
1<i1<...<ig<n

une k forme, on définit le rappel de [ par ¢ (parfois aussi appelé pullback) noté ¢* (f) € C” (U, Ak)
par

G = Y frtdg AL Adg'

1<i1<...<ix<n

Définition A.3 (formes harmoniques, Hy, Hr).
Pour ©Q C R™ un ouvert, on définit les espaces de formes harmonique

Hr (Q,Ak) :{X e wh? (Q,Ak) :dx=0,0x =0dans Q et v A x =0 sur 6(2}
Hn (Q,Ak> = {X e wh? (Q,Ak) : dx=0,0x =0dans Q et vy =0 sur 89} .
En identifiant les 1 formes a des champs vectoriels, on notera également
Hr (Q,R"?) = {X e WH2(Q,R™) : rotx =0,divy =0 dans Q et v A xy = 0 sur BQ}
Hy (Q,R") = {X e W2 (Q,R") : rotx = 0,divy = 0 dans Q et (v, x) =0 sur 8Q} .

La proposition ci-dessous regroupe les propriétés des formes harmoniques qu’on utilisera ici (voir [7,
Theorem 6.3, Theorem 6.5, Remark 6.6].)

Proposition A.4 (propriété des formes harmoniques).
Soit Q un ouvert borné de bord C* et 0 < k < n. Alors,

(i) Hr (2, A%) Uy (2,AF) € 0= (@, AF) ;
(ii) si ) est contractile, Hr <Q,Ak) =Hn (Q,Ak) ={0};
(iii) si Q est simplement connexe, Hy (Q, A1) = Hy (Q,AY) = {0} ;
(iv) sin =2, Hy (Q,A%) = {0} et Hr (Q,A?) = {Cdx! Nda? : C € R}.

La proposition ci-dessous regroupe les propriétés des produits extérieurs et intérieurs ainsi que du
rappel qu’on utilise.

Proposition A.5. (i) pour v,w € A' et ¢ € A*, on a
(v,w)p =wa(vA @) +vA(waig);
(ii) pour p € CY(U,V), ¢ € Ct (W,U), f,g € C° (V,Ak) etheC? (V,Al>,

O (f+9)=¢" (f) +¢"(9)
C*(fAR) =" (f) Ne™ ()
(o) (f) =v" (¢" (f)).

Si de plus, f € C' et p € C?, alors,
©* (df) = de™ (f).

Définition A.6 (rang d’une 2 forme, rang [a]).
Pour o« une 2-forme, on peut définir une matrice antisymétrique @ = (@;;)

. —at sii<j
Qjj = i .. .
J b osit > g

1<i,j<n PAT

Le rang de a noté rang[a] est alors le rang de la matrice @ qui est un nombre pair entre 0 et n.
Pour une définition plus générale du rang, on réfere a [7, Definition 2.28]



A.2. Résultats classiques 143

Définition A.7 (Régularité des domaines).
Soit Q C R™ un ouvert 0 <7 < oo et 0 < h < 1. On dit que le bord de § est CULES pour tout z € 9f)
il existe un voisinage U et une fonction ¢ € C™" (R”_l) tel que, a une rotation pres,

UNnQ=Un{y=(v,yn) ER" xR 1y, > ()}

Si le bord de Q est de classe C%!, on dit que le bord est Lipschitz.

A.2 Résultats classiques

Théoréme A.8 (Théoreme de Darboux pour les deux formes fermées).
Soitr > 1, 2 < 2m < n des entiers, xg € R™, 0 un voisinage de xo et o« € C” (Q,Ag) tel que da =0
sur §) et rang[a] = 2m sur €.

Alors, il existe U un voisinage de xg et ¢ € Dift" (U, ¢ (U)) tel que ¢ (x0) = xo et

m
O () =wpy = Z daz® " A da®
i=1

sur U.
Cette version du théoréme de Darboux est tirée de [8, Théoréme 6]. Une version du méme théoréme
pour les espaces de Holder est également disponible dans [7].

Les deux résultats suivants sont deux versions du lemme de Poincaré avec régularité optimale. Il
s’agit des théorémes 8.3 respectivement 8.16 dans [7].

Théoréme A.9 (Lemme de Poincaré).
Soient Q C R™ un ouvert borné de bord C*°, r > 0, 0 < k < n — 1 des entiers, 0 < h < 1 et
fecrh (ﬁ, AkH). Alors, il existe w € CTH1P (ﬁ, Ak) tel que

dw=f

dans 2 si et seulement si
(i) df =0 dans Q;
(i) pour tout x € Hy (Q,Ak+1), Jo (fix) =0.
De plus, dans le cas ou k = 0, le résultat reste vrai sous les hypothéses r >0, 0 < h < 1.
Théoréme A.10 (Lemme de Poincaré, probléeme de Dirichlet).
Q C R™ un ouvert borné de bord C>®, r >0, 0 < k <n—1 des entiers, 0 < h < 1, f € C"" (ﬁ, Ak“‘l)
et wy € CTHLR <GQ, Ak). Alors, il existe w € CTTLP (ﬁ, Ak) tel que

w = Wy sur 02

{ dw=f dans Q)

si et seulement si
(i) df =0 dans Q;
(i) v A f=vAdwy sur 0;
(7ii) pour tout x € Hr (Q,Ak+1), Jo (fix) = [50 (v Awo, x)-

De plus, dans le cas ou k = 0, le résultat reste vrai sous les hypothéses r >0, 0 < h < 1.

On donne maintenant une version du lemme de Poincaré qui donne des solutions explicites.
L’énoncé vient de [9].
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Théoréme A.11 (Solution explicite au lemme de Poincaré dans un domaine étoilé).
Soit Q C R™ un ouvert étoilé par rapport a o € Q, r > 1, 0<k<n—1et feC" (Q,Ak+1). Soit
w: Q — AF définie par

1
w () /0 (x — x0)of (zo +t (x — xo))t*dt
¥y {

1e7, \JO

1
/ (@ — 20)of (z0 + t (x — 20))]’ dt} da!.

Alors, w € C" (Q, Ak) est une solution de dw = f.

Démonstration. La régularité est évidente, et quitte a faire un changement de variables, on peut
supposer sans perte de généralité que xg = 0. On commence par introduire quelques notations, afin
d’alléger les calculs. L’avantage de ces notations est que lorsqu’on calcule des expressions du type
d (aub), il faut faire attention au signe de chaque terme. On propose ici des notations qui permettent
de séparer le calcul des signes du reste.
On écrit donc pour I € Zyyq et j € I, op (45,1) € {—1,1} tel que pour tout a € A' et b € A¥,
[anb) =3 on(j, 1) alb" M},
Jerl
En particulier, on a alors [db]’ = >eron (G, 1) b£>{j}.
On écrit pour J € Ty et j ¢ J, o, (4,J) € {—1,1} de telle sorte que pour tout a € A! et b € AF+1
lab]” =" 0,(j,7) alb U1,
i¢d
La démonstration se sépare maintenant en 3 étapes. On commence par établir quelques propriétés
dans les notations ci-dessus, puis, on réinterprete I'hypotheése df = 0 dans nos notations. Enfin, on
montrera le résultat par un calcul direct.
Etape 1 : On a
(7) pour tout I € Zyy1, j € I, op (J,I) est 'unique élément de {—1,1} tel que

dad A da" Y = o5 (5, 1) da.
En particulier, on a pour tout J € Zy, et j ¢ J dad Adx? = op (j,1U{5}) da 4},
(#) pour tout J € I, j ¢ I, o, (j,J) est I'unique élément de {—1,1} tel que
da? 2dz’ VY = o (4, J) da”.
En particulier, on a pour tout I € Tj, 1 et j € I, da/adax’ = o, (5, 1\{j}) da"\?;
(#ii) pour tout I € Iy et j €I, 0n(j,1)o, (4, I\{j}) =1;
(iv) pour tout I € Tp1q,j €L etl ¢ I, ona

0, (laI\{j})U/\ (ja[> =0, (Z’I) On (j,[U{l}).

Commencons par (7). Pour tout I € Zy41 et j € I on a par définition

[da? nda0Y] = S 00 (71) [dxj]j/ [dacf\{j}r\{j,} —on (G 1),
jel

qui est le résultat voulu. La preuve de (#7) est en tout point similaire & celle de (7), passons donc a la
preuve de (7). On a, pour I € Zy11, j € I et par A.5,
da’ =dz? A (d:erda:I) +da’ (d:vj A dxl)

—_———
=0
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=0, (. I\{j}) da? A dae"\}
=0, (4, 1\{5}) o (4, 1) da’,

d’ott o, (4, I\{j}) o (4, I) = 1, qui est le résultat voulu. Passons & la preuve de (iv). Soit donc I € Ty 1,
jelI,1¢1. Alors, par définition, on a

dzd A (dmlex(I\{j})U{l}) =0, (1, 1\{j}) dz’ A deT\I}
=0, (I, \{j}) on (4, T) dz’.
D’un autre coté, on a par A.5,

dzd A (dledx(f\{j})U{l}) — <dacj, dml> AN EHU{ g0t (dxj A dx(f\{j})U{l})

| ——
=0

= —op (, T U {1}) da sda"1H
=—opn(j, TU{l}) o, (1,1)dz".

Comparant nos deux expressions, on obtient le résultat et ceci termine notre étape 1.
Etape 2 : On montre que pour tout I € Triret 1 &1,

PYIEINND)! 1
SonG 1oy 2 <.

jel

= —on (L TU{l})

Avec nos notations, notre hypothése df = 0 donne que pour tout I’ € Zy 1,

Xl

Z On j? 8.73]

Jjer

Ainsi, si I € Zyq et | ¢ I, utilisant cette égalité pour I’ = T U {l}, on a

9 FUU{IH\{}
0=Yon oy T

jer Zj

+fon(LTU{D}) fj

qui est le résultat voulu.
Etape 3 :
Soit I € Zy41. Alors, on a

1
= [ 006D o s )
0 Lj
Or, pour tout J € Z, on a

[waf (t2)) = o, (1, )z f79 (t2).

1¢J

Ainsi,

[dw]" = / "> on (4,1 8 > oL (L I\{GY) a N (m)] dt
0 jerI LigI\{j}

- / > _on (i1 a Zm(LI\{j})a:lf“\{f‘})U“}(tm)]
. _

jel l¢1
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Y0 (D) o [, G s ()]

jel

(IU{IH\L}
:/ > > on (D)o (LI}« afai](m)t
0 igrjer L
+ 53 on (G, D) o (5. NG} f (k)
jel
I
+ "3 o (5, 1) o, (5, 1\{5}) 7 (tx)tdt
jel

9 f I}

(zzz
/0 DS on (D)o (6 IV g (1)

¢1 jel

+ (k+ 1)t (o) + 713 "y afI (tx)dt

jel

] 1 TU{l j
() _ 9 I\
& /0 S o Don (G TV e =g (ta)

1¢1 jel

+ (k+ 1)t (o) + 7Y a]d (tx)dt

JerI

9 fUUUD\}

_ /0 Y oL (D) S on (5,1 U ALY g (t0)

1¢1 jel

jr]
+ (k4 1) t* 1 (tx) +t’“+1]§xja (ta:) dt.

Utilisant maintenant 1’étape 2, on obtient

I
[dw]’ :/ S 2o, (L) on (1, Iu{l}) o7 (tx)
0 1¢1 Oz
koI k1 af!
+ (k4 1) tF 1 (ta) +-t ija—(tx)dt
jeI Zj
(i) k—l—lz kol k+1 of!
z—— (tz) + (k+ 1) t" ' (tz) +t ija (tx)dt
l¢1 jel

_ /1 (k + 1)tk 1 (tz) + tF T <fo (tz) 33> dt
0

=/Oljt[tk“fl< o) dt = 1 (x).

qui est le résultat souhaité.
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Le théoréme suivant vient de [7, Theorem 3.23] et nous servira a établir 'aspect nécessaires de
certains problémes de Dirichlet dans le cas ot on n’est pas dans un domaine C*°.

Théoréme A.12.
Soit Q un ouvert borné de bord C?, 0 < k < n et f € C! (ﬁ, Ak) tel que v A f = 0 sur 9Q2. Alors,
v Adf =0 sur 0f.

Théoréme A.13 (Extension).
Soit Q C R™ un ouvert borné de bord Lipschitz. Alors, il existe un opérateur d’extension linéaire

E:Cmh (@) - cp (R,

pour tout v = 0 et 0 < h < 1. Plus précisément, il existe C = C(r,2) > 0 tel que pour tout
fecrh(),
supp Ef CCR"
IEfllernmny SC I fllerng -
Ce théoreme d’extension est issu de [7, Theorem 16.11]. Le théoréme suivant est tres utile pour

résoudre les équations aux dérivées partielles du premier ordre. La version ci-dessous est issue de [11,
Theorem 16], voir aussi [13].

Théoréme A.14.
Soit Q C R™ un ouvert bornée de bord Lipschitz et a € C" (R",R™). Alors, les conditions suivantes

sont équivalentes

(i) pour tout f € C" (ﬁ), il existe u € C” (ﬁ) tel que
(a,Vu) = f

dans € ;
(i) pour tout f,g € C” (ﬁ), il existe u € C" (ﬁ) tel que

(a,Vu)y + gu = f

dans € ;
(i) il existe u € C™ (ﬁ) tel que
(a,Vu) #0
dans Q ;
(iv) il existe u € C™ (ﬁ) tel que
(@, V[{a, Vu)]) #0
dans Q.

Dans certains problemes de Dirichlet, on déduit que certains objets constant sont 0 en montrant que
leur produit (extérieur ou intérieur) avec la normale est 0. Pour que ce dernier fait nous permette de
déduire que notre constante est 0, on a besoin de s’assurer que la normale extérieure prend suffisamment
de valeurs linéairement indépendantes. Pour répondre a ceci, on peut par exemple utiliser le résultat
suivant de [18].

Théoréme A.15 (Surjectivité de 'application de Gauss).
Soient f € C® (R") et ¢ € R tel que S = f~1(c) est une surface compacte, connexe, orientable telle
que pour tout p € S V[ (p) #0. Alors, v: S — 9By (0), la normale a la surface est surjective.



148 Annexe A. Analyse et géométrie différentielle

A.3 Résultats élémentaires

Théoréme A.16 (Lemme de Poincaré avec un parametre).
Soient 1 C R™, Q9 C R™ deux ouverts tels que Q0 est étoilér 21 0< k<n—1et f=f(z,y) €
cr (Ql X QQ,AkH) tel que pour tout y € o,

d f (2, y) = 0.
Alors, il existe w € C” (Ql x Qo, Ak) tel que
dyw (2, y) = [ (2, y)
pour tout (z,y) € Q1 x Qo.

Démonstration. Soit xg € O tel que Qy est étoilé par rapport & zo. On définit w: Oy x Qs — AF par
1
wiay) = [ (o= o0) (o0t ¢ (@ = 20) ) e
0

Alors, w € C" (Ql X Qo, A’“) et par le théoreme A.11, w vérifie
dyw = f,
qui est le résultat souhaité. O

Lemme A.17 (Principe de Sélection).
Soient Q& C R™ un ouvert, r > 0 A € R™" v € C" (,R") tel que v(Q) C ImA. Alors, il existe
u e C" (Q,R") tel que

v=Au

dans €.
De plus,

(i) le résultat reste vrai si toutes les occurrences de ) sont remplacées par Q ;
(ii) siv =0 sur 0%, alors u =0 sur O§);
(iii) pour (xo,co,Co) € Q x R™ x R™*™ si v (xg) = Aco et Vv (xg) = ACy alors

u (o) = co et Vu (xg) = Ch.

Démonstration. On commence par considérer la décomposition de A en valeurs singulieres. Soient
donc P, deux matrices inversibles et ¥ = diag (A, ..., \p, 0, ..., 0) tels que

A= PXQ.
Remarquons qu’on a alors P~ (2) C Im¥Q. En particulier, P~1v (Q) C ImY, c’est-a-dire,
[P_lv (1’)]2 =0
pour tout i > m + 1 et x € . Définissons donc

1
P sigigm

0 sim+1<71<n.
Alors, w € C" (Q,R") et on a Yw = P~!v. Pour finir, posons u = Q@ 'w. On a bien u € C” (2, R") et

Au = PYQQ 'w = PXw= PP lv=v.
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La méme construction nous donne les résultats supplémentaires (i) et (i¢). Pour le point (#i4), on
considere alors
a(x) == u(z) — Vu(xo) (x — x0) + Co (x — 20) — u(x0) + co.

On a alors bien que @ (zg) = ¢ et Vi (xg) = Cp. De plus, pour tout = € €,

At () =Au () — AVu (x0) (z — x9) + ACyH (z — zo) — Au (z9) + Aco
=v — Vv (z9) (x — z0) + ACy (z — zo) — v (x0) + Aco = v,

qui est le résultat souhaité. O

Lemme A.18.
Soient 1 & Q des ouverts avec Q connexe. Alors, il existe T € 001 N et v: [a,b] — Q un chemin
continu tel que 7y ([a,b]) C Q1 et v (b) ==.

Démonstration. Soient 1 € Oy et T € 901 NQ. Vu que Q est connexe par arcs, il existe v: [a, 3] — Q
un chemin continu de x1 a .

Soit b:=1inf {t € [a, ] : v (t) ¢ Q1 }. Alors, par continuité de 7 et du fait que €; est ouvert, on a
que b > a. De plus, par définition de b, on a que T := v (b) € 9Q;. Et on a donc le résultat. O

Lemme A.19.
Soient Qq, Q, T et y: [a,b] — Q comme dans le lemme A.18, et A € C1 (Qq,A%) tel que VA se prolonge
continiment a Oy N Q. Alors, A est borné sur v ([a, b]).

Démonstration. 11 s’agit d’une application directe du théoreme fondamental du calcul intégral pour
avoir que A est borné par |A (v (a))| + |[VA|long (7). O
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Définition B.1 (Pseudo-inverse de Moore-Penrose).
Soient en n,m > 1 des entiers et A € R"*™. Le pseudo-inverse de Moore-Penrose de A, noté AT est
I'unique matrice de taille m x n qui vérifie

(i) AATA = A;
(i) ATAAT = AT
t
(i7i) (AAT) = A4l
t
(iv) (ATA) = AtA,
L’existence et 1'unicité du pseudo-inverse de Moore-Penrose est établie dans [16]. Pour une discus-
sion plus générale sur les inverses généralisés, voir [1]. L’intérét du pseudo inverse de Moore-Penrose
est qu’il nous permettra de décrire les solutions du probleme algébrique qui consiste a trouver X, une

matrice telle que AX + X?A = F. Ces formules rendent alors les démonstrations plus élégantes.
On commence par quelques résultats utiles sur le pseudo-inverse de Moore-Penrose.

Proposition B.2.
Soit A € R™*™. Alors,

t
(i) (A" = (A1)’

(ii) si A est inversible, alors, AT = A1 ;

(iii) si A est symétrique ou antisymétrique, ATA = AAY.
Démonstration. La preuve des deux premieres propriétés découle de la définition, tandis que la derniere
découle du fait que pour toutes matrices B, C, (BC)! = C*Bt, que AA" est symétrique et de (7). O

Lemme B.3.
Soient A, F € R" ", Alors,
(1—Aaf) F(1-AT4) =0

si et seulement si pour tout & € KerA et n € KerA?,
(F&,n) =0.

Démonstration. La preuve repose sur le fait qu’en réalité, I — ATA est la projection orthogonale sur
KerA tandis que I — AAT est le projection orthogonale sur KerA?.
Commengons par supposer que

(1—Aa) F(1-At4) =0,

151
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Soit donc ¢ € KerA et n € KerA'. Alors, par hypothése, on a

(Fe,n) = (AATFeg,n) + (FAT A, n) — (AATF AT AE, )
= (AtFg, Aly) =0,

ce qui est le résultat voulu.
Passons a la réciproque. On va montrer que pour tout z,y € R, on a

<(1 - AAT) F (I - ATA) x, y> -0,
ce qui nous donnera le résultat. Or, remarquons que
A(I-ATA)2 = (A= A)z =0,
d’ou (I — ATA) x € KerA et
At (I _ (At)TAt) y= (A~ a)y=0,
ot (1 - (A1) A"} y € KerA'. Ainsi,
((1-A4T) P (1= 414) wy) = (F (1 - a14) 2, (1 (a47)) o)
<F (1-ata)s, <I - (At)T At) y> =0,

par hypothese. O

Dans les théoremes suivants, on donne des conditions nécessaires et des conditions suffisantes pour
I'existence de solutions du probléme algébrique AX 4+ XtA = F. L’idée d’introduire le pseudo inverse
de Moore-Penrose est venue en prenant connaissance des résultats de [12], qui donne des résultats plus
précis que ce dont on a besoin ici.

Théoréme B.4 (L’équation AX + X'A = F avec hypothese de symétrie sur A).
Soient A, F € R™" et 0 € {—1,1} tels que A = 0 A et F' = oF, c’est-a-dire A et F sont tous deux
soit symétriques soit antisymétriques. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Il existe X € R™ ™ une solution de
AX + X'A=F; (B.1)

(ii) pour tout &,n € KerA, (F&,n) =0;
) (I — AAT) F (I — ATA) =0, ou A" dénote le pseudo-inverse de Moore-Penrose de A.
En particulier, si A est inversible, alors (B.1) a toujours une solution et quelle que soit X € R"*"

une solution de cette équation, il existe ® € R™ " tel que ®' = —a® (c’est-a-dire, si A et F sont
symétriques, alors ® est antisymélrique et vice versa) et tel que

X:%A*l(Fjub).

Démonstration. Par le lemme B.3, (i) et (i) sont équivalentes. On va montrer que (7) est équivalent
a (417). La preuve ainsi est plus élégante, mais plus obscure. On discutera sous forme de remarque les
arguments qui constituent la démonstration du fait que (7) est équivalent a (4i). En effet, cette preuve
est plus directe donc apporte une meilleure compréhension du probleme mais elle est moins élégante.
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Commencgons par supposer que (7) est vérifié. Alors, on a

(1—A44") F (1 ATA) = (1 - A4T) (AX + X'4) (1 - AT4)

- (1 - AAT) AX (I - ATA) + (1 - AAT) Xt A (I - ATA) =0,
| S —
-0 =0
ce qui est le résultat voulu.
Passons a la réciproque. Cette preuve est donnée chez [12]. Soit Y € R™*™ une matrice quelconque
et Z € R™", une solution de A (Z + Z') A = 0 (par exemple, Z = 0 fait I'affaire). Posons

X = %ATFATA +ATF (1 ATA) + (1 - AtA) Y + ATAZA.
Alors,
Xt :U;ATAFAT +0? (I - ATA) FAT 4 V" (I - AAT) 4 Az AAT
:%ATAFAT +(1—AtA) At + v (1- A4t) + Az AAT
Ainsi,

AX + XA :%AATFAT + AATF (1 - ATA) + A (1 — ATA) Y + AAtAZA

—_———
=0

+ %ATAFATA + (1 - ATA) FATA+Y? (1 - AAT) A+AZLAAT A

S —
=0

= ATAFATA+ ATAF £ FATA+ A (Z + Zt) A

| S
=0

—F (I—ATA) F <I—ATA) —-F

ce qui termine de montrer que les trois propriétés sont équivalentes.
Pour terminer la démonstration, il faut encore décrire toutes les solutions dans le cas ou A est
inversible. Soit donc X une solution de (B.1). On définit

b= AX — X'A.

Alors, ® vérifie les propriétés souhaitées.
O

Remarque B.5. (i) Il existe une preuve directe du fait que (i) implique (%), qui consiste a diago-
naliser A pour ramener le probléme au cas ou A a la forme

A
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et F vérifie F = 0 pour tout k + 1 <4, j < n. L’équation s’écrit alors

(WO COTE+ (COH) Wk | Wik (O, |,
((00k5,) ik 0 | o

oll pour toute matrice M, (M );c]l dénote la sous matrices de M qui contient les éléments qui

sont sur les lignes 7 a j et les colonnes k a [. En particulier

AL
(M) =
Ak

qui est inversible. Remarquons de plus, que par hypothése, F* = F'. Donc,

((P)Fk,) = ().

Et donc, les équations dans le cadrant en haut a droite sont équivalentes aux équations dans le

cadrant en bas a gauche.

Le résultat découle alors du fait que si A est inversible, les solutions de AX + XA = F existent

toujours si F est symétrique et sont données par X = A~!(F + ®), ou ® est une matrice

antisymétrique quelconque;;

(#) dans [12], les résultats sont que toutes les solutions de (B.1) sont données par la formule pour

X dans la preuve.

Théoréme B.6 (L’équation AX + X'A = F sans hypothése de symétrie sur A).

Soient A, F € R"™ ™. On écrit, pour une matrice M € R" " M, = %(M—I—Mt) pour sa partie

symétrique et M, = & (M — M"), sa partie antisymétrique.
Conditions nécessaires

(i) Siil existe X € R™™, une solution de
AX+X'A=F,

alors
(a) pour tout &,m € KerAy, (Fs&,n) =0;
(b) pour tout £,m € KerA,, (F,&,n) =0;
(¢c) pour tout £ € KerA et n € KerAl, (F&n) =0;

(i) si As et A, sont inversibles, que
(detAq)? ALATY = (detAy)? AgAS Y,
et qu’il existe X une solution de (B.2), alors
-1 -1 1 ks afs
AGA F, + F,A, As = Fs + AA; ?AGAS + AsA, ?AS A,

Conditions suffisantes

(7ii) Si As et Ag sont inversibles et que (B.3) est vérifiée, alors, (B.2) admet une solution.

(B.3)
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(iv) Si As est inversible et que
F, F
Fo = AATI 0+ AT A, (B.4)

alors, (B.2) admet une solution.

Démonstration. Commengons par le preuve de (7).
Soit X € R™ ™ une solution de (B.2). Alors, identifiant partie symétrique et antisymétrique de

notre équation, on obtient que

A X + XtA, = T,
A X + XtA, = F,

Ainsi, par le théoréme B.4, on a que pour tout pour tout &,n € KerAy, (Fs&,n) = 0 et pour tout
&,m € KerAg, (Fu&,n) = 0. De plus, pour tout £ € KerA et n € KerA?, on a

(Fem) = (X¢ Aln) + (X' Ag,n) =0,

ce qui termine la démonstration de (7).
Passons a la preuve de (ii).
On a

AAT Fy + FAATM A =AAT (AaX + X'A,) + (AuX + X'A,) A7 A
=AX + AATIX A+ A XA A, + XA,

De plus,

F,+ AaAs‘l%AaAs + ASAgl%As‘lAa =F, + AaAs_l%A;lAs

detAs\2 /detA, )\ 2 F
: ) AATTATTA,
+<detAa> <detAs) s 5 fa

=F, + A A FL AT A,

=AX 4+ XAy + A ATTAX A A,
+ AGATIXTAAT A,

=AX + X'A, + A XA A

2 2
. <detA5> <detAa) AAZIXA,,

detA, detAg

ce qui est le résultat voulu.

Passons a la démonstration de (7).

Soit H € R™ " une matrice symétrique telle que HA; A, — A;A;PH = 0 (par exemple, H = 0
fait I'affaire.) On pose

F 1 Fy 1 Fs _
X = A;lZ + Aal7 - AaliAs YA, + AT H.
Alors,

F F aFs - _
AX + XA, = + AsAgl7 — AA; 1ZAS Ao+ AAYH
F, F, _ aF _
+ 5+ 5 A YA, — ALA; 1ZAQ YA, — HA A,
:% + % <ASA;1Fa L FAT A, - AsAgl%AglAa - AaAgl%AglAs>

—F..
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De plus,

Fs F, Fs
Fs F, 1 F
+fA81Aa+7“—AaAslf—

A X + XTA, =A A7

:Faa

ce qui montre que X est une solution de (B.2).
Pour terminer la preuve, on montre (7).
On pose

1
X = §A;1Fs.

Alors, de facon évidente, A, X + X'A, = F et ona A, X + X'A, = AaAs_l% + %A;lAa = F,, ce qui
termine la démonstration. ]

Remarque B.7.
L’hypothése (detA,)? A;A L = (detAg)? A, AT peut étre remplacée par le fait quil existe A\, u € R
tel que AAsAL = A, A7t Passant au déterminant, et utilisant le fait que A; et A, sont inversibles,
on a nécessairement que A = (detA,)? et p = (detA,)?.
Proposition B.8 (Une décomposition de matrices en blocs).
Soit A € R™™ une matrice de rang 1. Alors, il existe P € R™*", une matrice orthogonale et A; € R
une matrice inversible telle que
A
pap —| 40
0 0

si et seulement si ImA = ImA?.
En particulier, le résultat est toujours vrai si A est symétrique ou antisymétrique.

Démonstration. Commencons par supposer que ImA = ImA?!. Alors, il existe {b1,...,b,} une base
orthonormale de R” telle que {by,..,b;} est une base orthonormale de (KerA)® = ImA! = ImA et
{bi+1, .-, bn} est une base orthonormale de KerA. Soit maintenant

oll on voit b; comme un vecteur ligne. Plus précisément, pour 1 < i,j < n, P¥ = (bi)j. Alors, on a

(PAPt)U _ zn: PikAkajm
k,m=1
B

= > () A (b)),
k,m=1

= (b;, Abj) .
Ainsi, si j > 1+ 1, on a b; € KerA et donc (PAPt)ij = 0. De plus, on a
I\t 1
KerA? = <(KerAt) ) = (ImA)L = (ImAt) = KerA.
Ainsi, sii >1+1,0n a (PAPt)ij = (A';,b;) = 0. On a donc bien que PAP! est de la forme
0 O

PAPt:{Al 0}
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avec A; € R*!. Montrons maintenant que A; est inversible. A cette fin, on montre que la multiplication
A gauche par A; est surjective. Soit donc y € R! quelconque. Posons jj = (Y1, 91,0,...,0) € R™. Alors,
pour tout 1 < ¢ < n,
n ik l
(P'9). =2 (P)" o = X2 (b), i
k=1 k=1

d’ou, on a que P'j = 22:1 yrbr € ImA. Soit donc z € R™ tel que P'§j = Az, et posons & = Pz € R".
Alors,

A0
0 0

} &= PAP'%T = PAz = .
Ainsi, si ¢ = (21,...,27), on a
Az =y.

Le vecteur y étant quelconque, ceci montre la surjectivité et termine cette partie de la démonstration.
Passons a la réciproque. Commencons par remarquer que

t
Im[‘gl 8]—Rlx{o}x...x{o}—1m{’gl 8]
Ainsi,
ImA =AR"
—pi| 40 pgn
=Rn
_pim | A 0
0 0
t
=P'Im A0
0 0
=ImA,

ce qui termine la démonstration.






Annexe C

Notations

On regroupe ici les différentes notations utilisées tout au long de cette these.

!
A fi
i=1
Anhy, («)
rang[a]

le i®¢ vecteur de la base canonique de R dont toutes les composantes

sont nulles sauf la ™ qui est 1.

I’ensemble des multi indices ordonnés de longueur k.

le produit extérieur.

le produit intérieur.

les dérivées extérieures et intérieures. Voir définition A.1.

pour a une 1 forme, 'opérateur différentiel qui & une k forme différen-

tielle associe dw + a A w. Voir partie I.
pour { fi}ézl des formes différentielles, f1 A fo Ao A fn.

I’ensemble des k formes ¢ telles que a A ¢ = 0.

pour o une 2 forme, le rang de I’application -ua: AY — Al qui & une 1
forme ¢ associe ¢aa. Voir définition A.6.

la normale extérieure au bord d’un ouvert 2 C R”.

pour 0 < 7 < o0, I’espace des fonctions continues dont toutes les dérivées
d’ordre r ou moins sont continues. De plus, C° () = N,>oC" (Q).
I’espace des fonctions qui se prolongent continliment ainsi que toutes
leurs dérivées d’ordre k£ ou moins jusqu’au bord de Q .

le sous espace de C (ﬁ) des fonctions f pour lesquelles il existe C' > 0
tel que pour tout z,y € Q, |f (z) — f (y)| < O |z — y|h.

le sous espace de C” (ﬁ) des fonctions dont les dérivées d’ordre r ap-
partiennent a C%" (ﬁ)

le sous espace de C”" <§) des fonctions dont le support est un sous-
ensemble compact de 2.

Pespace de Sobolev des fonctions de LP (€2) dont les dérivées au sens des
distributions est dans LP (£2).

pour X = R” ou A¥, I'espace des fonctions de € dans X dont toutes les
composantes sont dans C” (2).

pour X = R” ou A¥, I'espace des fonctions de € dans X dont toutes les
composantes sont dans C” (ﬁ) .

pour X = R” ou A¥, I'espace des fonctions de € dans X dont toutes les
composantes sont dans C™" (ﬁ)
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WP (Q, X) pour X = R" ou A¥, I’espace des fonctions de  dans X dont toutes les
composantes sont dans WP (Q, X).

Dift" (U, V) pour U,V deux ouverts de R", ’ensemble des fonctions ¢: U — V qui
sont inversible, dans C” (U, R"™) et dont l'inverse est dans C” (V,R™).

Hr (92, X) pour X = R" ou A, I’espace des applications ou k formes harmoniques
et dont la partie tangentielle s’annule sur le bord de 2. Voir définition
A3.

Hy (2, X) pour X = R” ou A*, I’espace des applications ou k formes harmoniques

et dont la partie normale s’annule sur le bord de €. Voir définition A.3.
C" (9, Anhy_4 (da)) Densemble des (k — 1) formes w € C” (Q, Ak_l) telles que da Aw =0
dans €.
| X| la norme euclidienne de X si X est un vecteur, la mesure de Lebesgue
de X si X est un sous-ensemble mesurable de R", le cardinal de X si
X est un ensemble fini.

[ X ] la  partie entiere infériewre de X > 0 est définie par
max{j €N : j < X}.
l
< ) > le coefficient binomial est définit par ﬁ
i =)
Af le pseudo-inverse de Moore-Penrose. Voir définition B.1.
DN les potentiels de Dirichlet et de Neumann. Voir notation 6.1.
T, Tt dans I'étude des domaines C"-a-simples, les projections sur certaines

parties du bord. Voir proposition 10.8 si a est constant, et définition
10.14 si a n’est pas constant.
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