
a

33rpee | Série III | n.º 2 | novembro de 2016

Modelação numérica do escorregamento de armaduras 
em elementos de betão armado

Numerical modelling of bond-slip effects in reinforced concrete elements
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Resumo
Estruturas porticadas de betão armado (BA) sujeitas à ação 
sísmica apresentam frequentemente deformações localizadas nas 
extremidades dos seus elementos devidas ao escorregamento 
das armaduras em relação ao betão, nomeadamente ao longo do 
seu comprimento de amarração. Apesar de as mesmas poderem 
representar 40% da deformação lateral total de elementos em 
BA, a modelação numérica deste comportamento apresenta ainda 
diversas limitações.
O presente artigo introduz uma estratégia de simulação onde, 
pela primeira vez, um modelo explícito para o escorregamento de 
armaduras é associado a um elemento de viga, com discretização 
seccional por fibras, através de um elemento de ligação com 
comprimento nulo. O elemento proposto adota uma sofisticada 
relação constitutiva de aderência, representando os efeitos da 
degradação cíclica ou da cedência das armaduras, entre outros.
O modelo é validado através da comparação entre resultados 
numéricos e experimentais, demonstrando uma eficiência, precisão 
e estabilidade numérica assinaláveis.

Abstract
Reinforced concrete (RC) framed structures subjected to seismic 
loading often show localized deformations at the extremities of 
the members associated with the slippage of reinforcing bars along 
their anchorage length. Despite this phenomenon being responsible 
for up to 40% of the total lateral deformation of RC members, 
the numerical simulation of this behaviour still presents several 
limitations.
This paper introduces a modelling strategy wherein, for the first time, 
an explicit bond-slip model is developed to be used in connection 
with a fibre-based beam-column element through a zero-length link 
element. The proposed element adopts an advanced bond stress-
slip constitutive relation capable of representing the effects of cyclic 
degradation or rebar yielding, among others.
The numerical model is validated through a comparison with 
experimental results, evidencing a remarkable efficiency, accuracy 
and numerical stability.

Palavras-chave: Betão armado / Escorregamento de armaduras / Modelação 
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1 Introdução

Com a incorporação de armaduras no betão desde meados do 
século XIX, a aderência entre estes dois materiais tem sido objeto 
de numerosos estudos. Uma das principais mudanças de paradigma 
construtivo ocorreu no início do século XX com o aparecimento de 
armaduras nervuradas, as quais vieram substituir as armaduras lisas 
utilizadas convencionalmente até à altura. Esta inovação aumentou 
a adesão entre os dois materiais e, consequentemente, reduziu o 
comprimento de amarração (Le) necessário para transferir a carga 
entre as armaduras e o betão.

Apesar do aumento substancial da resistência proporcionado por 
armaduras nervuradas, sempre que o comprimento de amarração 
é insuficiente, pode ocorrer um escorregamento importante 
daquelas relativamente ao betão envolvente, conduzindo a um 
aumento significativo das rotações ou mesmo à rotura do sistema 
de ancoragem (Figura 1).

Figura 1 Comportamento de regiões de amarração considerando 
comprimentos de amarração adequados (a) e 
insuficientes (b) – adaptado de [1]

Não obstante a relevância destes efeitos de um ponto de vista 
estrutural, é prática comum considerar que as armaduras 
apresentam uma ligação perfeita com o betão envolvente. Como 
tal, as deformações decorrentes do escorregamento das armaduras 
nos nós de ligação viga/pilar ou pilar/fundação são geralmente 
ignoradas. Esta opção reflete a perceção comum, apesar de errada, 
de que as deformações em elementos esbeltos de BA derivam quase 
exclusivamente de mecanismos de flexão.

Ensaios experimentais realizados em pilares de BA [2] e em nós 
viga/pilar com armaduras nervuradas [3] [4] mostraram que o 
escorregamento das armaduras pode contribuir de uma forma 
muito significativa para a deformação lateral dos elementos. Estes 
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valores estão em linha com os resultados obtidos em ensaios cíclicos 
de pilares circulares de BA com armaduras nervuradas ilustrados 
na Figura 2 [5]. Na figura seguinte encontra-se representada a 
contribuição dos diferentes mecanismos para a deformação total 
dos pilares, para crescentes níveis de ductilidade: a vermelho a 
componente associada a deformações por flexão na zona da rótula 
plástica, a azul a componente associada à rotação na base devida 
ao escorregamento das armaduras e a verde a contribuição dos 
restante mecanismos.

Figura 2 Contribuição de diferentes mecanismos para a 
deformação de pilares de BA [5]

Neste contexto, deve ser dedicada uma atenção especial às 
estruturas de BA construídas na primeira metade do século XX, 
uma vez que em geral estas foram construídas com armaduras lisas. 
Neste caso, a contribuição do escorregamento das armaduras pode 
ser ainda mais preponderante – ensaios experimentais realizados em 
pilares [6] e nós viga/pilar [7] revelaram que este mecanismo pode 
contribuir em cerca de 90% para a deformação lateral total dos 
elementos, induzindo inclusivamente a rotura dos mesmos.

O presente artigo examina aspetos de modelação relativos ao 
escorregamento de armaduras na análise sísmica de estruturas. 
Desta forma, as secções subsequentes apresentam um resumo das 
principais alternativas de simulação numérica disponíveis, seguido 
da descrição e validação de um novo modelo desenvolvido pelos 
autores. 

2 Modelos numéricos de aderência atuais
Apesar da importância evidenciada anteriormente, a consideração 
do escorregamento das armaduras em análises numéricas é ainda 
limitada ou feita através de modelos extremamente simplificados, 
tal como aqueles descritos e analisados por Sousa et al. [8]. Uma 
das razões para o presente statu quo reside na ausência de modelos 
numéricos adequados na generalidade do software utilizado para a 
análise sísmica de estruturas porticadas.

O aparecimento de modelos avançados, com recurso a elementos 
finitos refinados para a modelação local do escorregamento de 
armaduras, tem testemunhado desenvolvimentos importantes ao 
longo dos últimos anos, revelando resultados encorajadores (e.g., 
[9], [10], [11] e [12]).

Este tipo de modelos permite considerar de forma direta a adesão 
entre as armaduras e o betão, bem como examinar diferentes leis 
constitutivas para modelar a relação adesão-escorregamento na 
interface dos dois materiais ao longo do comprimento de amarração. 
No entanto, e apesar dos resultados promissores obtidos com esta 
abordagem, esta é computacionalmente muito exigente, tornando 
as análises sísmicas não-lineares com este tipo de elementos 
impraticável para a generalidade das aplicações correntes.

Por outro lado, podem utilizar-se, para essas análises não-lineares, 
elementos de viga com plasticidade concentrada ou distribuída, que 
representam uma alternativa computacionalmente mais eficiente, 
produzindo resultados igualmente precisos para a generalidade das 
estruturas porticadas de BA. No entanto, para este tipo de modelos, 
não é, em geral, possível descrever explicitamente o comportamento 
da interface entre as armaduras e o betão. Como tal, este fenómeno 
tem sido simulado através de formulações simplificadas baseadas 
em relações (essencialmente) empíricas.

Como exemplo, uma das estratégias mais simples para a modelação 
destes efeitos passa pela consideração de uma zona (ou zonas) ao 
longo do comprimento de amarração na qual se assume uma tensão 
de aderência constante, e.g., [13]. Assim, para um dado valor de 
carga imposto, é possível determinar o comprimento de amarração 
necessário para satisfazer as condições de equilíbrio na zona de 
ancoragem. Tendo em conta que a força de amarração corresponde 
ao integral das tensões de aderência ao longo do comprimento de 
amarração, o escorregamento da armadura pode ser facilmente 
determinado como o integral de extensões ao longo do mesmo 
comprimento. 

Apesar de este procedimento ser extremamente eficiente do 
ponto de vista computacional, esta abordagem é baseada na 
ideia simplificada de que as tensões de aderência se desenvolvem 
de uma forma constante ao longo da zona de ancoragem. Como 
ilustrado na Secção 4, a distribuição de diferentes parâmetros de 
resposta relativos ao escorregamento das armaduras pode variar 
significativamente ao longo da barra e, como tal, é difícil estabelecer 
a priori um valor médio constante.

Uma abordagem completamente diferente é proposta em [14]. 
Este modelo, implementado no software OpenSEES [15], considera 
um modelo histerético que relaciona a tensão na armadura com o 
escorregamento, podendo ser integrado em análises com elementos 
de fibras através de elementos de ligação com comprimento nulo. 
A relação histerética considerada foi desenvolvida através da análise 
dos resultados de 16 testes experimentais. Este tipo de abordagem 
é bastante conveniente uma vez que permite a determinação do 
escorregamento de uma determinada armadura de uma forma 
direta, tendo apenas em conta a tensão instalada na armadura 
na interface entre o membro de BA e a zona de ancoragem. No 
entanto, uma vez que a relação proposta é puramente empírica, é 
necessário efetuar um importante esforço de calibração de forma a 
ajustar os vários parâmetros do modelo às diferentes condições de 
ancoragem [7]. 

Por fim, em [16] propõe-se um elemento finito do tipo viga 
em que a contribuição do escorregamento das armaduras é 
incorporada de uma forma explícita num elemento de fibras com 
formulação numérica baseada em forças, vulgo force-based (FB) 
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element. Neste caso, a extensão nas fibras correspondentes às 
armaduras da secção transversal corresponde ao somatório de 
duas contribuições: (i) deformação da armadura e (ii) deformação 
resultante do escorregamento da mesma armadura. Este último 
efeito é modelado através da definição de uma série de elementos 
FB adicionais que representam o comportamento da armadura 
ao longo do comprimento de amarração. A consideração destes 
elementos, juntamente com os correspondentes pontos de 
integração (PIs), permite contornar as limitações enumeradas nos 
modelos anteriores. No entanto, tendo em conta que é utilizada 
uma função de interpolação linear para as tensões de aderência 
ao longo do elemento de armadura, a aproximação do campo de 
tensões só é semelhante à real considerando um número elevado 
de elementos. Esta observação é particularmente relevante uma vez 
que a distribuição de tensões pode variar significativamente com a 
cedência das armaduras ou durante cargas cíclicas.

3 Breve descrição do modelo de aderência 
proposto

Como descrito no ponto anterior, é possível simular os efeitos do 
escorregamento de armaduras de uma forma explícita. No entanto, 
existem poucos modelos de escorregamento disponíveis na literatura 
que possam ser utilizados conjuntamente com elementos finitos de 
viga. Por outro lado, a utilização de abordagens simplificadas, tais 
como o alongamento dos elementos (de um comprimento associado 
à penetração das deformações nos nós viga/pilar ou nos maciços de 
fundação) ou a consideração de molas adicionais na extremidade 
dos elementos de BA, apresenta limitações importantes [8].

Como forma de tentar ultrapassar algumas das limitações descritas 
anteriormente, um modelo de escorregamento foi desenvolvido 
para ser incorporado em análises com elementos de viga com 
discretização em fibras. Após uma detalhada revisão bibliográfica 
(mais detalhes disponíveis em [17]), parece importante que um 
modelo generalizado deva considerar as seguintes propriedades 
mecânicas e efeitos estruturais:

•	  Tipo de rotura
•	  Resistência do betão
•	  Comprimento de amarração
•	  Degradação cíclica
•	  Amplitude das extensões das armaduras
•	  Propriedades das armaduras (superfície deformada ou lisa)
•	  Pressão transversal
•	  Nível de confinamento

Tendo em conta as propriedades e efeitos envolvidos, parece 
evidente que a simulação destes efeitos na zona de ancoragem 
de um determinado elemento de BA não pode ser simplesmente 
baseada numa relação empírica simples e preestabelecida. No 
entanto, estes efeitos podem ser diretamente refletidos através de 
uma lei constitutiva local que relacione a tensão de aderência com 
o nível de escorregamento observado ao longo da interface entre as 
armaduras e o betão circundante. 

Assim, parece essencial definir uma série de pontos de integração 
(PIs) ao longo do comprimento de amarração de cada armadura 

de forma a acompanhar a evolução dos diferentes parâmetros 
de resposta. Adicionalmente, a formulação deve garantir tanto o 
equilíbrio como a compatibilidade em cada um dos diferentes PIs. 

Para além dos princípios enumerados anteriormente, é também 
importante garantir a simplicidade e eficiência do modelo de forma 
a permitir que possa ser usado na avaliação da vulnerabilidade de 
estruturas com um esforço computacional aceitável. Para esse 
fim, o modelo proposto foi desenvolvido como um elemento com 
comprimento nulo, a definir nas extremidades dos membros de BA, 
no qual é concentrada a flexibilidade resultante do escorregamento 
das diferentes armaduras da secção. Para tal, a secção da extremidade 
do elemento é replicada, e o comprimento de amarração das 
diferentes armaduras é simulado através da definição de uma série 
de PIs ao longo do comprimento de amarração de cada barra. A Figura 
3 apresenta um esquema do modelo proposto e a sua integração 
com elementos de viga com fibras. Para melhor compreensão da 
ilustração, o número de armaduras representadas no elemento zero-
length é inferior ao apresentado no elemento de BA.

Figura 3 Representação esquemática das diferentes componentes 
do modelo de escorregamento proposto

Na formulação proposta, as armaduras são modeladas considerando 
uma relação extensão-tensão bilinear, enquanto que a lei constitutiva 
assumida para a relação tensão de aderência-escorregamento segue 
o modelo proposto pelo recente Model Code 2010 [18]. No que 
diz respeito às fibras de betão, a sua resposta é determinada pelo 
modelo constitutivo do betão definido no elemento adjacente ou 
por qualquer outro considerado apropriado. 

A opção pelo modelo constitutivo proposto pelo Model Code 2010 
permite descrever diversas propriedades que podem influenciar a 
aderência, como aquelas enumeradas anteriormente. A generalidade 
desses parâmetros é definida a priori, enquanto que a consideração 
da degradação cíclica ou a redução da tensão de aderência com 
a cedência das armaduras varia durante a análise em função da 
história e amplitude da carga aplicada. A Figura 4 representa de 
uma forma genérica a redução das tensões de aderência com a 
degradação cíclica e cedência da armadura (linha vermelha) em 
relação ao caso em que o efeito destes dois fenómenos é ignorado 
(linha azul). O leitor mais interessado pode encontrar uma descrição 
mais detalhada da definição do modelo constitutivo em [17] e [18]. 
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Figura 4 Comparação da resposta cíclica do modelo constitutivo 
genérico (azul) com o mesmo modelo considerando os 
efeitos de degradação cíclica e cedência de armaduras 
(vermelho)

De uma forma geral, o modelo proposto segue os princípios- 
-base geralmente adotados pelo método dos Elementos Finitos. 
Pretende-se, assim, determinar a força de ancoragem (descrita, para 
elementos de viga, pela força axial e momentos fletores) associada 
ao incremento de deslocamentos nodais (deslocamentos axiais e 
rotações nodais) imposto ao elemento. 

Os próximos pontos sintetizam o procedimento de análise do 
modelo proposto. 

1. Para um determinado deslocamento nodal, o escorregamento 
de cada armadura da secção é determinado com base na 
hipótese de que as secções planas se mantêm planas após 
deformação do eixo do elemento e perpendiculares a este 
último. 

2. Assim, para um dado escorregamento da armadura imposto 
resultante da solicitação imposta (S0), os diferentes parâmetros 
de resposta (escorregamento, tensões de aderência, força 
e extensões) são determinados para cada PI, com base no 
método de Euler Progressivo. 

3. A força de ancoragem (F0) associada ao escorregamento 
imposto é então iterada segundo as regras do método da 
bissecção até a obtenção de convergência. A cada iteração, F0 

é determinado através da integração das tensões de aderência 
associadas a cada PI definido ao longo do comprimento de 
amarração. 

4. A contribuição de cada fibra da secção é então somada de forma 
a determinar as forças na extremidade do elemento (esforço 
axial e momentos fletores nas duas direções ortogonais).

5. A resposta ao nível da secção associada ao escorregamento das 
armaduras é então incorporada na análise estrutural.

Para uma melhor compreensão, o procedimento anterior é descrito 
de uma forma simplificada na Figura 5. Para mais detalhes, o leitor 
deverá consultar [17].

Figura 5 Fluxograma simplificado do modelo de escorregamento 
proposto para utilização conjunta com um elemento 
finito de viga

Em resumo, o modelo numérico proposto requer a definição de 
diversos parâmetros que, essencialmente, podem ser divididos 
em três grupos: (i) geométricos, (ii) materiais e (iii) relativos à 
aderência. O primeiro grupo compreende as dimensões da secção, 
o comprimento de amarração das armaduras e o comprimento de 
influência. Este último representa o comprimento fictício, para o 
interior do nó viga/pilar ou maciço de fundação, ao longo do qual 
é assumido que se desenvolve uma extensão média nas fibras de 
betão comprimidas – como valores de referência pode-se considerar 
duas vezes a altura das fundações ou uma vez a largura dos nós 
quando se pretende simular o escorregamento em ligações pilar/
fundação ou em nós viga/pilar, respetivamente. O segundo grupo 
representa as propriedades dos materiais que, regra geral, devem 
coincidir com aqueles considerados para os elementos adjacentes. 
Por fim, o último grupo reflete os parâmetros que definem o modelo 
constitutivo adotado para o escorregamento sendo que, neste caso, 
correspondem ao modelo prescrito pelo Model Code 2010 [18].

Apesar de o valor do comprimento de influência poder apresentar 
alguma subjetividade na sua definição, é importante referir que o 
procedimento proposto não considera nenhum outro parâmetro 
de calibração e, como tal, a resposta é simplesmente determinada 
com base nas características geométricas da zona a modelar e nos 
modelos constitutivos considerados.
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4 Validação do modelo de aderência 
proposto

Após os necessários testes de validação, o modelo proposto foi 
implementado no programa de cálculo automático SeismoStruct 
[19], permitindo avaliar com maior detalhe a performance respetiva. 
De seguida, a resposta numérica é comparada com resultados 
obtidos em ensaios experimentais considerando: (i) um ensaio de 
arrancamento de uma armadura e (ii) a solicitação cíclica de um 
pilar circular de ponte em BA (Figura 6 (a) e (b), respetivamente). 
A natureza dos ensaios considerados permite obter uma validação 
ao nível dos parâmetros de resposta ao longo do comprimento 
de amarração da armadura [20] bem como avaliar de uma forma 
mais global os efeitos de escorregamento através da resposta 
força-escorregamento de uma armadura ou da rotação medida na 
extremidade dos elementos de BA [5]. 

As principais propriedades do ensaio experimental referente ao 
ensaio de arrancamento são apresentadas na Tabela I. Detalhes 
adicionais referentes a este ensaio podem ser encontrados 
em [20]. Deve ser notado que os valores considerados para o 
modelo constitutivo de aderência representam valores genéricos 
recomendados pelo Model Code 2010 [18], não tendo sido efetuado 
qualquer tipo de calibração.

(a)                                                     (b)

Figura 6 Dimensões gerais dos modelos SD30 [20] e Test 19 [5] 
testados experimentalmente

Os resultados apresentados na Figura 7 indicam a notável capacidade 
do modelo numérico (linhas a vermelho) em aproximar os valores 
experimentais (círculos pretos) associados a diferentes parâmetros 
de resposta ao longo do comprimento de amarração da armadura. 
Deve ser notado que os valores apresentados correspondem a 
um nível de carga superior ao limite de cedência da armadura em 
questão. A superação deste limite assume especial importância 
dado que as tensões de aderência tendem a diminuir abruptamente 
na região plastificada, enquanto se observa um crescimento abrupto 
do escorregamento.

Tabela I Propriedades experimentais e parâmetros numéricos 
considerados no teste SD30 [20]

Propriedades zona 
de amarração

Modelo constitutivo 
de aderência

db (m) 0,0195 α 0,4

Le (m) 0,97 S1 (m) 0,001

fc (MPa) 19,6 S2 (m) 0,002

fy (MPa) 350 S3 (m) 0,01

fu (MPa) 540 τmax (MPa) 2,5√ƒc

Es (GPa) 190 τf (MPa) 0,4 Tmax

Es,p (GPa) ≈ 3,9 

Cclear (m) ≈ 0,01 

O segundo exemplo apresentado diz respeito a um pilar de 
ponte circular sujeito a uma série de cargas cíclicas de amplitude 
crescente (três ciclos por amplitude), até atingir uma ductilidade de 
5 [5]. A geometria do modelo bem como os valores das principais 
propriedades são apresentados na Figura 6 e Tabela II.

Tabela II Propriedades experimentais e parâmetros numéricos 
considerados no Test 19 [5]

Propriedades zona 
de amarração

Modelo constitutivo 
de aderência

Força axial (kN) – λN 640,5 - 10% α 0,4

H (m) 2,44 S1 (m) 0,001

D (m) 0,457 S2 (m) 0,002

Arm. long. (ρl) 10∅19 mm (1,7%) S3 (m) 0,01

Arm. trans. (ρv ) ∅9,5 mm/0,05 m (1,3%) τmax (MPa) 2,5√ƒc

db (m) 0,0189 τf (MPa) 0,4 Tmax

Le (m) 1,0 * Li (m) 0,46 / 0,92 **

fc (MPa) 43,7

fy (MPa) 470

fu (MPa) 637

Es (GPa) 188

Es,p (GPa) ≈1,4 

 λN Rácio de carga axial 
ρl  Percentagem de armadura longitudinal 
ρv  Percentagem volumétrica de armadura transversal
*   Valor aproximado com base na informação disponível
** Valores considerados na análise
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Os resultados apresentados na Figura 8 mostram que a rotação 
estimada na base do elemento resultante do escorregamento das 
armaduras é aproximada de uma forma bastante razoável para níveis 
de ductilidade crescente. Esta figura permite ainda inferir sobre a 
adequabilidade de considerar diferentes comprimentos de influência 
(Li ). Os resultados parecem indicar que avaliar Li como 2 vezes a 
altura da fundação tende a aproximar os resultados experimentais 
de uma forma satisfatória, embora as estimativas sejam um pouco 
conservadoras. Complementarmente a Figura 8 apresenta a resposta 
numérica obtida considerando uma mola elástica na base do pilar 
(círculos verdes) como descrito em [8]. Os resultados indicam que, 
após atingida a cedência (ductilidade igual a 1), as rotações medidas 
na base com este modelo simplificado permanecem essencialmente 
constantes, observando-se uma divergência relativamente aos 
resultados experimentais (círculos pretos) cada vez mais significativa 
com o aumento da ductilidade.

Figura 8 Comparação entre as rotações resultantes do 
escorregamento das armaduras no Test 19 [5] para 
diferentes níveis de ductilidade

Figura 7 Comparação entre os resultados numéricos e experimentais obtidos para o ensaio SD30 [20]
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Finalmente, a Figura 9 mostra a evolução do escorregamento 
medido numa armadura da extremidade da secção com a variação 
de deslocamento lateral imposto no topo do pilar. Os resultados 
demonstram que o escorregamento associado a uma das armaduras 
mais esforçadas do pilar é estimado com uma notável precisão, 
apesar do elevado número de ciclos e ductilidade imposta. 

(a)

(b)

Figura 9 Comportamento histerético experimental (a) e numérico 
(b) do escorregamento nas armaduras de extremidade 
da secção da base do Test 19 [5]

5 Conclusões 
Diversos estudos anteriores revelaram uma importância significativa 
das deformações resultantes do escorregamento de armaduras 
na deformação global de elementos de BA. Tendo em conta as 
limitações existentes na simulação deste fenómeno localizado, 
este artigo apresenta um novo modelo, a ser usado conjuntamente 
com elementos de viga com discretização por fibras, capaz de 
simular explicitamente o acréscimo de flexibilidade resultante do 
escorregamento de armaduras. Os pontos seguintes resumem as 
principais características do modelo numérico proposto:

•	 Desenvolvido como um elemento com comprimento nulo, 
o modelo utiliza uma lei constitutiva avançada capaz de 
representar explicitamente diferentes condições de ancoragem, 
nomeadamente no que diz respeito à degradação cíclica e 
efeitos de cedência das armaduras.

•	 O comportamento de cada armadura é representado através 
de uma série de pontos de monitorização distribuídos ao longo 
do comprimento de amarração, permitindo a determinação 
dos diferentes parâmetros de resposta com base no método de 
Euler Progressivo.

•	 A resposta em termos de força de ancoragem-escorregamento 
é iterada para cada armadura através do método da bissecção. 
Os esforços ao nível da secção (força axial e momentos fletores 
nas duas direções) são finalmente determinados com base no 
integral da contribuição de todas as fibras da secção.

Após ter sido implementado no software de análise não linear 
SeismoStruct [19], a precisão do modelo numérico foi confirmada 
através da comparação com diferentes ensaios experimentais, 
revelando simultaneamente uma encorajante eficiência 
computacional. 
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