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Résumé

Cette thése se place dans le contexte de la théorie des représentations des groupes finis.
Plus particuliérement, dans 1’étude des foncteurs de bi-ensembles. L’exemple classique d’un
foncteur de bi-ensembles est le foncteur de Burnside CB. Pour un groupe fini G, on définit
B(G) comme étant le groupe de Grothendieck des classes d’isomorphisme de G-ensembles et
CB(G) = C®z B(G). Les applications standards de restriction, induction, inflation ou dé-
flation induisent des applications du genre CB(Res%) : CCB(G) — CB(H) (si H < G).
C’est en généralisant ce processus qu’on arrive a la définition de foncteur de bi-ensembles.
Formellement, on considére la catégorie GrB dont les objets sont tous les groupes finis et
Homc g s(G, H) = C ®z B(H,G) ou B(H,G) est le groupe de Grothendieck des classes d’iso-
morphismes de (H, G)-bi-ensembles. Un foncteur de bi-ensembles est alors un foncteur C-linéaire
de C GrB vers C-Vect.

Dans cette thése, je m’intéresse en particulier 4 deux foncteurs de bi-ensembles : le foncteur
de Burnside CB et le foncteur des modules de p-permutation Cppy. Pour le foncteur de Burnside,
un premier résultat porte sur une caractérisation de certains B-groupes; les B-groupes étant
I’élément essentiel de la classification des facteurs de composition de CB. Un second résultat
porte sur le lien entre le foncteur CB et le foncteur des modules libres C Freey. Ce dernier n’est
pas un foncteur de bi-ensembles car 'inflation d’un module libre n’est pas nécessairement libre.
Pour comparer CB et CFree on travaillera sur une adjonction entre la catégorie des foncteurs
de bi-ensembles et celle des foncteurs qui ne savent pas faire d’inflation.

Soit (K, O, k) un systéme p-modulaire. Un aspect du travail effectué sur le foncteur des
modules de p-permutation consiste & comparer Cppy et CRg, le foncteur des représentations
ordinaires. Ceci dans le but d’étudier les facteurs de composition de Cppy en utilisant le fait
que les facteurs de composition du foncteur CRg sont connus. Méme si via cette méthode on ne
trouve pas de nouveaux facteurs de composition du foncteur Cpp; par rapport & ceux connus,
on comprend mieux comment ils apparaissent. D’autre part, de par la classification des modules
de p-permutation, on cherche & exprimer le foncteur Cppy en termes du foncteur des modules
projectifs C Proj; (qui n’est pas un foncteur de bi-ensembles). On utilisera une adjonction entre
la catégorie des foncteurs de bi-ensembles et une catégorie de foncteurs qui contient C Projy,.

C’est dans le but d’utiliser les deux adjonctions citées ci-dessus qu’on trouve dans cette thése
une preuve de I'existence d’un adjoint a gauche et & droite du foncteur

o* - FunR_Mod(Q,R—Mod) I FunR_MOd(%,R—MOd)
F — Fob,

lorsque R est un anneau unitaire, ¥ et & sont deux petites catégories enrichies sur R-Mod et
0 : 6 — 2 est un foncteur enrichi sur R-Mod.

Mots clés. Foncteurs de bi-ensembles, modules de p-permutation, foncteur de Burnside, ad-
jonctions entre catégories de foncteurs enrichis.



Abstract

This thesis is in the context of representation theory of finite groups. More specifically, it
studies biset functors. The classical example of a biset functor is the Burnside functor CB. For
a finite group G, we denote B(G) the Grothendieck group of isomorphism classes of G-sets and
CB(G) = C®z B(G). The standard applications of restriction, induction, inflation or deflation
induce applications like CB(Res$) : CCB(G) — CB(H) (if H < G). Generalizing this process,
we get the definition of a biset functor. Formally, we consider the category GrB whose objects are
finite groups and Home ¢,8(G, H) = C ®z B(H,G) where B(H, G) is the Grothendieck group
of isomorphism classes of (H,G)-bisets. A biset functor is a C-linear functor from C GrB vers
C-Vect.

In this thesis, I focus on two biset functors : the Burnside functor CB and the functor of
p-permutation modules Cppy. For the Burnside functor we first give a result that characterize
some B-groups; B-groups being the essential ingredient in the classification of composition fac-
tors of CB. The second result compare CB and the functor of free modules C Freei. Note that
CFree, is not a biset functor since the inflation of a free module is not necessarily free. To
compare CB and C Free;, we will work on a adjunction between the category of biset functors
and the category of functors that do not have inflation.

Let (K,O,k) be a p-modular system. An aspect of the work done on the functor of p-
permutation modules is to compare Cppy and CRp, the functor of ordinary representations.
The goal is to study the composition factors of Cppy knowing that those of CRy are classified.
Even though this method does not give new composition factors of Cppy, we understand better
where they lie. On the other hand, because of the classification of p-permutation modules, we
try to express the functor Cppy in terms of the functor of projective modules CProj;, (which
is not a biset functor). We will use an adjunction between the category of biset functors and a
category that contains C Projy,.

In the interest of the two adjunctions mentioned above, we find here the proof of the existence
of a left and right adjoint to the functor

0* - ElnR_Mod(@,R—MOd) — FLlIlR_MOd(Cg,R—MOd)
F — Fob,

whenever R is a commutative ring, ¥ and 2 are two small categories enriched over R-Mod and
0:% — 2 is a functor enriched over R-Mod.

Keywords. Biset functors, p-permutation modules, Burnside functor, adjunctions between en-
riched functors categories.
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Introduction

Les foncteurs de bi-ensembles sont un outil moderne de la théorie des représentations des
groupes finis, autrement dit de I’étude des actions de groupes. En théorie des représentations,
le travail direct sur les modules, la théorie des caractéres, la théorie de Brauer ou encore la
théorie des blocs ont apporté beaucoup de résultats. Cependant, il reste encore beaucoup de
questions ouvertes et c’est pour cela que les mathématiciens ne cessent d’introduire de nouveaux
outils dans ce sujet. Avant l'utilisation des foncteurs de bi-ensembles, les mathématiciens ont
découvert l'utilité des foncteurs de Mackey. On peut citer, par exemple, "Two Classification
of Simple Mackey Functors with Application to Group Cohomology and the Decomposition of
Classifying Spaces” de P. Webb ([Web93]) ou "A Mackey functor version of a conjecture of
Alperin" de J. Thévenaz et P. Webb (|[TW90]). Ces foncteurs ont été étudiés en particulier par
J. Thévenaz et P. Webb (|[TW95] ou [Web93|), jusqu’a l'introduction des foncteurs de Mackey
globaux ([Web93]). Proposant une autre approche sur le méme objet, S. Bouc décrit alors les
foncteurs d’ensembles munis d’une double action (|[Bou96|). Dans cette article on trouve une
description de 'utilité de ces méthodes :

La théorie des foncteurs de Mackey peut-étre vue comme une axiomatisation des
procédés d’induction et de restriction.

Dans le cas des foncteurs de bi-ensembles, on peut reformuler la citation ci-dessus et dire que
la théorie des foncteurs de bi-ensembles peut-étre vue comme une axiomatisation des procédés
d’induction, de restriction, d’inflation et de déflation.

Plus précisément, si on note C le corps des nombres complexes, on note C GrB la catégorie
dont les objets sont tous les groupes finis et Home ¢,5(G, H) = C®z B(H, G) (définition 1.2.7),
ot B(H,G) est le groupe de Grothendieck des classes d’isomorphisme de (H, G)-bi-ensembles
finis. Un foncteur de bi-ensembles est alors un foncteur C-linéaire de C GrB dans C-Vect (défini-
tion 1.2.9). Notons que la catégorie des foncteurs de bi-ensembles est une catégorie abélienne. On
peut donc parler de facteurs de composition d’un foncteur de bi-ensembles. Un facteur de com-
position d’un foncteur F' est un foncteur simple S tel qu’il existe des sous-foncteurs Fp, € F} € F
dont le quotient F} /F2 est isomorphe a S. La question naturelle qui se pose donc lors de I’étude
des foncteurs de bi-ensembles est, pour un foncteur donné, de déterminer ses facteurs de compo-
sition. Par exemple, dans [Bou96|, S. Bouc donne la classification des facteurs de composition du
foncteur CB, le foncteur de Burnside. La définition de ce foncteur se trouve dans le paragraphe
1.3.1. Essentiellement, si G' est un groupe fini, on considére B(G) le groupe de Grothendieck
des classes d’isomorphismes de G-ensembles finis. On a alors CB(G) := C ®z B(G). Cette clas-
sification nécessite I'introduction d’une nouvelle "famille" de groupes : les B-groupes. On peut
dire qu’il s’agit exactement des groupes qui interviennent dans la classification des facteurs de
composition de CB. Dans [Boul0], S. Bouc donne la classification des facteurs de composition du
foncteur des représentations ordinaires CR (définition dans la section 1.4.1). Cette classification
est donnée dans le cas ot K est un corps de caractéristique zéro avec toutes les racines de 'unité.
Par ailleurs, M. Baumann ([Baul2| et [Baul3|) a étudié le foncteur des modules de p-permutation,
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Cppy.- Pour un groupe fini G et k un corps de caractéristique p (avec p un nombre premier), un
kG-module de génération finie est dit de p-permutation si c’est un facteur direct d’'un module
de permutation. L’intérét de cette famille de modules et d’étre "assez simple" puisque proche
de la famille des modules de permutation, tout en étant fermée pour la prise de facteurs directs.
On définit alors ppi(G) comme étant le groupe de Grothendieck des classes d’isomorphisme des
kG-modules de p-permutation et Cppy(G) := C ®yz ppx(G) (pour la structure de foncteur voir
2.1.2). Dans ses travaux, M. Baumann donne certains facteurs de composition. Les outils utili-
sés sont divers : restriction & des sous-catégories de C GrB, évaluations dans de petits groupes,
etc. Cela a permis de déterminer certains facteurs de composition de Cppy, mais ils se sont pas
tous classifiés pour autant. C’est cela qui a donné lieu a la premiére question de cette thése : la
classification des facteurs de composition de Cppy.

Malheureusement la question reste encore sans une réponse compléte. Je propose cependant
dans ce travail deux nouveaux outils qui pourraient permettre d’atteindre cette classification.
Le premier outil a été le relévement des modules de p-permutations (voir chapitre 2). On se
place dans le cas ot on a un systéme p-modulaire (K, O, k), en particulier k est un corps de
caractéristique p, on a un application surjective @ — k et K un corps de caractéristique zéro tel
que O € K. Pour un groupe fini G, si M est un kG-module de p-permutation, on peut le relever
en un OG-module de p-permutation, puis on étend les scalaires pour obtenir un K G-module. Ce
procédé permet de définir un morphisme de foncteurs § : Cppp, — CRy (voir la section 2.2). Tout
ceci permettra de montrer que les foncteurs simples Sc,, ¢, (1.2.3), pour C,, un groupe cyclique
d’ordre m, £ : C};, — C un caractére primitif et (m,p) = 1, sont des facteurs de composition de
Cppg.- On savait déja grace & M. Baumann que ces foncteurs simples entrent dans la composition
de Cppg. On sait a présent comment puisqu’ils sont exactement les facteurs de composition de
im(f : Cppr, — CRE).

Une autre méthode pour aborder la classification des facteurs de composition du foncteur des
modules de p-permutation consiste & utiliser la classification des modules de p-permutation. En
effet, dans son article de 1985 (|Bro85]), M. Broué donne une classification détaillée des modules
de p-permutation. Cette classification dit essentiellement que tout kG-module de p-permutation
indécomposable M est un facteur direct du module Indinf?\,c( pyp(M(P)) pour P un p-sous-
groupe de G et M(P) un kNg(P)/p-module projectif indécomposable. Cela a donné I'idée de
décrire le foncteur de bi-ensembles Cppy, a ’aide des modules projectifs. Pour un groupe fini G on
construit CProjy, := C®c Proj,(G) ou Proj,(G) est le groupe de Grothendieck des kG-modules
projectifs. La classification décrite ci-dessus se traduit alors en un isomorphisme

Cppi(G) = @ CProj;, (Na(P)/p)

ol P parcourt les p-sous-groupes de G & conjugaison prés. On voudrait que cet isomorphisme
soit d’une maniére ou d’une autre rendu fonctoriel pour apporter des informations sur le foncteur
Cppy, et pas simplement ses évaluations. Le probléme est que CProj;, n’est pas un foncteur de
bi-ensembles. En effet, si G est un groupe fini et N est un sous-groupe normal dont 'ordre est
divisible par p, on ne peut pas définir

C Proj, ([Infg/N]) . C Proj; (G/j) — C Proj,(G).

En effet, dans ce contexte, I'inflation d’'un kG/p-module projectif ne reste pas nécessairement
projectif. Il s’avére que C Proj,, est un foncteur C-linéaire sur la catégorie C o GrB a valeur dans
C-Vect (section 1.4.2). Explicitement, C ,1;GrB est la sous-catégorie de C GrB dont les objets
sont aussi tous les groupes finis, ot Homc ,,ciB(G, H) = C®z By-14(H, G) et ot By, 4(H, G)
est le groupe de Grothendieck des classes d’isomorphisme de (H,G)-bi-ensembles p-libres a
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gauche (définition 1.1.23). On se retrouve donc & vouloir comparer Cppy, : C GrB — C-Vect et
CProj;, : CpygGrB — C-Vect sachant qu'on a une inclusion C,GrB — CGrB. C’est cette
question qui a donné lieu & la partie II, bien que les résultats du chapitre 4 puissent avoir d’autres
applications. Au vu de la problématique ci-dessus, j’ai dii développer des arguments de théorie
des catégories. En effet, a priori je pensais pouvoir utiliser la théorie des extensions de Kan pour
résoudre ma question. L’élément de cette théorie que je souhaitais utiliser ici est le théoréme
suivant.

Théoréme 0.0.1. Soient &7 et B deux petites catégories et soit F' : o/ — B un foncteur. Pour
une catégorie €, on peut alors considérer le foncteur

F*:Fun(%,%¢) — Fun(«, %)
qui précompose par F'. Si € est co-compléte, le foncteur F* a un adjoint a gauche.

La preuve de ce théoréme est donnée comme preuve de [Bor94a, Theorem 3.2.7, p. 123] (bien
que la terminologie utilisée soit un peu différente). Dans la preuve, la construction du foncteur
adjoint & F'* est explicite et relativement facile & calculer dans des cas pratiques. Au départ, je
souhaitais appliquer ce théoréme avec & = C,,GrB, % = C GrB, F' I'inclusion et 4" = C-Vect.
On aurait alors obtenu une situation

F*
Fun(C GrB, C-Vect) Fun(C ,,,GrB, C-Vect)
¢

ot F'* est le foncteur oubli et ou ¢ serait son adjoint. On pourrait alors comparer ¢(CProj;,)
et Cppr, qui sont & ce moment dans la méme catégorie de foncteurs. Mais le gros probléme est
que 'adjonction ci-dessus se fait entre deux catégories de foncteurs non nécessairement enrichis,
alors que par définition un foncteur de bi-ensembles est un foncteur C-linéaire. Donc, avec les
notations ci-dessus, ¢(C Proj;) n’est pas un foncteur de bi-ensembles. C’est pour cela qu’il a fallu
d’abord dans le chapitre 4 donner une version du théoréme ci-dessus dans le cas ot les catégories
sont enrichies sur C-Vect. Il faut noter qu’il existe une version de la théorie de Kan enrichie
([Bor94b, §6.7, p.340]). Le théoréme ci-dessus a été généralisé dans le cas d’un enrichissement
sur une catégorie bien plus générale que C-Vect. Le probléme de cette version plus générale est
que la preuve est nettement moins explicite et qu’il est trés difficile de calculer ’adjoint dans un
cas particulier. D’ou la nécessité du chapitre 4 qui donne le théoréme suivant.

Théoréme 0.0.2. Soit R un anneau unitaire. Soient € et 9 deux petites catégories enrichies
sur R-Mod. Soit 0 : € — 2 un foncteur enrichi sur R-Mod. Alors, 6 induit un foncteur

o* : FunR_Mod(_@,R—Mod) I FunR_MOd(%,R—MOd)
F — Fod.

1l existe alors un foncteur
¢ : Funp pmod (%, R-Mod) — Fung_nvod(Z, R-Mod)
qui est un adjoint & gauche de 0*.

Le chapitre 5 consiste ensuite a expliciter au maximum ’adjoint ¢ dans le cas ot 2 = C GrB,
¢ = Cp1gGrB et 0 est I'inclusion. Dans le chapitre 5, j’ai profité des formules générales du cha-
pitre 4 pour donner des formules explicites dans d’autres cas utiles a la théorie des foncteurs de
bi-ensembles.

Pour retourner & la question de Cppy, et CProj,, on peut dire qu’on a une non-réponse. Si on
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applique le théoréme 0.0.2 au cas ¥ = CGrB et ¥ = C,GrB, on obtient que ¢(CProj),
I’adjoint du foncteur des projectifs, est bien un foncteur de bi-ensembles. Par contre, il n’est
pas isomorphe & Cppg. On trouve un morphisme ¢(C Proj,) — Cppi qui est surjectif mais pas
injectif. Les détails se trouvent dans la section 6.1.

Finalement, dans cette thése se trouve aussi deux thémes qui ne sont pas en lien avec le
foncteur des modules de p-permutation. Tout d’abord, le chapitre 3 est dédié au foncteur de
Burnside et étudie le lien entre les B-groupes et les relations de Brauer primitives. Il est inspiré
d’un article de Bartel et Dokchitser "Brauer relations and finite groups” (|[BD12]) qui classifie
les relations de Brauer. L’idée principale est de faire un lien entre cette classification générale
de propriétés de B(G) et la structure du foncteur de Burnside. Dans les faits, je donne une
classification des B-groupes dont les quotients sont cycliques.

Pour sa part, la section 6.2 traite quant a elle également indirectement du foncteur de Burnside.
Dans cette section jai utilisé le théoréme 0.0.2 dans le cas ot Z = CGrB et ¢’ = C;GrB est la
catégorie des bi-ensembles libres & gauche (définition 1.2.11). La catégorie

Fune _vect (C 1gGI‘B, C —Vect)

contient alors le foncteur C Free, le foncteur des modules libres (définition dans la section 6.2.1).
Son image par 'adjonction du théoréme 0.0.2 est un foncteur de bi-ensembles. Son étude m’a
permis de démontrer qu’il s’agit en fait du foncteur de Burnside CB (théoréme 6.2.8).



Premiére partie

Foncteurs de bi-ensembles, foncteur des
modules de p-permutation et relations
de Brauer






Chapitre 1

Foncteurs de bi-ensembles

On commence par donner les bases de la théorie des foncteurs de bi-ensembles. Il s’agit
d’énoncer certains faits généraux dont nous aurons besoin plus tard, fixer des notations et donner
les exemples principaux.

1.1 Bi-ensembles

Cette section est dédiée aux bi-ensembles. Premiérement, on rappelle la définition et les pro-
priétés élémentaires. Dans la section 1.1.1, on donne les résultats classiques pour la composition
de bi-ensembles. On donne également les preuves. Finalement dans la section 1.1.3, on décrit les
bi-ensembles libres & gauche ou a droite.

Définition 1.1.1. [Boul0, Définition 2.3.1, p. 18] Soient G et H deux groupes finis. Un (H, G)-
bi-ensemble U est un ensemble U muni d’une action & gauche de H et d'une action a droite de
G telles que

(h-u)-g="h-(u-g),
pour tout ge G, ue U et he H.

Remarque 1.1.2. [Boul0, Remarque 2.3.2, p. 18-19] Cela est équivalent & un (H x G°P)-ensemble.
Donc toutes les notions qui s’appliquent pour les G-ensembles sont aussi valables pour les (H, G)-
bi-ensembles. En particulier, si U est un (H, G)-bi-ensemble, on note H\U/G l'ensemble des
(H, G)-orbites et [H\U/G] un ensemble de représentants des (H, G)-orbites.

Lemme 1.1.3. [Boul0, Lemme 2.3.4, p. 19] Soient G et H des groupes finis.

1. Soit L un sous-groupe de H x G, alors l’ensemble (H x G)/f, est un (H,G)-bi-ensemble
transitif pour ’action définie par :

h-(b,a)L-g = (hb,g ta)L,
pour tout h € H, pour tout (b,a)L € (H x G)/f, et pour tout g € G.

2. SiU est un (H,G)-bi-ensemble, alors il existe un isomorphisme de (H,G)-bi-ensembles
U=~ |_| (H xG)/L,,
we[H\U/G]
ot L, est le stabilisateur de u dans H x G, c.-a-d. le sous-groupe de H x G défini par

Stabgxg(u) = {(h,g) e Hx G | h-u=u-g}.

En particulier, tout (H,G)-bi-ensemble transitif est isomorphe a (H x G)/f,, pour un certain
sous-groupe L de H x G.
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1.1.1 Composition de bi-ensembles

Définition 1.1.4. [Boul0, Définition 2.3.11, p. 21] Soient G, H et K des groupes finis. Si U est
un (H, G)-bi-ensemble et V un (K, H)-bi-ensemble, la composition de V et U est I'ensemble des
H-orbites sur le produit cartésien V' x U, ou ’action a droite de H est définie par :

(v,u)-h = (voh,if1 ),

pour tout (v,u) € VxU et pour tout h € H. Il est noté par V x g U. La H-orbite de (v,u) € V xU
est dénotée par (v, u). L’ensemble V x g U est un (K, G)-bi-ensemble pour I'action définie par :

k-(vpu)-g=(k-v,nu-g)
pour tout k € K, pour tout (v,gu) €V xg U et pour tout g € G.

Notation 1.1.5. Soient G, H et K des groupes. Si U est un (H,G)-bi-ensemble et V un
(K, H)-bi-ensemble, on simplifie en notant

VxU=VxgU
la composition de V' et U, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Exemple 1.1.6. [Boul0, Exemples 2.3.3 et 2.3.9, p. 19-20] Soit G un groupe fini.

— L’ensemble G est un (G, G)-bi-ensemble pour 'action a gauche (respectivement a droite)
définie par la multiplication & gauche (resp. a droite) par G. Ce bi-ensemble est noté Idg.

— Soit H un sous-groupe de G. Alors I'ensemble G est un (H, G)-bi-ensemble, noté Res$,
pour les actions données par la multiplication & gauche par H et a droite par G.

— Soit H un sous-groupe de G. Alors 'ensemble G est un (G, H)-bi-ensemble, noté Ind%,
pour les actions données par la multiplication & gauche par G et a droite par H.

— Soit N un sous-groupe normal de G et H = G/j. Alors I'ensemble H est un (G, H)-
bi-ensemble, noté Infg, pour les actions données par la projection dans H suivie de la
multiplication & gauche par H et la multiplication a droite par H.

— Soit N un sous-groupe normal de G et H = G/jy. Alors 'ensemble H est un (H, G)-bi-
ensemble, noté Defg7 pour les actions données par la multiplication & gauche par H et la
projection dans H suivie de la multiplication & droite par H.

— Si f: G — H est un isomorphisme de groupes finis. Alors U'ensemble H est un (H, G)-bi-
ensemble, noté Iso(f), pour la multiplication a gauche par H et I'image par f suivie de la
multiplication & droite par H.

Les bi-ensembles de cet exemple sont appelés les bi-ensembles élémentaires.

On présente quelques résultats sur la composition des bi-ensembles élémentaires. Ces résultats
sont classiques, ils sont en particulier énoncés dans [Boul0, Pages 2 et 3].

Définition 1.1.7. [Boul0, Définition 2.3.12, p. 21] Soit G un groupe fini. Une section (T, S) de
G est une paire (T,S) de sous-groupes de G telle que S < T.

Proposition 1.1.8 (Formule de Mackey généralisée). Soient (W, X) et (Y,Z) deux sections
d’un groupe fini G, c.-a-d. des sous-groupes de G tels que Z <Y et X <W. On a alors

Defresg/z X Indinf?v/x ~

inf)/” W/X
[Y%/W] Indlnf(YﬁxW)Z/(YﬁJCX)Z X ISO(dI) X ISO(CI‘) X Defres(ymﬁw)x/(zgcmw)x
xe

ol ¢ est l'isomorphisme de conjugaison par x et

dy: (Y 0 "W)X /(7 nowyex = Y 0" W)Z[y ~eX)z

est l’isomorphisme du lemme de Zassenhaus.
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Démonstration. Cette proposition est démontrée dans [BT08, Proposition 7.1, p.17] dans le cas
ot G est un p-groupe (pour p un nombre premier). Mais le cas général se démontre de maniére
identique. O

Lemme 1.1.9 (Formule de Mackey). Soit G un groupe fini et soient H et K deux sous-groupes.
On a alors
Res$ x Ind% ~ 2 Ind? . ;- x Iso(c,) x Resha, k.
ve[H\G/K]

Démonstration. On applique la proposition 1.1.8 pour (W, X) = (K,1) et (Y,Z) = (H,1). On
obtient alors

Res% xInd%

lle

. K/1
Z Indlnf{%mzK)l/(Hml)l X ISO(dw B C:r) X Defres(};me)l/(lme)l
ze[Y\G/W]

ol ¢; est 'homomorphisme de conjugaison par x et d, est I'isomorphisme de lemme de Zassen-
haus. Dans ce cas, il est facile de voir que d, est 'identité. On obtient alors

Res$ x Ind% ~ Z Ind® . ;- x Iso(c,) x Resha k. O
2e[H\G/K]

Lemme 1.1.10. Soit G un groupe fini et soient M et N deux sous-groupes normauz de G. On
a alors

N M
Defg/N X Infg/M ~ Inf€§NM X Defg?NM.

Démonstration. On applique la proposition 1.1.8 pour (W, X) = (G, M) et (Y, Z) = (G, N) et
on obtient

Defg/NxInfg/N

lle

. G/N G/M
Z Ind1nf(c;GﬁxG)N/(GmmM)N x Iso(dy o ¢g) % Defres(Gl.mG)M/(Nsz)M
2e[G\G/G]

ou ¢; est 'homomorphisme de conjugaison par x et d, est I'isomorphisme de lemme de Zas-
senhaus. Dans ce cas, il est facile de voir que d, = Id. De plus, il n’y a pas de somme, car

[G\G/G] = {1¢}. On obtient donc

N M
Defg/N X Infg/M >~ Inf€§NM X Defg?NM. ]

Lemme 1.1.11. Soit G un groupe fini, soit H < G et N < G. On a alors

Defgy x Indff = Ind{y \ x Tso(d) x Defff

oud:H/fp A N — HN/N est lisomorphisme standard.

Démonstration. On applique la proposition 1.1.8 pour (Y, Z) = (G, N) et (W, X) = (H, 1), alors
on obtient

Defg/N xInd$

N . G/N . H/1
~ Z Indlnf?szH)N/(szl)N x Iso(dy o ¢;) % Defres(Gan)l/(szH)l
2e[G\G/H]
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ou ¢; est 'homomorphisme de conjugaison par x et d, est I'isomorphisme de lemme de Zassen-
haus. Dans ce cas, on a [G\G/H]| = {1¢}. De plus, I'isomorphisme

dig: H/N~g — HN/N
h(NnH) — hN
est I'isomorphisme du deuxiéme théoréme d’isomorphisme. On obtient donc

Defg/N x Ind$ =~ Indfl/NN/N x Iso(d) x DefZ/HmN- O

Lemme 1.1.12. Soit G un groupe fini, soit H < G et N < G. On a alors

G/N

Res$ x Infg/N ~ Infg/HmN x Iso(d) x Res v/

oud: HN/N — H/f ~ N est Uisomorphisme standard.

Démonstration. On applique la proposition 1.1.8 pour (W, X) = (G, N) et (Y, Z) = (H,1) et on
répéte la méme preuve que ci-dessus. O

Lemme 1.1.13. Soit G un groupe fini, soient H < G, N < G tels que N < H. On a alors

Resg//% X Defg/N = DefZ/N x Res$;.

Démonstration. Par définition, on a Resg//lvv = G/N le (H/N,G/N)-bi-ensemble avec actions

par multiplication a gauche et a droite par H/p et G/ respectivement. On a Defg/N =G/N
le (G/p, G)-bi-ensemble avec action & gauche par multiplication a gauche et action a droite par
projection puis multiplication a droite. Ces définitions se trouvent dans I’exemple 1.1.6. On pose
alors
f: Defg/N X | Resg — Resg//]]vv XG/N Defg/N .
(AN g) — (N.g/n hglN)

Il est facile de vérifier que cette application est bien définie. Montrons qu’elle est bien injec-
tive. Soient h,h' € H et g,9' € G tels que f((hN,gg)) = f((W N,z g')), c.-a-d. on a égalité
(N,g/n hgN) = (N,g/n W'g'N). Alors, il existe 2N € G/ tel que (NzN,2 ' NhgN) est égal &
(N,h'¢g’N). Donc, cela implique zN = N, d’ou x € N et donc hgN = h'g’N. Il existe donc n € N
tel que hg = h'¢g'n ou de maniére équivalente g = h™'h’'¢g/n. Par conséquent gN = h~'h/¢'N,
mais comme N est normal dans G, cela donne Ng = Nh='h/g’. Donc on a Nhg = Nh/¢/, i.e. il
existe m € N tel que hg = mh'g’, qui implique

(hN,m g) = (N,u hg) = (N,gmh'g") = (mh'N,q ¢') = (W' N,u ¢')

ol la troisiéme égalité découle du fait que N < H. On a alors bien que f est injective,
montrons que cette application est surjective. Soit (gN,q/n g'N) € Resg//]]\lv XG/N Defg/N. Or

(9N,g/n 9'N) = (N,g/n 99'N) = f((N,u 99)).
Il reste alors a vérifier que f est un morphisme de (H/y;, G)-bi-ensembles. Soient g,¢" € G et
h,h' € H, on a alors

hN - f(W"'N,ug'))-g=hN-(N,gnW'g'N)-g
= (hN,g/n I'g'gN)
= (N,g/n hi'g'gN)
= f((hW' N, g'g))
=f(hN-(WN,ug')-g)-

Donc f est bien un isomorpshime de bi-ensembles. O
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Lemme 1.1.14. Soit G un groupe fini et soient H < G et N < G tels que N < H. On a alors

G/N

Indf x Inffj,y = Infg v x Indjy .

Démonstration. On utilise les définitions de I’exemple 1.1.6. pour décrire Ind et Inf. On pose
alors
fiomd§ s Infl — ISy xgyy Indfy
(9,m RN) +~—— (ghN,g/n N).

1l est facile de vérifier que cette application est bien définie. Montrons qu’elle est bien injec-
tive. Soient g,¢' € G, h,h' € H tels que f((g,g hN)) = f((¢’,zg W'N)), c-a-d. on a égalité
(ghN,q/n N) = (¢’W'N,g/n N). Donc il existe N € G/ tel que (ghxN, 27 IN) = (¢W N, N).
En particulier, z7'N = N, c.-a-d. z € N. Donc ghN = ¢'h' N, c.-a-d. il existe n € N tel que
gh = ¢’h'n. Donc, on a

(9,5 hN) = (gh,a N) = (¢'h'n,u N) = (¢'h',u N) = (¢',a ' N)

puisque N < H d’oit on déduit U'injectivité de f.

Soit (g1N,q/n 92N) € Infg/N XG/N Ind%/% | alors

/
H/N>
(91N.g/n 92N) = (9192N.c/n N) = f((9192:1 N)).

Donc f est surjective.
Il reste & montrer que f est un morphisme de bi-ensembles. Soient g,¢’ € G et h,h' € H, on a
alors
g-f((¢, ' N))-hN =g-(¢W'N,qn N)-hN

= (99'W' N,g/n hN)

= (99'W'hN,c/n N)

= f((99's W'hN))

=f(9-(¢\uP'N)-hN).
Donc f est bien un isomorphisme de bi-ensembles. O

Lemme 1.1.15. Si G est un groupe fini, alors on a

Resg = Idg, Indg = Idg, Defg/1 = Idg, Inf§/1 — 1dg.

1.1.2 Décomposition d’un bi-ensemble transitif

Notation 1.1.16. [Boul0, Notation 2.3.21, p.24] Si G et H sont des groupes finis et L est un
sous-groupe de H x GG, on note

pi(L)={he H|3geG, (hg)e L}
p2(L) ={9e G| Jhe H, (h,g) € L}
ki(L)={he H | (h,1)e L}

ko(L) ={geG | (l,9)e L}

q(L) = Ly (L) x ky(L)-

Remarque 1.1.17. Si G et H sont des groupes finis et L est un sous-groupe de H x G, on a des
isomorphismes

P1L) ey (L) = a(L) = p2(L) fiy(L)-
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Lemme 1.1.18. [Boul0, Lemme 2.5.25, p. 26] Soient G et H deux groupes finis.

1. Si (D,C) est une section de H et (B, A) une section de G telles qu’il existe un isomor-
phisme de groupes f : B/4 — D/¢, alors

Lp.c)rB,4) ={(hg)e HxG | heD,ge B,hC = f(gA)}

est un sous-groupe de H x G.

2. Réciproquement, si L est un sous-groupe de H x G, il existe une unique section (D,C) de
H, une unique section (B, A) de G et un unique isomorphisme de groupes f : B/4 — D /¢

tels que L = L(p ) 1.(B,A)-

Démonstration. La preuve dans les détails se trouve dans [Boul0O, Lemme 2.3.25, p. 26]. L’élé-
ment essentiel dans la deuxiéme partie est de poser

D =pi(L), C=ki(L), B=pa(L), et A=ko(L).
]

Lemme 1.1.19. Soient G et H des groupes finis. Soient (D,C) une section de H et (B, A)
une section de G telles qu’il existe un isomorphisme de groupes f : B/4 — D/c. On pose
L = Lp,c),fB,A)- Alors il existe un isomorphisme de (H,G)-bi-ensembles

(H x G)/1, = Ind%, XDInfg/C X pjc Iso(f) xpja Defg/A x 5 Res§,.

Ainsi tout bi-ensemble transitif se décompose en produit d’induction, inflation, isomorphisme,
déflation et restriction.
Remarque 1.1.20. Soient G et H deux groupes finis. Soit U un (H, G)-bi-ensemble transitif. Par
unicité dans I’énoncé du lemme 1.1.18(2), la décomposition
U = Indinff i, x Iso(f) x Defresf; ,
est unique a conjugaison prés. Explicitement, si on a aussi

U=~ Indinfg,/c, x Iso(f) x Defresg,/A/,

alors il existe g € G et h € H tels que D' = D, 9C" = C,"B' = B,"A' = Aet f =cyo0 f ocp-1.

Définition 1.1.21. [BoulO, Définition 2.4.9, p. 30] Soient G' et H deux groupes finis. Alors
on note B(H, @) le groupe de Grothendieck des classes d’isomorphisme de (H, G)-bi-ensembles
finis pour 'union disjointe. Pour U un (H, G)-bi-ensemble, on note [U] sa classe d’isomorphisme
dans B(H, G).

Remarque 1.1.22. Soient G,H et K des groupes finis. Il existe une unique application bilinéaire
xpg:B(K,H)x B(H,K) - B(K,QG)

telle que [V] xg [U] = [V xg U] pour tout (K, H)-bi-ensemble V et tout (H, G)-bi-ensemble
V' (voir [Boul0, Notation 2.4.10, p. 30]).

Cette multiplication est associative (lorsque cela fait sens), distributive par rapport a ’addition
et la multiplication par I'identité est triviale (voir [Boul0, Proposition 2.4.11, p. 30]). On obtient
donc que B(G,G) est alors muni d’une structure d’anneau.
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1.1.3 Bi-ensembles p-libres a gauche ou a droite

Soit p un nombre premier. Un groupe fini G est dire d’ordre p’ si son ordre n’est pas divisible
par p.
Définition 1.1.23. Soient G et H deux groupes finis. Un (H, G)-bi-ensemble U est p-libre a

gauche si pour tout v € U l'ordre du stabilisateur de u dans H n’est pas divisible par p.

Lemme 1.1.24. Soient G et H deux groupes finis et soit U un (H, G)-bi-ensemble transitif. On
suppose
U=(HxQ)/,= Indinfg/c x Iso(f) x Defresg/A.

Alors, U est p-libre o gauche si et seulement si C est d’ordre p'.
Démonstration. Rappelons tout d’abord qu’on a C' = k; (L) (voir [Boul0, Notation 2.3.21, p.24]).
Soit u = (z,y)L € U. Alors, on a
Stabg(u) ={he H | h(x,y)L = (z,y)L}

={he H | (hz,y)L = (z,y)L}

={heH| (z 'ha,1)L = L}

—{heH |z thz ek (L)}

={heH| he®ki (L)}

=%k (L) ="C.

Donc on a bien que U est p-libre & gauche si et seulement si |C] est p'. O

Définition 1.1.25. Soient G et H deux groupes finis. Un (H, G)-bi-ensemble U est p-libre a
droite si pour tout u € U 'ordre du stabilisateur de v dans G n’est pas divisible par p.

Lemme 1.1.26. Soient G et H deux groupes finis et soit U un (H, G)-bi-ensemble transitif. On
suppose
U=(HxQ)/,= Indinfg/c x Iso(f) x Defresg/A.

Alors, U est p-libre a droite si et seulement si A est d’ordre p'.

Démonstration. La preuve est identique & celle du lemme 1.1.24. O

1.2 Foncteurs de bi-ensembles, catégories admissibles et fonc-
teurs simples

Dans cette section, on donne la définition des foncteurs de bi-ensembles. On va également
considérer la catégorie des foncteurs de bi-ensembles et ses propriétés. On notera que cette
catégorie est une catégorie abélienne. On pourra donc parler de foncteurs simples ou de facteurs
de composition d’un foncteur de bi-ensembles.

1.2.1 Catégories enrichies

Soit R un anneau unitaire. On note R-Mod la catégorie des R-modules et R-mod la catégorie
des R-modules de génération finie.

Définition 1.2.1. On dit qu'une catégorie ¥ est enrichie sur R-Mod, si € est une catégorie
et si pour tous les objets C' et C' de €, 'ensemble Homy (C, C”) a une structure de R-module
compatible avec la composition.
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Notation 1.2.2. Pour simplifier I’écriture, on écrit simplement C' € & lorsque C est un objet
de la catégorie %.

Définition 1.2.3. Soient € et 2 deux catégories enrichies sur R-Mod. Un foncteur F : ¢ — 2
est un foncteur enrichi sur R-Mod si pour tout C,C' €%, f,g: C — C' dans € et A€ Ron a

F(\f+g) =AF(f) + F(g).

Notation 1.2.4. On note Fung \104(%, 2) la catégorie des foncteurs enrichis sur R-Mod de ¢
vers 9.

Remarque 1.2.5. La catégorie Fung_\oq(%, R-Mod) est une catégorie abélienne R-linéaire (voir
[Boul0, Proposition 3.2.8, p. 44-45]).

1.2.2 Définition des foncteurs de bi-ensembles et autres catégories
Soit R un anneau commutatif unitaire.

Définition 1.2.6. [Boul0, Definition 3.1.1, p. 41| On définit GrB la catégorie dont les objets
sont les groupes finis. De plus, si G et H sont des groupes finis, alors Homg,5(G, H) = B(H, G).
Pour G, H et K des groupes finis, alors la composition v o u du morphisme v € Homg,g(G, H)
et du morphisme v € Homg,p(H, K) est égale & v x iy u. Finalement, pour tout groupe fini G, le
morphisme identité de G dans GrB est [Idg].

Pour G, H deux groupes finis, Homg,g(G, H) est un groupe abélien fini. En fait, GrB est
une catégorie pré-additive. Nous allons définir une catégorie similaire qui sera elle enrichie sur
R-mod.

Définition 1.2.7. [Boul0, Definition 3.1.6, p.s 42-43] On définit R GrB la catégorie dont les
objets sont les groupes finis. De plus, si G et H sont des groupes finis, on définit

Hompas(G,H) = R®z B(H,G).

La composition est étendue & partir de celle de GrB. Finalement, pour tout groupe fini G, le
morphisme identité de G dans R GrB est 1z ® [Id¢g].

Remarque 1.2.8. 1. La catégorie R GrB est enrichie sur R-mod (voir [BoulO, p. 43]).

2. Un morphisme u : G — H de RGrB sera écrit Y, \;[U;] pour \; € R et U; des (H, G)-
bi-ensembles.

Définition 1.2.9. Les objets de la catégorie Fung _mod (R GrB, R-Mod) s’appellent les foncteurs
de bi-ensembles sur R GrB.

La proposition suivante nous permettra par la suite de travailler plus facilement avec la
catégorie des foncteurs de bi-ensembles. Elle spécifie en particulier la structure de catégorie
enrichie de Fung_poq(R GrB, R-Mod).

Proposition 1.2.10. [Boul0][Proposition 3.2.8, p. 44-45] Soit Z une sous-catégorie pré-additive

de GrB.
~ La catégorie Fung_moa(RZ, R-Mod) est une catégorie abélienne R-linéaire : sip: F — F’
est un morphisme de foncteurs de bi-ensembles, alors pour tout objet G de P

ker(p)(G) = ker(ug)
coker(u)(G) = coker(uq).
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~ Une suite 0 > F 5 F' X F" — 0 est une suite ezacte dans Fung_neq(RZ, R-mod) si et
seulement si pour tout objet G de 9, la suite

0— F(G) 2% F'(G) 2% F'(GQ) — 0
est une suite exacte dans R-mod.

Définition 1.2.11. On définit plusieurs sous-catégories de GrB que nous utiliserons plus tard.
Soit p un nombre premier.

1. On note 1,GrB la catégorie dont les objets sont tous les groupes finis. Pour GG et H deux
groupes finis, on définit Hom, c,p(G, H) comme étant le sous-groupe de B(H,G) des
(H, G)-bi-ensembles libres a gauche (i.e. sans inflation).

2. On note GrBy, la catégorie dont les objets sont tous les groupes finis. Pour G et H deux
groupes finis, on définit Homg,p (G, H) comme étant le sous-groupe de B(H,G) des
(H, G)-bi-ensembles libres a droite (i.e. sans déflation).

3. On note ,,1;GrB la catégorie dont les objets sont tous les groupes finis. Pour G et H deux
groupes finis, on définit Hom , c,5(G, H) comme étant le sous-groupe de B(H,G) des
(H, G)-bi-ensembles p-libres a gauche.

4. On note GrB, 14 la catégorie dont les objets sont tous les groupes finis. Pour G et H deux
groupes finis, on définit Home,p (G, H) comme étant le sous-groupe de B(H,G) des
(H, G)-bi-ensembles p-libres a droite.

5. On note & la sous-catégorie pleine de GrB dont les objets sont tous les p-groupes finis.

6. On note 2 la sous-catégorie pleine de GrB dont les objets sont tous les groupes finis
d’ordre p’, c.-a-d. d’ordre premier a p.

Remarque 1.2.12. De maniere similaire & la définition 1.2.7, on peut définir R ,1;GrB, R GrB, 4,
ngGrB, RGrBld, RZ et R2.

Définition 1.2.13. [Boul0|[Definition 4.1.7, p. 55] Une classe Z de groupes finis est dite fermée
pour la prise de sous-quotients si tout groupe isomorphe & un sous-quotient d’un élément de 2
est un élément de 2.

Une sous-catégorie 2 de GrB est dite repléte si c’est une sous-catégorie pleine dont la classe des
objets est fermée pour la prise de sous-quotients.

Remarque 1.2.14. Les catégories & et 2 sont deux sous-catégories replétes de GrB.

1.2.3 Foncteurs simples
Soit R un anneau commutatif unitaire.

Définition 1.2.15. Un foncteur est dit simple s’il est non-nul et ne posséde pas d’autre sous-
foncteur que lui-méme et le foncteur nul.

Définition 1.2.16. Une sous-catégorie 2 de GrB est dite admissible si elle contient les isomor-
phismes de groupes, et si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. Si G et H sont des objets de Z, alors il existe un sous-ensemble S(H,G) de l'ensemble
des sous-groupes de H x G, invariant par (H x G)-conjugaison, tel que Homg (G, H) est
le sous-groupe de Homg,g(G, H) engendré par les éléments [H x G/ ], pour L € S(H,G).
2. Si G et H sont des objets de 2, et si L € S(H,G), alors (L) est un objet de 2. De plus,

Defresg(L)/kQ(L) et Indinfg(L)/kl(L) sont des morphismes de 2.
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Définition 1.2.17. [Boul0, Definition 3.2.2, p. 43| Soit 2 une sous-catégorie pré-additive de la
catégorie GrB. Si F est un objet non-nul de Fung_med(RZ, R-mod), alors un groupe minimal
pour F est un objet H de 2 tel que F(H) # 0, mais F(K) = 0 pour tout objet K de 2 avec
K| < |H].

Dans la catégorie Fung_meq(RZ, R-mod) pour 2 une sous-catégorie admissible de GrB,
les objets simples sont entiérement classifiés. La classification peut étre consultée dans [Bou96,
Section 4] ou [Boul0, Chapter 4]. On définit un foncteur R-linéaire Lfl% : RY — R-mod pour
tout objet H de 2 et tout Endgg(H)-module V. On pose

LE3(G) = Hompg (H, G) ®kndpy (1) V
pour tout objet G de 2. De plus, pour ¢ : G — G’ un morphisme de 2, on a

L3 (9): Luv(G) — Lav(G)
1/}@2} — (pO’Lﬁ@”[},

La construction de Lx n’est en fait pas anodine. Pour n’importe quel objet H de Z, 'an-
neau Endrg(H) est une R-algebre. On considére alors le foncteur évaluation Fy de la catégorie
Fung_moq(RZ, R-mod) vers la catégorie Endgy(H)-mod. Ce foncteur est défini, pour un fonc-
teur F' de Fung_med(RZ, R-mod) par Ey(F) := F(H). Pour u € Endry(H) on définit 'action
de u sur m € F(H) par u-m := F(u)(m). Le foncteur Fy a un adjoint a gauche qui a un
Endry(H)-module V associe le foncteur Lg?{/

Pour tout foncteur F' € Fung_poq(RZ, R-mod) et pour tout Endgry(H)-module V| on a alors
des isomorphismes

Hompyn, . (R7.R-mod) (Lie, F) = Homppg ., () (V, F(H))

naturels en F et V.

Pour trouver les foncteurs simples, on démontre que si V' est un Endr4(H )-module simple
alors Lg?v a un unique sous-foncteur maximal, noté Jg’%. Le quotient Sf],@v = Lg,@v/ JE7, est

donc simple, il vérifie de plus SEZ,(H) = V (voir [Bou96, Lemme 1, p. 668]).

D’autre part, on démontre que tout foncteur simple S de la catégorie Fung_moq(RZ, R-mod)
est de cette forme, ie. S = Sg’% pour H un groupe minimal de S sur Z et V = S(H) un
Endry(H)-module simple.

Finalement, si S est un foncteur simple avec groupe minimal H tel que S(H) = V, on peut
identifier le Endry(H )-module simple V' a un R Out(H )-module simple (via une décomposition
de Endpg(H)), voir [Boul0, §4.3.5, Page 60].

Par conséquent, on obtient que tous les foncteurs de la forme S ﬁ%, pour H un objet de Z et V un
R Out(H )-module simple, sont simples et tous les foncteurs siﬁlples de Funpg _moed(RZ, R-mod)
sont de cette forme.

Lemme 1.2.18. [Boul0, Lemma 4.3.9] Soit 7 une sous-catégorie admissible de GrB. Soit Sﬁ?{/
le foncteur simple associé au groupe fini H et au R Out(H )-module simple V. Si G est un objet
de 9 tel que Sﬁ%(G) # 0, alors H est isomorphe a un sous-quotient de G.

Proposition 1.2.19. Soit G un groupe fini. Alors dimc Sf(gﬁ(G) est égal au nombre de classes
de conjugaison de sous-groupes cycliques de G.

Démonstration. Ce résultat est une version plus faible de [Boul0, Proposition 4.4.8, p. 71]. O
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Proposition 1.2.20. /[BST1/4, Proposition 7.1, p.13] Pour G et H deux groupes finis, on note
Y1 (G) Uensemble de toutes les section (T,5) de G telles que T'/g =~ H.
Supposons que X (G) contienne une unique section (T,S) & conjugaison prés. Alors

Suyv(G) = TriVG(T,S)/T(V)'

En particulier, Sy (G) = 0 st et seulement si laction de

Z conj,

gGNc;(T,S)/T

sur 'V est zéro.

1.2.4 Facteurs de composition

Définition 1.2.21. [Baul3, Définition 11] Soit & une sous-catégorie admissible de GrB. Soit F
un objet de Fung_med (RZ, R-mod).

Alors un foncteur simple S sur RZ est un facteur de composition de F s’il existe des sous-
foncteurs F' < F” < F tels que F” /[pr = S.

Restriction des foncteurs simples aux sous-catégories pleines

On donne ici une proposition qui permettra par la suite de trouver les facteurs de composition
d’un foncteur donné.

Proposition 1.2.22. [Boul0, Proposition 4.2.2, p. 56] Soit 2 une sous-catégorie de GrB conte-
nant les isomorphismes de groupes et soit € une sous-catégorie pleine de 9. 7

Si F' est un objet simple de Fung_med(RZ2, R-mod), et si ResZ(F) # {0}, alors ResZ(F) est un
objet simple de Fung_meq(R%, R-mod).

Remarque 1.2.23. Soit 2 une sous-catégorie de GrB contenant les isomorphismes de groupes
et soit ¢ une sous-catégorie pleine de 2. Soit H un objet de & et soit V' un Out(H )-module
simple. Notons que si Resﬁ%(Sﬁ%) #0, on a Resﬁ%(Sﬁ’%) = Sﬁj{/

Proposition 1.2.24. [Baul2, Proposition 2.43, p. 22| Soit 9 une sous-catégorie admissible de
GrB et soit € une sous-catégorie pleine de 9.

Soit F' un objet de Fung med(RZ, R-mod). Soient V' un objet de 2 et V un R Out(G)-module
simple. Si Sﬁf/ est un facteur de composition de Resgg(F) sur R€, alors Sﬁ% est facteur de
composition de F sur R9. ,

La proposition ci-dessus sert d’argument central pour plusieurs résultats de [Baul2|.

Remarque 1.2.25. Pour F € Fung _0d4(RZ, R-mod) et € un sous catégorie de 2, on note souvent
F pour Resga(F).
1.3 Foncteur de Burnside

On donne, dans cette section, la définition d’un foncteur de bi-ensembles bien particulier :
le foncteur de Burnside.
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1.3.1 Définition du foncteur de Burnside

La définition du foncteur de Burnside peut étre trouvée dans [Boul0, Chapter 5] ou [Bou96,
§7].

Soit A un anneau commutatif unitaire.

Définition 1.3.1. Soit G un groupe fini. Le groupe de Burnside B(G) de G est le groupe de
Grothendieck de la catégorie des G-ensembles finis, avec la loi d’addition donnée par

[X 0 Y] = [X]+[Y],

ot X et Y sont des G-ensembles finis, et [X] dénote la classe d’isomorphisme de X.

On pose AB(G) := A®z B(G).

Remarque 1.3.2. Soit G un groupe fini. Le groupe de Burnside B(G) a une structure naturelle
d’anneaux, pour le produit défini par [X][Y] = [X x Y], pour des G-ensembles finis X et Y.
On peut trouver un excellent résumé des propriétés de 'anneau de Burnside dans [Bou00].

Soit G et H deux groupes finis et soit U un (H, G)-bi-ensemble. On définit

B(U): B(G) — B(H)
[X] — [UxgX]

Premiérement, remarquons que B(U) est bien défini. En effet, si X =~ Y comme G-ensembles
alors U xg X = U xg X comme H-ensembles et

UXG(Xll_lXQ);UXGXll_IUXGXQ

pour tous G-ensembles X7 et Xo.
Remarque 1.3.3. Soient G, H et K trois groupes finis. L’application B(U) : B(G) — B(H)
vérifie
Ui =U; = B(Ul) = B(UQ)
B(U1 uUQ) (U1)+B(U2)
B(V)oB(U)=B(V xygU)
pour tout U, Uy et Uy des (H, G)-bi-ensembles et tout V un (K, H)-bi-ensemble.

On a donc
AB € Fung _poq(A GrB, A-mod).

Lemme 1.3.4. Les foncteurs CB et LCGTB sont isomorphes sur la catégorie C GrB.
Démonstration. Soit G un groupe fini, on a alors

LY@ (G) = Home aup(1, @) ®pnde ¢y C = CB(G, 1) ®c C = CB(G, 1).
On peut donc définir un isomorphisme

ag: LS%TB(G) — CB(G)
[X] — [X]

ol tout (G,1)-bi-ensemble X est vu comme un G-ensemble. Cette application est bien défi-
nie, C-linéaire et c’est un isomorphisme. On vérifie également que ces applications définissent
une transformation naturelle L(lcgrB — CB puisque les définitions de L(lcg’"B (G) et CB sur les
morphismes sont essentiellement les mémes. 7 O
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1.3.2 Classification et B-groupes

En utilisant les idempotents de 'anneau de Burnside, S. Bouc a classifié les facteurs de
composition du foncteur CB sur la catégorie C GrB. La classification des facteurs de composition
de CB est explicitement donnée dans [Boul0O, Chapter 5. Comme mentionné ci-dessus cette
classification utilise les propriétés des idempotents de ’anneau de Burnside. Il se trouve que les
facteurs de composition simples apparaissant dans CB sont caractérisés a ’aide des B-groupes
(voir [Boul0, Definition 5.4.6, p. 85]).

1.4 Foncteurs des représentations et des modules projectifs

1.4.1 Définition du foncteur des représentations ordinaires

Soit F un corps quelconque.

Notation 1.4.1. Soit G un groupe fini, on note Rp(G) le groupe de Grothendieck de la catégorie
des FG-modules de dimension finie. C.-a-d. Rp(G) est le groupe abélien libre sur l’ensemble
{[V]|V FG- module de génération finie} quotienté par le sous-groupe engendré par les éléments
de la forme [U] —[V] = [W] o1 0 > V — U — W — 0 est une suite exacte de FG-modules (et
ou [.] dénote la classe d’isomorphisme d'un FG-module).

Lemme 1.4.2. Supposons que F soit de caractéristique p (avec p un nombre premier ou p = 0).
Soient G et H deux groupes finis et soit U un (H, G)-bi-ensemble fini. On considére l'application
M — FU ®pg M pour M un FG-module. Si U est p-libre & droite, alors l'application ci-dessus
induit une application Rp(U) : Rp(G) — Ryp(H).

Lemme 1.4.3. Soit G un groupe fini. Si U est un G-ensemble a droite transitif de la forme
U~ Q\G avec Q un p'-sous-groupe de G, alors FU est un FG-module projectif a droite.

Prewve du lemme 1.4.3 . Puisque U = Q\G, on a FU = F ®pg FG. On va montrer que F est un
FQ-module projectif & droite. On considére I’application d’augmentation ¢ : FQQ — F : ¢ — 1.
On a alors une courte suite exacte de FQ-modules ot 1Q) dénote I'idéal d’augmentation

0-1IQ—>FQSF—0
qui est scindée par I'application F — FQ : 1 — \6\2’16@ q. Donc on a FQ =~ F ® I() comme
F@-modules & droite. Donc F est un facteur direct du module libre FQ), il est donc projectif. Il
s’ensuit alors que FU = F ®rq FG est un FG-module projectif a droite. O

Preuve du lemme 1.4.2. On va montrer que si U est p-libre & droite alors FU est un FG-module
a droite projectif. Si on a démontré cela, alors le foncteur FU ®pg — est exact. Dans ce cas,
Papplication M — FU Qg M préserve les suites exactes (elle préserve déja les isomorphismes)
et donc induit bien une application Rp(U) : Rp(G) — Rp(H).

Montrons alors que si U est p-libre a droite, FU est projectif & droite. Comme U est un (H, G)-
bi-ensemble, U est en particulier un G-ensemble & droite. Par la définition de p-libre & droite,
si u € U, 'ordre du stabilisateur de u dans G n’est pas divisible par p. Autrement dit, on a une
décomposition de U en G-ensembles transitifs

U=~O1\Gu...uQ,\G

ol Q; est d’ordre p’ pour tout 1 < ¢ < n. On applique alors le lemme 1.4.3, ce qui démontre le
résultat. O
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Remarque 1.4.4. Soient G, H et K trois groupes finis. L’application Rp(U) : Rp(G) — Rp(H)
vérifie
U ~Uy=> R[E‘(Ul) = R]F(UQ)
R]F(Ul [ UQ) = R]F(Ul) + RF(UQ)
Rr(V)o Rp(U) = Rp(V xg U)

pour tout U, Uy et Uy des (H, G)-bi-ensembles p-libres a droite et tout V' un (K, H)-bi-ensemble
p-libre a droite.
Soit A un anneau commutatif unitaire. On a donc, si F est de caractéristique p > 0,

ARy € Fung mod(A GrB,, 14, A-mod).

Remarquons que si F est de caractéristique zéro, il n’y a pas de condition sur les bi-ensembles,
c.-a-d.
ARp € Funy _04(A4 GrB, A-mod).

1.4.2 Définition du foncteur des modules projectifs

Soit F un corps de caractéristique p non nulle.

Notation 1.4.5. Si G est un groupe fini, on note Projp(G) le groupe de Grothendieck des FG-
modules projectifs de génération finie. C.-a~-d. Projz(G) est le groupe abélien libre sur ’ensemble
{[P] | P FG — module projectif de génération finie} quotienté par le sous-groupe engendré par
les éléments de la forme [P @ Q] — [P] — [Q] pour P et Q des FG-modules projectifs.

Lemme 1.4.6. Soient G et H deuzx groupes finis et soit U un (H,G)-bi-ensemble fini. On
considere M — FU Q@rg M pour M un FG-module projectif. Si U est p-libre a gauche, alors
Papplication ci-dessus induit un homomorphisme de groupes Projp(U) : Projy(G) — Projyp(H).

Démonstration. On démontre de la méme maniére que dans la preuve du lemme 1.4.2 que FU
est un FH-module & gauche projectif. Si M est un FG-module projectif, alors FU Qpg M est
aussi un FH-module projectif. En effet, puisque M est projectif, il existe N un FG-module tel
que M @ N = FG®" pour un entier n. Alors on a

(FU ®rc M) ® (FU @rg N) = FU ®rg (M @ N)
~ FU ®p¢ FG®"
~ (FU ®rg FG)®"
=~ (FU)®".

Et donc FU ®pg M est facteur d’'un module projectif et est donc projectif lui-méme. Comme
I’application FU ®pg — préserve les sommes directes, cela induit bien un homomorphisme de
groupes Projp(U) : Projp(G) — Projp(H). 0O

Remarque 1.4.7. Soient G, H et K trois groupes finis. L’application définie dans le lemme 1.4.6

vérifie

Uy = Uy = Projp(Ur) = Projp(Us)
Projp(Uy u Us2) = Projp(Uy) + Projp(Us)
Projp(V') o Projp(U) = Projp(V x g U)
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pour tout U, U; et Uy des (H, G)-bi-ensembles p-libres & droite et tout V' un (K, H)-bi-ensemble
p-libre & droite.
Soit A un anneau commutatif unitaire. On a donc, si F est de caractéristique p > 0,

AProjp € Funy moed (A4 p-1gGrB, A-mod).

Remarquons que si F est de caractéristique zéro, il n’y a pas de condition sur les bi-ensembles,
c.-a-d.
AProjp € Fung_meq(A GrB, A-mod).

Théoréme 1.4.8. Soit G un groupe fini. Le nombre de classes d’isomorphisme de kG-modules
projectifs indécomposables est égal au nombre de classes de conjugaison de p’'-éléments dans G.

Démonstration. Ce résultat découle directement du fait que le nombre de classes d’isomorphisme
de kG-modules projectifs indécomposables est égal au nombre de classes d’isomorphisme de kG-
modules simples et de [Ben98, Corollary 5.3.5, p. 177]. O

Notation 1.4.9. Soit G un groupe fini et p un nombre premier. On note 1,(G) = I(G) le nombre
de classes de conjugaison de p’-éléments dans G.

1.4.3 Lien entre le foncteur de Burnside et le foncteur des représentations

Soit Q le corps des nombres des rationnels. Soit F un corps quelconque et L un corps de
caractéristique zéro.

Notation 1.4.10. On considére les deux foncteurs de bi-ensembles FB et FRy, sur la catégorie
F GrB. On dénote b : FB — FRy, la transformation naturelle définie, pour tout groupe fini G,
par bg([X]) = [LX] pour tout G-ensemble X (puis étendue par F-linéarit¢ a B(G)).

1l s’agit clairement d’une transformation naturelle au vu des définitions de foncteurs de FB et
FRy.

Proposition 1.4.11. [Boul0, Proposition 4.4.8] Si F est de caractéristique zéro, les foncteurs

FRg et SIfI?rB sont isomorphes sur la catégorie F GrB.

Démonstration. La preuve consiste a démontrer que la transformation naturelle b : FB — FRy,

définie par bg([X]) = [QX] (pour tout groupe fini G et pour tout élément [X] € B(G)) est

surjective (par le théoréme d’induction d’Artin, c.-a-d. le théoréme 1.4.12), que FB = LIE grB et

que FRq est simple. O

Théoréme 1.4.12 (Théoréme D’Artin). Soit G un groupe fini. Chaque caractére rationnel @
de G peut étre exprimé de la forme

@ = Z acInd$(1¢)

ot 1o est le caractére trivial sur C, ot la somme est prise sur l’ensemble des sous-groupes
cycliques de G et ot ac € Q.

Démonstration. Voir [CR88, p.378|. O

Théoréme 1.4.13. Les facteurs de compositions de CB sur CZ sont exactement les foncteurs
S1,c et So,xc,.c-
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Démonstration. Les facteurs de composition de CB sur une sous-catégorie pleine & de GrB sont
exactement les foncteurs Sg %rB, ot G est un object de 2 qui est un B-groupe (voir remarque
[Boul0O, Remark 5.5.2]). Comme le seul B-groupe non trivial qui est aussi un p-groupe est le

groupe Cp, x C,, (voir [Boul0, §5.6.9]), on obtient le résultat. O

Lemme 1.4.14. La transformation naturelle b : CB — CRg (voir 1.4.10) induit la suite exacte
courte de foncteurs

7 /B 7
0— S&%c,c = CB= STZ -0
sur CH.

Démonstration. On note [ la transformation naturelle de "passage au quotient" puisqu’on a
CB = L(lcg B Selon la preuve de la proposition 1.4.11, cette application correspond exactement

a b (via CRg = Sy ™).
CGrB

Donc on a une application surjective 8 : CB — S, 5. On restreint 3 sur la catégorie C& et

on a alors §: CB — Sicé'] (on a bien que la restriction de S(lcgrB a CZ est non nulle puisque

1eCL et ngﬁ(l) = C # 0). Remarquons que ker(8) est un sous-foncteur de CB, donc ses
facteurs de composition sont des facteurs de composition de CB. Or, par la classification des
facteurs de composition du foncteur de Burnside (voir section 1.3.2) les facteurs de composition
de CB sur CZ sont ng et Sgﬁcp’c avec multiplicité un (ceci découle du fait que les seuls

p-groupes qui sont des B-groupes sont 1 et C}, x C, - voir [Boul0, §5.6.9, p. 94]). Ainsi la seule
possibilité est que ker(5) = Sgﬁcp,(c- O

1.4.4 Changement de corps
Systéme p-modulaire

Soit p un nombre premier. Soit (K,O,k) un systéme p-modulaire. On suppose que K a
toute les racines de I'unité et k est algébriquement clos. On note p 'unique idéal de O tel que
(9/1J ~ k. Soit G un groupe fini. Pour un OG-module M, on définit M comme étant le kG-module
M /pM =k®on M.

Lemme 1.4.15. Soit 2 la sous-catégorie pleine de GrB dont les objets sont les p'-groupes (voir
la définition 1.2.11). Alors, on a un isomorphisme de foncteurs

IS (CRk — (CRK
sur la catégorie C2.

Démonstration. On commence par montrer que pour tout p’-groupe fini G, il existe un iso-
morphisme g : CRi(G) — CRk(G). La preuve de ce résultat est donnée dans [CR88, §18§],
plus précisément voire [CR88, Corollary (18.11)]. On trouve également une preuve dans [Ser78,
Proposition 43, p. 140]. Pour cette preuve, on utilise les applications ¢, d et e du triangle de
Cartan-Brauer (voir [Ser78, Chapitre 15]).

On montre que l'application de décomposition d : Rx(G) — Ri(G) est un isomorphisme.
Son inverse est e : Proj,(G) — Rk (G) (I'application du triangle de Cartan-Brauer), qui est
donnée par I'isomorphisme entre Proj,(G) et Proj, G) puis I'extension des scalaires. On utilise
l'isomorphisme Proj,(G) = Ry (G) afin d’obtenir ¢’ : Ri(G) — Rk(G). De maniére plus précise,
supposons que la liste {F},..., F,.} soit une liste des kG-modules simples & isomorphisme prés.
Cette liste est également une liste des kG-modules projectifs indécomposables & isomorphisme
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prés. Par le relévement des projectifs, on peut considérer la liste {Py,..., P} de OG-modules
projectifs indécomposables tels que P; = F;. Cette liste est une liste génératrice des OG-modules
projectifs (& isomorphisme prés). L’isomorphisme entre Proj,(G) et Projo(G) se fait alors via
F; — P;. Si V est un kG-module, on a alors une décomposition V' =~ @_; F/" (ou les n; sont
uniques). On obtient alors

e([v]) =

*@ (&)

i=1

Notation 1.4.16. Soit @ un groupe fini d’ordre premier a p. Soit V un k@-module. On note
f(V) un OQ-module tel que €'([V]) = [K ®p f(V)], autrement dit f(V) = V. Notons que f(V)
n’est défini qu’a isomorphisme prés.

On a alors,
eg: CRy(G) — CRk(G)
V] — [K®o f(V)]

qui est bien un isomorphisme.

Il faut a présent vérifier que cette application est une transformation naturelle. Soient G et
H deux groupes finis, soit U un (H, G)-bi-ensemble et soit V un kG-module. On a

en(CRL([UN([V]) = en([kU ®kc V])

[K ®o f(kU ®ra V)]

Or, on peut démontrer que f(kU ®ra V) = OU ®o¢ f(V). En effet, on a

OU ®oc f(V) = k®o (OU ®oc f(V))
~ (k®o OU) i (k®o f(V))
= kU Qpa V.

Par conséquent, on a

ea(CRL([UN([V]) = [K ®o f(kU @kc V)]
= [K ®o OU ®oc f(V)]
= [KU ®ke (K ®o f(V))]
= CRk([U]) oec([V]). u

Lien entre Ry et Rgp pour K de caractéristique zéro

Soit K un corps de caractéristique zéro. On a alors une injection Q — K.

Définition 1.4.17. Soit ¢ : Rg — Rg la transformation naturelle définie comme suit. Soit G
un groupe fini, on définit alors

o1 Ro(G) — Rk(G)
[M] — [K®qM]

Lemme 1.4.18. La transformation naturelle v est bien définie et c’est en effet une transforma-
tion naturelle. On a de plus que v est injective.
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Démonstration. Premiérement, pour tout groupe fini G, 1 est bien définie. En effet, si M =~ N
comme QG-modules, on a alors bien que K ®g M = K ®gp N comme KG-modules. De plus, le
fait que ¢ est une transformation naturelle découle directement de la structure de foncteur du
foncteur des représentations.

Pour tout groupe fini G, linjectivité de tg est démontrée dans [Ser78, §14.6], donc ¢ est
injective. O

1.4.5 Classification des facteurs de composition du foncteur des représenta-
tions

Soit K un corps de caractéristique zéro contenant toutes les racines de 1'unité.

Théoréme 1.4.19. [Boul0, Corollary 7.5.5, p. 133] Le foncteur CRg est un objet semi-simple
de Fung veet (C GrB, C-Vect). Plus précisément,

(CRK =~ @ SC@

My(c§7
(m.€)
ot (m, &) parcourt l’ensemble des paires composées d’un entier positif m et d’un caractére primitif
£:Cr — C*.
On note
. CGrB
oc:CRg — @ SCm,(Cg
(m, §)
meN

& car. prim.

lisomorphisme sur la catégorie C GrB.

Restriction a la catégorie des p’-groupes
Lemme 1.4.20. L’isomorphisme o du théoréme 1.4.19 induit un isomorphisme
~ C2
CRxk= @ Sc.c

(m, )
(m7p) =1

sur la catégorie C2.

Démonstration. Par le théoréme 1.4.19 on connait déja l'écriture de CRg sur C GrB. Il reste

a savoir ce qu’il se passe lorsqu’on restreint & la catégorie C2 les facteurs SCSE]:BE. On a deux

e . CGrB CGrB co .
possibilités, ou bien SCm,(Cg = 0sur C2, ou S # 0 et SCm,Cg est un foncteur simple sur

m7C§
C2. Pour plus de détails sur ce procédé, voir la section 1.2.4.
Supposons que Sg% soit non nul en restriction & C2, alors il existe H un p’-groupe fini tel

que SS,%CBS (H) # 0. Alors, par le lemme 1.2.18, C), est isomorphe & un sous-quotient de H.
Donc m divise |H|. Donc m est premier & p puisque |H| n’a pas de facteur p. Réciproquement,
si (m,p) = 1, Cy, est un objet de la catégorie C2. Comme ngg(Cm) = C¢ # 0, la restriction

de SCM,Q a CZ est non nulle. D’oul le résultat. O




Chapitre 2

Foncteur des modules de p-permutation

Ce chapitre est dédié au foncteur des modules de p-permutation. Il n’y a pas encore de
classification des facteurs de composition de ce foncteur. Ici on donne la définition de ce foncteur,
certaines de ses propriétés et un résultat sur ses facteurs de composition.

2.1 Définition et propriétés usuelles

2.1.1 Foncteur des modules de permutation

Soit k un corps.

Définition 2.1.1. Soient G un groupe fini et M un kG-module. Alors M est un module de
permutation s'il existe un G-ensemble X tel que M = kX (c.-a-d. M posséde une k-base qui est
G-stable).

Notation 2.1.2. On note Il le foncteur des modules de permutation sur le corps k.
La définition et les propriétés de ce foncteur sont données dans [Baul3|.

Notation 2.1.3. On considére les deux foncteurs de bi-ensembles CB et CII; sur la catégorie
C GrB. On dénote b’ : CB — CII}, la transformation naturelle définie, pour tout groupe fini G,
par b ([X]) = [kX] pour tout G ensemble X (puis étendue par C-linéarité a B(G)).

Il s’agit clairement d’une transformation naturelle au vu des définitions de foncteurs de CB et
ClIIy.

2.1.2 Définition des modules de p-permutation et du foncteur Cppy

Soit p un nombre premier et soit k un corps de caractéristique p.

Définition 2.1.4. Soient G un groupe fini et M un kG-module. Alors M est un module de
p-permutation si ¢’est un facteur direct d’un module de permutation.

Les modules de p-permutation sont aussi appelé les modules de source triviale. Ces modules
sont décrits dans [Ben98, §3.11, p. 84].

Définition 2.1.5. [Baul3, Definition 31, p.11] On note ppi(G) le groupe de Grothendieck des
classes d’isomorphisme de kG-modules de p-permutation.

Remarquons qu’il s’agit d’'un Z-module de type fini et l’ensemble des kG-modules de p-
permutation indécomposables en est une base.
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Proposition 2.1.6. [Baul?2, Proposition 2.24, p.19] Soient G et H deux groupes finis et U un
(H, G)-bi-ensemble fini. Si M est un kG-module de p-permutation, alors kU Qrg M est une
kH -module de p-permutation.

Définition 2.1.7. Soient G et H deux groupes finis et soit U un (H, G)-bi-ensemble fini. Alors,
on définit une application Z-linéaire

por([U]) : ppr(G) —  ppr(H)
[M] — [kU ®c M].

Soit u € B(H,G). Alors u = Y, \i[U;] ou \; € Z et U; est un (H, G)-bi-ensemble. Alors, on
définit une application Z-linéaire

ppr(u) = i/\mpk([UiD-

Théoréme 2.1.8. [Baul?2, Théoreme 2.26, p.19] La définition ci-dessus muni ppy d’une struc-
ture de foncteur de bi-ensembles sur GrB.

Soit R un anneau commutatif unitaire.

Définition 2.1.9. Pour tout groupe fini G, on note Rppr(G) := R ®yz ppi(G). Pour u €
Homp g (G, H), on pose Rppy,(u) = Idr ®ppy(u).

Théoréme 2.1.10. [Baul2, Théoreme 2.28, p.20] Avec la définition ci-dessus on a Rppy €
Funpg _med (R GrB, R-mod).

2.1.3 Classification des modules de p-permutation

Les modules de p-permutation sont classifiés dans [Bro85]. Soit G un groupe fini. La clas-
sification consiste & dire, pour P un p-sous-groupe de G, qu’il existe une bijection entre les
kG-modules de p-permutation indécomposables de vortex P et les kNg(P)/p-modules projec-
tifs indécomposables. Le lemme suivant présente une conséquence de la classification que nous
utiliserons plus tard.

Lemme 2.1.11. Soit G un groupe fini. On considére l’ensemble B des classes d’isomorphisme
des modules de la forme Indinf?VG(P)/P (M(P)) ou M(P) parcourt les classes d’isomorphisme de
kENg(P)/p-modules projectifs indécomposables et P parcourt les p-sous-groupes de G a conjugai-
son pres. Alors B est une Z-base de pp(Q).

Démonstration. La preuve de ce lemme peut étre trouvée dans [Pui88, Lemma 3.8 (ii)] ou [Bou91,
Corollaire de la Proposition 13]. O

Corollaire 2.1.12. Soit G un groupe fini. Le nombre de classes d’isomorphisme de kG-modules
de p-permutation indécomposables est égal a

31, (N (D)/p)
D

ot D parcourt les p-sous-groupes de G & conjugaison pres.

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 2.1.11 et du théoréme 1.4.8. O
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2.1.4 Systéme p-modulaire

Soit p un nombre premier. Soit (K, O, k) un systéme p-modulaire. On note p l'unique idéal
de O tel que O/P =~ k. Supposons de plus que K soit une corps contenant toutes les racines de
I'unité.

Soit G' un groupe fini. Pour un OG-module M, on définit M comme étant le kG-module

M = M/pM =k®o M.
Lemme 2.1.13. [] existe une transformation naturelle

b : Cppo — Cppy

qui est un isomorphisme de foncteurs sur la catégorie C GrB. Pour G un groupe fini, on a de
plus

ba: Cppo(G) — Cppr(G)
[M] +— [M]

pour tout OG-module M .

Démonstration. Soit G un groupe fini. Puisqu’un module de p-permutation sur kG peut étre
relevé en un module de p-permutation sur OG, voir [Ben98, Corollary, 3.11.4] (découle du rele-
vement des idempotents), b est un isomorphisme.

De plus, I'isomorphisme ci-dessus s’étend en un isomorphisme de foncteurs. En effet, pour tous
G et H des groupes finis et tout (H, G)-bi-ensemble U, on a

e o Cppo([U])([M]) = be ([Cppo([U])([M])])
= he([OU ®oc M])
= [OU ®oc M]

= [kU Qra M]
= Cppi([U]) o ba([M]),

pour tout OG-module M. O

2.2 Application §: Cpp, — CRg

Soit k un corps de caractéristique p. Le but est ici d’étudier plus en détail le foncteur Cppy.
En particulier, on souhaite connaitre ses facteurs simples de composition. Les premiéres étapes de
cette classification ont été accomplies dans [Baull|, [Baul2| et [Baul3|. Le prochain paragraphe
apporte une autre perspective. On suppose que (K, O, k) est un systéme p-modulaire. On veut
alors profiter de cette hypothése pour étudier les kG-modules de p-permutation en passant en
caractéristique zéro. Autrement dit, on va comparer Cppy, avec CR .

2.2.1 Définition de Papplication §: Cpp, — CRxg
Définition 2.2.1. On définit une transformation naturelle

f': Cppo — CRx
ol, pour G un groupe fini, on a

fi.: Cppo — CRg
[M] — [K®o M].
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Lemme 2.2.2. L’application ci-dessus fy, est bien définie pour tout groupe fini G, de plus, ' est
bien une transformation naturelle.

Démonstration. Soit G un groupe fini. Si M est un OG-module de p-permutation, le module
M=K ®o M est un KG-module de p-permutation, donc en particulier un K G-module. De
plus, si [M] = [N] dans ppo(G), alors M et N ont les mémes facteurs indécomposables (ra-
pelons que les classes d’isomorphisme de modules de p-permutation indécomposables forment
une Z-base de ppo(G)). Ainsi M =~ N via le théoréme de Krull-Schmidt, et donc M = N,
ce qui implique []\7 ] = [N] dans R (@). Cela induit donc (par C-linéarité) une application
fe : Cppo(G) — CRi(G).

Nous allons a présent vérifier que § : Cppo — CRk est une transformation naturelle. Pour
cela, on considére G et H des groupes finis et U un (H, G)-bi-ensemble et on va vérifier que le
diagramme

f/
Cppo(G) —— CRk(G)
(Cppo(U)i lCRK(U)

Cppo(H) — CRy(H)

H

commute. Or, cela découle simplement du fait qu’on a un isomorphisme de K H-modules
K ®o (OU ®oc M) = KU Q¢ (K ®o M)
pour tout OG-module M. O

On rappelle que par le lemme 2.1.13, on a un isomorphisme b : Cpppo — Cppi comme
foncteurs, ou

be : Cppo(G) — Cppi(G) : [M] — [M]
pour tout groupe fini G.

Définition 2.2.3. On définit la transformation naturelle
. h71 f/
f: Cppr — Cppo — CRk.

Lien avec le foncteur de Burnside

Notation 2.2.4. On considére les deux foncteurs de bi-ensembles CB et Cppy, sur la catégorie
C GrB. On dénote b : CB — Cppy. la transformation naturelle définie, pour tout groupe fini G,
par bg([X]) = [EX] pour tout G ensemble X (puis étendue par C-linéarité & B(G)).

Il s’agit clairement d’une transformation naturelle au vu des définitions de foncteurs de CB et
Cppy.

Lemme 2.2.5. Avec les notations 1.4.17 et 1.4.10, le diagramme

cB—"- Cppp

bi lf (2.1)

commaute.
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Démonstration. Le diagramme (2.1) commute si et seulement si

CB(G) —<> Cppi(G)

vl B

CRg(G) — = CRk(G),
commute pour tout groupe fini G. Soit X un G-ensemble fini. On a

fa o ba([X]) = [K ®0 OX]

(car kX est envoyé sur OX par Uisomorphisme pp(G) = ppo(G)). Puisque K ®p OX =~ KX,
on a fg o bg([X]) = [KX]. D’autre part v o bg([X]) = [K ®p QX] = [KX]. Comme CB(G)
est engendré par les classes d’isomorphisme de G-ensembles indécomposables, ceci termine la
preuve. O

2.2.2 Restriction a la catégorie des p-groupes

Soit & la sous-catégorie pleine de GrB dont les objets sont les p-groupes finis (voir notation
1.2.11).

Lemme 2.2.6. La transformation naturelle b, définie au paragraphe 2.2.4, induit un isomor-
phisme entre les foncteurs CB et Cppy, sur la catégorie CH.

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que si P est un p-groupe et () est un sous-groupe
de P, le module k[P/q] est indécomposable comme kP-module (voir [Ben98, p. 92]). Cela
implique que tous les modules de p-permutation sont des modules de permutation (voir [Ben98,
Lemma 3.11.2, p. 84] ou [Baul2, Corollaire 1.16]). Ainsi, CII; = Cppy sur la catégorie CZ.
Remarquons que lapplication ¥’ : CB — CII; (voir 2.1.3) est surjective par définition des
modules de permutation. De plus b’ est injective, en effet, pour tout p-groupe fini P, CB(P) et
CILx(P) ont la méme dimension. En effet, la liste {[P/g] | @ <p P} est une base de CB(P). Et
comme k[P/g] est indécomposable comme kP-module, la liste {k[P/g] | @ <p P} est une base
de CIIj. D’ou le résultat. O

Théoréme 2.2.7. [Baul3, Theorem 10, §4] Les foncteurs simples Sy ¢ et Sc,xc,,c sont exac-
tement les facteurs de composition de Cppy sur C&2 et ont chacun multiplicité un.

Démonstration. Le résultat découle du lemme 2.2.6 et du lemme 1.4.14. ]
Proposition 2.2.8. Sur la catégorie CZ, on a
im(f) = ng et ker(f) = Sgﬁcp@

Démonstration. En restreignant le diagramme (2.1) a la catégorie C&2, on obtient le diagramme
commutatif

cB—%- Cppp

1)

Par le lemme 2.2.6, I’application b : CB — Cppy est un isomorphisme. Comme ¢ est injective
(voir 1.4.17), on obtient

ker(f) = ker(fo b) = ker(¢ 0 b) = ker(b: CB — CRyp)
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Or, b : CB — CRg induit la suite exacte courte de foncteurs
0— S6%c,c— CB— S{¢ —0

sur CZ (voir lemme 1.4.14). Ainsi ker(f) = ngzcm(c.
De maniére similaire on a,

im(f) @ im(fob) =im(tob) @ im(b: CB — CRg) = Sicg 0O

2.2.3 Restriction a la catégorie C%,,,

Soit @}« la sous-catégorie pleine de GrB dont les objets sont les groupes de la forme P x Q
ol P est un p-groupe et @ est un p’-groupe.

Dans ce qui suit nous allons utiliser une notion de produit tensoriel de foncteurs de bi-
ensembles adaptée a la catégorie €, x,/. La définition se trouve dans [Baul3, §3|.

Théoréme 2.2.9. Le foncteur de bi-ensembles Cppy, sur la catégorie C€p,x )y est isomorphe au
foncteur CB ®c CRy, ot CB est considéré comme un foncteur sur CS et CRy comme un
foncteur sur C2.

Démonstration. Cette démonstration est donnée dans [Baul3, Théoréme 38|. La démonstration
consiste & montrer que 'application u, définie par

pxq): CB(P)®c CRy(Q) — Cppr(P x Q)
X]@[V] — [kX®V]

(pour P un p-groupe fini et @ un p’-groupe fini) est un isomorphisme de foncteurs. O

Définition de | : CB ®c CR;, — CRg

On va définir une application [ : CB ®c CRy — CRp telle que fo p = [, ol p est la trans-
formation naturelle dans la preuve du théoréme 2.2.9. Autrement dit [ est la méme application
que f via l'isomorphisme p : CB @c CRy, — CRy sur la catégorie C%),x, .

Définition 2.2.10. On définit la transformation naturelle [ : CB ®c CR; — CRg dans la
catégorie Func vect (C€pxp, C-Vect). Soit G = P x Q € €pxpy. Soit X un P-ensemble et V' un
kQ-module. On pose

lc: CB(P)®CRy(Q) —> CRx(G)
X]I®[V] — [KX®x K®o f(V)]

ot f(V) est la notation 1.4.16, et ot G = P x @ agit sur KX ®x K ®o f(V) via 'action de P
sur KX et laction de @ sur K ®¢o f(V). Cette application est bien définie puisqu’on considére
toujours tout & isomorphisme prés. L’application lg est donné par I'expression ci-dessus étendue
ensuite par C-linéarité.

Remarque 2.2.11. Jusqu’a présent, on n’a pas démontré que [ est une transformation naturelle.
Ceci découle directement du lemme suivant puisque f et p sont des transformations naturelles.

Lemme 2.2.12. Pour tout groupe fini G dans la catégorie C6py,y, on alg = fg o pg-
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Démonstration. Supposons G = P x (). Soit X un P-ensemble et V un k@Q-module. De part la
définition 2.2.3, on a

fa o na([X1®[V]) = fa([kX @ V]) = §o o bg ([kX @ V]).

Par définition de bg, f)él([kzX ®k V]) est un O(P x Q)-module de p-permutation M tel que

M = kX ®; V. C.-a-d. M est un relévement de kX ®; V. On rappelle que par définition f(V)

est un OQ-module tel que f(V) = V. On peut alors choisir M = OX ®o f(V). En effet, on a

M =0X Qo f(V)

= kX ® f(V)
=kX ®; V.

Donc on a

fo o pa([X1®[V]) = fg o bg' ([kX @ V])
= fe([M])
= f([0OX ®o f(V)])
= [K®o (0X ®o f(V))].

D’autre part, on a
([X]®[V]) = [KX @k K ®o f(V)] = [K Qo (OX @0 f(V))].

Donc on déduit

fa o na([X]@[V]) = la([X]®[V]).
Comme lg = fg o pug sur les générateurs de CB(P) ® CRy(Q), les applications sont égales. [

Image de §

Proposition 2.2.13. Les foncteurs im(f) et im(l) sont égaur comme sous-foncteurs de CRy
sur la catégorie CCpyypy -

Démonstration. Par ce qui précede, sur la catégorie C%, s, on a le diagramme commutatif

f

Cppr CRg
™ /
CB ® CR;y..
Comme g est un isomorphisme, 'image de f est égale a I'image de [. O

Image de [

Dans ce paragraphe, suite & une identification de la transformation naturelle [, nous donne-
rons les facteurs de composition de im(l) = im(f). On considére CZ la catégorie des p-groupes
(voir 1.2.11). Premiérement rappelons que Slgfc est un quotient du foncteur L(Eg . Or, pour un
p-groupe P, on a

LSZ(P) = Home (1, P) ®punde () C = CB(P, 1).
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Alors si X est un (P, 1)-bi-ensemble, on note [X] sa classe d’isomorphisme dans CB(P, 1) et
[X] son image dans le quotient szc(P).

Sur la catégorie CZ, on a la suite exacte courte
2 B 9
0 S¢%¢c c—CBS S{E —0
ou [ est définie par
Bp: CB(P) — SiZ(P)
[X] — [X].

si P est un p-groupe et X est un P-ensemble (voir le lemme 1.4.14). On tensorise la suite exacte
courte ci-dessus avec le foncteur CRy afin d’obtenir la suite exacte courte

Z 1d 5
0— SE%¢, c ®CRy, > CBOCR, 224 502 @ CRy — 0. (2.2)
La suite (2.2) est exacte par [Baul3, Proposition 24].

Notation 2.2.14. Dans la catégorie Func _vect(C%px;, C-Vect), on note j la transformation
naturelle donnée par, pour G = P X Q € €y,

jc: Si¢(P)®CRLQ) — CRk(G)
(X]®[V] — [KX®Kk K®o f(V)]

pour X un P-ensemble et V un k@Q-module et ot G = P x @ agit sur KX Qx K ®o f(V) via
Paction de P sur KX et laction de Q sur K ®o f(V).

Essentiellement, la transformation naturelle j est la retranscription de [ aprés le passage au
quotient [ : Resg;rB((CB) — S£Z.

Lemme 2.2.15. La transformation naturelle j est bien définie. De plus, sur la catégorie C€py,y,
le diagramme

CB®CR, 222 57 @ CRy

\ lj (2.3)

CRg
commute.

Démonstration. On a clairement jg o (3®1d)g = lg pour tout G € €)x,y. Soit u : G — H dans
C%pxp, on veut démontrer que

g (51,c®CRg)(u) p
(SFZ @ CRy,)(G) — "= (STZ @ CRy,)(H)
iGl in
CRk(G) CRy(H)

CR (u)
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commute. Soit x € (SE(?@(CRk)(G). Comme S®Id est surjective, il existe 2’ € (CBQCRy)(G)
tel que x = (B®1d)g(2"). On a alors

i o (ST @ CRy)(u)(z) = jm o (ST @ CRy)(u) o (B@1d)¢(2)
=jmo (B ® Id)r o (CB ® CRy)(u)(2)
= Iy o (CB®CRy)(u)(2)

= CRk(u) o lg(2')

= CRg(u)ojgo (B®Id)g(x)

= CRk(u) oja(z)

ol on a utilisé le fait que [ et S ® Id sont des transformations naturelles. Le diagramme (2.3)
commute ce qui termine la preuve. U

Proposition 2.2.16. Les foncteurs im(l) et im(j) sont égauxr comme sous-foncteurs de CRy
sur la catégorie CEpxyy -

Démonstration. Ceci découle du fait que 8 ® Id est surjective (voir (2.2)) et que le diagramme
2.3 commute. O

Corollaire 2.2.17. Les foncteurs im(f) et im(j) sont égaux comme sous-foncteurs de CRg sur
la catégorie CEpx .

C¢€
Proposition 2.2.18. Sur C%,.,, le sous-foncteur im(j) de CRx est isomorphe a @(m,p):l S rxr

o , Cim,Ce
via l’isomorphisme
C%¢,
. po
0:CRg — (—B SCm,Cg
(m, )

meN
£ car. prim.

ou o est l'isomorphisme du théoréeme 1.4.19, restreint a la catégorie CEpy .
Avant de pouvoir démontrer la proposition, nous avons besoin de décrire j o o.

Lemme 2.2.19. Dans la catégorie Func_vect (C€pxpy, C-Vect), le diagramme

P o CE,
SCZ ® CRy CRx —2 D  Sor
\/ (m,§)

- meN

& car. prim.

commute, ot m est la transformation naturelle

Id@(o-os) P
Sié ® CRy—— ( D Smcs)f> © (sfZosEc)
(m,p)=1 (m,p)=1
= (‘Bfm,£
) Scmzjé: ~—F @ cmfé‘;
(m, €) (m,p)=1
m e N

& car. prim.
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ol T est une application évidente, € est la tmnsformation naturelle définie au paragraphe 1.4.15
et application fp, ¢ : S’%‘?@ng SC o est l’isomorphisme du théoréeme [Baul3, Theorem
25].

Notation 2.2.20. [Baul3, Remark 22| Il existe un homomorphisme de C-espaces vectoriels
p:CB(G,G"Y®c CB(H,H') - CB(G x H,G' x H')
qui devient un isomorphisme si G x G’ et H x H' sont d’ordres premiers entre eux.

Preuve du lemme. Soit G = P x @ un objet de C%),x,. On a

(Fme)Pw : STZ(P) @c 52, (Q) — Scia! (P x Q)

donné par

Tme(u1 @A Uz @w) = p(u1 ® uz) ® Aw

pour A € C, w e C¢, uy € CB(P,1) et up € CB(Q, Cy,). Soit T le P-ensemble trivial et V un
kQ-module. On rappelle qu'on a alors £ ([V]) = [K ®o f(V)]. On suppose

0oV = D) Ume®@Wme
(mvp):l

avec Ym e @ Wi ¢ € ngm&(Q), c-a-d. Yme € CB(Q,Ch,) et wy, e € Ce. On a alors, pour A e C,
mo(TT@A@ [V]) = ic o (] fme) o 76 0 (1dB(0 0 2))g (TT@A@ [V])
ic:o () fme) o 7 (TT®X@0q 00 (IV])

iGO<me,§>OTG TI®A® 2 Ym,e @ Wy ¢

(mvp):l

ic| D) Fue(TT®X® Ymg @ Wne)
(m,p)=1

=i | DY) P(TT®Yme) ® Ay

(m’p)=1
Remarquons que pour U un (Q, Cy,)-bi-ensemble, on a
p([T]®[U]) = [T x U]
ou T x U est vu comme (P x @, 1 x Cy,)-bi-ensemble. Or

TxU >~ Inf(PXQ)/P xqU

puisque l'action de P sur T est triviale. On a donc p([T] ® [U]) = [Inf{PXQQ)/P] [U]. Alors si

on revient au calcul précédent, on a que p([T] ® Y ¢) = [IanDXXQQ) /P] 0 Ym,¢ (par linéarité de p).
Ainsi, on obtient

me@@IOWV) =ic [ Y M) 110 e ®wne

(m,p):l
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D’autre part, on a

oG oic([TI®1®[V]) = 0c([KT ®Kx K ®o f(V)]).
Or, puisque o est une transformation naturelle, le diagramme

CR ([Inf( %) p])

CRk(Q) CRk(G)
oQ oG
CECpupt Coxp'
® 5@ X @ 5@
(m,€) @S, 20 (Mif5 % ) (m, )
meN meN
& car. prim. & car. prim.

commute. Donc si on regarde I'image de eq([V]) = [K® f(V)] € CRk(Q) on obtient d'une part

oc([KT @k K ®o f(V)])

et d’autre part

P
> (i) p] 0 Yme ® wing
(mvp):l

ce qui démontre bien

me (T1@19[V]) = 06 (KT @k ®0 ® f(V))) = 06 oja([T]@ 10 [V]).

pour tout kQ-module V et T le P-ensemble trivial.

Soit & présent X un P-ensemble quelconque. On considére le (P x Q, P x @Q)-bi-ensemble
X x S o X est vu comme un (P, P)-bi-ensemble avec action de P triviale a droite et S est
le (@, Q)-bi-ensemble trivial. Puisqu’on travaille avec des homomorphismes de foncteurs de bi-
ensembles, on a le diagramme commutatif suivant

p SCZ2RCR (X xS)
(SW ® CRk> Q) —2= =" (S ® (CRk> (@)
oGoig ogoig
(2.4)
C%, xp! C%;po
@ Scmzj(cf (G> CEC st C @ Scnu(cf (G)
(m, &) DS cpce (Xx5) (m, &)
meN meN
& car. prim. £ car. prim.

et idem pour m.
Soit un k@Q-module V' et A € C. On considére I'élément [T]@A® [V] € (ng ® (CRk> (P x Q)

(ou T est toujours le P-ensemble trivial). On a alors, par définition du produit tensoriel de
foncteurs de bi-ensembles,

SCZ @ CRy(X x ) ([T]@A@[V]) X xTT@ @ [V] = [X][@r®[V].
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Par la commutativité du diagramme (2.4) et par le paragraphe précédent, on a
ma((X@A®[V]) - ((s ®CRy) (X x 81) (TT@A@[V]))
- ZS (X x S ome (TT@AG[V])
= D1 Sear & (X x S e (70 )a([TT@AB[V])
— (roi)ae ((SFZ@CRy) (X x ) ) (TT@A®[V])
- (eoi)e(XT@A®[V]).

Donc mg = 0g o jg sur une C-base, donc ils sont égaux. Comme ceci est vrai pour tout P et
tout @, on a le résultat souhaité. O

Preuve de la Proposition 2.2.18. On a démontré que o oj = m sur C%,,,y. Comme o est un
isomorphisme, im(j) = im(o 0j). Donc im(j) = im(m) via ¢. Or la transformation naturelle m
est injective. En effet, il s’agit d’une succession d’isomorphismes suivis par une injection (notons
que la transformation Id ®(o o &) est un isomorphisme car le produit tensoriel de foncteurs est
exact). Donc, on a

im(m) ~ ST ® CR, =~ P Scm’féfg O

(m,p)=1

2.2.4 Reésultats
Théoréme 2.2.21. Sur la catégorie C GrB, l'image de | est isomorphe au foncteur

D Sc.c

(m,p):l

ot m parcourt les entiers premiers a p et £ est un caractére primitif.

Preuve du théoréme 2.2.21. Puisque f est un morphisme de foncteurs, im(f) est un sous-foncteur
de CRk sur la catégorie C GrB. Or, on a I'isomorphisme CRg =~ @), S(C GrB

1.4.19). Donc les facteurs de composition de im(f) sont aussi des facteurs de composition de CRi
(puisque c’est un sous- foncteur voir [Web93, Proposition 3.1, p.20]). La seule possibilité pour

(voir le théoréme

qu’un foncteur du type S B soit un facteur de composition simple de im(f) est que H = C,

SCG’I’B

pour un entier met V = Cg pour un caractére primitif €. Soit alors un facteur de compo-

sition de im(f) sur C GrB. On restreint & C%),,s. Alors S “r X” Resg; rB (S CGng ) (restriction

qui est non nulle puisque C,, € C%),x,) est un facteur de composmon de ResgSrB (im(f)). Or

ResggrB (im(f)) = im(j) et donc, par la proposition 2.2.18, (m,p) = 1. Réciproquement, comme

tout SC pé” pour (m,p) = 1 est un facteur de composition de im(f) sur C%,,y, ngj’"é est un

facteur de composmon sur C GrB (voir la proposition 1.2.24). O

Théoréme 2.2.22. Si (m,p) = 1, les foncteurs Sngg sont des facteurs de composition de

Cppg.-

Le résultat de ce théoréme était déja connu. En effet, il s’agit du résultat [Baul3, Corollary

44, p.17]. Mon résultat et surtout sa preuve apporte cependant un nouvel élément. On ne sait
S(CG

pas seulement que les simples Ce sont des facteurs de composition (lorsque (m,p) =1 et £
est un caractére primitif), on salt ou ils se trouvent. On a démontré dans cette section que les

simples SS T sont exactement dans 'image de la transformation naturelle f.
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Preuwve du théoréme 2.2.22. On a une transformation naturelle § : Cppr, — CRg avec la suite
Cppr — im(f) — 0

exacte. Donc les facteurs de composition de im(f) sont des facteurs de composition de Cppy. Le
résultat découle alors du théoréme 2.2.21. O
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Chapitre 3

B-groupes et relations de Brauer

Ce chapitre est dédié au foncteur de Burnside. Plus précisément, on étudie I'article de Bartel
et Dokchitser "Brauer relations and finite groups" ([BD12]) avec la perspective des foncteurs de
bi-ensembles. Cet article étudie, pour tout groupe fini G, le noyau de 'application

be: B(G) — Rg(G)
[X] — [QX],

c.-a-d. il détermine exactement pour quels G-ensembles, leur linéarisation est triviale. Plus pré-
cisément, I’article donne une liste compléte des groupes finis pour lesquels ce noyau contient des
relations primitives. Une relation primitive est simplement une relation qui ne provient pas d’un
groupe d’ordre strictement plus petit. Dans cet article, on trouve également la description des
G-ensembles qui sont des relations primitives.

Pour faire le lien avec les foncteurs de bi-ensembles, nous allons considérer la transformation
naturelle b : B — Rg induite par bg. En notant F un corps de caractéristique zéro, on peut
considérer b : FB — FRq. Les facteurs de composition du foncteur FB sont connus (voir 1.3.2)
et son décrits a I’aide des B-groupes. Seulement, il n’y a encore que peu d’informations sur les
B-groupes, la plupart se trouvant dans [Boul0, §5.5]. L’idée est donc ici d’utiliser la description
explicite de [BD12] pour décrire certains B-groupes. Dans les faits, je donne une classification
des B-groupes dont les quotients propres sont cycliques.

3.1 Reésultats préliminaires

3.1.1 Des Z-modules aux espaces vectoriels

La classification des relations primitives de Bartel et Dokchitser se base sur ’application
b : B(G) — Rg(G) pour tout groupe fini G. Autrement dit, ils travaillent avec des Z-modules.
C’est une des raisons qui rend leur travail remarquable, il est en général difficile de décrire les
éléments de B(G) puisqu’en particulier on a des relations qui sont de torsion. Pour utiliser la
théorie des bi-ensembles, en particulier la classification des facteurs de composition de FB, on
va tout considérer sur un corps. Soit donc F un corps de caractéristique zéro.
Soit G un groupe fini. Considérons

b : B(G) — Rg(G) : [X] — [QX].
On note K(G) = ker(bg) et les éléments de K(G) sont appelés des relations. La suite

0 — K(G) — B(G) — Rg(G)
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est une suite exacte de Z-modules. De plus, B(G) est un Z-module libre, donc K(G) est un
Z-module libre (puisque Z est un anneau principal). On étend b & une application de F-espaces
vectoriels Id ®bg : F ®z B(G) — F ®z Ro(G). 11 est facile de voir que F® K(G) < ker(F® bg).
On va démontrer F ® K(G) = ker(F ® bg). Le module Rg(G) est un Z-module libre (comme
sous-module de R¢(G)), donc im(bg) est un Z-module libre. On a donc une courte suite exacte
de Z-modules libres

0 - K(G) — B(G) — im(bg) — 0.

Comme le terme de droite est un Z-module libre, la suite est scindée. Donc si on tensorise chaque
terme par F & gauche, on obtient toujours une suite exacte scindée

O—>F®ZK(G) ﬁF@zB(G) ﬁF@zim(ba) — 0.

Ceci permet de conclure

ker(Id®bg) = F ® K(G).

Les éléments de F ® K (G) sont aussi appelé des relations. On dit qu'un élément de FK(G) est
imprimitif/primitif comme dans le cas de K(G). C.-a-d. on dit qu’une relation dans FK(G) est
imprimitive si elle est une combinaison linéaire de relations induites depuis des sous-groupes
propres ou inflationnées depuis des quotients propres de G. Une relation est primitive si elle
n’est pas imprimitive. On veut déterminer quand FK(G) a des relations primitives.

On doit donc savoir si un relation imprimitive de FK(G) provient toujours d’une relation im-
primitive de K(G).

Remarque 3.1.1. Soit £ € FK (G) une relation primitive. Alors £ € FQK(G), donc & = > | \i®0;
pour 0; € K(G) et A\; € F, on peut de plus supposer A\; ® §; # 0 pour tout 1 < i < n.

Si0; € K(G) est imprimitif, #; est un combinaison Z-linéaire de relations induites ou inflationnées
depuis plus bas, alors \; ® 0; est imprimitif dans FK(G). Donc si pour tout 1 < i < n, 6; et
imprimitif, on aurait que £ est imprimitif. Ainsi, il existe 1 < j < n tel que 6, est primitif.
Donc ¢ € K(G) pour un des groupes G de [BD12, Theorem A]. Donc si FK(G) a une relation
primitive, K(G) a une relation primitive. De plus, si un élément 6§ € K(G) est de torsion,
A®HO = 0 dans FK(G) pour tout A € F. Donc £ ne peut étre primitif que si K(G) a des relations
primitives sans torsion. Donc, si FK(G) a une relation primitive, K(G) a une relation primitive
sans torsion.

Notation 3.1.2. On note Prim(G) le quotient de K(G) par le sous-groupes des relations im-
primitives. De maniére similaire, on note FPrim(G) le quotient de FK(G) par le sous-espace
engendré par les relations imprimitives.

3.1.2 Idempotents comme relations

Pour G un groupe fini et H un sous-groupe de G on note e% lidempotent de B(G) indexé
par H. On trouve dans [Boul0, §3.3, p. 749] la définition précise de efl. On utilisera également
[Boul0, Theorem 5.2.4, p. 77| pour les calculs.

Lemme 3.1.3. Si G est un groupe non-cyclique, eg eFK(G). C.-a-d. eg est une relation.
De plus, si G est cyclique, G n’a pas de relation non-nulle. Autrement dit, pour un groupe fini
G, eg est relation st et seulement si G est non-cyclique.
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Démonstration. On considére le diagramme

FB(G) 1 e, FB(H)
Hcyclique
FRpa [1k®pH

FRo(G) ——11 p<,c FRo(H)
Hcyclique

ol on dénote H <g G les sous-groupes H de G a conjugaison prés et ol les applications horizon-
tales sont les produits des applications de restriction. Le diagramme commute car les applications
 sont des transformations naturelles de foncteurs de bi-ensembles. L’application horizontale du
bas est injective par la théorie des caractéres. A présent, on considére eg € FB(G). Comme G
n’est pas cyclique, si H < G est cyclique, H # G. Cela implique Resg(eg) = 0 (voir [Bou00]
ou [Boul0, Theorem 5.2.4, p. 77]). Donc I'image de eg dans [[FRg(H) est nulle. Ainsi, par
I'injectivité de ’application horizontale F & wg(eG) = 0. D’ou eg est une relation.

Soit C' un groupe cyclique. Alors FB(C) a pour base les sous-groupes de C' & conjugaison
prés. On sait que FRg(C') a pour base les classes d’isomorphisme de QC-modules simples. Par le
théoréme d’Artin (en particulier [Ser78, Corolaire 1, §13.1]), le nombre de classes d’isomorphisme
de QC-modules simples est égal au nombre de classes de conjugaison de sous-groupes cycliques
de C, donc au nombre de classes de conjugaison de sous-groupes de C. Donc FB(C) et FRg(C)
ont la méme dimension sur F. A nouveau a l'aide du théoréme d’Artin (plus précisément [Ser78,
Théoréme 30, §13.1]), 'application Idr ®bg est surjective (puisque tout caractére rationnel est
de la forme Indg/(l’c) pour C’ un sous-groupe de C). Il n’y a donc pas d’autre possibilité que
FK(C) = 0. O

La partie de ce lemme sur les groupes cycliques est aussi vraie dans le contexte de Bartel et
Dokchitser, c.-a-d. K(C) = 0 lorsque C' est un groupe cyclique (voir [BD12, Example 2.2, p.7]).

3.2 Reésultat principal

3.2.1 Théoréme principal

Théoréme 3.2.1. Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. FPrim(G) > F,

FPrim(G) # 0,

eg est une relation primitive,

G est non-cyclique et tous ses quotients propres sont cycliques,

G est un B-groupe non-trivial, dont tous les quotients propres sont cycliques,

S G Lo

G est une extension 1 — S% — G — Q — 1 avec Q cyclique, d > 1, S simple, ou
Uapplication naturelle est une inclusion QQ — Out(Sd) et ot de plus l'une des conditions
sutvantes est satisfaite :

(a) S est non-cyclique et S n'a pas de sous-groupes propres normaux non triviaus dans G.

(b) S* = Cy x Cy et Q =1 pour l un nombre premier, c.-a-d. G = Cy x Cj.

(c) S = Cj pour | un nombre premier, 11 |Q| (c.-a-d. G = (C})% x Q) et Q agit irréduc-
tiblement sur le Fj-espace vectoriel (Cl)d DPAT CONJUGALSON.

Pour la preuve du théoréme, nous avons besoin de plusieurs résultats intermédiaires.
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3.2.2 Contribution au foncteur de Burnside d’un groupe avec relation pri-
mitive

Proposition 3.2.2. Soit G un groupe fini tel que FPrim(G) soit non-trivial. Alors G est un

B-groupe et de plus eg engendre F Prim(G).

Notation 3.2.3. [Boul0, Notation 5.4.2, p.84| Soit G un groupe fini. On note eq le sous-foncteur
de FB engendré par e% € FB(G).

Démonstration. Soit G tel que FPrim(G) # 0. Soit § € FK(G) primitif avec 6 # 0.

Notons T le sous-foncteur de FB engendré par 6 (vu comme élément de FB(G)). C'est-a-dire
T(H) := B(H,G)(0) pour tout groupe fini H (voir [Boul0, Remarque 3.2.9]). Par la preuve de
[Boul0, Theorem 5.4.14], on obtient

T = Z eR.

R B-groupe sur F
erc T
R a iso prés
Notons que dans cette somme, R # 1. En effet, si R = 1 on aurait eg = e; = FB. Mais alors,

on a T =FB, c-a-d. FB(G)f = FB(G). Mais ceci est impossible car dans ce cas on aurait que
tout élément de FB(G) est une relation. En effet, pour H < G, on a

G/ - 0 = Ind%Res% (0)

(voir [Bou00, Proposition 3.1.3, p.747]) qui est une relation puisque 6 est une relation. Ainsi
FB(G) - 6 ne contient que des relations, donc FB(G) aussi. Mais cela est impossible puisque
1g € FB(G) n’est jamais une relation.

Donc, on a

FB(G)0 = T(G) = > er(G) = Y B(G, R)ej.
R... R..
Or, puisque 0 € FB(G) = T(G), on peut écrire

0 = Z Z auel

R...ueB(G,R)
pour «y € F et sans perte de généralité, on peut supposer

u = Indinfg/T x Iso(f) x Defresff/B.

Comme les groupes R sont des B-groupes, dés que |A/B| < |R|, on a Defresi/B(eg) = 0 (voir
[Boul0, Proposition 5.4.5, p.84]). On peut donc supposer u = Indinfg/T xIso(f)ou f:R—S/T
est un isomorphisme de groupes. Donc, on a

0= Z Z auIndinfg/T x Iso(f) (ef) (3.1)
R...ueB(G,R)

= Z Z auIndinfg/T (eéﬁ) (3.2)
R...ueB(G,R)

Notons que puisque R # 1 pour les R apparaissant dans la somme, comme R est un B-groupe,
R est non-cyclique. Dong, par le lemme 3.1.3, eg e FK(R), c-a-d. eﬁ est une relation. Si on n’a
que des inflations ou inductions non-triviales dans la somme (3.1) 6 est une combinaison linéaire
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de relations induites ou inflationnées depuis plus bas, donc cela contredit la primitivité de 6.
Donc il existe un R pour lequel R =~ S/T = G. Puisque R est un B-groupe, G aussi. Alors, on a

. T
0 = ceg + Z Z as,TIndmfg/Teng
R,|R|<|G| S.T,S/T=R

pour ¢ € F\{0} et certains awg 7 € F. Donc 0 = ceg modulo des relations imprimitives. Ainsi eg
engendre F Prim(G). O

3.2.3 B-groupes et relations primitives

Lemme 3.2.4. Soit G un groupe fini. Supposons qu’il existe N un sous-groupe mormal non-
trivial de G tel que G/ soit un groupe non-cyclique. Alors eg est imprimitif.

Démonstration. On utilise [BoulO, Theorem 5.2.4] pour calculer les inductions et inflations des
idempotents de 'anneau de Burnside. Tout d’abord, on a

N
Wiy (en) = > S=ei+ Y &
X <c G X<cG
XN =G XN =G
X #G

De plus, pour X < G, on a

[Ne(X)|
Ind§(€§) = Teg
Ainsi, on obtient
G/N RY
X< @G
XN =G
X#G

Onaque N # 1 et X # G, donc ’écriture ci-dessus est une écriture avec une "vraie" inflation et
des "vraies" inductions. De plus, comme G/j est non-cyclique, eg?% est une relation (voir 3.1.3).
Finalement, il reste & remarquer que X n’est pas cyclique pour obtenir que e§ est une relation.
Par I’absurde, supposons que X soit cyclique, alors on aurait que X /x ~ v est cyclique. Mais
G/N = XN/N = X/x ~ N ce qui contredit 'hypothése sur N. Donc X est non cyclique et ex
est une relation. Par conséquent, eg est une somme d’inductions et d’inflations (non-triviales)
de relations, c.-a-d. eg est une relation imprimitive. O

Lemme 3.2.5. Soit G un groupe fini pour lequel eg est une relation imprimitive. Alors G a un
quotient non-trivial non-cyclique.

Démonstration. Si eg est une relation imprimitive, on peut écrire

Z Indinf§ A,/B, (65)

pour 6; € IF‘K(Aj/Bj) et |Aj/Bj| < |G|. Si 0; est une relation imprimitive, elle est induite ou

inflationnée depuis un groupe d’ordre plus petit, on peut donc la remplacer par une relation

imprimitive en modifiant I'induction et I'inflation. Par ailleurs, si 6; est primitive, §; = Aje A]ﬁg
J
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modulo des relations imprimitives, pour A; € F (voir Proposition 3.2.2). Sans perte de généralité,

on peut donc supposer
.

. D;/C;
e = > Nilndinf§ . (e Dijci ) (3.3)
i=1
avec \; € F\{0}, e’ Jc, une relation primitive et |D;/c.| < [G|. Comme e Jc, est une relation

D; C, est non-cyclique (voir lemme 3.1.3), et comme egfég’: est primitive, D; C; est un B-groupe.

Par (3.3), en appliquant les formules de [BoulO, Theorem 5.2.4] on obtient

G_\ [Na(Ri)| o
= ANi———€p - 3.4
eG Z1 2 |Np, (Rq)| T (34)
=1 R;C; =D;
R; <p; D;

Comme {e$ | T <¢ G} est une F-base de FB(G) on doit avoir au moins un cas ot R; = G, et
donc D; = R;C; = G. Sans perte de généralité, on suppose que ceci arrive pour ¢ = 1. L’équation
(3.3) devient

eg = )\1InfGG/Cl (eGéd) + Z /\iIndmf(D;i/Ci(eDi;Ci)'
i=2

Par le lemme 3.1.3, puisque egfgi est une relation, G/C’1 est non-cyclique. De plus, on ne peut
pas avoir C7 = 1 car alors cela contredirait |G/, | < |G|. Et on ne peut pas avoir G = 1 car
alors G/, = 1 serait cyclique. D’ott le résultat. O

3.2.4 Théoréme d’Artin et quotients cycliques

On présente ici les résultats de [BD12| dans notre contexte. Les résultats ci-dessous sont
en fait essentiellement une simplification ou une reformulation des résultats de [BD12|. Leurs
résultats donnent une classification des relations primitives dans K (G), ici on donne une classi-
fication des relations primitives dans FK(G). Les preuves présentées ci-dessous sont plus faciles
que celles de [BD12] puisque tout est linéarisé par F. En effet la processus de tensorisation par
F annule toutes les relations primitives de torsion. Dans les faits, les preuves sont tout de méme
trés similaires a celles de [BD12].

Théoréme 3.2.6 (Théoréme d’Artin). Soit G un groupe fini. Soit x un caractére rationnel de G.
Alors x =, Wc‘;%lndg(qu), ot H parcourt les sous-groupes cycliques de G et ag € Z, ot
1 désigne le caractére trivial pour H.

Démonstration. Voir |Isa76, Theorem 5.21, p.72]. O

Théoréme 3.2.7. Soit F un corps de caractéristique zéro. Soit G un groupe fini. Il existe une
relation de Brauer (c.-a-d. un élément de FK(G)) de la forme 1g — Yy nuG/fy ot la somme
parcourt les sous-groupes cycliques de G et ngg € Q € F, ou 1¢ désigne ici le G-ensemble trivial.

Démonstration. Par le théoréme d’Artin (3.2.6), il existe ay € Z tels que
am aQ
lg =) 77— Indg(1H).
2. Ty )
Alors, dans I'anneau FRg(G), on a

Q- Mﬁ[ﬁ [Q[G/H]] = 0.
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oll on voit WG(Z% € Q comme un élément de F. Ainsi
lg — Z Vo G/H e FK(G). O

Lemme 3.2.8. Soit G un groupe fini et soit Q0 une relation pour G (c.-a-d. Q € FK(G)). Alors
le F-espace vectoriel I engendré par les relations imprimitives et Q est un idéal de 'anneau de
Burnside FB(G).

Démonstration. Soit € une relation quelconque pour G. Alors
G/ - 0 = Ind%Res% (0)

(voir [Bou00, Proposition 3.1.3, p.747]). Donc pour H # G, G/f - 0 est toujours une relation
imprimitive, c.-a-d. G/ -0 € I. Pour H = G, 1¢ - 6 = 6. Donc pour ¢ imprimitif, la relation
lg - 0 = 0 est imprimitive, c.-a-d. est un élément de I. Et pour Q, on a 15 - Q2 = Q € I.
Comme {[G/fy | H <¢ G]} est une F-base de FB(G), on a bien démontré que I est un idéal de
FB(G). O

Théoréme 3.2.9. Soit G un groupe non-cyclique, alors
1. FPrim(G) = F si tous les quotients propres de G sont cycliques,
2. FPrim(G) = 0 sinon.

Exemple 3.2.10. Les groupes cycliques n’ont pas de relations non nulles (voir lemme 3.1.3).

Démonstration du théoréeme. Par le théoréme 3.2.7, G a une relation de la forme

Q=1qc — Z nuG/H
H+#G

ou H parcourt les sous-groupes cycliques de GG et ng € F. De plus, H # G car G est non-cyclique.
Considérons le le F-espace vectoriel I engendré par €2 et les relations imprimitives. Par le lemme
3.2.8, on sait que I est un idéal de FB(G). Nous savons déja que I < FK(G) et nous allons
démontrer que FK(G) < I. On aura ainsi I = FK(G). Cela nous permettra de dire que si € est
primitive, F Prim(G) est engendré par €2 et est de dimension un, par contre, si {2 est imprimitive,
on aura FPrim(G) = 0 (puisque I est engendré par les relations imprimitives et Q). Soit 6 une
relation quelconque. On veut démontrer que 6 € I. Ona d = Q-0+ (0 —Q-60) et Q-0 € I puisque
I est un idéal. De plus,

Q0=1¢-0— ) G/g-0
H#G

donc

0—Q-0=> nu(G/g-0)
H#G

Comme G/g - 0 = Ind%Res$(0) (voir [Bou00, Proposition 3.1.3, p.747]) est une relation im-
primitive pour H # G, 0 — ) - 0 est imprimitive. Par définition de I, 6 — Q-0 € I, donc on a
0=Q-0+0—-Q-0)el.

On sait donc maintenant que FK(G) = I et que puisque I est engendré par les relations im-
primitives et , FPrim(G) dépend de la primitivité de 2. On va donc séparer les cas ot € est
primitive et imprimitive. Premiérement, si tous les quotients propres de G sont cycliques on ne
peut pas avoir ) imprimitive. En effet, si on suppose €2 imprimitive, puisque 14 apparait dans €2,
() ne peut pas étre une somme uniquement d’inductions depuis des sous-groupes propres, donc €2
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est une somme dont au moins un terme est 'inflation d’une relation depuis un quotient propre.
Mais tous les quotients propres de GG sont cycliques et n’ont donc pas de relations non nulles
(voir lemme 3.1.3). Ce qui est une contradiction et onc € est primitive. Dans ce cas, puisque
I = FK(G), toute relation primitive est de la forme AQ + 6’ pour ¢ imprimive et A € F\{0}.
Alors FPrim(G) = F.

Dans le cas contraire, il existe 1 # N # G normal dans G tel que G/ ne soit pas cyclique. On
va montrer que 2 est imprimitive. On applique le théoréme 3.2.7 & G/, et on obtient que G/
a une relation de la forme

lo/n — Z MK/N G/N/K/N-
K/N # G/N
K /Ncyclique

pour mg,y € F. On note Q' € FK (G/p) la relation ci-dessus. Ensuite, on considére I'inflation
de €, et on obtient

It () = Ity () — > may Wy (G/N/k/N)
K/N # G/N
K /Necyclique
=1lg— > mg/n G/K-
N<K<G
K /Necyclique

Ainsi, on a

Q—Inf§ () =1 — Y] ny Glg—la+ > my/n GIK
H#G N<K<G
K /Ncyclique

= Z TJG/J7

J#G

pour certains rj € Z et J parcourant les sous-groupes propres de GG. Mais alors

Q—InfG () = > ryInd§ (1),
J#G

et donc
0 =Inff 5\ () + ) ryInd§(1,),
J#G
Ainsi Q est une relation imprimitive et I est simplement 'idéal engendré par les relations impri-
mitives. Puisque I = FK(G) toutes les relations pour G sont imprimitives et F Prim(G) = 0. O

Théoréme 3.2.11. Pour G un groupe fini non cyclique, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Tous les quotients propres de G sont cycliques.

2. G est une extension 1 - S* - G - Q — 1 avecd =1 avec d =1, S simple, Q cyclique,
Uapplication canonique Q — Out(S?) est injective et ST ne contient pas de sous-groupes
propres non-triviaux normaur dans G.
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Démonstration. 1.=2. Puisque tous les quotients propres de G sont cycliques, par le théoréme
3.2.9, IF Prim(G) # 0. On choisit un sous-groupe normal minimal dans G qui est donc de
la forme S¢ avec S simple et d > 1. On obtient alors une courte suite exacte

1-8"5G->Q—1.

L’application S¢ — G étant I'inclusion. Comme Q est isomorphe & un quotient de G, par
le théoréme 3.2.9, @ est cyclique.

Cas A Supposons que S ne soit pas cyclique et considérons ¢ : G — Aut(S?) I’homo-
morphisme induit par 'action de conjugaison de G sur S?. Notons que Z (Sd) =1
(puisque S¢ n’a pas de sous-groupes caractéristiques et S? n’est pas abélien). Alors
ker(c) n S = 1. Si ker(c) # 1, alors

G/ker(c) > 5¢ ker(€) fker(c) = 5%/5d ker(c) = 5

est non-cyclique. Ce qui contredit le théoréme 3.2.9. Donc ker(c) = 1 et G < Aut(S?),
alors on a également G/gd — Aut(Sd)/Inn<Sd) et on peut conclure @ — Out(S?)

Finalement, supposons que S¢ contienne un sous-groupe propre N normal dans G.
Puisque N est un sous-groupe propre de S%, on doit avoir N = S% avec 1 < a < d
(puisque S est simple non abélien). Alors

§97e ~ 54N < G/

Or, S% @ n’est pas cyclique puisque d — a > 1, donc G/N n'est pas cyclique. Mais
ceci contredit le théoréme 3.2.9. Par conséquent, S% ne contient pas de sous-groupes
propres non-triviaux normaux dans G.

Cas B Supposons que S soit cyclique. Dans ce cas G est résoluble et la preuve se trouve
dans la preuve du théoréme 3.2.12.

2.=1. Supposons que G soit une extension de la forme 1 — S¢ - G — Q — 1 avec d > 1,
S simple, @ cyclique et @ < Out(S?). Supposons également que S¢ ne contienne aucun
sous-groupe propre qui soit normal dans G.

Cas A Supposons de plus que S un groupe simple non-cyclique. Soit N un sous-groupe
normal de G (avec N # 1). Comme S?< @, onaNnS?< G. Par hypothése sur les
sous-groupes de S, on a soit N n S¢ = 1, soit N n S? = §¢. Si N n 8% = 1, alors
comme N et S? sont des sous-groupes normaux de G, N et S¢ commutent. Donc
'action de N sur S¢ par conjugaison est triviale. Or on a

N=N/N A 54 ;NSd/SdS G/gd = Q.

Puisqu’on a supposé que P’action par conjugaison de @ sur S¢ induit une injection
Q < Out(S%). Cela contredit N # 1. Donc ce cas est impossible et on a N nS?% = §¢,
c-a-d. S < N. Donc G/ est un quotient de G/gd = @ qui est cyclique. Ainsi G/
est cyclique. Comme ceci est vrai pour tous les sous-groupes normaux non-triviaux
de G, tous les quotients propres de G sont cycliques.

Cas B Supposons que S soit cyclique. Dans ce cas G est résoluble et la preuve se trouve
dans la preuve du théoréme 3.2.12.

O
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3.2.5 Groupes résolubles

Théoréme 3.2.12. Soit G un groupe fini résoluble non-cyclique. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. Tous les quotients propres de G sont cycliques.
2. Le groupe G est de la forme
(a) C; x Cy pour | un nombre premier, ou

(b) (C)%xQ oul est un nombre premier, d =1, 11|Q|, Q est cyclique et agit fidelement
et irréductiblement sur le Fj-espace vectoriel (C’l)d par conjugaison ot F; est le corps
fini al éléments.

Démonstration. On suppose d’abord que tous les quotients propres de G sont cycliques. Par le
théoréme 3.2.9, on a alors FPrim(G) = F. Par la proposition 3.2.2, remarquons que G est un
B-groupe. Comme G est résoluble et F Prim(G) # 0, par le théoréme 3.2.11, G est une extension
de la forme

1-85G-Q—1 (3.5)

pour d = 1, @ cyclique. Comme G est résoluble, S doit étre abélien. Puisque S est simple, on

peut supposer S = C; pour [ un nombre premier. Si Q@ = 1, on a alors G = (C;)%. Comme G est

un B-groupe et G est un l-groupe, on doit avoir G = C; x C; (c.-a-d. d = 2).

Supposons donc @) # 1. On note W = (Cl)d et on considére 'action de () sur W par conjugaison.

CAS A On suppose 1 1Q)|.
Par le théoréme de Schur-Zassenhaus (voir [Rot94]), la suite 3.5 est scindée et G = W x Q
(a isomorphisme prés, mais on suppose égalité). On identifie alors @ & un sous-groupe
de G. On note N le noyau de l'action de @ sur W. On a que N est normal dans G
puisque N est normal dans @ et agit trivialement sur W par conjugaison. Par ’absurde,
supposons N # 1. Par le théoréme 3.2.9, G/ est cyclique (puisque F Prim(G) # 0). Or,
G/N = WxQ/N, mais G/ est cyclique et donc Q/y < G/p. Ainsi,ona G/y = W xQ/N.
Par conséquent, @/ et W commutent et donc Q/p agit trivialement sur W. Mais par
hypothése, N est le noyau de l'action. Donc @/ = 1 ou autrement dit = N. Donc
Q <G, dou G =W x Q est abélien. En particulier, G est nilpotent. Comme c’est un
B-groupe il est alors de la forme C,, x C,, pour n un entier sans facteurs carrés. Mais
G =W xQ=(C)%xC, pour [ {r (puisque Q est cyclique et on a supposé [ 1 |Q|). Donc
on a une contradiction.
Par conséquent, on a N = 1. A présent, supposons par 'absurde que @ agit réductiblement.
On regarde W comme un Fj-espace vectoriel. Comme [ { |Q], le F;Q-module W est semi-
simple. Donc W = @}, V; pour V; des F;Q-modules simples. Comme V; est normal dans
W (puisque W est abélien) et stable pour laction de @ par conjugaison, V; est normal
dans G. De méme Vo @ ... DV, est normal dans G. Comme @ # 1 et @ agit fidélement
sur W, @ agit non trivialement sur au moins un des V;, supposons qu’il s’agisse de V.
Considérons U = G/V2 D...0V, alors U = V7 x Q. De plus comme U est un quotient
de G, U est cyclique. Ainsi @) est normal dans U et on obtient U = Vi x ). Mais alors
Q@ et Vi commutent ce qui est une contradiction avec le fait que l'action de @ sur Vj est
non-triviale. Donc @ agit irréductiblement sur W = (C;)%.

CAS B On suppose [ | |Q].
Soit S un I-sous-groupe de Sylow de Q = G /w - Alors S est cyclique puisque Q est cyclique
et S est normal dans Q. On note S le sous-groupe normal de G contenant W tel que
Sy = S. On obtient alors la suite exacte

155->G->0Q—1 (3.6)
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onQ=G/g=Q/5. OnalS|= |W| |S|, qui est une puissance de I. De plus, comme S est
un [-sous-groupe de Sylow de @, Q n’a plus de facteur . Par Schur-Zassenhaus, la suite
ci-dessus est scindée et on a donc G =~ S x Q Notons que Q est cyclique puisque c’est le
quotient d'un groupe cyclique.
On note ®(.5) le sous-groupe de Frattini de S (voir [Rot94]).
Cas 1 Supposons que ®(S) # 1. Par le théoréme 3.2.9, G/@(S) est cyclique. Alors le
groupe S /CI)( ) < G/@( S) est cyclique. Alors, comme S est un I-groupe, S est cyclique.
Comme G/@(s) est cyclique, G/@(S) >~ S/<I>(S) xQ = S/@(S) x Q. Donc Q agit
trivialement sur S/(I)(S)- Par le théoréme de Burnside (|Gor07, Theorem 1.4, p.174]),
@ agit aussi trivialement sur S. Par conséquent G = S x @ est abélien comme produit
de groupes cycliques. Donc GG donc nilpotent. Mais comme S est un [-groupe cyclique
et Q est cyclique d’ordre premier & [, ceci est impossible car GG est aussi un B-groupe.
Cas 2 Supposons que ®(S) = 1. Alors on a S = (C;)™ (voir [Rot94, Theorem 5.48,
p.123]). Notons que @ est cyclique avec [ ¢ |C,~2| On peut donc se ramener au cas
A. O
Supposons & présent que G = C; x C; pour | un nombre premier. Il est alors évident que
tous les quotients propres de G sont cycliques. On suppose maintenant G = (C;)? x @Q pour I
un nombre premier, @ agissant fidélement et irréductiblement sur W = (C)¢ (par conjugaison),
11]Q] et Q cyclique. On va montrer que tous les quotients propres de G sont cycliques. Soit N
un sous-groupe normal non-trivial de G. Alors W n N est normal dans G puisque W est normal
dans G. Alors W n N est un sous-@-module de W. Mais W est un [F;Q)-module irréductible,
on a donc deux possibilités, soit N n W = W soit N n W = 1. Dans le second cas, N et W
commutent mais on a aussi N = N/ ~ w = NW /iy < Gy = Q et Q agit fidélement sur .
Donc ce cas est impossible puisque N est non-trivial. Dans le premier cas, ot N n W = W on
a W < N est G/ est un quotient de G/jjy = @ et est donc cyclique.

3.2.6 Preuve du théoréme principal

Théoréme 3.2.13. Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. FPrim(G) = F,

FPrim(G) # 0,

eg est une relation primitive,

G est non-cyclique et tous ses quotients propres sont cycliques,

G est un B-groupe non-trivial, dont tous les quotients propres sont cycliques,

SIEERANR NI

G est une extension 1 — S% — G — Q — 1 avec Q cyclique, d > 1, S simple, ou
Uapplication naturelle Q@ — Out(Sd) est une inclusion et ot de plus 'une des conditions
sutvantes est satisfaite :

(a) S est non-cyclique et S n’a pas de sous-groupes propres normauz non triviaur dans G.
(b) St = Cy x Cy et Q =1 pour | un nombre premier, c.-a-d. G =~ C; x Cj.
(c) S = C; pour | un nombre premier, 11 |Q| (c.-a-d. G = (C))? x Q) et Q agit irréduc-
tiblement sur le Fj-espace vectoriel (C’l)d DPAT CONJUGALSON.
Démonstration. 2. = 1. Comme F Prim(G) # 0, G n’est pas cyclique, et on peut donc appliquer
le théoréme 3.2.9.

1. = 3. Par la proposition 3.2.2, eg engendre F Prim(G). Donc en particulier, eg est une relation
primitive.
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3. = 2. Trivial.
4. = 1. Découle du théoréme 3.2.9.

1. = 5. Le groupe G est un B-groupe par la proposition 3.2.2. De plus, on sait que eg engendre

FPrim(G). Par le lemme 3.2.4, tous les quotients propres sont cycliques car dans le cas
contraire e$, serait imprimitif (et F Prim(G) = 0)

5. = 4. Découle du fait qu'un B-groupe non-trivial ne peut pas étre cyclique.

2. = 4. Comme FPrim(G) # 0, G n’est pas cyclique. Le résultat découle du théoréme 3.2.9.

4. = 6. Découle des théorémes 3.2.11 et 3.2.12.

6. = 4. Découle des théorémes 3.2.11 et 3.2.12. ]
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foncteurs et applications






Chapitre 4

Adjonctions entre catégories de
foncteurs

Ce chapitre est une application de la théorie des catégories. Les résultats de ce chapitre
pourraient avoir des implications dans divers cas d’application de la théorie des catégories. Mais
la premiére motivation provient de la théorie des foncteurs de bi-ensembles.

On note p un nombre premier.
Soit C ,1oG1B la catégorie dont les objets sont les groupes finis et dont les morphismes sont les
bi-ensembles sans inflations excepté depuis des sous-groupes normaux d’ordre p’ (voir la notation
1.2.11 pour une description plus détaillée). Il existe un foncteur oubli naturel

Q2 : Func _vect (C GrB, C-Vect) — Func _vect (C p-1,GrB, C-Vect)

qui est induit par Iinclusion 6 : C,GrB — CGrB. L’objectif est de savoir si le foncteur € a
un foncteur adjoint ¢ : Func_vect (C p-1gGrB, C-Vect) — Func_veet (C GrB, C-Vect).

La motivation vient ici du fait que Func _yect(C p.1gGrB, C-Vect) contient en particulier le fonc-
teur CProj;, (voir la section 1.4.2). En effet, pour k un corps de caractéristique p, C Proj, n’est
pas un foncteur de bi-ensembles car il ne sait faire des inflations que depuis des sous-groupes
normaux d’ordre p’. Si on connait ¢, on peut alors s’intéresser a ¢(C Proj;,) qui lui est un fonc-
teur de bi-ensembles. L’idée est ensuite de comparer ce foncteur avec Cppy, puisqu’on sait que
pour un groupe fini G, les kG-modules indécomposables de p-permutation sont déterminés par
les modules indécomposables projectifs pour Ng(P)/p lorsque P parcourt les p-sous-groupes de
G (voir la section 2.1.3).

Cette question est le point de départ de ce chapitre méme s’il est en fait beaucoup plus
général. Le paragraphe 4.1 donne par exemple une formule pour les extensions de Kan (voir
[Bor94a, §3.7]) dans un cas ou les catégories sont enrichies. Ceci s’applique directement aux
foncteurs de bi-ensembles, mais pourrait avoir d’autres applications.

4.0.7 Situation

Soit R un anneau unitaire. On note R-Mod la catégorie des R-modules.
Soient € et ¥ deux petites catégories enrichies sur R-Mod. Soit § : € — & un foncteur enrichi
sur R-Mod. Alors, puisque c’est un foncteur enrichi, 8 induit un foncteur

0* - FunR_Mod(@,R—Mod) i FunR_MOd(%,R—MOd)
F — Fod.
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On définit 0* sur les transformations naturelles comme suit, pour v : F' = J un morphisme de
Fung_mod(Z, R-Mod), on pose 0*(v)c = vg(c)- Notons qu'il est trivial de vérifier que 0% est un
foncteur.

Maintenant, on voudrait définir un foncteur

Fung mod (%, R-Mod) — Fung_yod(Z2, R-Mod)

qui soit I’adjoint & gauche de 6*.

Remarquons que si nous traitions le cas sans enrichissement, la solution & ce probléme est connue.
Il suffit de considérer I'extension de Kan & gauche le long de 6 (voir [Bor94a, §3.7]). Pour le cas
enrichi, il existe aussi une solution générale & ce probléme provenant de la théorie des catégories
(voir [Bor94b, Theorem 6.7.7, p. 344]). Cependant, la formule générale est difficile a calculer
dans des cas particuliers. Notre cas est trés particulier puisque les foncteurs considérés sont a
valeur dans la catégorie sur laquelle on enrichit et ’enrichissement est sur une catégorie trés
"simple". C’est pour cela qu’on proposera ici une approche directe avec une formule explicite
pour les adjoints de 6*.

4.1 Adjoint a gauche
On va définir, dans ce paragraphe,

¢ : Fung_mod (%, R-Mod) — Fung_noed(Z2, R-Mod)

un adjoint & gauche de 6*.

4.1.1 Le foncteur ¢ sur les objets

Pour F' € Fung _\mod (%, R-Mod), on va définir ¢(F') € Fung_yoq(Z, R-Mod).

Le foncteur ¢(F) sur les objets

Définition 4.1.1. Pour un objet D € &, on définit la catégorie &p comme étant la catégorie
dont les objets sont les paires (C,a) pour C € € et a € Homg(0(C), D). Un morphisme dans
Ep, f:(C,a) — (C',d’) est la donnée d’un morphisme f : C — C’ dans € tel que

0(C) —_a
\
(/) D
0(C") o

commute. La composition d’applications est induite par celle de %.
Remarque 4.1.2. Remarquons que puisque % est une petite catégorie, &p est aussi petite.

Notation 4.1.3. Soit D € . On considére la somme @(C,a)eé”p F(C). Dans cette somme, on
dénote un générateur (C,a,m) pour (C,a) € &p et m € F(C).

Remarque 4.1.4. Si on se place dans le contexte de la définition ci-dessus, pour (C,a) € &p,
mi,me € F(C)et A\e Ron a

(C? a, >\m1 + m2) = )‘(07 a, ml) + (07 a, m?)‘

Ceci découle de la définition de la somme directe et de sa structure de R-module.
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Définition 4.1.5. Pour D € 2, on définit
p(F)(D) = ( ) F(C)> vy
(C,a)eéaD

ou Up est le sous- R-module engendré par

(C',d ,F(f)(m)) — (C,a,m) (4.1)

(C, Xa1 + az,m) — N(C,a1,m) — (C,az, m) (4.2)
pour (C,a),(C",d’) et (C, a1 + a2) € &p, f:(Cya) — (C',d’) dans &p, A€ R et me F(C).

Remarquons que ¢(F')(D) a une structure naturelle de R-module héritée du module
® F©)
(C,a)Erf’D

puisqu’on quotiente par un sous-module.

Notation 4.1.6. La classe d'un générateur (C, a,m) de @ ¢ 4)es, F'(C) dans le quotient ¢(F)(D)
est notée [C, a,m].

Le foncteur ¢(F') sur les morphismes

On veut a présent définir la structure de foncteur de ¢(F).

Définition 4.1.7. Soit ¢ : D — D’ un morphisme de 2, on définit ¢(F)(g) comme étant
I’application

o(F)9): (Biomes FO) f, — (Bcranesn, FC) Iy,
[C,a,m] +—— [C,goa,m]|

Lemme 4.1.8. L’application de la définition 4.1.7 est bien définie et elle est R-linéaire.

Démonstration. Remarquons d’abord que si on prend (C,a) € &p, alors goa : 0(C) — D — D’
et donc (C, g oa) € &p. On considére alors application R-linéaire

gx - @(C,a)eg’D F(C) - <®(C',a’)E£D, F(Cl)) /UD/ .
(C,a,m) +— [C,goa,m]
Remarquons que g4 est définie sur les générateurs de @(C,a)e ¢, F'(C) puis étendue par R-

linéarité. On vérifie maintenant que cette application passe au quotient par Up, c.-a-d. induit
une application depuis ¢(F)(D). Or, on a que

95 ((C",d', F(f)(m))) = [C",g o a', F(f)(m)]
=[C,goa,m]
9« ((C,a,m))
9x ((C, Aay + ag,m)) = [C, g o (Aay + az), m]
=[C,Agoai +goaz,m]
= \MC,g0a1,m]+ [C,goaz,m]
= Agx ((Ca1,m)) + g« ((C, az, m))
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pour (C,a),(C’,d’) et (C, a1 + a2) € &p, f: (C,a) — (C',a’) dans p, A € R et m € F(C).
Notons que I'égalité [C,g o (Aa1 + a2),m] = [C,Ag 0 a1 + g o az,m] découle du fait que la
composition d’applications est linéaire. Donc on a bien un application induite

e(F)(g) : (@(C,a)egDF(C))/UD — (@(C/,a/)egD,F(C/)>/UD,
[Cia,m] +— [C,goa,m]|

qui est R-linéaire. O

Vérification de la structure de foncteur de ¢(F)

Lemme 4.1.9. Les définitions 4.1.5 et 4.1.7 font bien de ¢(F) un foncteur enrichi sur R-Mod.

Démonstration. On vérifie d’abord que ¢(F') est bien un foncteur. On considére g : D — D’ et
f: D" — D" des morphismes de 2. Pour [C,a,m] € ¢(F)(D), on a bien

@(F)(fog)([cvavm]) = [C,fogoa,m]
= p(E)(N)([C,g0a,m])
= o(F)(f) o p(F)(9)([C,a,m]).

Par conséquent, on obtient ¢(F)(f o g) = @(F)(f) o p(F)(g). Par ailleurs, pour D un objet de
% et [C,a,m] € p(F)(D) on a

p(F){Idp)([C,a,m] = [C,1dp ca, m]
= [C,a,m].
Donc ¢(F)(Idp) = Id,p)(p), ce qui termine la preuve que (') est un foncteur.

On montre maintenant que ¢(F') est un foncteur R-linéaire. Soient g1,g2 : D — D’ dans 2 et
soit A € R. On a alors

(p(F)()‘gl + 92)([07 a, m]) = [Cv (Agl + 92) ca, m]
= [C,Ag10a+ g2 0a,m]

= \C,g10a,m]+[C, g2 0a,m]|
Ap(F)(g1) ([C,a,m]) + o(F)(g2) ([C,a,m])
= (Ap(F)(g1) + ©(F)(g2)) ([C, a,m]).

pour [C,a,m] € o(F)(D), o la troisiéme égalité découle de la définition du quotient p(F)(D’).
O

Par conséquent, on a bien construit ¢(F') € Fung _\moq(Z, R-Mod).

4.1.2 Le foncteur ¢ sur les morphismes

Ci-dessus, nous avons défini le foncteur ¢ sur les objets. Il faut encore définir ¢ sur les
morphismes, c.-a-d. les transformations naturelles.

Définition 4.1.10. Soit 7 : F = J une transformation naturelle dans Fung_n0q(%, R-Mod).
On définit alors la transformation naturelle p(v) : @(F) = ¢(J) par, pour D € 2,

e(y)p: e(F)D) — @(J)(D)
[Cia,m] +— [C,a,vc(m)].
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Lemme 4.1.11. Les applications o(v)p dans la définition 4.1.10 sont bien définies et R-
linéaires. De plus o(7) est bien une transformation naturelle.

Démonstration. On a une famille d’applications R-linéaires (y¢ : F(C) — J(C))cey. Pour
D e 2, on peut considérer

Yoo @ FO)-» P J©).

(C,a)eép (C,(Z)G(gaD (C,G)E(g’D

En passant au quotient a droite, on obtient une application R-linéaire

I'p: @(c,a)egDF<C) — ¢(J)(D)
(Cya,m) — [C,a,vc(m)].

On vérifie que T'p passe au quotient et induit une application depuis ¢(F)(D). On a bien, pour
f: (C,CL) — (C’,a/) € &p, (C,aq +CL2) € &p, me F(C) et A\e R,

Ip ((C',d, F(f)(m))) = [C",a’,ve (F(£)(m))]

=[C",d’, J(f)(ve(m))]

=[C,q, ’Yc( )]

I'p ((C,a,m))

p ((C,Aar + az,m)) = [C, Aa1 + az,7¢(m)]
= A[C, a1,7¢(m)] + [C, az, ye(m)]
= A'p ((C,a1,m)) + T'p ((C,az,m))

Notons que la deuxiéme égalité découle du fait que v est une transformation naturelle et la
troisiéme égalité découle de la définition de J(F')(D). Donc I'p induit une application R-linéaire

e(y)p: w(F)(D) — ¢(J)(D)
[Cvavm] — [Caa7’70(m)]'

Vérifions que ¢(7) est une transformation naturelle entre p(F) et ¢(J). Soit g : D — D’ dans
2, on veut que le diagramme

»(Y)p

P(F)(D) e(J)(D)
w(F)(g)i iw(J)(g)
P(F)(D) —5—=o(I)(D)

commute. Soit [C,a,m] € ¢(F)(D), alors on a

¢(V)pr o p(F)(9)([C,a,m]) = o(v)p ([C, g © a,m])

= [C,g0a,vc(m)]
(D)) (C, a,ve(m)])
())(9) o () ([C,a,m]).

P
P

Donc ¢(7) = (¢(7)p) pey est bien une transformation naturelle. O
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Vérification de la structure de foncteur de ¢

Il ne reste qu’a vérifier que ¢ est bien un foncteur. Soient v : F = J et : J = L des
transformations naturelles dans Fung _nod(%, R-Mod). On doit alors vérifier qu’on a bien

o(Boy)=¢(B)op()

Autrement dit, pour tout D € 2, on doit vérifier (8o v)p = ¢(8)p o ¢(y)p- Soit [C,a,m] un
générateur de p(F)(D), on a alors

@(Bo ’Y)D([C7 a, m]) =

En conclusion, on a bien un foncteur

¢ : Fung_pmoed (%, R-Mod) — Fung_neq(Z, R-Mod).

4.1.3 Adjonction entre ¢ et 6*

Théoréme 4.1.12. Le foncteur ¢ est l'adjoint & gauche du foncteur 0.

Remarque 4.1.13. Par définition, ¢ est I’adjoint a gauche du foncteur 6%, si il existe des isomor-
phismes
Hompyn ,, ypoa(2,R-Mod) (P(F), G) = Hompyy , . p-Moa) (F 07(G))

pour tout F' € Fung_\od4(%, R-Mod) et G € Fung _\joq4(Z, R-Mod), naturels en F et G. Or, par
[Bor94a, Theorem 3.1.5, p.99], ceci est équivalent & la donnée d’une transformation naturelle

77 : IdFunR_Mod((ﬁ,R—Mod) = H* © 80

telle que pour tout F' € Fung_nodq(%, R-Mod), le couple (¢(F),nr) vérifie la propriété : si
G € Fung.ymod(Z2, R-Mod), o : F = 6*(G) dans Fung_nyoq(%, R-Mod), il existe un unique
o p(F) = G dans Fung_y04(Z, R-Mod) tel que 68*(a/) o np = «, c.-a-d. le diagramme

F——2 0*(G)

. ®

)
0% o p(F)

commute dans Funpg noq(€, R-Mod).

Démonstration du théoréeme. Nous allons utiliser la remarque ci-dessus pour démontrer que ¢
est 'adjoint a gauche de 6*.

Définition de n
Soit F € Fung_\od (€, R-Mod), alors (0* o p)(F) = ¢(F) o §. On définit, pour C € €,

(mr)e = F(C) — @(F)(0(C))
m [C,Idg(c),m]
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car (C,Idg(cy) € &) Comme (nF)c est la composition de I'inclusion dans la somme directe
puis du passage au quotient, c’est une application R-linéaire. Vérifions a présent que (ng)c est
naturelle en C. Soit f : C — C’ dans €. Pour vérifier la naturalité de ng, on doit vérifier que le
diagramme

F(C) "0 o(p)(0(C))
F(f)l lwm (o))
e(F)(6(C")

(UF)C/

commute. Soit m € F(C'), on a alors

P(F)(0(f)) © (nr)c(m) = o(F)(0(f))([C,1dg(c), m])
= [C.0(f),m]

= [C', 1dg(cry, F(f)(m)]

= (nr)or (F(f)(m))

= (nr)cr o F(f)(m),

ot la troisiéme identité découle du fait que f : (C,0(f)) — (C’,Idg(cry) est un morphisme de
&y(cry (donc induit une identification dans (F)(6(C”))). Par conséquent, np est une transfor-
mation naturelle puisque ¢(F)(0(f)) o (nr)c = (nr)cr o F(f).

Vérifions & présent que nr est naturelle en F. Soit v : F' = J une transformation naturelle
dans Funpg \od (€, R-Mod), on doit vérifier que

F - J
. I
P(F)ob ¢(J)ob

6%op(y)

commute. Mais ceci est vérifié si et seulement si le diagramme

F(C) s J(C)
(nF)Ci l(m)c
@(F) 0 0(C) ¢(J)00(C)

(6%o0(m),,

commute pour tout C' € ¥. Commencons par étudier ’application (9* o @(7))0 = 0*(e(7))c-
Or, par définition de 6* (voir paragraphe 4.0.7), on a 6*(p(7))c = ¢(7)g(c)- Pour m € F(C), on
obtient alors

(0% o o(7)) 0 (nr)c(m) = (6% 0 (7)) o ([C,1dg(cy, m])
= o(Meac) ([C,1dg (), m])
= [C, Idy(cy, ve(m)]
= (n1)c(ve(m))
= (n7)c °ve(m)
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donc le diagramme ci-dessus commute.
Propriété universelle

On vérifie que 1 a la propriété universelle souhaitée. Soit F € Funpg_nmod(%, R-Mod), soit
G € Fung \od(Z, R-Mod) et soit « : F = 6*(G) une transformation naturelle. On veut définir
une transformation naturelle o/ : @(F) = G. Soit D € P et soit (C,a) € &p, alors on a

a:6(C) — D dans 2 qui induit G(a) : G(6(C)) — G(D). On a de plus ac : F(C) — G(6(C)),
donc on peut définir

Ap: Dcapes, F(C) — G(D)
(C,a,m) — G(a)oac(m)

qui est clairement R-linéaire. Vérifions que cette application passe au quotient et induit bien
oap 1 @(F)(D) — G(D). Or, pour f: (C,a) — (C',d) € &p, (C, a1 + a2) € &p, me F(C) et
A€ R, ona
Ap((C',d', F(f)(m))) = G(d) o ac (F(f)(m))
= G(d') oacr o F(f)(m)
= G(d') o G(0(f)) 0 ac(m)
= G(a' o G(f)) o ac(m)
= G(a)oac(m)
= AD((C,a,m))
AD((C, Aay + ag, m)) = G()\al + ag) o Ozc(m)
= (AG(a1) + G(a2)) 0 ac(m)
= AG(a1) o ac(m) + G(az) o ac(m)
= Mp((C,a1,m)) + Ap((C,az,m)),
ou dans la troisiéme égalité on a utilisé que « est une transformation naturelle et dans la
cinquiéme égalité on a utilisé que f est un morphisme de &p.
Par conséquent, Ap induit une application R-linéaire
ap: @(F)(D) — G(D)
[Cya,m] +— G(a)oac(m).
On montre & présent que I'application ci-dessus est bien naturelle en D, c.-a-d. o : ¢(F) > G

est une transformation naturelle. Soient D et D’ deux objets de 2 et soit g : D — D’ un
morphisme de 2. On doit alors vérifier que le diagramme

o(F)(D )w(F)(g) o(F)(D')

/ ’
ap \LO‘D/

D)——=G(D'
GID)——, ¢

commute. Soit [C,a, m] un élément de ¢(F)(D), on a alors

apy 0 p(F)(9)([C.a,m]) = oy ([C, g 0 a,m])
= G(goa)oac(m)
= G(g) o G(a) o ac(m)
=G(g)o a’D([C, a,m])
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et donc o/, 0 o(F)(g) = G(g) o o/, c.-a-d. o est bien une transformation naturelle.
Pour que le diagramme (4.3) commute, on doit vérifier que

F(C) ——"—=G(0(C))

(77 )Cl /
! (e*(o/))c

p(F)(6(C))

commute pour tout C' € €. Soit alors C' € € et soit m € F(C'), on a alors

(0%(a”)) ¢ 0 (np)c(m)

(0%(a))  ([C, Tdg(c, m])
= (¢ ([C, Idg(c), m])

= G( Idg(c) ) o ac(m)

= Idgg(c)) cac(m)

= ac(m)

donc on a bien ac = (0*(a/))c o (nr)c, Ao a = 0*(a/) o np.

Montrons & présent que o est 'unique transformation naturelle qui fait commuter le diagramme
(4.3). Supposons qu’on ait 3 : p(F) = G une transformation naturelle telle que 6*(8) onp = a.
On veut démontrer que f = &/, c.-a-d. Bp = o, pour tout D € 2. L'égalité 6*(5) o np = a,
nous assure que pour tout C'€ €, on a By o (nr)c = ac. Donc pour m € F(C), on a

ac(m) = By © (nr)c(m) = Bycy (IC, Idg(cy, m]). (4.4)

Soit D € Z et soit [C,a,m] € ¢(F)(D) (donc (C,a) € &p et m € F(C)), alors on a une
application a : §(C) — D qui induit ¢(F)(a) : ¢(F)(6(C)) — @(F)(D) et qui par définition
vérifie I’égalité cp(F)(a)([C, Id@(c),m]) = [C,a,m]. De plus, comme [ est une transformation
naturelle, le diagramme

(F) (6(C)) 22 G (0(C))
W(F)(a)i lG(a)
S(F)(D) a(D)

commute. Par conséquent,

Bo([C,a,m]) = Bp (#(F)(@)([C,1dg(c), m]))
*5DO‘P )(a)([C, 1dg(cy, m])
= G(a) © By(c) ([C. 1dg(c), m])
= G(a) o ac(m)
= a/p([C,a,m]).
ou lavant-derniére égalité découle de 1'égalité (4.4). Comme ceci est vrai pour tout générateur

[C,a,m] € p(F)(D) on a fp = a/p. Dot B = & et on a bien I'unicité. En conclusion, n vérifie
la propriété universelle voulue. Et donc ¢ est bien I'adjoint & gauche de 6*. O

Notation 4.1.14. On note @? cet adjoint ¢ puisqu’il dépend de € et Z. Notons qu’il dépend
aussi de f mais on 'omet dans la notation.
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4.1.4 Propriétés d’exactitude

Soit ¢ : Fung_moed (%, R-Mod) — Fung_yoq(Z, R-Mod) 'adjoint & gauche du foncteur 6*.
les propriétés d’exactitude du foncteur ¢ sont essentielles. En effet, si on connait les facteurs
de composition d’un foncteur F' € Fung_yoq(%, R-Mod), il est tout a fait naturel de vouloir
connaitre ceux de ¢(F).

Proposition 4.1.15. Le foncteur ¢ est exact & droite.

Démonstration. Comme ¢ est un adjoint & gauche de 0%, ¢ a un adjoint & droite. Donc par
[Bor94a, Proposition 3.2.2|, ¢ préserve les colimites. Par [Bor94b, Proposition 1.11.2], ¢ est
exact a droite. O

A priori rien n’assure l'exactitude & gauche de ¢ (cela n’est en général pas le cas pour un
adjoint & gauche). Cela ne nous permet donc pas en général de connaitre les facteurs simples de
©(F) a partir de ceux de F', mais on peut au moins envisager de décrire des sous-foncteurs.

4.2 Adjoint & droite

On garde les notations de la section 4.0.7. On va définir, dans ce paragraphe,
1/) . FunR—MOd(%v R—Mod) - FunR_MOd(@, R—Mod)

un adjoint & droite de 8*. Pour cela, nous avons choisi ici une approche directe. On va donc
donner directement la définition de 1) puis vérifier que c’est bien un adjoint & droite de 6*.

Si nous avions traité le cas d’un enrichissement sur K -Vect plutdét que R-Mod, nous pourrions
réutiliser la section 4.1 et la "dualiser". Explicitement, € induit également

0" : Fung veet(Z, K -Vect®) — Fung vee (€, K -Vect?)

ot (—)° désigne la catégorie opposée et 0* est défini comme 6* a la section 4.0.7. Par la section
4.1, le foncteur

(9*/)"” s Fung veet (27, K -Vect) — Fung vect (4P, K -Vect)

a un adjoint & gauche. Donc, en utilisant la définition de I’adjonction et le principe de dualité,
on obtient que

0 : Fung -veet (2, K -Vect®) — Fung veet (€, K -Vect?)

a un adjoint & droite. De plus, on peut identifier Fung veet(Z, K -Vect?) avec la catégorie
Fung veet (2, K -Vect) en utilisant le fait que les catégories K -Vect et K -Vect® sont équiva-
lentes. En effet, on utilise le foncteur K -Vect — K -Vect® : V — V* ou V* désigne le dual
d’un espace vectoriel qui est bien une équivalence de catégories puisqu’on considére des espaces
vectoriels de dimension finie. Par ce processus, on obtient un adjoint & droite de 6*.

Cette méthode donne le méme résultat que celui obtenu ci-dessous, mais la preuve est moins
directe et ne s’applique pas dans le cas d’un enrichissement sur R-Mod.

4.2.1 Le foncteur ¢ sur les objets
Pour F' € Funpg _\moq(%, R-Mod), on va définir ¢ (F') € Fung nod(Z, R-Mod).
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Le foncteur ¢ (F') sur les objets

Définition 4.2.1. Pour un objet D € 2, on définit la catégorie &P comme étant la catégorie
dont les objets sont les paires (C,a) pour C € € et a € Homg(D,0(C)). Un morphisme dans
Ep, [ :(Cya) — (C',d’) est la donnée d’un morphisme f : C — C’ dans € tel que

a_>0(C)
el
D 0(f)
a =0(C")

commute. La composition d’applications est induite par celle de %.

Notation 4.2.2. Soit D € . On considére le produit ]z 4)egp F/(C). Dans ce produit, on
dénote un élément (M (c.q))(c,a) POUTr M(Cyq) € F(C).
Pour (C',a’) € &P fixé, on dénote
F.D
Piray: caesr F(IC) — F(C')
MCa) (ay T TUC)

la projection sur la composante (C’,a’).

Définition 4.2.3. Pour D € 2, on définit ¢(F')(D) comme étant le sous-module de ]_[(C’a)egp F(O),
défini par :
(M(c,a))(Cra) € Y(F)(D) si et seulement si

F(f)(mca) = mcra)
M(C Aay+az) = AYCrar) T TYCaz)

pour tout f : (C,a) — (C',a') € &P et A € R. Avec la notation ci-dessus, on peut donc dire,
pour M € [ ¢ g)egn FI(C), M € (F)(D) si et seulement si

F(f) 0 Petay(M) = Dl oy (M) (4.5)
F.D F.D F.D
p(C,)\a1+a2)(M) = Ap(C,al)(M) +p(c’a2)(M) (4.6)

pour (C,a),(C’,a’) et (C, a1 + az) € &P, f:(C,a) — (C',a’) dans &P et A e R.

Remarquons que ¢ (F)(D) a une structure naturelle de R-module héritée du R-module
[Lica)esr F(C). En effet, ¢(F)(D) est un sous-R-module puisque pour tout f € €, F(f) est
une application linéaire.

Le foncteur ¢ (F') sur les morphismes

On veut & présent définir la structure de foncteur de ¢ (F).

Définition 4.2.4. Soit ¢ : D — D’ un morphisme de 2, on définit ¢ (F)(g) comme étant
I'application
V(E)g):  F)ND) — P(F)(D)

(mecaw)ca — (M@ aon)crwy

Autrement dit pfc’,l,);,) op(F)(g) = p{éj?a,og) pour tout (C',a’) € &Y.
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Lemme 4.2.5. L’application de la définition 4.2.4 est bien définie.
Démonstration. Remarquons d’abord que si on prend (C’,a’) € & DI, alors
aog:D—D — )

et dans ce cas (C,a’ og) € &P. Soit M € 1 (F)(D), on veut vérifier que ¢ (F)(g)(M) € (F)(D").
On a clairement, ¥(F)(g)(M) € H(C, a)es D’ F(C"), il reste a vérifier les conditions de la défini-
tion 4.2.3, or on a

F(f) 0 (i © WENGM) = F(f) 0 P rog) (M)
= p{ée,a”og) (M)
— P o B(F) () ()
P st var) © V) (9)(M) = pfcf?(ml+a2)og)<M>
= p(C’ ajog+ahog) (M)
= >\p ' a/og)(M) +p (' a/og)( )
_)\pcr /)O¢(F)( )( )+P(c/7a/2)01/1(F)(9)(M)

pour (C”,d’),(C”,d") et (C',\a| + ay) € &p, f: (C',a') — (C”,a") dans &P’ et X € R. Notons
que la deuxiéme égalité découle du fait que si f : (C’,a’) — (C”,ad”) est un morphisme dans
&P’ alors f: (C',d o g) — (C”,a" o g) est un morphisme dans &P (et M € (F)(D)). O

Vérification de la structure de foncteur de ¢(F)

Lemme 4.2.6. Les définitions 4.2.3 et 4.2.4 font bien de ¢(F') un foncteur enrichi sur R-Mod.

Démonstration. On vérifie d’abord que ¥(F) est bien un foncteur. Soient deux morphismes de
9,9:D — D' et f:D — D" On veut alors démontrer que les applications ¥ (F)(f o g) et

Y(F)(f) 0P (F)(g) sont égales de 1(F)(D) vers 1(F)(D"). On a
pfg;]f:;//) oY(F)(fog) = pf(’f? a0 fog)
pfﬁauof) o P(F)(g)
= p(cu,an) o p(F)(f) o (F)(g)

pour tout (C”,a") € &P". Donc on obtient bien ) (F)(f o g) = (F)(f) o ¥(F)(g).
On montre maintenant que ¢ (F) est un foncteur R-linéaire. Soient g1, g2 : D — D’ dans 2 et
soit A € R. On a alors

P(Cran) @ VEYOGL+ 02) = P(&rongs )
F,D
- p(C’ Aa’ogi+a’og2)
F,D
= /\p(C/ a/og1) + p(c/ )
= /\p(C’,a') © dj( )(gl) +p C’ " d}( )( )
= Pier oy © MU(F)(91) + (F)(g2))

pour tout (C’,ad’) € &P et o la troisieme égalité découle de la définition du sous-module
W(F)(D). Donc on obtient bien ¥(F)(Ag1 + g2) = Mp(F)(g1) + ¥ (F)(g2)- O

Par conséquent, on a bien construit ¢(F) € Fung_pod(Z, R-Mod).
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4.2.2 Le foncteur ¢ sur les morphismes

Ci-dessus, nous avons défini le foncteur ¢ sur les objets. Il faut encore définir ¢ sur les
morphismes, c.-a-d. les transformations naturelles.

Définition 4.2.7. Soit v : F = J une transformation naturelle dans Fung_\104(%, R-Mod).
On définit alors la transformation naturelle () : ¥(F') = (J) par, pour D € 2,

Y(v)p - Y(F)(D) — ¢(J)(D)
(M) ca — (elmean)) o

Autrement dit, on a p‘(]’cj?a) o(v)p(M) = ~¢ Opfcﬂ)(M) pour M € (F)(D).

Lemme 4.2.8. Les applications ¥ (v)p dans la définition 4.2.7 sont bien définies et R-linéaires.
De plus () est bien une transformation naturelle.

Démonstration. On commence par démontrer que pour M = (mcq))(ca) € Y(F)(D), on a
Y(y)p(M) € (J)(D). En effet, on a

T(f) 0 Digny © b(ND(M) = J(f) 0 ¢ 0 pit (M)
= Y01 0 F(f) 0 pg1y (M)
= ¢ 0 pfé?a/)(M )
= Dy © Y (7)D(M)

Picorar+am © YDM) =90 0 P01 400y (M)
=90 © (W) + Péran) (M)
= 290 0 Py (M) + 90 0 Py (M)
= AP{¢nyy © (M) +pr,,) 0 ¥ (3)p(M)
pour (C,a), (C',d') et (C, a1 + az) € Ep, f: (C,a) — (C',a’) dans &P et A € R. Notons qu’on

a utilisé le fait que v est une transformation naturelle, c.-a-d. par définition, on a une famille
d’applications R-linéaires (y¢ : F'(C) — J(C))cew, et le diagramme

F(C)—= J(C)
F(f) J(f)

Ye!

F(C" 2 ()

commute. Enfin, pour tout D € 2, ¥(v)p est R-linéaire puisque les applications (y¢ : F(C) —
J(C))cew le sont.
Montrons & présent que () est une transformation naturelle. Soit g : D — D’ dans 2, on veut
que
(V)b
Y(F)(D) —=¢(J)(D)
1b(F)(g)i iw(J)(g)

VE)D) fo= U (D)
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commute. Or, on a bien
D gy 2 GD)(9) 2 V(N D = D) grogy © (WD
F,D

= "}/C/ Op(C,ﬂ,Og)

— o 0P o B(F)(g)

= Dt o 0 V() 0 0 V(F)(9)
pour tout (C’,a’) € &P, Donc ¢ (J)(9) 0 (V)p = ¥ () pr 0 Y(F)(9), c-a-d. (v) = (¥(7)D) pesy
est bien une transformation naturelle. O
Vérification de la structure de foncteur de

Il ne reste qu’a vérifier que 1 est bien un foncteur. Soient v : F = J et : J = L
des transformations naturelles dans Funpg _pod(%, R-Mod). On doit alors vérifier qu’on a bien

W(Boy) = (B)op(y). Autrement dit, pour D € 2, on doit vérifier Y(Bovy)p = ¥(B)pov(Y)p-
Soit (C,a) € &P, on a alors

Pt 0 (Bomp = (Bov)copg,
= fBoonce pféz)
= B¢ Op{’c]?a) °o¥(v)p
= Pémy © ¥ (B)p o (D

et comme ceci est vrai pour tout (C,a) € &P, on a bien le résultat voulu.
En conclusion, on a bien obtenu un foncteur

’lﬁ . FunR_Mod(%”, R—Mod) - FunR_MOd(Q, R—MOd).

4.2.3 Adjonction entre i et 6*
Théoréme 4.2.9. Le foncteur v est l'adjoint a droite du foncteur 6*.

Remarque 4.2.10. Par définition, v est I’adjoint & droite du foncteur 6* si et seulement si 6* est
I’adjoint & gauche de 1. Donc 9 est ’adjoint a droite du foncteur 6%, si il existe des isomorphismes

Hompyn, yoa(2,R-Mod) (G5 ¥(F)) = Hompyn, o0 (4, R-Mod) (07 (G), F)

pour tout F' € Fung_\od(%, R-Mod) et G € Fung_nvoq(Z, R-Mod), naturels en F' et G. Or, par
[Bor94a, Theorem 3.1.5, p.99], ceci est équivalent & la donnée d’une transformation naturelle

1+ Idpun g rpoa(2,R-Mod) = ¥ © 0™

telle que pour tout G € Fung pmoq(Z, R-Mod), le couple (0*(G),ng) vérifie la propriété : si
F € Fung \od(€, R-Mod), o : G = ¢(F) dans Fung yod(Z2, R-Mod), il existe un unique
o : 0*(G) = F dans Fung o4 (%€, R-Mod) tel que ¥ (') o ng = a, c.-a-d. le diagramme

G ——"—=(F)

4.7
H g (4.7)

(0*(G))

commute dans Fung_\oq(Z, R-Mod).
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Démonstration du théoréme. Nous allons utiliser la remarque ci-dessus pour démontrer que
est I’adjoint & droite de 6*.

Définition de n

Soit G € Fung_\10d4(Z, R-Mod), alors v 0 0*(G) = (G o ). On définit, pour D € 9,

(na)p: G(D) — $(Go0)(D)
m — (G(a)(m))(c,a)egD
car a : D — 6(C) induit G(a) : G(D) — G(6(C)). On peut donc dire p?gi’)D o (ng)p = G(a).
Cette application est R-linéaire car G est un foncteur & valeurs dans R-Mod. Vérifions que cette

application est bien définie, c.-a-d. pour m € G(D) on doit avoir (ng)p(m) € (G o 0)(D). Or,
on a bien

(Go0)(F)(G(a)(m)) =G

G(Aay + a2)(m) = (AG(a1) + G(az))(m)

pour (C,a),(C',a') et (C, ay + a2) € &p, f: (C,a) — (C',a’) dans &P et A € R. Notons qu’on
a utilisé le fait que G est R-linéaire.

Q

Vérifions & présent que n¢ est une transformation naturelle (c.-a-d. (ng)p est naturelle en D).
Soit g : D — D’ dans 2, on doit vérifier que le diagramme

(ne)p

G(D) Y(G o 0)(D)
G(g)i iw(Go(’)(g)
(D) 9, (G o 0) (D)

commute. On a

Py © () pr o Glg) = G(a') o Glg)
~Gld o)
_ . Gob,D o ( )
= p(crﬂ/og) NG)D
= Dera, 0 (G2 0)(g) © (na)p

pour tout (C’,a’) € &’. Comme ceci est vrai pour tout (C’,a’), on obtient

(na)pr o G(g) = ¥(G o 0)(g) o (ne)p

et donc le diagramme ci-dessus commute. Ainsi 7 est une transformation naturelle.

Vérifions a présent que ng est naturelle en G (c.-a-d. n est une transformation naturelle).
Soit v : G = L une transformation naturelle dans Fung_poq(Z, R-Mod), on doit vérifier que

G —"=100*(G)

Wl lw@*(v)

L——— 10 0*(L)
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commute. Mais ceci est vérifié si et seulement si le diagramme

(D) -2, (@ o 0)(D)
WD\L l(woe*(V))D
L(D) Y(Lo0))(D)

()b

commute pour tout D € Z. Soit alors m € G(D), on a

picay’ o (n)p o yp(m) = L(a) (vp(m))
*'YG(C)OG< a)(m)
= 0*(y)c 0 G(a)(m)
= 6*(7)c o pipwy © (na)p(m)
Doy 0w (6*(7)) p © (nG)p(m)
o 0*

(M) p © (na)p(m)

= pLéiD o (o

pour tout (C,a) € &p. Notons qu’on a utilisé le fait que v est une transformation naturelle sur
la catégorie Z et donc que le diagramme

G(D) —"—L(D)

G(a)l iL(a)

e LB(C))
commute puisque « : D — 0(C) est un morphisme de 2. On déduit, de 'équation ci-dessus,
(nz)p ovyp(m) = (0 0*(7)) ;, © (ne) p(m) pour tout m € G(D). Ainsi les diagrammes ci-dessus
commutent et n est bien une transformation naturelle.

Propriété universelle

On vérifie que n a la propriété universelle souhaitée. Soit F € Fung_nmod(%, R-Mod), soit
G € Funp Mod(Z, R-Mod) et soit « : G = 9(F) une transformation naturelle. On veut définir
une transformation naturelle o/ : 6*(G) = F. Soit C € ¢, on définit alors

apn: GO(C)) — F(CO)

F0(C)
m = p(a[de(c))(a@(c‘)(m))

qui est bien définit car on a agc) : G(O(C)) — Y (F)(0(C)) et (C,Idg(cy) € &%C) . Premiérement,
remarquons que cette application est bien R-linéaire puisque ay(c) est une application R-linéaire.
Vérifions que o’ est bien une transformation naturelle. Soit f : C' — C’ dans %, on veut vérifier
que le diagramme

GO(C)) F(C)
G(ﬂf))l iF(f)
G(O(C") —— F(C)
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commute. En utilisant le fait que « est une transformation naturelle, et donc que

71¢e))

GO(C) " y(F)(0(C))
G(9(f))l le(F)(Q(f))
GO(C")) s Y(F)(B(C))

commute, on obtient
Fo(C
F(f) e ap(m) = F(f) o pioia,., (o) (m)

Fo(C
= Doy (@) (m)

= p{é?fﬁo)(c/)) o p(F)(0(f)) o agicy(m)

= Py o © C0ccr) © GO(F))(m)

= ae (G(0(f)) (m))
= ol o G(O(F)) (m)

pour tout m € G(A(C)). On a donc bien le résultat souhaité.
Pour que le diagramme (4.7) commute, on doit vérifier que

G(D) =2 §(F)(D)

T
("G)Di e
$(0%(G))(D)
commute pour tout D € Z. Soit alors D € Z et m e G(D), on a
p{éz) op(a)p o (na)p(m) = ag o p%,i’)D o (ng)p(m)
= ap o G(a)(m)

F.0(C
B p(CyI(de)(C)) ° ag(cy o G(a)(m)

0(C
= P ) 0 V(F) (@) o ap(m)

F.D
=P ° D (m)

pour tout (C,a) € &P. Et ainsi 1(a/)p o (ng)p(m) = ap(m) pour tout m € G(D). Donc les
diagrammes ci-dessus commutent.

Montrons a présent que o’ est I'unique transformation naturelle qui fait commuter le diagramme
(4.7). Supposons qu’on ait § : 6*(G) = F une transformation naturelle telle que ¥ (5) ong = a.
On veut démontrer que 3 = o, c.-a-d. B¢ = af, pour tout C € €. L'égalité ¢(3) o ng = o nous
assure que pour tout D € Z, on a ¥(8)p o (ng)p = ap. Soit C € €, on considére le cas ou
D = §(C) dans la formule précédente. On a alors

ol — PO
C = P(CIdyey) © M)

= p{éé,’l(ti)@) o Y(Bacc) © (nc)ec)

Go0,0(C
=fco p(c’ldg((cz) o (na)ec)

= Bo o G(1dycy)
= fBc-
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D’ou o/ = 3, et on peut donc ainsi déduire 'unicité de /. O

Notation 4.2.11. On note 1/1% I’adjoint v défini ci-dessus.



Chapitre 5

Applications des formules d’adjonction

Dans le chapitre précédent, on a défini deux adjonctions entre catégories de foncteurs. Plus
précisément, il s’agit méme de foncteurs enrichis sur la catégorie R-Mod. Or, dans la partie I,
nous avons traité une famille particuliére de ces foncteurs, les foncteurs de bi-ensembles. 11 est
donc particuliérement intéressant d’appliquer les deux adjonctions dans des cas particuliers liés
aux foncteurs de bi-ensembles.

Remarquons que ce chapitre pourrait étre traité de maniére tout a fait similaire dans le cas
d’un anneau commutatif et unitaire R au lieu du corps C. C.-a-d. on pourrait démontrer les
mémes résultats pour les catégories du type Fung noq(R GrB, R-Mod).

5.1 Application aux foncteurs sans inflation

On va utiliser la section 4.1 dans un cas particulier et donner une description explicite de
I’adjoint & gauche de #*. On traite le cas ou

o 9= C@)

o ¢ = CgGrB, la catégorie dont les objets sont les groupes et les morphismes sont les

bi-ensembles sans inflation (voir la notation 1.2.11),

© 0:% — 2 est I'inclusion.
Alors 0* : Func _veet (C GrB, C-Vect) — Func_veet (C15GrB, C-Vect) est en fait un foncteur oubli,
c-a-d. 0%(G) = Resgiggﬂ(G) pour G € Fung _vect(C GrB, C-Vect). Son adjoint gpg%i envoie
un foncteur qui ne sait pas faire de 'inflation sur un foncteur de bi-ensembles. Dans cette section
on note ¢ = g@% f:rBﬁ pour alléger la notation.
Le but de ce paragraphe va étre, pour F' € Func_vect (C1,GrB, C-Vect), d’identifier explicitement
le foncteur p(F') : CGrB — C-Vect.

Notation 5.1.1. Par définition, un morphisme de C GrB est de la forme " ; \;[U;] pour \; € C
et [U;] la classe d’isomorphisme d’un bi-ensemble U;. Pour simplifier la notation, on identifie le
bi-ensemble U; avec sa classe d’isomorphisme [U;] lorsque cela ne préte pas a confusion.
5.1.1 Le foncteur ¢(F') sur les objets

Pour G un groupe fini, on a

o(F)(G) = ( D F(H)) J0e

(H,a)eéog
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et (H,a) € ég veut dire a : H — G dans C GrB. De plus, on considére le C-espace vectoriel

Q<G

F(G) = <@ F(NG(Q)/Q)>
G

ol (—)¢g dénote les points co-fixes de I'action par conjugaison de G. Explicitement, pour Q < G
et m € F(Na(Q)/@), on note (Q, m) le générateur dans P« F(Ng(Q)/Q). Alors (—)¢ revient
a identifier (Q,m) a (YQ, F (Iso(cy)) (m)) pour tout @ < G, m € F(N(;(Q)/Q) et g € G (on
¢g + Na(Q)/g — Na(?Q)/fsq) dénote lisomorphisme de conjugaison et on note Iso(cg) le bi-
ensemble correspondant). Pour un générateur (Q,m) de la somme directe, on note [@Q, m] sa
classe dans le quotient F(G).

Théoréme 5.1.2. Pour tout groupe fini G, on a un isomorphisme de C-espaces vectoriels

p(F)(G) = F(G).

Définition de i1 : F(G) — ¢(F)(G)
Lemme 5.1.3. 1] existe une application C-linéaire

w: F(G) — ¢(F)(G)
[Q.m] —  [Na(Q)/g, Indinf_ o) 10 m]-

Démonstration. Remarquons d’abord que si Q < G, Indinf?VG(Q) /Q est un morphisme de C GrB,

donc on peut voir (Ng(Q)/Q, Indinf]GVG(Q)/Q) comme un objet de &g. On peut ainsi considérer
I’application

ic: Do F(Ne(@Q)g) — ¢IF)(G)
(Q,m) — [Ng(Q)/Q,IndianG\,G(Q)/Q,m].

Cette application est C-linéaire par construction. Vérifions que i passe au quotient et induit
une application depuis F'(G). Soit Q < G et soit g € G. On remarque d’abord que

Indinf§ (40 % 150(c) = Iso(cy) x IndinfF, ) -
Et de plus Iso(¢y) = Idg dans B(G, G) (car A et A, sont conjugués), donc
Indinf?VG(gQ)/gQ x Iso(cg) = IndianGVG(Q)/Q‘

Ainsi Iso(cy) est bien un morphisme entre lobjet (Ne(Q)/Q, Indinf]GVG(Q)/Q) et 'objet
(NG 9Q)/9Q, Indinf?vc(gQ)/gQ), dans la catégorie &g. Par conséquent

ic ((9Q. F(lso(cy))(m))) = [N6(9Q)/9Q ndinf§} g g F (Iso(ey) (m)]
= [Ng(Q)/Q,Indinf?VG(Q)/Q,m]
=1iq ((Qa m)) )

par définition de (F)(G) (voir définition 4.1.5) Ainsi, il existe bien une application C-linéaire
tg : F(G) = ¢(F)(G) comme dans ’énoncé. O
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Définition de pg : o(F)(G) - F(G)

On va définir inverse de g, c.-a-d. une application C-linéaire pg : ¢(F)(G) — F(G). On
commence par définir une application depuis la somme directe @ q)cs, F'(H).
Définition 5.1.4. Soit (H,a) un objet de &g, on commence par supposer que a est la classe

d’isomorphisme d’un bi-ensemble transitif, c.-a-d. a = Indinfg/o x Iso(f) x Defresg/A. On définit

alors _
T(H,a) : F(H) — F(G)

Ng(C)/C
(H,a,m) —> [C’,F(IndD% UL Iso(f) x Defresg/A)(m)] .
Pour (H,a) ol a n’est pas un morphisme transitif, c.-a-d. a = 3" | Aju; (pour A; € C et u; des
bi-ensembles transitifs), on pose r(gq) = D) NiT(Hu,)-
Lemme 5.1.5. L’application de la définition 5.1.4 est bien définie.
Démonstration. L’écriture de a sous la forme Indinfg NoRe Iso(f) x Defresg /A n’est pas unique

puisque dans C GrB les bi-ensembles sont identifiés & isomorphisme prés (voir la remarque 5.1.1).
Supposons alors a =~ Indinfg, Jor X Iso(f") x Defresg, e Or, a ne peut avoir ces deux écritures

que s'il existe g € G et he H tel que D' = D, 9C" = C,"B' = B,"A' = Aet f = cy0 flocy1.
On a alors

[C, F (Indg%c)/c x Iso(f) x Defresg/A) (m)]

= [C,F <Indévg/(/zg/)/gc/ x Iso(cg o f'ocp-1) x Defresng//gA,) (m)]

— [QC”, F (Iso(cg) X Indg,G/(g:/)/Cl x Iso(f') x Defresg,/A, X Iso(ch71)> (m)]

= [C”, F (Indgfjgl)/c, x Iso(f') x Defresg//A/) (m)]

ot on a utilisé la relation d’équivalence sur les éléments de F(G) et le fait que le (H, H)-
bi-ensemble Iso(cy,-1) est isomorphe & I'identité. On a par conséquent démontré que 7z ) ne
dépend pas du choix de I'écriture de a. O

Premieérement, on remarque que r (g 4) est une application linéaire (comme composition d’ap-
plications linéaires). Donc ces applications induisent une application C-linéaire

R: @(H,G)Eéaa F(H) I F(G)
(Hya,m) +—— 7(g,q)(m).
Proposition 5.1.6. L’application R ci-dessus induit une application
pc : p(F)(G) — F(G),
qui vérifie pc([H,a,m]) = rg,q)(m) pour tout (H,a) € g et me F(H).

Démonstration. On veut vérifier que R passe au quotient et induit une application depuis
©(F)(G) (voir définition 4.1.7).
Pour la deuxiéme condition, elle est vérifiée par définition, c.-a-d. on a toujours

R((H, Xay + az,m)) = AR((H,a1,m)) + R((H, a2, m))

(puisque par définition T(HAar+az) = AT(H,a1) T(Hm)).
Soient & présent (H,a) et (H',a’) deux objets de &g et soit v : (H,a) — (H',d’) dans &g (c.-a-d.
v: H — H' dans 1,GrB tel que ¢’ ov = a). On veut démontrer que

R([H',d',F(v)(m)]) = R([H,a,m])
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pour tout m € F(H), c-a-d. (g ) 0 F(v) = 7(g4). On va montrer cela pour a et a’ des
morphismes transitifs et v un morphisme élémentaire, le cas général en découlera directement.
On suppose a’' = Indinfg/c x Iso(f) x Defresg/A. Siv= Resg/. On a alors

a=dov= Indinfg/c x Iso(f) x Defresg/A.

De plus, on a

Ng(C)/C

T(H a’) © F(Rest)(m) = [C’,F (IndinfD/C x Iso(f) x Defresg;A o F(Resg/)(m)]

)
= [C’,F (Indinfg%c)/c x Iso(f) x Defresg/A) (m)]

= T(H,qa) (M)

Si v = Iso ou v = Def le résultat se démontre de la méme maniére et découle directement du
fait que F' est un foncteur et des formules de la section 1.1.1. Comme v est un morphisme de
C1;GrB, on ne peut pas avoir v = Inf.

Il reste donc le cas ot v = Indg/. Dans ce cas, par le lemme 5.1.7 ci-dessous, on a

CL:CL/O’U

= Z IndianG(I/C x Iso(fodocy) x DefresggzmH)/(A,mH).
v€[B\H'/H]

ol ¢, est Iisomorphisme de conjugaison par =, ot d : BN "H/g ~zg — A(B n"H)/q est
I'isomorphisme standard et ou C < K, < D est tel que K, /o = f (A(Bn*H)/4). On a donc

T(H o) © F(Ind®")(m) = [C,F (Indgfc(,c)/c x Iso(f) x Defresg;A) oF (Indg/> (m)]

=|C,F Z Indlj\(’f/(g)/c x Iso(f odocy) x Defres(HBzmH)/(AzmH) (m)
ze[B\H'/H]

= T(H,a) (m)

ou on a utilisé le lemme 5.1.7 dans lequel on remplace G par Ng(C)/c. On a donc bien une
application K-linéaire pg : ¢(F)(G) — F(G), qui vérifie pg([H,a,m]) = r(gq)(m) pour tout
(H, CL) € @((]D- O

Lemme 5.1.7. Soient G et H' des groupes finis. Soient (D,C) une section de G, (B, A) une
section de H', f : B/g — D/c un isomorphisme de groupes. Soit encore H < H'. On a

Indinf% o % Iso(f) x Defresg; 4 X Ind4¥

= Z Indinf?(x/c x Iso(fodocy) x DefresémmH)/(Ame)
ce[B\H'/H]

ou ¢y est Uisomorphisme de conjugaison par x, ot d : BN H/A ~z — A(BN"H)/4 est
lisomorphisme standard et ou C < K, < D est tel que K, /oy = f (A(Bn*H)/4).

Démonstration. On utilise les formules de [Boul0, Pages 2 et 3| dont les preuves se trouvent
dans la section 1.1.1. On a alors

Indinfg o % Iso(f) x Defresg; 4 X Ind4

= Indinfg/o x Iso(f) x Defg/A X Z IndB .. x Iso(c,) x Rest. 5
we[B\H'/H]
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par la formule de Mackey (voir lemme 1.1.9). Comme de plus on a
Deff 4 x Indf oy = nd5 (5 gy 4 % Tso(d) x Detfe 0 pom
(par le lemme 1.1.11) et
Defng“rfg{)/(AmzH) x Iso(cg) = Iso(cz) x Defggfm}fl)/(mmm,
on obtient

Indin{$) ., x Iso(f) x Defresf} , x Indff

. B/A A
= Z Indlnfg/c x Iso(f) x IndA{BmIH)/A x Iso(d o ¢;) % DeffBzﬂ{)/(Ame) x Rest, i

ve[B\H'/H]
= Z Indinfg/c X Indﬁﬁc x Iso(f) x Iso(d o ¢;) x DefresggzmH)/(AzmH)
ve[B\H'/H]

= 2 Ind% x IndR, x Infﬁi/c x Iso(fodocy) x Defres{IBzmH)/(AzmH)

we[B\H'/H]
= Z Indinfg;(w/c x Iso(fodocyg) x Defresgg%H)/(AzmH). O
we[B\H'/H]
Isomorphisme

Il reste & démontrer que pg et tg sont inverses I'un de 'autre.
Lemme 5.1.8. L’application pg o i : F(G) — o(F)(G) — F(G) est Uapplication identité.

Démonstration. Soit [Q, m] un générateur de ¢(F)(G), c-a-d. Q < G et m e F <Ng(Q)/Q).
On a alors

pG o g ([Q,m]) = pa ([NG(Q)/Q» Indinf]G\fg(Q)/Q’m])
= [Q:m]

car, par définition, T (N6(Q)/Q,IndiniS (m) = [@,m]. On a donc le résultat voulu. O

c@/e)
Lemme 5.1.9. L’application vq o pG : ¢(F)(G) — ¢(F)(G) est Uapplication identité.
Démonstration. Soit [H,a, m] un générateur de ¢(F)(G), c-a-d. (H,a) € &g et m € F(H).

On montre cela dans le cas ou a représente un bi-ensemble transitif, le cas général découle par
linéarité de ¢g. Supposons donc a = Indinfg/c x Iso(f) x Defresg/A. Dans ce cas, on a

wa o pe([H,a,m]) = 1q ([C’,F (Indg%,c)/c x Iso(f) x Defresg/A) (m)])

Remarquons alors que si on pose u = Indgfc(,c)/ ¢« Iso(f) x Defresg /4>

w: (H,a) = (Na(C)/c, Indinf§_ )
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est un morphisme de &g. En effet, le diagramme

\G*G

Vol T

Ng(O)/C

H

commute car on a

Ng(C)/C

Indinf]GVG(C)/C ou = Indinf%c(c)/c X IndD/C

x Iso(f) x Defresg/A
= nd$, () x Indp®'” x InfD . x Iso(f) x Defrest ,

= a.

Par conséquent,

| N6 (€)/o Indint§, oy o F(w)(m) | = [H,a,m]

par définition de ¢(F)(G) (définition 4.1.5).
Ainsi, on a bien démontré que

ve o pa([H,a,m]) = [Ng(C)/C,Indinf?VG(c)/o,F(IndNG(C)/C x Iso(f) x Defresg/A)(m)]

D/C
= [H,a,m]

c.-a-d. que (g o pg est 'application identité. O

5.1.2 Le foncteur ¢(F) sur les morphismes

L’enjeu est ici de décrire explicitement le foncteur ¢(F') (qui est un foncteur de bi-ensembles)
sur les morphismes. Dans le paragraphe précédent, on a pu simplifier ’écriture de ¢(F’) sur les ob-
jets. On veut utiliser cette nouvelle écriture pour décrire explicitement ¢(F') sur les morphismes.
Soit w : H — G un morphisme de CGrB, on obtient alors ¢(F')(u) : p(F)(H) — ¢(F)(G).
Considérant le diagramme

¢<F%<H> PR so(Fj(G)
LH |~ >~ | PG
F(H) o B(Q)

on définit F(u) = pg o @(F)(u) oty. On a alors, pour Q < H et m € F(Nu(Q)/Q),

F(u)([Q,m]) = pg o p(F)(u) oty ([Q, m]) (5.1)
= pg o (F)(u) ([NH(Q)/Q, Indinf%H(Q)/Q, m]) (5.2)
— g ([NH(Q)/Q,u o Indinf, ) /Q,m]) . (5.3)

On va rendre cela explicite dans le cas ol u est un morphisme élémentaire.
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Restriction. On suppose dans ce cas u = Resg . On utilise les formules de la section 1.1.1. On
a alors

wo Indinf, )0 = Res¢ x Indinfy, )0

B G N (Q) Nu (Q)

=2 Idg, g x Iso(er) X Resgily, ) % Ifyiig)e
ze[G\H/Nu(Q)]

) . \ Ne(@) ‘ Nu(Q)/Q

= Y Wdf ey x Tsole) x Infge NS o x Tso(d) x Resgad o)) 0
ze[G\H/Nu (Q)]

) . AN Q) N (Q)/Q

_ Z mdS, .y, ) * InfgnNg(zQ)/GnZQ x Iso(cy o d) x ReS(QHszNH(Q))/Q
2ze[G\H/Nu (Q)]

ou ¢, est 'isomorphisme de la conjugaison par x et ou

d: Q(G" N Nu(@)/Q = G n Nu(@)/g= ~ Q

est I'isomorphisme standard. Donc, on a
F(Res?)([Q,m]) = pc ([NH(Q>/Q,U o IndinfﬁH(Q)/Q,mD

= pc < [NH (Q)/Q, Resglndinng(Q)/Q, m] >

Na(GA*Q)/Gn"Q Nu(Q)/Q
= ) (G Q F(Indgly o) ineg * Bso(er 0 d) x Res 5ot v o)y o) (m)]-

2e€[G\H /Ny (Q)]

ou la premiére égalité découle de I'équation (5.3) et la derniére de la définition de pg

(5.1.4).
On peut se représenter cette application a ’aide du diagramme
QG N Ny(Q) Na(Gn Q)
Q \ G N Nu(Q)
GnQ

(diagramme dans lequel on n’a pas représenté la conjugaison).

Déflation. On suppose u = Defg7 ou G = H/jy pour N < H. Dans ce cas, on a

w o Indinf}y, )/ = Detff x Indff, (o) x Infy (&)
= Indyy, gy * 150(d) X Dt o o) * G
= Indyy,, gy X Iso(d) x Infy (@8 A0 2oy X Defyr (&) onana(@)
= Ind iy, gy % NN o % 150(d) x Defy (@0 v, o)

oud: Nu(Q)/N A Ny(Q)— NNu(Q)/N est 'isomorphisme standard. Alors, on a

(DefG) = pa [ /Q,u o Indlan @)/ ™M ] )

_pG([ 1(Q)/, Detth x Tndintld, ) . m])

Nian @N/NY@N/N) _ @/Q
— QNN F (T 6w x Iso(d) x Defyr (@8 (o)) (m)].
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ol la premiére égalité découle de I'équation (5.3) et la derniére de la définition de pg
(5.1.4).
La situation peut étre représentée a ’aide du diagramme

Nu(QN)
/
NNy(Q)
/
Nu(Q) \QN
\QN / \

N

>
=
)

\

Q.
Isomorphisme. On suppose v = Iso(f) pour f: H — G un isomorphisme. Dans ce cas, on a

uo Indlnf H(Q))Q = = Iso(f) x Indinng(Q)/Q

Na(F(Q) /
= Indinfy 25 0)) () * Is0(f)-

ou f: Nu(@Q)/g — Ng(f(Q))/f(Q) est Iisomorphisme induit par f. Alors, on a

F(1s0(£)) ([@.m) = v {[Nir (@)l o tndintf, gy 0.
= [£(Q), F (1so( ")) 0m)].

Inflation. On suppose u = Infg, ou H = G/)y pour N < G. On écrit de plus Q = Q'/y pour
Q' < G. Dans ce cas, on a

o/ Ne(@)/@

U oIndlan @)/Q = Iﬂfg/N x Ind N (Q/N) X Iang/ (Q'/N)
_ (@) Ne(@)/Q
= Indf, () * Ian @)/ X Iy @
_ (@)
= Indf, (g * Wiy 0

Alors, on a
F(1nf) (1@, m]) = par ([ N(@)/p,wo ndintl,, 1.m))

[
= ([NH Q)/: Iy x Indinfy, () g0 m D
= pa ([NH Q /QvIndN @) % Ian EQ g/Q”mD
= [Q',m].

ol la premiére égalité découle de I'équation (5.3) et la derniére de la définition de pg
(5.1.4). Notons que cela fonctionne car on a Ng/N(Q’/N)/Q//N ~ N(;(Q,)/Q/ et on a aussi

Ng/n(Q'/N) = Na(Q')/N-

Induction. On suppose u = Indfl. Dans ce cas, on a

woTndinflf o 0 = ndf x mnd_ o x Wfi*(&
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Alors, on obtient

F(nd§) ([Q.m]) = po (| Nu (@), we ndint¥, ) 0.m])
= o ([NH )/ Ind, x Indint¥ o /Q,m])
= ra ([NH )/ Indinf, ). ])
= [@F (ma(Ee) ]

ou la premiére égalité découle de I'équation (5.3) et la derniére de la définition de pg
(5.1.4).

5.2 Application aux foncteurs avec inflation p’

Soit p un nombre premier.
On va utiliser la section 4.1 dans un cas particulier et donner une description explicite de ’adjoint
a gauche de 6*. On traite le cas ou
o 9 =CGiB,
o ¢ = C,agGrB, la catégorie dont les objets sont les groupes et les morphismes sont les
bi-ensembles avec inflation uniquement depuis des sous-groupes normaux d’ordre p’ (voir
la notation 1.2.11).
o 0:% — 2 est I'inclusion.
Alors 6* : Func .vect (C GrB, C-Vect) — Func _vect (C p-1gGrB, C-Vect) est en fait un foncteur ou-
bli, c.-a-d. 6*(G) = Resg GerGrB(G) pour G € Fung yect (C GrB, C-Vect). Son adjoint wg%@
envoie un foncteur qui ne sait faire que de l'inflation p’ sur un foncteur de bi-ensembles. Dans

CGrB
ce paragraphe, on notera ¢ = ¢ g CrB”

Le but de ce paragraphe va étre, pour F e Func veet (C p1gGrB, C-Vect), d’identifier explicite-
ment le foncteur ¢(F') : C GrB — C-Vect.

Notation 5.2.1. Par définition, un morphisme de C GrB est de la forme Y ; \;[U;] pour \; € C
et [U;] la classe d’isomorphisme d’un bi-ensemble U;. Pour simplifier la notation, on identifie le
bi-ensemble U; avec sa classe d’isomorphisme [U;] lorsque cela ne préte pas a confusion.

5.2.1 Le foncteur ¢(F) sur les objets
Pour G un groupe fini, on a
P(F)(G) - ( ® F(H)) I
(H,a)eé"(;
et (H,a) € &g veut dire a : H — G dans C GrB. De plus, on considére le C-espace vectoriel
(@) - ( @ F(D/C)) e
C<D<G

Premiérement, on note (D/C,m) un générateur de la somme directe @cap<cF(D/y) pour
m € D/ Avec cette notation, on définit Wg comme le sous-espace vectoriel engendré par les
relations

1. (Djo,m)— (9DJjgc, F(Iso(cg))(m)) pour tout ge G, C < D < G et me F(D/)
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2. (Djg.m) — <D/C,F(InfD/C)(m)) pour C < Q<D < G,C <D, Qo dordre p et

D/Q
m e F(D/q)
3. (QJoym) — (D/C,F(Indgjg)(m)) pour C<Q<D<G,C<D,et me F(Q/)

Pour (D/c,m) un générateur de la somme directe ®c<wp<cF (D)) (c-a-d. m € F(D/¢)), on
note [D /¢, m] son image dans le quotient F'(G).
On peut remarquer que F(G) est bien un C-espace vectoriel puisque la somme directe

@ FD/)

c<LD<G

a une structure naturelle de C-espace vectoriel et qu'on quotiente par un sous-espace (on a
bien que Wg est un C-espace vectoriel en utilisant le fait que F' est un foncteur & valeurs dans

C-Vect).
Théoréme 5.2.2. Pour tout groupe fini G, on a un isomorphisme de C-espaces vectoriels

¢(F)(G) = F(G).

Définition de ¢ : F(G) — o(F)(G)
Lemme 5.2.3. I existe une application C-linéaire

w: PG — o(F)G)
[Dic,v] — [Dj, IndinfGe, v].

Démonstration. On définit

Ie: @ F(Djo) — ¢(F)(G)
c=D<G

(D/osv) — [D/C’Indinfg/CvU]

qui est bien une application C-linéaire par construction. Vérifions que cette application passe au
quotient par Wg.

1. Pour C<D<G,geGetme F(D/o), ona
I ((“D/jacy, F(Iso(cg))(m))) = [gD/gc,IndinffD/gc,F(Iso(cg))(m)]
= [D/C,Indinfg/c,m]

= Ia ((D/c,m))

ol on a utilisé le fait que Iso(cy) est un morphisme dans &g (comme dans la preuve du
lemme 5.1.3).

2. Supposons qu'on ait C < Q< D < G,C <D, Qjc d’ordre p' et m € F(D/Q). On com-

mence par montrer que Infgfg : (D/Q,Indinfg o) — D/, Indinf% /) est un morphisme
de &g. Mais cela découle directement du fait que le diagramme

D/Q IndinflG)/Q

D/C
InfD/Q G.

D /o~ Indinff .,
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commute. De plus, comme |Q/¢] est p', Infgég € Cp1GrB. On a alors, par définition de
p(F)(G),

Ic ((D/C, (I fg?g )) D/C,Indlnfg/c,F (InfD/C) (m)]

[ D/Q
[ Q> Indinfg/Q, m]

- 1e((0/g m))

3. Supposons quon ait C < Q < D <G, C<Detme F(Q/c). On commence par montrer
que IndQ/C (Q/C, Indlnfg/c> — (D/C, Indinfg/c) est un morphisme de &g. En effet, le
diagramme

Q/C Indlnfg/c

Indg)c k G.
D/C Indlnfg/c

commute puisque

IndinfS) . x Ind))); =

o/c = Indf x Ind§) x Infg

Q/C
= Indinfg e,

(ot on a utilisé le lemme 1.1.14). On a alors, par définition de ¢(F)(G),

Io ((D/C, F(Ind}))C)(m ))) - [D/C,Indinfg /C,F(Indgjg)(m)]
= [Q/C, Indinfg/c, m]
=1c ((Q/c,m)).

Donc on obtient bien une application C-linéaire

i F(G) — ¢(F)(G)
[D/c,v] — [Djo, Indinfg/c,v].
induite par Ig. O
Définition de pg : ¢(F)(G) — ﬁ’(G)

~

On va définir I'inverse de ¢, c.-a-d. une application C-linéaire pg : ¢(F)(G) — F(G). On
commence par définir une application depuis la somme directe @ (z,q)cs, F (H).

Définition 5.2.4. Soit (H,a) un objet de &g, on commence par supposer que a est la classe
d’isomorphisme d’un bi-ensemble transitif, c.-a-d. a = Indinfg/c x Iso(f) x Defresg/A. On définit
alors R
r(H7a) . F(H) I F(G)
(H,a,m) — [D/jo, F(Iso(f) x Defresg/A)(m)].

Pour (H,a) ol a n’est pas un morphisme transitif, c.-a-d. a = 3" ; Nju; (pour A; € C et u; des
bi-ensembles transitifs), on pose r(gq) = D) Nir(Hu,)-

Lemme 5.2.5. L’application de la définition 5.2.4 est bien définie.
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Démonstration. L’écriture de a sous la forme Indinfg PoRe Iso(f) x Defresg /4 West pas unique
puisque dans C GrB les bi-ensembles sont identifiés & isomorphisme prés (voir la remarque 5.2.1).
Supposons alors a = Indinfg, Jjor % Iso(f’) x Defresg, A Or, a ne peut avoir ces deux écritures
que s'il existe g € G et he H tel que D' = D, 9C" = C,"B' = B," A" = Aet f = cyo flocy-1.
On a alors

[D/C, F(Iso(f) x Defrest! /A)(m)]
- [D/C,F (Iso(cg oflocy-1) x Defresz,/gA/) (m)]
- [gD’/gC/7F (Iso(cg) x Iso(f') x Defresg,/A, X ISO(Ch—l)) (m)]
— [D’/C/, F (Iso(f/) X Defresg,/A,) (m)]
ot on a utilisé la relation d’équivalence sur les éléments F(G) et le fait que le (H, H)-bi-ensemble

Iso(ep,-1) est isomorphe a 'identité. On a par conséquent démontré que T(H,q) e dépend pas du
choix de I'écriture de a. O

Premiérement, on remarque que 7(f7,q) est une application linéaire (comme composition d’ap-
plications linéaires). Donc ces applications induisent une application C-linéaire

R: @ FMH) — F(@G)
(H,a)Eé?G
(Haa>m) — T(H,a)(m)'

Proposition 5.2.6. L’application R ci-dessus induit une application
pa : o(F)(G) — F(G),
qui vérifie pa([H,a,m]) = r(gq)(m) pour tout (H,a) € & et tout m € F(H).

Démonstration. On veut vérifier que R passe au quotient et induit une application depuis
©(F)(G) (voir définition 4.1.7).
Pour la deuxiéme condition, elle est vérifiée par définition, c.-a-d. on a toujours

R((H, a1 + az,m)) = AR((H,a1,m)) + R((H, a2, m))

puisque par définition 7(g xa, 4ay) = AT(H,a1) T T(H,a2)-
Soient & présent (H,a) et (H',a') deux objets de &g et soit v : (H,a) — (H',d') (c.-a-d.
v:H — H' dans C.,GrB tel que @’ o v = a). On veut démontrer que

R([H',d', F(v)(m)]) = R([H,a,m])

(pour m € F(H)), c.-a-d. r(gr o0 F(v) = r(p1,q)- On va montrer cela pour a et a’ des morphismes
transitifs et v un morphisme élémentaire, le cas général en découlera directement. On suppose
a = Indinfg/c x Iso(f) x Defresg;A. Si v = Iso, v = Def ou v = Res le résultat découle
directement du fait que F' est un foncteur. Comme v est un morphisme de C ., GrB, il ne reste
que deux cas possibles, soit v est une inflation depuis un sous-groupe d’ordre p’, soit v est une
induction.
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© Supposons que v = Infg/ pour H = H'/jy avec N d’ordre p’. En utilisant les formules de
la section 1.1.1, on a

a=dov
= Indinfg/c x Iso(f) x Defresg;A X Infg;/N

. - H'/N
= Indlnfg/c x Iso(f) x Defg/A X Infg/BmN x Iso(d™') x ResB]\/,/N
B/BAN

. B/A
= Indlnfg/c x Iso(f) x InfB?A(BmN) X DefB/A(BmN)

- Indinfg/c x Inf2/< x Tso(f) x Def2/ 0N % Tso(d™!) x Res

D/K B/A(BAN)

H'/N

x Iso(d™1) x Resp /v

H'/N
BN/N

!

= Indinfg/K X Iso(f o d—l) X Defresgl\///\;N

oud: B/~ N — BN/n est l'isomorphisme standard et ot C < K < D est tel que
K/o = f(A(Bn N)/g). Donc, pour me F(H), on a

T(Hay © F(v)(m) = [D/C,F(Iso(f) X Defresg/,A) o F(U)(m)]
= [D/C, F (Iso(f) x Defresg}A X Infg:/N) (m)]

D/C - H'/N
= [D/C,F (InfD?K x Iso(fod™!) x DefresB]é/AN> (m)]

ot la derniére égalité découle d’un calcul similaire & ci-dessus. De plus, comme |N| est
sans facteur p, |B n N| est sans facteur p, de plus [A(BNN)/4| = |BNN/B A N A Al est
sans facteur p. Par conséquent, puisque f est un isomorphisme, |K /| est sans facteur p.
Donc on a une situation C < K <€ D avec C d’indice p’ dans K. Alors par la définition de
F(G), on a
-1 H'/N
Ty © F(v)(m) = [D/K,F (Iso(f od™") x DefresBN/AN> (m)]
= T(H,q)(M).

On a ainsi démontré que 7 (g o) © F'(v) = 7(54)-

& Supposons que v = Indg/. Dans ce cas, on reproduit la preuve de la proposition 5.1.6.

O

Isomorphisme

Il reste & démontrer que pg et tg sont inverses I'un de 'autre.
Lemme 5.2.7. L’application pgoiq : ﬁ(G) — o(F)(G) — ﬁ(G) est Uapplication identité.

Démonstration. Soit D /¢y une section de G. Soit m € F'(D/). On a alors

pc o1 ([D/cm]) = pe (| D/ Indint§ ., m] )
= [D/c.m]

car, par définition T(D/C,Indinfg/c)([D/C,Indin D/C,m]) = [D/c,m]. Comme on I'a démontré

sur les générateurs, on a le résultat voulu. O

Lemme 5.2.8. L’application vq o pg : o(F)(G) = o(F)(G) est Uapplication identité.
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Démonstration. Soit [H,a, m] un générateur de ¢(F)(G), c.-a-d. (H,a) € g et m e F(H). On
montre cela dans le cas ol a représente un bi-ensemble transitif (le cas général en découle).
Supposons donc a = Indinfg/c x Iso(f) x Defresg/A. Dans ce cas, on a

1 0 pe([H,a,m]) = i ([D/C,F(Iso( f) x Defres!! /A)(m)]>
= [D/C,Indinfg/C,F (Iso(f) X Defresg/A) (m)] .
Remarquons alors que si on pose u = Iso(f) x Defresg /A
uw: (H,a) — (D/C,Indinf?VG(c)/C)
est un morphisme de &g. En effet, le diagramme
H a
N

G.

u

D /o ~ Indinff .,
commute car on a
Indinfg/c ou = Indinfg/c x Iso(f) x Defresg/A
=a.
Par conséquent,
[D /o Indint$ ., F(u) (m)] = [H,a,m]
par définition de ¢(F)(G).
Ainsi, on a bien démontré que
1 0 p([H, a,m]) = [D/C,Indinfg/C,F (Iso( f) x Defrest, A) (m)]
= [H,a,m]

c.-a-d. que 1g o pg est le morphisme identité. O

5.2.2 Le foncteur ¢(F) sur les morphismes

L’enjeu est ici de décrire explicitement le foncteur ¢(F) (qui est un foncteur de bi-ensembles)
sur les morphismes. Dans le paragraphe précédent, on a pu simplifier ’écriture de ¢(F') sur les ob-
jets. On veut utiliser cette nouvelle écriture pour décrire explicitement ¢ (F’) sur les morphismes.
Soit w : H — G un morphisme de GrB, on obtient alors ¢(F)(u) : ¢(F)(H) — ¢(F)(G).
Considérant le diagramme
() (w)

o(F)(H) (F)(G)
LfT; %lpc
F(H) o - F(G)

on définit F(u) = pg o p(F)(u) o tgz. On a alors, pour D /¢y une section de H et m € F(D/¢),
F(u) ([D/gm)) = pa o 9(F)(u) o (D) m]) (5.4)
= pg o p(F)(u) <[D/C, Indinfg/c, m]) (5.5)

= pc ([D/C,u o Indinfg/c,m]) . (5.6)
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On va rendre cela explicite dans le cas ol u est un morphisme transitif.

Restriction. On suppose dans ce cas u = Resg . On utilise alors les formules de la section 1.1.1.
Dans ce cas, on a

wo Indinf) o = Res¢t x Indinff}

= Z mdg, . x Iso(c,) x ResBa,.p x Infg/c

2€[G\H/D]
© D/C
- Z mdg ., x Iso(c,) x Infgzgg/mmc x Iso(d) x ResC(G%D)/C
2€[G\H /D]

Z Indgme X Infggzg/amxc x Iso(cy 0 d) % Resg{gme)/C
2€[G\H /D]

ol ¢, est 'isomorphisme de la conjugaison par x et ou
d:C(G"nD)jo—G"nDjgr ~ ¢
est I'isomorphisme standard. Alors, on a
F(Resf) ([D/c,m]) = pa <[D/C, uo Indinfg/c, m])
PG <[D/C’> ResH x Indinfg/c, m])

[G%;—I/D] [G N ID/G NTC, F (ISO(C.I ¢} d) X ReSg(gme)/c) (m)] .
e

ol la premiére égalité découle de I’équation (5.6) et la derniére découle de la définition de

pc (5.2.4).
On peut se représenter cette application a ’aide du diagramme

D

\

C(Gn D)

/

C/ GnD
N

\

GnC.

Déflation. On suppose u = Defg7 ou G = H/jy pour N < H. Dans ce cas, on a

w o Indinff} . = Defgl x Indf, x Infp .

H/N

= IndND/N

x Iso(d) x DefB/NmD X Infg/c

1 qH/N D/NAD D/C

= Indy/p X Iso(d) x Infp c(vapy % Pefpicnan)
H/N ND/N D/C

= IndND/N X IanD/CN x Iso(d) x DefD/C(NmD)

oud: D/o(N ~ D) = ND/cN est I'isomorphisme standard. Alors, on a
F (Detd) ([D/c,m]) = pc ([D/C,u o Indinfg/c,mD
= pa ([D/C, DefZ x Indinfg/c, m])

_ [(DN/N)/(CN/N),F (Iso(d) x Defgjg(NmD)) (m)] ,
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ol la premiére égalité découle de I’équation (5.6) et la derniére découle de la définition de

PG (5.2.4).
La situation peut étre représentée a ’aide du diagramme

CN

N
\
/

=
>
-

) N

Isomorphisme. On suppose u = Iso(f) pour f: H — G un isomorphisme. Dans ce cas, on a

uo Indinfg/c = Iso(f) x Indinfg/c

= Indinf?(D)/f(C) x Iso(f").

ou f': Djor — f(D)/f(c) est Visomorphisme induit par f. Alors, on a

}?’(Iso(f)) ([D/c,m]) = pa ([D/C,u o Indinfg/c,mD
= [£(D)/p(c), F (1s0(f)) ()]
Inflation. On suppose u = Inf&, ou H = G/N pour N < G. On écrit de plus que D = D'/
pour D' < G et C' = C'/y pour ¢’ < G. Dans ce cas, on a

G/N
D'/N

D'/N

< Inf vy sermy
GQ D’ D’/N

= IndD/ X InfD//N X Inf(D,/N)/(C,/N)

U o Indinfg jo = Infg IN X Ind

= Ind%, x Infgj Jor-
Alors, on a
F (Inf?{) ([D/csm]) = pa ([D/C,u o Indinfg/c,mD
= [D'/crym].
Induction. On suppose u = Indg. Dans ce cas, on a
wo Indinfg o= Ind$ x Ind? x Infg JC
Alors, on obtient

F (Ind%) ([D/osm]) = pa ([D/C, uo Indinfg/c, m])
= [D/c,m].

5.3 Application aux foncteurs sans déflation

On va utiliser la section 4.2 dans un cas particulier et donner une description explicite de
I’adjoint & droite de 6*. On traite le cas ou
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o 9 =CGiB,
o ¢ = CGrBy,, la catégorie dont les objets sont les groupes et les morphismes sont les
bi-ensembles sans déflation (voir la notation 1.2.11),
o 0:% — P est 'inclusion.
Alors 0* : Fung yeet (C GrB, C-Vect) — Fungc _vect (C GrB;4, C-Vect) est en fait un foncteur oubli,
c-a-d. 0*(G) = ResgiéBrB(G) pour tout G € Func_vect(C GrB, C-Vect). Son adjoint wggigld,

envoie un foncteur qui ne sait pas faire de la déflation sur un foncteur de bi-ensembles. Dans ce
CGrB
paragraphe, on note 1 = 9 GrB,,"

Le but de ce paragraphe va étre, pour F' € Fungc vect (C GrB,4, C-Vect), d’identifier explicitement
le foncteur ¢ (F) : C GrB — C-Vect.

Notation 5.3.1. Par définition, un morphisme de C GrB est de la forme " ; \;[U;] pour \; € C
et [U;] la classe d’isomorphisme d’un bi-ensemble U;. Pour simplifier la notation, on identifie le
bi-ensemble U; avec sa classe d’isomorphisme [U;] lorsque cela ne préte pas a confusion.

5.3.1 (F) sur les objets
Pour G un groupe fini, ¢ (F)(G) est le sous-espace de [ [y e £'(H), défini par :
(m(H,a))(H o € Y(F)(G) si et seulement si
F(f)(mma) = Mm@ )
M(H Ay +az) = ATY(H,ar) T M(H,az)

pour tout f: (H,a) — (H',a') € &% et X € C. Rappelons que (H,a) € &% veut dire a : G — H
dans C GrB. De plus, on considére le C-espace vectoriel

G
F(G) = (H F(NG(R)/R))>

R<G

oit (=) dénote les points fixes de I’action par conjugaison de G. On note, pour Q < G,
P§: ] F(Na(R)/R) — F(Na(@Q)g)

R<G
(mr)r — mq

la projection sur le facteur indexé par Q. Un élément M € [[p . F'(Ne(R)/R) appartient a
F(G) si et seulement si on a Pg%(M) = F(Iso(cg)) (Pg(M)) pour tout @ < Q et g € G.

Théoréme 5.3.2. Pour tout groupe fini G, on a un isomorphisme de C-espaces vectoriels

P(F)(G) = E(G).

Définition de kg : ¥(F)(G) — F(G)
Lemme 5.3.3. Il existe une application C-linéaire
KG Y(F)NG) — E(G)
(m(11.0)) (Ha) (m(NG(Q)/Q,Defreng(Q)/Q) )

_ FG on, pFC

p(NG(Q)/Q,Defresgc(Q)/Q)’ p(NG(Q)/QDefrES%G(Q)/Q)
désigne la projection de (F)(G) vers le facteur indexé par (Ng(Q)/Q,Defres%G(Q)/Q> (voir
notation 4.2.2)

Autrement dit, pour Q < G, on a Pg o KgG
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Démonstration. On considére
kG : V(EF)NG) — o< FNe(Q)/Q)

(m(H,a))(H,a) — (m(Nc(Q)/QvDefresgc(m/Q) Q

qui est bien définie puisque pour Q < G, on a bien (NG(Q)/Q, Defres%G(Q)/Q> € &¢. Autrement
dit, pour @ < G, Pg okg = pg’\fi(Q)/Q,DefresﬁG(@/Q)' Il s’agit évidemment d’une application C-
linéaire. Vérifions a présent que I'image de kg est dans F(G). Soit Q < G et g € G, on vérifie
alors facilement que

ISO(Cg) : (NG(Q)/Q,DefreS%G(Q)/Q) - (NG(gQ)/9Q7DefreS%G(gQ)/gQ)

est un morphisme de &%, Ainsi, par définition de ¢(F)(G), on a

F (Iso(cg)) o p® =pi¢ .
g (Ng(Q) /Q,Defreng(Q) Q) (Na(9Q) /yQ,Defreng 90)/9Q)

Par conséquent, on obtient
G _ .G
PgQ © kG o p(NG(gQ)/ngDEfTQS%G(gQ)/gQ)
_ . G
= F(IbO(Cg)) Op(NG(Q)/Q,DefreSgG(Q)/Q)
= F(Iso(cy)) o P§ o k.

Ainsi, on a bien im(kg) € F(G), c.-a-d. k¢ est bien définie. O

Définition de (¢ : F(G) — ¢(F)(Q)
Définition 5.3.4. On définit application (g : F(G) — (F)(G) en décrivant p(GH’a) o (g pour
tout (H,a) € &9. Pour (H,a) € &%, ot a est un bi-ensemble transitif, c.-a-d.
a= Indinfg/c x Iso(f) x Defresg/B,
on pose

p(GH’a) olg=F (Indinfg/c x Iso(f) x Res]X/GB(B)/B> o P§. (5.7)

Dans le cas général, c.-a-d. a = > ; A\ju; pour u; des bi-ensembles transitifs et A; € C, on pose

iy 0 = D10 (K 2G5 59
=1

Lemme 5.3.5. L’application de la définition 5.3.4 est bien définie.

Démonstration. On doit d’abord vérifier que la formule (5.7) ne dépend pas du choix de I’écriture
de a. L’écriture de a sous la forme Indinfg Voks Iso(f) x Defresﬁ /B n’est pas unique puisque dans
GrB les bi-ensembles sont identifiés & isomorphisme prés (voir la remarque 5.3.1). Supposons
alors a =~ Indinfg, Jon X Iso(f’) x Defresﬁ, /B Or, a ne peut avoir ces deux écritures que s’il existe

geGet he H tels que "D' = D, "C' = C,9B' = B, 9A’ = A et f=cnoflocy1. On a alors
F (Indinff} . x Tso(f) x Resy 5™/ ) o P§
=F (IndinthD,/hC/ x Iso(cp o f' o cgq) X Reséngzg,)/gy) o ch};/
Ng(B')/B'

=F (Iso(ch) X Indinfg,/o, x Iso(f') x ReSA,/B, X ISO(Cg—l)) o g%,

=F (Indinfg,/c, x Iso(f) x Resx(;](;?l)/B/) o PS,
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ol on a utilisé Iso(cy) = Id comme (H, H)-bi-ensembles et F (Iso(c,-1)) o P&, = P§,. Donc (5.7)
ne dépend pas du choix de 'écriture de a.

11 est clair que (g est une application C-linéaire a valeurs dans ]_[( Ha)esc F (H), il faut main-
tenant vérifier que son image est bien dans ¢ (F)(G). La deuxiéme condition dans la définition
de Y(F)(G) (voir 4.2.3) est trivialement vérifiée car on a posé¢ (5.8). Pour la premiére condition,
on doit vérifier que pour v : (H,a) — (H',a’) dans &%, on a

F(v) 0 {0y © 66 = Pl an) © Ca

Comme v e &% onawv: H — H' dans CGrByy et voa = a’. On va démontrer I'égalité ci-dessus
pour a et a’ transitifs et v un morphisme élémentaire. Le cas général se déduit du fait que F' est
un foncteur et ensuite par linéarité. Si v = Ind, Inf ou Iso, le résultat découle directement du
fait que F est un foncteur (et de la définition de (). On ne peut pas avoir v = Def car v est un
morphisme de C GrB,4. Il reste le cas v = Res?,. On suppose a = Indinfg/c x Iso(f) x Defresﬁ/B,
et on a alors (par le lemme 1.1.9)

d=voa
= ResH, x Indinf? o X Iso(f) x Defres§ /B

= >, Indfl.p x Iso(cs) x Resfu,,p x Infp ¢ x Iso(f) x Defres

xe[H'\H /D]
o _ D/C
- Z Indme,ﬁzD/H,ﬁxC x Iso(cy 0 d™1) x Res(é,sz)C/C x Iso(f) x Defresg/B
we[H'\H/D]

ol ¢, est 'isomorphisme de conjugaison par z, ol
d: H" DfH"™ "D~ C)~ (H" n D)C/c
est I'isomorphisme standard et ol on a utilisé

1z A _ D/C
Resg,me X Infg/c = Infg'zng/H'annc x Iso(d™1) x Res(é,an)C/C

(égalité du lemme 1.1.12). Finalement on obtient
a = Z Indian:sz/H,nzc x Iso(cz o d™' o f) x Resf}if;B X Defres(j/B
we[H\H/D]
= Z Indinfgfsz/H/mzC x Iso(cz o d ™' o f) x Defﬁi/B X Resf}z x Res§
we[H\H/D]
2 Indian:sz/H/mIC x Iso(c, od™ o f) x Defres%c/B
ce[H\H/D]

pour B < K, < A tel que f(K,/B) = (H” n D)C/c, et ou on a utilisé le lemme 1.1.13. On a
par conséquent,

F(v) 0 pfiga © Ca

=F(v)oF (Indinfg/c x Iso(f) x ResﬁféB)/B) o P§

=F <Resg, X Indinfg/c x Iso(f) x RestB(B)/B) o P§

= Z F (Indian:me/H,Mc x Iso(cy od™' o f) x Res
ze[H'\H/D]

= p(GH/,a/) o(a- ]

Na(B)/B G
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Isomorphisme

Il reste & démontrer que (g et kg sont inverses I’'un de 'autre.
Lemme 5.3.6. L’application kg o (g : F(G) — ¥(F)(G) — E(G) est Uapplication identité.

Démonstration. On va montrer PgOHGOCG = Pg pout tout Q < G (ceci démontre kgo(g = Id
par la propriété universelle du produit). Or, on a

. e
PQ okgo(a = p(Nc(Q)/QvDefreS%G(Q)/Q) ° e

Ne(Q)/Q G

= F(Resyz0)0) ° Fa
G
= PQ’

ce qui démontre le résultat. O
Lemme 5.3.7. L’application (g o kg : Y(F)(G) — F(G) — ¢(F)(G) est lapplication identité.

Démonstration. On va montrer p(GHya) olgokg = p(GHya) pour tout (H,a) € &% (ce qui démontre
(g o kg = Id par la propriété universelle du produit). En particulier, on montre cela dans le cas
ol a est un bi-ensemble transitif (le cas général découle de la C-linéarité des applications). On
suppose alors a = Indinfg/c x Iso(f) x Defresﬁ/B, et dans ce cas on a

p(GH o 0CGokg=F (Indinfg/c x Iso(f) x RestéB)/B) o P§ o kg

B .l N¢(B)/B G
=F (IndlnfD/C x Iso(f) x ReSA/GB ) op(NG(B)/BﬁDefreSgG(BVB)'

On pose u = Indinfg/C x Iso(f) x Resg/cng)/B. On a que u : (Ng(B)/B, Defres%G(B)/B) — (H,a)

est un morphisme de & puisque le diagramme

G

G u

)

Defre NG(B>/B

commute. En effet, on a

u X Defres%G(B)/B = Indinfg/c x Iso(f) x ResZ/GéB)/B X Defres%G(B)/B

= Indinfg/c x Iso(f) x Defﬁ/B x Res§
=a
ol on a utilisé le lemme 1.1.13. Donc, par la définition de ¢(F)(G), on a
G _ G
P,a) © SG © fic = F(u) °P(NG(B)/BDetres$._ 5)/1)
G
=P(Ha)

ce qui démontre le résultat. O
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5.3.2 ¢(F) sur les morphismes

L’enjeu est ici de décrire explicitement le foncteur 1 (F') (qui est un foncteur de bi-ensembles)
sur les morphismes. Dans le paragraphe précédent, on a pu simplifier I’écriture de ¢ (F') sur les ob-
jets. On veut utiliser cette nouvelle écriture pour décrire explicitement ¢ (F') sur les morphismes.
Soit w : H — G un morphisme de CGrB, on obtient alors ¢(F)(u) : Y(F)(H) — ¢¥(F)(G).
Considérant le diagramme

w(F) () Y @)
CHT; ;l/ﬁc
E(H) o E(G)

on définit F(u) = kg oy (F)(u) o (g. Pour décrire F(u) explicitement, on décrit Pg o F(u) pour
tout Q@ < G. Or, on a
P§ o F(u) = P§ o kg o ¥(F)(u) o Cu
_ .G
= P(Na(Q)/QDefres, ) ° Y (F) (W) © Cu

_ . H
= P(NG(Q)/@.Detres§ () ou) © CH-

Pour aller plus loin, il faut décrire Defres%G(Q) JQou explicitement. On va décrire cela dans les
cas oll 4 est un morphisme élémentaire.

Restriction. On suppose dans ce cas u = Resg . On a alors

Defres%G(Q) jQ X U= Defresjc\;,G(Q) 1Q % Res

= Defres%G(Q)/Q.
Donc, on obtient

Pg o F(u)

_H
= P(NG(Q)/Q,Defreng(Q)/Q) °

_ Nu(Q)/Q H
=F (ResNZ(Q)/Q) o Fy.

Donc on a
E(Resdl): FE(H) — F(G)

N,
) — (P (res§3) ma))

Déflation. On suppose dans ce cas u = Defg pour G = H/jN (avec N un sous-groupe normal
de H). On a alors, pour N < Q' < H tel que Q'/y = Q,

G _ H/N H
DefresNG(Q)/Q ou= DefresNH/N(Q,/N)/(Q,/N) X DefH/N

e Ne(Q)/N /N .
= Dl &myqymy % ReSny v % Deligy

o NH(@)/N Nu(Q') H
= Defy, v@/my@/ny) * Pelng gy * Resny, @

— DefVH (@) H
= Deng(Q/)/Q, X R,eSNH(Q/)

H
= Defresy, o1/
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(ot on a utilisé le lemme 1.1.13). Donc, on obtient

P§S o F(u pH / o) = pH y o
g ° £ (Na(Q)/QDefy () ow o (NG (Q)/QDefyH(8)  xResll 1) o
- Nu(Q")/Q H
=F (ReSNZ(Q,)/Q,> o Py
_ pH
- PQ/,

on remarque que cela fonctionne car on a bien NH(Q’)/Q/ ~ N(;(Q)/Q.

Isomorphisme. On suppose dans ce cas u = Iso(f) pour f : H — G un isomorphisme. On a
alors

Defres%G(Q)/Q ou = Defres%G(Q)/Q x Iso(f)

_ NafVe(@) i
= Deng(Q)/Q X ISO(f/) X Resffl(NG(Q))

Ng (R
= DengEQ;/Q x Iso(f') x Res%H(Q,)

= ISO(f”) X DefresﬁH(Q/)/Q/
pour Q' = f~1(Q) et f": Nu(Q') /' — Na(Q)/q Visomorphisme induit par f.

aQ _ . H
PG oF(u) = p(NG(Q)/Q,Iso(f”)XDefreSﬁH@')/Q/) oan

B Nu(@)/Q | pG
- F (Iso(f”) x ReSNZ(Q')/Q'> °Fo
— F(Iso(f")) o P§

= F(Iso(f")) o Pfla -

Donc on a
F(Iso(f)): F(H) — F(G)

(mR)R —> (F(Iso(f”)) (mf1(Q))> o

Inflation. On suppose dans ce cas u = Inf% pour H = G/ pour N un sous-groupe normal de
G. On a alors (en utilisant les lemmes 1.1.12 et 1.1.10)

Defres%G(Q)/Q ou = Defreng(Q)/Q X Infg/N
= Defye(a) o % TN Q) na@yny X 150(d) X ResySE gy
= Wiy 6 R @ X PeNGO) ovet@n X 150(d) x Resy o v
= Wi\ (G Nat@nng X T50(d) x Defy e o x Resti gy

_ 1Ne(@)/Q A,
= gy na@nng X Ts0(d) x Defres i ) /v

x Res

oud: NNg(Q)/N — Na(Q)/N A Ng/(Q) est Visomorphisme canonique et d' est induit
par d. Donc, on obtient

PG ] F(u) = pH N © C
i @/ G/N H
Q (NG(Q)/Q’Iang(Q)/NG(Q)nNQXlso(d/)XDefreSNNg(Q)/NQ)

_ (e @/Q , No(NQUNQY | pii
= F (Ife(@) R @nvg * 150(@) x Resy§GINE) o Pllg -
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La situation peut étre représentée a l'aide du diagramme
Na(NQ)
/
NNg(Q)
NQ ~ Na(Q)
Ne(Q) N NQ
Q.
Induction. On suppose dans ce cas u = Ind%. On a alors (par le lemme 1.1.9)
Defreng(Q)/Q ou = Defreng(Q)/Q x Ind$
N, N,
= 2 Dengggg/Q X InnggggmzH x Iso(cy) x RGS%G(Q)%H-
z€[Ng(Q)\G/H]
On utilise ensuite
N (Q) Ne(Q) _ Ne(Q)/Q N (Q)n*H

DefNG(Q)/Q X IndNG(Q)an = Ind(NG(Q)mzH)Q/Q x Iso(d,) % DefNG(Q)me/QmNG(Q)mxH

(voir lemme 1.1.11) et on obtient
G
DefresNG(Q)/Q ou
Ne(Q)/Q Ne(Q*)nH H
= ) Wdggigemere X 150(ds 0 cx) X Dl T ge i X ReSNg o)
z€[Ng(Q)\G/H]
Na(Q)/Q H
= Z Ind(ﬁG(Q)mxH)Q/Q x Iso(dy o ¢g) x Defresy,ge)nm/genn

2€[Ng(Q\G/H]

ot d, : Ng(Q) m’fH/Q ANg(Q)n*H — (Ng(Q) m‘”H)Q/Q est I'isomorphisme standard.

Donc, on obtient

PG o F(u) = pH N
FAR @/Q
Q (Ne(@Q)/Q.Xeeing(@nc/H] Ind(NGG(Q)nzH)Q/Q xIso(dzocs)

H
= p NG(Q)/Q
IE[NG(;Q)\G/H] (NG(Q)/QvInd(NGG(Q)macH)Q/Q
= Z F (Indé\]]\fG(?C%ng)Q/Q x Iso(d o ¢z) x Res

z€[Ng (Q\G/H]

La situation peut étre représentée a ’aide du diagramme

Ng(Q)

xIso(dyocg) XDefres%G (QT)~H/QT )

oCH
XDefreS%G(Qz)mH/QImH)

oCH

Nn@oia ol o Pl
NG(Q)nH/Q*nH ) © 1 Q0 H

Q(Na(Q) n H) Nu(Q n H)

Q — T
\Q /

H.
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Chapitre 6

Exemples d’adjoints

6.1 Foncteur adjoint du foncteur des modules projectifs

Soit p un nombre premier et soit k un corps de caractéristique p. On considére I'inclusion
0 : Cpi1gGrB — C GrB. Comme vu au paragraphe 4.0.7, 6 induit

6* : Func _vect (C GrB, C-Vect) — Func _veet (C p1gGrB, C-Vect).

Dans la section 4.1, on a démontré que 8* a un adjoint & gauche

4,0% Ef@ : Func _veet (C -1 GrB, C-Vect) — Func_vect (C GrB, C-Vect).

On note ¢ = wg Sf@. Cette adjonction a été étudiée en détail dans la section 5.2. Ici, on va

étudier ¢(C Proj;,) puisque
C Proj, € Func -vect (C p1gGrB, C-Vect).

Le foncteur C Proj;, est décrit dans la section 1.4.2.

6.1.1 Surjection de ¢(C Proj,) vers Cppy,

On va comparer ¢(C Proj;,) et Cppy comme foncteurs sur C GrB. Pour cela, on va utiliser
la propriété universelle de I'adjonction (voir la remarque 4.1.13) et commencer par comparer
CProj,, et la restriction de Cppy & C . 1,GrB. Pour faire cela, on va définir une transformation

naturelle « : CProj, = Resg%i;rB(Cppk), cette derniére induira alors une transformation

naturelle o : p(CProj;,) = Cppy sur C GrB.

Soit G un groupe fini. Soit M un kG-module projectif. Alors M est facteur direct d’'un module
libre (kG)®" (pour un entier n). Or (kG)®" est un module de permutation et donc M est un
module de p-permutation. On a alors une application

CProj,(G) — Cppi(G)
[M] — [M].
Remarquons que cette application est bien définie puisque [.] représente les classes d’isomor-
phisme dans CProj,(G) et Cppi(G) et les suites exactes dans CProj,(G) le sont aussi dans

Cppr(G). Comme les morphismes sont définis de la méme maniére pour les deux foncteurs, on
obtient un morphisme de foncteurs

a : CProj;, = Cppy
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sur la catégorie C1;GrB.
Par la propriété universelle de 1’adjonction (voir la remarque 4.1.13), il existe une unique trans-
formation naturelle

o'+ p(Cprojy,) = Cppy
sur la catégorie C GrB telle que le diagramme

. CcGrB
C Projy, = Resg p_fg@(((jppk)

WCProjkM 0*(0/) (61)
CGrB .
RGSCE@ (¢ (CProj;,))

commute dans Func _vect (C p-1gGrB, C-Vect). Dans la preuve du théoréme 4.1.12, on trouve une
description explicite de ncproj, ainsi que la construction de o' a partir de o. Pour un groupe
fini G, on obtient alors

ag: ¢(CProj,)(G) — Cppy(G)
[H,a,[M]] — Cppy(a)(an([M]))

lorsque (H,a) € &g et [M] est la classe d'un kH-module projectif, i.e. [M] € CProj,(H) (et ou
on a utilisé la notation 4.1.6). On obtient donc

ag ([H,a,[M]]) = Cppy(a) (an([M]))
= Cppr(a) ([M])

= Z ilUi Qkmr M
im1

st a =Y, N[U;] pour \; € C et U; des (G, H)-bi-ensembles.
Lemme 6.1.1. La transformation naturelle o/ : p(C proj,) — Cppy est surjective.

Démonstration. Un morphisme de foncteurs est surjectif si et seulement si il est surjectif a
chaque évaluation (1.2.10). Soit G un groupe fini, on va donc montrer que af; est surjectif. On
note B l’ensemble des classes d’isomorphisme des modules de la forme Indinf]GVG (P)/P (M(P)) on
M (P) parcourt les classes d’isomorphisme de kN¢g(P)/p-modules projectifs indécomposables et
P parcourt les p-sous-groupes de G a conjugaison prés. Alors, on a que B est une Z-base de
ppi(G) (voir le lemme 2.1.11). Or, si P est un p-sous-groupe de G, on a

s ([NG(P)/p,Indinf?VG(P) P [M(P)]D - [Indinf?VG(P) » (M(P))] .

Donc la base B de Cppy(G) est dans I'image de g, ce qui démontre le résultat (par C-linéarité
de o). O

6.1.2 Comparaison entre ¢(CProj,) et Cppy

Dans cette section, on note Sy pour le foncteur Sg%ﬂ (pour simplifier les notations).
Apreés avoir obtenu une surjection o/ : p(C Proj;) — Cppg, la question naturelle est de savoir si
o’ est un isomorphisme. Notons tout d’abord que puisque o’ est une transformation naturelle
surjective, tous les facteurs de composition de Cppy sont aussi des facteurs de composition de
¢(CProjy).

Théoréme 6.1.2. La transformation naturelle o/ n’est pas un isomorphisme de foncteurs. En

particulier, o/, , T'est pas un isomorphisme de C-espaces vectoriels lorsque k est de caractéristique
3.
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Dimensions de Cppy,

Proposition 6.1.3. Sip =3, c.-a-d. k est de caractéristique 3, on a

dime (Cppr(As)) = 3
et Cppr, n'a pas de facteur de composition de la forme Sa,v (pour aucun Out(As)-module
simple V).

Preuwve de la proposition 6.1.3. Ce résultat est du & M. Baumann ([Baul2]). On sait que S ¢
est un facteur de composition de Cppy (puisque Cppy(1) = C). Or,

dim (Sy.c(A4)) = 3

puisque par la proposition 1.2.19, la dimension de Sy c(A4) est le nombre de classes de conju-
gaison de sous-groupes cycliques de A4. D’autre part, par le corollaire 2.1.12, on a

dim (Cppr(A4)) = I3 (03/03) +ly(Ag)) =1+2=3

puisque k est de caractéristique 3. Alors, puisque dim (S; c(A4)) = dim (Cppi(A4)), il ne peut
pas y avoir de facteur de composition de la forme S4, v (pour aucun Out(A4)-module simple
V). O

Proposition 6.1.4. Sip =3, c.-a-d. k est de caractéristique 3, on a

dimc (Cppy(S4)) =6
et Cppy, n'a pas de facteur de composition de la forme Sg, v (pour aucun Out(Ss)-module simple
V).
Lemme 6.1.5. On a

5'04,(@g (S4) = 0.

ou & : Cf — C* est le caractére primitif, c.-a-d. § : Cy = (x) — C* est tel que (1) = 1 et
§(x) = —1.

Preuwve du lemme 6.1.5. On va appliquer la proposition 1.2.20 pour calculer les évaluations

Scy.ce(S1) et Scsc(Sa).
Tout d’abord, on a £¢, = {(C4, 1)} car il n’y a aucun autre sous-quotient de Sy qui est isomorphe
a Cy. Alors, par la proposition, S, c,(S1) = 0 si et seulement si I'action de

w = Z conj,
ge[N54 (0471)/04]
sur C¢ est nulle. Or on a

w = Z conj,

9€[Ns, (C4)/C4]
Z conj,
9€[Ds/Cu]

= conj; + conj(y9)(34)-

Or Out(Cy) = Cy = {Id, conj(19)(34)} €t conj(19)(34) est d’ordre 2. Donc, pour tout A € C, on a
WA = (CODjl + Conj(12)(34)) “A=1-A + (_].) A= 0.

Ainsi, Paction de w est nulle, et donc S¢, ¢, (S1) = 0. O
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Lemme 6.1.6. On a
dimc (Ss,,c(Ss)) = 1.

Prewve du lemme 6.1.6. On applique la proposition 1.2.20 pour calculer Sc;, ¢(S4). Dans ce cas,
I'ensemble ¥g,(S4) ne contient que (S3,1) a conjugaison prés. On obtient alors

Sgy.c(Sy) = Tyl ssl5 /58

= Try(C)
= C.

(©)

Par conséquent, on obtient dimc (Sg, c(S4)) = 1. O

Preuve de la proposition 6.1.4. On va lister les facteurs de composition simples de Cppr qui
contribuent & Cppy(S4). Premiérement, si Sy, est un facteur de composition de Cppy, tel que
SHv(S1) # 0, on a que H est isomorphe & un sous-quotient de Ss. Selon la liste établie par M.
Bauman dans [Baul2|, les facteurs simples indexés par des groupes d’ordre plus petit ou égal &
12 sont connus. On sait donc que Sy ¢, Sc,c, (pour € : Out(Cy) — C un caractére primitif) et
Sg,,c sont des facteurs de composition de Cppy, qui contribuent & Cppy(Ss). On sait également
que Cppy, n’a aucun facteur de la forme Sy4, v.

On va maintenant observer ce qu’il se passe en évaluation & Sy. Par le corollaire 2.1.12, on a

dime (Cppi(Ss)) = l3(Sa) + I3 (53/03)
=442 =06,
puisque les 3-sous-groupes de Sy sont 1 et C3 (& conjugaison prés). Par la proposition 1.2.19, on
a que dimg (S1,c(54)) = 5. Par le lemme 6.1.5, on a S¢, ¢, (S4) = 0. Par le lemme 6.1.6, on a
dime (Sg,,c(Ss)) = 1.
Cela nous permet de conclure que
dime (Cppy(Ss)) = 6
=5+0+1
= dim¢ (517([;(54)) + dimg¢ (5047@5 (54)) + dimg¢ (553@(5’4))

et donc Cppy n’a pas de facteur de composition simple indexé par Sy. O

Dimensions de ¢(C Projy,)

Proposition 6.1.7. Si p = 3, on a dimc (¢(CProj;)(As)) = 4 et ¢(CProj,) a un facteur de
composition Sa, c avec multiplicité 1.

Démonstration. On rappelle que pour tout groupe fini GG, on a un isomorphisme

so(@Projka)zcﬂ?jk(G):( D F(D/@) We
C<LD<G

pour Wg un certain sous-espace (voir le théoréme 5.2.2).

On va lister les facteurs simples de ¢(C Proj;,) qui contribuent a ¢(C Proj;)(A4). Premiérement,
si Sp,v est un facteur de composition de ¢(CProj;) tel que Sgy(As) # 0, on a que H est
isomorphe & un sous-quotient de A4. On va donc considérer les évaluations de ¢(C Proj;,) sur les
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sous-quotients de A4 & conjugaison prés afin d’obtenir les facteurs de composition simples qui
contribue & ¢(C Proj,)(A4). Premiérement, on a

¢(C Projy,)(1) 2 CProj,(1)
~ C.

Le seul facteur simple qui peut contribuer & ¢(CProj,)(1) est S; ¢c. Comme S;c(1) = C, par
conséquent, Sy ¢ est un facteur de composition de ¢(CProj,) avec multiplicité 1.

On a ensuite

¢(CProj;,)(Cs) = ( @ CProJk(D/C>> /Wey
c<LD<C>
= ((c Proj,, (02/02) ® CProj,(C2/1) @CProjk(l/l)) /Wey
= CProj,(Cs)
= CRy(C)

ou la troisiéme égalité découle du fait que Infgz sy € CpigGrB (puisque char(k) = 3) identifie
Ca/1

d1/21

CProj,(Ca/1) et il n’y a pas d’autres identifications via We,. Et donc

CProjy (02/02) avec une partie de CProj,(Cs), In identifie C Proj;(1/1) & une partie de

dime (¢(CProj;,)(C2)) = dimg (CRi(Cy)) = 2

puisque char(k) = 3.
Par ailleurs, on a dimc (S1,c(C2)) = 2 (par la proposition 1.2.19). Donc, comme

dimc (¢(CProj;,)(C2)) = dimg (S1,c(C2)),

il n’y a pas de facteur de composition simple de ¢(C Proj;) indexé par Cs.

Soit V4 le groupe de Klein. On a alors, en utilisant (CTDEJ',C(VZ;), @(CProj;,)(Vy) = CProj, (Vy)
qui est de dimension I3(Vy) = 4. Or, la dimension de Sy c(Va) est 4. Donc il n’y a pas de facteur
de composition indexé par Vj.

On a

¢(CProj;,)(C3) = ( @ CPYOJk(D/C)> /Wey

C<D<C3
— (CProju(Cs/c1) @ C Projy (C/1) @ C Projy(1/1) ) /W
= CProj,(1) ® CProj,(Cs)

ol la troisiéme égalité découle du fait que Infccg 1Cs ¢ Cp,1.GrB (puisque |C3| = 3 est divisible
par char(k)) n’identifie pas CProj;(Cs/cy) et CProj,(C3), mais Indlc/31/1 identifie C Proj,(1/1)
avec une partie de CProj,(Cs/1). Ainsi ¢(CProj;)(C3) est de dimension 2, puisque

dim (C Proj,(Cs)) = 1.
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Comme dim (S; c(C3)) = 2, il n’y pas pas de facteur de composition simple indexé par Cs.

Finalement, on a

@(CProjk)(Azx):( ) CProjk(D/C)> /Wa,

C<D<Ay
= (CProj;(A4) @ CProj,(Vy) @ CProj,(Cs) ® CProj,(C2) ® CProj, (1) ® CProj,(As/a,)
@®C Proj, (Vajy,) ® CProj,(Cs/c,) ® CProj,(Ca/c;,) © CProjy.(1/)
@®C Proj;,(Aapy,) ® CProj, (Va/c,))/Wa,
= CProj;,(A4) @ CProj,(As/a,) ® CProj,.(C3/c,)

ou la troisieme égalité découle du fait que I'induction identifie les facteurs
CProj,(As), CProj,(Vy), CProj,(C2), CProj,(Cs) et CProj(1)

et I'inflation (depuis des 2-groupes) identifie les autres termes. Par conséquent, ¢(C Proj,,)(A4)
est de dimension 2 + 1+ 1 = 4. Or, dim (Sl,(c (A4)) vaut 3, donc il y a un facteur simple indexé
par Ay.

On suppose que ce facteur est S, 1y pour V un Out(A4)-module simple. Alors V' est de dimension
1 et ce facteur apparait avec multiplicité 1. On va montrer que V' est isomorphe au moﬂﬂi trivial.
Pour cela, on doit comprendre exactement comment S ¢ contribue & ¢(C Proj;,) = CProj, pour
I’évaluation en A4 afin de comprendre "ce qui manque". On commence par appliquer I’adjonction
impliquant Ly ¢ (voir la section 1.2.3) pour obtenir un isomorphisme

HOoMpyne. o (€ GrB,C -Veet) (L1,¢; CProj;) = Home _yeet (C, C Proj,(1)). (6.2)
On considére 'application C-linéaire

I: C — CProj,(1)
1 — [1,[K]]

(ot on utilise la notation de la section 5.2.1). Alors par I'isomorphisme (6.2), on a une transfor-
mation naturelle ¢ : Ly ¢ — CProj, donnée par, pour tout groupe fini G,

Wi Lic(@) — C/P/@k(c:)
(U] — CProj,([U)([1, [k]])

ou U est un (G, 1)-bi-ensemble puisque
L1c(G) = Home g (1, G) ®Ende g,5(1) C = CB(G, 1).
En évaluant en A4, on obtient
LA, - L17C(A4) = (CB(A4, 1) — (CPI‘Ojk(A4)
et on va montrer que cette application est surjective. On commence par donner une base de
CB(A4,1). Pour cela il faut lister tous les (A4, 1)-bi-ensembles transitifs (& isomorphisme preés).
On obtient la liste

Indinf2* . . Indinf2* ., . Indinf3

A4 A4
Inf] /Ay Va/Va? C5/C3> Cs/Cy’ Indy™.
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Regardons alors I'image de cette liste par ¢4,. On utilise pour ¢a la section 5.2.2. Premiérement,
on a

L4, ([Inf}*

10 a,]) = CProjy ([meyt 1) (1, [#]])

= [Aa/a,, [F]]
= [A4, [Ind{" (k)]

De plus on a

v, ([Indinf, 1) = CProjy, ([Indinty! . 1) ([1, [K]])

P () (Vi 149)
= [Vajy,, [K]]
= [Ay4, [Indinf“if/v4 (k)]

ot la derniére égalité découle du fait que Indinf"if/v4 identifie C Proj,(Va/y;,) et CProj,(A4) dans

(CT)_erk(AZ;). De maniére similaire, on a
1) = CProjy ([Indinf?! o) ([1, k1)

= [02/C27 [k]]
= [Aq, [Indinf! o, (R)]].

LA, ([Indinfé;l 105

Puisque C5 est un 3-groupe, on obtient

1) = CProj,([Indinf? ., 1) ([1, [¥]])
= [Cs/cy, [K]]-

LA, ([Inclinfé;1 1Cs

Finalement on a

va, ([Indi4]) = CProjy, ([nd{]) ([1, [K]])
= [1, [¥]]
= [A4, [Ind{ (k)]

ot la derniére égalité découle du fait que Indf14 identifie C Proj, (1) et C Proj,(A4) dans (C/Pr?jk(Azl).
Rappelons que

CProj;(As) = CProjy(As) @ CProj,(As/4,) @ CProj,(Cs/cy,).
Le facteur CProj;,(Cs/cy) est alors atteint par ¢4 puisqu’il est de dimension 1 et
LA, ([Indinf’é:/CS]) € CProj,(Cs/cy)-
Idem, le facteur CProjj,(As/4,) est atteint. Le facteur CProjj(A4) a pour base
[Indi¥! (K)], [Indg}! (M,)]
(voir le lemme ci-dessous 6.1.8). Or,

v, ([Indinf})? ) = [Ad, [Indinf;)* v, ()] = [Ad, [Ind; (k)]].
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et

LA4([Ind1nfC /Cs 1) = [A4,

— [A4, [Ind (Indmfg o (k:))]]

[As, [Indintlt . ()]
(A4, [
— [Ag, [Indflt (IndV4 (k:))]]
[A4, [
[A4, [I

= [A4, [Indy? (k@ M,)]]

= [A4, dA4( k)] + [Indp (M,)]]

ou la quatrieme égalité découle du fait qu’on peut choisir Cy = ((13)(24)). Donc le facteur
CProj,(A4) est atteint et ainsi ¢4, est bien surjective.

On cherche & déterminer 'action de Out(Ay) sur V. Cette action se fait via l'identification
entre Out(A4) et Endcgrp(A4)/1 ot I est I'idéal engendré par les (A4, A4)-bi-modules qui se
factorisent par des sous-groupes propres de A4. Soit U un (A4, A4)-bi-ensemble, alors U agit sur
CProj,(A4) via CProj,([U]). Or, le diagramme

LA —
L1 c(Ag) —= CProj,(A4g) —0

Ll,u[U])l lcfﬁmwn
Ly.c(As) —+ CProjy(4s) —=0

commute puisque ¢ est une transformation naturelle et ses lignes sont exactes puisque ¢4, est
surjective. Puisqu’on cherche & savoir comment Out(A4) agit sur ka([U ]) et puisque ¢4, est
surjective, on va étudier I'action de ¢4, sur Lj c(A4). Or, Out(A4) correspond a Endc grg(A44)/1
qui est engendré par [Ida,] et [Iso(c(12))] ol ¢(19) : A4 — Ay est I'isomorphisme de conjugaison
par (12). Clairement, [Id4,] agit trivialement sur L; c(A4), observons donc comment [Iso(c(19))]
agit sur L1 c(A4). Rappelons que

InfA4 IndinfA4 IndinfA*
Ag/Ay

Vivab Ca/Cs ], [Indinfi

Cs/Cs I; [Indf”‘]

est une C-base de Lj c(A4). On a alors
LL@([ISO(C(]_Q))]) ([Ian /A ]) = [180(0(12)) X Inff‘i/AJ

[InféZ,)A /<12)A X ISO(C(lZ))]

= ey,
et
Ly ¢ ([1s0(c(1z)]) ([ndinft, 1) = [1s0(c(1z))  Indinf, |
= [t amy, % 50(ca2)]
— [mdinf,, |
De plus,

Ll,(c([lso( c12 ))]) ([Indlnfc 1Cs ]) = [150(0(12)) X Indlnfc /C]

[Inf(m)c a2y X ISO(C(12)>] .
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En fonction du choix du C3, on a (1203 = C3, mais par exemple si C3 = {(143)), alors
(12)05 = ((243)). Heureusement, on a {(243)) = (12B9C5 et (12)(34) € A4. Donc, puisque

la décomposition Inf(lé)cg/(mc3 x Iso(c(12)) est unique & conjugaison (par A4) prés, on a

Lyc([Iso(caiz)]) ([Indinfé;‘/CgD = [Infﬁg)cs/u%(;g X Iso(c(12))]
= [Infé;‘/c3 X Iso(c(12))] .

Via le méme argument, on a

LL((j([ISO(C(lQ))]) ([Indinf’é,;‘/@]) = [Infé,;‘/cz X Iso(c(lg))] :

Finalement, on a
Lic([1s0(ero)]) ([af*]) = [maf]

Donc [Iso(c(12))] agit trivialement sur Ly c(A4). Par conséquent Out(A4) agit trivialement sur

Ly c(A4) et donc sur (C'lsgjk(fu). Puisque V est un facteur de composition de (C’lsajk(fhl)7 on
n’a pas d’autre choix que d’avoir V' isomorphe au module trivial C. Donc S4, ¢ est un facteur

de composition de (Czlsgjk. O

Lemme 6.1.8. Le C-espace vectoriel CProj,(Ay) est de dimension 2 engendré par [Indéf(k)]

et [Ind(};L (My)] o My est un kVi-module de dimension 1, avec action

(12)(34) -1 = —1
(14)(32) -1 = —1
(13)(24) -1 = 1.

Démonstration. Comme k est de caractéristique 3 et V4 est un 2-groupe, les kV;-modules k et M
sont projectifs. Donc Ind(}f (k) et Indéf(MS) sont des kA4-modules projectifs (puisque I'induction
d’un module projectif est projectif). On va démontrer que les restrictions des modules Indf}f(k)
et Indéf(Ms) a (3 sont des kC3-modules indécomposables. Cela démontrera que ce sont des
kA -modules indécomposables (car si ils étaient décomposables pour Ay ils le seraient aussi
pour C3). On a alors par la formule de Mackey (lemme 1.1.9)

12

Resé;‘ (Indé:(k)) Z (Indgimm x Iso(cy) X Resg‘gmw) (k)

mE[Cg\A4/V4]
= (Indlc3 x Iso(c1) x Res¥4> (k)
= Ind% (k)

qui n’est autre que la représentation réguliére pour kCs.
Puisque C'5 est un 3-groupe et que k est de caractéristique 3, kC'5 est un kCs-module projec-

tif indécomposable (voir [Ben98, §3.1.4, p.91]). Par le méme argument Reség (Indéj (MS)) est

isomorphe & la représentation réguliére et donc indécomposable.

Proposition 6.1.9. Sip = 3, on a dimc (¢(CProj,)(Ss)) = 8 et ¢(CProj;) a un facteur de
composition Sg, c avec multiplicité 1.

Lemme 6.1.10. On a
dim(c (SA47((3(S4)) =1.
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Preuve du lemme 6.1.10. On applique la proposition 1.2.20 pour calculer S, c(Ss). Dans ce
cas, on a X4,(S4) ne contient que (A4, 1). On obtient alors

S, c(Sy) = TypoatAeD/As

= Trf‘*/A4 (C)
=C

©)

car Trf‘l/ A4 est autre que la multiplication par 2. Par conséquent, on obtient
dim(c (SSS,C(S4)) =1.
O

Preuve de la proposition 6.1.9. On rappelle que pour tout groupe fini GG, on a un isomorphisme

so(@Projk><G>z<c’Pr?qk<G>=( ) F(D/C)) We
C<LD<G

pour W un certain sous-espace (voir le théoréme 5.2.2).

On va lister les facteurs simples de ¢(C Proj,,) qui contribuent a ¢(C Proj;)(S4). Premiérement,
si Sg,v est un facteur de composition de ¢(CProj;) tel que Sg,/(Ss) # 0, on a que H est
isomorphe & un sous-quotient de Sy. On va donc considérer les évaluations de ¢(C Proj;,) sur les
sous-quotients de S; & conjugaison prés afin d’obtenir les facteurs de composition simples qui
contribuent a ¢(CProj;)(S4). On va utiliser la preuve de la proposition 6.1.7 pour les calculs
sur les sous-quotients de S4 qui sont isomorphes & des sous-quotients de A4.

Premiérement, on a ¢(CProj;)(1) = C et Sy ¢ est un facteur de composition de ¢(CProj;,)
avec multiplicité 1.
On a ensuite

dimgc (¢(CProj,)(Cs)) = 2 = dimg (S1,¢(Cy))

et donc il n’y a pas de facteur de composition simple de ¢(C Proj;,) indexé par Cs.

On a ¢(CProj,)(Cy) = C/Pajk(a;) =~ CProj,(C4) qui a pour dimension l3(Cy) = 4 (par
le théoréme 1.4.8). Or, on a dimg (S1,c(Cs)) = 3. Donc il y a un facteur Sg, v avec V un
C Out(Cy)-module simple de dimension 1 et qui a multiplicité 1 qui apparait dans ¢(C Projy,).
Puisqu’on a une surjection ¢(C Proj,) — Cppy (voir lemme 6.1.1), le facteur simple doit étre le
meéme que pour Cppg, c-a-d. S¢, ¢, pour § : Cf — C* le caracteére primitif. Le fait que S¢, c,
est un facteur de composition de Cppy, est démontré dans [Baul2|, mais il s’agit également du
théoréme 2.2.22.

Soit V4 le groupe de Klein engendré par (12)(34) et (13)(24). On a alors, en utilisant
CProj,(Va), ¢(CProj;)(Vy) = CProj,(Vy) qui est de dimension I3(Vy) = 4. Or, la dimen-
sion de Sy c(Va) est égale a 4. Donc il n’y a pas de facteur de composition indexé par Vj.

On a ¢(CProj,)(Ds) = (ka(Dg) =~ CProjj(Ds) qui est de dimension l3(Dg) = 5. Or, on
a que S1,c(Ds) est de dimension 5, donc S¢, ¢, (Ds) = 0 et il n’y a pas de facteur de composition
simple indexé par Ds.
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On a que ¢(CProj;)(Cs) est de dimension 2 et comme dim (S7,c(C3)) = 2, il n’y pas pas de
facteur de composition simple indexé par Cs.

Par la proposition 6.1.7, dime (¢(CProj,)(A4)) = 4 et ¢(CProj,) a un facteur de composi-
tion Sy4, c avec multiplicité 1.

On a ¢(CProj;)(S3) = CProj,(S3) @ CProj,(S3/c,)- En effet, en faisant le méme raison-
nement que ci-dessus, les facteurs pour D/} sont identifiés avec celui de S3 via 'induction et
le facteur pour le quotient S3/g, = (53/C3) /( S3/C) est identifié via linflation avec une partie
du facteur pour S3/c, (puisque [S3/c,| = 2). Donc, on a dim (¢(CProj,)(S3) ) =2+2 = 4.
Or, on a dim (S1,c(93)) = 3, donc il y a un facteur de composition de ¢(CProj;,) de la forme
Sg,,v pour V un C Out(S3)-module simple de dimension 1 avec multiplicité 1. Si on compare
avec Cppy, en utilisant la surjection o : ¢(CProj;) — Cppy, la seule possibilité est d’avoir le
méme que celui de Cppy, c.-a-d. Sg, c.

Finalement, on a
¢(CProj;)(S1) = CProj(Ss) @ CProj,(S3/c) @ CProjy,(Ss/4,)

(par le méme procédé que ci-dessus). Donc dim (¢(CProj;)(Ss)) = 8. Par les lemmes 6.1.5 et
6.1.6, on a

(S1,c(5s)) =
dim (555({3 (S4 ) =
dim (S¢, ¢, (Sa) ) 0
dim (Sa,,c(S1)) =

dim

Il y a donc au moins un facteur de composition simple de ¢(C Proj;,) indexé par Sy. Il s’agit d’un
facteur Sg, v pour V un C Out(Ss)-module simple de dimension 1 qui apparait avec multiplicité
1. Or, on a Out(Sy) = 1 (puisque Sy est complet - voir [Rot94, Theorem 7.5, p.158|), donc il n’y
a qu'un seul Out(Sy)-module simple : le module trivial. Ainsi Sg, ¢ est facteur de composition
de ¢(CProj;) avec multiplicité 1. O

6.2 Foncteur adjoint du foncteur des modules libres

6.2.1 Définition du foncteur des modules libres
Soit k un corps quelconque.

Définition 6.2.1. Soit G un groupe fini, on note Freey(G) le groupe de Grothendieck de la
catégorie des kG-modules libres de dimension finie. C.-a-d. on a que Freei(G) est le groupe
abélien libre sur I'ensemble {[V'] | V kG- module libre de génération finie} (I’ensemble des classes
d’isomorphisme de kG-modules libres) quotienté par le sous-groupe engendré par les éléments

de la forme [U] — [V] = [W]oa U =2V W.
Notation 6.2.2. Soit G un groupe fini. Soit A un anneau commutatif unitaire. Comme d’ordi-

naire, on note A Freey(G) := A ®y Freei(G).

Lemme 6.2.3. Soient G et H deuz groupes finis et soit U un (H,Q)-bi-ensemble fini. On
considére M — kU@ M pour M un kG-module libre. Si U est libre & gauche, alors l’application
ci-dessus induit une application Freeg(U) : Freey(G) — Freey(H).
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Remarque 6.2.4. Soient G, H et K trois groupes finis.
L’application définie ci-dessus Freey(U) : Freeg(G) — Ry(H) vérifie

Ur =~ Uy = Freeg(Uy) = Freei(Us)
Freey(Ur u Us) = Freeg(Uy) + Freey(Uz)
Freeg (V') o Freeg(U) = Freeg(V x g U)

pour tout U, U; et Uy des (H, G)-bi-ensembles libres a gauche et tout V' un (K, H)-bi-ensemble
libre & gauche. Ceci découle simplement du fait que Freey(U) est la restriction de Proj, (U) (voir
la remarque 1.4.7).

Démonstration. 1l suffit de démontrer que pour M un kG-module libre, kU ®rc M est un kH-
module libre. En effet, kU Qg (VO W) = (kU Qra V) @ (kU ®rg W) (pour tous kG-modules
V et W). Par conséquent, on aura que Freeg(U) sera bien défini sur le groupe de Grothendieck.
Soit M un kG-module libre. Il existe alors un entier n tel que M =~ (kG)®". Donc on a un
isomorphisme kU ®@rg M = (kU Qg kG)®". 11 suffit donc de démontrer que kU @i kG est un
kH-module libre pour pouvoir conclure.

On va montrer le lemme dans le cas ou U est transitif. Comme U est libre & gauche, on a
U = Ind¥ x Iso(f) x Defresg/A. Donc

kU Qka kG = klndg QLD ISO(f) ®kB/A Defg/A RrB Resg Qra kG.

11 suffit donc d’observer comment se comportent les opérations élémentaires sur kG.
o Supposons H < GG, on a alors

Resi ®pe kG = kG @y kG = P kHg= P kH
9e[H\G] ge[H\G]

qui est un kH-module libre.
¢ Supposons G < H, on a alors

nd$ g kG = kH Qg kG ~ kH

qui est un kH-module libre.
¢ Supposons H = G/)y pour N < G. On a alors

Defg/N Rra kG = ]{ZG/N Qra kG = ]{ZG/N

qui est un G/N-module libre.
o Supposons que f : G — H soit un homomorphisme de groupe. On a alors

Iso(f) Qkg kG = kH Qg kG ~ kH

qui est un kH-module libre.
Ce qui termine la preuve. O

Remarque 6.2.5. Soit A un anneau commutatif unitaire. On a alors
AFreey, € Funy _mod(A1,GrB, A-mod).

Si on considére plus spécifiquement le cas C Freey. On a, pour tout groupe fini G, que C Freey(G)
est un C-espace vectoriel de dimension un engendré par la classe d’isomorphisme du module kG,
i.e. CFree,(G) = C. On note d’ailleurs 1 le générateur de C Freey(G), c.-a-d. 1i¢ est la classe
d’isomorphisme du module £G.
Avec la notation ci-dessus, on a
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o Si H < G, on a CFreey ([Res§]) (k) = |G : H|1xp.

o Si H < G, on a CFreey, ([Indg])(lk[_[) = l1c.

© Si f: G — H est un homomorphisme de groupes, on a CFreey, ([Iso(f)])(1xe) = liu.
o Si N <@, on a CFreey ([Defg/N])(lkg) = lpg/n-

6.2.2 Propriétés du foncteur des modules libres

Lemme 6.2.6. Dans la catégorie Func _veet (C1oGrB, C-Vect), le foncteur CFreey, est un fonc-
teur simple.

Démonstration. Supposons que F' € CFree; soit un sous-foncteur non-nul. Puisque F' # 0, il
existe un groupe fini G tel que F(G) # 0. Autrement dit, F'(G) est un sous-espace vectoriel
non-nul de CFreer(G) qui est un C-espace vectoriel de dimension 1, engendré par 1pg. On a

donc que F(QG) est de dimension un, engendré par 1ig.
Soit H < G, alors F([Res%]) : F(G) — F(H) est la restriction de C Freey ([Res$]). Donc

——_CFreey, ([Resg])(lkG) 1e 1H| ([Res%])(lkc)-

1
1o =

Comme 1 € F(G), on a 1y € im (F([Res$;])) < F(H). Donc F(H) est un C-espace vectoriel
de dimension 1, engendré par 1. C.-a-d. F(H) = CFreei(H) En particulier, F(1) est non-nul
engendré par 1; et F'(1) = CFreeg(1).

Soit maintenant J un groupe quelconque. On considére F(Ind{) : F(1) — F(J). Alors

].k;] = CFreek(Indl‘])(lk)
= F(Ind{)(1;) € F(J).

Donc F(J) est un C-espace vectoriel non nul de dimension un et donc F(J) = CFreei(J). Par
conséquent, on a F' = C Freey. O

Lemme 6.2.7. Dans la catégorie Func_vee; (C1oGrB, C-Vect), les foncteurs CFreey, et S GrB

sont isomorphes.

GrB

Démonstration. Comme C Freey(1) = C # 0, Slg est un facteur de composition de C Freey,.
Puisque ce dernier est simple, les deux foncteurs sont isomorphes.

On peut également définir un isomorphisme de maniére directe. On considére Llﬁgﬁ. Pour tout
groupe fini G, on a

GrB
(

ng G) = Hom«;lg@(l, Q) ®End(1 C.

GrB GrB

En observant la définition de Sllg(c B ona Jp 1g7 = 0 et donc ng =S¢ . Or, par définition,
Homc  aiB(1,G) = CR®Bjy(G, 1) et comme 11 n'y a qu'un seul (G, 1)—b1—ensemble transitif Ind{?,
Homc,, aB(1, G) est de dimension 1, engendré par la classe d’isomorphisme de Ind?. On peut

alors définir un isomorphisme ( : ngGrB — CFreey, défini par Cg([lnd?]) = 1gg pour tout

groupe fini G. O
6.2.3 Adjoint du foncteur des modules libres
On considére ’adjonction

*

Funge _veet (C GrB, C-Vect) Func _veet (C1gGrB, C-Vect).
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ol p = @% l(:éi% . L’existence de cette adjonction est démontrée dans la section 4.1, et une descrip-

tion explicite en est donnée dans la section 5.1. On va alors déterminer le foncteur ¢(C Freey).

Théoréme 6.2.8. Sur la catégorie CGrB le foncteur o(CFreey) est isomorphe au foncteur de
Burnside CB.

Démonstration. On a que, pour tout groupe fini G,

©(CFreey)(G) = CFreer(G) = ((—B CFreek(Ng(Q)/Q)> .
G

Q<G

(voir le paragraphe 5.1). Or, on sait également que CB(G) est le C-espace vectoriel ayant pour
base ’ensemble

(Glol | @ <a G}.

On peut alors définir un isomorphisme de C-espaces vectoriels &g : CFreex(G) — CB(G) via

&a([Q.m - Ing@yel) =m- [G/Q]

pour @ < G et m € C. Il reste a vérifier que ceci définit une transformation naturelle de C Freey,
vers CB. 1l faut alors vérifier que pour U un (G, H)-bi-ensemble, le diagramme

CFrooy(H) 2~ CB(H)
Clreer Freequ])l iCB([U]) (6.3)
CFroey(G) 2%~ CB(G)

commute. On va le vérifier pour U un morphisme élémentaire.

Dans la section 5.1.2, on a donné une description explicite de 1’évaluation de ¢(C Freey) sur
les morphismes élémentaires via I'isomorphisme avec CFree,. On va donc décrire C Freey([U])
pour U un morphisme élémentaire.

o Soit G < H, on suppose U = Res. Soit Q < H, et soit [Q, 1] un élément de C Freey,(H),

c.-a~-d. dans ce cas on a u € CFreey (NH(Q)/Q) (voir la section 5.1.1 pour la nota-

tion). Puisque C Freey (N 1 (Q) /Q) est un C-espace vectoriel de dimension un engendré

par 1xn,(Q)/@, sans perte de généralité, on peut supposer u = m - lyn, (@) Pour m € C.
Par la section 5.1.2, on a

CFree; ([Restt]) ([Q,m - Ly (@)/0])) = Z [Gn7Q,
ze[G\H/Ng (Q)]

Ng(Gn*® Gn*® N,
C Freey, ([Inde\SV;(w%))//Ggw% x Iso(cg o d) x RCS(QHGS?I]S}?H(Q))/Q])(m LNy @)0)]

= Yo (G INE(Q) : QG A NE(Q)| - m - Ling(anrQ)/Grea]-
ze[G\H/Ng(Q)]

o Supposons G = H/jy pour N < H, et U = Defg/N. Soit @ < H, et soit [Q,m - 1n,(q)/0]
un élément de CFreey(H) (pour m € C). On a alors
CFreer([Defir n ) ([Qm - Tiny(@)a))

NN (QN/N)/(QN/N) N,
= [QN/N. CFreey ([Indy o) on x Iso(e) x DefNﬁgggﬁgNmNH(Q)])

(m - 1eny (@)/Q)]
= [Q@N/N.m - Lengon/vy/on/ny] -



6.2 Foncteur adjoint du foncteur des modules libres 115

¢ Soit f: H — G un isomorphisme de groupes, on suppose U = Iso(f). Soit @ < H, et soit
[Q;m - 1n,(@)/Q] un élément de CFreey(H) (pour m € C). On a alors

CFreex ([Iso(f)]) ([Q.m - Liny@yel) = [£(Q)m - Lingr@y/1@)-

o Soit H = G/y pour N < G, on suppose U = Infg/N. Soit Q@ = Q'/y < H (pour Q' < G),
et soit [Q,m - 1, (Q)/o] un élément de CFreey(H) (pour m € C). On a alors

CFreey, ([Infg 5 ]) ([Q:m - Ling@yal) = [Qsm - Ling@)yo]-

o Soit H < G, on suppose U = Ind$. Soit Q < H, et soit [Q,m - In,(Q)/@] un élément de
CFreer(H) (pour m e C). On a alors

CFreey,([ndF]) ([Q,m - vy @)@]) = [Qym - Ling(@)/a)-

On étudie a présent explicitement, pour U un (G, H)-bi-ensemble, le comportement de ’appli-
cation CB([U]) : CB(H) — CB(G) sur la base {[H/qg] | Q <m H}.
o Soit G < H, on suppose U = Resg. Soit @ < H. On a alors

CB([Resg]) ([H/QD = [Resg X 5 H/Q]

Or, le H-ensemble H /) est isomorphe a Indg (1) (ou 1 est le @-ensemble trivial - isomorphe
a Q/Q) vu comme un H-ensemble & gauche. Par conséquent, on a

ResZ x Hjg = Resf xp Indg(l) (6.4)
~ Z Indgme x Iso(cy) X Resger(l) (6.5)
ve[G\H/Q]
= ) IndG..q(1) (6.6)
ve[G\H/Q]
= > Glan=Q (6.7)
2e[G\H/Q]

ol ¢, dénote I'isomorphisme de conjugaison par x, ol on a utilisé la formule de Mackey
(voir 1.1.9) et ou on a utilisé le fait que Resgme(l) = 1. On sait qu'il existe des cas ou
pour z # y deux éléments de [G\H /Q], on a GN*Q = GnYQ. En particulier, ceci est le cas
si zy~! € Ng(Q). On va donc écrire la somme 6.7 sur U'ensemble d’indices [G\H /Ny (Q)].
On a

H= || GyNu(@Q

Ye[G\H /N (Q)]
et on va maintenant décomposer chaque HyNg(Q) en orbites pour 'action de @ a droite.
Par le lemme 6.2.9, on a

H = |_| |_| GyzQ.
ye[G\H /Ny (Q)] 2€[G¥ nNu (Q)\Nu (Q)/Q]
Donc la somme 6.7 est égale a
Y. Glgag= > Gla nv=Q
ze[G\H/Q)] Ye[G\H /N (Q)] 2€[GY "N (Q)\N1 (Q)/Q]

=) > Gle A vQ-
ye[G\H/Ng (Q)] 2€[GY"Ng (Q)\Nx(Q)/Q]
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Donc, en passant dans CB(G), on a

cB(rest)) (|Hig))

[Resg X H/Q]
Z Z [G/G N yQ]
ye[G\H /N (Q)] 26[GYn N (Q)\Nu (Q)/Q]

Y 16" Na(@WH(Q/Q |Gl v
yelG\H/Nu (Q)]

yE[G\g\/ Q)] |NH(Q>/Q(Gy n NH(Q))| [G/G N yQ]

ot la derniére égalité découle du fait que @ est normal dans Ny (Q).
o Supposons G = H/jy pour N < H, et U = Defg/N. Soit @ < H. On a alors

cB(etfl]) ([Hq]) = [Dett < H/g]

— | Petff i I (1)]

— :Indg]/\,]\/[N x Iso(d) x Defg/QmN( )]
o
- [Gan/m)]

ol on a utilisé le lemme 1.1.11, ot d : Q/ n N — @N/N est I'isomorphisme standard et
ou on a utilisé Defg/QmN(l) ~ 1.
¢ Soit f: H — G un isomorphisme de groupes, on suppose U = Iso(f). Soit Q@ < H. On a

CB([Iso(f)]) ([H/QD

:Iso( f) xn H/Q]

= [Iso(f) x g Indg (1)]
- 7Ind]Cf(Q)(1)]

= _G/f<c2>] :

o Soit H = G/py pour N < G, on suppose U = Infg/N. Soit Q = Q'/y < H (pour Q' < G).
On a alors

B ([miG) ([Hig|) = [mtGn < Hig)

- :Infg/N X5 Indg(l)]
=[G s Indfy (1)]
- IndQ, x Infd, (1 )]

= [Indg (1)]

- [

ol on a utilisé le lemme 1.1.14 et le fait que Infg,/N( )~
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o Soit H < G, on suppose U = IndG Soit @ < H. On a

CB([d%)]) ([H/Q])

[IndG x5 H/Q]
[IndH X IndQ( )]
[IndG ]

- [G/Q] .

Le diagramme 6.3 commute alors lorsque U est un morphisme élémentaire et commute donc en
général ce qui démontre qu'on a bien une transformation naturelle £ : C Free, — CB. Comme
&a est bijective pour tout G, £ est un isomorphisme de foncteurs. O

Lemme 6.2.9. Soit G un groupe fini. Soient U et V deux sous-groupes de G et soit Q <V
Soit encore a € G. On a alors

UaV =~ |_| UazQ
2e[UanV\V/Q]

comme (U, Q)-bi-ensembles.

Démonstration. On commence par démontrer que

UlgV = || Uze
2e[UnV\V/Q]

On regarde I'ensemble UV = {uv | u € U,v € V} sous l'action de U & gauche et celle de Q a
droite. On va faire une décomposition de UV en orbites disjointes. On veut donc montrer que
[U n V\V/Q] est un ensemble de représentant d’orbites. Soit uv € UV (avec u € U et v € V).
Comme v € V, il existe z € [U n V\V/Q] tel que

(UnV)vQ = (UnV)zQ.

Alorsil existeu' e UnV et g € Q tels que v = v'2q. Ainsi UuvQ@ = Uuv'2qQ = UzQ. On montre
maintenant que [U n V\V/Q] est un ensemble de représentants d’orbites disjointes. Supposons
qu'on ait Uz1Q = UzeQ pour 21,22 € [U n V\V/Q] avec z1 # z2. Alors il existe u e U et g € Q
tels que z; = uzsq. On a alors

(UnV)z1Q = (UnV)uzeqQ = (U N V)22Q

ou la derniére égalité découle du fait que u = zlq’1z2_ leVdoncueUnV.

On montre maintenant I’assertion du lemme. On applique le résultat ci-dessus & U® et on
obtient
v'v= ||  U%Q
2e[UanV\V/Q]
Donc on obtient
a UV = |_| a UazQ,
ze[Ue~V\V/Q]

qui, en multipliant & gauche par a, donne

UaV = | ] UazQ. O
ze[UenV\V/Q]



118 Exemples d’adjoints

PN . . C1,GrB
Preuve du théoreme via la propriété universelle. On rappelle que CFreey, = S, (lcg = donc

©(CFreey) =~ ¢ (Sf(lcg@ ) .
On montre CB = ¢(CFree) en montrant que CB vérifie la propriété universelle de @(Sicé:g@).
Comme tout foncteur vérifiant une propriété universelle est unique & isomorphisme prés, on aura
le résultat.
On note ¢ : C1,GrB — C GrB l'inclusion et on rappelle qu’on a une adjonction

*

Funge _veet (C GrB, C-Vect) Func _veet (C1gGrB, C-Vect).

C1;GrB CzGrB CGrB

Par ailleurs S| ¢ =L ¢ (voir la preuve du lemme 6.2.7) De plus, CB = L= (voir
lemme 1.3.4). On doit donc démontrer
o (L EER) = 722

Or, par la section 1.2.3, on sait qu’on a une adjonction

En

Fungc _vect (C GrB, C-Vect) Endc (1) -Mod = C-Vect
Z
CGrB

ot Iy est le foncteur d’évaluation en 1, et pour tout C-espace vectoriel (V) = Ly 7. Donc
pour tout F' € Fung yect (C GrB, C-Vect), on a un isomorphisme

CGrB
HomFunC_Vect((C@,(C-Vect) (Ll,(c 7F) = Hom(C-Vect((Ca F(l))

naturel en F'. Par ailleurs, on peut faire exactement le méme argument sur la catégorie C,GrB
et on obtient que pour tout J € Func_yeet (C1gGrB, C-Vect) on a un isomorphisme

C,GrB
HOMpyn, v, (CruGrB.C-Veet) (L ¢ 5 J) = Home veer (C, J (1))

naturel en J. Donc pour tout foncteur F' € Fung yect (C GrB, C-Vect), on a un isomorphisme

carB
Hompyn, v (CGrB.C-Vect) (L1 g F) = Homg veet (C, F(1))

N C1GrB CG:B
= HomFunc_Vect((ClgGrB,C-Vect)(LL(C s Resc lgGrB(F )

naturel en F'. Or, par définition de #, on a simplement

C,GrB CCiB
HomFunC Veet (C1gGrB,C-Vect) (LI,C ) Res(c 1sGrB (F)) =

(Cl .GrB *
HomFunc_Vect((C 1gGrB,(C—Vect)(L17(Cg 79 (F))

Puisque 6* et ¢ sont adjoints, on a

C,,GrB C,,GrB
HomFunC_Vect((C1g@,C—Vect)(L17(1€L7 0*(F)) = HomFunc_Vect(C@,(C—Vect)(QP(LL(IEL% F)

un isomorphisme naturel en F'. Par conséquent, on obtient

CGIB o €1, GrB
Hompung oo (€ GrB,C-Veet) (L F) = Hompung o (c B c-veet) (P(Ly &), F)

pour tout F' € Func vect (C GrB, C-Vect) et donc

carB C,,GrB
L1,<CL§‘P(L1,<1§ )

ce qui termine la démonstration. O
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