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Résumé

Cette thése est constituée de deux parties. La premiére traitera d’une variante du
théoréme du point fixe de Banach et de ses applications & diverses équations aux dérivées
partielles (EDP) ayant la forme abstraite

Lu+ Qu) = f.

Le résultat principal de cette premiére partie affirme qu’une équation de cette forme
admet une solution u, si la donnée f satisfait une certaine condition de petitesse. Ce
résultat, que nous nommerons la méthode du point fize, a 'avantage d’étre relativement
simple & utiliser et peut s’appliquer a une large variété d’EDP ; cependant ’existence de
solutions n’est garantie que pour des données « petites ». Les équations qui seront traitées
dans cette thése sont les équations jacobiennes, les équations elliptiques non-linéaires, des
problémes de transport et I’équation des ondes semi-linéaire.

La seconde partie de la thése traitera du probléme des deux puits en dimension deux

Vu € Sy USpE presque partout dans €2
U = Ug sur Of).

Pour le cas non-dégénéré det(A),det(B) # 0, nous montrons un résultat de non-
existence de solutions réguliéres par morceaux si A et B sont non-orthogonales. Pour les
cas dégénéré et semi-dégénéré, nous donnerons une caractérisation de I’enveloppe rang-un
connexe de S 4 USp ainsi que plusieurs résultats d’existences de solutions lipschitziennes et
affines par morceaux. Enfin, pour les trois cas, nous construirons explicitement plusieurs
solutions non-triviales pour des conditions de bord ug bien choisies.

Mots-clés : point-fixe, équations aux dérivées partielles, équations elliptiques, équa-
tion de Monge-Ampére, équations hessiennes, équation des ondes, probléme des deux
puits, enveloppe rang-un convexe.






Abstract

This thesis consists of two parts. The first part is about a variant of Banach’s fixed
point theorem and its applications to several partial differential equations (PDE’s), abs-
tractly of the form

Lu+ Qu) = f.

The main result of this first part asserts that an equation having this form admits a
solution u if the datum f satisfies a certain smallness assumption. This result (we call it
the fized point method) is relatively simple to use and can be applied to a large variety of
PDE’s. The downside is that it guarantees the existence of solutions only for "small" data.
The equations we deal with are Jacobian equations, non-linear elliptic PDE’s, transport
problems and the semi-linear wave equation.

The second part of the thesis treats the two well problem in two dimensions

Vu € Sy USp almost everywhere in 2
U = Ug on Of).

For the non-degenerate case det(A),det(B) # 0, we show a non-existence result for
piecewise regular solutions if A and B are non-orthogonal. For the degenerate and semi-
degenerate cases, we give a characterisation for the rank-one convex hull of Sy USp and
several existence results for Lipschitz and piecewise affine solutions. Finally, for each case,
we construct several explicit non-trivial solutions for well-chosen boundary conditions uy.

Keywords : fixed point, partial differential equations, elliptic equations, Monge-
Ampére equation, Hessian equations, wave equation, two well problem, rank-one convex
hull.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 La méthode du point fixe et applications

La premiére partie de cette thése traite d’un résultat basé sur le théoréme du point
fixe de Banach et de ses applications a diverses équations aux dérivées partielles (EDP).
Plus précisément, nous considérons une équation abstraite de la forme

Lu+ Qu) = f (1.1)

ou u est 'inconnue, £ est un opérateur linéaire inversible, Q est un opérateur non-linéaire
et f est une fonction donnée. Le résultat principal de cette premiére partie affirme qu’une
équation de la forme (1.1) admet une solution, si la donnée f satisfait une certaine condi-
tion de petitesse.

De nombreuses classes d’EDP peuvent s’exprimer comme (1.1) et donc servir d’appli-
cation pour le résultat principal ; c’est ce que nous nommerons la méthode du point fize.
Les équations traitées dans cette thése sont les équations jacobiennes (chapitre 3), les
équations elliptiques non-linéaires (chapitres 4 a 6), des problémes de transport (chapitre
7) et 'équation des ondes semi-linéaire (chapitre 8).

1.1.1 Le résultat principal

Voici le résultat sur lequel se base la premiére partie de la thése (théorémes 2.2 et 2.4).

Théoréme 1.1.
(Hxy) Soient X; D Xo des espaces de Banach et Y] D Y, des espaces normés, tels
que toute suite {u, } C X5 satisfait la propriété

Uy 5 { u € Xo
Juvllx, <7 [ull x, <7



(H.) Soit une application linéaire £ : Xy — Y5 inversible a droite, c’est-a-dire qu’il
existe £L71 : Yo — X5 tel que LL7! = idy, ; soient également des constantes ki, ko > 0
telles que

||£*1f|/xi <kilflly,, YfeYs i=1,2

(Hg) Soient p > 0 et une application non-linéaire Q tels que Q(0) = 0,
Q:B,={ueXy:|ully, <p} =Yo
et, pour tout u,v € B,,,

12(u) = Q)lly, < allullx,lvllx,) llu—wvllx, (1.2)
1QW)lly, < elullx,)llullx, (1.3)

ol ¢, co sont des fonctions séparément croissantes telles que

A

C1 € CO(R-‘r X R-F;R-i-)a 01(070) =0,
Co € OO(R+;R+), CQ(O) =0.

Alors il existe € > 0 tel que pour tout f € Y5 satisfaisant I'inégalité

11y, <e, (1.4)
le probléme
Lu=9O(u)+ f

admet une unique solution u € B, satisfaisant
HU”)Q < 2k; Hf”yl , 1=1,2.

Le théoréme 1.1 a plusieurs avantages pratiques. D’abord, il ne requiert que des hy-
pothéses naturelles sur les données, d au fait qu’il suffit de savoir résoudre 1’équation
linéaire

Lu = f pour tout f €Yo
et d’avoir de bonnes estimations sur la solution. De plus, la seule contrainte structurelle
est la non-linéarité de I'opérateur Q, donnée par les inégalités (1.2) et (1.3). En particulier,
les opérateurs sur-linéaires de la forme Q(u) = u|u|P, avec p > 0 sont admissibles.

En contrepartie, ’existence de solutions n’est garantie que pour des données « pe-
tites » caractérisées par 'inégalité (1.4). Cette condition de petitesse est évidemment trés
restrictive. Toutefois, dans certains cas, nous verrons qu’elle permet d’affablir certaines
autres conditions sur les données.

Le schéma d’application de la méthode du point fixe est essentiellement le méme pour
toutes les EDP qui seront traitées par la suite :

1. linéariser I’équation, de sorte & lui donner la forme
Lu = Q(u) + f;

2. fixer le cadre fonctionnel abstrait et vérifier les hypothéses (Hxy), (Hz) et (Hg)
du théoréeme 1.1. La plus délicate a vérifier est toujours (Hg);

3. appliquer le théoréme 1.1 et revenir a 1’équation de base.



1.1.2 Equations jacobiennes

La premiére application de la méthode du point fixe se fera sur les équations jaco-
biennes. Pour toute matrice M € R™*™ et avec \;(M) ses n valeurs propres, nous définis-
sons la k-trace de M (ou le k-éme polynome symétrique élémentaire des valeurs propres
de M) par

Sp i R - R,

Sp(M) = S M) N (M), 1<E<n.

1<ii<--<ix<n

L’équation k-jacobienne (ou la k-éme équation jacobienne élémentaire) est 'équation dif-
férentielle
Sk(VU) = f,

avec U l'inconnue et f une fonction donnée. En particulier,

S1(VU) =tr(VU) =div(U) et S,(VU) = det(VU).

Notre premier résultat d’existence est le suivant (théoréme 3.1).

Théoréme 1.2. Soient r € Net 0 < < a <1, Q C R™ ouvert, connexe, borné et dont
le bord est de classe C"t2. Soient un entier 2 < k < n et une fonction f € C’""X(ﬁ) telle

que
Llr-mr=0 wee (})= Lo

Alors il existe e = e(a, 8,7,Q, k) > 0 tel que pour tout f satisfaisant l'inégalité

1 = () llcos <= (15)

le probléme de Dirichlet
Sk(VU) = f dans Q
U=id sur 0f)

admet une solution U € C™+L.a((Q; R™).
De plus, il existe une constante K = K(«, 8,7,Q,k) > 0 telle que

U = id[| grra < K| f = (7)]

Cret
Remarque 1.3.

(i) Dans le cas k = n, Phypothése (1.5) n’est pas nécessaire (Dacorogna-Moser [23]).

(ii) Les cas intermédiaires 2 < k < n—1 ont été étudiés notamment par Gianetti-Pisante
[33] dans le cadre d’opérateurs quasi-affines.

(iii) L’hypothése de petitesse des données

||f - (Z)Hco,ﬁ <eg,

est intrinséque & la méthode du point fixe et ne peut-étre affaiblie. Elle a cependant
I'avantage de ne porter que sur la norme « basse » C%# plutét que la norme C™.



1.1.3 Equations elliptiques non-linéaires

Notation 1.4. Soient Q@ C R™ ouvert et F': Q x R x R® x R"*" - R, F = F(z,y, z,£).
Alors pour tout u € C%(Q), nous notons

Flu] = Flu)(x) := F(z,u(z), Vu(z), V?u(z)), YazecQ.

De plus, si F' € C*(QxRxR" x R"*") et si nous notons F,, F, et F¢ les dérivées partielles
de F' par rapport & y, z et £ respectivement, alors nous définissons de la méme maniére
F,lu], F.[u] et Felu].

Nous consacrerons plusieurs chapitres a ’application de la méthode du point fixe sur
des EDP elliptiques ayant la forme générale

Flu] =0, dans Q,
avec une condition au bord de type Dirichlet (chapitres 4 et 5)
u = sur 0,
ou, plus généralement, une condition de bord non-linéaire (chapitre 6)
G(z,u(z), Vu(z)) =0, sur 0Q.

Ces équations ont été étudiées par énormément d’auteurs durant ces derniéres décénies.
Des références complétes seront mentionnées plus loin dans la thése.

Dans un premier temps (chapitre 4), nous étudions un probléme de Dirichlet elliptique

linéarisé de la forme
{ Lu+ Q[u] =0 dans Q

U= sur 0f2.

et montrons des conditions suffisantes sur le terme non-linéaire ) afin de pouvoir appliquer
le théoréme 1.1. Ceci nous permettra ensuite (chapitre 5) de travailler sur le probléme
général

Flul =0 dans
u=1¢ sur 0,

pour lequel nous obtenons un résultat d’existence (théoréme 5.3), essentiellement sous la
condition d’ellipticité

(Felel(z)p:ip) = Alpl®, ¥ (,p) € A xR",
avec A > 0, la condition d’unicité
Flel(z) <0, VzeQ
et la condition de petitesse induite par la méthode du point fixe
IE oy < e
Le probléme modéle est [’équation de Monge-Ampére

{ det(V2u) = f dans

u=¢ sur 99, (16)

qui est une des équations non-linéaires les plus étudiées, pour laquelle nous énongons ici
un résultat d’existence (théoréme 5.11).



Théoréme 1.5. Soient r € N, 0 < 8 < a < 1 et Q C R™ ouvert, borné et de classe
C" 22 Soit A > 0 une constante. Alors il existe ¢ = e(a, 3,7,, \) > 0 tel que pour tout
FeCm(Q), f>0et p € C"2%(Q) uniformément convexe satisfaisant

1 = det(P20)| s <& et ollomran <A
le probléme (1.6) admet une solution u € C"+2:%(Q2) uniformément convexe satisfaisant

Ju = @llrizn < K ||f —det(V2p)|

Ccra
ou K = K(a, 8,7,Q,\) > 0 est une constante.

Remarque 1.6. Il est intéressant de comparer ce théoréme avec la littérature classique,
notamment Caffarelli-Nirenberg-Spruck [5], Trudinger-Wang [60] et Wang [72]. Ces au-
teurs ont établi que le probléme (1.6) est résoluble dans C%% sous les hypothéses optimales
~ Q C R" ouvert, borné, uniformément convexe et de classe C3,
— feC(Q),avec 0 <a <1, f>0,
— ¢ € C3(Q), fortement convexe.
Le théoréme 1.5 apporte les améliorations suivantes :
— généralisation de la géométrie de ) (non-nécessairement convexe),
— gain de régularité sur Q et ¢ (C% au lieu de C?).
Par contre, on exige que les données f et ¢ soient « proches » , plus précisément

||f - det(v2§0)||co,ﬁ S g,

ou € > 0, dont l'existence est donnée par le théoréme 1.5, ne dépend pas de f.

Nous montrerons également un résultat d’existence pour un cas plus général de I’équa-
tion de Monge-Ampére (théoréme 5.16)

det(V?u(z)) = f(z,u(), Vu(z)) dans €,
et pour les équations hessiennes (théoréme 5.20)

Sk(V?u) = f dans Q.

1.1.4 Problémes de transport

Nous appliquerons ensuite (théoréme 7.6) la méthode du point fixe & un probléme de
type Monge-Ampére issu de la théorie du transport optimal

{ det(VZu) = f  dans Q (17)

Vu(Q) ::Q,

sous les conditions

f>o0, /Q(f—1):o. (1.8)

Ce probléme a également été intensément étudié durant ces derniéres décénies (notamment
par Caffarelli, Trudinger et Urbas).



Théoréme 1.7. Soient 0 < S < a <y <1,r € Net Q C R” ouvert, borné, de classe
C" 27, connexe et dont le complémentaire est connexe. Alors il existe ¢ = &(r, a, 3,7, ) >
0 tel que pour tout f € C™*(Q) satisfaisant (1.8) et

If = Ulgos <,

le probléme (1.7) admet une solution strictement convexe u € C™+2%(Q) telle que
Vu € Diff(Q, Q).

De plus, il existe une constante K = K(r, o, 8,7,) > 0 telle que

[ = @ollgrez.a < KNF =g,

ou po(x) := %\z|2

Remarque 1.8. Comme pour les résultats obtenus précédemment par la méthode du
point fixe, nous n’imposons aucune restriction sur la géométrie du domaine (voir, par
exemple, Urbas [65] qui demande que € soit uniformément convexe). Le principal incon-
vénient de notre méthode est toujours la petitesse des données

Hf - 1“00,/3 <e.

Suivant une démarche similaire (mais plus compliquée), nous montrerons également
un résultat d’existence (théoréme 7.10) pour le probléme plus général

g(Vu)det(V2u) = f  dans Q
Vu(2) = QF,
avec 2,Q0* C R” et

f:9>0, /Qf=/9*g

ainsi que des conditions de petitesse sur || f — g|/c0.s et dist (€2, Q%).

1.1.5 L’équation des ondes semi-linéaire

La derniére application de la méthode du point fixe se fera sur I’équation des ondes
semi-linéaire

{ u — Au+ Qu] =0 : dans R™ x (0,7)
u(z,0) =g(z), w(x,0)=h(z) : xzeR

ou Qu] = Qlu)(z,t) = Q(z,t,u(z,t)), pour lequel nous montrons un résultat d’existence
(théoréme 8.4), pour n = 1,2, 3, sous la condition de petitesse

QO] o (r x 0,77y + 19Nl crotr (mey + [[2ll gy < €

avec

Q0] = Q[0)(z,t) := Q(x,t,0), m = {n + 2}

2

et des conditions structurelles minimales sur I'opérateur non-linéaire .



Exemple 1.9. Soient n = 1,2,3, m := [22] et T > 0. Soient f € C™(R" x [0,7T1),
g € C™HL(R™) et h € C™(R™). Soit p > m et le probléme

uge — Au+ ululP = f : dans R x (0,7)
(1.9)
u(z,0

)=g(z), w(z,0)=h(z) : xzeR™
Alors il existe e = g(T,p) > 0 tel que si f, g et h satisfont
I fllem + llgllgmer + 1Rllem <e,

le probléme (1.9) admet une solution u € C?(R™ x [0,77]) telle que

[ullgz < K (I fllem + lgllgmer + [Bllgm) »

ou K = K(T,p) > 0 est une constante.

1.2 Le probléme des deux puits

La seconde partie de cette thése traite d’un probléme d’inclusion différentielle appellé
le probléme des deux puits. Etant donnés deux matrices A, B € R?*2, un domaine 2 C R?
ouvert et borné, et une application vy : Q@ — R2, nous voulons trouver une application
u € WH°(Q, R?) satisfaisant le probléme de Dirichlet

{ Vu € Sy USp presque partout dans (1.10)

U = Ug sur 012,

otll, pour toute matrice M € R2*2, on a noté
Su = SO@M = { R0 R, = [ ©3(%) —sin(®)
' M sin(p)  cos(yp) '

Les « deux puits » en question sont les ensembles S4 et Sg. Nous allons traiter séparément
les trois cas de ce probléme, en fonction du déterminant de A et B.

1.2.1 Le cas non-dégénéré

Le premier cas qui sera traité est celui ot les matrices A et B sont réguliéres, c’est-a-
dire det(A), det(B) # 0. Dacorogna-Marcellini [12]-[14] et Miiller-Sverak [49] ont montré
indépendamment existence de solutions lipschitziennes pour (1.10) sous la condition

ug € OL . (R?), Vug € intRco(SaUSp) presque partout.

Dans un premier temps (sections 9.1 et 9.2), nous allons montrer un résultat de non-
existence de solutions réguliéres par morceaux non-triviales pour le cas ou A, B sont non-
orthogonales (théoréme 9.13).

Théoréme 1.10. Soit Q C R? ouvert et dont le bord est de classe C!

more- Soient A, B €
R2*%2 des matrices inversibles telles que

0<A\(BA™) <1< \(BA™Y,

EN|



avec au moins une des inégalités stricte. Soit C' € R?*2 tel que C ¢ Sy USp. Alors le
probléme de Dirichlet

{ Vu € Sy, USp presque partout dans 2 (1.11)

u(z) =Czx  sur 09,

n’admet pas de solution u € CL_ (Q;R?) si I'une des conditions suivantes est vérifiée :

morc

1. Q est borné;

2. Q est convexe et la normale extérieure au bord posséde au moins trois valeurs
distinctes.

Remarque 1.11.

(i) Ce théoréme est une extension d’un résultat de Dacorogna-Marcellini-Paolini ([21],
théoréme 28), qui ont établi la non-existence pour des domaines bornés dont le bord
posséde au plus sept morceaux C1.

(ii) L’hypotheése des trois valeurs de la normale sur 02 est nécessaire.

Dans un deuxiéme temps (section 9.3), nous allons analyser 1'existence de solutions
affines par morceaux au probléme (1.11) pour des domaines n’entrant pas dans le cadre
du théoréme 1.10 : des demi-plans, des angles de plans, et des domaines non-convexes.

Nous faisons également le lien avec I’enveloppe rang-un convexe R co(SaUSg) des deux
puits, qui joue un réle central dans 'existence de solutions pour des inclusions différen-
tielles ; en particulier, nous allons construire une condition de bord C € int Rco(S4USp)
pour laquelle (1.11) admet une solution affine sur un demi-plan.

1.2.2 Le cas semi-dégénéré

Le deuxiéme cas du probléme des deux puits est celui ot 'une des deux matrices est
singuliére, c’est-a~dire det(A) # 0 et det(B) = 0. Ce cas est plus riche que le précédent, car
le fait qu’une matrice soit singuliére permet plus de connexions de rang un dans les deux
puits, ce qui tend a favoriser existence de solutions affines par morceaux pour (1.11).

Nous commengons par montrer la caractérisation suivante de ’enveloppe rang-un
convexe des deux puits (théoréme 10.6).

Théoréme 1.12. Soient A, B € R?*2 tels que
det(A) >0, det(B)=0 et X(BA™')>1.

Posons E :=S4 USg. Alors 'enveloppe rang-1 convexe de E est caractérisée par

(1.12)

Rco(E) = S0(2) {5 c R2X2 . §E=5sA+tR,B, R, € SO(2) }

det (&) det(€)
0<s< gy 05t < 1= 55
Si, de plus, A\o(BA™1) > 1, alors l'intérieur de Rco(E) est non-vide et est donné par la
méme formule, mais avec des inégalités strictes partout.



Remarque 1.13. La formule (1.12) est exactement celle que Sverak [57] a établi pour le
cas det(A) > det(B) > 0, mais avec ici det(B) = 0.

Nous montrons ensuite deux résultats d’existence pour le cas semi-dégénéré : l'un
pour des solutions lipschitziennes (théoréme 10.10), 'autre pour des solutions affines par
morceaux (théoréme 10.11).

Théoréme 1.14. Soit 2 C R? ouvert et borné. Soient A, B € R?*2 tels que det(A4) > 0,
det(B) = 0 et A\p(BA™!) > 1. Soit E := S, USp. Soit ug € Aff(; R?) tel que

Vug € EUint R co(E).

Alors il existe (un ensemble dense de solutions) u € W1>°(£2; R?) satisfaisant le probléme

de Dirichlet
{ Vu € S, USp presque partout dans 2

U = U sur 052,

Remarque 1.15. En travaillant sur chaque morceaux séparément, le résultat est encore
vrai si ug est affine par morceaux.

Théoréme 1.16. Soient Q C R? ouvert, A, B C R? avec det(A) # 0, det(B) = 0 et
A2(BA™1) > 1. Soient E :=S4 U Sp et le sous-ensemble D C IR co(E) défini par

det(¢)
D := =sR,A+tRyB:0 = 0<t<l—s, Ry,,Rp€SO(2),.
{f sR,A +tRy <s det(4)’ <t< s, Ry, Ry € (2)
Alors pour tout ug € Aff(Q;R?) tel que
Vug € EUD,

il existe une solution u € loc Aff;,0re(2; R?) au probléme de Dirichlet

{ Vu €S, USpE presque partout dans €2 (1.13)

U = ug sur 0f2.

Remarque 1.17.
(i) I1 est intéressant de comparer le théoréme 1.16 avec le cas non-dégénéré, sur deux
points.

— Comme D C 0Rco(FE), il n’est plus nécessaire que Vugy € int Rco(E) pour ob-
tenir des solutions non-triviales. Cependant, la condition Vug € F U D n’est pas
nécessaire non-plus. Nous construirons notamment des solutions affines par mor-
ceaux admettant une donnée de bord satisfaisant Vug € int Rco(E) (exemples
10.19, 10.20 et 10.24).

— Dans le cas non-dégénéré, des solutions localement affines par morceaux ne sur-
viennent que dans le cas orthogonal (A = I, B = I, ), alors que dans le cas
semi-dégénéré, aucune restriction supplémentaire sur les matrices n’est imposée.

(ii) La preuve du théoréme 1.14 est basé sur la méthode des catégories de Baire, employée
par Dacorogna-Marcellini [15] pour le cas non-dégénéré.

(iii) Le théoréme 1.16 est obtenu via une réduction au cas scalaire et une construction
« pyramidale » explicite de la solution u (voir Cellina [7] et Friesecke [31]).

Par la suite (section 10.3), nous construisons quelques exemples explicites de solutions
affines par morceaux sur des demi-plans et des angles de plan.



1.2.3 Le cas dégénéré

Le dernier cas du probléme des deux puits est celui ou les deux matrices sont singu-
liéres, c’est-a-dire det(A) = det(B) = 0. Les matrices singuliéres ont la particularité de
simplifier ’expression des deux puits. Plus précisément, il existe deux vecteurs «, 8 € R?
tels que

SpUSE = 50(2)61 ® {Ot, B}

Cette caractérisation des deux puits permet d’obtenir une formule explicite pour leur
enveloppe rang-un convexe (théoréme 11.4).

Théoréme 1.18. Soient A, B € R?*2 det(A) = det(B) = 0. Soient «, 3 € R? tels que
SAaUSE = 50(2)61 ® {O&,ﬁ} =: F.
Alors ’enveloppe rang-1 convexe de E est donnée par

Rco(E) = SOQ2)e; @{sa+t8:—-1<s,t,t+s<1},
SO(2)e; ® co({xa, £8}).

Si, de plus, a182 — asfy # 0, alors
int Rco(E) = SO(2)e; @ int co({xa, £6}) # 0.
Nous montrons ensuite que la condition
ug € AfF(Q,R?), Vug € EUint Rco(E)

est suffisante pour l'existence de solutions localement affines par morceaux (théoréme
11.8) au probléme de Dirichlet, cependant, nous ne sommes pas en mesure d’affirmer si
cette condition est nécessaire ou pas.
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Premiére partie

La méthode du point fixe et
applications
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CHAPITRE 2

LA METHODE DU POINT FIXE

Dans ce chapitre, nous montrons plusieurs résultats d’existence abstraits basés sur le
théoréme du point fixe de Banach. Ces résultats sont a la base de ce que nous nommerons
la « méthode du point fixe » permettant de résoudre des équations différentielles.

2.1 Le résultat principal

Rappelons d’abord le théoréme du point fixe de Banach.

Théoréme 2.1. Soit un espace de Banach B et une application T': B — B. Si T est une
contraction, c’est-a-dire il existe une constante 0 < K < 1 telle que

[Tz —Tylg < Kllz—ylp, Ya,yeB
alors T admet un unique point fixe, c¢’est-a-dire il existe une unique solution & I’équation
Tr =x.

Démonstration. Ce résultat est classique. Voir par exemple Gilbarg-Trudinger [34], théo-
réme 5.1. O

Voici le résultat principal du chapitre.

Théoréme 2.2.
(Hxy) Soient X7 D X» des espaces de Banach et Y7 D Ya des espaces normés, tels
que toute suite {u, } C X5 satisfait la propriété

u, 25 u { u € Xo
fuvlly, < Jully, <.

13



(H.) Soit une application linéaire £ : X5 — Y5 inversible a droite, c’est-a-dire il existe
L71:Yy — X tel que LL7! = idy, ; soient également des constantes k1, kz > 0 telles que

£ Ly, < kil flly,s V€Y, i=1,2 (2.1)
(Hg) Soient p > 0 et une application non-linéaire Q tels que Q(0) = 0,
Q:B,={ueXy:|uly, <p} =Yo
et, pour tout u,v € B,

1Q(u) = Q(v)lly,
12(w)lly,

ou c1,co : Ry X Ry — R, sont des fonctions séparément croissantes telles que

ci(llullx, s [[ollx,) 1w =vllx,

co(llullx, » llullx,),

IN A

61(0, O) = CQ(O, 0) = 0.

Alors pour tout f € Y5 satisfaisant les inégalités

2k [ flly, < b (2.4)
b flhy 20 1) < 5 (2:5)
22k flly, 5 2k2 1 flly,) < IS lly, (2.6)
il existe un unique v € B, telle que
Lu=Qu)+ [ et |ully, <2kilfly., i=12 (2.7)

Remarque 2.3.

(i) La preuve est reprise de Csato-Dacorogna-Kneuss [9] (théoréme 18.1), qui l'ont
utilisé dans le cadre de ’équation de rappel pour les formes différentielles. Une
version simplifiée de ce résultat a été utilisée par Korn-Muntz pour I’équation des
surfaces minimales (voir [11], théoréme 5.30).

(ii) L’hypotheése ¢;(0,0) = 0 n’est pas nécessaire a la preuve, mais elle « force » la non-
linéarité de Q.
(iii) Les opérateurs sur-linéaires de la forme Q(u) = wu|ulP, avec p > 0, satisfont les

hypothéses (2.2) et (2.3).

(iv) Si @ =0, alors il n’y a rien & montrer, car, en choisissant ¢; = 0, nous constatons
que la conclusion est contenue dans 'hypothése (Hp).

Démonstration. Fixons f € Y satisfaisant les inégalités (2.4)-(2.6). Pour tout v € Xo,
nous définissons ’application

N(u) = [+ Qu)

et la boule

v}
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L’hypothése (Hxy) assure que le sous-espace (B, |.|x,) est fermé. De plus, I'inégalité
(2.4) assure que les inégalités (2.2) et (2.3) sont valables pour tout u,v € B C B,.
Nous allons résoudre le probléme

L7IN(u) =u

dans B. Ceci nous donnera une solution a (2.7), par I’hypothése (H). Pour cela, il suffit
de montrer que L7'N : B — B est une contraction et appliquer le théoréme 2.1. Nous
procédons en deux étapes.

FEtape 1. Montrons que £L~!N : B — B est une contraction. Soient u,v € B. Alors en
utilisant successivement les inégalités (2.1), (2.2) et (2.5) et le fait que ¢; est séparément
croissante,

k[N (u) = N(v)lly,

||£_1N(u) — ﬁ_lN(v)HX1

<k Q) — Q)ly,
< ker(lullx, lollx) o — vl
< hner (281 | llys 2 [ Flly:) e — vl x,
< Lu—oly,.

2 1

FEtape 2. Montrons que L™ 'N : B — B est bien définie. Soit v € B. D’une part,
linégalité (2.1) nous donne

17N O]y, < FaINO)lly, < a1 £ly,

d’otl, par ’étape 1,

IN

le Ny, < 27N - 2N, + 2N,

A

1
< g llullx, +kollFlly, < 2k l1£lly, -

D’autre part, en utilisant successivement les inégalités (2.1), (2.3) et (2.6) et le fait que
co est séparément croissante,

[L7IN@W)]ly, < k2 IN(Wlly,
< k2 [[QMu)lly, + k2 [Iflly,
< kaea([olly, s llvllx,) + B2 £y,
< kaca(2Ry ([ flly, > 2R (1flly,) + 2 [ f1ly,
< ke (T+1) Iy,
= 2k2||flly, -
Ainsi, nous avons bien £7'N(u) € B, pour tout u € B, ce qui achéve la preuve. O

Le résultat suivant consiste en un léger renforcement de 'hypothese (Hg), permettant
de simplifier les conditions (2.4)-(2.6), ce qui le rend plus propice aux applications.
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Théoréme 2.4. Sous les hypothéses du théoréme 2.2, avec (Hg) remplacée par
(Hg) Soient p > 0 et une application non-linéaire Q tels que Q(0) = 0,
Q:BPZ{UEX2:||UHX1 §p}—>Y2
et, pour tout u,v € B,
1Q(u) = Q)lly, < alllully, llvllx,) llu—2ly, (2.8)
1Ry, < ecalllullx)lullx,:
ol ¢y, co sont des fonctions séparément croissantes telles que

c1 € CO(R+ X R+;R+), 61(070) = 0,
c2 € CO(RL;Ry),  e2(0) =0.

Alors il existe € > 0 tel que pour tout f € Y5 satisfaisant I'inégalité

1flly, <e, (2.10)
le probléme
Lu=Q(u) + f
admet une unique solution u € B, telle que
lully, <2k || flly,, i=1,2.

Remarque 2.5.

(i) Le rajout de 'hypothése de continuité des fonctions ¢y, co est naturelle, au vu des
équations différentielles qui seront traitées dans les chapitres suivants. Ceci sim-
plifie énormément les conditions suffisantes sur la donnée f, ici réduite & se situer
suffisament proche de 0 (inégalité (2.10)).

(ii) Il est possible de généraliser le théoréme si l'inégalité (2.9) est remplacée par
12w)lly, < ca(llullx,) llullk,, avec 0 <y <1,

cependant, ceci nécessite la contrainte supplémentaire

L
2y

qui n’est pas naturelle, car elle exclut la possibilité que f = 0. Ce cas inclut, notam-

1Ally, =

ment, les applications Q dont la non-linéarité est sous-quadratique.

Démonstration. Par continuité des fonctions cq,co en 0, et par le fait qu’elles ne soient
pas identiquement nulles, il existe d1,d2 > 0 tels que

0<a<é = cl(a,a)g%kl,
0<a<dy = cz(a)gi.
2ko
En posant, (.60.50)
ming p, 01, 02
€:= T >0,
les inégalités (2.4)-(2.6) du théoréme 2.2 découlent directement des hypotheéses. O
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2.2 Autres résultats

Le résultat suivant est une généralisation des théorémes 2.2 et 2.4 qui permet de
résoudre des problémes ayant une composante linéaire pouvant étre rendue « petite ».

Théoréme 2.6. Sous les hypothéses du théoréme 2.2, avec (Hg) remplacée par

(Hamo) Soient p > 0, une application linéaire M et une non-linéaire Q tels que
M, Q M+Q:B,={uecXs:|uly, <p}— Yo,

Q(0) = 0 et, pour tout u,v € B,,

1 :
IMully, < - llullx,, i=1,2
1Q(u) = Q)lly, < allullx,,llvllx) lu—-vlx,,
1Q)ly, < ealllullx,) llullx, -

ol ¢, co sont des fonctions séparément croissantes telles que

c1 € CO(R+ X R+;R+), 01(070) =0,
c2 € CO(RL;RY),  ¢2(0) = 0.

Alors il existe € > 0 tel que pour tout f € Y5 satisfaisant
Iflly, <&

le probléme

Lu=Mu+ Qu)+ f

admet une unique solution u € B, telle que

lully, <2k || flly,, i=1,2.
Démonstration. La preuve est identique a celle des théorémes 2.2 et 2.4. 0

Voici un cas particulier du théoréme précédent, qui ne fait intervenir qu’une paire
d’espaces.

Corollaire 2.7.

(hxy) Soient X un espace de Banach et Y un espace normé.

(hz) Soit une application linéaire £ : X — Y inversible a droite, c’est-a-dire il existe
L71:Y — X tel que LL™! = idy ; soit également une constante k > 0 telle que

L7l <kIfly, ¥ Fev.
(hao) Soient p > 0, une application linéaire M et une non-linéaire Q tels que
M, O M+Q:B,={ueX:|ully <p} =Y,

Q(0) = 0 et, pour tout u,v € B,

1
IMully < 7 llullx
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1Q(u) = Q)lly < e(llullx lIvllx) llu—vllx,

ot ¢c € CO(Ry x R, ;R ) est séparément croissantes et ¢(0,0) = 0.

Alors pour tout f € Y et m > 0 satisfaisant les inégalités

P
<
||f||Y - Qk’

o2k I flly 2K 1fly) < o7
il existe une unique fonction u € B, telle que
Lu=Qu)+ [ et |ullx <2k|flly-
Démonstration. Les hypothéses du théoréme 2.6 sont immeédiates avec
X1=Xo=X, 1=Y:=Y,
caa=c¢ c(a,b) :=c(a,0)b, Va,b>0.
O

Le dernier résultat est trés similaire au précédent, & la différence qu’il ne demande
I'inversibilité de 'opérateur linéaire £ que dans un sous-espace de I’ensemble d’arrivée.

Théoréme 2.8. (hxy) Soient X un espace de Banach et deux espaces normés Y, Z tels
que Y C Z.

(hz) Soit une application linéaire £ : X — Z inversible a droite sur Y, c’est-a-dire il
existe L71:Y — X tel que LL™! = idy ; soit également une constante k > 0 telle que

el < kIFly. YV FeY. (2.11)
(hg) Soient p > 0 et une application non-linéaire Q tels que
Q:B,={ueX:|luly <p} Y.
Q(0) = 0 et, pour tout u,v € B,,

1Q(u) = Q)lly < ellullx lIvllx) llu —vllx, (2.12)

ot ¢c € CO(Ry x R, ;R,) est séparément croissantes et c(0,0) = 0.

Alors pour tout f € Y satisfaisant les inégalités

p
< .
171y < % (2.13)

(25 | flly 26 [ Flly) < (2.14)

4k’
il existe une unique fonction u € B, telle que
Lu=Qu)+[f et [lullx <2K[f]ly . (2.15)

Démonstration. La preuve est identique a celle du théoréme 2.2.
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CHAPITRE 3

FQUATIONS JACOBIENNES

Les équations jacobiennes sont des équations différentielles faisant intervenir les valeurs

propres de la matrice jacobienne VU = (‘gg) d’une application U € C1(R";R").
7/ 1<i,j<n

Pour toute matrice M € R™*™, nous notons {\;(M)}?"_, les n valeurs propres de M, et

définissons, pour tout 1 < k < n, la k-trace de M (ou le k-éme polynoéme symétrique

élémentaire des valeurs propres de M)
S R 5 R,

Sp(M) = ST (M) (M) = tr(adj, (M),

1< << <n

ot adj, (M) est la matrice des mineurs d’ordre k de M. Pour tout 1 < k < n, ’équation
k-jacobienne (ou la k-éme équation jacobienne élémentaire) est I'équation différentielle

Sk(VU) = f,
avec f une fonction donnée. En particulier, les deux cas
S1(VU) =t(VU) =div(U) et S,(VU) = det(VU).

ont été¢ intensément étudiés (voir [9] pour un historique détaillé). Les cas intermédiaires
2 <k <n—1 ont été étudiés notamment par Gianetti-Pisante [33] dans le cadre d’opé-
rateurs quasi-affines.

Dans ce chapitre, nous allons démontrer un résultat d’existence pour un probléme de
Dirichlet associé a I’équation k-jacobienne en utilisant la méthode du point fixe développée
dans le chapitre 2. Plus précisément, nous allons montrer que le probléme

Sg(VU) = f dans Q
U=id sur 0N)

admet une solution U € C1*(Q; R™) sous certaines conditions de petitesse sur f.
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3.1 Le résultat principal

Voici le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 3.1. Soient
-—reNetO<fg<a<l;
~ Q C R™ ouvert, connexe, borné et dont le bord est de classe C"+2: ;
— un entier 2 < k < n et une fonction f € C"*(Q) telle que

Lir-mr=0 we (3) = lom

Alors il existe € = e(a, 8, 7,2, k) > 0 tel que pour tout f satisfaisant I'inégalité

Hf - (Z)Hco,ﬁ <eg,

le probléme de Dirichlet
Sp(VU) =f dans Q
U=id sur 0f)

admet une solution U € C™T1.(Q; R™).
De plus, il existe une constante K = K(«, 8,7,9Q, k) > 0 telle que

1T = idllcrine < K = () o s

U —idllcrs < K|[f = ()l cos s

ot id est la fonction identité sur .

Remarque 3.2.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(i) Dans le cas k = n, 'hypothése (3.2) n’est pas nécessaire; il s’agit du théoréme de

Dacorogna-Moser (voir [9] et [23]).

(ii) L’hypothese de petitesse des données

Hf - (Z)Hcﬂﬁ <g,

est intrinséque a la méthode du point fixe et ne peut-étre affaiblie. Elle a cependant

I'avantage de ne porter que sur la norme « basse » C%# plutét que la norme C™.

Démonstration. La démonstration se déroule en trois étapes : nous allons d’abord linéari-

ser le probléme (3.3) pour en extraire une composante linéaire, puis appliquer le théoréme

2.4 et enfin conclure.
FEtape 1 : linéarisation. Soit U une solution de (3.3) et posons
Vi=U-id, VV =VU-1I,,
avec I, € R"*™ la matrice identité. Alors la premiére équation de (3.3) devient

fo= Sk(VV+1,) =8iI,) + (VSi(L,); VV) + Q(V)
= () + (Hdv(v) + V),
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ol

(V) =9(V)(z) :== Sk(VV(x) + I,) — Sk(I,) — (VSk(I,.); VV (x)) . (3.6)

Le probléme (3.3) alors équivalent au probléme linéarisé

{ (Zj)div(V) =f-(})—-9Q(V) dansQ 37

V=0 sur Of).

Etape 2 : point fixe. Nous reformulons le probléme (3.7) en termes d’opérateurs afin
de pouvoir lui appliquer le théoréme 2.4. Soient les espaces de fonctions

X :={Ve CHP(R") : V]ga = 0}, X:={Ve CTHLA(R") : V]oa = 0},

H:z{geCW(Q):/ﬂg:O}, Yg::{geC““(Q):/ngo}.

Soient 'opérateur linéaire £ : Xo — Y5 défini par
LV = (p-)div(V), YV eX,
et Popérateur Q : Xo — Y, donné par (3.6). Vérifions les hypothéses du théoréme 2.4.

1. L’hypotheése (Hxy) est satisfaite grace a la proposition A.5.

2. L’hypothése (3.1) nous permet d’invoquer le théoréme B.1 et la remarque B.2 : £
est inversible & droite et il existe une constante K = K (o, 8,7,Q,k) > 0 telle que

||£*1g||Xi <Klglly,, VgeYs, i=1.2

Par conséquent, ’hypothése (H.) est vérifiée.

3. Enfin, par les lemmes 3.4 et 3.3, Q(V) € Y, pour tout V € X, et il existe une
constante ¢ = c(a, 8,7, k) > 0 telle que pour tout VW € X, satisfaisant
Vi, IWlx, <1,

1Q(V) = QW)lly, < cllVilx, +IWlx) IV =Yllx, (3-8)
LWy, < cllVlx, IVlx,

ce qui correspond exactement & I'hypothese (Hy).

Toutes les hypothéses du théoréme 2.4 on été vérifiées. Ainsi, il existe ¢ > 0 tel que
pour toute fonction g € Y5 satisfaisant

lglly, <e,

il existe une solution V € X5 au probléme
LV =g+ Q(V), (3.10)

et
Vily, <2K||glly, -
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Etape 3 : conclusion. Par construction, le probléme (3.10) est équivalent a (3.7). Donc,
par ce qui précéde, (3.7) admet une solution V € C"+1:2(Q; R") si

1F = Gl co.s <
En posant U := V + id, nous avons ainsi obtenu une solution pour le probléme initial
(3.3), qui satisfait de plus les inégalités (3.4) et (3.5). O

3.2 Un lemme technique

Dans cette section, nous allons démontrer en détail un résultat (utilisé dans le preuve
du théoréme 3.1) donnant une estimation en norme holderienne du reste du développement
d’ordre 1 de Sj.

Lemme 3.3. Soient Q C R™ ouvert, borné, 0 < < a<1,7reN,2<k<n, A>0et
® € O (Q;R™) tel que
[®llrire < A. (3.11)

Pour toute fonction U € C"+1:%(Q; R™), posons
QU = Sp(VU + V) — Sp(VD) — (VS (d): VU .

Alors il existe une constante ¢ = c(«, 8,r,Q,k,A) > 0 telle que pour tout U,V €
Cr+Le(Q; R") satisfaisant

1Ullcrs 5 Vs <1, (3.12)

nous avons les inégalités
[RQIDNgra < cllUllgrs IUllgrra s (3.13)
QW) = QWV)llos < cllUllgrs + IVIcrs) IU = Vligws - (3.14)

Démonstration. Soient U,V € C"th*(Q;R™) satisfaisant (3.12) et notons les dérivées
partielles U J . %U Par la suite, nous noterons ~; > 0 des constantes indépendantes de

U,V. La preuve se déroule en deux étapes.

FEtape 1. L’expression Q(U) est une somme de monomes de la forme, au signe preés

ey | e glecn | g
Yp(1) Yo(t)  Yp(t+1) Yo (k)
on2<t<ketp:{l,....,k} = {1,...,n} est une fonction injective. Fixons un entier

2 < t < k. Par inégalité triangulaire, il est suffisant de montrer les estimations (3.13) et
(3.14) pour un seul de ces termes, disons

QU) :=U{ .. U@Ly @

Par les propriétés de la norme holderienne d’un produit (théoréme A.7) et (3.11), nous

avons
||Qt(U)||C7‘v"¥ S Y1 ||[]11 Utt| Ccro Hétii k| Ccro
S Y2 HU]_ Ut’ ora ||(I)||Cw+1 o
< UL U gre -

22



De la méme fagon, on trouve
1Q:(U) = Qe(V)llcos < ma||UL - U = Vi V| o -

Il est donc suffisant de montrer les estimations (3.13) et (3.14) pour le ménome Uy ... U}.

Etape 2. Nous renommons
Q:(U) = Ui ..U,
et montrons par récurrence sur t les estimations (3.13) et (3.14).
Le cas t = 2. Nous voulons d’abord estimer
Q2(U) = U{U3.
Le théoréme A.7 nous donne directement

1Q:(Dllgre < M ([0l go Ul + U7 e 10 o)

<
< M |Ulgrs Ullgrera -
Ensuite, nous pouvons écrire

QU) = QaV) = UiU5 = VIV = Up(U3 = V) + (Uy = Vi)Vy,
d’o

1Q2(U) = Q2(V)ll oo U7 (W3 = V)| os + 1TT = VIDVE | o0

Y2 (10 llgos 107 = V2 [l o + 107 = Vil gos [[V2 llo.s)
Y2 ([IlUllgrs + (IVIIers) U = Vs -

Nous avons ainsi obtenu les estimations (3.13) et (3.14) pour Qa.

ININ A

Le cas t > 2. Supposons que les estimations (3.13) et (3.14) soient vraies pour @, et
montrons-les pour Q¢41. Puisque

Qu1(U) = QU)UL,

nous avons d’une part

HQt+1(U)||C7'="‘ = HQt(U)Utti% Cre
< Bl [T e + 1@l e [ | o)
(par récurrence) < g4 (IIUllgl Ul gr1.a + 1Ullgre Ul grera ||U||01>
(par (3.12)) < c|[Ullgus IUllgretia s

ce qui montre (3.13). D’autre part,

1Qe+1(U) = Qe (V)| o6

IN

QU = VED | cous
+ (@) = QuV) ViR [l co.s
(théoreme A7) < 35 [|Qe(U)llcos U = Viicrs
FE4 |Qe(U) = Qe(V)llcos Vs
(par récurrence) < g ||U||fél,,3 U —=Vl]crs
FE5(1Ullgrs + IVIIcrs) IV llgas IU = Viles
c(lUllgrs +1WVllers) IU = Vigrs

IN

(par (3.12))
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ce qui montre (3.14) et termine la preuve.

Lemme 3.4. Sous les mémes notations que précédemment, supposons que
UeC b (R"), Ulyg =0.

Alors
/ Q(U(x))dx =0.
Q

Démonstration. Voir la preuve du théoréme 8.35 dans Dacorogna [10].
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CHAPITRE 4

FQUATIONS ELLIPTIQUES
LINEARISEES

Ce premier chapitre consacré aux équations elliptiques non-linéaires traite le cas d’une
équation ayant une structure linéarisée. Plus précisément, nous allons traiter un probléme
de la forme

{ Lu(z) + Q(z,u(x), Vu(z), V2u(z)) =0 dans Q (4.1)

U= sur 0€,

ou L est un opérateur linéaire du deuxiéme ordre inversible et () est une composante
sur-linéaire. Les résultats obtenus ici serviront & résoudre des problémes plus généraux
dans le chapitre suivant.

4.1 Le résultat principal

Nous commengons par un résultat d’existence pour le probléme (4.1) en utilisant la
méthode du point fixe. Les lemmes techniques employés dans la preuve seront montrés
plus loin.

Hypothése 4.1. Soient
—unentierr>0et0<f<a<l;

— Q C R™ ouvert, borné et de classe C"+2 ;

— un opérateur
Lu = Lu(z) = (A(z); Vu(z)) + (b(2); Vu(z)) + c(z)u(z), VzeQ

tel que A € C™*(Q; R™ ") et est définie strictement positive sur Q, b € C™(Q; R™),
ceCm(Q) et c<0;
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— un scalaire M > 0, le sous-ensemble P,; défini par
Py i={(y,2,§) e Rx R* x R*™™ : [y, |2], [§| < M};

— une application Q = Q(x,y, z,£) € C™*(Q x Pyy) telle que

(4,2, = Qw,y,2,6) € C'(Py), YzeQ, sir=0, (4.2)
aQ D () 0,1/
Qyzza—yeC’ Q2 x Py )N C”(Q x Pyp),

Q.= <g§2> S Cr’p(g X P]W;Rn) N CO’I(Q X PM;Rn)7
v/ i=1

Q¢ = (gg) € CTP(Q1 x Payps R™™) N COH (1 x Py R™ ™),
iJ

pour un certain p € ]a, 1] et, pour tout = € Q et (y;,2;,&) € Py (i = 1,2), nous
avons l'inégalité

ij=1

|Q(z,y1,21,&1) — Q(x, Y2, 22, §2)| < Collyil, 2il, 1S |(y1 —y2, 21 — 22,61 — &), (4.3)

ot Cy € C(RY;Ry) est une fonction séparément croissante et Cp(0) = 0;

— une constante A\ > 0 telle que

HQy”cr,p ) ||QZ||CM> ) ||Qfl|cr,p <A

ou,sir =0,
||Qy||co-,1 ) HQZHCOJ ) ||Q£||co,1 <A

Pour alléger ’écriture, nous écrirons parfois

Collyl;[21,[€])  aulieuw de  Co([yl, [yl |2l ], [€], [€])

et
Co(lyl) au lieude  Co(lyl, [yl |yl [yl [yl [y])-

Nous noterons également, pour tout u € C?(Q)
Qlu] = QMul(z) == Q(z,u(), Vu(z), V?u(2)),

en particulier,

Q0] = Q(,0,0,0).
Remarque 4.2.

(i) Les hypothéses de régularité sur @ ne peuvent a priori pas étre simplifiées, a cause de
la nature trés générale du terme non-linéaire. Cependant, ces hypothéses ne sont pas
nécessaires et il est possible de les réduire si 'on impose des conditions structurelles
supplémentaires sur (). Par exemple, si les dérivées de ) ne dépendent pas de &,
alors, dans le cas r = 0, il suffit qu’elles soient de classe C%P. Ce cas particulier sera
traité dans la section 4.3. Voir également ’exemple 4.7.
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(ii) Le cas linéaire Q(z,y,2,£) =y + z + £ est exclu, car il demande que Cy = 1, ce qui
est incompatible avec ’hypothése Cp(0) = 0.

(iii) Les cas ou les variables (y, z,&) de @ sont séparément sous-linéaires sont exclus,
car il n’admettent pas de fonction Cy continue satisfaisant (4.3). Par exemple, pour
Q(y) :=|y|?, 0 < p < 1, application

y1|P — |y2|?
RN 17 1
|y1—y2\

n’est pas continuement prolongeable en (0,0).

Théoréme 4.3. Sous les hypothéses 4.1, il existe
€:€(T’Oé’/87p7Q’M’A) > 07
tel que pour tout p € C"+2%(Q)) satisfaisant 'inégalité

1Q[0]llcos + llellces <, (4.4)
le probléme de Dirichlet

{ Lu(z) + Q(z,u(x), Vu(z), V2u(z)) =0 dans Q
U= sur 0€,

admet une unique solution u € C"+2(Q). De plus, il existe une constante
K=K(rapBp QM) >0
telle que

lullgze < K (|Q[0]]|go.s + llllc26)
[ullgriza < K (IQUO)llgra + [[@llgreza),

Remarque 4.4.

(i) 1 faut faire attention au fait que dans l'inégalité (4.4), il y a une dépendance en
Q@ des deux cotés de 'inégalité (¢ dépend de bornes supérieures pour les dérivées
de Q). Ceci est le cas pour des problémes de la forme Q(z,y, 2,£) = f(x)q(y, 2, ).
Par contre, si la variable x est séparée des autres par une somme, c’est-a-dire si
Q(z,y,2,£) = f(z) + q(y, 2,&), alors il n’y a plus de problémes (voir le corollaire
4.5).

(ii) En appliquant exactement la méme démarche, le théoréme se généralise facilement
4 un probléme de la forme

{ Lu(z) + Q(z,u(z), Vu(z), V2u(z)) =0 dans Q
u+ R(z,u(x)) =0 sur 092,

ou R est une application non-linéaire, aux hypothéses similaires a Q.
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(iii) Si @ = Q(x) = f(x), alors le résultat est superflu, car le probléme (4.5) est déja
sous une forme inversible pour tout (f,¢) € C™*(Q) x C™T2%(Q).

Démonstration. Nous reformulons le probléme (4.1) en termes d’opérateurs afin d’appli-
quer le méthode du point fixe. Soient les espaces de fonctions

X, :=C*(Q), X,:=C"2Q),
Yy = C%P(Q) x C?P(Q), Ya:=C"*(Q) x C"H2(Q),
équipés de leur norme usuelle. Soient les opérateurs £, Q : Xo — Y5 définis par
L= Lu:= (Lu,u),

Q = Qu)(z) := (Q(x,u(x), Vu(zx), V2u(x)) — Q(x,0,0,0), O) ,

de sorte que Q[0] = 0. Finalement, soit F = F(z) := (—Q(z,0,0,0),p(z)) € Ys. Alors
(4.5) est équivalent a
Lu+ Qu] = F.

Vérifions les hypothéses du théoréme 2.4. D’une part (Hxy ) est vraie par la proposition
A.5. D’autre part, le choix de l'opérateur linéaire elliptique £ permet l'application du
théoréme B.4. Enfin, I'hypothése (H{) est vérifiée par le lemme 4.9. O

Corollaire 4.5. Soient
—unentierr>0,0<f<a<l1;
— Q C R" ouvert, borné et de classe C"+2 ;

- M >0, p € |a, 1] et une application
q=4q(y,2,€) € C"THP(Par) N CYY (Pay)
satisfaisant ¢(0,0,0) = 0 et, pour tout (y;, z;,&;) € Par,

lq(y1, 21,€1) — q(y2, 22, &2)| < Collyil [z, [ DI(y1 — y2, 21 — 22,61 — §2)1,

ou Cy : Ri — R est une fonction séparément croissante, avec Cp(0) = 0;
— une constante A > 0 telle que
||Q||cr+1,a <A

Alors 1l existe
e=¢e(r,a,B,p,Q,M,\) >0

tel que pour tout (f,¢) € C™*() x C"T2%(Q) satisfaisant

[fllcos + ellgzs < e (4.6)

le probléme
Lu+q(u)=f dansQ
U= sur 0},

admet une solution u € C"+2:%(Q2). De plus, il existe une constante

K=K(r,apBpQ MM >0
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telle que
lullzs < K ([[fllcos + llllcze)

||U||cr+2,a < K(”f”cm + H‘P|‘cr+1m)~

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme 4.3 avec

Q($,y,z,§) = q(yvzvf) - f(il')
O

Remarque 4.6. Contrairement au cas général, le membre de droite de l'inégalité (4.6)
ne dépend pas de f ou de .

L’exemple suivant est un probléme pour lequel les variables du terme non-linéaire
sont séparées en produit. Cette structure permet d’appliquer la méthode du point fixe
avec des conditions de régularité plus faibles que les hypothéses 4.1.

Exemple 4.7. Considérons le probléme

Au+ |u||Vu| = f dans Q
U= sur 012,
On constate que Q(y, 2) := |y|z| € CX1 (R xR™) et Q n’est pas dérivable en 0, cependant,

loc

Q] := |u||Vu| € C**(Q), ¥V uec C**(Q)

A

19[u] = Qvlllcos < [IullVu = Vollgos + [[lu = v][Vo] o

(lullg2s + vl g2.s) llu = vl o 5

IN

1L[ulllgo.

IN

[ullco IVullgo.a + lull go.o [Vullco

HUHCQ:L? HUHCZa y

IN

ce qui nous permet quand méme d’appliquer la méthode du point fixe (théoréme 2.4) et
de trouver une solution u € C%*(Q).

Exemple 4.8. Pour 0 < p < 1, le probléme

Au+ |[V2u[1tP = f dans Q
U= sur 012,

n’entre pas dans le cadre des hypotheéses 4.2, car

Q&) = €117 € I (R™ ™)\ Cige (™M),

loc
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4.2 Un lemme technique

Le lemme suivant est utilisé dans la preuve du théoréme 4.3.

Lemme 4.9. Sous les hypothéses 4.1, supposons de plus que
Q(r,0,0,0) =0, VzeQ. (4.7)
Alors pour tout u,v € C"2%(Q) tels que
[ull grizia s V]l greza < M,
les inégalités suivantes sont satisfaites
HQ(id, u, Vu, V2u) - Q(id, v, Vu, V%)ch < Ci(|lullgzs s vl gzs) |l — vl c2s (4.8)

et
|Q(id, u, Vu, Vu)|

cre < Calllullgzs) lullgrez.a - (4.9)

ot C; € CO(Ry x Ri;R,), Oy € CO°(Ry; R, ) sont des fonctions séparément croissantes
indépendantes de u et v, et C1(0,0) = C2(0) = 0.

Démonstration. La preuve se déroule en trois étapes.

Etape 1. Nous allons d’abord montrer quelques inégalités préliminaires. Posons
Qu)(z) := Q(z,u(x), Vu, V?u), Y uc C?*(Q)

et similairement, Qy[u], Q.[u], Q¢[u]. Ensuite, par (4.2) et (4.3), pour tout (z,y,z,§) €
ﬁ X P]M7

1Q, (@, 2 6)| = [1m QY20 = Q@.y,2,8)

h—0 h SCO(‘:Z/|,|Z‘,‘£|)

En particulier, ceci implique que

|Qy(2,0,0,0)| < Co(0) =0, VzeQq,
et, pour tout u € C?(Q),
19y ulll o < Colllullco s Vel o [[V2ul| o) < Colllulla)-

Ensuite, si r = 0, pour tout u € C**(Q) tels que ||uf ;2. < M, nous avons, puique €2 est
borné,

(id, u, Vu, V) € CO(Q;Q x Pyy) et [|(id, u, Vi, V)| nom < ko = ko(M, Q),

C0.a

d’ou, par le théoréme A.9.ii, puisque @, € C%!

”Qy [u]”co,a = HQy o (id, u, Vu, VQU) —Qyo (id,0,0, O)HCU,a
< 1Qy o (0, u, Vit V) | o
<k llulles”,
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avec k1 = k1(p, o, M, Q, A) > 0. De méme, nous avons
1—
1Qy [l cos < Fa [lullga”
Enfin, si » > 1, alors,
(id, u, Vu, V2u) € COM Q0 x Pyy) et ||(id, u, Vi, V)| o0 < ko = ko(M, Q),

d’oti, par le théoréme A.9.iii, puisque @, € C"? avec p > «

HQy[u]”Cra = HQU © (ida u, Vu, VQu) - QU ° (ida 0,0, O)’ cra
< 1@yl (1100w Y, V20) |7 4110, w, Vu, V20, )
< ke (Jlullfa® + ullrez )

avec ko = kao(p,r, o, M,Q, A) > 0. De méme, en appliquant le théoréme A.9.,

19y [ulll co.s < ko [lull%a” .

Pour terminer cette étape, nous appliquons le méme raisonnement pour @), et Q¢, ce

qui nous donne au final
— pour tout x € Q

Qy(x,0,0, 0) = Q.(z,0,0,0) = Qg(:v,0707 0)=0;
— pour tout r > 0 et u € CTF2((Q)
1Qy[ulll o s 1Qx[ulll o s 1Q¢[ulll o < Colllulle2); (4.10)

— pour r =0 et u € C%*(Q)

19y (]| co.0 + 1Q=[ulll gore + | Qe ]l o < it llull ™ (4.11)
1Qy [l co.s » Q= lull cous » | Qelull oo < ki flullga” ; (4.12)

— pour r > 1 et u € C"22(Q)
19yl Q- N @l < b (Il + s ). (423
1Qy[ulll oo » Qe lull cous > 1 Qelull oo < K flull” (4.14)

Dans la suite, nous séparons les cas r = 0 (étapes 2.1 et 2.2) et r > 1 (étapes 3.1 et 3.2).

Nous notons v; = v;(r, o, 8, p, Q, M, \) des constantes.

Etape 2.1. Montrons (4.8) pour 7 = 0. En écrivant, pour tout x € Q et (v;, 2i, &) € P,

i=1,2,
Q(xaylalzlvfl) - Q(1'7y2,22,§2)
= [ @t + (1= e+ (1= Dzt + (1~ 062))
0

1 Qy(x,tyr + (1 =)y, tz1 + (1 — )22, & + (1 = 1)&2) (31 — y2)
= / + (Qz(z,tyr + (1 = t)ya, tzr + (1 — t) 22,61 + (1 —1)&2); 21 — 22)  dt,
0 + (Qe(z, tyr + (1 —t)ya, tz1 + (1 —t)29, t&1 + (1 — t)&2); &1 — &2)
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nous avons, en particulier,

L[ Qyltut (1 - ty0](x) (u() — o())
Qu(x) — Qul(z) = / (et + (1 — tyo](x); Vulz) — Vo(z)) b dt.
O |+ (Qeftu+ (1 — )e)(2): V2ulz) — V2o(x))

En appliquant successivement le théoréme A.7 et I'inégalité (4.12),

L1yl (1= £)0] o [t — 0]l gons
1Q0u] — Qulllcos < m / + 1Qultu+ (1= Ollgos IVu— Vollgns b dt
O {4 J1Qeltu + (1 = )]s [P — 20| s

A

A

1
1—
< e [l (1= 00l vl di
0

V(lullgzs + 1olleas)' = llu = vllgas

IN

ce qui nous donne bien (4.8), avec

Ci(ay,as) :=3(a; +a2)'™?, Vai,az >0.

FEtape 2.2. Montrons (4.9) pour r = 0. Par ’hypothése (4.7), nous pouvons écrire

Qie) = Qul(w) = Ql(w) = [ { SN %, T o

d’ot, en appliquant successivement le théoréme A.7 et les inégalités (4.10) et (4.11),

[ 1Qltdllco l[ullgon + 1Qyltulll oo [[ullo
1Qu]llgo.a < 74/0 + [ Q:ltullleo [Vullgo.n + [19x[tulllco.e [Vullco dt
+ 1Qeltulllco [VPull oo + 1Qeltulll oo [[V2ul| o

-«
%5 (Colllulln) el + 1wl 57 o)

11—«
< 56 (Colllull ) + el Nl

IN

A

ce qui nous donne bien (4.9), avec

Co(a) := v6(Co(a) +a'=*), Va>0.

FEtape 3.1. Montrons (4.8) pour r > 1. Pour alléger 1’écriture, nous supposons que
Q = Q(z,y), car, contrairement au cas r = 0, la présence de dérivées secondes de u dans
Q[u] ne change pas les hypothéses de régularité et les inégalités (4.13), (4.14) restent
vraies.

En écrivant, pour tout z € Q et |y1], |ya| < M,

Q(‘T7y1) - Q(x7y2) = /0 Qy(‘rvtyl + (1 - t)yQ)(yl - y2) dt7
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nous avons, en particulier,

1
Q(x, u(x)) — Qx, v(x)) = /O Qy (@, tu(z) + (1 = t)o(x))(u(z) — v(z)) di.

En appliquant successivement le théoréme A.7 et 1’ inégalité (4.13),

1
190 = Qflllcos < 1 [ 1Qy(tu-+ (1 =00}l cus = vllcns
1
< e [ (lut @00+ feut 0= 00)one) u = vl
0
< alllullons + olgas)”~ I = vl cas

ce qui nous donne bien (4.8), avec

Ci(ay,a2) :=v3(a; + a2)?™?, VY ai,az >0.

FEtape 3.2. Montrons (4.9). En écrivant

Qi u(x)) = Q(ar, u(x)) — Q(a,0) = / Qy(, tu(x)u(z) d,

nous avons, en appliquant successivement le théoréme A.7 et les inégalités (4.10) et (4.13),

1
190l ere < [ (1Qultullcn lull e+ 1Qyftu] g )
0
< s (Collullg ol Ml + (IaliZe® + 1wl ) ull o)
< 6 (Collullgas s lullgas) + [l ) llullgrran

ce qui nous donne bien (4.9), avec

Cs(a) = v6(Cola,a) + a*~*), Va>0.

4.3 Cas particulier : le probléme semi-linéaire

Le probléme semi-linéaire

Lu(z) + Q(z,u(x)) =0 dans
{ u=¢ sur 0f.

est un cas particulier de I’équation (4.1), pour lequel les hypothéses sont ici plus faibles
que dans le théoréme 4.3.

Hypothése 4.10. Soient
—unentierr>0et0<pf<a<l;
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~  C R" ouvert, borné et de classe C"+2:;

— un opérateur
Lu = Lu(z) = (A(z); Vu(z)) + (b(z); Vu(z)) + c(z)u(z), VzeQ

tel que A € C™(Q2;R™*") et est définie strictement positive sur Q, b € C™(Q; R"),
ceCm(Q) et c<0;
— un scalaire M > 0 et une application Q = Q(z,y) € C™*(Q x [-M, M]) telle que

y— Qz,y) € Cl([—M,M]), VeeQ, sir=0,

_
=5

pour un certain p € ]a, 1]. De plus, @ satisfait I'inégalité

Q= 5% € ™M@ x [~ M, M])

Q(z,51) — Q(a,y2)| < Collyal ly2lyr — w2, V2 €Q |yl <M (4.15)

avec Cp € C°(R?%;R,) séparément croissante et Cp(0,0) = 0;

— Une constante A > 0 telle que

o <A

1Qy

Remarque 4.11. Les hypotheéses de régularité sur ) sont, dans le cas r = 0, 1égérement
plus faibles que celles des hypothéses 4.1, a cause de I’absence de dérivées secondes de u
dans Q.

Théoréme 4.12. Sous les hypothéses 4.10, il existe
e=¢e(r,a,p,p, Q2 M,\) >0,
tel que pour tout ¢ € C"+2:2(Q) satisfaisant I'inégalité
1QC;0)llcos + llellczs <e,
le probléme de Dirichlet

{ Lu(z) + Q(z,u(x)) =0 dans Q (4.16)

U= sur 0€,
admet une solution u € C"+2%(Q). De plus, il existe une constante
K=K(r,ap,pQ MDA >0

telle que
[ullgz.s < K (1Q(0)llco.s + 1@l c28)
lullgrez.a < K ([QM,0)lgra + [[0llgreza),

Démonstration. La preuve est identique a celle du théoréme 4.3, a la seule différence que
Phypothese (H /Q) se vérifie, pour le cas r = 0, par un lemme technique similaire au lemme
4.9. O
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Hypothése 4.13.
—unentierr>0,0<f8<a<;

— Q C R" ouvert, borné et de classe C"+2:

- M >0,pé€la,1] et g € C"THP[—M, M] satisfaisant ¢(0) = 0 et

lq(y1) — q(y2)| < Collyal, ly2D)lyr —w2l, ¥ |l ly2| < M

avec C € C°(R? ;R ) séparément croissante et Cy(0,0) = 0;

— Une constante A > 0 telle que

lallrere <A

Corollaire 4.14. Sous les hypotheéses 4.13, il existe
€:€(T7a?167p7Q7M7)\) > O

tel que le probléme
Lu+q(u)=f dansQ
U= sur 0€),

admet une solution u € C™t2(Q) pour tout (f,p) € C™*(Q) x C™+22(Q) tels que
”fHCOﬁ + ||‘P||C2,ﬁ <e.

De plus, il existe une constante
K=K(r,apBpQ MM >0

telle que
lullcas < K ([[fllcos + 1ellcae)
[ullgriza < K ([fllore + llelloriza),

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme 4.12 avec
Q=Q(z,y) :=qly) — f(x).
O

Exemple 4.15. Soient p > 1 et lapplication q(u) := ulul? € CL!(R™). Pour tout

loc
|u|, |[v| <1, nous avons

lg(u) = q()] < fuful” = vlv]?|
< u = ol ful” + fol [Juf” = Jvf”]
< (lul” +plo]) Ju — v
< p(juf” +[v)lu—ol.

Ainsi, pour 0 < 8 < o < 1 et Q C R™ un ouvert de classe C%“, par le corollaire 4.14, il
existe € > 0 tel que si
[fllcos + llellcas <e,
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le probléme
Au+ulul? = f dans Q
U= sur 012,

admet une solution u € C%(0Q) telle que

[ullgze < K ([ llcon + l#llgza)

ou K > 0 est une constante.

4.4 Exemple : ’équation des surfaces minimales

Soit © C R™ ouvert, borné et connexe. Pour tout u € C%(Q), soit 'opérateur

4
Mu = div (“) = (1+|Vul?) Au =71 gt Uy

V14 [Vul?

Nous considérons ici le probléme de dirichlet associé a I’équation des surfaces minimales

{ Mu=0 dans (4.17)

u=@ sur Jf.
Un résultat classique d’existence est donné par Jenkins-Serrin [39].

Théoréme 4.16 (Jenkins-Serrin). Soient r > 0 entier, 0 < o < 1. Soit Q@ C R™ ouvert,
borné, connexe et de classe C"+2®. Alors le probléme (4.17) admet une solution dans

C™ 2% pour tout ¢ € C"t2:%(Q) si et seulement si la courbure moyenne de  est positive
sur 0f.

Démonstration. Voir Gilbarg-Trudinger [34], théoréme 14.14. O
L’application de la méthode du point fixe donne le résultat suivant.

Théoréme 4.17. Sous les mémes hypothéses que précédement, soit également 0 < § <
a < 1. Alors il existe € = e(r, o, 3,€2) > 0 tel que pour tout p € C™T2(Q) satisfaisant

Iellces <&,
le probléme (4.17) admet une solution u € C™*%%, De plus, il existe une constante K =
K(r,a,5,9Q) > 0 telle que
[ull gz.s < K ([l g2us -

||UHCr+2,a <K ||90||CT+2,<—Y .

Remarque 4.18.

1. Ce résultat est un léger raffinement du théoréme de Korn-Miintz (voir [11], théoréme
5.30), qui impose ’hypothése
||80||cr+2,a <e.

2. Il est intéressant de comparer ce résultat avec le théoréme de Jenkins-Serrin : nous
n’imposons aucune condition géométrique sur €2, mais nous exigeons que la norme
C?P de la donnée ¢ soit petite.
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Démonstration. Nous remarquons d’abord que
— _n 2
Mu=0 <& Au=;_1 Uyl Us,z; — |Vu|["Au,

d’ou le probléme équivalent

{ Au = Q(u,Vu) dans Q (4.18)

U= sur 02,

avec ‘
Q(2,€) =151 zi 2 & — 2Pt2(€), ¥ (2,) €R" x R™™.

La résolution de (4.18) par la méthode du point fixe et donnée par le théoréme 4.3, pour
lequel il suffit de vérifier I'inégalité (4.15), ce qui est trivial, puisque @ est uniquement
constitué de mondmes de degré trois. O
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CHAPITRE 5

FQUATIONS ELLIPTIQUES
FORTEMENT NON-LINEAIRES :
LE PROBLEME DE DIRICHLET

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme de Dirichlet pour une équation non-linéaire
générale de la forme

{ F(z,u(z), Vu(z), V2u(z)) =0 dans Q (5.1)

U= sur 0f)

pour lequel nous montrerons un théoréme d’existence grace aux résultats du chapitre
précédent. Nous appliquerons ce résultat & deux cas particuliers importants : I’équation
de Monge-Ampére

det (VQu) =f

et les équations hessiennes
Sp(VPu)=f, 1<k<n.

Les équations non-linéaire du type (5.1) ont regu une attention considérable depuis le
début du 20° siécle pour leurs applications en géométrie, notamment par Aleksandrov,
Bakel’'man, Bernstein, Caffarelli, Calabi, Delanoé, Evans, Guan, Krylov, Kutev, Lewy,
Lions, Minkowski, Miranda, Nirenberg, Pogorelov, Safonov, Spruck, Trudinger, Urbas et
Wang. Voir Krylov [44] pour un historique complet sur ce probléme.

5.1 Le résultat principal

Nous commengons par fixer des notations qui seront utilisées tout au long du chapitre.
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Notation 5.1. Soient Q C R™ ouvert et F': Q x R x R® x R"*" R, F = F(x,y, z,£).
Alors pour tout u € C?(9), nous notons

Flu] = Flu)(x) := F(z,u(x), Vu(z), V?u(z)), YazecQ.

Hypothése 5.2. Soient
—unentierr>0et0<f<a<];

— Q C R” ouvert, borné et de classe C"t2;

— un scalaire M > 0, ’ensemble P, défini par
Py i={(y,2,6) e RXR® x R™™" : |y|, |2], €| < M},

et une application F = F(x,y,2,£) € C™*(Q x Py) N COLH(Q x Pyy) telle que

(y,2,€) = F(z,y,2,§) € CY(Py), Vaz€Q, sir=0, (5.2)
I _ _
Fy = % € Cr’p(Q X PM) N Oo’l(Q X PM),

F, = (2F> € C™P(Q1 x Py R™) N COH(Q x Pags R™),
%i /) i=1

Iy = <aa§) Ecr’p(QXPM;Rnxn)ﬂOO’l(ﬁx PM;Ran),
ij

pour un certain p € Ja, 1];

ij=1

— un scalaire A > 0 tel que

yllgrp zllgrp s Ellgrr =
[Eyllorp s [Fzllorp s [ Fellorp < A

ou, sir =0,
HFZI”COJ s ”FZHCOJ , ||F£||Co,1 <X\

— une fonction ¢ € C™2:2(Q) tel que
p() x Vo(Q) x V?p(Q) C Payya.
Voici le résultat principal du chapitre.

Théoréme 5.3. Sous la notation 5.1 et les hypothéses 5.2, supposons de plus qu’il existe
une constante d’ellipticité A > 0 telle que

(Fel@l(z)psp) = Alpl?, ¥ (z,p) € QA x R, (5.3)

et
Fylel(z) <0, Vze. (5.4)

Alors il existe e = ¢ (r,«, 8,Q, M, A\, A) > 0, tel que si F satisfait 'inégalité

||F[SDH|00,B(§) <e
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alors le probléme de Dirichlet

(oo o
admet une solution u € C" "2 (2). De plus, il existe des constantes
K, =K;(ra,B8,Q M,\,A) >0, i=1,2,
telles que
[u=ellgriza < K1 [Fllllorem) (5.6)
lu—=ellges < K1 |[Fle)llcos @) (5.7)
(Fe[ul(@)p;p) = Kolpl®, V¥ (z,p) € Q x R™. (5.8)

Remarque 5.4.

(i)

(iii)

Il est intéressant de constater que nous n’imposons aucune contrainte sur la géomé-
trie du domaine €, contrairement a ce qu’on trouve dans la literature classique (voir
Gilbarg-Trudinger [34], théoréme 17.17). En contrepartie, nous exigeons 'hypothése
de petitesse des données

IEl oy < e

Nous ferons une comparaison plus précise dans le cas de I’équation de Monge- Ampére
(section 5.3).

Comme pour la remarque 4.2, il est possible de réduire les hypothéses de régularité
si F' posséde une structure particuliére. Par exemple, si F, et F, ne dépendent pas
de &, alors, dans le cas r = 0, il suffit que Fy et F, soient de classe C%P. Ceci sera
le cas pour 'équation de Monge-Ampére (théoréme 5.16).

L’énoncé et la preuve du théoréme 5.3 se base sur la linéarisation de l'opérateur F’
autour de la donnée de bord ¢. De maniére plus générale, en suivant exactement la
méme démarche, il est possible de linéariser F' autour de n’importe quelle fonction
w € C™22(Q), et, aprés ajustement des hypothéses autour de w, nous obtenons
I'existence d'une solution u € C™+2%(Q) telle que

lu =

crize S K ([FlWlllgra + ¢ = wllgriz.e)

si
[F[w]llcos + 1l — wll e < e

Démonstration. Nous allons transformer le probléme (5.5) afin de pouvoir lui appliquer
le théoréme 4.3. La preuve de déroule en trois étapes.

Etape 1. Soit u une solution de (5.5), et posons v := u — ¢ € C"+2%(Q). L’hypothése
5.2 nous permet d’écrire

Flu] = Flv+ ¢] = Flp] + Lv + Q[v]
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avec, pour tout v € C%(Q),
Lv = (Felg]; V) + (F:[¢] s Vo) + Fy[glv,
et

Q] = Q(x,v(x), Vou(z), Viu(x))
= Flp+v] = Flp] = Fylelv — (F:[¢]; Vo) — (Fe[]; V20) .

Par conséquent, le probléme (5.5) est équivalent a

{ Lv=—F[p] + Q[v] dans Q

v=20 sur 010, (5.9)

Etape 2. Par le lemme 5.5, F[¢] € C™*(Q). Ensuite, les hypothéses (5.3) et (5.4) et
le théoréeme B.4 impliquent que L est un opérateur linéaire elliptique inversible & droite.
Enfin, Q(x,0,0,0) = Q[0] = 0 et le lemme 5.6 nous montre que @ satisfait les hypotheéses
4.1.

Nous pouvons ainsi appliquer le théoréme 4.3 qui nous donne I’existence d’une solution
pour (5.9) si

||F[<p]HCO/3 = HF(ldv ©, v<p7 v2<p)HCO,B S g,
ainsi que les inégalités (5.6) et (5.7).

Etape 3. 1l reste encore & montrer I'inégalité (5.8). Puisque Fr € C%1(Q2 x Pyy), alors,
utilisant (5.7),

[Felu] = Felelllco < [1Fellcon lu = @llee < Kide,

et donc, pour tout x € Qet p € R™,

(Felul(z)psp) = (Felpl(x)p;p) + ([Felul(z) — Felol(z)]p;p)
(A — 2K1A2€)|p|2.

\%

Ainsi, quitte a choisir € < , nous avous bien (5.8), ce qui termine la preuve. O

2K s

5.2 Lemmes techniques
Lemme 5.5. Sous les hypothéses 5.2, pour tout u € C"+2%(Q) tel que
u(Q) x Vu(Q) x V2u(Q) C Py,

alors
Flu] € C™*(Q).

Démonstration. Sir = 0 et a = 0, alors F' est continue car composition de fonctions
continues. Le cas r > 1 découle du théoréme A.8. Le cas r = 0 et 0 < a < 1 étant
plus délicat, nous le démontrons entiérement. Posons U := (u, Vu, VZu) € C%*(Q; Py).
Puisque F € C%1(Q x Pyy), alors

|F($7p1) - F(:E>p2)| < [F]Co’l|p1 _p2‘7 vV Eﬁ, p1,D2 € PM7
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d’ou, pour tout z1,zy € Q, x1 # 2o,

|[F(z1,U(21)) — F(22,U(z2))] < [F(21,U(21)) — F(z2,U(21))]
+[F(22,U(z1)) — F(z2,U(22))|
< [Fleoal|zr — z2|® + [Flooa [U(z1) — U(zs)|
< (Fleoe + [Fleoa[Ulgoa) |21 — z2|*
< ([Fleoe + [Fleoa[uloze) |21 — 22|,
d’ou la conclusion. O

Lemme 5.6. Sous la notation 5.1 et les hypothéses 5.2, soit 'application @ : Q x Pyrja —
R définie par

Qz,y,2,6) = F(x,0(z) +y,Ve(z) + 2, Vip(z) +§)
= F (2, 0(x), Vo(z), V2p(x)) — Fy (z,9(z), Ve(z), Ve(2)) y
— <Fz (x,w(m),Vgp(x),V2<p(x)) ; z>
— (Fe (2, 0(x), Vo(a), V2p(x)) ; €) -
Alors pour tout x € Q et (y;,2;,&) € Pyy/9, il existe une constante K > 0 nous avons
I'inégalité
Q@ y1,21,&1) — Q(@,y2, 22, &) < K(|yil, [z, [&D(y1 — y2, 21 — 22,& — &2)|  (5.10)
pour tout (z;,yi, zi) € Parja-

Démonstration. Par les hypothéses 5.2, il est évident que Q € C™*(Q x Pypr)2) et, vu que

Qy(x,y,2,8) = Fy(z,0(x) +y,Vo(z) + 2, Vip(x) + &) — Fy(z, o(x), Voo (z), VZio(x)),

nous avons également @, € C™P(Q x Pprrja) N CoL(Q x Ppr/2). De méme pour Q. et Q.

Montrons I'inégalité (5.10). Pour alléger I’écriture, nous supposons sans perte de géné-
ralité que ¢ = 0, quitte a remplacer F(x,y, 2,£) par F(z, p(x)+y, Vo(z)+ 2, Vio(z)+£).
Soient x € Q et p; := (s, 2, &) € Pyrya, i =1,2. Alors

Q(z,y1,21,&1) — Qz, Y2, 22, §2)
= F(z,p1) — F(z,p2) — Fy(2,0)(y1 — y2) — (F2(2,0); 21 — 22) — (Fe(,0); &1 — &2)

1 [Fy(ztpr + (1 —t)p2) — ( 0)] (y1 — y2)
= 4 ¢ B () 05 )
0 + (Fe(w,tpr + (1 — t)p2) — Fe(x,0); 61 — &2)
Puisque Fy, F, et Fy sont de classe C%! et
HFy”CtM ) ”FZHCOJ » ||F§||Co,1 <N

nous avons donc

‘Q(xayhzlaé—l) - Q($7y27227f2)‘

IN

1
/\/ [tp1 + (1 — t)p2||p1 — p2| dt
0

A([p1] + [p2])|p1 — p2l,

IA

ce qui termine la preuve. O



5.3 L’équation de Monge-Ampére
L’équation de Monge-Ampére, qui s’exprime

det (V2u) = f dans Q

est une des équations non-linéaire du second ordre les plus étudiées, ayant d’importantes
applications en géométrie et en théorie du transport optimal. Citons Caffarelli-Nirenberg-
Spruck [5], Guan [36], Kutev [45], Trudinger-Wang [60], Urbas [67] et Wang [72]. Voir
également Trudinger-Wang [61] pour un historique complet.

Définition 5.7. Soit O C R™ ouvert. Une fonction ¢ € C?(Q) est dite uniformément
conveze si et seulement si sa matrice hessienne est uniformément définie positive sur €2 ;
c’est-a~dire il existe une constante A > 0 telle que

(VZp()p;p) > Alp?>, Yz eQ, peR™
Pour abréger I’écriture, nous noterons
V2o > A > 0.

De maniére équivalente, les valeurs propres de V2 sont strictement positives, uniformé-
ment en x € ().

Remarque 5.8. SiQ est borné et o € C?(12), alors la définition précédente est équivalente
a strictement convexe, c’est-a-dire

<V2<p(x)p;p> >0, Vze, pecR™
De maniére équivalente, les valeurs propres de V2 sont strictement positives sur €.
Nous commencons par un lemme élémentaire.
Lemme 5.9. Soit une matrice A € R"™ symétrique. Alors

aJd-jn—l(A) > 0

A>0 < {det(A)>0,

Démonstration. Le lemme découle immédiatement du fait que si A est définie positive,
alors det(A4) > 0 et de
A-adj,_;(A) =det(A) I,.

Hypothése 5.10. Soient
-—reNet0<pf<a<l;

— Q c R” ouvert, borné et de classe C"t2;

— une fonction ¢ € C™2%(Q) uniformément convexe et une constante A > 0 telle que

[@llrizn <A
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Théoréme 5.11. Sous les hypothéses 5.10, il existe € = (a, 8,7,Q,A) > 0 tel que pour

tout f € C™(Q) satisfaisant f > 0 et

1/ = det(VZ0) | co.s <.

le probléme

det(V2u) = f dans Q
(5.11)
U= sur 0f)
admet une solution u € C"+2:%(Q) uniformément convexe et satisfaisant
Hu - L:0||C2x/3 <K Hf - det(vzw)|‘co,ﬂ ) (5'12>
lu = @llgrza < K[ f = det(VZ0) oo - (5.13)

ou K = K(a, 8,7,Q,\) > 0 est une constante.

Remarque 5.12. 1l est intéressant de comparer ce théoréme avec Trudinger-Wang [60] :
le probléme (5.11) est résoluble dans C%* sous les hypothéses

— Q C R" ouvert, borné, uniformément convexe et de classe C? ;

— feC(Q),avec 0 <a <1, f>0;

— ¢ € C3(Q), fortement convexe.

En fixant la convexité uniforme de Q, Wang [72] a montré que les hypothéses de
régularité sont optimales (voir exemples 5.13 et 5.14) ; il n’est donc pas possible d’améliorer
globalement la régularité des données. Il est par contre possible d’améliorer « localement »
les données; le théoréme 5.11 permet la résolution du probléme avec les améliorations
suivantes :

— généralisation de la géométrie de ) (non-nécessairement convexe),

— gain de régularité sur Q et ¢ (C% au lieu de C3).

Par contre on exige que les données f et  soient « proches » ; plus précisément

1/ = det(VZ0) | o0 <e.

ou ¢ > 0, dont l'existence est donnée par le théoréme 5.11, ne dépend pas de f. Cette
restriction ne peut étre enlevée, car cela contredirait la non-existence de solutions montrée
par Wang.

Démonstration. Posons

F(z,8) :=det(¢&) — f(x) € CLS(Q x R™™™),

loc
d’ou
Fy=F. =0, Fe(z¢) =Fe (&) =adj,_,(§) € COR""R™™™).

Etape 1. Pour appliquer le théoréme 5.3, il suffit de vérifier 'hypothése d’ellipticité
(5.3), c’est-a-~dire

(adj, 1 (V?@(z))p;p) > Alp]>, VzeQ, peR",
o1, de maniére équavalente, puisque €2 est borné (voir remarque 5.8),

adj,_; (VZ¢(x)) >0, Ve
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Ceci est une conséquence immédiate de la convexité uniforme de ¢ et du lemme 5.9.
Enfin, vu que F;, = 0, ’hypotheése (5.4) n’est pas a vérifier, ce qui nous donne l'existence
d'un € > 0 tel que si f € C"F2%(Q) satisfait

1EGd, Vo) [ oo = (I = det(V?9) [ cos <&,
alors (5.11) admet une solution u € C™7%%(Q) satisfaisant les inégalités (5.12) et (5.13).

Etape 2. Montrons que u est uniformément convexe. Le théoréme 5.3 implique qu’une
solution u obtenue par I'étape 1 satisfait (voir remarque 5.8)

adj, ,(V?u) > 0.
Puisque f est continue sur Q, il existe un certain M > 0 tel que
det(Vu(x)) = f(x) > M, VazecQ.
Par le lemme 5.9, nous avons directement
VZu >0 surQ,
ce qui prouve que u est uniformément convexe. [

Les deux exemples suivants, donnés par Wang [72], montrent que le résultat d’existence
de Trudinger-Wang [60] est optimal. Nous noterons B,.(c) C R? la boule de rayon r > 0
et de centre c € R2.

Exemple 5.13. Soient ¢; := (0,1) € R?, Q := Bi(c1) C R? et p(x,y) = |z|* +¢y* €
C?1(Q). Alors il existe € > 0 suffisamment petit tel que toute solution u au probléme

det VZu(z) = ¢ dans Q
U= sur 012,

est telle que
u ¢ W2P(Q), ¥ p>3.

En particulier, u ¢ C?(Q).
Exemple 5.14. Soient ¢; := (0,1),¢2 := (0,2) € R%, Q@ C R? un domaine strictement
convexe de classe C?! tel que

Bl(Cl) C Q C BQ(CQ)

et dont le bord est représenté autour de l'origine par la fonction
1
y=p(z)= 5302 e

Soit p(x,y) := y* + %xz + 4% —y. Alors il existe ¢ > 0 suffisamment petit tel que toute

solution u au probléme
det VZu(z) = ¢ sur Q
U= sur 0f,

est telle que
u g W2P(Q), Vp>3.

En particulier, u ¢ C?(€).
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Le résultat suivant est une généralisation du théoréme 5.11 pour une donnée f dépen-
dant des dérivées d’ordre inférieur de wu.

Hypothése 5.15. Soient
—reNetd<pg<a<l;
— Q C R” ouvert, borné et de classe C"t2;
— un scalaire M > 0 et 'ensemble ISM défini par

By o= {(5,2) R x R : |y, 2] < M};
— une application f = f(z,y,2) € C™*(Q x ﬁM)7 f >0, telle que
(12) > fw,y,2) € C(Pay), Vo e®, sir=0,

fy € CTP(Qx Pyy), f. € CTP(Q x Py RY)

pour un certain p € |, 1];
— une fonction ¢ € C"2:%(Q) uniformément convexe telle que

() x V() C Pary

et
fy(@,0(z),Vo(z)) >0, Vaze (5.14)

— un scalaire A > 0 tel que
[fyllgro s 1fzllgrn s 1@l greza < A
Théoréme 5.16. Sous la notation 5.1 et les hypothéses 5.15, il existe
e=c¢e(a, B,m,Q, M, \) >0
tel que si f et ¢ satisfont 'inégalité

| £le] — det(VZ9)]| po.s <€,

le probléme
det(V?u) = flu] dans
U= sur 0f)

admet une solution u € C"+2:%(Q) uniformément convexe et satisfaisant
||u - 90”015 < K Hf[sﬂ] - det(vzw)Hco,ﬂ )

[ = @llgrize <K || fle] = det(VZp)|
ou K = K(a, 8,7,Q, M, \) > 0 est une constante.

Cria

Remarque 5.17. Les hypothéses de régularité sur f sont, dans le cas r = 0, plus faible
que celle demandées dans le théoréme 5.3, qui sera invoqué dans la preuve, car f ne
dépend pas de V2u (voir remarque 5.4).
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Démonstration. Posons
F(z,y,2,€) :=det(§) — f(z,y,2) € CL;2 (2 x Py x R™*™),
d’out
Fy=—fy(2,y,2) € C"P(Q x Py), F.=—f.(w,y,2) € C"P(Q x Par; R"),

L’ellipticité (5.3) découle du fait que ¢ est uniformément convexe et 'inégalité (5.4)
découle de (5.14). Le reste de la preuve est identique a celle du théoréme 5.11. O

5.4 Equations hessiennes

Les équations hessiennes sont des équations différentielles faisant intervenir les valeurs
62u(r))
0ri0%5 J1<ij<n

propres de la matrice hessienne V2u = (

Sp(VZu)=f, k=1,...,n.
En particulier,
S1(V2u) = tr(V2u) = Au et S, (VZu) = det(V3u),

correspondent respectivement I’équation de Poisson et ’équation de Monge-Ampére. Les
premiers résultats importants concernant les équations hessiennes (et de maniére géné-
rale, les équations elliptiques dépendant des valeurs propres de VZu) ont été obtenus par
Caffarelli-Nirenberg-Spruck [6], qui montrent lexistence de solutions réguliéres pour le
probléme de Dirichlet, sous la condition que le domaine soit k-convexe. Voir également
Jiang-Trudinger-Yang [40], Trudinger [58], Urbas [68], [70] et Wang [73].

Définition 5.18 (k-trace). Pour toute matrice A € R™ ™ symétrique, nous notons
{Ai(A)}2_, les n valeurs propres réelles de A, et définissons, pour tout 1 < k < n, la
k-trace de A ou le k-¢"¢polynome symétrique élémentaire des valeurs propres de A :

Sp(A) = oM, (4),..., M, (4) = S A (A) A (A).

1<ip < <ip<n

Définition 5.19 (k-convexité). Soient 1 < k < n — 1, @ C R™ ouvert et borné et
u € C?(Q). Soient x1,...,Xn_1 les courbures principales du bord 9.

(i) Q est uniformément k-conveze si

Uj(xla"-aXn—l) = Z X“le > O, V1S]§k
1<ip < <ij<n—2

En particulier, si k = n — 1, alors 2 est uniformément conveze

(i) u est uniformément k-conveze si

S;(V2u(z)) >0, YoreQ, 1<j<k
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Le résultat suivant est I’application du théoréme 5.3 pour les équations hessiennes.

Théoréme 5.20. Soient
—reN0<pg<a<let2<k<n;
— Q C R™ ouvert, borné et de classe C"+2;
— p € C"22(Q)) satisfaisant

(VSu(V2p(z))p;p) >0, VaeQ, peR™

— une constante A > 0 telle que
lelloreaa < A (5.15)

Alors il existe € = e(a, B,7,9, ) > 0 tel que pour tout f € C™(Q) satisfaisant f > 0 et
I'inégalité
Hf - Sk(v2@)|‘co,ﬁ <, (5.16)

alors le probléme de Dirichlet

Sk (V?u) = f dans Q
U= sur OS2

admet une unique solution u € C"+2:%(Q)) satisfaisant
”u - 90”02#3 S Kl ||f - Sk(v2(p)||cﬂ,[3 )

v = @lloriza < Ki Hf - Sk(v2<ﬁ)|

Cr,a )
et

(VSK(V?u(z))p;p) >0, VzeQ, peR"
ou K; = K;(«a, 8,7,8, ) > 0.

Remarque 5.21. Comme pour I'équation de Monge-Ampére, la méthode du point fixe
n’impose aucune restriction sur la géométrie du domaine 2 et réduit les hypothéses de
régularité sur les données (comparer avec Trudinger [58]). La contre-partie reste encore
la petitesse des données (5.16).

Démonstration. En vue de 'application du théoréme 5.3, posons

F(x,y,2,6) = Sp(€) — f(x) € CUY(Q x R™™™),

loc

Alors
Fy=F. =0, F(r,y,2¢) =VSL(E) € C(R™").

L’ellipticité (5.3) est donnée par I'’hypothése (5.15). Enfin, vu que F,, = 0, ’hypothése
(5.4) n’est pas a vérifier. O
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CHAPITRE 6

FQUATIONS ELLIPTIQUES
FORTEMENT NON-LINEAIRES :
LE PROBLEME OBLIQUE

Nous allons traiter le probléme non-linéaire avec une donnée au bord générale

{ F(z,u(z), Vu(z), VZu(z)) =0 dans
G(z,u(z), Vu(z)) =0 sur 0f).

Suivant le méme schéma que pour le probléme de Dirichlet, nous allons linéariser les deux
équations du probléme, de sorte & obtenir une composante linéaire correspondant & un
probléme elliptique & dérivée oblique, puis appliquer la méthode du point fixe. Pour le
résolution classique du probléme, voir Ishii [37], Lieberman [46]-[47], Lieberman-Trudinger
[48], Safonov [54] et Urbas [63]-[66].

6.1 Le résultat principal

Nous fixons des notations utilisées tout au long du chapitre.

Notation 6.1. Soient Q C R™ ouvert et F': Q x R x R® x R"*" R, F = F(z,y, z,§).
Alors pour tout u € C?(€), nous notons

Flu] = Flu)(x) := F(x,u(x), Vu(z), V2u(z)), VazcQ.
De méme, pour G :  x R x R* — R, nous notons
Glu] = Gul(z) := G(x,u(z), Vu(z)), VzeQ.

Hypothése 6.2. Soient
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unentier r >0et 0< < a<1;
— Q C R™ ouvert, borné et de classe C"+2>;

— un scalaire M > 0 et les ensembles Py, et JBM définis par
Pryi={(y,2,6) e RXR" x R™™" : |y|, |2], €| < M},
Par = {(y,2) € RxR": [y, |2] < M};
— une application F' = F(x,y,z,£) € C™*(Q x Py) NCYL(Q x Pyy) telle que

(y,2.€) = F(z,y,2,§) € C'(Py), VazeQ, sir=0,

F _ —
E, = %y € C™P(Q x Py) N CYH(Q x Pyy),

8F " DIy n 0,1/ n
F.:= (3 € CTP( x Pps R") N C™7 (4 x Py R™),
Zi /) i=1

Fe := (ggF) € CTP(Q1 x Py R™ ™) N COH(Q x Py R™™),
ij

pour un certain p € |, 1];

1,j=1

~ une application G = G(z,y,z) € C"T12(Q2 x Py;) telle que

oG - =
Gy = Fy S C'I”-‘rl,p(Q X P]\/[),

G, = (6G> € C"TYP(Q x Py R™);

02 ) i1

— un scalaire A > 0 tel que
1Eyllgrn > 12l e s 1 Fell orn s 1Gy llgrinn s |Gzl grene < A
ou, sir =0,
HFy”co-,l ) ||FZ||CO,1 ’ ||F§||00,1 ) HGy”clm ) ||GZHCLp <N
— une fonction ¢ € C"2:2(Q) tel que
0(Q) x Vo(Q) x V2p(Q) C Phpyo.

Théoréme 6.3. Sous la notation 6.1 et les hypothéses 6.2, soient une constante d’ellip-
ticité A; > 0 et une constante d’oblicité Ay > 0 telles que

(Felel(x)p;p) > Milpl*, ¥ (2,p) € 2 x R™, (6.1)
Fylel(z) <0, Ve, (6.2)
Gylel(2) (G:lpl(2) s v) > Aay V2 €09, (6.3)

oll v est la normale extérieur unité sur 0€2. Alors il existe € = e(r, «, B, p, M, A\, A;, Q) >0
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tel que si F, G, ¢ satisfont 'inégalité

IE[lllco.s + 1Glelllcrs < e,

le probléme

Flu] =0 dans
{ Glu] =0 sur 09, (6-4)
admet une solution u € C"T%¢ (ﬁ) telle que
lu = @llgriza < K1 (|F[e]llore + [Glelllgriva) (6.5)
lu—pllces < Ky (I1F[@]llcos + I1G[Allcre) » (6.6)
(Fe[ul(z)p;p) > Kalpl®, V¥ (2,p) € A x R" (6.7)

oun K; = K;(r,a, B,p, M, \, A;,2) >0, i = 1,2, sont des constantes.

Démonstration. Nous allons transformer le probléme (5.5) afin de pouvoir lui appliquer
le théoréme 2.4. La preuve se déroule en trois étapes.

Etape 1 : linéarisation. Soit u une solution de (6.4), et posons v := u—p € C"+2(Q).
11 est alors facile de voir que (6.4) est équivalent au probléme linéarisé

Lv=—Fp|+ R[v] dans
{ Nv=—G[p]+ S[v] sur 09, (6:8)
otl, pour tout v € C?(1Q)
Lo := (Fe[p]; V20) + (Fo[¢]; Vo) + Fylglo, (6.9)
Nv = (G.[¢]; Vv) + Gylplv, (6.10)
R[v] := F[p +v] — Flp] — Lo, (6.11)
S[v] := Gy + v] — Gp] — Nv. (6.12)

Etape 2 : point fize. Nous voulons appliquer le théoréme 2.4 au probléme (6.8). Fixons
le cadre fonctionnel et vérifions les hypothéses (Hxy ), (Hc) et (Hg).

Etape 2.1. Nous posons les espaces de fonction
Xl = CQ’B(Q), X2 = CT+2’Q(§)

Yy := C%P(Q) x CHP(Q), Yp:=C"(Q) x CTTH(Q),

et munissons les espaces Y; des normes produits

Iy, = llgos +1-llers sy, 7= lllere + lgrena -
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L’hypothése (Hxy ) est satisfaite grace a la proposition A.5.
Etape 2.2 Soit 'opérateur linéaire £ : Xo — Y5 défini par

Lu:= (Lu;Nu), Vué€ Xo,

avec L et N donnés par (6.9) et (6.10). Il correspond & un probléme elliptique a dérivée
oblique. Les hypothéses (6.1)-(6.3) permettent d’invoquer le théoréme B.5 : pour tout
f € Y5, il existe un unique u € X5 tel que

Lu = f.
De plus, il existe une constante K = K (r, o, 8, M, X\, A;) > 0 telle que
y|£—1f||Xi <K|fly,, VfeYs i=1.2
Par conséquent, 'hypothése (H.) est vérifiée.
Etape 2.3 Soit l'opérateur Q : Xy — Y5 défini par
Qlu] := (R[u]; S[ul), Vue Xy,

avec R et S donnés par (6.11) et (6.12). Par les lemmes 4.9, 5.6 et 6.5, pour tout v, w € Xo
satisfaisant
[l

COr+2,0 ) ||U| COr+2a < M/2,

nous avons les inégalités
1Q[v] = Qluwllly, < erllvllcas , lwllczs) v —wllees

1Ry, < calllvllcan) vllgrizas

ot c; € CO(R. x Ry;Ry), e2 € C°(R,;R,) sont des fonctions séparément croissantes
indépendantes de u et v, et ¢1(0,0) = c2(0) = 0, ce qui correspond & 'hypothése (Hg).

Etape 2.4. Toutes les hypothéses du théoréme 2.4 ont été vérifiées. Ainsi, il existe € > 0
tel que pour toute fonction f € Y; satisfaisant

1flly, <&
il existe une solution v € X5 au probléme
Ly = f+ Q] (6.13)

et
olly, < 2K || flly, -

Par construction, le probléme (6.13) est équivalent a (6.8). Donc, par ce qui précéde,
(6.8) admet une solution v € C™+2:2(Q) si

ICE[e] GleDlly, = 1F[elllgo.s + 1Glelllors < e
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En posant u := v + ¢, nous avons ainsi une solution pour le probléme initial (6.4), qui
satisfait de plus les inégalités (6.5) et

lu = @llgas < 2Ke.

FEtape 3. 1l reste encore a montrer l'inégalité (6.7). Par le théoréme A.9.ii, par I'hypo-
these Fy € C%1(Q x Pyy) et 'inégalité précédente,

[Felu] — Fe[elllco < IFellon llu— @llee < 2K e,
et donc, pour tout x € Q et p € R”,

(Felul(z)p;p) = (Felel(x)p;p) + ([Felu](x) — Fe[pl(x)] p;p)
> (Ay —2K)e)[p)?.

A
Ainsi, quitte a choisir € < ﬁ, nous avons bien (6.7), ce qui termine la preuve. O
6.2 Lemmes techniques
Lemme 6.4. Sous la notation 6.1 et les hypothéses 6.2, pour tout u € C"+2%(Q) tel que

w(Q) x Vu(Q) C Py,

alors

Glu] € CTTh2(Q)).
Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence directe du théoréme A.8. O

Lemme 6.5. Sous la notation 6.1 et les hypothéses 6.2, soit ’application S : Q x ]BM/Q —
R définie par

S(x,y,2) = G(z,0(@)+y, Vo (z)+2) - Gz, 0(2), Vo(z))
= Gy(z,9(2), Vo(2))y — (G2 (2, 0(z), V()); 2) -

Alors pour tout u,v € C"2e (ﬁ), tels que
ull grrzia s [0l greea < M2,
nous avons l'inégalité
1S[ul = Sllllcrs < Crllvllges s [wlie20) lv = wlig2s (6.14)

[S[ulllgrire < Co ([[ullg2s) lullgrrza (6.15)

ouC; € CO(Ry xRy;R,), Cy € CO(R,;R,) sont des fonctions séparément croissantes
indépendantes de u et v, et C1(0,0) = C2(0) = 0.
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Démonstration. Soient v,w € C™2 tels que
[vllczs s llwllgae < MJ2.
Nous constatons que S[u] est bien défini, car, par hypothése,
(p() +u(x), Vo(x) + Vu(x)) € Py + Pajs C Par.

Nous supposons également, sans perte de généralité, que ¢ = 0, quitte a& remplacer
G(z,y, z) par G(z,p(z) +y, Vo(z) + z). Par la suite, nous dénoterons par

Yi = Vi (T,O{,,B,p,A,M,Q) >0
des constantes indépendantes de u, v.
Etape 1. Montrons (6.14). Pour tout x € Q et (y1,21), (Y2, 22) € ﬁM/Q, nous écrivons
S(.’I}, Y1, zl) - S(‘/E7 Y2, Z2)
= G(z,y1,21) = G2, 42, 22) — Gy[0](2) (Y1 — y2) — (G=[0](2); 21 — 22)

_ /1 { [Gy(z,tyr + (1 — t)ya, tz1 + (1 — t)22) — Gy[0](2)] (y1 — y2) }dt
o | + (Gu(ztyr + (1 — t)yo, tzs + (1 — t)20) — G.[0](2); 21 — 22) ’

Sl — Sl] = /1 (Gyltu + (1 — t)v] — G4[0]) (u — v) u
0 + (G.tu+ (1 —t)v] — G,[0]; Vu — Vv) ’

En passant a la norme C'?, nous appliquons successivement les théoréme A.7 et A.9.iii :

1 Gyltu+ (1 = t)v] — Gy[0]|| ~1.5 1w — V|| 1.6
- Stlens < [ { 10000 Gl bl
0 + ||G.ltu+ (1 = t)v] — G.[0]] ca.s [|Vu — V| o1.s

A

IN

1
72/0 (IGyllgrp + 1G=llgr.0) lew+ (1 = 0)0l[Z25 flu = vl gas dt

IN

¥s ([ullgze + 0]z )P~ lu = vllga.s
et on a ainsi obtenu (6.14), avec

Ci(a1,az) == v3 (a1 + az)pfﬁ .

FEtape 3. Montrons ensuite I'inégalité (6.15). En écrivant

] Gyl ty, t2) = Gy[0)(2)] (Y1 — y2)
Sewz) = /o { b (Ga(a,ty,t21) — Go[0)(@); 21 — 22) }dt’

alors

Slu] = /0 {(Gy[tu] — G4[0)) u + (G, [tu] — G,[0]; Vu) } dt.
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En passant & la norme C" 1, nous appliquons successivement les théorémes A.7 et A.9.iii,

IS[0]llgren.a
/1 { 1Gy[to] = Gy (0]l o [[ull grira + 1Gylt0] = Gy 0]l orir o [[ullco }dt
o [+ lIG:[tv] = Gz[0]l[co [[Vullgriv.e + Gytv] = Gy[0]ll s [Vl o

dt

/1 (IGyllgos + 1G= o) ltull s 1wl grsae
Y5 _
0 |+ Gy lgrss + 1Gallorinn) (22 + [l griae ) llul e

IN

Y6 llullges 1ulloriza

ce qui donne (6.14), avec
Cg(a) =% al™“.
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CHAPITRE 7

PROBLEMES DE TRANSPORT

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelques problémes différentiels de type Monge-
Ampére issus de la théorie du transport optimal. I s’agit d’une équation d’ordre deux
ayant une condition globale sur son domaine. Plus précisément, nous allons étudier le

probléme

det(VZu) = f dans 2 (7.1)

Vu(2) = Q, '
sous les conditions

[u-n=0 s>0

Q
et plus généralement

g(Vu) det(V2u) = f dans Q (7.2)
Vu(Q)) = QF, ’

sous les conditions

/Qf:/ﬂ*g, fr9>0.

Les problémes (7.1) et (7.2) ont d’abord été étudiés par Pogorelov [53], qui parle
de « second probléme aux conditions de bord » (second boundary value problem) - le
probléme de Dirichlet et le probléme de Neumann étant respectivement le « premier » et
le « troisiéme » probléme. Ces derniéres décennies, ce probléme a été intensément étudié
pour ses applications en théorie du transport optimal (voir Brenier [1], Caffarelli [3], [4],
Evans-Gangbo [30], Gangbo [32], Trudinger-Wang [62]) et en géométrie (voir Wolfson
[74]).

L’existence de solutions réguliéres globales furent montrés pour la dimension deux
par Delanoé [28], puis par Caffarelli [4] et Urbas [65], pour des domaines uniformément
convexes. Voir également Urbas [63]-[71] et Trudinger [59] pour 1’étude de problémes plus
généraux.
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7.1 Lemmes techniques

Nous montrons ici quelques lemmes techniques qui seront utilisés dans les preuves des
résultats d’existence, dans les sections suivantes. Nous commencons par une définition qui
nous permettra de mieux manipuler la condition globale

Vu(2) = Q.

Définition 7.1. Soit @ C R™ non-vide, ouvert, borné, connexe et de classe C*. Une
fonction définissante pour € est une application p € C"(R™), r > 1 telle que

Q={zeR":p(x) <1} et Vpx)#0, Ve
En particulier, Vp est un vecteur normal extérieur a 0f).

Le résultat suivant montre que la notion de fonction définissante est équivalente a la
régularité du domaine considéré.

Théoréme 7.2. Soient r > 1 et 0 < o < 1. Un domaine 2 C R™ est de classe C™% si et
seulement si 2 admet une fonction définissante p € C™*(R™). De plus, si r > 2, alors p
peut étre choisi de sorte que

[Vp(z)| =1, Ve
Démonstration. Voir Krantz-Parks [43], théoréme 1.2.6. O

A partir de maintenant, vu que les domaines que nous considérerons seront au moins
de classe C2, nous associerons systématiquement & tout ouvert borné ) C R™ une fonction
p € C?(R") telle que

Q={reR":0<px)<1}, 0 ={z R :p(x) =1}, Q={z € R": p(x) > 1},

et
[Vp(z)|=1, VY ze€d.

Le lemme suivant est une résolution par point fixe d’un probléme de Dirichlet ayant
une condition globale sur son domaine.

Lemme 7.3. Soient 0 < a@ < v < 1 et 7 > 1 entier. Soient des ensembles 2, Q* C
R™ ouverts, bornés, de classe C"t17, connexes et dont le complémentaire est connexe,
respectivement définis par les fonctions p, p* € C™T17(R™). Alors il existe une constante
e =c¢e(r,a,v,Q,Q%) > 0 telle que pour tout p* satisfaisant I'inégalité

lp— P*Hor-ﬂ,a(ag) <e,
il existe une fonction u € C™+1:2(Q) telle que
Vu € Diff(Q; Q%) et u=¢o sur 99, (7.3)
avec po(x) 1= %|ac|2 De plus, il existe une constante K = K(r, «,y, Q,Q*) > 0 telle que

lu = pollcreram < K llp" = plloraon) -
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Démonstration. En deux étapes.
FEtape 1. Linéarisation. Soit u une solution de (7.3). En utilsant le lemme 7.17 et le
fait que Vu est un difféomorphisme, nous avons les équivalences

Vu(Q) =Q" < 0Vu(Q) = Vu(0Q) C 99*
< p*(Vu(zr)) =1=p(x), Ve

En posant v :=u — ¢y € C"TH(Q), alors pour tout x € 9%,

p(z) = p*(Vu(z) +x) = p* () + (Vp* (x); Vu(x)) + Q(x, Vu(z)),
Q(z,2) == p*(z +2) — p*(z) — (Vp*(2);2), V (z,2) € QxR"

Par le théoréme 7.2, nous savons que Vp est un vecteur normal unité a 9€, par conséquent,
en ajoutant % des deux cotés de I'égalité, nous obtenons le probléme équivalent

% =p—p" +(Vp—Vp*;Vu)+ Qv] et v=0 sur I (7.4)

Etape 2 : point fixe. Nous voulons appliquer le corollaire 2.7 sur (7.4). Soient les espaces
de fonctions

X:={ve CTHh(Q) 1 vy = 0} et Y:=C"(09Q),

munis de leur norme usuelle. Ensuite, soient les opérateurs £, M, Q : X — Y définis par

L= %, Muv:=(Vp—-Vp*;Vv), Q] :=Q(z,Vv).

Veérifions les hypothéses (hxy), (hz) et (hao).

1. X est un espace de Banach et Y est un espace normé, ce qui correspond & ’hypo-
theses (hxy).

2. Par le théoréme B.13, L est inversible a droite et il existe une constante K; =
Ki(r,a, Q) telle que
17 ]l < Eullflly, YfeY.

3. Il est évident que
[Mully < Kallp = p*llcrerooo) IVl x

avec Ko = Ko(r, , ). Montrons I'estimation

1Q[v] = Qlwllly < ellvllx s l[wllx) lv —wlix

pour tout [|v||y, |lw|x < 1. En écrivant

Qv] — Qw] = /0 (Vp*(id +tVv + (1 — t)Vw) — Vp*; Vo — Vw)

61



nous obtenons, en appliquant successivement les théorémes A.7 et A.9.iii,

1Q[v] = Qwlllgr.a (a0

1
< /0 [va*(id Vo + (1 = t)Vw) = Vp*|| ora o) VU = VWl ora(ag) | dE
< IVe*llgra VO + vw”’(yj:’(i(ag) f[v— w||CT+1v<1(Q)
< elllvllx s lwllx) o = wllx
avec

c(a,b) == |p*|grs1r (@+ 0", Va,b>0,

et la norme de p* est prise sur un ensemble compact suffisemment grand pour
contenir
(id+tVo + (1 = t)Vw)(0Q), V0<t<1.

Par le corollaire 2.7, le probléme (7.4) admet une solution v € C"™1:%(Q) pour tout
p,p* € CTTLY(R™) satisfaisant

1 1
* *
lp—r"lly < 2K’ Kolp—»p HCT+1vC¥(BQ) < 1K,
@lo—plly 2llo = p"lly) < —
c - ) - = -
P—=0 lly P—=0 lly 1K,
c’est-a-dire
* . 1 1
2K1 ||p - P HCT+1,(¥(8Q) < min la 2K, 1/ (=) (75)
2 2|p ||cr+1,w(aQ)
De plus, cette solution satisfait I’estimation
||UHCT+1,a(§) <2Ki|p—p*| Cre(0Q)
En posant u := v 4 ¢, nous avons le lemme. O]

Remarque 7.4.

(i) Dans la preuve, nous avons utilisé le corollaire 2.7 (qui ne fait invervenir qu’une paire
d’espaces X,Y") plutdt que le théoréme 2.6 (faisant intervenir deux paires d’espaces
Xi,Y;), car le terme linéaire Mu doit étre rendu petit dans les deur normes |.|y.,
ce qui annule ’avantage que procure 'utilisation de deux paires d’espaces, comme
nous l'avons fait dans les chapitres précédents.

(ii) La condition de petitesse (7.5) n’est pas forcément vérifiée par un p* puisque cette
fonction se trouve des deux cotés de 'inégalité.

Le lemme suivant donne des estimations en norme holderiennes d’opérateurs non-
linéaire du méme type que ceux des chapitres précédents.
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Lemme 7.5. Soient Q,* C R™ ouverts, bornés et lipschitziens. Soit r > 0,0 < f < a <
v < 1. Soient des fonctions g € C"T17(Q*), ¢ € CTT2%(Q), u,v € C"2%(Q) tels que

||u||C215 ’ ||U||C2,ﬁ S 1.
(Vo +tVu)(Q), (Ve +tVv)(Q) Cc QF, Vtelo,1],

Posons

Qul = (V’u;adj, V?¢)[9(Ve) — g(Ve + Vu)]
—det(V?p) [9(Ve + Vu) — g(Ve) — (Vg(Ve); Vu)]
—9(V + Vu) [det(V2p + V2u) — det(VZp) — (Vu;adj,_, V)] .

Alors les inégalités suivantes sont vraies
1Q[u] = Qlllco.s < crlllullgas s Vllg28) lu = vll g2

1Q[ulllgra < calllullgz.e) lullgrez.a s

ot c; € CO(R. x Ry;Ry), eo € C°(R,;R,) sont des fonctions séparément croissantes
telles que ¢1(0,0) = c2(0) = 0, dépendantes de [|g|| ors2.a [|¢]

crt2.a et indépendantes de u
et v.

Démonstration. La preuve est identique a celle des lemmes 4.9 et 6.5. Voir également le
lemme 14.8 dans [9]. O

7.2 Premier résultat

Nous montrons ici un premier résultat d’existence en employant la méthode du point
fixe.

Théoréme 7.6. Soient 0 < 8 < a < v < 1, r € Net Q@ C R” ouvert, borné, de
classe C"™27, connexe et dont le complémentaire est connexe, et défini par la fonction
p € C"™27(R™). Alors il existe € = e(r, @, 8,7,Q) > 0 tel que pour tout f € C™*()
satisfaisant

Jr=1=0 et f=leos <
le probléme (7.1) admet une solution strictement convexe u € C"+2:%(Q) telle que
Vu € Diff(Q, Q).
De plus, il existe une constante K = K(r, o, 8,7,) > 0 telle que
llu — 800“0% <K|f - 1||Co>ﬂ )

v —=ollgriza < K|f = 1lgras
ol po(z) 1= %\x|2

Remarque 7.7.
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(i) Contrairement aux résultats d’existence classiques nous n’imposons aucune restric-
tion sur la géométrie du domaine (voir par exemple Urbas [65] qui demande que
2 soit uniformément convexe). Le principal inconvénient de notre méthode est la
petitesse des données

||f - 1”()0& <e.

(ii) L’hypothése sur la connexité du complémentaire de € sert a lapplication de la
proposition 7.17. Cette hypothése n’est certainement pas nécessaire.

Démonstration. La preuve est similaire & celle des théorémes d’existence pour les équa-
tions elliptiques : nous allons d’abord linéariser le déterminant, puis appliquer la méthode
du point fixe.

FEtape 1 : linéarisation. Soit u une solution de (7.12), et posons v := u— g. Par (7.13),
la premiére équation de (7.12) devient

f=det(V +I,,) = 1 4+ div(Vv) — Q1 [v],
Qulw,y,2,¢) =1 +div(z) —det(¢),  Qulv] = Qufv)(@) := Qu(w,v(x), Vo(x), V*v(x)).

Ensuite, soit p € C™"27(R") une fonction définissante pour 2. Puisque Q est ou-
vert, borné, connexe, de complémentaire connexe et de classe au moins C? et Vu est un
difféomorphisme, la proposition 7.17 nous donne ’équivalence

Vu(Q)=Q & Vu(oQ) C 0
< 1=p(Vu+z)=p(z)+ (Vpo(z); Vv) — Q2[v] sur 0
< 1=14 (y;Vv)—Q2lv] sur 90

ol nous avons utilisé, par le théoréme 7.2, p(x) = 1 et Vp = v sur 99, et noté
Q2(2,y,2) == p(z) + (Vp(2); 2) — p(z + 2),
Q2[v] = Q2[v](z) := Q2(z,v(x), Vv(z).

Ainsi, nous obtenons le probléme équivalent

(7.6)

div(Vv) = f =1+ Q1[v] dans Q
20 = Q[v] sur 0.

FEtape 2 : probleme bien posé. Pour que le probléme (7.6) soit bien posé, il est nécessaire

[u-1+Qbh=[

pour toute solution admissible v € C"+2:%(Q). Si

[=n=o
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il suffit d’avoir

/QQl[U] :/an Q2[v]. (7.7)

Cette égalité n’étant généralement pas vraie pour tout v € C?(f2), nous allons « forcer »
la condition de compatibilité en considérant le probléme auxiliaire

{div(Vu) =[—=1+Qiv] dansQ (7.8)

%8 = Q2] + T[] sur O9.

ot T : C?(2) — R est définie par

10 = | [ @) - [ atw)] avee jori= [ 1

Ainsi, pour tout v € C?(2), on a trivialement

[@aw=[ @w)+1w).

et donc le probléme (7.8) est bien posé.

FEtape & : point fize. Nous voulons appliquer le théoréme 2.4 au probléme (7.8). Soient
les espaces de solutions

X, = {vecw(g):/gvzo}, X, i {vecwva(g):/gu:o}

et les espaces de données

Y= {(ﬁg) € CM(@) x CV(Q) /Qf = /ag}

vt c @ xcie@s [ 1= [ o)
Q o0
munis des normes

1, 9)ly, = max{{[ fllos s [lgllcrsts (5 9)lly, == max{lfllera s l9llorina}-

Ensuite, pour v € X5, posons les opérateurs

Lv:= (div(Vv), §Z> ,

et
Q[v] == (Q1[v]; Q2[v] + T[v]). (7.9)

Le probléme (7.8) se reformule donc
Lv=(f—1,0)+ Qv]. (7.10)

Vérfions les hypothéses (Hxy), (Hc) et (Hg) du théoreme 2.4.
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1. Grace a la proposition A.5, les espaces X;, Y; satisfont ’hypothése (Hxy ).

2. Par le théoréme de la divergence, l'opérateur £ : X5 — Y5 est bien défini. Le corol-
laire B.10 affirme que pour tout (f,g) € Y3, il existe un unique v € X5 satisfaisant
Lv = (f,g); de plus, il existe une constante K = K(r, o, 3,Q) > 0 telle que

£ |, < Kllflly,, ¥ feYe, i=1,2. (7.11)

Par conséquent, ’hypothése (H.) est satisfaite.

3. L’opérateur non-linéaire Q : Xo — Ys donné par (7.9) est bien défini, par construc-
tion (étape 1.2). Nous voulons montrer les estimations

1R[] = Qullly, < allvlly, llwllix,)lv—-wlx,

191y, e2(llvllx, ) o1l x,

pour tout [[v]|x, ,|lw|lx, <1, ol ¢; > 0 sont des fonctions continues, séparément

IN

croissantes et dépendant de r, a, 3,7v,Q, A\. Par définition de Q, nous voyons ces
estimations pour les trois opérateurs @1, Q2 et T'.

— L’estimation de @Q1[v] nous provient directement des propriétés du déterminant
(voir la démonstration du lemme 3.3) :

1@1f0] = @ifwlllcos < arlllullgs s [0llg2) lu = vlig2s s
[@iflllgra < callvllgas) [0l grrza -

— L’estimation de Q2[v] se fait exactement de la méme maniére que dans le lemme
4.9, en utilisant le fait que p € C"™27, ce qui donne

1Q2[v] = Q2lwlllgrs < e (fullgzs s [0llg20) lu = vlig2s s

1Q2v]llgr1.a < ca(llvllgzs) 0l greze -

— Enfin, le terme T'[v] est un scalaire (c’est-a-dire une fonction constante), donc, en
utilisant ce qui précéde,

Q
crita = [T]] < u||Ql[v]||co+IIQQ[W]IIco < co([|vllgas) vl

I < o0

Crt+2.a -

De méme,
T(v) = T(w)| < crllvllgas s [wllg2s) lv = wll o

Toutes les hypothéses du théoréme 2.4 sont vérifiés; il existe donc une constante € =
e(r,a, 8,7,92,A) > 0 telle que pour tout (f —1,0) € Y5 satisfaisant I'inégalité

I =10y, = [If = Ugos <,

le probléme (7.10) admet une unique solution v € X, satisfaisant

[0l g2s < KL =1 goss »

||U||cr+2,a <K|f - 1||cm )
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o K =K(r,a,8,Q,A) > 0.

Etape 3 : difféomorphisme. Par ce qui précéde, il existe une solution v € C™+2(Q) au
probléme (7.8), si
If = Uigos <e

Alors u := ¢y + v est une solution de

det(V3u) = f dans Q
p(Vu) =14 Tu — o) sur 99).

De plus, par ’étape 2, nous avons les estimations
lu = ollces < K|f = 1lcos < Ke,

[ = @ollgriza < KNf = 1lgra-

En particulier, puisque ¢o(z) = 3|z|?, le lemme 7.19 implique que pour & suffisamment
petit,

Vu € Diff(Q; Vu(Q))
Etape 4. Enfin, il nous reste & montrer que
Vu(Q) = Q.
Posons
Qr = {z € R : plx) < 1+ T[u— ¢},
qui est un ensemble ouvert, borné et de classe C"+2<. Alors, par définition de p,
p(Vu)=1+Tu—¢o] < (Vu)(0R2) C oQr
Or, par définition de T,
lu = @lloes < Ko = |Tlu— o] < Ke

avec K > 0. En choisissant ¢ suffisament petit, nous pouvons nous assurer que {)p et
(Q7)¢ ont la méme connexité que Q et (Q)¢ (autrement, il existerait un point zg €
tel que p(zg) = 0, ce qui contredit le théoréme 7.2). Par conséquent, puisque Vu est un
difféomorphisme, par le lemme 7.17,

Vu(02) = oVu(Q) C 0Qr = Vu(Q) = Qr.
Pour finir, montrons Q = Qp. Puisque p est continue sur R™, alors on a par définition

QCcQr siT>0
ODQr siT <O,

Puisque Vu € Diff(€; Qr), det(V?u) = f et [, f = mes(Q), alors la formule classique du
changement de variables nous donne

mes(Q)) = /Qf = /Qdet(VQU) = /vu(ﬂ)dy
= /QT dy = mes(Qr).

En appliquant la proposition 7.18, nous avons {2 = Qp = Vu(Q). O
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Remarque 7.8.

(i) Le résultat peut se généraliser pour le probléme

(7.12)

det(V2u + V(hu)) = f  dans Q
Vu + hu € Diff(Q,Q),

ott h € C"*1(Q; R"™) admet des fonctions H € C"+2%(Q) et g € C™F2(Q) telles
que
h=VH et Vpo+hpo=id sur Q. (7.13)

Ce probléme est cependant moins intéressant, car la condition (7.13) est trés rigide,
et il est notamment nécessaire que

x;h (z) = z;hi(z), VY1<i<j<n, v=(21,...,2,) € Q.

(ii) Par une démarche de linéarisation similaire a celle du chapitre 5, il est possible de
résoudre par la méthode du point fixe des problémes de la forme

F(z,u(z), Vu(z), Viu(z)) dans 2
Vu € Diff(Q; Q).

7.3 Second résultat

Nous travaillons maintenant un probléme plus général

{ g(Vu) det(V2u) = f dans Q (7.14)

Vu(Q) = O,

ou 2, Q* sont ouverts, bornés et connexes, f,g > 0 et

Jit= o

Nous voulons résoudre ce probléme en appliquant la méthode du point fixe. La démarche
est essentiellement la méme que pour le probléme précédent, cependant, la présence du
facteur g va demander une version plus forte du théoréme 2.4.

Hypothése 7.9. Soient
- 0<f<a<y<,reNN,
- Q,0* C R" ouverts, bornés, connexes, de classe C"™127 et dont le complémentaire

est connexe, définis par les fonctions p, p* € C"+27(R")
— feC™(Q) et g € C"TLY(RM) tels que f,g > 0,

/Qf:/m 0 (7.15)

— des constantes A1, Ay > 0 telles que

||P| Cr+2,7(8%Q) ||P*| Cr+2.7(0Q) ||g||cr+1,'y(m) < A, |g| > Xy sur 90"
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Théoréme 7.10. Sous les hypothéses 7.9, il existe une constante € = e(r, a, 8, A1, A2) > 0
telle que pour tout f,g, p, p* satisfaisant

1f = 9llcos@ o= P lcrizaian) <& (7.16)
le probléme (7.14) admet une solution strictement convexe u € C™+2(Q) telle que
Vu € Diff(Q; Q).
De plus, il existe une constante K = K(r, a, 5, A1, A2) > 0 telle que

e = eolleza < K (If = gllcosa + I = p"llcrsaon )

lu = Gollgrina < K (I = glora + 1o = #lgrszaon) )
avec ¢o(z) = 1|z|2.

Remarque 7.11.

(i) Comme pour le théoréme 7.6, la comparaison de ce résultat avec celui d’Urbas [65]
montre que nos hypothéses sur f, g, et Q* sont plus générales, en particulier €2
et Q" n’ont pas besoin d’étre uniformément convexes. En contrepartie, nous avons
besoin de données petites (inégalité 7.16).

(ii) Il n’est pas nécessaire que V" 1g et V" 2y aient la méme Holder-régularité (c’est-
a-dire soient de classe C%7), par contre il faut que leur coefficient de Holder soit
strictement supérieur a a.

Démonstration. La démonstration se déroule en 4 étapes.
Etape 1 : linéarisation. Par le lemme 7.3, il existe des constantes C' = C(r,a, A1) et
g1 =e1(r,a, A1) > 0 tels que si p, p* satisfont

lp— P*”(JH—?,a(aQ) <eéey,
alors il existe une fonction ¢ € C™+2%(Q) satisfaisant Vo € Diff(Q, %),
p*(Vo)=p et p=¢y sur 0N
et I'inégalité
I — <P0||cr+2yc«(§) <Clp- P*Hcr+1,a(ag) : (7.17)

Supposons que u soit une solution de (7.14) et posons v := u — .

FEtape 1.1. La premiére équation de (7.14) devient

f = g(Vv+ V) det(Vv + V)

[9(Ve) +(Vg(V); Vo) + G(z, Vv)]
- [det(V2) + (adj,_, VZ¢; V20) + R(z, V?v)]
9(Ve) det(V) + div(g(Vip) Vo) — Mv — Q1 [u],
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ou G et R sont des termes non-linéaires issus de la linéarisation de g et det respectivement,
et, pour tout (r,z,&) € Q x R™ x R™*",

M(z,z,€) = div(g(Ve)2) = g(V) (adj,_1 V2; €) = (Vg(Vp); 2) det(VZg),  (7.18)

Qi(z,2,8) = (adj,_1V?0;€)[9(Ve) — 9(Ve + 2)]
—det(V29) [9(Ve + 2) — 9(Ve) = (Vg(Ve); 2)]
—9(Vep + 2) [det(V2p + &) — det(V2p) — (adj,_, V23 )],
Mu(z) := M(z,Vo(z), VZo(z)), Qi[v] = Qi[v](z) := Q1(x, Vu(x), Vv (x)).
Nous obtenons ainsi I’équation linéarisée

div(g(Ve)Vv) = f— g(Ve)det(V2p) + Mv + Qq[v] dans Q. (7.19)

Etape 1.2. En supposant que Vu soit un difféomorphisme, par les hypothéses sur € et
Q* nous pouvons appliquer la proposition 7.17 qui nous donne I’équivalence

Vu(@) = Q@ & Vu(iR) = 0Vu(Q) c Q" <  p"(Vulz)) =1, Ve

On a donc
1 = p"(Vo+ V) = p*(Ve) + (Vo (Ve); Vo) — Qa2[v]. (7.20)

ol, pour tout (z,z) € 9N x R™,
Qa(,2) i= —p"(Ve +2) +p" (Vo) + (Vo' (Vy); 2)
Q2[v] = Q2[v](z) = Qa2(z, Vo(z)).
Puisque Vi € Diff(€2; Q%) et Q* est de classe au moins C?, alors
Vp(0Q) = 00"
d’ot, par le théoréme 7.2,
p"(Vo)=1, Vp*(Vp)=v sur 99,

ou v est la normale extérieure a 2. Ainsi, 7.20 devient simplement

ov
3 Q2 [v]. (7.21)

En regroupant les équations (7.19) et (7.21), nous reformulons (7.14) sous la forme
d’un probléme de Neumann.

{ div(g(Vp)Vv) = f — g(Vi) det(VZp) + Mv + Q1[v] dans (7.22)

% = Q2[v] sur O9Q).
Etape 2 : probleme bien posé. Pour que le probléme (7.22) soit bien posé, il faut qu’il
vérifie la condition de compatibilité

~ _ o
/Q div(g(Ve) Vo) = /a . 9(Vo) 5
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Par ’hypothése (7.15), nous avons

/[f (V) det(V3y) /f /Q*g—O

Cependant, nous n’avons généralement pas

AMU+Q1[v]:/BQg(Vw)Q2[v]~

Posons Th(v), Tg(v) € R les quantités

T) = ( | Qg<w>)_l [
To(v) = ( / Qg<w>)_l [ [ @i~ [ ng«»)@z[v]}

qui sont bien définies, car g > 0. Alors le probléme de Neumann suivant est bien posé :

{ div(g(Vp)Vv) = f — g(Vi) det(VZp) + Mv + Q1v] dans (7.23)

% =Tu(v) + Q2[v] + To(v) sur 0€2.

FEtape 3 : point fize. Nous voulons appliquer le théoréme 2.6 sur le probléme (7.23).
Soient les espaces de fonctions

X = {UEC’Z’ﬁ(Q):/ﬂvO}, X = {WGCT+2’O‘(Q):/QUO},

Y = {(fl,fg) c C%P(Q) x CHP(Q / 1= /aQ (VW)JE}

Ys = {(fhfz)ecr’a( ) x CTHh(Q /fl - 9(Vo) f2 }
munis de leur norme usuelle. Soit I'opérateur linéaire £ : Xo — Y5 défini par
Lo = <div(g(Vgp)V1}), gz> .
Soient les opérateurs M, Q : Xo — Y5 définis par
Mu = (Mv, Ty (v)), Qo] := (Q1[v], Qa[v] + T (v)).
Par construction, le probléme (7.23) est équivalent & résoudre dans Xy
Lv = (f — g(Vep) det(Vp); 0) + Mo + Q[v]. (7.24)

Veérifions les hypothéses (Hxy), (Hz) et (Hamo)

1. La proposition A.5 assure que 'hypothése (Hxy ) est satisfaite.
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2. L’opérateur L correspond a un probléme de Neumann. Par le théoréme B.9, £ est
inversible a droite et il existe une constante K1 = Ki(r, a, A1, Q) telle que

||ﬁfl(f17f2)||xi < Kill(f1, f2)lly,, V¥ (f1,f2) € Yo, i=1,2.
L’hypothése (H.) est donc satisfaite.
3. Par définition de T/ et T, les opérateurs M, Q et M + Q sont bien définis. Nous
voulons montrer ’hypothése (Hag), ¢’est-a-dire
12le] - Qlellly, < exllellx, -l o~ wilx, (7.25)
1R[]Ily, < eallvllx,) llvllx, - (7.26)
[Molly. < Ks lle — wol vllx,, YoeEYy, i =12, (7.27)

avec Ko = Ko(r,a, 8, A1,A2) > 0 et ¢; > 0 des fonctions continues, séparément
croissantes et dépendantes de r, a, 8, A1, A2. Nous noterons ~; = v;(r, o, 8, A1, A2) >
0 des constantes indépendantes de u,v € Xs.

X;

— D’abord, par le lemme 7.5, pour tout v, w € X5 satisfaisant

[ollgae s lwllges <1,
(Vo +tVo)(Q), (Ve + tVw)(Q) Cc O, Y te0,1],
nous avons
1Q1[v] = @rfwlllgos < Mllvllges + lwllges) lv = wleas

1Q1[v]]

cre SN [|v] crt2,a HU”CQﬁ .

— Les estimations

1Q2[v] = Qa[wlllcrs < crllvllgzs s lwllges) lv = wll e
1Q20]llgr1.a < callvllgrez.e) 1Vl gz -

sont obtenues de la méme fagon que le lemme 4.9, en écrivant, par exemple,

Q2[v] = /O (Vp* (V) = Vp* (Vo +tz); z) dt

et en utilisant le fait que p* € C"27(R"™).
— Enfin, puisque

7o) = ( [ Qg<w>)_1 [aw- [ sw).

et, par hypothése, |g| > Ay > 0, alors nous avons directement, par ce qui précéde,
To(v) = To(w)| < cxll[vllcas s [wllgz.s) ([0 = wll s s

‘TQ(U)‘ < C2(||U||cv~+2,a) HUch,B )

ce qui montre les inégalités (7.25) et (7.26).
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— Nous montrons (7.27) pour la norme Y5, 'autre étant identique. Nous réécrivons

(7.18) comme
Mv = Myv 4+ Msyv + Msw,

avec

My = g(Ve) (Vv 1, —adj, V),
My = (Vo; (Ve — 1)V (9(Vy))) .
Ms = (Vu;Vgo V) (1—det(V3p)).
Puisque @o(z) = |2]?/2, il suffit de voir que
Hadjn_1V2<p0 — adjn_1V2np’

HV2QP0 - VQSD’ Cre <72 ||<P - <POHcr+2,a s
|| det(VZp0) — det(V2y)|

Cr,oc

cr«

d’ot, par le théoréme A.7 et le fait que [|g||criz.a < A,

[Mvllgra <3lle = ¢ollorize [Vl greza -

o) = ( [ Qg<w>)_l [ are

et |g| > A2 > 0, alors nous avons directement

Ensuite, puisque

ITar ()l grsra = [Ta (V)] Y l[M(0)llco <75l = wollgreza ([0l grrz.a s
ce qui achéve de montrer (7.27).

Etape 3.4. Toutes les hypothéses étant vérifiées, nous appliquons le théoréme 2.6 sur
(7.23) : il existe 2 > 0 tel que si les données satisfont

le = @ollgrsz.a@) < €2, (7.28)
= 9(Ve) det(V2g0)||Coﬁ(§) < &9, (7.29)
alors (7.24) admet une solution v € X5 telle que
[0l < ki [[f = 9(Ve) det(VZ0) | o »
[ollgriza < ki |[f = g(V) det(V2)|

Nous voulons définir une constante € > 0 telle que pour tout f, g, p, p* satisfaisant

Ccra

If - g”co,ﬁ(ﬁ) Ao — P*Hcrw,a(ag) <e (7.30)

les inégalités (7.28) et (7.29) soient vérifiées. D’abord, par l'inégalité du triangle, nous
avons

||f—g(V<p) det(v2@)||co,ﬁ(ﬁ) < Hf_g”CO,B(ﬁ)
+lg = 9(Ve) det(V29)]| cos g,
I1f = gllcos @) + 76 l9llcr.s @) o = Pollgz.s @y

IN

IN

17 (1 = gllcos@) + 10— " lersaony )
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ot nous avons utilisé (7.17) dans la derniére inégalité. Posons

. €1 &2 &2
g = min 51,6,6,2777 5

ou £1,C > 0 ont été introduits dans I’étape 1. Ainsi, pour tout f, g, p, p* satisfaisant
If - g”co,ﬁ(ﬁ) o= P*||cr+2,a(ag) < s,
nous avons, d’une part, par ce qui précéde,
2
1 = 9(V) det(V20) || cos(my < 2776 < e2.
D’autre part, par (7.17),
||P_P*||CT+2,a(aQ) <& = ||<P_<POHcr+2,a(§) < Cey,

d’on -
Hp_ p*||cr+2,a(aﬂ) S 3 S mln{ 517 617.]07“0/0520}

. 13
= ||90—900\C,.+2,a@ < Cmin {61,517#@0820} < e3.

Alinsi, sous la condition (7.30), les inégalités (7.28) et (7.29) sont bien vérifiées, et donc le
probléme (7.23) admet une solution v € CTT2(Q) satisfaisant les estimations

IA

||U||CT+2‘<¥ 8 Hf - g(VQD) det(VQQO)’ Ccre(Q)

K (If = gllcra + o = #'llcrsaaon )

IA

et
llezs < & (If = gllcnsa + o= p"llorzom ) -
FEtape 4. Pour conclure, on vérifie que la fonction u := v + ¢ € C™t2%(Q) est solution

de (7.14). Nous savons que u satisfait les équations

{ g(Vu)det(V?u) = f dans Q (7.31)

Vu(09) C 997,
ou
Qp={zeR":p"(z) <1+T(uv)}, T(u)=Tulu—ep)+Tou—y)eR,
et les estimations

lu = @lerize < K (IF = gllgna + 0= lorze@n)

lu = @llezs < K (If = glloos + I = pllorizmon ) < 2Ke.

En particulier,

lu = ¢olloz < lu=¢llo= + lle = pollc= < e(1 +2K).
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Puisque ¢o(z) = 1|z|?, en choisissant ¢ suffisamment petit, le lemme 7.19 nous assure que
Vu € Diff(Q, Vu(Q)).

De plus, comme T'(p) = 0 et p* est continue, on peut également s’assurer que T'(u) soit
suffisamment petit pour que 27, et son complémentaire soient connexes. Par conséquent,
la proposition 7.17 implique que

Vu(Q) = dVu(Q) € 9 =  Vu() = Q.

Ensuite, par I’hypothése (7.15) et le fait que u soit solution de (7.31),

/*g—/f / (Vu) det(V3u) = /ng.
[o=]

Q" CQrF ou QF DO,

par conséquent

Puique g > 0 et

alors nous avons nécessairement mes(2*) = mes(Q2%.), et donc, par la proposition 7.18,
O* = 5, don
Vu(Q) = QF.

Pour finir, nous pouvons substituer ¢ & ¢ en utilisant 'inéaglité triangulaire et le lemme
7.3, ce qui nous donne les estimations finales

lu = Gollgrszay < K (I1f = gllorag + 10 = 0" loranon )

lu = ¢ollczs < K (I = glovs + 10 = 0 lerssaon) -

7.4 Annexe : Régularité, connexité et convexité

Dans cette section, nous montrons quelques résultats de topologies utilisés significati-
vement dans les preuves des principaux résultats du chapitre.

Définition 7.12 (Domaine régulier). Soit @ C R™ ouvert et borné. On pose
Q={zeR":|z;| <1, V1<i<n},
Ry ={z€eQ:2,>0}, Q- ={ze€eQ :2,<0}, Qo:={zx€Q:z,=0}.
Nous dirons que €2 est régulier s’il satisfait au moins une des propriétés suivantes.

(i) Pour tout r > 1, on dit que 2 est de classe C" si, pour tout & € 0L, il existe un
ouvert U C R™ contenant x et une application bijective H : U — @ satisfaisant

HeC(U;Q), H'eC'(Q;U),
HUNY)=Q,, HUNQ)=Q_, HUNN) = Q.
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(i) Si H et H~! sont de classe C™%, avec 0 < a < 1, alors ) est dit de classe C™.
(iii) Si H et H~! sont de classe C%1, alors () est dit lipschitzien.

Remarque 7.13. Une conséquence élémentaire de cette définition est que le voisinage U
peut étre choisi arbitrairement petit.

Proposition 7.14. Soient 2 C R™ ouvert, borné et régulier. Alors

Q = int(Q).

Démonstration. L’inclusion Q C int(Q) est triviale, car int({2) est par définition le plus
grand ouvert contenu dans . Supposons par ’absurde que cette inclusion soit stricte et
soit

z € int(Q) \ Q = int(Q) N IO # 0.

Par régularité de €2, il existe un voisinage ouvert U > x tel que

Una #0. (7.32)
Par la remarque 7.13, puisque int(£2) est ouvert, U peut étre choisi suffisamment petit
pour que

U C int(Q),
ce qui contredit (7.32). O

Remarque 7.15. Le résultat est faux si €2 n’est pas régulier. Par exemple, soit B C R"
la boule unité et

Q:= B\ {0}.

Alors ) n’est pas régulier en 0 € 012, au sens de la définition 7.12 et

QO =DB, int(Q)=0B.

Corollaire 7.16. Soient 2, A, B C R™ ouverts, bornés et réguliers. Alors les trois pro-
priétés suivantes sont vraies :

N =0Q), Qrc=09, AcB = AcCB.

Proposition 7.17. Soient A, B C R" ouverts, non-vide, bornés, connexes, réguliers et

tels que les complémentaires (A)° et (B)° soient connexes. Alors
0ACoB = A=B.
Démonstration. Par passage au complémentaire, nous avons
AU (A)° > BU(B)". (7.33)
Puisque (A)¢ et (B)¢ sont non-bornés et connexes, on a nécessairement

(B)° C (A)",
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ce qui implique, encore une fois par passage au complémentaire et par le corollaire 7.16,
ACB. (7.34)
Revenant a l'inclusion (7.33), par connexité, nous avons
BCA ou BcC(A"
Si on avait B C (A)¢, alors par (7.34), nous aurions
AcC BcC (A,
ce qui est absurde, d’ot, nécessairement
B C A,

et donc A = B.

Proposition 7.18. Soient A, B C R" ouverts, bornés. Alors

ACB
mes(A) = mes(B) = A=B.
int(4) = A

Démonstration. Etape 1. Nous commencons par montrer que
B\ A C 0A.

Soit € B\ A = BN A€ et supposons par ’absurde que © ¢ 0A. Puisque z € A°\0A = A

il existe un voisinage ouvert U C (A)¢ contenant x. Or, B étant ouvert et € B, on peut
prendre U suffisamment petit pour avoir

zeU C Bn (A"
Ceci est absurde, car, par hypothése
0 <mes(U) <mes (BN (A)°) = mes(B) — mes(A) = 0.
Etape 2. De ce qui précéde, nous avons
B=(B\A)UACOJAUA=A,
d’oi1, par définition de l'intérieur d’un ensemble et par hypothése,
B Cint(A) = A,
ce qui conclut la preuve. O

Lemme 7.19. Soit Q C R™ ouvert, borné et lipschizien et une application U € C1(2;R").
Alors il existe € > 0 tel que si
||U - ld”C’l S g,

alors U € Diff(Q; U(Q)).
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Démonstration. 1l suffit de vérifier que U est injective. La preuve se déroule en trois
étapes.

Etape 1. Nous montrons d’abord que 1’on peut, sans perte de généralité, se restreindre
a ) convexe. Soit Br C R” la boule centrée a 'origine et de rayon R > 0 suffisamment
grand pour que Q C Bg. Puisque € est lipschitzien, il existe une application

E:CYQ;R™) — C'(Bp;R")
telle que (voir [9], théoréme 16.11)
EU)g=U et IlE(U)‘lcl(?R;R”l) <K ||U||01(§;1Rn) )
ot K > 0 ne dépend pas de U. En particulier,
[EU) —idl|lc: < K||U —idc < Ke

et si E(U) est injective sur Bpg, alors U est injective sur Q.

Etape 2. Montrons que VU est définie positive pour ¢ assez petit. Par hypothése,
|VU(z) - I,] <&, VzeQ,

d’ot, pour tout p € R” et = € Q,

(VU(z)p; p)

v

(VU(x) — L) p; p) + [p|?
(1—¢)lpl*.
~——

=:A>0

Ftape 3. Par l’étape 1, nous supposons que € est convexe. Soient 1,z € Q tels que
1 # xo. Par convexité de €2, nous pouvons écrire

(U(21) — Ulwa); o1 — w2) = /0 % (U (s + t(z1 — 22))] ;21 — w2) dt

1
= /O <[VU(.’E2+t(SU1 —(Ez))(.’[l —(EQ)} ;L1 —1’2> dt

Y

A\xl—z2|2 > O,

oul nous avons utilisé I'étape 2 dans I'avant-derniére inégalité, d’ou U(x;1) # U(x2), ce qui
termine la preuve. O
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CHAPITRE 8

LEQUATION DES ONDES
SEMI-LINEAIRE

Dans ce chapitre, nous appliquerons la méthode du point fixe sur I’équation des ondes
semi-linéaires

{ u(z,t) — AAu(z,t) + Q(z, t,u(z,t)) =0 : (z,t) € R* x (0,7T)
u(z,0) = g(x), w(x,0) = h(x) : oz eR™

Ce probléme est classique dans la théorie des équations hyperboliques non-linéaires. Voir
John [42], Sogge [55] et Strauss [56].

8.1 Le résultat principal

Sans perte de généralité, nous supposons ¢ = 1, quitte a effectuer un changement de
variable. Commencgons par fixer des notations qui seront utilisées tout au long du chapitre.

Notation 8.1. Pour tout 7" > 0 nous écrivons
R} :=R" x (0,T) et RIE:=R"x[0,T].

Soit @ € C*(R%: x R), Q = Q(z,t,y). Soit un multi-indice a = (a1,as) avec a; € N" et
as € N, et b € N tels que 0 < |a|,b < k. Alors nous notons les dérivées partielles

a a\a\Q b abQ
‘D:L’,tQ = W et DyQ = W

De plus, pour tout u € C°(R%), nous notons
Qlu] = Q[u](x,1) := Q(a, t,u(x,1)), V (z,t) € RE.

Hypothése 8.2. Soient
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n=12,3, m:= ["TH],reNetT>0;

— g e CrHMTLRY) et h e CTHM(R)

— une constante M > 0 et une application @ € C"*™(R% x [-M, M]), Q = Q(z,t,y)

telle que, pour tout (z,t) € R% et |y1],|y2| < M, nous avons les inégalités

|Dg 1 Q(x,t,y1) — Dy ,Q(2,t,y2)| < villyal + |y2])lyr — v2l,
D% DSQ(w,t,y1) — DY, DQ(x, t,y2)| < v2lyr — val,

(8.1)
(8.2)

avec 0 < al, |b|+¢c <r+m, c>1et 7 > 0 des constantes indépendantes de (z,1) ;

— une constante A > 0 telle que
1@l gram < A

Remarque 8.3. Les espaces de fonctions C"(R™) sont compris au sens de la définition
A1, c’est-a-dire que si u € C"(R™), alors u est ses dérivées jusqu'a l'ordre r sont bornées

dans R™.

Théoréme 8.4. Sous les hypothéses 8.2, il existe € = e(r, T, M, \,7y;) > 0 tel que si @, g

et h satisfont
QIO grsm + [Igllcrtasm + [[hllgrem <&,

alors le probléme

uy — Au+ Qul =0 dans R}
u(x,0) = g(x), wu(z,0) =h(z) dans R"™.

admet une unique solution u € C’”%M). De plus, il existe une constante
K=K(rT,M,\~)>0
telle qu’on ait 'inégalité
crin < K (1QIO]
Démonstration. Fixons le cadre fonctionnel. Soient les espaces de fonction
X = CT+2(@), Y = C"T(R}) x CrHIFm(R™) x CTTY(R™)
Z = C"(R}) x C"(R™) x C"(R™).
Soient les applications L : X — Z et @ : X — Y définies par

[[ul

Y

cr+m + ||g| C7'+7n) .

Lu = Lu(z,t) := (ug(x,t) — uge(z,t), u(z,0),u(z,0)),

Qlu] = Qlul(z,t) = (Qz,t, u(x,t)) — Q(x,1,0),0,0), Q[0] = 0.

Soit F' € Y défini par
F(z,t) := (Q(z,t,0),g(x), h(zx)).

Nous avons alors I’équation équivalente

Lu+ Qlu] = F.

(8.3)

(8.4)

Vérifions les trois hypothéses du théoréme 2.8. Puisque X est un espace de Banach (voir
remarque A.3) et Y C Z, alors 'hypothése (hxy ) est vérifiée. Les hypothéses (hz) et (hg)
sont respectivement vérifiées par le théoréme B.11 et par le lemme 8.9, ce qui termine la

preuve.

80

O



Remarque 8.5.

(i) Si n > 3, alors on a nécessairement besoin que f € C™(R%}.), avec m > 3. Puisque
la solution de I’équation des ondes ne peut pas gagner en régularité, il n’est plus
possible de trouver une application non-lineaire ) € C™ (@ x R) telle que

(z,t) = Q(z,t,u(x,t)) € C™(RY) si ue C*RY).

(ii) Nous pouvons généraliser le résultat avec un terme semi-linéaire Q(u, us, Vyu) dé-
pendant des dérivées premiéres, mais seulement pour n = 1. En effet, pour la méme
raison que dans la remarque précédente, ’absence de gain de régularité ne nous
laisse, au mieux, que la possibilité d’avoir

Q(u,up, Vyu) € Cl(@),
alors que la régularité minimale requise pour n > 2 est de classe C2.

(iii) Nous ne sommes pas en mesure d’améliorer le résultat avec des paires espaces de
fonctions ayant un ordre de dérivation différent, c’est-a-dire utiliser

X1:=C*R}), Xo:=C""?(Rp),
Yy = C™(R}) x C™THR™) x C™(R™),
Yy i= C"T™(RE) x CTHHLR™) x CTHM(R™).
avec r > 0 entier, car la proposition A.5 n’est pas applicable ici.

Le corollaire suivant traite du cas particulier ou la composante non-linéaire ) a ses
variables (x,t) et u séparées par un produit.

Hypothése 8.6. Soient

-n=123 m:= [%“],reNetT>O;
— des fonctions f,p € C"™t™(R%), g € C"TH(R™) et h € C™T™(R™);

— une application ¢ = q(y) € C"t™[—M, M] telle que ¢(0) = 0 et

la(w) — q(v)| < Ko(lul + Jv[)[u —v], V (2,1) € R} (8.5)
oul Ky > 0 est une constante ;

— une constante A > 0 telle que

[Pl rm s gl rima < A

Corollaire 8.7. Sous les hypothéses 8.6, il existe ¢ = e(r, T, M, \) > 0 tel que si f, g et
h satisfont
||fHC7'+'nL + Hch7-+m+1 + ||hHC'V'+'nL <kg,
Alors le probléme semi-linéaire
ug — Au+pqlu) = f dans R}
u(x,0) = g(x), wu(z,0) =h(x) dans R™.
admet une solution u € C"*2(R%.). De plus, il existe une constante K = K (r, T, M, \) > 0

telle qu’on ait I'inégalité

[ullgriz S K ([fllgrem + lgllgremss + [hllgrem) -
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Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme 8.4 &

Q(xvtvy) = p(x,t)q(y) - f(xvt)

qui satisfait 'inégalité (8.1) grace a 'hypothése (8.5), et qui satisfait (8.2) grace au fait
que les dérivées de ¢ sont lipschitziennes, par hypothése. O

Exemple 8.8. Soient n = 1,2,3, p > m := [%£2] et I'application q(u) := ulu[F. Alors

q € C’If)nc’l(R) et, en procédant comme dans ’exemple 4.15, nous avons
lq(u) —q(v)| < C(u] + [v)]u—v] ¥ |ul,|v] <1,
ou C = C(p) > 0 est une constante. Ainsi, en appliquant le corollaire 8.7 au probléme

{ Uy — Au+ ulul? = f dans RZ (8.6)

u(z,0) =g(z), w(z,0)=h(z) dans R",
il existe € = (T, p) > 0 tel que si
[fllgm +llgllgme +1Pllgm <&,
alors le probléme 8.6 admet une solution u € C?(R" x [0,7]) telle que

[ullge < K (I fllem + llgllgmes +[1Allgm) »

ou K = K(T,p) > 0 est une constante.

8.2 Un lemme technique

Nous allons montrer un lemme technique utilisé dans la preuve du théoréme 8.4.

Lemme 8.9. Sous les hypothéses 8.2, supposons de plus que
Q(x,t,0) =0, V (x,t) € RE. (8.7)
Soient u,v € C™2(R%) tels que ||ul|grsz s [[0]| grie < M. Alors
Qu] € C"T(RE) (8.8)
et nous avons les inégalités
1Qu] = Qu]llgram < K ([[ullgrez + [vllgre2) lu = vllgrsa s

ol K > 0 est une constante indépendante de u, v.

Démonstration. L’assertion (8.8) est évidente, car m < 2 pour 1 < n < 3. Nous démon-
trons le lemme pour le cas n = 3, m = 2 et r = 0, les autres cas étant trés similaires.
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Etape 1. Dans cette étape préliminaire, nous montrons quelques inégalités qui seront
utilisées dans la suite de la preuve. Nous désignerons par K; > 0 des constantes indé-
pendantes des variables z,t et y. Les inégalités (8.1) et (8.7) impliquent que pour tout
(z,t) € @7

Q(l’,t, h) B Q($7ta 0)
h

= 1 < 1 = 0.

Combiné avec I'inégalité (8.2), nous obtenons également
|Qy(x,t,y)|§K1\y|, V(x,t,y)e @X [_MaM]

De plus, puisque les applications considérées sont uniformément bornées, nous avons
|ny($,t7y)| SK27 V(x,t,y)eﬂx [_M7M]~

En appliquant les mémes raisonnements sur les dérivées de @@ par rapport a x et ¢, nous
avons, pour tout opérateur différentiel Dg ; avec 0 < |a| < 2, les inégalités

D%, Qy(@. ty)l < Kilyl, ¥ (v.ty) € RE x [-M, M], (8.9)

|D;7toy(xat7y)‘ S K27 v (’Ivtvy) € @ X [7M3 M] (810)

Etape 2. Montrons l'inégalité

1Q[u] = Q]llcz < K ([[ullgz + [vllg2) llu = vllg2 (8.11)

avec u,v € C%(RY) tels que ||u|q2 , [|v]|c2 < M. Soient (z,t) € RY..

1. Par (8.1), nous avons directement

Qul(x, t) — Qv](x, 1) Ko(lul + [v]) [u =]

<
< Ko([[ullez + vllg2) lu = vlle=,

2. L’estimation des dérivées partielles d’ordre 1 étant identique pour chaque variable,
nous effectuons uniquement celle en ¢. Puisque

0Q(z, t,u(x,t))

o = Q¢(z,t,u(x, b)) + Qylx, t,ulx, t))us(x, ),

alors

5 [Qlul(z,t) = QI(z,1)]| = [Qefu] + Qylu] ur — Q:[v] + Qy[v] vel

|Q:[u] = Qe[v]] + 1@y [u]||ur — vil
+ [Qylu] = Qylv][[e].

IN

Les inégalités (8.1), (8.2) et (8.9) impliquent que

|Qe[u] — Qe[v]| < Ko(lul + [v])u— v,
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|Qyu] — Qy[vll < Kilu—vf, |Qy[u]l < Kilul,

d’ott
0
5 Qlul(,1) = QLl(z, )] < Ko(lul + [v])lu — v + Kilullus — v,
+ Ki|u — vl|v]
< Ks([Julles + llvlle2) llu = vllg= -

3. Pour 'estimation des dérivées partielles d’ordre 2, nous en effectuons également une

seule. Puisque

2
GOt uw,0) -, )+ Quiylilite, + Qs

6$Z‘3Ij
+ ny [u]uizu% + Qy[u]uzizﬁ
alors
82
8:1:1'8%- [Q[u]@j’t) B Q[U}(x’t)} < |Qw1% [u] - QIi(Ej [UH + |Q$zy[’v]||uzz — Vg,
+ |Q17]?/[u] - Qf”;y[v]HumJ' + |szy[u] - Qzly[U]HuIl + |szy[v]||ui6; - UIj|
+ [Quy [u] = Quy[v][lue,||ue, | + [Qyy[v]l[te, — va, [[ua,|
+ |ny[vmvwz||u% - Uﬂcj| +1Qy[u] — Qy[v]lluw,%\ + |Qy[v]||uwl% — vwﬂj|
< Ko(lul + [v])u = v + Kifu = v|(Jug,| + |uz, ) + Kilu — vz, |[us, |

Uy, |

+ K1|U|(|U$l — Vg | T |qu - vﬂﬂj') + K2|u961 — Vg,
+ K2|Uxi||uxg - ij| + Kilu— v”“ﬁ"ﬁ,| + Kilv|

< Kz (|lullez + lvllg2) [lu = vl

Ug;z; — vzi£j|

ol nous avons utilisé les inégalités (8.1), (8.2), (8.9) et (8.10), ce qui termine de

montrer (8.11).
O

Remarque 8.10. Par le fait que z — Q(xz,t,u(x,t)) n’est pas défini sur un ensemble

borné, nous ne pouvouns pas utiliser les propriétés des compositions de fonctions (théoréme
A.9) pour obtenir les estimations voulues.
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Deuxiéme partie

Le probléme des deux puits
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CHAPITRE 9

LE CAS NON-DEGENERE
DET(A), DET(B) # 0

Nous allons étudier dans les prochains chapitres un probléme d’inclusion différentielle
appellé le probleme des deux puits, dont la formulation est la suivante. Etant donnés
deux matrices A, B € R?*2, un domaine Q C R? ouvert et borné, et une application
ug : © — R? affine, trouver une application u € W (Q, R?) satisfaisant le probléme de
Dirichlet

{ Vu €S, USgE presque partout dans 2 (9.1)

U = ug sur 012,

o, pour toute matrice M € R2*2, on a noté

o somm— - (6] 260}

Les « deux puits » sont les ensembles Sy et Sp. Dans ce chapitre, nous allons traiter
le probléme des deux puits (9.1) pour le cas non-dégénéré ou les matrices A, B sont
inversibles, c’est-a-dire

det(A), det(B) # 0.

Dans ce cas, l'existence de solutions lipschitziennes a été montrée notamment par
Dacorogna-Marcellini [12]-[14], suivant une méthode basée sur le théoréme des catégories
de Baire, et par Miiller-Sverak [49], suivant la méthode dite d’intégration convexe de
Gromov [35].

Nous allons nous poser la question de savoir s’il est possible de trouver des solutions

un peu plus réguliéres que lipschitziennes, disons de classe C'. Nous verrons qu’il est

morc”’
nécessaire de considérer des matrices A, B dont les valeurs singuliéres satisfont

0<M(BA™H) <1< M (BATY.

Il y a essentiellement deux cas.



Le cas orthogonal : \i(BA™1) = \2(BA™!) = 1, det(BA™1) = —1. Ce cas a longue-
ment été étudié par Dacorogna-Marcellini-Paolini [16]-[21] qui ont montré Pexistence de
solutions localement affine par morceauzr et qu’il est possible de construire explicitement
de telles solutions dans un domaine borné, de maniére fractale prés du bord.

Le cas non-orthogonal : 0 < A\ (BA™Y) < 1 < M\(BA™1), M (BA™Y) # \(BA™Y).
Dans ce cas, Dacorogna-Marcellini-Paolini [21] ont montré qu’il n’existe pas de solution
localement affine par morceaux non-triviale (c’est a dire identique a sa condition de bord).

Ainsi, 'orthogonalité de A, B est, dans un certain sens, nécessaire a ’existence de so-
lutions non-triviales C .. pour le probléme de Dirichlet. Cependant, leur preuve requiert
I’hypothése que le bord du domaine considéré soit constitué d’au plus sept composantes
lisses. Le résultat principal de ce chapitre (théoréme 9.13) propose une preuve éliminant
cette hypothése et généralisant ce résultat & des domaines convexes.

Dans la section 9.3, nous allons analyser I'existence de solutions affines par morceaux
au probléme des deux puits pour des domaines n’entrant pas dans le cadre du théoréme
9.13 et nous ferons le lien avec ’enveloppe rang-un convexe Rco(S4USp) des deux puits,
qui joue un role central dans ’existence de solutions pour des inclusions différentielles.

Les sections 9.4 et 9.5 regroupent les principaux résultats connus concernant le cas
orthogonal et I'existence de solutions lipschitziennes.

9.1 Notations et résultats préliminaires

Nous commencons par établir des conditions nécessaires pour l’existence de solutions
pour le probléme des deux puits. La principale est la rang-1 connezité entre les puits S 4
et Sp, c’est-a-dire I'existence d’une matrice de rotation R, € SO(2) telle que

det(A — R,B) = 0.
Cette condition est explicitée dans le lemme suivant.

Lemme 9.1. Soient A4, B € R?*2 telles que A # B et det(A),det(B) # 0. Alors les deux

assertions suivantes sont vraies.

(i) Le puits S4 n’admet aucune rang-1-connexion non-triviale avec lui-méme, c’est-a-
dire
det(A—R,A)=0 & ¢=0.

(ii) Les puits S et Sp sont rang-1-connectés si et seulement
0<M(BA™H) <1< (BATY.
De plus, si on note
A=\ (BA Y)sign(det(BA™Y)) et p:= A\ (BA™Y),
alors
det(A—R,B)=0 <& cos(p)(A+p) =1+
En particulier, si || # p, alors A est rang-un connecté aux matrices

14+ A

RioB avec cos(©)= N

, © € [0,m].
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Autrement, si BA™! = I, := diag(—1,1), alors S4 et Sp sont totalement rang-un
connectés, c’est-a-dire

det(RyA— R,B) =0, VY Ry, Ry € 50(2).

Remarque 9.2.

(i) Le cas ot BA™! = I, correspond au cas orthogonal, que nous ne traiterons pas ici.

(ii) Sans perte de généralité, nous pouvons réduire notre analyse aux matrices

den (1) moan (20,

En effet, puisque A, B sont inversibles, on peut utiliser la décomposition en valeurs
singuliéres de la maniére suivante : il existe des rotations R, Ry, € SO(2) telles que

BA™' = R,ARy.

Posons
v(z) :=u(A T R_y), x € RyA(RQ),

qui satisfait
Vo(z) = Vu(A™'R_y2) A 'R_y.

Par conséquent,
VueSa,USg & VweS, US).

Démonstration.
(i) Soit R, € SO(2). Alors

det(A — R,A) = det(A) det(I — R,) = 2det(A)(1 — cos(y)).

Ainsi
det(A—R,A)=0 & cos(p)=1 & ¢=0.

(ii) Sans perte de généralité, nous pouvons choisir

1 0 A0
— = < l.
ae(50) (20, o

On calcule

derl A~ o) =det (1220 P ) ) ot

Ainsi

det(A—R,B)=0 < cos(p)(A+p) =1+

& —(A+p) <1+ du<A+p
& (1+MNA+p) =20, A=AN)(p-1)=0
S 0< AN <1<p.
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En particulier, si A #£ —1 # —pu, alors

1+ A
det(A—R,B)=0 <« cos(p)= )\—:_:

Enfin, si A = —1 = p, alors
det(A—-R,B)=0, V¢ €]|—mmn|.

O

Ainsi, on ne peut pas avoir de rang-1 connexion dans le méme puits. C’est a dire, entre
deux morceaux adjacents d’une solution affine par morceaux u, le gradient Vu passe d’une
valeur dans le puits S4 & une valeur dans le puits Spg, et vice-versa, mais ne reste jamais
dans le méme puits.

Voici deux lemmes élémentaires.
Lemme 9.3. Soit ’équation linéaire
Az =b (9.2)

avec A € R?*2\0 telle que det(A) = 0 et b € R2. Alors soit (9.2) n’admet aucune solution,
soit I’ensemble des solutions forme une droite affine dans R2.

Lemme 9.4. Soient a,b,c,d € R?\ {0}. Alors
detfa®@b—c®d) = 0 < allec ou b|d,

et
a®b = c®d < al|lc et b,

a®b = (albl a1by )

ou on a noté
azb;  asgbs
Démonstration. La premiére affirmation découle de
det(a ® b —c®d) = (a1ca — agzey)(bady — brda).
La seconde affirmation découle de la premiére et du fait que les vecteurs sont non-nuls. [

Les résultats suivants, établis par Dacorogna-Marcellini-Paolini [21], donnent explici-
tement la forme de la solution lorsque son gradient change de puits.

Lemme 9.5. Soient A := diag(\, p) # I> avec
0 <|A[<p,

des angles ¢, €] — 7, 7], un vecteur v € R?\ {0} et un scalaire o € R. Soit 'application
u définie par

u(x) :=

R,z Sz v) > a,
RoipAx :(z;v) < a

90



Alors u peut étre prolongée par continuité sur la ligne (z,v) si et seulement si les deux
cas suivants se produisent.

Cas orthogonal. A= —1, u =1 et v est paralléle au vecteur (1 + cos(¢), sin(¢)).

Cas non-orthogonal. 0 < A < 1 < u avec au moins une inégalité stricte, ¥ = +0 et v
est parallele au vecteur vy, ou © € [0, 7] est défini par

1 2 = 1v1 = N2
cos(0) = /\—:)\:, sin(0) = K p )\,

et

vy = (:l:\/l — A2\ u?— 1).

De plus, nous pouvons écrire

1— u(l—iz) ﬂ\/;ﬂ—wl—v

= = pot Atp
RioA=T+ar®@vs i)‘\/ﬁm . A1) ,
A RN
ou
pV1T =22 A2 -1
ay = ) .
S SIS SIS

Démonstration. Voir [21], lemme 19. O

Remarque 9.6.

(i) Le lemme nous dit qu’une solution affine par morceaux ne peut changer de valeurs
entre les puits Sy, et Sy qu’en « passant & travers » des lignes orthogonales aux deux
vecteurs de 1’énoncé.

(ii) Par le lemme 9.1, © est bien défini si 0 < |A| <1 < p et || # 1. En particulier,

0=0 & A=loup=1,
O=7/2 & I\=-1,
O=m & =L

(iii) Si |A| =1 ou p = 1, alors vy et v_ sont collinéaire et v doit étre paralléle soit a
e1 =(1,0) (simu=1)ouaey=(0,1) (si |\|=1).

Le prochain lemme concerne le cas ot deux de ces lignes s’intersectent.

Lemme 9.7. Soient A := diag(\, 1) avec
0< A <1< p,

des angles ¢, x, X', ¥ € | — 7, 7| et des scalaires «, 3 € R. Soit 'application u définie par

R,z (ryvg) > a, (mv_) >
o) B ) > 0 (aiv) <
RCF-HZJ:E '<£L’7I/+><Cv, <£L’;I/_> <ﬂ
Ry Ax :(zyvy) <a, (x3v-) >



Alors u peut étre prolongée par continuité sur les lignes (x;vy) = a et (z;v_) = [ siet
seulement si
Am=-1, x=-x=7/2 et =m.

Démonstration. Voir [21], lemme 21. O

Remarque 9.8. La seule possibilité d’avoir, sous les hypothéses du lemme, une fonction
continue, est que

x Awsvy) > a, (zyv_) > B
R_u(z) = Ry oAz Hayvy) > a, (mv ) < B
—x Hwvy) <a, (rv) < B
—RypAr (zivy) <o, (mvo) >
pour un certain ¢ € | — m, 7[.

Avant d’énoncer le dernier résultat préliminaire, nous introduisons la définition sui-
vante.

Définition 9.9. Soient A, B € R?*? inversibles telles que
0<M(BA™Y) <1< M\(BA™Y,

avec au moins une inégalité stricte. Soient les matrices @), R permettant la décomposition
en valeurs singulieres BA™! = QAR, ou A = diag(A\1, \2). Soient un ouvert Q C R? et
un ensemble 3 C Q. Alors on dit que ¥ satisfait la condition de lamination (par rapport
a A et B dans Q) si Uensemble ¥’ := RA(X) C RA() est constitué de segments qui
s’étendent jusqu’au bord de RA(2) et qui sont orthogonaux aux vecteurs

vy = <:|:\/1—/\%,1/)\§—1>.

Remarque 9.10.

(i) Si A\(BA™') =1 ou X\2(BA™1) =1, alors vy et v_ sont paralléles. On parle dans
ce cas de lamination simple. Autrement nous avons une lamination double.

(ii) En cas de lamination double, une intersection entre deux segment de ¥ dans ) est
un sommet interne.

Le résultat suivant caractérise les lignes de discontinuités d’une solution affine par
morceaux du probléme des deux puits.

Théoréme 9.11. Soit Q C R? ouvert et A, B C R?>*2 inversibles telles que
0< A\ (BA™) <1< \(BA™Y,

avec au moins une inégalité stricte. Soit u € CL _ (€Q;R?) satisfaisant l'inclusion différen-
tielle

Vu €Sy, USp presque partout dans 2.

Alors u les trois assertions suivantes sont vraies.
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1. w est affine par morceaux.

2. L’ensemble singulier
Y :={z € Q: un’est pas différentiable en z}

satisfait la contition de lamination (par rapport & A et B dans Q).

3. Un sommet interne ne peut exister que si
Ap=—1.

Démonstration. Voir [21], théoréme 25. O

Remarque 9.12.

a premiére affirmation est une conséquence du théoréme de Liouville , théo-
i) L iere affirmati t ¢ du théoréme de Liouville ([21], thé
réme 4).

(ii) Une conséquence importante de ce théoréme est que toute solution réguliére sur
est « globalement » affine, et s’étend continuement jusqu’au bord. En particulier, il
ne peut pas y avoir une accumulation de morceaux jusqu’au bord, contrairement au
cas orthogonal, ol cette accumulation est nécessaire.

(iii) Si A = I, et B = diag(\, i), la condition de lamination implique que les lignes
de discontinuité de u sont des segments qui se prolongent jusqu’au bord de 2 et
prependiculaires aux vecteurs

vy = (i\/l e, \/,ﬁ) .

9.2 Non-existence de solutions affines par morceaux

Nous montrons maintenant le résultat principal de ce chapitre. Il s’agit d’un théoréme
de non-existence de solutions C} _  pour le probléme des deux puits, dans le cas non-
orthogonal.

Théoréme 9.13. Soit Q C R2 ouvert et de classe C*

1 re- Soient A, B € R?*2 des matrices
inversibles telles que

0< A\ (BA™) <1< \(BA™Y,
avec au moins une des inégalités stricte. Soit C' € R?*2 tel que C' ¢ Sy USp. Alors le

probléme de Dirichlet

{ Vu € Sy USp presque partout dans Q

u(z) =Cz  sur 09, 9:3)

n’admet pas de solution u € CL_ . (9;R?) si 'une des conditions suivantes est vérifiée.

morc
1. Q est borné,

2. Q est convexe et la normale extérieure au bord posséde au moins trois valeurs
distinctes.
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Remarque 9.14.

(i) Ce théoréme est une généralisation d’un résultat de Dacorogna-Marcellini-Paolini
([21], théoréme 28), qui ont établi la non-existence pour des domaines bornés dont
le bord posséde au plus sept morceaux C*.

(if) Si 99 est constitué de cotés ayant une ou deux directions distinctes (par exemple
un demi-plan ou un angle de plan), alors il est possible de construire des solutions
non-triviales au probléme des deux puits (voir section 9.3).

morc (ﬁ; Rz) au

probléme (9.3). Sans perte de généralité, on peut supposer que A = Iy, B = diag(\, p),
avec

Démonstration. Supposons par l'absurde qu’il existe une solution u € C

0<N<1<p W#£w

On peut de plus supposer que €) est connexe, quitte & traiter chaque composante connexe
séparément.

La preuve se déroule en cing étapes : dans I’étape 1, nous appliquons le théoréme 9.11
pour expliciter la structure de I’ensemble singulier ¥,,. Dans I’étape 2, nous montrons
plusieurs affirmations préliminaires. Dans l’étape 3, nous traitons le cas ou |A| = 1 ou
@ = 1 (lamination simple). Dans les étapes 4 et 5, nous montrons le théoréme pour les
cas respectivement borné et non-borné.

Etape 1. Par le théoréme 9.11, I’ensemble singulier ¥, satisfait la condition de lamina-
tion, c’est-a-dire X, est non-vide et est constitué de segments fermés entiérement contenus
dans Q, dont les extrémités atteignent 9. Ces segments sont tous orthogonaux, soit par
rapport aux vecteur vy, soit par rapport au vecteur v_, définis par

ui:::(i\/147A2,vﬁﬁffT).

Si|A] = 1 ou g = 1, alors tous les segments de la lamination sont paralléles, car
orthogonaux & un unique vecteur (dans ce cas, on a une lamination simple, autrement on
a une lamination double).

De plus, u est affine par morceaux et le gradient Vu est constant sur chaque compo-
sante connexe de 2\ 2,. Chaque fois que u traverse un segment de la lamination, alors
la valeur de Vu passe du puits S4 au puits Sp et vice-versa, suivant les schémas, a une
rotation prés,

AB ReBB A et AS R_oB S A,

ou 0 < © < 7 est défini par

1 Vi —1/1 = )2
cos(0) = ):_/\: et sin(O) = a p >\.

De plus, nous pouvons exprimer
RioB=A+ at+ Qvg,

avec

oo (s )

Ap T opFA
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S’il existe un sommet intérieur, c’est-a-dire une intersection entre deux segments de la
lamination (nécessairement double), alors on a nécessairement

~1
A= — £ 1.
n

Ceci implique que
cos(@) =0 et sin(O)=1,

d’ou ® = 7/2. De plus, vu qu'un sommet intérieur est une intersection de segments
orthogonaux aux vecteurs vy et v_, un tel sommet est une solution de 1’équation

pour certains «, 8 € R. Par le lemme 9.7 la seule solution u affine par morceaux qui soit
continue autour de ce sommet est nécessairement de la forme

x Hwyvg) > a, (mvo) > p

R u(z) Rr)2Bx Hxyvg) > a, (mro) < B (9.4)
—x Hzsvy) <a, (zmv_) < f
—Ry Bz :(r;vy) <o, (z3v-) > [,

ou ¢ € (—m, 7 et

0 —u
B= .
2 ( ~1/u 0 )

De plus, nous pouvons exprimer
:l:Rﬂ-/QB =A+ay Qug,

avec

1
vy = (iu,—1> , oy =(Fu,1).

Vi

FIGURE 9.1 — Lamination double et sommet intérieur.

Etape 2. Nous énongons six affirmations préliminaires, mais ne montrons que les trois
derniéres. Les trois premiéres ont été montré par Dacorogna-Marcellini-Paolini [21] (théo-
réme 28 et remarque 30).
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Affirmation 1. Les parties lisses de 02 sont droites. Donc, pour qu’une solution affine
existe, il faut nécessairement que 2 soit un polygone.

Affirmation 2. Les segments de X, ont leurs extrémités seulement sur les points de
discontinuité (i.e. les sommets) de 02 et, réciproquement, chaque sommet de 9 est atteint
par des segments de lamination via 'intérieur de 2. On dira qu’un sommet est simple s’il
n’est atteint que par un seul segment, et double s’il est atteint par deux segments. Si la
lamination est simple, alors tous les sommets sont simples.

Affirmation 3. Si Q est borné, alors chaque normale a la lamination (les vecteurs v )
admet au moins un sommet simple. Plus précisément, il existe au moins un sommet sur 052
qui soit un point extréme par rapport au vecteur vy (resp. v_) et qui est donc l'extrémité
d’une seule ligne de discontinuité arrivant depuis l'intérieur de Q orthogonale & v_ (resp
vi).

Affirmation 4. Chaque valeur distincte de Vu dans une cellule au bord de € induit
une unique direction normale & Uinterface 9§ (voir figure 9.2). En effet, supposons que
Vu = A sur au moins deux cellules a I'interface et posons v1,72 € R? \ {0} des vecteurs
normaux a 9 sur ces deux cellules. Vu que Vu = C sur 09 et C' ¢ Sy, alors il existe
c1,co € R2\ {0} tels que

C=A4c®7 =442 ® 79,

ce qui implique, par le lemme 9.4, que 7; et v5 sont paralléles.

C=A4+c®y
Y
C=A+c®y
y A
A
Q

FIGURE 9.2 — Les cotés de 092 sur lesquels Vu = A sont paralléles.

Affirmation 5. En cas de lamination double (i.e. v4 fv_ et Rg # R_g), si Vu prend
au moins les trois valeurs (& une multiplication par une matrice prés) RoB, A et R_oB
sur des segments de 92, alors le segment sur lequel Vu = A est normal a v, ou v_. En
effet, puisque Vu = C a lextérieur de Q et C ¢ Sy, il existe des vecteurs ¢,y € R?\ {0}
tels que

C=A+c®n.

De plus, par I’étape 1, nous avons

RioB=A+atr Qu4.
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Par conséquent, puisque Vu vaut RigB sur des morceaux de 952, la continuité de u &
I'interface impliquent

det(C — RyeB) =det(c®vy —ay ®vy) =0,

d’ot, par le lemme 9.4

Yllve ou oy e

Ylv—= ou a_|ec
On ne peut avoir ni a4 || @—, ni v || v_, car sinon on aurait une lamination simple. Par
conséquent, on a nécessairement

Ylvse ou v

Par l'affirmation 4, on a donc que pour chaque cellule de Q \ X, telle que Vu = A, la
normale avec l'interface de 02 est paralléle & vy ou a v_.

Affirmation 6. Si Q) est convexe, alors aucun coté borné de 92 n’est normal aux vecteurs
v4. En effet, §'il existe un segment D C 02 normal &, disons, v, , alors, par Paffirmation 2,
les deux extrémités de D sont des sommets simples atteints par une ligne de discontinuité
nécessairement normale & v_ (autrement les segments adjacents & D seraient paralléle a
D). En conséquence, par 1'étape 1, Vu prend la méme valeur sur les deux morceaux de
09 adjacents & D. Or, par 'affirmation 4, ces deux cotés doivent étre paralléle, ce qui est
impossible, car les deux cas de figures possibles contredisent soit la convexité de €2, soit
le fait que chaque sommet est joint par une ligne de discontinuité depuis 'intérieur de €2
(voir figure 9.3).

FIGURE 9.3 — Un segment D C 0f) ne peut étre orthogonal a la lamination, car cela
contredit soit la convexité (a gauche) ou le fait les deux extrémités du segment sont des
sommets simples (& droite).

FEtape 3. Nous montrons que ’on peut exclure le cas de la lamination simple ou [A] =1
ou pt = 1 (on notera v la normale a la lamination). Si 2 est borné, alors par 'affirmation 3,
il existe un sommet a du polygone 92 qui est un point extréme par rapport au vecteur v,
et qui n’est donc atteint par aucune ligne de discontinuité, ce qui contredit I'affirmation
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2. Dans le cas non-borné, la lamination simple implique que Vu ne peut prendre que
deux valeurs distinctes (une rotation de A et une rotation de B), ce qui est exclu par
I’hypotheése des trois directions distinctes des normales a 9€) et I'affirmation 4.

Etape 4. A partir de maintenant, nous supposons que la lamination de ¥, est double.
Dans cette étape, nous montrons le théoréme dans le cas o 2 est borné. Nous distinguons
les deux cas oil la lamination 3, admet, ou n’admet pas de sommet intérieur.

Etape 4.1. Supposons qu’il existe un sommet intérieur, c’est-a-dire une intersection
entre au moins deux segments de la lamination ¥,. Par I'étape 1, on a nécessairement
une lamination double, avec Ay = —1, © = 7/2, et, par connexité de Q, le gradient
ne peut prendre que quatre valeurs sur Q \ 3, ; plus précisément, il existe une rotation
R, € SO(2) telle que

R,Vu € {:I: A, :ERW/QB} presque partout dans Q.

De plus, le gradient (& une rotation prés) passe respectivement des valeurs A et —A aux
valeurs R /o B et —R; /3B sile segment de lamination est orthogonal & v, et aux valeur
—R;/2B et Ry /2B sile segment de lamination est orthogonal & v_, comme résumé par le
schéma suivant

AB R BB A et AS —R.yB 5 A

On peut illustrer cette situation par la figure 9.4.

FIGURE 9.4 — Le gradient ne peut prendre que les quatre valeurs +A4, +R; /> B.

Par laffirmation 3, vu que nous sommes dans le cas ou {2 est borné, nous savons que
les directions de la lamination v4 admettent chacune au moins un sommet simple, que
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nous notons a4 et a_ respectivement. Dans les deux cellules autour de a, le gradient ne
peut prendre que les deux paires de valeurs admissibles

(A, RW/QB) ou (*A, *RW/QB) .
De méme, autour de a_, le gradient ne peut valoir que
(A, _Rﬂ—/2B) ou (—A,RW/QB) .

Ainsi, Vu prend au moins trois valeurs distinctes & l'interface €, disons R, 2B, A et
—Ry /2B (les autres cas se traitent de la méme maniére). Comme précédemment, nous
notons la condition de bord C' = A + ¢ ® 7 (voir figure 9.5).

C=A+c®y

Rg/ﬂ.B =A+oa; Qv
—RyyB=A+a_ Qv_

FIGURE 9.5 — Les sommets simples a4, respectivement associés aux laminations orthogo-
nales a v4.

Par ’affirmation 5, nous avons

Ylve ou vl

Disons que 7 est paralléle & vy. Seuls deux cas de figure sont possibles : soit la lami-
nation orthogonale & v coincide avec un coté de 0, ce qui est impossible, car le sommet
simple a4, ne serait atteint par aucun segment de la lamination via I'intérieur de §2; soit
cette lamination est un prolongement a Uintérieur de 2 d’un segment de 9Q (illustré par
la figure 9.6), ce qui est également impossible, car a4 est un point extréme de 9 par
rapport a v_. En conclusion, une solution u ne peut pas admettre de sommet intérieur.
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vy | ay

FIGURE 9.6 — Le fait qu’un ligne de discontinuité normale a v, est un prolongement de
0f) contredit le fait que a4 est un point extréme pour v, .

Etape 4.2. Supposons qu’il n’y ait aucune intersection entre les segments de ¥,,. Par
Paffirmation 3, il existe un sommet simple a associé au vecteur v,. Notons S C 3, le
segment de la lamination orthogonal a v, d’extrémité a, et b 'autre extrémité. Puisque
les segments de ¥, ne peuvent pas s’interrompre dans € et que ) est borné, alors b € 9f).
Cette situation est illustrée par la figure 9.7 (notons que b est nécessairement sur une
composante connexe de 0f) différente de celle contenant a, autrement il y aurait des
intersections entre segments de X, ; voir la preuve de la proposition 9.46).

u(z) = Az +d
Oa
(b
S
C Vu € Sp

FIGURE 9.7 — Le segment D et le point b sont des solutions de Cx = Az + d.

Dans les deux cellules adjacentes & .S, qui sont chacune une composante connexe de
Q\ X, le gradient Vu prend ses valeurs dans S4 pour 'une, Sg pour lautre. Disons que
Vu = A dans une de ces cellules, que nous notons O 4. L’ensemble O 4 N 9 est constitué
d’un segment D faisant I'interface entre la cellule O4 et le bord 9. De plus, O4 N 99
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contient également le point b, car, si ce n’était pas le cas, b serait séparé de O4 par une
intersection de segments de ¥, ce qui est exclu.

Puisque w est affine sur Oy, alors u(x) = Az + d pour tout € O4 et pour un certain
d € R2. Par continuité de u, la condition de bord de (9.3) implique que

Cr=Ar+d, Ve€O04NIN et det(C—A)=0,

Par le lemme 9.3, I’ensemble des solutions de I’équation (A — C')z = d forme une droite
affine dans R2, contenant O4 N 9. Or b € O4 N 0N ; par conséquent, b et D doivent
étre allignés, ce qui implique que le segment S, reliant b et D, est paralléle & D. Or S
est un segment de lamination orthogonal & vy, par définition, donc le c6té D C OS2 est
orthogonal & vy, ce qui est impossible pour les mémes raisons que dans ’étape 4.1. Par
conséquent, il ne peut pas exister de solution a (9.3) si les sommets intérieurs ne sont pas
admits, ce qui achéve la preuve pour le cas borné.

Etape 5. Nous traitons maintenant le cas ou {2 est non-borné, convexe et dont les
segments constituant le bord peuvent prendre trois directions différentes. Vu que 2 est
un polygone, il existe trois morceaux consécutifs de 92, notés S1, So et Sz, ayant un
vecteur normal distinct. Notons également a,b les deux sommets intermédiaires a ces
trois morceaux, et O1, Oy et O3 les composantes connexes (cellules) de Q\ X, telles que
S; C 00;. Par convexité, ces sommets peuvent étre soit simple, soit double (c’est-a-dire
ils ne peuvent étre atteint que par une ou deux lignes de discontinuité, mais pas plus).
Nous énumérons les quatre seuls cas possibles, et montrons que chacun aboutit & une
contradiction.

Cas 1. Si les deux sommets sont simples et que la direction des lamination est la méme,
alors Vu prend la méme valeur sur S; et S3, et donc, par affirmation 1, ces segments
sont paralléles, ce qui contredit I’hypothése de départ des trois directions distinctes.

Cas 2. Si les deux sommets sont simples et leur lamination respective est de direction
différente, alors Vu prend, & multiplication prés, les trois valeurs R_gB, A et RgB, ce
qui implique, par affirmation 5 de I’étape 2 que S5 est normal & v4, mais ceci est exclu,
par laffirmation 6.

Cas 3. Si les deux laminations sont doubles, alors par convexité, les quatre lignes de
discontinuité atteignant les sommets a et b sont entiérement inclus dans un demi-plan
délimité par le segment [a, b]. Vu que ces lignes de discontinuité sont constituées de deux
paires de demi-droites (ou segments) paralléles, il existe une intersection entre deux de
ces lignes sur le demi-plan les contenant.
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FIGURE 9.8 — Dans un domaine convexe, les laminations issues de deux sommets doubles
successifs soit s’intersectent dans € (en haut), soit intersectent 92 (en bas).

Deux cas sont possibles : premiérement, cette intersection est un sommet intérieur situé
dans Q (voir figure 9.8, en haut), et donc, comme dans l’étape 4.1, Vu ne peut prendre
que les quatre valeurs (a une rotation prés) =4, + R, , B. Cependant, les segments Sy, So
et S3 étant séparés par une lamination double, les valeurs de Vu restent dans le méme
puits sur ces segments, d’ou S; et Sz sont paralléles (affirmation 4), ce qui est absurde.

Deuxiémement, si 'intersection est située a I'extérieur de €2, alors cela signifie qu’au
moins une des lignes de discontinuité atteignant a et b est bornée dans 2. Vu qu’elle ne
peut pas s’interrompre a l'intérieur de €2, elle atteint nécessairement un autre sommet de
90 (voir figure 9.8, en bas). Par la méme démarche qu’a étape 4.2, ceci aboutit également
a une contradiction.

Cas 4. Si 'un des sommet est simple et le second est double, alors il y a également
deux cas de figure. D’une part, si les deux lignes de discontinuité bordant la cellule Os sont
orthogonales a deux vecteurs différents (v et v_), alors nous nous retrouvons exactement
dans la méme situation que le cas des sommets doubles : ces deux lignes s’intersectent
dans le demi-plan délimité par le segment [a, b] et contenant 2. Un raisonnement identique
a celui de ’étape 4 méne & une contradiction.

D’autre part, supposons que les deux lignes de discontinuité bordant Oy sont paralléles,
disons & vy (voir figure 9.9, en haut). Supposons sans perte de généralité que a est le
sommet simple, sa lamination est orthogonale & v, b est le sommet double et Vu = A
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sur S7 (tous les autres cas se traitent de la méme fagon). Par I’étape 1, en traversant les
trois lignes de discontinuité depuis S7, les valeurs de Vu varient de la maniére suivante :

AS ReB S A5 R_gB.

Alors les valeurs de Vu sur les trois segments S; sont, & une rotation prés, RgB, A et
R_oB.

e
02

Vu = R@B

S2

FIGURE 9.9 — Une sommet simple suivi d’'un sommet double.

Par Daffirmation 5, le segment Sp, sur lequel Vu = A, est orthogonal a v_. Ceci est
impossible, car les deux seules directions orthogonales & v_ contrediraient soit la convexité
de 2, soit le fait que a est un sommet simple (voir figure 9.10).
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R_eB
S1
Sg

a

VJF l/+ vV_

A R_eB
Vu = ReB
S
So b

FI1GURE 9.10 — Le fait que S7 est orthogonal a v_ contredit soit le fait que a est un sommet
simple (en haut), soit la convexité de  (en bas).

On a ainsi définitivement prouvé qu’admettre l'existence d’une solution de (9.3) est
absurde. O

Remarque 9.15. Le résultat est probablement vrai pour les domaines non-bornés et
non-convexes, cependant la preuve deviendrait beaucoup plus difficile, car il faudrait ad-
mettre la possibilité que les sommets de OS2 soient atteints par au plus quatre lignes de
discontinuité.

9.3 Cas particuliers

Nous étudions ici 'existence de solutions affines par morceaux au probléme des deux-
puits dans des domaines dont la géométrie particuliére n’entre pas dans le cadre du théo-
réme 9.13, c’est-a-dire des domaines non-bornés dont le bord n’est constitué que de mor-
ceaux ayant au plus deux directions distinctes.

9.3.1 Analyse dans un demi-plan

Il est trivialement possible de construire une solution affine sur un demi-plan. Il est
également possible de construire une solution affine par morceaux, pour peu que les lignes
de discontinuité (formant nécessairement une lamination simple) soient paralléles au bord
du demi-plan et, dans ce cas, le gradient reste dans le méme puits tout le long de O€.
Il est intéressant de faire ici un lien entre le probléme de Dirichlet dans un demi-plan et
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Penveloppe rang-1 conveze des deux puits (voir définition 9.39), qui joue un role central
dans Dexistence de solutions pour des inclusions différentielles (voir [10], chapitre 10 et
[15]). Plus précisément, nous allons construire une condition de bord C' € int R co(S4USg)
pour laquelle le probléme de Dirichlet admet une solution affine sur un demi-plan. Pour
a € R, nous notons les droites

D, :={t(1,a) € R*:t € R}, Do, :={0} xR={t(0,1) € R?:¢t € R}.
Théoréme 9.16. Soient A, B € R?*2 tels que det(A) - det(B) > 0, det(A) # det(B),
0<M(BA™) <1< X(BA™) et M(BA™Y)-M(BA™Y) #1.

Soit E :=S4 USpg. Alors pour tout M € E, il existe une matrice C' € int R co(E) et une

pente a > 0 telles que
Mx =Cx sur D,.

Remarque 9.17.

(i) Le théoréme est faux pour le cas orthogonal A = I, B = I, = diag(—1,1) (voir
section 9.4).

(ii) Il faut faire attention au fait que le théoréme 9.16 ne garantit pas 'existence de
données de bord admissible C' € intR co(E) pour n'importe quelle droite a. En
particulier, les droites horizontales et verticales ne donnent aucune matrice C', quelles
que soient les valeurs 0 < A < 1 < p (voir exemples 9.20 et 9.21)

Démonstration. En quatre étapes.
Ftape 1. Sans perte de généralité, nous pouvons nous réduire & A = Iy, B = diag(\, u)
avec
A =sgn(det(BAT))A(BA™Y), p=X(BA™Y.

Par hypothése, nous avons les inégalités
O<A<l<pu et Au#l (9.5)
De plus, puisque int R co(E) est invariant par rotation a gauche, il suffit de traiter M €
{A, B}.
FEtape 2. Rappelons la formule de Sverak (théoréme 9.41) pour lenveloppe rang-1
convexe de E :
Ap — det(C)

0<1<
Ap—1 7 4

intRco(E){caRWAMRwB;MK dt<c>—1}

Ap—1

Nous voulons pouvoir exprimer une matrice quelconque comme une combinaison linéaire
de rotations de A et B. Pour tout C € R?*2,

c1 ¢
oo ( 13 ) ,
C2 C4
nous pouvons écrire C' = o R, A + 7Ry B. En effet, si on pose

c1 =ocos(p) +TAcos(v), ca =osin(p)+ TAsin(y),
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c3 = —(osin(p) + rpsin(y)), cs = o cos(p) + Tpcos(y),

nous obtenons facilement

_ V(e = Aea)? + (pes + Ac)? _ V(e —ca)? + (2 + c3)?
o= T , T= Y . (9.6)

Etape 3. Montrons le théoréme pour M = A = I,. ’équation Az = Cx sur la droite
D, sécrit

4 t
t(l’a):A<ta):C(ta):t(01+acg762+a04)’ VteR,

autrement dit
c1+ac3 =1, co+acy =a.

Par conséquent, C est nécessairement de la forme

l—ac ¢
C_(a(l—d) d>’ det(C) = d — ac,

ou ¢,d € R sont variables. Choisissons la valeur

1+ A
d:=ac—+ + M,
2
ce qui donne
1—ac c 1+ My
C ( a (1—;;1, - CLC) ac + 1-‘-2)\“ ) ) € (C) 2 )

d’oul, par ’étape 2, nous avons

ot = v (152 ) s (w2 ()
) = ¢(lzfu—2m§2+<a1;Au+cﬂ—a%)%

Par définition, pour avoir C' € int R co(F), il faut trouver a = a(\, u),c = c¢(\, 1) € R tels
que

-1
s det(C)

=1/2.
Ap—1 /

Choisissons ensuite

et, pour t € R,

_a(l= M)+ t/ T - 1)
' 2(1 + a?) '
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Commencons par vérifier que 7 < 1/2. En plongeant les valeurs choisies de a et ¢, nous
trouvons

V=) + 22 - 1)1 = N

T 20— N)
_ VE N E )R- D - N
2(p—A) '

Puisque 7 > 0 et 0 < A < 1 < p, nous avons la suite d’équivalences

0 <7<1/2 & 1% < 1/4

(=N +(# =) =D)L =X < (n=A)?
(t* = D> =1)(1 -2 <0

t?2 <1

[t] < 1.

t o

Et donc,
T(a,c(t)) < 1/2, V|t| <1 (9.7)

Veérifions maintenant o < 1/2, avec t = 1. Nous obtenons

1[8N+ A +4dp+ 1IN0+ 4Ap® + 3X3pu2 + A2
2 BA+4N3 + 3+ 12020 + TAp2 + p3 '

Puisque 0 > 0 et 0 < A <1 < u, nous avons la suite d’équivalences

0 <o <1/2 & 0% < 1/4
8A+ A3+ 4Ap + 1IN+ Ap® 4 3X3 % + A28
BA A+ 4X3 4+ 30 4+ 12020 + TAp2 + 3
A 21
BA 4 4X3 4+ 30 4+ 12020 + TAp2 + 13

>0

<1

<0

s MN-1<0
&S 0< N < L

Et donc,
o(a,c(t)) <1/2, sit=1.

11 est évident que V'application t — o(a, c(t)) est continue dans un voisinage de t = 1. Par
conséquent, il existe ¢ > 0 tel que

o(a,c(t)) <1/2, sil—e<t<1. (9.8)
Grace aux inégalités (9.7) et (9.8) nous avons la conclusion.

FEtape 4. Montrons le résultat pour M = B = diag(\, ). La démarche est identique a
celle de I’étape 3, mais nous la montrons en détail ici. L’équation Bx = Cz sur D, s’écrit

t t
t()\,au)B< ta ) C’( ta > = t(c1 +acs,co +acd), ViteR,
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autrement dit
c1+ac3 =N, c3+acy =ap.
Par conséquent, C' est nécessairement de la forme
o= e det(C) = M — ape
- a(/.// _ d) d I - /’(‘ I
ol ¢,d € R sont variables. Nous choisissons d’abord

_ 2acp+Ap+1

d: 7

ce qui donne

A —ac c 1+ A
C= < a(Ap—1—2acp)  2acutiu+l ) ’ det(C) = 2 :
2 2

Par définition, pour avoir C € int R co(E), il faut trouver a = a(A, ), ¢ = c(A, 1) € R tels
que

Choisissons ensuite

et, pour t € R,
Ap—1) —tA/(1 = A2 (2 — 1
¢ = et) = ap(Ap — 1) ( )2~ 1)
2(\% + a2p:2)
Par ’étape 2, nous obtenons, en plongeant les valeurs précédentes, nous obtenons, d’une

part,
VR R D)
2(p—A) '
On remarque que o est ici le méme que le 7 de ’étape 3, ce qui nous donne directement
o(a,c(t)) <1/2, V|| <1. (9.9)

Vérifions maintenant 7 < 1/2, avec t = 1. Nous obtenons

O LN+ I 4 AN p? 4 (3 4 p?) + AN (4 2p3)
2 1222 + 4p3 4+ X3 (1 + 3p?) + N2 (7 + 5u2)

Puisque 7 > 0 et 0 < A <1 < p, nous avons la suite d’équivalences

0 <717 <1/2 & 70 < 1/4
A+ T2 +4X302 + (3 + i) + 4N (u + 2p3)
122002 4+ 4p3 + A3(1 4 3p?) + X2u(7 + 5p2)
(A +3p) (0 = 1)
12002 + 4p3 + X3 (1 + 3p2) + N2u(7 + 5u2)

>0

s (A1)

s NM-1<0
S 0< AN < 1L

108



Et donc,
T(a,c(t)) < 1/2, sit=1.

11 est évident que l'application t — 7(a, c¢(t)) est continue dans un voisinage de ¢t = 1. Par
conséquent, il existe € > 0 tel que

T(a,c(t) <1/2, sil—e<t<1. (9.10)

Grace aux inégalités (9.9) et (9.10) nous avons la conclusion.
O

Voici quelques exemples numériques du théoréme précédent. Nous utiliserons constam-
ment les matrices A = I, B = diag(\, p).

Exemple 9.18. Soient A = 1/2 et u = 4. Choisissons également a = 1/2. Une matrice
C € intR co(E) satisfaisant © = Cx sur D, est donnée par

([ 9/20  11/10 3
¢ = ( —21/40 41/20 ) det(©) = 3-

En effet, nous avons par (9.6)

31 1 Au—det(C) 185 1 det(C) -1
=~ 0495< - =AMV g5 < - = SN T 2
77 %85 <3 M—1 7T T8 <27 o1

Exemple 9.19. Soient A = 1/2 et u = 4. Choisissons également a = 1/5. Une matrice
C € int R co(F) satisfaisant Bx = Cz sur D, est donnée par

_( 59/100 —9/20 3
¢ = (43/125 57/25 ) det(©) = 3-

En effet, nous avons par (9.6)

/2813201 1 M — det /35811 1 det(C)—1
oo YBIBNL  yg L _An—det(@) - VESBIT g 1 detl@) 1
3500 2 Ap—1 V2875 2 Ap—1

Exemple 9.20. Montrons qu’il n’existe pas de matrice C' € int R co(F) telle que
ILyx = Cxz sur Dy =R x {0}.

Dans ce cas, on a nécessairement

c—(é ;) det(C) = d.

Supposons par I'absurde que C € int R co(E) pour certains ¢,d € R. Alors on doit avoir
les inégalités
(= Ad)? + Ae? - A —d
w—A A —1’
(1—-d)?2+¢? - d—1
w— A Ap—1°

0<o= (9.11)

O<7T=

(9.12)
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En partant de la premiére inégalité, nous obtenons la suite d’implications

p—=Ad _ Ap—d (k=Ad)(Ap—1) — (Ap—d)(p— )
RS U v R (h=N0w—1) <0
pd — e+ N2y — N2ud <0
(=2 (A —1)
u(l =A%) d—1 0
w—Xx Au—1 '

Or, cette derniére inégalité est contredite par (9.5) et (9.12), qui impliquent que

wu(l—A?%) d—1
TS N VS

0.

Par conséquent, il n’existe pas de C' € int R co(FE).

Exemple 9.21. Montrons qu’il n’existe pas de matrice C € int R co(E) telle que
Iyx = Cz sur Dy = {0} x R.

Dans ce cas, on a nécessairement

0=<2 ?),dmwuza

Supposons par l'absurde que C € int R co(E) pour certains ¢,d € R. Alors on doit avoir
les inégalités
(ne—X)24+Xd?>  Mp—c

0 = 9.13
<o P VST (9.13)
(c=12+d?> -1
O0<7= . 9.14
g w—A Ap—1 ( )
En partant de la premiére inégalité, nous obtenons la suite d’implications
- A - A - N1 =Ap)—(c—A - A
pic cem o (ue= N A = (e )u=N)
= A 1—Ap (=) (1 = Ap)
e — A+ dp? — ap?
< AR PC <o
(=2 (A —1)
Ap?—1) c—1
0.
= pw—A Ap—1 <

Or, cette derniére inégalité est contredite par (9.5) et (9.14), qui impliquent que

Ap?—1) c—1

= 1"

9.3.2 Analyse dans un angle de plan

Dans un angle de plan, c’est-ad-dire un domaine délimité par deux demi-droites, la
situation est un peu plus riche, car, hormis les cas triviaux ot 'angle est dégénéré ou plat,
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il est possible de construire plusieurs solutions affines par morceaux satisfaisant 1'inclusion
différentielle
VueS,USp

selon le nombre de lignes de discontinuité pouvant atteindre le sommet de ’angle (au plus
quatre). Le résultat suivant montre qu’une solution affine quelconque sur un angle de plan
ne peut admettre qu’une unique condition de bord. Pour a € R, nous notons les droites

D, :={t(1,a) € R*:t € R}, D, :={0} xR={t(0,1) € R?:t € R}.

Proposition 9.22. Soient A, B € R?*2 et o, 8 € RU {o0} tels que a # 3. Alors il existe
une unique matrice C' € R?*2 telle que

Ax = Czx sur D,
Bx =Czx sur Dg.

Démonstration. Notons
A= a; as 7 B = b1 bg 7 C— C1 C3 )
Ao Qa4 by by C2 (4
En développant les équations

Ar =Cx sur D,,
Bx =Czx sur Dg,

nous allons montrer que C' est uniquement déterminé par A, B,a et 5. Il y a deux cas a
voir

Cas 1. Supposons que «a, 3 € R. Alors
1 1 1 1
a(a)=c(a) 8(5)=c(s)

a) +oasz =cy +acz, az+ aag = Cy + Qcy,

d’ou

by + b3 = c1 + Bes,  ba 4 Bby = ca + Bey,

ce qui donne
(a — ,B)Cl = ab1 — 5@1 + Olﬁ(bg, — ag),

(a — ,8)02 = Otbg — Bag + aﬂ(b4 — a4),
(a — B)es = ay — by + aas — b,
(a0 — B)eq = ag — by + aag — PBby,

c’est-a-dire

C = 1 < abl—ﬂal—i—aﬁ(bg—ag) al—bl—i—aag—ﬁbg )

a—B\ aby— Bag+aB(by —as) az— by +aay — by

Cas 2. Sia =00, 8 € R, alors
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(1)

0
A
¢
az = Cs,

b1 + Bbs = c1 + Bes,

o~

d’oll

ce qui donne directement

a4 = Cy4,

by + by = co + Bey,

b1 + B(bz — a3) a3)
bo+ B(bs —as) as )

O

Un corollaire immédiat est ’existence d’une unique condition de bord admissible pour
le probléme de Dirichlet dans un angle de plan.

Théoréme 9.23. Soient A, B € R?*? inversibles et  C R? un angle de plan ouvert non
dégénéré. Soit u € Affyorc(Q; R™) satisfaisant I'inclusion différentielle

Vu e S, USE presque partout dans ).

Alors il existe une unique matrice C' € R?*2 telle que

u(z) = Cx

sur Of2.

Exemple 9.24. Soient A = 7 et B = diag(\, ) avec 0 < [A| < 1 < pu. Soit

V1— A2

pi=

On rappelle que det(A — RyoB) = 0, avec

VT

MQ_

1 V1 =X/u2 -1
cos(0) = + /\M, sin(0) = AVn ,
A4 p At p
et
Az = RyeBx, Vxz € Dy

Soient «, 5 € R tels que a < —p et p < . Soit 'angle de plan

Qup:={(x1,22) € R?*%: Bxy < 29 < oy}

Soient les applications uy, us € Affiore(Qa,;R?) définies par

Ax
(@) = Re Bz
(C]

Ax
R@B:v
Rz@Ax

ug(x) =

axry < o < —pIy

L —pry < 220 < Py,

roxry < X2 < —pIy
Lepr < X9 < pry -
cpxry < xo < By,
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Alors ces applications sont solutions du probléme de Dirichlet

Vu; € S4 USp presque partout dans 2, 3
ui(z) = Cix sur 004 g,

ol

O 1 aAcos(0) — f — afusin(O) 1— Acos(©) + Susin(O)
YT o ( arsin(©) + afB(ucos(0©) — 1) —Asin(O) + a — Bucos(O) )

et

1 ( acos(20) — B(asin(20) +1) 1 —cos(20) + Bsin(20) )
a(B(cos(20) — 1) +sin(0)) —sin(20) + a — Bcos(20) /) °

FIGURE 9.11 — Deux solutions affines par morceaux sur le méme angle de plan avec une
lamination simple (& gauche) et une lamination double (& droite).

Remarque 9.25. On peut faire un développement similaire pour le cas orthogonal A =
Iy, B =1I; = diag(—1,1). Il suffit de remarquer que pour tout ¢ €] — m, 7],
det(A— R,B) =0
et
Az =R,Bx < (1+cos(p))x; + sin(e)zs = 0.
9.3.3 Un domaine non-convexe

Nous présentons un exemple de domaine polygonal non-borné et non-convexe admet-
tant une solution affine par morceaux non triviale.

Exemple 9.26. Pour tout k € Z, soit 'ensemble 2 C R? défini par (voir figure 9.12)

Qo := {(21,29) €R? : 2k <y <2k + 1, 29 > k/4},
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Dop_1:= {($1,$2) € R2 2k—1<x < Qk, XTo > (1'1 — k)/4}7

Q::UQk.

kEZ

Qo

Q
O, | 0 /

FIGURE 9.12 — Un domaine polygonal non-borné, non-convexe et dont les cotés n’ont que
deux directions distinctes.

Soient A := Iy, B := diag(—1/2, 2) et

0 -2
RryaB = ( ~1/2 0 )

e=(4 )

Vu(z) € {£A,£R; 2B} CSAUSp presque partout dans
u(z) = Cx sur 09,

Soit

Alors le probléme de Dirichlet

admet une solution affine par morceaux représentée sur la figure 9.13. En effet, le choix
de A = —1/2 et = 2 implique que la lamination est double, admet des sommets internes
(car A = —1) et des lignes de discontinuités orthogonales aux vecteurs

vy = (i\/l—/\Q,\//ﬂ—l) = V3(£1/2,1)
partant des sommets de 99 et partitionnant © en cellules. En choisissant Vu(x) €

{£A,£R, 2B} sur une des ces cellules, alors u peut étre étendue continuement sur les
autres cellules de €2, comme dans le lemme 9.7.
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FIGURE 9.13 — Une solution affine par morceaux dans un domaine non-borné et non-

convexe

Vérifions la condition de Dirichlet. Nous avons 0Q = o4, Dk, avec
Doy = {(w1,k/4) € R? : 2k < 21 < 2k + 1} C 00,

Doy = {(1‘1, (1‘1 - k)/4) S R?:2k—1 <z < 2](1} C ONop_1-

En particulier, notre construction de u implique

2
r—k :x € Doy,
1/2

u(z) = )
—{,L‘—l—k(o) : € Dogy1.

D’une part, pour z = (z1,k/4) € Doy,
=L 2 ()= ()
=) (i ) = ()

D’autre part, pour z = (z1, (z1 — k)/4) € Dog1,

Cx = ( (1) :? ) ( (21 flk;)/zl ) B ( (lfli;lm)l/‘l >’

ule) = ( (o1 )4 ) ““( : ) - ( e oy ) ’
Qo u(z) = C(x) sur I
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9.4 Le cas orthogonal

Dans cette section, nous discutons du cas orthogonal, ot A = Iy et B = [, =
diag(1, —1). Dans ce cas, les deux puits forment le groupe des matrices othogonales

02) = {CeRY".cct=CcTC =1}
= {CeR™™: )\ (C)=N\(C)=1}.

L’inclusion différentielle

{ Vu € O(2) presque partout dans 2

U= ug sur 09, (9.15)

a d’abord été étudié pour la dimension 3 par Cellina-Perrotta [8] qui ont construit une
solution localement affines par morceaux si ug = 0, puis par Dacorogna-Marcellini-Paolini
qui ont également donné des solutions explicites pour les dimensions 2 et 3 ([16], [17]),
puis pour la dimension n > 2 ([18]). Citons également Iwaniec-Verchota-Vogel [38].

Exemple 9.27. Voici un argument pour le cas n = 2 et ug = 0, montrant par ’absurde
qu’il est impossible d’avoir une solutions réguliére jusqu’au bord. Soit u € C*(O,RR?), ou
O est un voisinage de 01, telle que

Vu € O(2) dans O,
ce qui est équavalent a
)\1 (Vu) = )\Q(VU) =1.
Or,
M 4N =|Vul? et Mg = |det(Vu)|,
d’on
|Vu|? = 2| det(Vu)| = 2.

En notant u(z) = (u'(z),u?(x)), x = (z1,22) et
1 1
vo- (1 ).
ug, o ug,
1

2 _
Uy, — Uz, =0
2 1 _ o)
uy, +ug, =0 dans O

|Vul| = |Vu?| = 1.0

nous avons le systéme

En particulier, dans O N 95, nous avons

(Vul; 1) = (Vu?;v)

<Vu2; T> = <Vu1; l/> ,
ou T et v sont, & un signe pres, respectivement le vecteur tangent et normal & 9€). Puisque
u! = u? = 0 sur 99, nous devons alors avoir Vu! = Vu? = 0 sur O N 0K, ce qui contredit
le fait que |Vu!| = |Vu?| = 1 dans O. Ainsi, une solution lipschitzienne de (9.15) ne peut
étre réguliére jusqu’au bord. En particulier, elle ne peut pas étre affine avec un nombre
fini de morceaux.
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Le résultat suivant montre I’existence de solutions pour des conditions de bord affines
non-nulles dans un rectangle.

Théoréme 9.28. Soient  :=] —a,a[ X | — b, ] et ug(z1,z2) := (axy, fxs) o0 a,b > 0,
0 < «, B < 1 satisfont

b? 1—a?

a2 1-p2°

Alors il existe une solution loc Aff,,0c(Q2; R?) au probléme de Dirichlet

Vu € O(2) presque partout dans
U = Ug sur 0€).

Démonstration. Voir Dacorogna-Marcellini-Paolini [17], théoréme 5.3. O

Evidemment, il est possible de trouver des solutions du probléme de Dirichlet dans
un demi-plan ou un angle de plan en faisant une analyse similaire & la section précédente
pour obtenir des conditions de bord admissibles. Nous allons cependant montrer que,
contrairement au cas non-orthogonal, il n’existe pas de solution affine pour laquelle une
condition de bord appartient a I'intérieur de I’enveloppe rang-1 convexe. Pour a € R, nous
notons les droites

D, :={t(l,a) €R*:t € R}, D, :={0} xR={t(0,1) € R*:tcR}.

Proposition 9.29. Pour tout a € RU {cc} et pour tout M € O(2), il n’existe aucune
matrice C' € int R co(F) telle que Mz = Cxz sur D,.

Démonstration. Sans perte de généralité, puisque tout les ensembles impliqués sont inva-
riant par rotation, nous pouvons choisir M = diag(1, s), s = +1. Par I'absurde, supposons
qu’il existe C' € int R co(E) tel que Mz = Cz sur Dy, pour un certain a € RU {co}.

Etape 1. Par le théoréme 9.42,
intR co(E) = {C e R¥?: \(C) < 1, i =1,2}.

Par conséquent,

%o(C) = 5 (VIO + 2[00 + /[OF — 2[dei()]) <1,
ce qui implique, aprés avoir élevé cette inégalité au carré et arrangé les termes,
|C|4 — 4det(C)2 < 2 —|C2
En élevant encore une fois au carré, nous avons la condition nécessaire
|C)? — det(C)* —1 < 0. (9.16)
Etape 2. 11 y a deux cas a voir.

Cas 1. Sia # oo, et x =t(1,a) € D,. Alors 'égalité Mz = Cz s’écrit

t t
t(l,sa)M( ut ) C’< ut > =t(c1 +aca,c3 +acy), VieR,
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autrement dit
ci+acs =1, c3+ acy = sa.

C:( 1—aaq 041)’
a(s —as) s

det(C) = ag — saay, |C]* = (1+a*)(1+af +a3) — 2aa; — 2saas,

Ainsi C est de la forme

avec

d’ou
IO —det(C)2 =1 = (1+a*)(1+ a3+ ad)—2a0; — 2sa’ay
—(a3 + a*a? — 2saa;a0)
= ozf + aQag +a? = 2sa%as — 2sacian
= (aq + saay —a)* >0,
ce qui contredit (9.16).

Cas 2. Si a = oo, c’est-a-dire D, est la droite verticale {(0,t) € R?}, alors D'égalité
Mx = Cx s’écrit

t(O,s)zM( ?):c( (z>:t(02,04), VteR,

autrement dit

Ainsi C est de la forme

C= < o 0 >,det(C’) = sal

Qo S
d’ou
|IC|? —det(C)2 —1=0a}+ a3 +5*—s%a? —1=a3 >0,
ce qui contredit également (9.16). O

Un corollaire immédiat de ce résultat est la non-existence de solution affine par mor-
ceaux pour des conditions de bord apartenant & int R co(E), dans le cas orthogonal.

Théoréme 9.30. Soient Q2 C R? ouvert et C' € int R co(O(2)). Alors il n’existe pas de
solution u € Aff,,0rc(Q; R?) au probléme de Dirichlet

Vu € O(2) presque partout dans 2
u(z) = Cx  sur 01,
9.5 Solutions lipschitziennes

Dans cette section, nous énoncons les principaux résultats connus concernant ’exis-
tence de solutions lipschitziennes au probléme des deux puits. Nous commengons par
énoncer un résultat général d’inclusion différentielle pour le cas scalaire (u : R™ — R) qui
donne une condition nécessaire et suffisante.

118



Théoréme 9.31 (Le cas scalaire). Soit Q C R™ ouvert et borné, E C R", uy € Aff(Q).
Alors le probléme
Vu € E  presque partout dans 2
{ u=wug sur 0N

admet une solution u € WH>°(Q) si et seulement si
Vug € ENintco(E),
ol int co est l'intérieur de 1’enveloppe convexre de E.
Démonstration. Voir [10], théorémes 10.18 et 10.24. O

Remarque 9.32. (i) Ce résultat est obtenu via une construction « pyramidale » ex-
plicite de la solution u (voir Cellina [7] et Friesecke [31]). Cette construction sera
rediscutée dans le chapitre 11.

(ii) Ce résultat a été établi par de nombreux auteurs, avec différents niveaux de géné-
ralité sur la condition de bord ug, en particulier, si ug est seulement lipschitzienne.
Citons Bressan-Flores [2], Cellina [7], Dacorogna-Marcellini [12], [14], [15], De Blasi-
Pigiani [27] et Friesecke [31].

Dauns le cas vectoriel (u: R" — RN avec N,n > 2), le probléme est considérablement
plus difficile et aucune condition suffisante et nécessaire n’a été trouvée pour l'existence.
Une condition suffisante, impliquant I’enveloppe rang-1 convexe (voir section 9.6), a été
établie par Dacorogna-Marcellini [12]-[15] suivant une méthode basée sur le théoréme
des catégories de Baire, et par Miiller-Sverak [49], suivant la méthode dite d’intégration
convexe de Gromov [35]. Nous énongons ici le résultat spécifiquement appliqué au pro-
bléme des deux puits.

Théoréme 9.33. Soient ) C R? ouvert et A, B € R?*? inversibles tels que det(A— B) =
0. Soit C' € R?*2 tel que
C =aR,A+ BRyB,

olt Ry, Ry € SO(2) et 0 < a, B, + 3 < 1. Alors il existe une solution u € W1>°(; R?)
au probléme de Dirichlet

Vu €S, USpE presque partout dans €2
u(z) =Czx  sur 00

si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
1. det(B) > det(A) > 0 et

det(B) — det(C)
det(B) — det(A)’

det(C) — det(A

0 cetle) — detld).
sas det(B) — det(A

0<pB<

~— | —

2. det(A) = det(B) = det(C).

Remarque 9.34.

(i) La caractérisation de ’enveloppe rang-1 convexe de Sy U Sp est due & Sverak [57]
(voir aussi Dacorogna [10], théoréme 7.44).
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(ii) Le premier cas a été montré par Dacorogna-Marcellini [13], [15] et Miiller-Sverak
[49], et le second cas a été montré par Dacorogna-Tanteri [26] et Miiller-Sverak [50].

Enfin, voici le résultat d’existence pour le cas orthogonal.

Théoréme 9.35. Soient 2 C R™ ouvert et ug € Affore(Q;R™) tel que pour tout i =

1,...,n,

Ai(Vug) <1, presque partout dans .
Alors il existe une solution u € W1°°(Q; R?) au probléme de Dirichlet

Vu € O(n) presque partout dans
U = ug sur 0f2.

Remarque 9.36. Ce résultat peut se généraliser pour des inclusions différentielles de la

forme
Vue {EeRV™ (€)=, i=1,...,n},

avec 0 < 1 < -+ <, (dans le cas orthogonal, 7; = 1). Voir Dacorogna-Ribeiro [24] et
Dacorogna-Tanteri [25], [26].

9.6 Annexe : connexions de rang-1 et enveloppe rang-1
convexe

Nous montrons un résultat concernant les possibilités de rang-1 connexion entre les
puits de deux matrices quelconques.

Proposition 9.37. Soient A € R?*2 telle que det(A) # 0. Soit C' € R?**2\ {4} rang-1
connecté & S 4. Alors un seul des trois cas suivant est possible.

(a) C est rang-1 connecté a un seul élément de Sy ;

(b) C est rang-1 connecté a exactement deux éléments de Sy ;

(¢) C est rang-1 connecté a tous les éléments de S4.
Ce dernier cas se produit si et seulement si C € S At

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que A = I, quitte & remplacer
C par CA™!, et nous noterons
c1 ¢
o ( 1 C )
C3 C4

FEtape 1. Nous établissons le résultat préliminaire suivant : pour tout v = (v1,vs) €
R2\ {0} et a € R, alors I’équation

a = F(0) := vy cos(f) + vo sin(6)
admet au plus deux solutions dans | — 7, 7]. En effet, si on pose
Vo

cos(A) ;== — et sin(A) = —,

0]
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alors nous avons 1’équation
(A=0)=
cos(A—0) = —
]
qui admet au plus deux solutions dans | — m, 7].

FEtape 2. Soit R, € Sy telle que det(C'—R,) = 0. Par conséquent, ¢ satisfait '’équation
(c1 + ¢q) cos(p) + (e3 — ¢2) sin(p) = 1+ det(C). (9.17)

Il y a deux cas & voir.

Cas 1. Sic1 + ¢4 # 0 ou si c3 — cg # 0, alors par l'étape 1, I'équation (9.17) admet au
plus deux solutions ¢1, g2 € | — 7, 7], ce qui correspond aux cas (a) et (b).

Cas 2. Sic1 4+ ¢4 = ¢c3 —cg = 0, alors (9.17) ne dépend plus de ¢ €] — 7, 7| et est
équivalente a ’égalité
det(C) = —(cf +¢3) = -1

qui est vraie si et seulement si C' € S,—, ce qui correspond au cas (c). O
2

Exemple 9.38. Soit A = I5. Nous donnons trois exemples de matrices C' pour chacun
des trois cas possibles donnée par la proposition précédente :

2 0 11 (1 0
a-(a1) a-(o b)) emm-(5 2)

En explicitant det(C; — R, A), pour chacune des trois matrices, nous obtenons d’abord

det(cl - RK,DA) = 3(1 - COS(@))?

d’ou
det(Ci —R,A)=0 < ¢=0.
Ensuite,
det(Cy — R,A) = sin(p),
d’ou

det(Cy — R,A)=0 <& ¢e{0,7}.
Enfin, pour tout ¢ € | — 7, 7],
det(C3 — Ry A) = (1 — cos(ip))(—1 — cos(y)) + sin(p)? = —1 + cos(p)? + sin(p)? = 0.

Nous définissons ici 'enveloppe rang-1 convexe d’un ensemble. Cette notion joue un
role centrale dans ’existence de solutions lipschitziennes pour le probléme des deux puits.

Définition 9.39 (Ensemble et enveloppe rang-1 convexe).

1. Un ensemble E C RNV*™ est rang-1 convexe si pour tout A € [0,1] et &, € E tels

que rg(n — &) =1, alors
X+ (1-NneE.
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2. Soit E C RY*", Soit la suite d’ensemble définie récursivement par
Roco(FE) := E,
Ro+1 CO(E) = {)\fl + (1 — /\)62 :0< A<, &, Ry CO(E‘)7 det(fl — §2) = 0},
pour tout v > 1 entier. Alors I’enveloppe rang-1 convexe de E est ’ensemble

Rco(E) := U R, co(E)
v>0

Remarque 9.40. Il ne s’agit pas de la définition habituelle (mais équivalente) de I’en-
veloppe rang-1 convexe, mais c’est celle qui est la plus pratique pour notre travail. Voir
[10], section 7.3 pour plus de détails.

Le résultat suivant, dit & Sverak [57], donne une caractérisation implicite de ’enveloppe
rang-1 convexe des deux puits, dans le cas oit les déterminants sont de méme signe.

Théoréme 9.41. Soient A, B € R?*? tels que det(A),det(B) >0 et E:=S4 USg.
Cas 1. Si det(A) = det(B) > 0, alors

Rco(E) = {g c R2%2 . §=aR, A+ BRyB, Ry, Ry € SO(2) }

0<a,B,a+ <1, det(§) = det(A) = det(B)
Cas 2. Si det(B) > det(A) > 0, alors

€ = aR, A+ BRyB, Ry, Ry € SO(2) }

Reo(E) =< £ e R det(B)—det(€) det(&)—det(A)
{ 0<a< djt(B)fdst(A)’ 0<p< d:t(B)fdizt(A)

De plus, dans le second cas, 'intérieur de R co(F) est donné par la méme formule, mais
avec des inégalités strictes a droite.

Démonstration. Voir Dacorogna [10], théoréme 7.44. O

Enfin, voici la caractérisation de I'enveloppe rang-1 convexe des deux puits pour le cas
othogonal.

Théoréme 9.42. Soit

E = 0O(n) = {CeRv":.ccT=0"C=1,}
= {CeR"™:\(C)=1,i=1,...,n}

Alors
Rco(E)={CeR>?: \(C) <1, i=1,...,n},
et
intR co(E) = {C e R¥?: N(C) <1, i=1,...,n}.
Démonstration. Voir Dacorogna [10], théoréme 7.43. O
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9.7 Annexe : polygones

Nous finissons ce chapitre par quelques considérations sur les polygones qui ont été
développées dans le cadre de la preuve du théoréme 9.13.

Définition 9.43 (Polygone). Soit n > 3.

1. Un ensemble borné P C R? est un polygone (simple) s’il existe une suite finie de
points distincts ay,...,a, € R? satisfaisant, si nous désignons ag = a,, les trois
propriétés suivantes.

— P est constitué des segments [ag, ak11], ¢’est-a-dire

P = U [ak—1;ak]-
k=1

— Les segments ne s’intersectent jamais en dehors des extrémités, c’est-a-dire pour
tout ¢ # 7,
]ai, ai+1[ﬁ ](lj7 (lj+1[: 0.
— Chaque ay ne peut appartenir qu’au segments [ax_1; ag] et [ag; ag+1], ¢’est-a-dire
ar € [aj,a;11] & ke {jj+1}.
Les points {as, ..., a,} sont les sommets de P et les segments {[ax_1; ax]}}_, sont
les cotés de P.
2. Une diagonale d’un polygone est un segment joignant deux sommets non-consécutifs.

Remarque 9.44. Par abus de langage, nous appelons également polygéne tout sous-
ensemble borné Q C R tel que 0 est un polygodne au sens de la définition précédente.

Notation 9.45. Soit Q C R? un polygéne. Alors nous noterons
S(Q) := {sommets de Q}, E(£) := {cotés de Q}.

Nous noterons également |S(€2)] la cardinalité de S(2), c’est-a-dire le nombre de sommets
de Q.

Proposition 9.46. Soit 2 C R? un polygone tel que |S(Q)| > 4. Soit ¥ C R? un ensemble
de segments fermés satisfaisant les hypothéses suivantes.

(Hy) Chaque segment de ¥ est une diagonale de ) entiérement contenue dans €, sauf
aux extrémités.

(H2) Chaque sommet de Q est relié & au moins un autre sommet non-consécutif de € par
un segment de 3.

Alors il existe une intersection entre deux segments de 3 & U'intérieur de €.

Démonstration. Nous procédons par I’absurde : supposons qu’aucun segment de ¥ ne
s’intersecte dans ). Nous allons montrer que c’est impossible sous les hypothéses (Hy) et
(H2). La démonstration se déroule en quatre étapes.

FEtape 1. Notons 0 = g et choisissons un sommet ag € S(€p). Par hypothéses,
il existe un sommet by € S(€) non-adjacent & ap et une diagonale Dy C X tels que
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Dy = [ag,bo] C Q. Puisque Qq est un polygone simple, alors Dy partage )y en deux
polgones simples notés Q; et ), chacun constitué de 'un des deux chemins sur 9
reliant ag et by, et de Dy (figure 9.14). De plus, ils satisfont les propriétés élémentaires
suivantes :

o U anl =0QyUDg, 901N anl =Dy = [CLO7 bo],

S(1) U S(Q)) = S(20), S()NS(Q)) = {ao,bo},

3 < [S(Q)l, 1S()] < [S(Q0)] - 1.

&

bo

FIGURE 9.14 — Qg est partagé en deux sous-polygones € et .

Justifions la premiére inégalité : si nous avions |S(2)| = 2, alors cela impliquerait que ag
et by sont des sommets adjacent dans )y, et donc Dy coinciderait avec un coté de €2, ce
qui est exclu par (H;). Nous avons deux cas qui se présentent :

min {[S(Q),[S(Q)[} =3 ou  min{[S(2)],|S(2)[} >3

Le cas ot 'un des polygones est un triangle est traité a ’étape 2 et le second cas, a 1’étape
3.

Etape 2. Si'un des polygones, disons €)1, posséde exactement 3 sommets, c’est a dire
S(Ql> = {a’oabOa C} 5

alors on a une contradiction. En effet, par (Ha), il existe d € S(Q) et Dy € 3 tels que
Dy = [e,d] C Qq. Or, d n’étant pas adjacent & ¢, nous avons nécessairement d € S(}).
Puisque D; est entiérement contenu dans Qg et que Q; et €2} ne sont séparés que par
Dy, alors D; doit nécessairement intersecter Dy, ce qui contredit I’hypothése de non-
intersection (figure 9.15).
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agp

Dy

c Ql . d

bo

FIGURE 9.15 — Si 1 est un triangle, alors il y a nécessairement une intersection entre
diagonales.

FEtape 3. Supposons que Q; et ] possédent chacun plus de 3 sommets. Choisissons
I'un des deux, disons §2;. Pour les mémes raisons que dans ’étape 2, les sommets de 2
ne peuvent étre reliés qu’a d’autres sommets de 2;. En effet toute diagonale dans ¥ qui
relie un sommet de ; & un sommet de 2} intersecte Dy, ce qui est exclu (figure 9.16).

ao

00

FIGURE 9.16 — Les diagonales partant de sommets dans €; restent dans €27, autrement il
y aurait une intersection.

Nous appliquons la procédure de dichotomie suivante.

1. Choisissons un sommet a; € S(£21) \ {ao, bo}. Alors il existe un sommet b; € S(4)
(éventuellement ag ou by) et un segment Dy C ¥ tels que Dy = [a1,b1] C Q.
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2. Le segment D partage Q; en deux polygones simples Qs et Qf, satisfaisant
0y U 89'2 =01 UDy, 905N 89/2 =D, = [al, bl],

S(2) US(Q) = S(),  S(22) N S(Q) ={a1, b1},
3 < [S(Q)], [S()] < [S(E)[ -1 < [S(Q0)] - 2.

3. Un seul de ces polygones a pour coté le segment Dy. Choisissons autre, disons 29
(9.17).

Dl / DO

bo
FIGURE 9.17 — ; est partagé en deux sous-polygones Qs et .

4. Tl'y a deux cas possible. D’une part, si |S(£22)| = 3, alors on obtient une contradiction
identique a celle de 1’étape 2. D’autre part, si |S(22)| > 3, alors on re-applique la
méme procédure a 5.

Etape 4. On réitére la procédure de dichotomie précédente de maniére a obtenir une
suite de polygones 2, avec

jusqu’a finalement avoir un polygdéne 2y qui soit un triangle. Puisque 4 < |S(Q0)| < o0,
alors
1< N<|S(Q0)—3

Le triangle Q2 nous donne une contradiction identique & celle de ’étape 2, ce qui termine
la preuve. O
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CHAPITRE 10

LE CAS SEMI-DEGENERE
DET(A) # 0, DET(B) = 0

Nous allons maintenant traiter le cas dit semi-dégénéré du probléme des deux puits,
ol 'une des matrices est inversible, et la seconde singuliére, c’est-a-dire

det(A) #0 et det(B)=0.

Ce cas a été traité par Dacorogna-Marcellini-Paolini [22] qui ont établi des conditions
nécessaires pour ’existence de solutions affines par morceaux pour le probléme de Dirichlet

{ Vu € Sy USpE presque partout dans €2 (10.1)

U = ug sur 012,

ol ug est une fonction affine.

Dans ce chapitre, nous commencerons par montrer une caractérisation de l’enveloppe
rang-1 convexe des deux puits, en se basant sur la preuve de Sverak [57] pour le cas non-
dégénéré, puis appliquerons la méthode des catégories de Baire (cf Dacorogna-Marcellini
[12]-[14]) pour prouver existence de solutions lipschitziennes pour (10.1).

Ensuite, nous montrerons un résultat d’existence de solutions localement affines par
morceaux pour une certaine classe de données au bord affines ug telles que

Vug € OR co(E).

Pour finir, nous entamerons une analyse du probléme (10.1) sur des demi-plans et des
angles de plan avec des données de bord appartenant & l'intérieur de I’enveloppe rang-1
convexe des deux puits.

10.1 L’enveloppe rang-1 convexe

Dans cette section, nous montrons une caractérisation de ’enveloppe rang-1 convexe
des deux puits (voir définition 9.39). Nous commengons par déterminer les connexions de
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rang-1 qui peuvent survenir dans les deux puits (comparer avec le lemme 9.1).

Lemme 10.1. Soient A, B € R2?*2 tels que det(A) # 0 et det(B) = 0, et notons
A(BA™Y = 0, \a(BA™Y) > 0 les valeurs singuliéres de la matrice BA~!. Alors les
trois assertions suivantes sont vraies.

(i) Le puits S4 n’admet aucune rang-1-connexion non-triviale avec lui-méme, c’est-a-
dire
det(A—R,A)=0 < ¢=0.

(ii) Le puits Sg est totalement rang-1 connecté avec lui-méme, c’est-a-dire
det(B—-R,B)=0, Vyee|—mn|.
(iii) Les puits S4 et Sp sont rang-1-connectés si et seulement
1 < X(BA™Y.

De plus,

det(A— RoB)=0 <& cos(0)= ﬁ
2

En particulier, si A\o(BA™!) = 1, alors det(A — B) = 0.
Remarque 10.2.

(i) Contrairement au cas non dégénéré, il existe des connexions de rang-1 a 'intérieur
d’un méme puits, celui qui est dégénéré.

(ii) De la méme maniére que dans le chapitre 9, nous pouvons, sans perte de généralité,
restreindre notre analyse aux matrices

10 0 0
L RN )

olt > 0 est la seconde valeur singuliére de la matrice BA™! (la premiére étant 0).
En particulier, I est rang-1 connecté aux matrices

S
Bi::<0:|:'u1 1)683.

0

Démonstration. Le point (i) a déja été montré dans le lemme 9.1, et le point (ii) est trivial.
Montrons le point (iii) avec A = I et B = diag(0, i), & > 0. Pour tout R, € SO(2), nous

avons
0 sin(p)p
B =
28 (4 o )

d’ou
det(A—R,B) =1—-cos(p)u=0 <& cos(p)=1/p & p>1
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Lemme 10.3. Soient s,t € R, Ry, R, € SO(2). Alors il existe 0 < r < |s| 4+ |t], Ry €
SO(2) tels que
sRg +tR, =TRy. (10.2)

En particulier, enveloppe convexe de SO(2), notée co(SO(2)), est caractérisée par
co(50(2)) =[0,1]SO(2) ={rR,:0<r <1, R, € SO(2)}. (10.3)

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que s,t > 0, quitte a les rem-
placer par leur valeur absolue et ajouter m & 6 et/ou . Pour avoir (10.2), il suffit de
choisir r et ¥ tels que

1% = (scos(f) + tcos(¢))? + (ssin(h) + tsin(p))?,

cos(1)) = scos() + tcos(ga)’ sin(1) = ssin(6) + tsin(cp).

r r

Posons

X = [0,1]S0(2).
L’égalité (10.3) découle directement du fait que X est connexe (par ce qui précéde), et
que tout élément { = rRy € X se décompose

r+1 1

§="F"Ry+ ;TRWﬂ € co(SO(2)).

O

Lemme 10.4. Soit £ C R™*™ un ensemble rang-1 convexe et K C R™*"™ compact. Alors
OKCE = KCE.

Démonstration. 11 suffit de montrer que tout élément de K peut s’écrire comme une
combinaision rang-1 convexe d’éléments de K. Soit donc £ € K. Si £ € 0K, il n’y a rien
a montrer ; nous supposons donc que & € int(K). Soit n € R™*™ une matrice de rang-1 et
posons

& =E&+nt, teR

Puisque K est compact, il existe ¢; < 0 < t3 tels que &, ,&, € 0K C E. Ecrivant

to —t1
= -
5 t2 — tl gtl t2 — t]_ £t23
puisque E est rang-1 connexe, &, ,&, € E et

rg(€t1 - 5152) = (tl - t2)rg(77) <1,
alors on a bien ¢ € E. O

Nous commencons par donner une caractérisation de I’enveloppe rang-1 convexe des
deux puits dans le cas trivial ol il n’y a aucune connexion de rang un entre les deux puits.
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Théoréme 10.5. Soient A, B € R?*2 tels que
det(A) >0, det(B)=0 et 0<)(BA™') <1
Posons F := S 4 USp. Alors 'enveloppe rang-1 convexe de E est caractérisée par
E=S,U{0} :X(BAYH=0,
Rco(E) = AU0} = Ap(BATY
SaU[0,1]Sp  :0< X(BA™!) < 1.

En particulier,
int Rco(E) = 0.

Démonstration. Sans perte de généralité nous supposons que A = I, B = diag(0, 1), avec
0 < u < 1. Par le lemme 10.1, les seules connexions de rang 1 non-triviales possibles sont
dans le puits Sg, dans lequel tout les éléments sont rang-1 connectés. Par conséquent,
invoquant le lemme 10.3,

Rco(E) =SaUco(Sp) =S4 U|[0,1]Sp.
Si p =0, alors Sg = {0}, et donc Rco(E) = E =S4 U{0}. O
Voici le résultat principal de cette section.
Théoréme 10.6. Soient A, B € R?*2 tels que
det(A) >0, det(B)=0 et X(BA™')>1.

Posons F :=S4 USg. Alors les enveloppes convexe et rang-1 convexe de F sont caracté-
risées par

co(E) =S0(2){sA+tR,B:0<s,t,s+t<1, R, € SO(2)},

L Sl (10.4)
0<s< d:t(A)’ 0<t<1- d:t(A)

RCO(E)=SO(2){§ER2X2: ¢=sA+1tR,B, R, € 50(2) }

Si, de plus, A\o(BA™!) > 1, alors l'intérieur de Rco(E) est non-vide et est donné par la
méme formule, mais avec des inégalités strictes partout.

Remarque 10.7.

(i) La formule (10.4) est exactement celle que Sverak [57] a établi pour le cas det(A) >
det(B) > 0, mais avec det(B) = 0. La preuve, essentiellement adaptée de Dacorogna-
Marcellini [15], sera montrée en détail. Le fait que 'un des puits soit dégénéré permet
quelques simplifications au niveau du calcul de 'enveloppe rang-1 convexe (étapes
2 et 4.2 dans la preuve).

(i) Si Ao(BA™1) = 1, alors la caractérisation de Rco(E) peut explicitement s’écrire
(voir étape 5 de la preuve)

Rco(E) = SO(2)[A, B] U SO(2)[0, B]
ou[A,B]={tA+ (1—1t)B:t€]0,1]} et, en particulier,

intR co(E) = 0.
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Démonstration. La formule pour 'enveloppe convexe est montrée dans [10] (théoréme
7.44) pour tout A, B € R?*2. Sans perte de généralité nous supposons que A = I, B =
diag(0, it). On rappelle que A n’est rang-1 connecté qu’aux matrices

2 —
Bi::<0 + 'ul I)ESB, sipu>1.

0

La démonstration se déroule en cinq étapes. Dans ’étape 1, nous calculons explicitement
Rjco(E). Dans les étapes 2 et 3, nous établissons la formule (10.4). Dans 'étape 4,
nous montrons la caractérisation de Uintérieur de R co(FE). Enfin, dans I’étape 5, nous
appliquons (10.4) pour le cas Ao(BA™1) = 1.

Etape 1. Posons

X = S0(2) {M + (1 - \)Bys: A€ [0,1]} U [0,1]Sp.

Montrons que X = Ry co(E).
(2) Montrons que pour tout A € [0,1] et &1,&2 € E tels que det(§1 — &2) = 0, alors

E=2g+(1-Né& e X.

Il y a trois cas, qui font chacun appel au lemme 10.1.

1. Si &1,& € Sa, alors puisque A est inversible,
det(§1 — &) =0 & & =&,
d’ou &€ =& € X, puisque Sy C X.
2. Si &1,& € Sp, alors puisque B est singuliére,
det(&1 — &) =0, V&,& €S,

d’ot € € co(Sp) =[0,1]Sp C X.
3. 8i& =R,A €S, & €Sp. Alors

det(R,A—&) =0 & & =R,By,
d’out
E=Ry,AA+(1-NBy)€X.
(C) Puisque det(A — By) =0, on a trivialement
SO(2) {MA+ (1—=XN)By : A€0,1]} CRyco(E).
Enfin, tout £ € [0,1]Sp admet une décomposition rang-1 convexe donnée par

1 1
¢ =rR,B = %RSDB + =" ReixB € Ri co(E).

Etape 2. Posons

Y :=S0(2){¢ = sA+tR,B:0< s <det(¢), 0<t<1—det(£)}

131



et montrons U'inclusion R co(E) C Y. Etant évident que E C Y, il suffit de voir que Y est
polyconvexe (donc rang-1 convexe) pour avoir I'inclusion. Une condition suffisante (voir
[10], théoréme 7.4) pour la polyconvexité est que pour tout & € Y et t € Ag tels que

6 6
E:=) & et det(¢) =) tidet(&),
i=1 =1

alors £ € Y, ou
6
Ag := {t: (t17...,t6) GRi Ztl = 1}
i=1

Soit un tel & € R?*2, Par le lemme 10.3,

6
§=> ti(0iRy, + 7iRy,B) = 0Ry + TR, B,

i=1

avec 6 6
i=1 i=1
et
6 6
T S ZtiTi S Zti(l — det(fz)) =1- det(f),
i=1 i=1
don €Y.

Etape 3. Pour montrer Y C Rco(E), il suffit, par le lemme 10.4 de montrer que
dY C Rco(F), Y étant clairement compact. Remarquant que Y = Y; U Y3, avec

Yi:={{=5RgA+tR,B:0<s<det(&), t =1—det(§)},

Yo :={({ =sRgA+tR,B:s=det(§), 0<t<1—det(§)},
nous allons montrer Y7,Ys C Rceo(E),

Etape 3.1. Fixons 0 < 7 < 1 et posons
Y7 ={{=5RyA+TR,B:0<s <det(§), det({) =1—-17},
de sorte que Y7 = J, <r<1 Y7 . Posons également
M= {€ e R¥*? . det(¢) =1 — 7}

Alors M est une variété de dimension 3, Y{ est compact dans M et le bord de Y7
(relativement a la variété M) est donné par

Y ={{=01-7)RyA+ 7R, B :det({) =1—7}.
On constate que pour tout £ € Y7,

det(€) = (1 - 7)2 + (1 — m)pcos(ip — 0) = det(€)” + det(€) (1 — det(€) ) cos(p — 0),
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ce qui est équivalent a
0 = det(£)(1 — det(£))(1 — peos(p — 0)).
Si det(€) € {0,1}, alors £ € S, USp C Rco(F). Autrement, on a nécessairement
peos(p —6) =1
et donc R_p§ = (1 — 7)A+ 7By € Ry co(E) par létape 1, d’ou
9Y] C Rco(E).

Soit maintenant £ = sA + TR, B € int(Y]") (ou l'intérieur est relatif & M). Montrons
d’abord que l'on peut écrire

— Jdet(©)Ry, +s< STS(Q (;)1 Siﬁ?zg@ 1 ) , (10.5)

oul s > 0. Nous devons résoudre
Y)—1)

(
() +1)
)sin(¢) — s cos(v).

geos(p) = /det(§)cos(v) + s(sin
ocos(p)+TH = det(&) cos(v)) + s(sin
v/ det

osin(p) =

TE

Alors nécessairement s = =,

ce qui donne le systéme

det (&) cos(y) + ssin(y) = o cos(p) + s
(10.6)
—scos(®) + y/det(&) sin(v)) = o sin(p).
Vérifions la compatibilité de ces équations : en élevant au carré et en sommant, nous
obtenons
det(€) + 5% = 0% + 205 cos(p),
c’est-a-dire

det(&) = o(o + T cos(p)).

Cette égalité étant vraie, le systéme (10.6) est résoluble. Multipliant la premiére équation
ar y/det(§), la seconde par —s et sommant, nous avons

(det(€) + 5?) cos(vp) = ov/det(€) cos(p) — ossin(p) + sy/det(€).
De méme, nous avons également
(det(€) + s?) sin(v)) = oscos() + ov/det(€) sin(y) + 52,

ce qui achéve de montrer la décomposition (10.5).

Posons ensuite

sin(¢p) — 1 cos(v)
= /det(&)Ry +t< ~ cos(t) Sin(w)Jrl)’ teR,
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qui satisfait
& =¢, det(&)=det()=1—7, VteR

Autrement dit, ensemble {&;} est une ligne de rang-1 contenue dans M. Puisque Y7 est
compact et £ € int(Y7), alors il existe t; < s < ta tels que &,, &, € 9Y7 C Rjco(E), et

donc on peut écrire
t2_5 S—t1
g_fs - (t2_t1)§t1 + (tZ_t1>€t27

det(&h - gtz) = 07 gtl?é.tz € Rl CO(E)7

d’ot £ € Ry co(E).

Etape 3.2. L’ensemble Y5 peut se traiter exactement de la méme fagon que pour Y7,
cependant, nous proposons ici une décomposition rang-1 convexe explicite qui montre que
Y> C Roco(E). Soit £ € Ys. Si o =0, alors { = TR,B € [0,1]Sp C Ry co(E). Sio # 0,
alors

0 = det(£) = a(o + Tpcos(p)),

e (g e

d’ott o + T cos(p) =1 et

0 1
De plus, puisque o + 7 < 1, alors

o+ Tucos(p) =1 = cos(p) >1/u>0
= Jsin()| < V=172,
d’ou
plsin(p)| < v/p? - 1. (10.7)

En posant
Tu? sin(p) o1 _ g TH sin(p)

Vi2—1’ V=1

¢E=0A+aBy +bB_, o+a+b=1,

20=1—0+

nous avons

et, par (10.7),
a<-(l—-oc+7)<1-0<1,

1
azi(l—a—T)EO,

d'on 0 <a<1,etdeméme0<b<1. Enfin, on écrit

{=(1-0) {(W)A—F(lib)B-k}—i—bf;.
=&
=&

Nous avons évidemment & € E C Rj co(FE) et, par 'étape 1, & € Ry co(E). De plus,

_ _a_ _a_ 3
det(&1 — &2) Zdet< 1— 3% 14152 —1 ) =0,

0 0
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d’ott £ € Ry co(E), ce qui achéve de montrer 'inclusion Y C Rco(F).

Etape 4. Pour finir, posons
Y2 :=502){{ =0A+7TR,B:0<s <det(§), 0<t<1l—det(§}

et montrons que intR co(F) = Y°.

La continuité de la fonction det : R2*2 — R implique que Y est ouvert, ce qui donne
directement Y° C intR co(E), puisque par I’étape précédente, Y° C Y C Rco(E).

Nous montrons la seconde inclusion par ’absurde, en supposant que 'une des inégalités
stricte dans la caractérisation de Y? est en fait une égalité. Il y a trois étapes.

FEtape 4.1. Soit £ = 0 A+ TR,B € intR co(E) avec
o<det(§) et 7=1-—det(§).
Puisque ¢ € intRco(E), il existe to > 0 tel que
&p =E+1tR, = (tR,+0l)A+TR,B € Rco(E), V |t| <ty, R, € SO(2).
Par la caractérisation de R co(FE), nous avons que
1 —det(§) =7 <1 —det(&,y),

c’est-a-dire
det(€) > det (&) = det(§) + ¢ (& Ry) + 17,

d’oul
tt+ (&G Ry) <0, VIt <to, Ry € SO2),

ce qui n’est possible pour aucun ¢ € R2*2,

FEtape 4.2. Soit £ = ol + TR,B € intRco(E) avec
o=det(§) et 0<7<1—det(§).
Puisque £ € intR co(F), il existe tg > 0 tel que
&ty =+ tR,B=0A+ (TR, +tR,)B € Rco(E), VY [t|<to, R, € SO(2).
Par la caractérisation de R co(E), nous avons que
det(§) = o < det(&,) = det(€) + otpcos(n),

d’ou
0 < atpcos(n), V|t <to, R, € SO(2),

ce qui n’est possible que si ¢ = 0, c’est-a-dire £ = TR, B, avec 7 € [0, 1]. Montrons que
ceci méne & une contradiction.
Pour la méme raison que précédemment, il existe g9 > 0 tel que

ey =&+eRy=eR,+7TR,B € Rco(E), V|e| <ep, Ry € SO(2).
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Et donc
e < det(& ) = e(e + Tcos(p — x)). (10.8)

En choisissant 0 < € < min{7,e09} et x = ¢ + © + 7, nous avons
e+Tucos(p—x)=c+Tucos(®@+7) =¢—7<0.
Enfin, par (10.8),
e<ele—1) <0,
ce qui est absurde, et donc on doit avoir o < det(§).

Etape 4.3. Pour finir, montrons que les cas 0,7 = 0 ne sont pas admissibles dans
intRco(E). D’une part, les étapes 4.1 et 4.2 impliquent que si £ = 0A + TRyB €
intR co(E), alors 0 < o + 7 < 1. En particulier, si 7 = 0, alors o < 1 et 0 < det(£) = o2,
d’oil 1 < o, ce qui est absurde.

D’autre part, si o = 0, alors nous avons

det(¢) = det(TRyB) = 72 det(B) = 0 = o,
ce qui est exclu par I’étape 4.2. Nous avons ainsi montré que intR co(F) C Y°.

FEtape 5. Supposons que p = 1, c’est-a~dire B = diag(0,1) et © = arccos(1/u) = 0.
Montrons que
Rco(E) = SO(2)[A,B] U SO(2)[0,B] =: Z.

Par le lemme 10.1, les seules connexions de rang 1 possibles dans E sont (& une rotation
prés) entre A et B, et a l'intérieur de Sp, ce qui nous donne immeédiatement

Z =Ry co(E) C Rco(E).

Montrons 'inculsion inverse. Soit

s —tsin(y)
= sA B= E = :
E=sA+1tR, < 0 s+ tcos(p) > € Rceo(FE), det(&) = s(s+tcos(p)),
avec
0<s<det(¢) et 0<t<1-—det(€), (10.9)
ce qui implique
0<s+t<l. (10.10)

Il y a deux cas & voir. D’une part, si s = 0, alors
£E=tR,B, avec 0<t<letR,ecSO(2),
d’ou £ € SO(2)[0, B] C Z. D’autre part, si s > 0, alors nous avons, par (10.9) et (10.10),
s<det(§) = 1<s+tcos(p)<s+t<1,
dout=1—-set ¢ =0, et donc
E=sA+(1-s)BeSO(2)[A,B] C Z,

ce qui termine la preuve. O
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La caractérisation de int R co(F) donnée par le théoréme précédent nous permet d’y
trouver des éléments simples, comme des segments.

Exemple 10.8. Soit A := I, B = diag(0, ), # > 1 et 0 < o < 1. Posons
& =0A+tB, teR.

Alors )
1—0 1—0

€ int Rco(F i <t< .
& €intReo(E)  si m T on

En effet, par le théoréme 10.6, & € intR co(E) si et seulement si o et ¢ satisfont

{ 0 <o <det(&) =o(o+ put),
0<t<l—det(&)=1—0(c+ ut),

ce qui est équivalent a 1*7" <t< %;g;, et le fait que u > 1 assure que le membre de

gauche est plus petit que le membre de droite.

Le lemme suivant donne deux autres segments de matrices contenu dans intR co(E),
qui seront importants pour la suite.

Lemme 10.9. Soient x> 1 et les matrices

1-6 0 5 0
A5'< 0 1+T6)’ B‘S'(o usa)’

avec 0 < T < Z—ﬁ, S > u? — 1. Alors As, Bs € intRco(E) pour tout § > 0 suffisamment

petit.
Démonstration. Posons A := I3 et B := diag(0, ) et écrivons

T+1 1
A5:(1—6)A+5%B, Ba=5A+(1_5S:>B.

Par le théoréme 10.6, nous avons

0 < (1—-90) < det(As),

0 < T < 1 — det(4s),

0 < ¢ < det(By),
0<1—65H <1 —det(Bs).

A(;, B;s € intRCO(E) =

La partie gauche de ces inégalités est vraie pour tout S, T > 0et 0 < 6 < min{1, x/(S+1)}.
Puisque
det(45) = (1 -08)(1+T9), det(Bs)=d(u—S9),

alors les inégalités de droite donnent, pour ces mémes § > 0,

0<Ts, T<-—t"1

14+ p—0p

pr—1

So<pu—1, S> o
Ainsi, puisque g > 1 par hypothése, en choisissant 0 < T' < Z—ﬁ et $ > p?—1,il
existe dg > 0 tel que ces inégalités soient vraies pour tout 0 < § < dp, et donc Ay, Bs €
intR co(E). O
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10.2 Théorémes d’existence

Dans cette section, nous montrons deux résultats d’existence de solutions au probléme
de Dirichlet : 'un pour des solutions lipschitziennes, ’autre pour des solutions affines par
morceaux. Le premier résultat se base sur la méthode des catégories de Baire, employée
par Dacorogna-Marcellini [15] pour le cas non-dégénéré.

Théoréme 10.10 (Solutions lipschitziennes). Soit 2 C R? ouvert et borné. Soient A, B €
R?*2 tels que det(A) > 0, det(B) = 0 et A\y(BA™!) > 1. Soit F := S4 U Sp. Soit
up € Affore(2; R?) tel que

Vup € EUint Rco(E) presque partout dans €. (10.11)

Alors il existe (un ensemble dense de solutions) u € W1>°(£2; R?) satisfaisant le probléme

de Dirichlet
{ Vu € Sy USp presque partout dans 2

U = ug sur 012,

Démonstration. Sans perte de généralité, nous choisissons A := Iy et B := diag{0, u},
avec (1 = A\a(BA~1) > 1. Posons, pour tout ¢ > 0,

1-96 0 1) 0
Aé.—( 0 1—|—T(5>’ Bg—(o /,[,—55>’ E(S-—SA(;USB¢57

Avec0 < T < Z—ﬂ et S > p?—1. Puisque det(As) > det(Bs) > 0 pour § > 0 suffisamment

petit, 'enveloppe rang-1 convexe de Es est donnée par
{f C R2%2 | & =aR,As; + BRyB, Ry, Ry € SO(2) }
: det(Bs)—det (&) det(§)—det(As)
0<ac< det(BS—det(A(;)’ 0<p< det(Bg)—det(/(ls(;)

Le résultat est une conséquence directe du corollaire 10.31, dont il suffit de vérifier les
trois hypothéses.

1. Puisque g > 1, le lemme 10.9 implique que E5 C intRco(E) pour tout § > 0
suffisamment petit et pour S,7 > 0 bien choisis. Puisque int R co(E) est rang-1
convexe et Rco(Es) est compact, alors on a directement

Rco(Es) C intReo(E).
2. En écrivant
T+1 1
As = (1—6)A+6i3, Bs = 0A+ (1—5S+> B,
1% 1%
nous avons directement
dist(As; E) < |As — A < 0Ky — 0 quand § — 0,

dist(Bs; F) < |Bs — B| < K2 -+ 0 quand § — 0,

ou K1, Ky > 0 sont des constantes indépendantes de §.
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3. Soit £ = A+ R,B € intRco(E), et montrons que & € Rco(E;) pour tout § > 0
suffisamment petit. Pour commencer, nous voulons exprimer A et B en terme de As
et Bs. En partant de

As=(1—8)A+sT1p B55A+(165+1>B,
1 [

et substituant, on obtient

A= a};A(; + b};B(g, B = a?;Ag + bgB(g,

avec
o pw—06(S+1) . §(T+1)
T R(S-T)—b(p+)+p " RTS8 +o(ut1) —p
1—
a2 Sp 9 _ (1-=9)p _

= s b =
2(T—S8)+o(p+1)—p ° 02(8—T)—d(u+1)+p

Remarquons que

a},b3 =1, a3, bi -0 quand d — 0.

Ainsi,
¢ = (oajl +7a3R,)As + (objI + TbiR,)Bs
= 05R¢5A5 + T(;RXJB(s,
ou nous avons appliqué le lemme 10.3 pour la seconde egalité. On sait que
osRys = ol, T15R,; = TR? quand § — 0,
ce qui implique
los| = o, |1s| = T

Sans perte de généralité, quitte a ajouter 7 & 15 et x5, on peut supposer que os, 75 >
0. Posons les fonctions

~det(€§) — det(Bs)
Fi(0) = det(As) — det(Bs) %

~det(As) — det(&)
F2(0):= det(As) — det(Bs)

Par continuité du déterminant et par construction de As, Bs, o5 et 75, nous avons

lim F(6) = det(&¢) — o > 0,
0—0

lim F5(6) =1 — det(§) — 7 > 0,
6—0

ol les inégalités strictes proviennent du fait que £ € int R co(E). Par conséquent, il

existe dy > 0 tel que
Fl((S),FQ((S)ZO, V0<5§(50,

ce qui correspond exactement & £ € Rco(Es) pour tout § > 0 suffisamment petit.
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Voici notre second résultat d’existence, basé sur une réduction au cas scalaire.

Théoréme 10.11. Soient Q C R? ouvert, A, B C R? avec det(A4) # 0, det(B) = 0 et
A2(BA™Y) > 1. Soient E := S, U Sg et le sous-ensemble D C OR co(E) défini par

. . _ det(§) B
D.—{f—sR¢A+thB.0<s—det(A),0<t<1 s, Rw,ReeSO(z)}.

Alors pour tout ug € Aff(Q; R?) tel que

Vug € EUD,

il existe une solution u € loc Aff;,0rc(€2; R?) au probléme de Dirichlet

Vu € S4USp presque partout dans €2 (10.12)
u = ug sur 0f2.

Remarque 10.12. Il est intéressant de comparer le théoréme 10.11 avec le cas non-
dégénéré, sur deux points.

— Il n’est plus nécessaire que Vug € int Rco(E) pour obtenir des solutions non-
triviales. Cependant, la condition Vuy € F' U D n’est pas nécessaire non-plus. Nous
construirons notamment des solutions affines par morceaux admettant une donnée
de bord satisfaisant Vug € int R co(E).

— Dans le cas non-dégénéré, des solutions localement affines par morceaux ne sur-
viennent que dans le cas orthogonal (A = I, B = I;), alors que dans le cas

semi-dégénéré, aucune restriction sur les matrices n’est imposée.

Démonstration. Si Vug € E, alors u = ug est une solution triviale. Nous supposons que
A = Iy et B =diag(0, u), avec u > 1. On rappelle que A est rang-1 connectée aux matrices

0 £m
Bi.R;@B(O 1 ),

oum:=+/p?—-1>0,0€[0,7], cos(O) =1/p.

FEtape 1. Posons

0 1
= SO(2) [int co{(1,0), £(0,m)} x {(0,1)}]

D = 50(2){(” Tm):—1<7'<170<0,0+|7'<1}

et montrons que D = D.
(C) Soit £ = sA+tRyB € D. Alors par définition de D, comme s > 0,

s=det(§) = s(s+tucos(d) = s+tucos(d) =1

= cos(@):%>l/u:cos(@), 0<O<7/2
= [sin(f)| <sin(©) =m/u
=

—m < tusin(f) < m,
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¢ = s tusin(6) (o ™m
-\ 0 s+tpcos(® ) \ 0 1 )’
avec 0 :=s € (0,1) et 7 :=tusin(d)/m € (—1,1) et

o+ |r|=s+

tulsin(@
tulsinO) _ oy o)
m

ce qui montre que £ € D.
() Soit

o ™ ~
(7 )en
En posant s := o = det(€), § := arctan(rm/(1 — o)) et t := \/(tm)2 + (1 — 0)2/u, nous
avons

¢ = sA+tRyB € D.
En effet, puisque —1 <7< 1,0 < 0,0 + |7| < 1, alors on a directement s € 0, 1] et
0 <t < VU0-02m*+1)/p = [1-0c\/i2/p =1-0 <1,

dou D = D.

Etape 2. Soit ug € Aff(Q;R?) avec Vug € D. Sans perte de généralité, quitte & mul-
tiplier la solution par une rotation et par I’étape 1, nous pouvons prendre ug(z) = Cu,
avec

C’:(Z T?)GD, 0<o,lrl,o+]|r] <1

d’ot
uo(z) = (uél)(xl,xz),u(()2)(m1,x2)) = (oz1 + TMx2, T2).
Une solution u = (uy,usz) est directement donnée par us(z1,x2) 1= x2 = u((]z) (z) et par le

théoréme 9.31 appliqué & E = {(1,0), £(0,m)} et u(()l) € Aff(Q) qui satsisfait

v (uél)> = (o,7m) € int co(E).

Remarque 10.13.

(i) En posant 7 = 0, dans la définition de 5, on constate que les matrices de la forme
C = diag(c,1) sont admissibles. Ceci revient a choisir § = 0 et ¢ = % dans la
définition de D.

(ii) Par contre, la matrice nulle C'= 0 n’est pas admissible, car o = det(C) = 0.

L’exemple suivant présente une solution globalement affine par morceaux, obtenue par
construction pyramiale.
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Exemple 10.14. Soient A = I, B = diag(0, 1), g > 1. Soient m := /p2 —1 > 0 et
Q) C R? le triangle de sommets (—1,0), (1,1/m) et (1, —1/m). Soit I'application

L T, — 1
’LLo(ZL'l,iCQ) = B) , L2 | .

Alors

Vg = ( 1(/)2 (1) ) € ORco(E) \ E

et le probléme

{ Vu €S, USp presque partout dans €2 (10.13)

U = ug sur 02

admet une solution u € Aff0rc(Q; R?). En effet, le probléme scalaire

Vuy € {(1,0), (0,£m)} presque partout dans
Uy = ué ) sur 0f2

admet une solution « pyramidale » u; € Affyoc(Q) définie par (voir figure 10.1)
uy (21, x2) := max {xy, m|za|} — 1.

En posant us(x1,z2) := o2 et u := (u1, uz2), nous avons bien

_( Vu 10 0 £m B
Tum (T ef()0) (0 )} - hmem o) c a0y

presque partout dans € et
uw=wug sur Of.

A
1fm |
Vu1 = (1,0)
1 Vui = (0,m) L,
Vu; = (0, —m)
=1/ [

F1GURE 10.1 — Une solution « pyramidale ».
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10.3 Exemples de solutions affines par morceaux

Nous avons vu dans le chapitre 9 que dans le cas non-dégénéré, toute solution réguliére
est nécessairement affine par morceaux et qu’il peut exister des solutions localement ou
globalement affines par morceaux selon le fait que les matrices A et B soient orthogonales
ou non. En particulier, il n’existe généralement pas de solutions affines par morceaux, sauf
sur des domaines {2 ayant une géomeétrie relativement simple.

Dans le cas semi-dégénéré, la situation est beaucoup plus riche, car la rang-1 connexion
des éléments du puits dégénéré permet beaucoup plus de marge de manceuvre dans la
construction de solutions affines par morceaux.

Dans cette section, nous donnons quelques exemples explicites de solutions non-trivia-
les pour un probléme n’entrant pas dans le cadre du théoréme 10.11; plus précisément,
quand la donnée au bord ug € Aff(Q;R?) est telle que

Vug € int Rco(FE),

10.3.1 Conditions nécessaires

Nous commengons par énoncer le résultat suivant, di & Dacorogna-Marcellini-Paolini
[22], qui donne des conditions nécessaires analogues a celles du théoréme 9.11 pour le cas
non-dégénéré.

Théoréme 10.15. Soit  C R? ouvert. Soient A, B € R?*2 tels que det(A) # 0 et
det(B) =0 et pu:= Ao(BA™) > 0. Soit u € Aff0c(2;R?) telle que

Vu € Sy USp presque partout dans €2,

et posons
Y = {x € Q: u n’est pas différentiable en x}.

Soient
vy = (il, ,u2—1>, sipu>1
et v € R\ {0} tel que

Im(B) := {Bz:x € R?} = {tv : t € R}.

Cas 1 : p > 1. Les propriétés suivantes sont vraies :
— chaque segment de ¥, est perpendiculaire & I'un des trois vecteurs v;,v_ et v;

— a chaque fois qu’un segment perpendiculaire & v4 est traversé, le gradient Vu passe
d’une valeur dans S4 & une valeur dans Sg et vice-versa, suivant les schémas, a une
rotation pres,

AB ReBS A et AS RoB S A,

oul 0 < O < 7 est défini par

p*—1

cos(0) = %, sin(®) = -
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— a chaque fois qu’un segment perpendiculaire & v est traversé, alors Vu change entre
deux rotations quelconques de B (voir figure 10.2) ;

— les segments de X ne peuvent s’intersecter qu’en sommets d’ordre 3,4,5 ou 6, selon
les treize possibilités indiquée sur la figure 10.3.

ReB

vy

FIGURE 10.2 — Les trois directions de segments qui constituent X,,.

R_

oB.
(3a) N feB \ /N Y w

: R_oB i
(3b) A
RoB

R,B

©

R _oB ReB

R,A
) RereB\ Heob

R_oB Re B

F1GURE 10.3 — Les seuls sommets internes possibles d’ordre 3,4,5 et 6.

Cas 2 : p = 1. Les propriétés suivantes sont vraies :
— v4 et v_ sont paralléles, chaque segment de ¥, est perpendiculaire & 'un des deux
vecteurs v4 et v;
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— a chaque fois qu’un segment perpendiculaire & v4 est traversé, le gradient Vu passe
d’une valeur dans S4 & une valeur dans Sp et vice-versa, suivant le schémas, 4 une
rotation pres,

AB% BS A

— a chaque fois qu’un segment perpendiculaire & v est traversé, alors Vu change entre
deux rotations quelconques de B

— les segments de ¥ ne peuvent pas s’intersecter.

Cas 3 : 0 < p < 1. Il n’existe aucune interface entre les puits S4 et Sp. 3, est soit
vide, soit constitué de segments perpendiculaires & v et Vu € S presque partout dans €.

Remarque 10.16.

(i) Contrairement au cas non-dégénéré, nous ne pouvons pas passer des fonctions C}norc
aux fonctions affines par morceaux, parce que Vu n’est plus nécessairement constant
sur les morceaux ot Vu € Sg. Ceci est di au fait que le théoréeme de Liouville est

faux pour les matrices singuliéres. Par exemple, si
u(zy, x2) = (sin(z1), — cos(z1)) et B = diag(1,0),

alors le gradient
[ cos(z1) O
Vu(zy,x9) = ( sin(zy) 0 > € Sp

mais n’est pas constant.

(if) Sip < 1, alors nous pouvons obtenir un résultat de non-existence de solutions affines
par morceaux non-triviales pour le probléme de Dirichlet de la méme maniére que
pour le théoréme 9.13.

Le théoréme 10.15 donne une marge de manceuvre considérablement plus large que
dans le cas non-dégénéré. Par exemple, les lignes de discontinuité peuvent ici changer de
direction dans  (intersection d’ordre 3). Cette souplesse permet 1’existence de solutions
affines par morceaux non-triviales 1a ou il n’y en avait pas dans le cas non-dégénére,
comme montré dans l'exemple 10.14.

D’un autre coté, les solutions obtenues par le théoréme 10.11 et 'exemple 10.14 sont
relativement triviales, car obtenues via une reduction au cas scalaire. Peut-on établir
des résultats d’existence pour des données de bord plus intéressantes, comme Vug €
int Rco(E)? Le probléme devient alors beaucoup plus compliqué et nous ne sommes pas
en mesure de statuer de l'existence générale ou de la non-existence de solutions non-
triviales affines par morceaux pour cette classe de conditions de bord.

Pour tenter de répondre a cette problématique, nous allons entamer une analyse sur
des domaines a géométrie simple, comme des demi-plans et des angles de plans. Cette
analyse est similaire a celle effectuée dans le cas non-dégénéré (voir section 9.3).

10.3.2 Analyse dans un demi-plan

Dans la proposition suivante, nous considérons une droite D,. Le but est de trouver
des matrices C € int R co(F) telles que Az = Cz ou Bz = Cx sur D,. Le résultat suivant
donne une construction explicite pour de telles matrices.
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Proposition 10.17. Soient A, B € R?*2 tels que det(A) # 0, det(B) =0 et
1< )\Q(BAil).

Soit E :=S4 USp. Alors pour tout M € E, il existe une matrice C' € int R co(E) et une

pente a > 0 telles que
Mx =Cx sur D,,

avec D, := {t(1,a) € R? : t € R}.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons nous réduire & A = I, B =
diag(0, 1) avec, par hypotheése
p=X(BA™Y) > 1. (10.14)

De plus, puisque E et int R co(F) sont invariants par rotation a gauche, il suffit de traiter
M € {A, B}. La preuve se déroule en trois étapes.

Etape 1. Par le théoréme 10.6, I'intérieur de ’enveloppe rang-1 convexe de E est non-
vide et est donnée par

intR co(E) = SO(2){C =0A+7TR,B:0< 0 <det(C), 0 <7 <1—det(C)}.

Nous voulons exprimer une matrice quelconque comme une combinaison linéaire de rota-
tions de A et B. Pour tout C' € R2*2,

nous pouvons écrire C' = o R, A + 7Ry B. En effet, si on pose
1 =o0cos(p), co=—(osin(p)+ Tpsin(e)),

cs = osin(p), cq = ocos(p) + Trcos(y),

nous obtenons facilement

o=/ +c3, Tu= \/(CQ+C3)2+(01 —cq)2. (10.15)

Etape 2. Montrons le théoréme pour M = A = I,. Choisissons

3 . 1 ( 9 (7+2u2)«/u2—1/3>

- =
Vi -1 2(p* +8) \ =3y -1 3(u* +5)

Par calcul, nous pouvons constater que

a =

Cx=2x surD,.
Ensuite, pour avoir C' € int R co(F), nous devons vérifier que
o<det(C)=1/2 et 7<1-—det(C)=1/2.

Par les égalités (10.15) et le fait que u > 1, nous avons

<1/2,

13
212 +8 2 \/u2+8
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6 2 9u?

VEZE+5 1 a2 +5
o VAEAD L JHETO

et donc a et C satisfont bien la conclusion du théoréme.

FEtape 3. Montrons le théoréme pour M = B = diag(0, ). Choisissons

Gi=— C:C(t):—1< L “2ve -l ) det(C) = 1/3,

2y/p2 =1’ T\ /BT 3 -2 - 1)

ou t € R est un paramétre. Par calcul, nous pouvons constater que Cxz = Bz sur D,,
pour tout ¢ € R. Pour avoir C' € int R co(F), nous devons vérifier que

o<det(C)=1/3 et 7<1—det(C)=2/3.

D’une part, aprés calcul,

= o) = VI4+t2(u?—-1)
3u '

Puisque ¢ > 1, nous avons la suite d’équivalences

14+2(p2 -1
0 <o <1/3 & M< 1
7!

1T+t2(p? -1
—i_‘EL'LZL)<1

s tP<1

<t <1,

et donc,
o(t) <1/3, V|t <1. (10.16)

Ensuite, pour ¢ = 1, un calcul nous donne
V243
(1) = VK FS
3
Puisque ¢ > 1, nous avons la suite d’équivalences
0 <7< 2/3 & Vu2+3< 2u
& P+ 3 <4’
& 1< p?
S 1<y,

et donc,
T(t) <2/3, si t=1.

Il est évident que Papplication ¢ +— 7(¢) est continue dans un voisinage de ¢ = 1. Par
conséquent, il existe € > 0 tel que

T(t)<2/3, sil—e<t<l. (10.17)

Grace aux inégalités (10.16) et (10.17), nous avons la conclusion. O
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Remarque 10.18.

(i) La preuve est beaucoup plus directe que celle du cas non-dégénéré (théoréme 9.16),
du fait de ’absence du parameétre A (qui est ici égal a zéro).

(ii) Le résultat est faux pour A\o(BA™1) = 1, car int R co(E) = 0.

Exemple 10.19. Soit p = 2. Alors par I'étape 2 de la preuve précédente, nous pouvons
choisir
1 3 5/vV3 .
a=+V3, C= 3 < 3 /gf ) € intR co(Sa USp),
avec A = I, B = diag(0,2), pour avoir Az = Cx sur la droite D,.
En utilisant les conditions nécessaires données par le théoréme 10.15, nous pouvons
construire une solution affine par morceaux au probléme de Dirichlet

{ YVu € {A, R:t@-B} CSAUSp presque partout dans €2 (10 18)

u(z) = Cz sur 09,

ott  C R? est un demi-plan dont le bord est la droite de pente a = /3,

_l ey vl
cos(@)—u7 (©) o
(0 —/u2-1\_ [0 —V3

ReB_(o 1 )‘(0 1 )

Cette solution est illustrée sur la figure 10.4.

FI1GURE 10.4 — Une solution non-triviale sur un demi-plan.
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Exemple 10.20. Soient B = diag(0, ), p =2, a=1/2 et

(13 —2/3 B
¢= ( 10/19 18/19 ) det(C) = 2/3

Alors pour tout x = t(1,a) € D,,

Cz = (0,1) = Baz.

De plus,
V1261 /1444
o=/ +c= P < T = 2/3 = det(C),
et
V1289 /1444
T=/(c1 — )2+ (ca +¢3)2 /= < =1/3=1—det(C),

114 114
d’ot C € int R co(FE). Une solution affine par morceaux au probléme (10.18) sur un demi-
plan dont le bord est D, est illustrée sur la figure 10.5, avec

1/ 1 -3 1{0 —2¢/u2-1 0 —V3
= — Bzf =
fie 2(\/§ 1 ) fao u<0 2—p? ) (0 —1>

F1GURE 10.5 — Une solution affine par morceaux sur un demi-plan.

Le résultat suivant généralise la proposition 10.17 en donnant une condition nécessaire
et suffisante sur la pente de la droite sur laquelle nous voulons que Ax = C'x.

Proposition 10.21. Soient A = I, B = diag(0, i), avec p > 1 et E :=S4 USp. Alors
il existe des matrices C' € intR co(F) satisfaisant Az = Cz sur D, si et seulement si

la| > 1/y/u? —1 et |a|] # oo.

Démonstration. On rappelle que

intR co(E) = SO2){C =0A+7TR,B:0< 0 <det(C), 0 <7 <1—det(C)}.

C1 C2
C= ,
C3 C4
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alors on peut écrire
C=0R,+tRyB,

o=1\/A+3, Tp= \/(02+03)2+(01 —c4)?, (10.19)

¢ = arctan(cg/c1), ¢ = arctan (Z2+Zg) . (10.20)
1—C4

avec

Soit  =t(1,a) € D, avec |a|] # oo. Alors I'égalité Az = C'z s’écrit

t(l,a)zA( t )zC( i ):t(01+a02,03+a04), VteR,

ta ta
d’ou
c1t+aco =1, c3+acy =a. (10.21)

Il y a cinq cas a traiter.

Cas 1 : a=0.Si D, est une droite horizontale, alors C' est nécessairement de la forme

1 C2
C= .
( U )
En écrivant C' = oR, + TRy B, nous avons par (10.19) que ¢ = 1, ce qui implique que
C ¢ intR co(E), car sinon, on aurait det(C) >0 =1et 0 <7 <1 —det(C) < 0, ce qui

est absurde.

Cas 2 : 0 < |a] <1/4/p?—1. Alors (10.21) implique que

C= ( a (I-e)fa ) det(C) = ¢ — c3/a.

cs l—c3/a

Par l’absurde, supposons qu'il existe C' € intR co(E) admissible. Alors c¢1,c3 doivent
satisfaire les trois inégalités 0 < det(C) < 1,0 < 0 < det(C) et 0 < 7 < 1 — det(C),
autrement dit

0<e—ezfa<l, (10.22)
Va+a <o —cs/a, (10.23)

! 2
m\/(oﬂ +1)[(c1—1)2+c3] <1—c1+cs/a. (10.24)

Nécessairement, ¢z # 0, car sinon U'inégalité (10.23) serait fausse. Supposons que acs > 0.
En élevant I'inégalité (10.23) au carré, nous avons la suite d’implications

(1 — a2
C%—FC% < (cl—c3/a)2 = ¢ < 03(27“)
a
1— 2
(inégalité (10.22)) = csfa < M
a
1— 2
(acs > 0) = 1< a4
= a2<—17
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ce qui est absurde. Montrons que la seule possibilité restante, acs < 0, est également

absurde. D’abord, puisqu’on est dans le cas ou |a| < 1/4/pu2 — 1, alors

a®+1

1< ——-.

aZpu

De plus, I'inégalité (10.22) combinée avec acs < 0 implique
—(e1 — 1)ez/a < —(cz/a)?

Ensuite, si on éléve 'inégalité (10.24) au carré, alors

L—’_Ql [(cl —1)% + cg] < (1 =c1)* 4 (e3/a)® +2(c1 — 1)(—c3/a).

En combinant les inégalités (10.25)-(10.27), on obtient

@-17+d < -1+

(1—c1)® + (e3/a)® 4+ 2(c1 — 1)(—cs/a)
(1—c1)* + (c3/a)® —2(cs/a)?

= (1—c1)? = (cs/a)?

<
<

ce qui aboutit & la contradiction c3(1 + 1/a?) < 0.

Cas 8 : 1/y/p?2 —1 < |a] <3/+4/p2 — 1. Posons m := \/u? —1>0 et

~ 2a* —lalm+3 ~_a(l —|a|m)

A @y 0 BT a@rn 7

Combinant avec (10.21), nous avons

1 2 2a2+|a|m+1
C = < 2a° — lajm +3 =TT

4(a® +1) a(l—lalm)  4a*+|alm+3

Par (10.19), nous calculons, sachant que cg # 0,

0 <o = /A+E

V/(2a? —Ja[m +3)* + a?(1 — |a]m)?

4(a? +1)
/(@ +1)2[a?(m? + 4) — 6lalm + 9]
4(a? +1)
1 \/a?(m2 +4)—6lalm+9
4 a?+1 ’

et, aprés un calcul similaire,

1
4|a|p

1
= V@)t a-a? -
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(10.25)

(10.26)
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Montrons que C € intR co(E), c’est-a-dire vérifions les deux inégalités
o<1/2, T<1/2.

En comparant les carrés de ces inégalités, nous avons

1 1
2 2/, 2 2
- = - 4) — —4a? —4
" =7 16(a2+1)(a (m*+4)—6lajm+9 —4a )
1 2,2
16(a2+1)(am la|m + 5)
1

< 0

puisque 1 < |a|m < 3, ce qui nous donne la premiére inégalité. D’autre part,

1 1
177 fgamatetn® £ 1) = (@2(m® +4)+ 2lafm + 1)
1
= gt = 2lajm 1)
1
= gz lalm + ) (lalm — 1)
> 0,

puisque |a|m > 1, ce qui nous donne la seconde inégalité et donc C' € int R co(E).
Cas 4 : 3/v/1? —1 < |a|. Posons
2

a —a
€l = —5——~, (3= _—F5——
T2+ P 2(a2+1)

Combinant avec (10.21), nous avons

2 244
C:1< “ ) det(C) = 1/2.

2(a2+1)\ —a 2d*°+3

Montrons que C € int R co(F). D’une part,

/ lal
o=/ +3=—F—rx=>0,
SR WV |

et

va?z+1—|al
2va? +1

— 0 =

>0,

DO | =

d’oit la premiére inégalité
0 <o < det(C).

D’autre part,

a?+4
T=—"7—2>0,
2p]al
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et

1 20,2 _ 1) —4 2 4
L L @ --4_ (a4
4 da?p? 4a?p?

puisque |a|m > 3, ce qui nous donne la seconde inégalité
0<7<1—det(C),

et donc C € intR co(E).

Cas 5 : a =o00. Si Az = Cx sur la droite verticale Do = {(0,t) : t € R}, alors

(O,l)t:A( 2):0( 2):@,@@ VieR,

d’ou

Si on avait C' € int R co(E), on aurait

\VaAa+dd=0<det(C)=c1 <y\/3+E,

ce qui est absurde. O

Remarque 10.22. Des tests numériques suggérent un résultat similaire pour la matrice
B = diag(0, ) : pour tout p > 1, il existe des matrices C € intR co(E) satisfaisant
Bz = Cx sur D, si et seulement si 0 < |a| < 1/4/p2 — 1. Ceci est beaucoup plus difficile
a montrer, car la présence du parameétre u dans I’expression de ¢ et 7 rend les inégalités
o < det(C) et 7 < 1 —det(C) trés compliquées a réduire.

10.3.3 Analyse dans un angle de plan

L’étape suivante consiste a étudier les solutions du probléme de Dirichlet dans un
angle de plan. Plus précisément, nous voulons établir si une solution affine par morceaux
peut admettre des conditions de bord non-triviales autour du sommet d’un angle.

Par le théoréme 10.15, il existe au plus trois directions possibles pour les lignes de dis-
continuité d’une solution u, ce qui peut produire des sommet d’ordre au plus 6 (lorsque le
sommets de I’angle se situe sur une intersection de trois lignes). Tous les cas de figure pos-
sibles étant beaucoup trop nombreux, nous nous contentons de montrer deux cas donnant
chacun une conclusion différente.

Dans le premier exemple, nous traitons le cas oil le sommet est atteint par une seule
ligne de discontinuité. Comme d’habitude, nous fixons A = I et B = diag(0, u).

Exemple 10.23. Soit 2 C R? un angle de plan ouvret défini par deux semi-droites de
pente —oo < b < a < oo. Soit une application u € Affy,orc(Q; R?) satisfaisant le probléme

de Dirichlet
{ Vu € Sy USp presque partout dans

u(z) =Czx  sur 09,
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pour une certaine matrice C € R?*2. Supposons que le sommet de (2 soit atteint par
une unique ligne de discontinuité, perpendiculaire & v_ = (—1,/u? — 1) (figure 10.6). La
solution u est alors constituée de deux morceaux tels que Vu € S4 sur I'un et Vu € S
sur autre. En fixant Vu = A, alors, par le théoréme 10.15, Vu = R_gB sur la seconde
composante connexe, avec

0 m
_ - 2 _
R@B(O 1), m =/l 1.

FIGURE 10.6 — Une solution sur un quart de plan dont la condition de bord ne peut pas
appartenir a int R co(E).

La condition de bord u(z) = Cx implique

Ax = Cx VaeD,,
R_¢Bx=Cx VxeD,

La seule matrice C' vérifiant ces équations est

C= < 001 Cf ), ca=1—aldm—-1)/(bm—1), ca=1/(b—a)
Alors C' ¢ intR co(E) pour aucun a, b, 1. En effet, nous avons

o2 = cf = det(C’)Q,

ce qui contredit 'inégalité o < det(C) dans la caractérisation de int R co(E) (théoreme
10.6).

Dans le second exemple, nous traitons le cas d’'un sommet atteint par deux lignes de
discontinuité.
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Exemple 10.24. Avec les mémes notations que dans ’exemple précédent, nous supposons
que le sommet de §2 est atteint par une ligne de discontinuité perpendiculaire v_ et une
ligne perpendiculaire a v = (0,1). Dans ce cas, par le théoréme 10.15, Vu appartient au
puits S4 sur 'une des composantes, et & Sg sur les deux autres. En fixant Vu = A, alors
Vu = R_gB derriére la ligne de discontinuité perpendiculaire & v_, puis Vu = R, B,
pour un certain R, € SO(2), derriére la ligne perpendiculaire & v (figure 10.7).

F1GURE 10.7 — Une solution sur un quart de plan admettant une condition de bord
appartenant a int R co(E).

Soient ¢ = 0, a =1, b = —1/4 et u = 2. Alors la condition de bord u(z) = Cz
implique que
Arx=Czx VYV x € D,
Bx=Cx VzxeD,

Alors la seule matrice C vérifiant ces équations est

1 1 4
C5<_1 6)’ det(C) = 2/5.
Nous avons alors

2
0<o=\/cd+3= <5:det(C)
et

O0<71T= \/(CQ+03)2+(01—C4)2//,L:

d’ot C € int R co(F) (théoreme 10.6).

10.4 Annexe : propriété de relaxation

Les notions et résultats suivants ont été établis par Dacorogna-Marcellini [12], [13], [14]
dans le cadre de la résolution de problémes de Dirichlet pour des inclusions différentielles
par la méthode des catégories de Baire.
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Définition 10.25 (Propriété de relaxation). Soient F, K C RV*". L’ensemble K a la
propriété de relaxation par rapport & E si pour tout ensemble 2 C R™ ouvert et borné,
et pour toute fonction affine ug telle que

Vuo € K, dans Q,
il existe une suite {u, } C Affyorc(Q;RY) satisfaisant

Uy, € ug + W(}’OO(Q;RN), Vu,(z) € EUK, presque partout dans €,

u, = ug dans WH(Q;RY),  lim [ dist(Vu,(z); E)dz = 0.

v—0 Q

Remarque 10.26.

(i) Dans le cas scalaire n =1 ou N = 1, 'ensemble K = int co(F) satisfait la propriété
de relaxation par rapport a F.

(ii) Dans le cas vectoriel, si K est borné et satisfait la propriété de relaxation, alors K
appartient nécessairement a ’enveloppe quasi-convexe finie de F.

Théoréme 10.27 (Existence de solutions). Soit @ C R™ ouvert et borné. Soient F C
RY*" compact et K C RVX™ borné et satisfaisant la propriété de relaxation par rapport
A E. Soit uy € Affore(2;R™) tel que

Vug € EUK, presque partout dans €.
Alors il existe un ensemble dense de fonctions u C W1>°(Q; RY) telles que

Vu € E presque partout dans €2
u=ug sur Of).

Remarque 10.28.
(i) Dans le cas scalaire, le plus grand K possible est
K = EUintco(E).
Voir Dacorogna [10], section 10.3.1.

(ii) Moyennant quelques hypothéses supplémentaires, il est possible de généraliser la
donnée au bord ug. Voir Dacorogna-Marcellini, chapitre 10.
— Dans le cas scalaire, si K est ouvert, alors on peut prendre ug € W1 (Q;RY).
Par la remarque précédente, on a nécessairement

Vug € EUintco(E), presque partout dans (2.

morc (ﬁ; RN)'
Si, de plus, K est ouvert et convexe, alors on peut prendre ug € le‘X’(Q;RN )
satisfaisant

— Dans le cas vectoriel, si K est ouvert, alors on peut prendre uy € C}

Vug € C, presque partout dans 2

avec C' C K compact.
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Dans la pratique, la propriété de relaxation est difficile a vérifier. Nous allons donner
une condition suffisante beaucoup plus simple a vérifier.

Définition 10.29 (Propriété d’approximation). Soient d € N et
ECKcMcRL

Le triple (E, K, M) (si M = R? on note simplement (FE, K)) satisfait la propriété d’ap-
proximation s’il existe une collection d’ensembles Es et Ky, avec § > 0 telle que

1. BEs C Ks CC inty(K) pour tout § > 0 suffisamment petit (ot on note intay
Iintérieur relatif & M) ;

2. pour tout £ > 0, il existe dg = Jp(g) > 0 tel que
0<d<dy, E€Es = dist(§E) <g;

3. si & € intpqg(K), alors £ € K pour tout § > 0 suffisamment petit.

Théoréme 10.30. Soient n, N € N et
ECM=R"*" K :=intRco(E),

avec E compact. Si (E, K) satisfait la propriété d’approximation avec des ensembles Ej
et K5 = Rco(FE), alors K satisfait la propriété de relaxation par rapport a E.

Nous combinons les deux théorémes précédents pour obtenir le corollaire suivant, uti-
lisé dans la preuve du théoréme 10.10.

Corollaire 10.31. Soit Q C R™ ouvert et borné et £ C RV*™ compact. Supposons qu’il
existe une collection {Ejs}s~0 C RV*" telle que

1. Rco(E5s) CC int Rco(FE) pour tout § > 0 suffisamment petit ;
2. pour tout £ > 0, il existe dg = Jp(g) > 0 tel que

0<d6<ép, neEs = dist(n; E)<e;

3. si n € intReo(E), alors n € Rco(E5s) pour tout ¢ > 0 suffisamment petit.
Soit up € Affore(2;R™) tel que

Vug € EUintRco(E), presque partout dans €.

Alors il existe un ensemble dense de fonctions u C W1 (Q;RY) telles que

Vu € E presque partout dans )
u=1ug sur 0f),
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CHAPITRE 11

LE CAS DEGENERE
DET(A) = DET(B) = 0

Nous traitons maintenant le probléme des deux puits dans le cas dégénéré, c’est-a-dire
det(A) = det(B) = 0.

Ce cas est beaucoup plus riche que les deux précédents, car, les matrices étant singuliéres,
les connexions de rang-1 sont autorisées a lintérieur de chacun des deux puits. Ceci
implique que le gradient d’une solution affine par morceaux peut voir ses valeurs sur deux
morceaux adjacents rester dans le méme puits. Nous allons montrer (théoréme 11.8) une
condition suffisante sur la donnée de bord pour que le probléme de Dirichlet admette une
solution localement affine par morceaux. Plus précisément, le probléme

U = Ug sur 99, (11.1)

{ Vu €S, USp presque partout dans {2
admet une solution u € Loc Aff,0c(Q2; R?) si ug € Aff(Q; R?) et
Vug € SO(2)e; ® int co({£a, £5}),

ou
A261®O¢7 B:€1®/B.

Nous verrons également (théoréme 11.4) que cet ensemble coincide avec Uintérieur de
I’enveloppe rang-1 connexe de S4 U Sp.

11.1 L’enveloppe rang-1 convexe

Dans cette section, nous donnons une caractérisation de ’enveloppe rang-1 convexe
des deux puits dégénérés. Cette caractérisation sera beaucoup plus facile & montrer que
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pour les cas précédent. Nous commengons par énoncer un résultat élémentaire donnant
une caractérisation utile des matrices 2 x 2 singuliéres.

Lemme 11.1. Soit A € R?*2. Alors det(A) = 0 si et seulement si il existe des vecteurs
v = (v1,v2) et w = (wy,ws) dans R?, tels que |[v] = 1 et

V1w viw2
A=vQw= .
Vw1  V2wW2

En particulier, si det(A) = 0, il existe a = (a1, az) € R? tel que
Sa=50(2)e; ® a.

Remarque 11.2. Si A, B € R?*? avec det(A) = det(B) = 0, alors il existe o, 3 € R?
tels que
SAaUSp =50(2)e; ® {a, 8}.

Ainsi, sans perte de généralité, nous allons considérer des matrices

_ [ a1 a2 B o B P 2
A—61®a—( 0 0 ), B—61®ﬂ—< 0 0 ), a, B € R=.

Cette forme a I’avantage de pouvoir directement caractériser la rang-1 connexité entre les
éléments des deux puits.

Lemme 11.3. Soient A =e; @ a et B =¢e; ® 8. Alors
det(A—R,B)=0 & ¢e€{0,1} ou aifs—asf =0.
Démonstration. Par un calcul, on a immédiatement
det(A — RyB) = (a2f1 — a1 32) sin(p).
O

Voici un résultat caractérisant I’enveloppe rang-un convexe des deux puits dans le cas
dégénéré.

Théoréme 11.4. Soient A, B € R?*2 det(A) = det(B) = 0. Soient «, 3 € R? tels que
E = S,USp = 50(2)61 (39 {Oé,ﬁ}.

Alors
co(E) =S0(2){sA+tR,B:0<s,t,t+s<1, p€|—mnl},

Rco(E) = SOQ2)e; @{sa+t8:—-1<s,t,t+s<1},
= SO(2)e; ® co({xa, £5}).
Si, de plus, o182 — asfy # 0, alors
int Rco(E) = SO(2)e; ® int co({xa, £6}) # 0,

ou, dans le membre de gauche, l'intérieur est relatif a la variété des matrices singuliéres.

160



Remarque 11.5. En particulier (voir étape 1 de la preuve ci-dessous), si § = ka avec
k € R alors

co(E) = Reco(E) = SO(2){rA:0<r <max{l,k|}}
= S02)e; @ {ra:0<r <max{l,|k|}}.
Démonstration. La formule pour enveloppe convexe co(E) est démontrée dans [10] (théo-

réme 7.44) ; nous ne montrerons donc le résultat que pour R co(E). La preuve est partagée
en trois étapes.

Etape 1. Nous montrons d’abord le cas particulier 8 = ka, avec k € R. Sans perte de
généralité, nous supposons que k < 1 (quitte a travailler avec o = k~!/3). Posons

X =502){rA:0<r<1}.
Puisque nous avons toujours les inclusions
Rco(E) C co(E),

il suffit de vérifier
co(E) C X C Rco(E).

Il est évident que F C X et la convexité de X découle du lemme 10.3, ce qui donne la
premiére inclusion. Pour la seconde inclusion, il suffit de remarquer que tout £ :=rRyA €
X admet la décomposition convexe

1+
)

-Tr

1
RyA+ —5= Roin A,

3
avec RpA, Ry A € F et
det(RgA — Rg+7rA) = det(Re — R9+7r) det(A) =0,

d’ott X C Ry co(E) C Rco(E).
Etape 2. Pour le reste de la preuve, nous supposons cette fois que a et 8 ne sont pas
paralléles, c’est-a-dire
alﬂg - azﬂl 75 0. (112)

Fixons la notation
Ey := Rge; = (cos(0),sin(d)), VOe€]|—m, |

et posons
Y :=50(2)e; @ co({£a, £6}).
Nous allons montrer que Y = Ra co(E).
(C) Soit ¢ := Fy ® (saw+tf) € Y. Alors on peut décomposer & en une « double

combinaison convexe »

s t 1 1
= t) | — B —F l-s—-t)|-E — By in .
£=(s+1) p— 9®Oé+s+t 9®5}+( s )[2 0O+ 5 Bpir ®a

=:£1 =:£&2(=0)
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Montrons d’abord que &1,&2 € Ry co(E). Il est évident que
Ey®a, By @B, Egrr@a € E,
det(By @ — Fy® ) =det(Ey @ @« — Fgirn @ ) =0,
d’ott &1, &2 € Ry co(E). Enfin,
det(§1 — &2) = det(&1) =
d’ott £ € Rgco(E) C Reo(E).
(2) L est clair que E C Y. Il suffit donc de voir que Y est rang-1 convexe, c’est-a-dire
Mo+ (1 -XN&eY, VAe[0,1], V&, 6 eY, det(§ —&) =0
Soient donc
£ =Ep @ (s1a+1183), &:=FE,® (s2a+1t28), &:=X1+(1—-N)&.

Alors

det(§1 — 52) = sin(@ — QD)(Sth — 52751)(04152 — 04251).
Par (11.2), cette égalité est nulle si et seulement si 0—¢ € {—7,0, 7} ou (t1,t2) = k(s1, $2),
avec |k| < 1. Nous traitons ces deux cas séparément.

Cas 1. Si 6 = ¢, alors

£ = Eyo[Msia+tf)+ (1 —A)(s2a +t2f3)]
FEy ® [(/\51 + (1 — )\)SQ)O{ + (/\tl + (1 — /\)tg)ﬁ]
= FEy® (ria+rf).

Puisque s;,t;, s; +t; € [—1, 1], alors on a également ry, 79,71 + 72 € [=1,1], et donc £ € Y.

De méme, si 6 = ¢ + m, alors on pose Sy := —sg, to := —t3 et on a

{ = Ey@[Asio+tp)— (1 —A)(s2a+t2f)]
= Ep®[(As1 — (1 = A)s2)a+ (A1 — (1 — N)t2)B]
= Ey® [(As1+ (1= N)S2)a+ (A1 + (1 — N)iz)f]
= FEy® (ria+rp)

qui appartient a Y, utilisant le fait que 3q,% € [—1,1].

Cas 2. Si (t1,t2) = k(s1,82), avec |k| < 1 (si |k] > 1, alors il suffit de considérer
(s1,82) = k~1(t1,t2)), nous avons

& = AEgQ(sia+ks18)+ (1 —N)E, @ (saa+ ksaf5)
(As1Eg + (1 — N)s2Ey) ® (o + k)
rEy ® (a + kB)
= Ey®(ra+rkB) €Y,
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ol nous avons utilisé le lemme 10.3, —1 < k <1 et
0<r<Asi|+1=X)s2] <1.
Etape 3. 1l est évident que
int Rco(E) = SO(2)e; ® intco({+a, £5}.
En particulier, si a3 82 — as 81 # 0, alors
int co({+a, +8} # 0,

d’out
int Rco(E) # 0.

Corollaire 11.6. Sous les mémes hypothéses que précédemment,
Rco(E)=S5S02){{ =sA+tRyB: ¢y €| —m,7|, 0<s,t,t+s<1, det(¢) =0}.
Remarque 11.7. Cette caractérisation est exactement celle de Sverak pour le cas
det(A) = det(B) > 0.
Voir [10], théoréme 7.44.
Démonstration. Soient A =e; ® a, B = e; ® 5. Posons
Y = SO02){{=sA+tRyB:¢ye]—mmn], 0<s,t,t+s<1, det(§) =0}
= SO02){{=se1@a+tE,@p:¢pe]—mn], 0<s,t,t+s<1, det(§) =0}.
Soit £ = Ry (se1 @ a +tEy, ® ) € Y. Alors
det (&) = st(a1 P82 — anfy) sin(v)).

On a donc
s=0out=0,
det(§) =0 <« ¢ €{0,7},
a8y — agf = 0.

A partir de ces propriétés et avec le théoréme 11.4, on vérifie facilement que Y = R co(F).
O

11.2 Le probléme de Dirichlet

Nous allons maintenant discuter de ’existence de solutions pour le probléme de Diri-
chlet (11.1). Par les résultats de la section précédente, il suffit de considérer des matrices
de la forme

A=e1®a, B=e1®8, a,pcR2

Nous allons montrer qu’il existe des solutions affines par morceaux non-triviales si les
vecteurs «, 8 ne sont pas colinéaires. La preuve est dans le méme esprit que celle du
théoréeme 10.11, qui consiste & se réduire au cas scalaire.
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Théoréme 11.8. Soient Q C R? ouvert et borné, et A, B C R%2*2 deux matrices non-
triviales rang-1-connectées, avec

A=e1®a, B=e1®p, a1fs—asf #0.
Soit ug € Aff(Q,R?) telle que

Vug € S4USpUSO(2)e; @ int co({xa, £8}).
Alors le probléme de Dirichlet

{ Vu € S, USp presque partout dans 2 (11.3)

U = U sur 012,
admet une solution u = (uy, us) € Loc Affyorc(Q; R?).
Remarque 11.9. Il n’est pas siir que la condition
Vug € S4USpUSO(2)e; @ int co({xa, £8}).
soit nécessaire.

Démonstration. Notons ug = (u(()l)7 ugf)). Si Vug € S4 USp, on a trivialement u = ug sur

Q. Supposons donc que
Vug = Rper ® ¢ € SO(2)e; @ int co({xa, £8}),

avec ¢ = sa +tf, —1 < s,t,s +t < 1. Sans perte de généralité, quitte a effectuer une
rotation sur la solution, on peut supposer que 6 = 0, d’out

Vug =e1 ®c, Vuél) = ¢ € int, co ({xa, £4}) # 0.
Considérons le probléme scalaire

{ Vuy € {£a,+8} presque partout dans (11.4)

uy = uél) sur 02,
Puisque ¢ € int co ({£a, £6}), le probléme (11.4) admet une solution
uy € Loc Affyor(Q)

par le théoréme 9.31, avec F = {+a, £5}. Posant us(z) := uéQ)(x) et u := (u1,u2), nous
avons bien que u € Loc Affor (92, R?),

ap Qg BL P2 .
vuele( @) o8 2 ) asn s,

et u = ug sur 9. O
Pour illustrer le résultat d’existence ci-dessus, nous donnons ici une preuve entiérement

constructive du cas scalaire (théoréme 9.31) en dimension 2, pour une donnée de bord
nulle.
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Notation 11.10. Soient «, 3 € R? non-paralléles, c’est-a-dire

a1 — B # 0.

Posons

1 1
P = m(az — B2, —a1 + p1), Po:= m(% + B2, —a1 — B1)

et P C R? le parallélogramme ayant pour sommets +P; et 4P,. Pour tout ¢ = (¢1,c2) €
R2, r > 0, on pose également
G(c,r):=rP+ec.

Notons que
diam G(c,7) = 2rmax{|Py|, |P2|}, VceR? r>0.

Lemme 11.11. Soient ¢ € R?, r > 0 et a, B € R? tels que

a1z — P # 0.

Alors la fonction définie sur R? par

ve(@) =1 —max{|{,z — ) [,[ (8,2 — ) |}

est solution du probléme de Dirichlet

{ Vv € {xa, £5} presque partout dans G(e,r) (11.5)

v=20 sur 0G(c,r).

Remarque 11.12.

(i) Le lemme peut facilement se généraliser pour des données de bord affines ug telles
que
Vug € int co{+ta, £},

moyennant quelques modifications sur les objets construits dans la preuve. Le choix
ug = 0 permet d’alléger les équations.

(ii) En choisissant o = e, 3 = eq, nous avons par exemple la solution
vp () =1 — max{|z1], |22/}
sur G(0, 1) le parallélogramme ayant pour sommets +(1,1) et +(1,—1).

Démonstration. 1l est évident que Vv! € {+a, +3} partout sur R? sauf sur les deux
droites (o &+ 8,z — ¢) = 0. Ensuite, par construction, on a v (z) = 0 si et seulement si

(o, —c)=r quand (o« — B,z —¢c) >0, (a+ B,z —c) >0,
(o, —c¢) =—r quand (o« — B,z —¢c) <0, (a+ B,z —c) <0,
(Byz—cy=r quand (o« — B,z —c) <0, (a+ B,z —¢c) >0,
B,z —c)y=—r quand (o« — B,z —c) >0, (a+ B,z —c) <0.
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Comme «, 5 ne sont pas colinéaires, alors les droites
{reR:(a,z—c)=r} et {zeR*:(Bz—c)=r}

s’intersectent en quatre points satisfaisant les quatre équations

(5 5 )eo==(1) (5 %)e-a==(7)

dont les solutions sont exactement +(rP; + ¢), +=(rP + ¢), ce qui correspond bien au
parallélogramme G(c,r) =rP + c. O

La généralisation de ce lemme & un domaine borné s’obtient grace au théoréme de
recouvrement de Vitali (voir [15], théoréme 10.3 et corollaire 10.6).

Théoréme 11.13 (Théoréme de recouvrement de Vitali). Soit 2 C R™ ouvert et borné,
et G C R™ compact et de mesure non-nulle. Soit

G:={c+rG:ceR”, r>0}

tel que pour presque tout x € £ et pour tout € > 0, il existe G € G tel que x € GcC B(z,¢).
Alors Q2 peut étre recouvert, a un sous-ensemble de mesure nulle prés, par une collection au
plus dénombrable d’éléments disjoints de G ; plus précisément, il existe une suite Gy, C G,
k € N telle que

G CQ, VkeN,

GeNG =0, VkIleN, k#1,

mes (2 \ Upen Gi) = 0.
Théoréme 11.14. Soient 2 C R? ouvert et borné, a, 8 € R? tels que
aifz —azfi # 0.
Alors le probléme de Dirichlet

{ Vv € {£a, £3} presque partout dans §2 (11.6)

v=20 sur 0N

admet une solution v € loc Aff;0rc(9).
Démonstration. En utilisant les notations 11.10, on pose
G:={G(c,r):c€R? r>0}.

Montrons que I'on peut recouvrir €2 par des éléments de G, & un sous-ensemble de mesure
nulle prés. Puisque

diam G(c,7) = 2rmax{|Py|, |P2|}, VceR? r>0.
Ainsi, pour tout z € Q et € > 0, il existe r > 0 suffisamment petit pour que

x € G(z,r) C B(x,e) C Q.
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Ainsi, par le théoréme de recouvrement de Vitalli, il existe deux suites {ci }reny C R? et
{ri}ren C RY tels que

G(ck,rk.) cQ, VkeN,
G(eg,re) NG(e,m) =0, VEkI1eN, k#1,
mes (Q \ Uren G(%ﬂ"k)) =0.

Ensuite, par le lemme 11.11, pour tout G(cg, ), il existe une solution
vg, € Affnore(G(ck, 1))

au probléme

Vv € {xa, £} presque partout dans G(cy, ) (11.7)
v=0 sur OG (¢, k). ’
Posons
_ ve(z) :x € G(eg,rr), kEN,
o(x) =
0 12 € Q\ Upen Gler, mr)-
Par construction, 7 € loc Aff;0rc(2) et est solution de (11.6). O

Nous finissons ce chapitre avec I’énoncé d’un résultat de Dacorogna-Marcellini-Paolini
[22] donnant des conditions nécessaires sur les lignes de discontinuité d’une solution affine
par morceaux dans un domaine. Il s’agit de ’analogue dégénéré des théorémes 9.11 et
10.15.

Théoréme 11.15. Soient Q C R? ouvert et A, B € R?*? tels que det(A) = det(B) =0
et
A=e1®a, B=e ®p.

Soit u € Affore(€2;R?) telle que
Vu €S, USp presque partout dans 2.

Alors les lignes de discontinuité de u sont des segments se comportant suivant 'un des
trois cas suivants.

Cas 1. Si a et B ne sont pas collinéaires, alors les lignes de discontinuité sont perpen-
diculaires au quatre vecteurs «, 5, a+ 8 et o — (3. Plus précisément, le gradient change de
valeurs dans le méme puits S4 ou Sp si u traverse respectivement les lignes perpendicu-
laires & o ou 3. Si les deux autres lignes sont traversées, alors le gradient passe du puits
Sa 4 Sp et vice-versa.

Cas 2. Si «a et 8 sont collinéaires et « # 0 (ou 8 # 0), alors il n’y a qu’une ligne de
discontinuité possible, perpendiculaire & « (ou ).

Cas 8. Si a = B =0, alors u est constant sur chaque composante connexe de 2.
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ANNEXE A

ESPACES DE HOLDER

Dans ce chapitre, nous donnons la définition des espaces de fonctions de Holder et
énongons plusieurs propriétés importantes utilisées dans ce travail. Notre référence est
Csato-Dacorogna-Kneuss [9], chapitre 16.

A.1 Définitions

Nous commengons par rappeler la définition des espaces C”.

Définition A.1 (Espaces C"). Soit r > 0 un entier et Q C R™ ouvert.
(i) C°(Q) est 'ensemble des fonctions f : Q — R continues.
(ii) C7(£2) est I'ensemble des fonctions f : & — R ayant toutes leurs dérivées partielles
jusqu’a Pordre r continues ; ¢’est-a-dire D*f € C°(2) pour tout a € A,,, 0 <m <,
ot A,, est 'ensemble des multi-indices d’ordre m. Nous posons également V™ f =

{Daf}ueAm .

(iii) C°(Q) est 'ensemble des fonctions f : Q — R continues et bornées. Nous munissons
cet espace de la norme

1l o) = sup {[f(@)[} -

e

(iv) C"(Q) est 'ensemble des fonctions bornées de O™ (€2) dont les dérivées jusqu’a 'ordre
r peuvent étre étendues continuement sur Q et bornées. Nous munissons cet espace
de la norme

1fllcr@) = Z IV fllco@) -

m=0

S’il n’y a pas d’ambiguité, nous omettons la dépendance en ) et écrivons simplement

fllce =D IV fllco -

m=0
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(v) CL.(9) est 'ensemble des fonctions C”(K) pour tout sous-ensemble compact K C

Q.

Nous donnons maintenant la définition des espaces de Holder.

Définition A.2 (Espaces C™%). Soient un sous-ensemble D C R”, une fonction f : D —
R et un réel 0 < a < 1. On définit la quantité

[f]co,a(D) (= sup {
z,yeD
Ay

HOESIONE

|z —y[*

Soient un ouvert 2 C R™, et un entier r > 0. Nous définissons les espaces de Hélder
comme étant les espaces de fonctions suivants.

(i) C%*(Q) est I'ensemble des fonctions f € C°(Q) telles que

[flco.eky < o0,
pour tout sous-ensemble compact K C .

(ii) C%*(Q) est I'ensemble des fonctions f € C°(Q) telles que
[fllco.e@ = 1fllco@ + [flco.a@ < oe
S’il n’y a pas d’ambiguité, nous omettons la dépendante en €2 et écrivons simplement
[fllco.e = Ilfllco + [flco..
(iii) C™*(£2) est 'ensemble des fonctions f € C"(Q) telles que
[D° floo.« (k) < o0,

pour tout sous-ensemble compact K C et pour tout multi-indice a € A,.

(iv) C™%(Q) est 'ensemble des fonctions f € CT (1) telles que
[D* flo.aay < o0,
pour tout multi-indice a € A,.. Nous munissons cet espace de la norme
Ifllgra@) = Ifller@ + ;Yelffi[Daﬂcova(ﬁy
La plupart du temps, nous écrirons
T — a —
[V"fleoe = max[D*flco.a @),

d’ou la notation

[Fllere = 1 Fller + [V flco.e.

(v) CLd(Q) est 'ensemble des fonctions C™(K) pour tout sous-ensemble compact K C

Q.
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Les fonctions de classe C%® sont dites continues au sens de Holder (ou simplement Hélder-
continues ou encore hélderiennes).

Remarque A.3.

(i) L’espace C™*(Q), muni de la norme ||f| 5., est un espace de Banach.

(ii) Pour o = 0, on notera C™°(Q) = C"(Q), c’est a dire que les fonctions holderiennes
de parameétre 0 sont identifiées avec les fonctions continues usuelles. Dans ce cas,
nous convenons que

Lf]C‘)~0 =0 et ||fHCOYO = Hf”co

et, pour r > 1,

1flgro = Il -

(iii) Pour a = 1, ensemble C%1(€2) correspond & I’espace des fonctions lipschitziennes,
c’est-a~dire ’ensemble des fonctions u pour lesquelles il existe une constante L > 0
telle que

u(z) —uly)| < Llz —y[, Vz,yec

(iv) Quand Q = R™, nous convenons que espace C™*(R™) doit étre compris comme
C™(R™), ce qui implique que toutes les dérivées de f sont bornées dans R™.

A.2 Propriétés

Théoréme A.4 (Inclusions). Soient Q@ C R™ ouvert, borné et lipschitzien, » > 0 un entier
et 0 < a < B < 1. Alors les inclusions suivantes sont vraies :

C"(Q) > C7*(Q) > C™F(Q) o CmH Q) D CTHH(Q).
Démonstration. Voir [9], corollaire 16.13. O

Les deux résultats suivants donnent une propriété de semi-continuité inférieure pour
les normes holderiennes.

Proposition A.5. Soient 2 C R"™ ouvert, borné et lipschitzien, r € Net 0 < a < 1.
Soient R > 0 et

Bp = {f € ") : | fllgra) < R}'

Pour toute suite de fonctions {f,} C By telle que
f, — f dans C°(Q) quand v — oo,

alors
F€Br et ||fllgne < lHminf | fllcn.

Démonstration. Voir [9], proposition 16.23. O

Remarque A.6. Si {2 est non-borné ou o = 0, la proposition A.5 est fausse.
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Théoréme A.7 (Produit). Soient € C R™ ouvert, borné et lipschitzien, » > 0 un entier

et 0 < a < 1. Alors il existe une constante C = C(r,Q) telle que tout f,g € C™*(Q)
satisfont I'inégalité

HfQHC'rua < C(Hf”cfua H9H00 + ||f||00 Hg‘ ca)

Démonstration. [9], théoréme 16.28. O

Théoréme A.8 (Composition). Soient Q C R™, O C R™ ouverts, borné et lipschitziens,
r >0 un entier et 0 < o, 8 < 1.

(i) Sir =0, alors tout g € C%*(0) et f € C%P(Q; O) satisfont I'inégalité

g o f||cowa6(§) < ||9||00wa(5) Hf”go,ﬁ(ﬁ) + ||g||00(5) :

En particulier, si
||f||C’0ﬁ S c,

alors
lg© Fllgoes @ < Clgllcne) s
avec C = C(c,Q,0) > 0.
(ii) Sir > 1, alors il existe une constante C' = C(r, £, 0) > 0 telle que tout g € C™*(0)
et f € C™(Q; 0) satisfont I'inégalité

ooy IF17550 + lglles o) 1]

g o fl

cre@ < C [l cre@ +I9lco@)) -

Démonstration. [9], théoréme 16.31. O

Théoréme A.9 (Différence de composition). Soient 2 C R™ et O C R™ ouverts, bornés
et lipschitziens. Soient r > 0 un entier, 0 < a < 8 < 1. Soit ¢ > 0 une constante

(i) Sir=0, g€ C®(0) et u,v € C*(Q;0) avec
[uller s vller <
alors il existe une constante C' = C(c¢, 2, 0) > 0 telle que
lgou—govllconm < Cllgleos) lu—vllgeg, -
(i) Sir=0, g€ C*(0) et u,v € C**(Q;0) avec
||uHco,a ) ||UHcoya <c

alors il existe une constante C' = C(c, 2, 0) > 0 telle que

1—
lgou—go UHco,a(ﬁ) <cC ||9||co,1(6) lu— cho?ﬁ) .
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(iii) Sir > 1, g€ C™P(0) et u,v € C™*(Q;0) avec
[ullco.n s lvllgor <,

alors il existe une constante C' = C(r, a, 8,¢,Q,0) > 0 telle que

IN

lgou=govlorag < Cllglons) (It = vl + v = vlore))

Cllgllons @y (Iu = ol ) -

IA

Démonstration. [9], théoréme 16.39.
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ANNEXE B

EQUATIONS LINEAIRES

Nous regroupons ici plusieurs résultats classiques d’existence de solutions pour des
équations linéaires.

B.1 L’équation de la divergence

Théoréme B.1. Soient 0 < o <1 et r € N. Soient Q2 C R"™ ouvert, connexe, borné et de
classe C"72:% et une fonction f € C™*(Q2). Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

/Qf(x)d:v =0.

{divU = f dans Q

(a) La fonction f satisfait

(b) Le probléme de Dirichlet

(B.1)
U=0 sur 02

admet une solution U € C™+1:¢(;R™) De plus, il existe une correspondance linéaire
f — U et une constante K = K(r,«, ) > 0 telle que

Ul grer.a < K|S

cra .
Démonstration. Voir Csato-Dacorogna-Kneuss [9], théoréme 9.2. O
Remarque B.2. Plus précisément, la correspondance linéaire évoquée au théoréme B.1

signifie que si
X :={U e *(QR") : Ulpq = 0},

Y = {.feC’“’“:/Q,f(x)dI—O}7

alors il existe un opérateur linéaire £ : X — Y, tel que pour tout f € Y, il existe un
unique U = L7 f € X satisfaisant I’équation B.1 et

17 f]lx < KNSl -
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B.2 Equations elliptiques du deuxiéme ordre

Définition B.3. Soient 2 C R™ ouvert et borné et L un opérateur différentiel linéaire
de second ordre défini pour tout u € C*(Q) par

Lu = Lu(z) := (A(z); V?u(2)) + (b(z); Vu(z)) + c(z)u(z), Vze€Q

ot A€ CO(R™™), be CO(Q;R™), ¢ € CO(Q2) sont des coefficients donnés.

(i) L est dit (uniformément) elliptique 8’il existe une constante A > 0, dite constante
d’ellipticité de L telle que

Z Al(@)yiy;| > Ayl

1<i,j<n

pour tout y = (y1,...,yn) € R™ et pour tout z € Q. Autrement dit, le champ
matriciel A(x) est uniformément défini positif sur Q.

(ii) Soient r € Net 0 < a < 1 tels que A,b,c € C™*(Q) et une constante A > 0 telle
que
[Allgra s [1bllgres lellgra < A

On appelle A la borne uniforme(supérieure) de L.

Le probléme de Dirichlet

Théoréme B.4. Soient
~0<a<l1 reNetQcCR"”ouvert, borné et de classe C"+2<
— des fonctions f € C™*(Q) et p € C"™F2%(Q);
— un opérateur elliptique du deuxiéme ordre L, dont les coefficients A, b, c sont de
classe C™® sur Q et les constantes A\, A > 0 associées.
Soit le probléme de Dirichlet

{ Lu=f dansQ (B.2)

u=¢ sur 0f.

(i) Estimation. Toute solution u € C™*%%(Q) du probléme (B.2) satisfait 'estimation

[ull grree < K ([ullco + [|fllgre + [@llgreza)
ou K = K(r,a,Q, A\, A) > 0 est une constante.

(i) Ezistence. Si ¢ < 0, alors il existe une unique solution u € C"+2:%(Q) au probléme
(B.2). De plus,
[ullgreza < K (l¢llgriza + 1 fllene) -

(iii) Alternative. Si ¢ > 0, alors exactement une seule des deux assertions suivante est
vraie :
(a) Le probléeme (B.2) admet une unique solution dans C"+2(Q).
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(b) Le probléme homogéne
Lu=0 dansQ
u=0 sur 0.

admet des solutions non-triviales qui forment un sous-espace de CTT2%(Q) de
dimension finie.

Démonstration. Voir Gilbarg-Trudinger [34], théorémes 6.6, 6.14, 6.15 et 6.19. O

Le probléme de la dérivée oblique

Théoréme B.5. Soient
- 0<a<l,reNetQcCR"ouvert, borné et de classe C"T2
— des fonctions f € C™*(Q) et p € C"™H1(Q);
— un opérateur elliptique de second ordre L, dont les coeflicients A, b, ¢ appartiennent
a C™ sur et les constantes A, A > 0 associées,
— un opérateur de premier ordre N défini pour tout v € C?(2) par
Nu = (B; Vu) +yu,
avec f € CTTL(Q;R"), v € C"+1(Q) satisfaisant

18]

Soit le probléme de la dérivée oblique

Lu=f dans ()
Nu=¢ sur 0.

critas [V arare S A, |[(Biv) | > £ > 0sur 0.

(B.3)

(i) Estimation. Toute solution u € C™722(Q) du probléme (B.3) satisfait estimation
lullgriz.a < K ([ullgo + [1fllgra + 1@llgrera),
ou K = K(r,a,Q, A\, A, k) > 0 est une constante.
(ii) Ewistence. Si c et y satisfont

{ C§é0 ou 7‘3(2%07 (B4)

c<0 et 9]y, >0,
alors le probléme (B.3) admet une unique solution u € C"+2:%(Q2). De plus,

[ullgreze < K (1 fllgre + lelgria)-

(iii) Alternative. Si ¢ et v ne satisfont pas (B.4), alors exactement une seule des deux
assertions suivante est vraie :
(a) Le probléme (B.3) admet une unique solution dans C"+2(Q).
(b) Le probléme homogéne
Lu=0 dans
{ Nu=0 sur 0.

admet des solutions non-triviales qui forment un sous-espace de CT72%(Q) de
dimention finie.

Démonstration. Voir Gilbarg-Trudinger [34], théorémes 6.30 et 6.31. O
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Le probléme de Neumann
Rappelons d’abord le concept d’alternative de Fredholm (voir [34], section 5.3).

Définition B.6. Soient Vi, V; deux espaces normés. Une application T : V; — V5 est
dite compacte si pour toute suite {z;};c; C V1 bornée, la suite {T'z;};c; C V2 admet une
sous-suite convergente.

Théoréme B.7 (Alternative de Fredholm). Soient V' un espace normé et T : V — V une
application linéaire compacte. Alors exactement une seule des deux assertions suivantes
est vraie :

(a) L’équation homogéne
z—Tx=0

admet une solution = € V' \ {0} ;
(b) Pour tout y € V, I'équation
r—Tr=y
admet une unique solution z € V. De plus, 'opéateur (id —T)~! est borné.

Remarque B.8.

(i) Il est facile de voir que les deux assertions s’excluent mutuellement (prendre y = 0

dans (b)).

(ii) L’alternative de Fredholm est notament appliquées aux EDP dont l'existence d’une
solution unique n’est pas assurée pour des raisons de signe des coeflicients.

Théoréme B.9. Soient
—unentierr>0et0<a<1;
— Q C R™ ouvert, borné, connexe et de classe C"+2 ;
— des fonction f € C™*(Q) et g, € C™1:2(Q), avec g > 0, telles que

/Qf:/mgsa; (B.5)

Cr+l.a <A

— une constante A > 0 telle que

gl

Alors le probléme
div(gVu) = f dans Q

% = dans 092 (B.6)
ov

admet une solution u € C"72(Q)), unique & une constante prés. De plus, toute solution

U—][U
Q

ou K = K(r,o,Q,A) >0 et

satisfait ’estimation

< K([lfllgre + il

Cr+2,«

fg“ - mes1<ﬂ> /Q“'
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Démonstration. Cette preuve reprend la démarche effectuée par G. Nardi concernant le
probléme de Neumann pour 1'équation de Poisson (voir [51], [52]).

Partie 1 : existence.

Si u € C™2:%(Q) est solution de (B.6), il est évident que u + k est aussi une solution,
pour tout £ € R. Nous allons donc montrer l'existence et l'unicité dans l’espace des
solutions a moyenne nulle

X = {uEC’T“’O‘(Q):/QuO},

via la méthode de lalternative de Fredholm. La démonstration se déroule en 5 étapes.

Etape 1 : unicité. Montrons d’abord que le probléme homogéne

{ div(gVu) =0 dans Q

Ju—=0  dans 99,

(B.8)

n’admet que des solutions constantes dans C?(Q2) (et donc dans X). Par le théoréme de
la divergence, nous avons, pour tout u € C?(€),

/div(gVu)u:/ gu%—/g|Vu|2.
Q oo~ Ov Q

Si u est solution du probléme (B.8), alors il reste

/ g|Vul* = 0.
Q

Par hypothése, g > 0. Par conséquent on a nécessairement
Vu(z) =0, Vzeq,

d’ou u constante. Par conséquent, comme () est connexe, la solution triviale u = 0 est
I'unique solution dans X.

Etape 2. Considérons le probléme modifié

{ div(gVu) —u = f dans Q (B.9)

% = dans 0f.

Fixons g et posons I’espace de données
vie{tpecre@xcrtie@: [ 1= [ gof.
Q o0

Puisque g > 0 sur €2, le probléme (B.9) est elliptique est satisfait les conditions du théo-
réme B.5 : pour tout (f,¢) € Y il existe une unique solution u € C"72%(Q) telle que

[ullgriza < K (I fllere + lellarena) -

De plus, cette solution satisfait

/u=/diV(9VU)—/f= g@—/ gy =0,
Q Q Q a0 OV N
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c’est-a-dire u € X.
On peut reformuler ce qui précéde de maniére fonctionnelle : il existe un opérateur
linéaire L(f,¢) : Y — X bijectif tel que

LY (u) = (div(gVu —u), ZZ) , VueX (B.10)

et
||L(f» 80)||cr+2,a < K(Hf“cm + ||80||cr+1,a)a v (f7 90) ey (B-H)

Etape 3. Soit v = L(f,¢) € X et considérons maintenant I’équation fonctionnelle
u+ L(u,0) =wv (B.12)

avec u € X. Alors (B.12) est équivalent au probléme initial (B.6). En effet, en appliquant
I'inverse L~ sur les deux membres de (B.12),

L™ (u+ L(u,0)) = L™ (u) + (u,0) = (div(gVu)7 g:j) =(f,¢) =L (v),

ot nous avons utilisé la linéarité de L= et (B.10). En particulier, le probléme u+ L(u,0) =
0 est équivalent au probléme de Neumann homogéne.

Il est donc suffisant de montrer que pour tout v € X, il existe une unique solution
u € X pour (B.12).

Etape 4. On définit I'espace de fonctions

Fe{rece@: [r-of,

et Popérateur T : F' — F défini par
Tf=L(-f0).

On remarque que
T(F)C X CF.

Montrons que T' est un opérateur compact. Soit une suite {fx}x>1 C F telle que

/%]

et posons ug := T fr, = L(— fx,0). Alors par (B.11), nous avons pour tout k > 1

cra M, VE>1,

||“k||0r+2,a <K HfleHcm < KM,

et donc {uz} est une suite bornée dans C"+2%. Par injection compacte des espaces de
Holder (voir [9], théoréme 16.22), la suite {uy } admet une sous-suite convergeant vers une
limite u € C™%(Q). Il est facile de voir que fQ u=0,douu € F, et donc T est compact.

FEtape 5. Nous reécrivons 'équation (B.12) ainsi :
u—Tu=wv.

Puisque T est un opérateur compact, nous pouvons appliquer l'alternative de Fredholm
(théoréme B.7) :
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(a) soit le probléme u — Tu = 0 admet au moins une solution u € F \ {0};
(b) soit, pour tout v € F, le probléme v — T'u = v admet une unique solution u € F'.

L’équation u — Tu = 0 est équivalente au probléme de Neumann homogeéne (B.8), qui
n’admet que la solution triviale dans F' (étape 1). Par conséquent, le choix (a) est a rejeter
et le choix (b) est vrai. En particulier, pour tout v € X C F, I'unique solution appartient
a X ; en effet,

u=Tu+veT(F)+ X CX+X=X,

ce qui achéve la preuve de l’existence.

Partie 2 : estimation.

Il est suffisant de montrer I'estimation (B.7) pour une solution a4 moyenne nulle

ueX:{ueCT+2’a(Q):/u:O}.
Q

En effet, si u € C"+22(Q) est solution de (B.6) et

][u:(),
Q

alors toutes les autres solutions uc = u + C, C' € R, satisfont

][uc:C’ et uc—][uczu.
Q Q

Nous allons donc montrer I'inégalité

lullgriz,e < K[ fllgne + l@llaria)- (B.13)

pour tout f et ¢ satisfaisant la condition (B.5). Supposons ab absurdo que (B.13) est
fausse ; alors, pour tout entier k > 1, il existe des fonctions uz, € X, fr € C™*(Q) et
o € CTTLH(Q) satisfaisant

{ div(gug) = fr, dans Q
88% = @, sur 012,
et
[urllgreza > k([ frllore + 1@kl grena)-
Sans perte de généralité, on peut supposer que |luk||qri2.. = 1, pour tout k, quitte a
diviser || fi|lcro €t ||@xllgrria PAr ||Ug]| grez.a, dolt

k([ fellra + @kllorina) <1, VE> 1.

Ceci n’est possible que si f, — 0 dans C™® et ¢, — 0 dans C™T1*. De plus, la suite
{uy} est équibornée, et, par le théoréme A.4, équicontinue dans C?(2). Par le théoréme
d’Ascoli-Arzéla, {uy} converge (4 une sous-suite prés) dans C2(€2) vers une limite ug qui
satisfait
div(gug) = limg 00 div(guy) = limg 0o fr =0 dans Q
%LVO = limk_mo %L: = limk_mo P = 0 sur 0f2

fQuo =0.
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Par ’étape 1 de la partie 1 de la preuve, on a nécessairement ug = 0, or, par ’estimation
donnée par le théoréme B.5, nous avons

1= fluglgrrze < K(llukllco + | fellgra + lorllgrera) =0,
ce qui est absurde. O

Corollaire B.10. Soient
—unentierr>0et0<a<l;

— Q C R” ouvert, borné, connexe et de classe C>“ et v sa normale extérieur unité ;
feC™(Q) et p € CTTH(Q) tels que

/Qf:/m@;

— he CrtLe(Q;RY) et H € C"F2%(Q) tels que

h=VH dansQ;

— une constante A > 0 telle que
1Pl crsra < A

Alors le probléme
div(Vu + hu) = f dans 2
8+ (hvyu=yp sur oS

admet une unique solution u € C™+2:%(Q) telle que

/sz.
Q

De plus, il existe une constante K = K(r, «, 2, \) > 0 telle que

[ullgreza < K([fllera + [@llgrena)-

Démonstration. En effectuant le changement de variable v = e Hw, nous obtenons le

probléme équivalent

ow

div(e #Vw) = f dans
5 = eflp sur 0f).

Puisque nous avons la condition de compatibilité

/Qf:/Qdiv(e*va):/me*HeH@:/m ©,

et e # > 0, il suffit donc d’appliquer le théoréme B.9 pour avoir la conclusion. O
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B.3 L’équation des ondes

Théoréme B.11. Soient des entiers 1 <n < 3 et m := ["T“L un scalaire T > 0 et des

fonctions f € C™(R" x [0,T]), g € C™F(R™) et h € C™(R"). Alors 'équation des ondes

{ ug — Au = f(x,t) ¢ (z,t) eR™ x [0,T)
u(z,0) = g(z), wu(x,0)=h(z) : xeR™

admet une unique solution u € C?(R™ x [0, T]) donnée par :

sin =1, la formule de d’Alembert

T+t
wet) = Gl o@—t)+g [ hdy

1 t z+t—s
+*/ dS/ fly,s)dys;
2 0 r—t+s

sin = 2, la formule de Poisson

u(z,t) = 1/ th(y) +9(y) + (Vo()iy — ) ,
Bi(x)

o NCETEr
I —t
2m Jo By(z) /8% — |y — z|?

sin =3, la formule de Kirchhoff

wet) = | (ehy)+ g) + (Vay)y — o)l doty)
OBy ()
1 fy,t — |z —yl)
AT B, (a) ly — | ’

ou
Bi(z) ={yeR": |z —y|<t}, z€R", t>0.

En particulier, il existe une constante K = K(T') > 0 telle que

[ullgz < K (I fllgm + gllgmes + [[Pllgm) - (B.14)

Démonstration. Ces résultats sont classiques. Voir par exemple Evans [29], section 2.4 ou
John [41], sections 2.4 et 5.1. O
Remarque B.12.

(i) Quand n > 3, nous disposons de formules similaires (voir [29]), par contre, la régu-
larité minimale requise des données f, g, h croit avec n.

(ii) Quand les données sont plus réguliéres, alors la solution est plus réguliére. Autrement
dit, pour r > 0 entier, si f € C™T™(R" x [0,T]), g € C"T™HL(R") et h € CTT™(R"™),
alors u € C"2(R™ x [0,77)
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B.4 Un probléme sur le bord

Voici un résultat d’existence pour une équation constituée uniquement de conditions
au bord.

Théoréme B.13. Soient un entier r > 0, 0 < a < 1 et Q2 C R” ouvert, borné et de classe

Crthe. Alors pour tout o € C™(99), il existe une fonction u € C™+1(Q) satisfaisant

=7 et u=0 sur ON. (B.15)

De plus, il existe une constante C' = C(r,Q) > 0 telle que

||“Hcr+1,a(§) < Cllel Cre(8Q)
Démonstration. Voir [9], lemme 8.8. O

Remarque B.14. La construction ¢ — u est linéaire, dans le sens que si
X ={uecC ™ Q): ulyo =0}, Y =C"%(00),

alors il existe un opérateur linéaire £ : X — Y tel que pour tout ¢ € Y, il existe un
unique u = L1y € X satisfaisant (B.15) et

£, < Cllelly -
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