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RESUME DE LA THEORIE DES RESONATEURS QUASI-OPTIQUES OUVERTS

Ce résumé a été fait en vue de 1'application au gyrotron (gyroklystron
quasi-optique) od 2 résonateurs seront utilisés : la cavité de "pre-
bunching" et la cavité principale d'ol sera extrait un puissant
faisceau de micro-ondes (~200 kW).

La fréquence sera de 120 GHz (A=2.5 mm) dans un premier temps, puis
elle sera portée a 150 GHz (A=2.0 mm). Le probléme consiste a calculer
le champ électromagnétique & 1'intérieur de la cavité et 3 déterminer
le couplage optimal avec le guide d'onde. Il existe une littérature
abondante sur le sujet dans le cadre des lasers. En ce qui concerne
les résonateurs fonctionnant dans le domaine des micro-ondes, les
mémes méthodes (principe de Huygens) sont applicables, mais il faut
prendre garde aux approximations qui supposent la longueur d'onde
beaucoup plus petite que les dimensions du résonateur.

N.B. dans ce résumé, les mots suivants sont synonymes :

miroir - réflecteur

cavité - résonateur
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1. INTRODUCTION

1.1 Définition des grandeurs géométriques

La cavité résonante est constituée de 2 réflecteurs (ou miroirs)

séparés par une distance d.

Ay OHa
— *1“*
(364»%4) (11)91)
] &,
€.
dy ) d. 'z
6.
< d >
Figure 1

Les miroirs ont en général un rayon de courbure que nous dénote-
rons par by et b, respectivement. Soit z 1'axe du résonateur; d,, 4,
les positions des miroirs et (X),¥1+21) (X,¥2,2) les coordonnées
repérant les points sur la surface des miroirs 1 et 2. Soit S et 5

la surface des miroirs.

1.2 Principe de Huygens-Fresnel

Dans le cas des cavités fermées, on résout 1'équation de Helmoltz
(V2 + k2)E = 0 avec des conditions aux limites données. Cette méthode
n'est pas la meilleure pour les résonateurs ouverts, on fait appel au
principe de Huygens-Fresnel. Le champ en un point s'obtient par la
superposition d'ondelettes issues de la source. C'est la théorie sca-
laire de la diffraction, oui 1l'on n'examine que 1l'amplitude de la per-
turbation. Dans notre cas, la perturbation peut &tre n'importe laquel-
le des composantes du champ E ou H. Appelons u(1)(x ,y;) 1'amplitude
du champ de 1l'onde progressive issue du miroir 1. Sur le miroir 2

cette onde produira un champ u(2)(x5,ys).



Le principe de Huygens-Fresnel s'énonce

: -tk
WP = I e € (41 0) WPl dS,

P (1-1)
Sa

avec r = \/(d—Al—Az)2 +(x2—x1)2 + (Yz"Yl)2

et cos @ 1'angle entre la normale au miroir et la direction de 1'onde
(voir Fig.1)

L'équation (1-1) n'est valable que si la distance r est grande
vis-a-vis de la longueur d'onde A. Si ce n'est pas le cas, nous devons
écrire :

: ~cke )
u‘f’(xa,g,wﬂ .,f,‘;r ¢ (1100428 ) Wy AL, (1-2)
5

(voir par exemple R.S. Longhurst, Geometrical and Physical Optics pp
194-203 pour une démonstration de (1) et (2))

Dans le cas des lasers A/r est de l'ordre de 10~% a 10~° ce qui
rend légitime la formulation (1-1).

Pour une cavité de 50 cm et une longueur d'onde de 2.5 mm

A/ =5 .« 1073, L'approximation (1-1) est vraisemblablement toujours
valable, mais il faudra le vérifier.

1.3 Equations intégrales du résonateur

Pour obtenir des équations décrivant un régime stationnaire (ou
quasi-stationnaire si 1'on tient compte de 1'atténuation), il faut que
la distribution du champ de 1'onde sur chacun des miroirs soit repro—
duite & un facteur (réel) prés lors d'un aller-retour de 1'onde.
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! itk —tke e
Birugy = [ rr & (e 522 ) Whaygds, (43
S
| ke -ike 8, |\ @'
L Uﬁ“)(x«):h) = XJ '-:'JI‘Y‘ e't (4 +°°°ez +(k_\r-) * (xz,&j;)dsz (1-3b)
Sy
]
avec ull) (x;,y;) =2 ulM (x;,v1); A réel positif. (1-3c)

Nous imposons aux solutions d'@tre normées pour la condition

ﬁ " ‘*m(xw%«\“zd& = SS | Utm("z»m)nl&& = 1 (1-4)
o A

)
ul(2)’ est proportionnel & u(2)
' (2)
ul2) (x5 ,v2) = v (2u(xy ,y0)

t
et ull) est proportionnel 3 uf1)
[}
ulD ix,y1) = vy 20D (%) ,y7)

Récrivons (1-3) avec ces notations :

[« ko -k (2 W
b’numkxz,at) < j S € (140004 + e Jw xag)dSy (1-5)
4
' -tk 6. W
l} Xw uﬁﬂ(x«,\y):ﬁ :7&, e”(/uu»ez + T:v‘ (A.t(xz,!jc)dsz. (1-5b)
S.
gr% (YU)Y&)) T 27q ovee q emtier (1-5¢)
v

(1-5c) est la condition de résonance.

La perte d'énergie de 1l'onde (carré de 1'amplitude) due aux per-
tes par diffraction pendant un aller et retour est donnde par

T=1 -~ (Y(1).Y(2))2 (1-6)

Dans la littérature, il est aussi d'usage de parler de la perte
moyenne lors d'un trajet simple

@ =1-y(Ne(2) (1-7)



Certains auteurs écrivent o = 1 - ”y (1)y (2) " suggérant par
1d que y(1) et y(2) peuvent &tre complexes, ce qui est le cas si
la condition de résonance (1-5¢) n'est pas satisfaite.

Iorsque A/d € 1 et que les dimensions des miroirs sont petites
vis-a-vis de d, les équations (1-5) se simplifient.

&3‘1'3‘1)1 (Y ‘%1)1

- \/(d_a4_A?_)z+ (xz-x4)z+(‘j;~‘ja\)l 2 d-o4-0.+ 2d M|

au dénominateur seulement : r £ 4
cos 0; = cos @, = 1
On aboutit alors a :
1 2
(e2-x -y
[ (2) (o) tk e',ikd -1k :d. 1)+Q$:.d1) - Ba-
¥ u® (xz;sz,) = lZT- Jf e UE")(I',!,,)JS.( (1-8a)
)
-(lld _‘k[(xz 3‘1) Q‘Jl‘i 1) -A«-dz.]
? &) 1-8b
x W (xu‘;h = ZT(d. W (xg,ﬂl)dSL ( )

Pour aller plus avant, il faut connaitre la géométrie du problé-
me. Un cas trés important est le résonateur confocal (d=by=b,). ILe
noyau de 1'équation intégrale est alors symétrique et 1'on peut trou-
ver des solutions analytiques approchées. Au § 4, on examinera sous
quelles oconditions on peut ramener 1'étude de toute une famille de
résonateur & symétrie cylindrique (autour de 1l'axe z) au cas confocal.

Une fois connues les solutions ull) et u(2), on trouve 1le
champ de l'onde stationnaire en un point quelconque par une nouvelle
application du principe de Huygens-Fresnel.

ck _ ke w
E(I)‘j,i) = JS q;rr:‘ Q‘ 1 (4+ O, + -%er:- ) u‘(!1,‘j4) ds»\ +
54

(1-9)
tk ‘ikrl 00 O+ Q)
T e SR ) Py,
S,

o : Y o= \/(x-xc)L +(4-90)* +@20) " C=4,2



2. LE RESONATEUR CONFOCAL SYMETRIQUE A MIROIRS CARRES

2.1 solution de 1'équation intégrale.

La symétrie entraine ull)= +u(2) et y(M= +(2)  dans
(1-5). Il ne subsiste donc qu'une seule équation. ILe rayon de courbure
des miroirs valant 4, la distance focale vaut d/2 d'ou le terme de
confocal.

Comme on peut le voir sur la figure 2, les distances A; et Agy
s'écrivent

X4+

S I ke L

d— !/O\L 2 _gx ~ I—a}i-‘:\:'
b= - "X Y - 2d

d’ a
Yo
v A4/:;/

Figure 2

(2-1)

On a le signe = dans (2-1) pour des miroirs paraboliques. L'équa-
tion intégrale s'énonce, avec y = y(1)=y(2) rge1,

A T
A tY Ya) @
(k e Jj Q‘jx‘ 4 4

X\}.A)(Iz)ﬂf-) = 2_7(‘&_ U 11,‘51) qu A-‘o,' (2—2)

Sa

On voit que 1'on peut séparer les variables en posant



& ikxqiz
Xxf(x;) = f e a f(x,‘) dx, (2-4a)
-a
& ika«gz
Yg 9(Y2) - s e 9Ly4) dyq (2-4b)
-

: _ckd
avec Yy = + -T;.-—ka— e Y*'Xj (2-5)

Bien que symétrique, le noyau des intégrales (2-4) n'est pas her-
mitien, donc les valeurs propres peuvent étre complexes.

Lorsque o« tend vers 1'infini, les solutions propres tendent vers
des fonctions qui sont identiques & un facteur prés & leur transformée
de Fourier. Ce sont les fonctions de Gauss-Hermite

0o ] 2

o & 2
I ¢ e T U dx = VaT Me " Haly)

-0

(2-6)
(c.f. Gradshsteyn and Ryzhik p. 838, N© 7.376)

Dans le cas ol a est fini, il faut utiliser les fonctions sphéri-

ques [1]. Néanmoins, wu la décroissance rapide de la fonction de

Gauss, 1'approximation a + = est légitime et permet de connaitre
1l'allure des solutions.

Les 4 premiers polyndmes d'Hermite sont

Ho(x) =1 Ha(x) = 4xt-2 (2-7)
3
Hetx) = 22 Hy(x) = 8x -12x
La solution pour f(x,) s'écrit
K o kexd
E("-«) = otw Hw \/—a_. Xi) o 2d (2-8)

ol ap est un coefficient complexe dont le module est donné par la
condition de normalisation (1-4).

o0 o Wxs
A= I " fox, 2olac1 = \\%“zj Hua (\/ga) o & At g (2-9)

-0




En posant Y= \]-::.x‘, on se rameéne au N©7.374 du Gradshsteyn et
Ryzhik

X
f e,'x B (X) B (X) dX = 2" 0V S (2-10)

i
2 ’ _
e \/%l\lxull MFE =4 > ks LZE Y (2-11)

\/1“ n!

La solution compléte normée s'écrit alors

‘ k 2.
k WY . _X ey
e ’k 2d ~
Woml®y) = xd Hy (/&:’L)Hw\( 'g_‘-j)e (2-12)
zmmn!w!

La phase ¥ sera donnée par les conditions aux limites de 1'onde
stationnaire sur les miroirs (n x E = 0, ne H=0).

Nous déduisons de (2-5) et (2-6) la condition de résonance des
modes propres :

: -k ) A .
Yol oM i fE

( kd L nEwm+A4
Ye = 1t
D'apré&s (1-5c) Arg(¥) = g avec q entier
. d
D'ou : 2kd = ¢ T 29 +ntw +1 (2-13)
I A

Le résonateur infini n'a pas de perte par diffraction :|y| = 1
Pour une cavité de 50 cm et A = 2.5 mm q est de 1'ordre de 400.

Il est d'usage de désigner 1l'onde décrite par (2-12) par TEMnpmq
Oou TEMpp en omettant 1'indice g. Nous verrons au prochain § que ce
dernier s'interpréte comme étant le nombre de maxima de 1'intensité du
champ électrique entre les miroirs.
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Figure 3. Modes propres TEMpp

Tache sur le miroir (Spot size)

Le rayon de la tache est défini comme étant le rayon du cercle ol
1'amplitude du mode TEMy, vaut 1/e de celle au centre du miroir.
D'aprés (2-12) on a :

- [ B

2.2 Ie champ 3 1'intérieur du résonateur

2.2.1 Formulation du probléme

Pour trouver le champ & 1'intérieur du résonateur, il faut partir
de l'amplitude (2-12) et appliquer 3 nouveau le principe de Huygens-
Fresnel comme on 1'a mentionné en (1-9). Le miroir 1 est positionné en
d, = - d/2 et le miroir 2 en d, = d/2. On peut simplifier le calcul de
la distance qui intervient dans (1-9) et passer a la limite des mi-
roirs infinis pour conserver des solutions analytiques. On simplifie
le calcul si 1l'on considére 1'amplitide de 1'onde dans le plan tangent
au miroir. Il faut donc multiplier ) par elky of A; est donné par
(2-1).

ke

W,(,y,7) H % Va (Xa,44) deeg dyq (2-15)
\



ck
- (11 +44) “-"'(1«1*342)
OCI V4(3C4 ti‘) — u Hh ( 14) Hw\(\/—;(j,() e Zd.

\/(oL/z +2)% 4 (x-x«)‘ +(y-44)*

On a posé \/Id 2\,"“ (2-16)

Nous supposerons que d/2 + z est grand vis-a-vis des dimensions
des miroirs et de la longueur d'onde A. Nous obtenons une expression
simplifiée pour r :

ce(Sez)(as (e-xa)* +(4-90" )

& 2($+2)*
o c- 22 43208 0
Introduisons * 7 e sorte que 2t =7 (2-17)
. d (4+§) + (2-2)* 4 (g-90)" (2-18)
r= 3 2(4+ $)

Au dénominateur de (2-15) 2r = d (1+§)

' Stk )
Alors : u4 (X,‘j,?) - (l( Uo L (4+

—tXo W, -
Td(4e <) Wi () Winly) (2-19)
& ko (x-50)
. \ LTS _‘ Ehdaa”
od uhm:I HV,(\/:!L x,) e 24 o d TSy, (2-20)

o
Expression analogue pour U'm(y)

Comme pour les équations (2-4), on peut trouver une solution
analytique si a + =, Voyons d'abord le cas n=m=0.

2.2,2 Ie mode TEMy o

En combinant les intégrales N ©3.922 3 et 4 du Gradshsteyn et
Ryzhik :

T

o 2
S Q_ﬁ.x e.;ax conbx dx =
-0 (2-21)

-R&* a {a b
; i "“’[ e TTOE #(a*m‘)]

(B>e)
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A _jax?
d'autre part dx @ e sin bx = 0 car sin bx est impaire
- 00
i 2 * Es @
-pxt _lax* |
donc f QTP e ik I, (2-22)

de (2-19), il vient pour U4 (%)

o0
whex = "*P{’ z&(k»u-S) [asd (-2« zux-x«)‘]}""‘*

[..] s (aeg)xd - i(ae§)xd +2i2® Cwidaeq 4212t
s (+g) Xy 2 ((A-5) X —uixax o+ 20x?
ket ®

- Lrx kad  (kad (4-5) NETES }
Uo(x) = e 214D J exp { 2d. 2d (4+%) * d (4+%) azs

-o®

Identifions avec (2-21) et (2-22) :

_k . o k(4-5) P - 2kx
ﬂ‘zd ’ T 2d(4+S) ’ d.(1+5)

2 2 K u-9)" y  k'(2+25%) Kk (4rs®)
S A A udt(4¢5)>  2d¥ (ars)®
BE* 4k _uklx* add Grs)t | wx?
hrat+pt) © 4 2d 42(aes)t K (arst)  d(ws?)
@ -5 af®  wx*  4-s
p - oars Ylatep?)” f(15?)  A+S

Finalement :

chx? 2
- 14$) Y 2 -k
Uger) = @ &) V T(d'k( /4+gz ”‘F[ -

‘ A-5 A-S ikx®
d(avgh) 204 g Y aes OL(“?)]

\ )Tcl(4+s)7 2 kx®  (kxt € { A-5
o ) =J k Arse "’“’[' Toarss) a1y

A+§
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On obtient une expression analogue pour U’ (y).

En substituant U' (x) et U', (y) dans (2-19), on obtient :

Uy tx,y,2) =

L A : ; ,.,t . 4-<
_ k(xryY) _%_4(4+S) ) Lk byt S,_ L(}E_am+& e )
-W \/ 2, dlusy) e d A+§: o
B T
(2-23)
Analysons les facteurs de (2-23)
2 P 1 sur les miroirs E=1) (s= 2‘5—)
A+5t = \I? au centre du résonateur (£=0)

k(x*+y*)
e d(ars?) la "tache focale" a un rayon \E fois plus petit que la
"tache" sur le miroir (voir Fig. 4).

ikd ikd
e 2z (1+5) <e * e_"kz onde progressive selon z.
. k3 1
- ‘k(i*tj) 4551 représente le déphasage di 4 la courbure du front d'on-
e de, i.e. ce facteur est constant sur un front d'onde.
2d $ représente le rayon de courbure
A+ §% P Y
Au centre du résonateur, on a pratiquement une onde
plane.
T A-S T +1 sur le miroir 1
‘(E - archy A+3 ) e l(_q,' rorch ) A
e peut s'écrire e

Y sur le miroir 2

W

I .
-d/ © d/2
£z -4 f=o0 £=2+1

Fig. 4 Evolution de la "tache" (spot size) en fonction de z.
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2.2.3 Modes TEMpm

Pour trouver le champ de 1'onde issue du miroir 1 dans le cas
général m,n # 0, il faut partir de

%0 - Rt _faxt [8x
5 HolVap x) e e e dx = (2-24)
\EL ( [ ¢ tned)orch & _tag’ ]
*; 1 (C— “a *F" ) tintg)ar l.%P + ¥ latept)
at +p
(p>0)

On aboutit alors a
kix*y®)
2 = i K ( 2 k ( 2 )
u‘(x'q)?) :uo 4*3_" (A*S ) Hy\{fa—"x 4+$l-) HM(\/d.(j '4—*51 .

P [_ ikd (4+) - (kxeyt)- S + \(A+vs+w|)(---a.rc,|—v3 :;_‘; )

o (4+§?)
k v
2’ . g 2? . u ﬁ e
avec pour mémoire = )} Qo= L
P d d .
On verifie que lorsque z = - ey (resp. z =I)’ on retrouve bien v, (x,y)
(resp. v,(x,y)).
gty _ ik(xPq")
V4(x 'j)'u%(x‘j) = uoe HV\ \/’i )H‘M \/a.'ﬂ)e' 2d
d ket +‘3 ) —3'—“ k(.ﬁ* )
V]_(:;"j)= u4 (%‘j) I) =iu0 l4\’\ \/;I) H\M )
Yy
Le signe + provient de la phase exp [-ikd + 1(1+n+m)7r] q =t1
od l'on a utilisé la condition de résonance (2-13).
2.2.4 Onde stationnaire 3 1'intérieur du résonateur
9 PR
On a donc Uy (x,y) = (-1) U; (x,y) en vertu de ce qui précede.
Le champ U, (x,y,2z) se déduit donc de U .
q (2-26)
uz (1,3,%) = Q"‘) U“\ (X,‘j)-?)

Posons U (x,y,z) = A e~ia et simplifions 1'argument de 1'exponen-
tielle dans (2-25) au moyen de la condition de résonance (2-13).
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kd xieut £ *
(X:T +kz + k d‘d . prral (4+m+w\)(-,-: + axc\‘aj)
de (2-13) : % -(A+\4+—wt)%- < c‘?—;
Loyt T o_ X
= & = k2 +k 1;5 -AES,, -(4+n+vw)orc}3§+q7_ = R+93

Dans 1'expression ci-dessus g a le signe de z.

Pour obtenir 1'onde stationnaire, il faut superposer Uy et U, et
tenir compte des conditions aux limites qui ne sont pas les mémes pour
E et pour H.

Champ E

Le champ E transverse s'annulle sur le miroir

e, —E 4 e,
ey —=F . Q2

Remplagons U par E dans (2-26) et superposons E) et E

E(x,y,2) = E (x,y,2) - Ey) (X,¥,2) = E) (x,y,2) - (-1)4 E) (x,y,-2) =
: _ T
aeiBad) CpytalttA) g oiend Al zé'q ra(prqT)

Donc finalement en remplagant dans (2-27)

5 LY
E(x,(j,g) = 2E°"W e d(asy) Hun (Cx) HW\(C‘ﬁ)

Lt €
o sinlkr 4+ k xi% FrT - (/H\nwv\)m*as +u\1{)

e
avec ,/E 2" _ /k [ 2
o = “hlwl C- o\ Aege

La phase ¥ apparaissant dans (2-12) et (2-15) vaut lf dans le cas
du champ E.

(2-27)

hY

Lorsque z varie de - g a+ 3, 1'argument du sinus dans (2-27)

varie de 0 & g n. Le carré du champ E présente donc q maxima & 1'inté-
rieur du résonateur.



- 14 -
Champ H

La valeur de H est double sur le miroir
h4 —_—  » b

hy &——— W

Remplagons U par H dans (2-26) et superposons H; et H,
H(x,y,2) = H (X,¥,2) + Hy(X,¥,2) = H (x,y,2) + (-1)9 H (x,v,-2)

On obtient dans ce cas une expression analogue a (2-27) mais en
cosinus. La phase ¥ vaut 0 dans le cas du champ H.

La figure 5 montre 1l'allure du champ H(0,0,2)

Dégénérescence

D'aprés (2-13), les modes suivants ont la méme fréquence

Wi TEMOOq' TEMzoq-lr TEMozq—lr TEM11q-1, TEM; 3 » €tc...
YI. N TEMOlq’ TEMOlq"l’ TEleq—l’ TEM12q"l’ etc. ..

C
=V, == =0.15 GHz pour d = 50 cm
IR ) po

Remarque : les champs E et H ne satisfont pas exactement les équations
de Maxwell.

Pour TEMyg dans le plan z = 0

_ kxteyy)
Eclxy,a,t) = 2VZE & & Atk conwit
_kxtiagy E,
H& (113,},(') = 2‘[2 Ho e d won k3 J.:iuuot , Ho =/u“C
YF :bIE:: =-—2:'—xfx #0 "AQ\AA powsr Y_H # 0
bx EY 0 o . o .
VxE = o |x|o ) = % Ex =(k/WX£°/Ho)“3 = Mo Hy

PrS 0 -oyfx -2ky/d) Hy #o
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2.3 Energie stockée dans le résonateur

Dans une cavité résonante, on a : (ref. [6] p. 28)

2 B B¥ *
w=ggj<eoi:,% e - gjvﬁ(eosf;-;?) 4 feeeth
reels tomplexes

Nous devons prendre pour E 1'onde stationnaire & 1'intérieur de
la cavité (2-27). Cependant, pour simplifier 1'intégration, nous
prendrons W comme étant égal 3 2 fois 1'énergie de 1'onde progressive

kze il..1
Fa(9,0) « Eof agr ¢ & A B (X) Him(Y) e

<

2 232
avec X:Vﬁ ,“?_-S,_?f— J Y:\/-:\] Argt Y J €= X

W =2 %Jﬁuson‘ﬁ? Hi (X) Hee (Y) daedyda
v

duedy o & A axay
dl2 2 2
W= Q;J- "Eouzj d= J ef-XHul(x)dX j Q._Y Hu (Y) dY

d/, -0 -00

00 (.

(2-29)

W - €°k°l HEN® 7 2" wiwm

Récrivons W en fonction de l'amplitude du champ de 1'onde
stationnaire au centre Ec = 2\/—2 Ey (2-27 et 2-16).

2 (3
W = ?3 el 2™ niwmt = B LfEc® 2" ™ womt (2230



* Remarque : au centre du résonateur en (0,0,0), le champ électrique
physique est nul pour certains modes (par exemple
’I‘EMOOq si g est impair). Par contre, le module du
champ électrique complexe vaut Eg.

2.4 Facteur de gualité de la cavité

D'une fagon générale, le facteur de qualité d'un systéme réson-
nant est défini par

® = W (2-31)
=
\ w ’ [ [ .
ou 7 Y = fréquence de l'oscillation

W = énergie stockée dans le systéme
P = puissance perdue (atténuation, pertes)

Plus les pertes sont faibles, plus le facteur de qualité est
grand. Pour des oscillations forcées, la largeur Av entre les points
od 1l'amplitude de la réponse décroit d'un facteur V2 par rapport au
maximum est reliée au facteur de qualité par

sy 4 (2-32)
Vo R

Considérons une cavité formée d'un réflecteur sans perte et d'un
réflecteur ayant un coefficient de transmission T non nul. L'énergie
quittant la cavité pendant un temps At vaut

P.at - %wE-S.c-T- at (2-33)
od wg est la densité d'énergie moyenne dans la cavité et S la surfa-
ce de sortie. Le facteur 1/2 provient du fait que seule la moitié de
1'énergie se propage en direction de 1la sortie, l'autre moitié étant
réfléchie. La vitesse de la lumiére est désignée par c.

D'autre part W = wg e Sed _ (2-34)
. _ W-ie
et en combinant avec (2-32) : P = —d (2-35)
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Lorsque la densité d'énergie dans la cavité n'est pas uniforme,
il faut en toute rigueur remplacer (2-34) par une intégrale. Dans le
cas du résonateur confocal le produit wg + S intégré sur une lon—
gueur d'onde est constant selon l'axe z (voir (2-29)).

2.5 Pertes ohmiques sur les réflecteurs

Une onde électromagnétique incidente sur un métal donne naissance
d une onde réfléchie qui a pour effet d'annuler presque totalement le
champ électrique résultant & la surface du métal. ILa partie du champ
pénétrant dans le métal décroft exponentiellement. L'épaisseur de peau
et la résistivité superficielle sont données par :

A
-2
§ = (Tt v Moo) (2-36)
-4
Ra= (=§) (2-37)
avec
o Ho 8 Rg
(mhos/m) [m]
Argent 6.17-107  4ne107  0.0642 v712 2.52.1077 -1 2 (2-38)
Cuivre 5.80 107 4ne 107 0.0660 v /2 2.61.1077 y-l 2

Aluminium  3.54. 107

La puissance moyenne dissipée par unité de surface conductrice
vaut

R = ZlRe [Ex Yl (2-39)

oﬁlg et H sont les composantes du champ entrant dans le conducteur. En
fonction du champ électrique Eo de 1l'onde incidente, nous avons
(voir ref. [6] § 2.9 pour une justification)

o5

2 (2-40)

P, - 2-;(: e s

Eo
Mo C
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Remarque : & la surface du miroir, le champ électrique s'annulle si le
conducteur est parfait et le champ magnétique est le double de celui
de 1'onde incidente.

Dans le cas d'une cavité confocale, on peut exprimer P, en
fonction du champ au centre de la cavité Ec qui est 2(5 fois plus
grand que celui de 1'onde qui arrive sur le miroir.

\] e " 377 (2-4D)

R -

o€ /.LoC

2.6 Ordres de grandeur

Soit d = 50 cm, A = 2.5 mm, v = 120 GHz
Coefficient de perte T = 2 ¢
Puissance rayonnée 200 kW

a) Energie stockée dans la cavité (d'aprés (2-35))

3
W= 2P - 2-200:10 .(05) s 3.33 .|62 J'oulo.s

Te (0.02)-3 - 10%

b) Champ électrique au centre de la cavité (d'aprés (2-30))
On suppose un mode pur TEM; o

uE " - ’ 46\:/ - 32 Mo Py = 32.-lf"JT-KST".-200-!03-‘\ZO-l<>9 =9.82 MY
€ &d* 2 V. aT (0-5) (0.02)

c) Charge thermique sur le réflecteur (d'aprés (2-42))

4 WMo
egfze

-3 2
" /271‘%20-!09-‘#71'10? '(9.8’2 'IOG) = 1532 MW/m*

377 258 10 317 )
=1532 W/cwm
d) Puissance totale dissipée sur le réflecteur
L AL 4 2
De (2-yo0) : Pr = 2 S Tt iueu dS
kex*ry?)
avee HENS = JBol® ™= & W2 | /ax) Hm(\/’;a) (de 2-12)

}‘\o niwm 1
Pr=2y—3 l ,u.,c g T ntw (2-42)



5 A
Pour TEMy,  Pr = PL- é—k‘— I (2-43)

50 -(0.25)
P.r: 4532 "—2"—_ = 9.6 kW

[

2.7 Pertes par diffraction dans le cas de miroirs finis

On introduit le nombre de Fresnel

ql

N = d (2-44)

Des formules analytiques, faisant appel aux fonctions sphériques,
existent dans le cas des miroirs carrés. Lorsque N> 0.5 [2] donne 1a
formule

-4 N
&= 3534 N e (2-45)
A
l/
1 /_,
. — l/
LA
l/
//
,/
//
A
»
’
//
)4
’
o o o S o o Q <]
=] ° o S g g

Figure 6. Pertes par diffraction en % lors d'un transit
simple nour le mode TEM_ .. Le résonnateur est
confocal ave miroirs circulaires.

(tiré de réf.2)

1.2 14

1.0

0.8

0.6

04

0.2

Nombre de Fresnel
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Pour une tabulation de x pour les ordres n,m plus élevés, voir
par exemple [ 3]

100
90
80
70

60

50

40

30

20

> w & 9w dWwO

POWER LOSS PER PASS IN PER CENT

e i
L \ VAW
0o \ \ \ AN
o RV R VY
R
L LT

S __,2;\\\ -

00! 10 30 40 121
\Ol 1"
[+B]

] 0.25% 050 0.75 1.00 1.25 150 175 200 225
FRESNEL NUMBER, Nm

Fig. 7 Pertes par transit en fonction du nombre
de Fresnel (miroirs sans trous).

(Tiré de réf. 3)
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3. LE RESONATEUR CONFOCAL SYMETRIQUE A MIROIRS CIRCULAIRES

3.1 Equation intégrale

En coordonnées cylindriques (z,x,9), 1'équation (2-2) prend la
forme

ke —\.l(d. SI %Varz °°°U'P4’CP‘&)
(A

()
tXe S CRTRTN:C (3-1)
ST ) LPa) Va0

2
XU. (VZ)(‘PZ) i 4
1

Pour séparer les variables, posons : u(r,(p) = R(r) A((p)

. _k& o AW Lquf (m((.P4-(PL)
YRR )= 2 ‘1—;.[—5 R(r) radry K A@)e & d ¢,
(]

()
L'intégrale sur ¢ rappelle une définition possible des fonctions
de Bessel

v
4 ixunCP we .
_— J e e = Jn(x) (3-2)
27
<
1 M .
Posons donc A(P) = —= e avec n entier (3-3)

o

T ) : Y _
A S elx con (P4 -<P3) QIV\((P‘\ @) C‘.(P4 . L“Ju\kx)

——

27 ) 5
Substituant dans (3-1), on obtient pour Rp(r)

\( Q—‘\‘d - A * keara
YRV\U‘;) = 1 'LT_ { S thr‘() ]\.\,(_)h\&f.q (3-4)

Sous cette forme, le noyau n'est pas symétrique, cependant on peut
écrire

ikd (% kear,

VH'1 ELEN

XRv\(.rz)m :. e 5 RV\(QW? Jm( )\/ﬁﬁ. A"4 (3-5)
(]

La théorie des équations intégrales & noyaux réels symétriques
nous apprend que les fonctions propres sont orthogonales et forment un
ensemble complet. Pour résoudre (3-4), nous faisons appel & 1'intégra-
le 7.421.4 du Gradshsteyn et Ryzhik dans le cas ol a ~»oo

2 2

% Viq ..i v P P -.3— p
j x e 2 Lpet) Jypngydx =(-4) yPez Lo v (3-6)
(~
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ol LV est un polynéme de Laguerre généralisé.
p

D'ol une famille de solutions & 2 indices n,1

ke?
M - —
Rne LF) = ,, e L-“E (;r") e 24 (3-7)

Ie facteur de normalisation an,] est donné par (1-4)

2T (oo ing@ éiv\'q’ )
1 = L Jo Rhetr);}-? Rm'e'(”‘) \IE rdrc\cp = SnnbL Rne(-") RV\Q'(") rdr =

o0 k l
Sulloel” | L () L (80) 87

2 d ! '( = w n 2} -X

:SV\V\‘ “D(h(’. “ (R—) I So x L. e (,JL) L e' (x) (A 0".‘ =
2, d i (L+w)!

< Swn' llxnell K‘;) :,l; :? dee'

ntd 1 .
ky = /_.___7-"" '
= Xne =(5‘() - mie)! &

La solution compléte s'écrit (mode TEMp1)
l_‘LL -ing
¢ / k ! ~on _lf t) T ad
Py« e Vg Jmvor (VEe) Llaer) e e g

Premiers polyndmes de Laguerre

IRy (x) =1
I (X) =n+1-x (3-9)
I (x) = 1/2:[(n+2): (n+1) - 2x(n+2) + %2

Condition de résonance du mode TEMn1q

De (3-5) et (3-6) + T_ L™ = (-4 1
Qiqu egge_;k&em;: Y e-;QW

kd = T(qel+ 2+
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Le résonateur infini est sans perte : y = 1, d'oqd :

L'Td= 29 +20 + m +1 (3-10)
Pour TEMyy (2-12) et (3-8) donnent la méme fonction :
L X
. k 2 . w - kv.
“ W Mk o (xtewh) ¥/ k-5
W oo (1.3) = e Trd e M e T ¢
3.2 Champ & 1'intérieur du résonateur
Les équations analogues 3 (2-15), (2-16) sont :
tk o_';kg
Uytre2) = ﬁ “awg Valrn @0 rdede, (3-11)
34
kv-" N l(fl N
T T e S
OCA- VA(VQ,(PA) - UO(JgrA) Le(_d'— e e e (3 12)

1

$ - J(d/z +2)° + (reencp - T4@cp4)z+(f5fhtp_qsiu({)4)(3_‘]3)

En introduisant ¢ = 2z/d et en suivant la méme démarche qu'au § 2.2,

il vient J . . con (@a-)
CFoeva -2 a-
§- ?(4*5) * d(4+S)
ky2 kd ® Aol 2
thUold ) > - 5= (ats) Wik o ke, . ck(reed)
Ustr, g, 2) =l—d(7(5)—) e * JT« Lo (gw) QXP("ZTT(H)- dlarsy J°

— ZEknr CM((.P4 —CP) ) Q‘V\(P4
. 277 A &P(- d_(4+ 3) V‘,\dn‘d(.P4

L'intégrale sur ¢, donne e Jn (?‘%—) Q‘“(P
. kg kd ) _ Chrt
Uptegz) - 2ikUeld)® - S5 8) o ive TG

d(1+§)

wn k b3 l( Y 2_‘("47‘
.rq LVE, (IV« ) G(P{-m[n‘(ﬁS)un('l S)]} J“(—d(4+g) )v:,otq

©
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Cette intégrale se raméne au N©7.421.4 du Gradshsteyn et Ryzhik.

(:I?.

Lo 2 nNy -= v
ye1 LB L (B-%) Y e 4p | v (_x9v

S x e BNCE ) Jylxyddax < 2V gV rnea L'a (qp(d-ﬁ)) (3-14)

o)

Identifions :
B = 24, A+ 1+€ ’ (= A

Zkr .
3= d(4+%) ’

- . A- k* h-g)° K A+st
ur&(a-mwz—“bt(mﬁ - )3%(4-1.4S )-—( )=2

Ye>n ; noes &

+$ ars | T g 4"(4-;—5)‘ ar Uurg)*
oy ok 4letet _ d* . hes)® _ 2ke?
p(a-R) ~ d di(4#s): 2k Ars> T d(4+rg)
. 4-5 X
4 2d 4 _24.4447;3—_%(4“5) (4_; 4'3)
e : - 1-f Kk (A-3)* ~ Arg® A+S
p k 14 + AT < 4+ '—'_w

(.‘]z_ k* ¢? J_(A-I'S)L 1-i 1-5 )_ k2 ( . 4-5 )

e ¢
4  d*(avs)* Tk 4rgt avs | Alarsy) A*+S

N k -5k Jzusz
Posons f3 I [ple o ,P‘=H 1 ey 5

T lars)t
4-3
{36 * A+g
. A-S ~-1®
@-«:%(—1+c4+5 ):—'f&]e
Lor ey gl it gy ¢ " Wit
(B-e¢) Yy .=z (8] e (Z) _(_4)( kv ) (d(4+$) 2 )e,_t(zemﬂ)e
2" (se”‘” ) IPIQMM &i(QMM)e T2 \d(4¢9) k Jats2

)n —((20+n4+4) 0

' d(rs) 2 ( [z
= . . r
2 k 1+5% A+52
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Finalement :

uAU‘,(P,%ﬁuo\/%(r\/E\/E) - LQ(H(L:E)

{ld Ckrt Y L(zefh§1)( ~M‘-3 4f$

..'\ﬁ y - —_— —_—
-e‘ ewq) 2, a A5 e (3-15)

Cette expression est similaire & celle obtenue en coordonndes
cartésiennes. Onde stationnaire du champ électrique TEMn1q

[ K [z
E(re,2) = 280 W(VJ; A+ss

o | k kr‘_ Y
o).nv\{ 2+ d _'H'.Sa'

no ket n ket
) S (TS Le(—d(«»s‘)) connep -

- (ZQ+V\.+4)M"% S + ‘\lz

} (3-16)

3.3 Energie stockée dans un résonateur cylindrique confocal

Méme démarche qu'au § 2.3
= i ket | if]
Basko 4+s‘( f 1+5*% ) d(M) Lo (W) ¢

2

LY
W= z%ﬁjk el "*‘S" [R" e 2 L"e(rz‘)] dv

K [ 2 . K [ =
aee ReVEERr s ars O 2 A

J A+5
2

dV = Vdrdcpd Rde(de

J/)_ 27 00

W = 505 dzf J "Eo“

-df o o

Zn. 2

<N (L) RdR =

x—lo..

2 oo ) )
Eo "Eo"z %Z‘R‘ :‘iJ " e xU_Vé x)) dx =
(4

) dz (2:\“)} e 2 diA - (L+u)!

€o || Eoll IEoll 2 7wl

Finalement W s'écrit en fonction du champ au centre Es = 2 \/-2- Fo

2, |
W ColEjlléd A ({w)- (3-17)
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4. LE RESONATEUR NON CONFOCAL

Considérons les surfaces équiphases & 1'intérieur d'un résonateur
confocal. D'apreés (2-23), le rayon de courbure varie comme

2d€

23 (4-1)
A+ 52 , avee S d

-d/2 0o d/a
Fig. 8 Surfaces équiphases

On ne modifie pas le champ & l'intérieur de la cavité si 1'on
remplace une équiphase par une surface réfléchissante de mime courbu-

re. Par ce raisonnement, on peut construire toute une classe de réso-
nateurs équivalents ayant des miroirs de courbure différente.

De (2-23), on tire également la dépendence de la tache (spot
size) en fonction de z.

[d,. .0 [da T [,
wi)=\[ i (rs?) =55 (4087 = D (42)

4.1 Le résonateur symétrique non confocal

Espacement des miroirs : d

Rayon de courbure : b!'

Cherchons le rayon de courbure b du résonateur confocal équiva-
lent; d'aprés (4-1)

d
g" 2% @ 2-Z é
T a+g2 &
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%= 248 -4 (4-3)

On constate que b n'est réel que si b' > d/2. On ne peut donc pas
étudier avec cette méthode des résonateurs ayant un rayon de courbure
plus petit que d/2.

) 27
Le "spot size" est toujours donné par (4-2), avec§ = —————v
V2dé'-d>

Tache sur les réflecteurs

éx (4+ d* ) _ [ 8a _ 2de / d2 &e'

Wen =\ 20 \M Zde- a2 2T 2d8'-d*® T 248 -d°2

4
4

w5 /\/Hg',.Tj : ﬂrz(zg ) (%)) =

Tache focale

er da ( 26’ )‘% (4-5)
z -1

Wo = 27 = T

w A

i

Wo

>
[+

-

dsa, d 2d
Fig. 9

En diminuant le rayon de courbure par rapport au systéme confo-
cal, on augmente la tache sur les miroirs et on diminue la tache foca-
le.
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Energie stockée dans le résonateur non confocal

L'énergie est donnée par une intégrale analogue & (2-29). Il faut
cependant se souvenir que maintenant E =

2z/b od b est donné par
(4-3). Nous aboutissons a& :

we S52d et

n! w! (4-6)

Puissance perdue, d'aprés (2-35) et (4-6)

R e LI

¥

(4-7)

, 1+ (%)" (-8

Ou En est le champ de 1'onde incidente au centre du miroir et Eq

PL=2.

W o
2, 6%

E )t
37+

le champ de 1l'onde stationnaire au centre du résonateur. D'apres
(2-27) et (2-16) |E¢|= ZJ_IE | et d'aprés (2-25)|Em|—|Eo|\/4+S1
Relation entre Pr, et P pour TEM,,

De (4-7) et (4-8), avecw =23y =215 et poc = 377

o .4 [Teas A 32 P
L= 3y A= adct & ATe d

2 (&)
Comme eqpoc” = 1
P, = 1¢ ’ T R P
de (4-3) : FTT VT ACAT Cg(an(SY)
d r 1 J’L ZJ.G.
0(1+(g)") = Vade'-a* ( 1+ g ) - —22%
( (@) ) ( 2d8'-4d? \/?.M'—dz'
i (4-9)
L'—\/ =”)~cA3 oL\/ - @—' P

Expression en fonction de la tache sur le miroir wp donnée par (4-4)

4 P
J ° A—E . —_— (4-10
P - = (T mocA) o )
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La puissance dissipée par unité de surface au centre du miroir
est maximale pour le miroir confocal ( Fig. 10).

Puissance totale dissipée dans le réflecteur

o A4
De (2-40) : P. = z\/ L;_w .,u‘c‘J HEwr Il dS

S
axe [- Clocrg) | M (C) Wt (Cy)

2
A+5*

k 2
(c.f. équation (2-25)) avecd =betg =d/b , C = /; V A¥st

1 2
aveC |[Emll™ « JIE I

PoSONS  X:Cx ; YeCy dxdﬂz_f_ ST gx Ay

YA
I 2 2
Prog fome A & e Bl XY (Y) dX aY
2 2o ugct k
2
S0 Eo 15 & 5™
N

Avec E. = Zﬁ Eos nous avons pour le mode TEM,
" £

° E
PT A W L C T

=y 2o Mol

TT
o p 1 dpy & ,_l(,‘,,(i)‘),__
et T = L-;_(" "'(@) )VW = P 2 ¢ 2 (4-12)

Relation entre Pp et P

d [N
R . A¢ T . .(“(—&“elﬁtﬁ*’r— (4-13)
T VT Mec A3 6(4+\%)') 4 TV T pecA

Sous cette forme, on voit que la puissance totale dissipée dans
le miroir ne dépend ni du rayon de courbure ni de 1'espacement des
miroirs.

Numériquement Pp =(4.8 %)-P a 120 GHz.

A W/enm?®
41500 -
Aooo
SOO @l
15 50 75 100

Fig. 10 Puissance dissipée en fonction du rayon de courbure (d =50 cwm)
du résonnateur confocal équivalent.
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4.2 Résonateur non confocal avec courbure différente des miroirs

D'aprés Boyd and Kogelnik ref. [1].

Les grandeurs géométriques sont définies sur la figure 1.

4.2.1 Rayon de courbure du résonateur confocal équivalent

D'aprés (4-1), on a :

A+ Sy ¢ RELIREP (4-14)
(b, = - T ¢ avee Sy 7
A+ S 2d2 (4-15)
< @z = zs, e‘ owec S,_: 2 7o
L d—: d;—&a‘ - %(Sz_ ’34)

(4-16)

Eliminons &, et &,
kS L
(4-14) »  Sob + 2845, +8& co o &S, - -84+ /8¢

» &S.- €. x/er-e"
(4-16) » 2 = &, 3/81-€% + &, 1/8F-¢2
(2 - @4-8)* = (VE2i-8% 1+ /8F¢% )" ~ .
a cer.gt.er o€t x 2Velret/ere
{R*- [er-e* w00t 1{" = w(@-8%)(82-€")

(4-15) > S, & - 28,5, +¥¢

]
0

AY - 2R [(8:1-8%) +(8E-8Y)] + [ (841-8%)-(8-8Y] =0
RY + (&3-82)% - 2A*(83F 46} -20%)
A - 2R (61+8r) -n* -RZ-gX) -0 (4-17)
Pour simplifier le membre de droite, posons :
A = [(Bad) +Ba-d) ] = (ease,)?
Bl = (xavd) 4 (o, 4dh)"
€.~ 6.

it

L1
x:‘ + xr ¢ 2.0[(111-3(,,) + 2d

(14“{);-(11-&&.)1 3:4" -x} +zd(x4-x,_)
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Récrivons (4-17) .
#92@z= ?—(3‘1*’3‘;)’-[ X4t ey +?'A~(.xa*x:.)+zdl ] - (3ta+3¢y)
2
~[xd -2t +ad(xq-5c)]
+ v 2 2\ *
HATEY = 2(xaed,) (%d +360) - (aeXa) - (xS-x )T 4
+ c[[ 4 (2 4+3C-3.)3 - 4 -x;')(x.‘—x,.)l +

v [ 4 (xaexa)” - b (oea-x2)t ]

2 e\ 2
(>.+ Xz)‘- [23¢d v2xy -} 23y, -DC-,_"'] “(x“ -I._) +

katht =

+ bed (atea) [Ga +X) % (x«-—x:.)" 1 ¢ wd* o 2,
QG."BL = ()‘-44'1?—)1(3(-4—11-); - (x-qz "x;— )1 +lkcl,(x1+x;)'+:f_11; + |6d114x; =
En remplagant x; et x, = 46d xyxa (304432 +4)

9151 = Qti (@q—d)(GL—A)(Gwr@'z-A)

D'od finalement, aprés ces laborieux calculs :

e2= q&(@«-d)(@;-o\)(@u@z-ol) (4-18)

(‘@4 + e'z- 10\) r

4.2.2 Taches sur les miroirs

D'aprés (4-2), on a :

.. Y b

Sur le miroir 1 : W, = w(§4) - J%_ (4+8}) (4-19)
. [ 2 '

sur le miroir 2 :  Wa=w($.) = 5= (4+5)) (4-20)

éx
Au "centre" : Wo = W(o) = > (4-21)
\ N SAE . .
(& une distance - Y du miroir 1)

En divisant (4-19) par (4~20) et en utilisant (4-14) et (4-15) :

FN
W4 - A+ Sd . -§4 @4 (4_22)

wz ) 1+ S;L i Sa, e’l
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D'autre part en combinant (4-14), (4-15) et (4-16)

-25,6, 4 25, d
Zfz_@& 'L.gba-

(1+85)6 + 5 (85, - €8.)
(4+$:) ¢ - £ (@—SL - 6—54)

En divisant 1'une par 1l'autre ces équations

-?.S,‘(G—.‘—d.) - (4*5431)6’ - 1
25, (6.-4)  U+rSaS)b
[PRAY '$4 - ez-& _
d'ou 5, = 21 et, avec (4-22)
T
(Wa\. Bal4-d) ~
o) 2, (6+-3) (4-23)

En multipliant (4-19) par (4-20), nous obtenons

2
(Wawy)® =(%) (A+ 54 )(4+8S )

Avec (4-14) et (4-15) : (Waw,)* = k%y(— ;,@,g,\(zeég, ):(%)164@,(-5‘51)

¢ |/
Calculons (-£;+E,) & partir de (4-14), (4-15) et (4-16)
26,5, = -(4+8)" € * 5.
28,8, = (1+3,_)l€v . 5,
2d = (€, -54) 48 - (- 545.)

ZSAS;.(GUH'@:.'A) = e("‘sz ‘5?—341 +54 +.§:34 ‘S“S: + S:S;)
?—34&;(@4*31"’\) @(’Sz "’54) = -2d

SSe = 5o
To0e T 4+@L-¢L
a'od (Wawp)? = (i)‘ _b.6d

4-24
Cae b d (4-24)
En combinant (4-23) et (4-24) :

4 W, 2 LS R L @}A(@z—i) -
W, = "\;,:) c(Wawy) :(7—1_-) : €ad ) (8ar8.-d) (4-25)

z L L d(64-4)
w o (2w < () él_ol)(&u@,,-d) vize)
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Scé
La tache focale est a une distance d; = ;_ du miroir 1
De (4-19) et (4-14)

A 22 éa
WQZ :%(4*54‘-) = —2'-77 (—ZS4 ‘64) = -7-&4-6
d'ol d; = -—,3%%— W

Avec (4-18) et (4-25)

d RIS 2\/&(8’4-&)[@?.-0“@'4*@1,-60‘ i &ﬂ’d(@z-&)
A== .

2 64 €av - 2d T - dE e €u-d)
$.-d) -
d . —J.(@L—A) ; ol . d.( 4 (4-27)
! bavlo-2d : Fatlo-2d

4.2.3 Champ & 1'intérieur du résonateur non confocal & miroirs carrés

- condition de résonance

Données d, by, by (voir Fig. 1)

De (4-18), on tire b et de (4-27), on tire E] = 124 r &) = ié: .
Ch sur le miroir i = 1,2 (2-25) \/VJ =
anp ’ » owec Ci‘ e 4*33."

-1 +
Wilx,9,2;): U, Z.,% 2xp [-%-\xz*‘n")] Hn (Cx ) Hw(Gy) - e_“S‘.

L .
o .,O)(P{-{, Bze-'(»ﬂs;) - Lk% 45;(_1 + i('l*\ﬂi-w)\% +°-\’C—{"ag()} (4-28)

oi l'on a introduit le facteur de phase eld, soit ¢ i la phase

totale sur le miroir i. On peut choisir arbitrairement a; = 0 et
(‘11 - a2) = qr.

aiz_\_‘i\ﬂ (4+51) +k4+v\+w\)\15 +ourchy $i) +8 (4-29)
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@) — ap = gn est en fait la condition de résonnance.
Exprimons-la en fonction de by, b, et d

Ky =~ &y =---k2'h (Sz'g-\) + (4""""""“)(0\"(-"‘3 Sa -a.v-c"a,$4) : -77?
b (2d: _ 2ds e apeb _S2= 54 *] o
Sk (2 - 20) oty £2250 v [ g

o ¥ 20 m §45, > -4 3 XX sl §45. <-4

kd -.-.T(q + (4+n+w){c\.v-d-% P 1 +7-r'KJ

-—z-'{i- s CI + %.(44-!/\*»\4)[0\‘—;‘#% @"‘:.Ga;&d,,d,, +F*J
bd(8e-d N@e-d) (8 rord) - 4d*(€0-d)(Ca-d)

(Gav 6o - 2d)*

6’1‘* '-N.‘L(d; s

td (8-d)(@2-d) (&4 +8.-dd) . L (@4-d)(8.-d)
(Bar @ -2d)* fav bo-2d

od 1l'on a utilisé (4-18) et (4-27)
26 Qd(8arbi-2d)  2/d(B+-d)(2-d)(64s8:-d) (§4+8:-2d)

&l*-ltd.(d; ) 1&.(&4—&)(@-1:&) i z(@-«-d)(en.-d) (e"\fet.—ld)

ZQA - d.(@—»w@w.-d)
ol rreads ety (64-0k) (82 -d)

A

d( G«fez —d) + ( 64-4)(61—&) - 3-43,_
(84-d)(&.-d) (6+-d )(8r-4)

a.v-c,’f’% Y : oweeos

4+C{’L:

Finalement la condition de résonance s'écrit

_?% < 9+ %(4+“+w)[wcws\/(4-%1)(4- é;) +TC*](4_30)

Comme on a posé a; = 0 :

$ 52 (1050 - rmemd (T 4 arcky £,
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La phase en £; = -1 vaut ei5, donc le champ de 1l'onde stationnaire
est donné par (2-27) multiplié par el (remplacer 4 par b).

q
uu"\i/%) = 20‘“’ 4.,.252. 'XP['CI (xl*jz)_l HV\(C’C) Hw (C:)) .

ﬂ)(e{-i[ k(2+ -t) -{(1+w +w)(.-£-r +wro\'% § ) + k -J%——S— 1} e‘g

1+£2

La phase s'écrit : -[k (2-d4) -L4+Vs+w)(a.ra\'}§-°~"0l‘%s4)+ k 1}1—31 s ]

+< L

—_—

2
Utx,y,2) = 2u°\/4isr. ”X?(‘%(xt*‘st)] Hu (Cx ) Hw(CS) .

c 2p [ [ k(a-da) i) (arely § - el 1) 1k ] 4+stl}

S TN Ty
Avec €= 7 ; C-\/;\/ Py (4-31)

4.2.,4 Miroirs circulaires non confocaux

Tout-a-fait analogue au cas des miroirs carrés.

La condition de résonance s'écrit

2d d d \ * _
. -—(22 +M+4)[o.rccosx4—é‘}(4- Gz) +TT :‘ (4-32)
o TC*' = © A\‘ 34517-4
et 1l'onde stationnaire du champ E = T 2 54§, <-4
_"_'
2
E(rD% ('P) = 2EO\/ 4_'.3& ( 4_.,53, ) (C \g ) QQSV)LP *

s
. siv\[k(’i-oh) -(Z‘Q-Pv\f-l)(b..\'cl"% g - MC‘%S‘) ,,_KGV__. 5T ]
(4-33)
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5. LE RESONATEUR CONFOCAL AVEC TROU DE COUPLAGE

5.1 Mise en oeuwvre numérique (Ref [4], Mc Cumber)

(Nous respectons 1'ordre des miroirs défini par [4_|)

N ———

Fig. 11

W) ity
Amplitude sur les réflecteurs j = 1,2 : Fe', (5,¢) < { (_?) e (5-1)

Dans le cas des miroirs infinis, on a, d'aprés (3-8)
substituant n> 1, 1+ p, d+ b, ¢ » p pour le mode TEMlp

) v [ e /) . kot Qe )
Féa‘:? (fl‘?) =\/RLG (efP)' (\/_é‘ 3) Lzr(%g )ef%v e (5-2)

De (1-5) et (3-5), on déduit les équations intégrales radiales :

o
r(2) A(2) 2T am 2§48 (5-3a)
fop bep (9 gz | % (5™ {0t

A0

#

w ¥ Pyl G 271'.?4?1 (5-3b)
| Kep fee (0) = 53 J Je(FF) fep (9 frd1a
[»]
od 1'on a posé \)  .-@-4q (_\(B Q) (5-4)
K%P s ( YQ‘:
. Q) —
Facteur de perte : °‘<p co4- “ Km K ep “ (5-5)

La condition de résonance est donnée par la reproductibilité du
champ aprés un aller et retour de 1'onde (1-5¢) :

Arg (Y(”lp'Y(z)lp) = 2 1q avec g entier
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ou, en tenant compte de (5-4)
Av:(\'( Rp- Khé)_?) -2kb +J(L+1) - 2T q

(1) m

Y € 7T (@+1) -27q Prv%(KeF ep)

[

A
w ) -
l&f - Qt”-z«\) +,7—T'lq'r%(K PKQP) (5-¢)
Cette équation est analogue & (3-10) ‘_*i_b : 29 +2p+ L+
= Pry (Keop Kgp) = 27p
Pour simplifier les équations (5-3) ¢ introduisons 1les nombres de
Fresnel
L 2
Nu) _ Oym _ N(z)_ Ao (5-7)
" T T Ab g T TAb
et Nm = VNN < (B o)/ (AB) (5-8)

ainsi que les nouvelles variables r;, r,

. Tm3a ;e T3 (5-9)
= g tr 2 m
. W) ‘
N 11 fonct : . -
ouvelles fonctions %@Pw‘p ‘?Qp wd n“ (5~-10)
a""‘\ ,, » .,
(Dans [4] le facteur —:— a été oublié)
W
kN
Nombre de Fresnel de l'ouverture : WN,zpr: to  A2wm (5-11)
Ab CLAova
Les équations (5-3) deviennent :
v
(a) () 5 w )
= 270 Jo (2Tt rry) () 4 Ay (5-12a)
€(> %Ep . e 3Cp 4
L)
Z Q)
(-]

Les conditions de normalisation

ﬁ F(e”g (£.ep) Fu (5.0) pdedp = See'Jpq =

SN @ @t
< 2wlee’ | lpis) fon(rgds = amSee g gpie) eyla) pie
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f,
( ") “) ~
Spc‘ = 27rj 39? (r1) 9 2q (¥a) vy Ay (5-13a)

Yo

donnent : <

L
() 2)
[ Seq = am L Gep () §q () adn (5-13b)

Comme les équations (5-12 a et b) sont & noyau symétrique, on
peut choisir Kip = K(1)1p = K(Z)lp (5-14)
sans limiter la généralité du probléme (voir appendice).

Pour résoudre le systéme (5-12) numériquement, Mc Cumber
développe le noyau en série.

w1 2m -2
1) @rvars)

(ma-)l (m -4}

oo

Jeemun) = (Jinn) (5-15)

En tronquant aprés M termes et en substituant dans (5-12a), on

obtient :
™ =1 2+2m-2

L

2) (=4) (ITnavn) “)

KeP %CP () = ZWJ dv;, Y Z (-1 Lm-a) ! 9 ep (74
Yo w4
™ -
___..’”zl)g " o™ )" “)
; ' = G w(Gp) (5-16)
¢ e [ (maR-a)1(m-a)t /0]
) 2T Cim QIL'PW"‘ (_4)

\ - ‘- ~
- GM(Q'P) ) Lims -4) L (-] Loé.n\q oree) %QFU‘) (5-17)
De méme

M k- k-4 ()
<) um‘)e e (-1) ‘arer) T Grlee) (5-18)
Kee Qe () = | 27 J » [lk+e-0llk-01/2137
2) 2% (b errk-a

\ 2 ~

o Gitte T ke 2o (kA 13 go dra Ta’)  qpn) (5719)

Substituant (5-18) dans (5-17) et en intégrant sur r; , on obtient

Kep G(:V\\ (Q)P) <

Crmek-4 0 +wask -4
% L-ok" [ (TNw) - (7T N) Gfi:(e.e» (5-20)
: [ (48 ) (KA T (ke €-)T 7 (v +koa)

k=a
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De méme, en substituant (5-16) dans (5-19)
(2)

kep G k (&p) =
™M

(1)
Gile) (5-21)

= Z [tmedt vy (k- (ke -a) ]2 (L+uark-a)

wmasA

(5-20) et (5-21) sont en fait 2 équations matricielles.

N
(4) k_1 2) ‘.Z)
Kep Gm (@p) = 2 (=) S (&) G (&,p) (5-22a)
k=1
h
) m-4 )
Kee Gy (€,0) - 7D Suvl®) GL.(ee (5-22b)
M=

Les matrices S(1)(1) et s(2)(1) sont symétriques.
Avec une matrice B diagonale dont les éléments valent
Bym = (=1)™%on a explicitement

) (2)

Kee Gm(e,e) - S$%@ . B -G7e,p (5-23a)
“) W)

Kep G(Z)le,p) -5 @ B -G (gp) (5-23b)

On trouve donc G(1)(1,p) en résolvant

“)
K’i,. G @) - SQ)(Q) ‘B '54(8) B 'GU)LG,P) (5-24)

On obtient alors G(2)(1,p) en substituant dans (5-22b).
Pour normaliser, on substitue (5-16) et (5-18) dans (5-13).

S g"w 4 (2) (2)
Fq = AT - 20 %QPU‘?—) %’e* (n) =

M w-14 w-4 (4)

s [ e v A [u-n‘)e]"z Co_wet)  Gule @
= Yo 2 Y2 KeP e' > [(W\-ﬂ!(W*e-‘()!/e.']‘h- eﬁ 2
M ( 4)w—4 6(4)“ ) (AL m-4+€[2

- = wm it _ . )
= 2R = [(m~4)!(w+€—4)!l€!]7h KQP J‘o drz LY ()TV'Z) %’{q(ﬁ-)

M w4

“) )
Seq (;(" G (60) G (8yp) (5-25)
=y te




T

La condition de normalisation de g(1)1p(r) donne la méme relation.
Le nombre de termes a prendre dans (5-15) dépend de Nmp.

Crrm +2

N }
I1 faut que Sy = (tn:2+4)!(vm-4)! <E

SiNp=2ete =10"" on trouve M > 21

5.2 Résultats des calculs

Bien que le produit des matrices (5-24) donne en général une ma-
trice non symétrique, on trouve numériquement que les premiéres va-
leurs propres sont réelles et proches de 1. Les valeurs propres Kip
correspondent aux modes TEMlp (voir Fig. 12 et 13).

La Fig. 13 correspond & un "trou" annulaire. Dans ce cas

Ctvasl -4 Lrwaskst Ot g leat
(7'(' NW‘) - @T No) 4 OT N-\d) (5-26)
[m-4) I w e @ =) (K- (k4@ =) TH2 (v g R +k+4)

E;(z)

Mk(e)=

avec a;g = rayon extérieur
a), = rayon intérieur

Ny =

= Sas Azw
N1 =50 Taam

Pour &, = 0 on retrouve bien la courbe Fig. 6 et les fonctions
d'ondes tendent bien vers (5-2) lorsque ajp et a sont grands.

Pour TEMy, dans le cas a;n = ayp

a

" A4
Foo (8160) = foslf) = 22 guelr) = = uule)

' N k k 2 4 4 r
Vaprds (52) + Futgep) - GV exe(-42) 7 7 e

kgt
doolr) tend bien vers 2 e T%

Les pertes par diffraction atteignent vite 100 % pour les ordres
élevés.
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FIELD WAVE FUNCTIONS ON CONFOCAL REFLECTORS

REFLECTOR 1 2 APERTURE
FROM 10
RADIUS CCHMI 3.500 3.500 0.000 .150

FRESNEL NUMBER .9800 .9800  0.0000 .0o18

DISTANCE BETWEEN REFLECTORS: 5D.00 CM
WAVELENGTH: 2.5 MM

E TEMOO TWD-WAY LOSS: .20Uf80-01 § TEMO1 THO-WAY LOSS: .276010+00
g FF 2 M~
o N = \\
t.:lg \ L!S \\
-] -] \
g 2 T
L) [
8 8
‘oo gam 0.0 n.muﬁ 0.1 1.00 1.2 'foo | oo @ oao @ mﬁ ) 1. a8
8 TEMLIOD TWO-WAY LOSS: .22905D0-01 g TEML1 THO-WAY LOSS: .772720+00
a8 B
F— s P
v A 7~ S
o3 = ot
\\
g g ~
g g
‘oo 0.20 0.40 n.soH 0.40 1. a2 ‘0,00 0.20 0,40 0. wa 5.8 100 1.2
g FM20 TWO-WAY LOSS: . 1675680+00 5 TEM21 TWO-WAY LASS: .98024D+00
8 8
B A 28 e AN
\\
: : N
.D-M o.20 o.40 ll.lﬂa a.m0 1.00 120 .0 o0 0,20 0,80 (-] lﬂn 0.80 1.00 1.39
e _TEM30 TWO-WAY LOSS: .$38180+00 g TEM31 TWO-WAY LOSS: .999390+00
8 8
>l
‘-”E // L’."§ // \
5 g \
L] 0 \
2 2
"o.0a .20 0.40 a‘wﬁ 0.80 1.0 1n2n “o.00 0.20 0.40 P ouﬂ r.m0 ) .z
g TEMUD TWO-WAY LOSS: .873050+00 g TEMU] THO-WAY LOSS: .9999390+00
8 8
fey:] // ‘_,.IS et \
° \
8 2 \
g g
‘D.DII 0.20 0,40 0.HIB 0.80 1.00 L0 'a.m o.20 0.80 0.80 o.m: 1.00 .20
Figure 12

Trait gras: ler miroir:: (avec trou)
Trait fin : 2eme miroir

GYROTRON PROJECT

E TEMOZ2 TWO-WRY LOSS: .990060+00
8-\; A
N 74
<.:§ \\\ 4/
7
8
8
‘u.nn D.20 0.10 I.ﬂﬁ 0.2 oo .20
& TEMI12 TWO-WRY LOSS: .999880+00
8 /
N
w8 /
/
s g
]
‘o0 020 0.0 n.mﬂ 0.80 1.00 120
§ TEMZ22 TWO-WRY LOSS: .10000D+01
8
W /
ot L A
s‘ 4
2
ro.bn 0.20 0.0 0.80 0,80 1,08 1.20
R
E TEM32 TWO-WAY LOSS: .100000+01
g
o A
™\
] Nt
8
‘ooa | 0.0 | o.um ’.wﬂ .m0 100 1.20
s TEMU2 TWO-WAY LOSS: .100000+01
8
- I
of N /
g
:DJO 0.20 0.40 0,80 0.80 1.0 .20
R
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FIELD WAVE FUNCTIONS ON CONFOCAL REFLECTORS

GYRGTRON PROJECT

REFLECTOR 1 2 APERTURE
FROM TQ
RADIUS CCHMI 3.500 3.500 1.200 1.220
FRESNEL NUMBER .9800 .9800 L1152 L1191

DISTANCE BETWEEN REFLECTORS: 5D.00 CM
HAVELENGTH: 2.5 MM

g TEMOO TWO-WAY LOSS: .2u3470-01 8 _TEM 1 TWO-WAY LOSS: .266490+0D0 8 TEMO2 THG-WAY LOSS: .983300+00
s 2 e Rt A
- - \ -
~ \\ //
WE ~. " N 8 N p
- //
B 8 8
8 g 8
Iﬂ.ﬂl 0.20 0.80 U.WB 0.8 1.00 .20 ID,M 0.29 0.40 D, lﬂﬂ 5= j.m L 'l} oo 0.20 o.w . mﬂ 0.80 1.08 1.20
& TEMIO THO-WAY LOSS; .369860-01 e TEML1 TWO-WAY LO5S: _.775130+00 & TEMI2 TWO-HAY LOSS: _.999880+00
8 8 g | A
/ \\ o oy M /
" " ” s
w8 ~ =8 «t /
~ 7
g g \\_ g e’
= g i
‘nos 0.20 0.40 o.wﬁ 0.80 .00 L ‘0,00 0.20 040 mFI p.80 1.0 Lo 'a.00 0.20 .40 n.mﬁ .o 1.00 1.20
g TEM20 THWO-WAY LOSS: .170800+00 8 TEM21 TWO-WAY LOSS: _.960370+00 g TEM22 TWO-WAY LOBSS: _.100000+01
8 8 2
— s e I /
L'Js = L'JE Yt N, QE j/ /
\\
g g N\ 5] 4
g8 g g
ID.O. 0.30 o.u0 o II;.q 0.%0 1.00 138 lﬂ‘ﬂﬂ 0.20 o.u0 I?-l'.‘lR .80 §.00 .38 rﬂ 00 0,30 Q.80 ] mﬁ 0.80 1.00 .30
E TEM30 TWO-WAY LOSS: .538470+00 g TEM3! THO-WAY LOSS: .999390+00 8 TEM32 TWO-WAY LOSS: .100000+01
g g g ﬁ
» | TN /
w8 —’/ (_A|§ Watd I / \\ /
N\ .../
8 8 \ 8 g
[ [ \ "
2 2 g
‘H.Dﬂ .20 o.40 DGDH 0.50 1.0 1.20 ?G.HD 0.20 .40 D.UDB o.50 1.00 .38 IO oo 0.20 o.80 a mﬁ a.m 1.00 .20
3 TEMUD TWD-WAY LOSS: .873060+00 g8 TEMU] TWO-WAY LOSS: .9993890+00 s TEMUZ2 THA-WAY LOSS: .100000+01
8 8 B
- | - —— = "
4B _— 8 P N, o8 o N /
i \
8 - \ s
g 8 g
'o.00 0.20 0.40 0.60 0.90 1.00 1.20 "n.00 0.20 0.80 0.50 580 100 .20 "o.o0 0.20 0.00 D50 . 1.00 L20



— & o00 7% o000 ALY 10 g SOOI
OO %200 % B0 85 TCH3T
P A= AT O80T OSREIL
T OO0 — _ o0 7% BDob &b i Tl
% 6et y /B e A A } I —
7 686 BT — % BOZL %00 U THaL
== 7 OTU = I @ 1 Y A © ... = (Y TORIL
% vO¥ % BOT h OVF TG TOWIL
% S8 77 %A WL T . e GV o COWaL
- AONIIOTIIT JENLd3av HONOERL SS0T NOTIOYES3Ta

AONIT O TI33 ONIT TaNDo=1Inding

| — BOSIYITFELTST T SOU-SEZFUTEZGE FO=SCYIZEOSTE —  OUFILELLBCTSE SR LSRR




- 4p -

5.3 Efficacité du trou de couplage circulaire

Si nous adoptons la définition de ref. [5], nous avons :

. R.at _ Energie passant par l'ouverture pendant At (5-27)
7' T.Aot Total de l'énergie diffractée pendant At

Le temps d'un aller et retour de 1l'onde vaut At = —%ga
2
R= vl ﬁ NFg;(j’AP)lllfol_y dep (5-28)
Ou.vo.r‘\'u-re.
2 5( ) ! 529
T (4-0Xal) ) WFe(opdll pdpde (5-29)
mivolr 4

Avec le changement de variables introduit au § 5.1 (5~-7)=(5-11) :

R - 5-30
R = “Kzzelll P L (%QP kﬂ)) vy dy ( )
i )] 2
T (4= IKeel®) 27“ (3eptm)) vade (5-31)
(-]
Comme

Y
)
e ot i -

|7 - M- T Sro('%ué?(n))lr,‘ir{ (5-32)
1 - | kepll® °

La Fig. 14 montre 1l'évolution de n en fonction de 1'ouverture. On
remarque que n ne dépasse guére 45 % (!).

La Fig. 15 montre n en fonction du rayon du miroir.
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55 10
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30 11 T%]
Wi%] 20 403
10 10.
0 0.03
q-bCle]
TL%]
=10
” 50 3
“Of 10 12
30k 0 1!
1CH 20} {03
10.2
10} 101
O 1 1 1 L f 003
0 2 & 8 10 12 14 6 18 20 22 24 26 28 30
Rayons des miroirs: a;=a, =50 mm Qo L]
S0 = 10
L0 ® 43
N 42
o] 30 41 T(%]
"~ 20 {03
102
10 401
0 0.03
0 12 Qofmm]
Rayons des miroirs: al=35 mm, a2=50 mm
Figure 14 Pertes par transit double (TEMOO TEM, , TEMZO)

et efficacité du couplage ( )
en fonction du rayon du trou (aO)
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Rayon de 1l'ouverture : 1.5 mm d = 50 am

N L%] e«(ug\-é de couplage
4

ko
30 o

20 A rayoun des Wiroivs

10 1 Olam =Oam [cw]

-

Fl’g 1§

Si la perte totale par diffraction est fixée & 2 %, 1'efficacité
maximum est obtenue pour a o = 1.5 mm et am = &y = 3.5 cm

Mmax = 44.5 %

b Ay, [ww]

3¢ . b 513 bebav by qoa
35 | by Jed  LyS39 Wys89q
3¢ 43 298 kvo¥a W S3e

34 3s kY4

Fig. 16 n en fonction des rayons des miroirs.



- 4g -

5.4 Autre définition de 1l'efficacité

La définition de n dans la ref. [5] n'est pas trés rigoureuse.

fei s A
Définissons = —————
R+R+C

“)

Yo x
avec A = S | Fe_P(.?"'P)“.? dgd¢

B = Soo I\ F“Q)P (3)‘-?)“13"\.? de (5-33)
. :: ) L
c= | Fep (3.l gds de
S’“ A+B = 4- Ikl
D'aprés la définition de K“)lp , K(z)lp { C = a- | K“é*“’-

De (5-1%) KTp « Kep = Kep

W N (5-34)
2 = A/(2- 20Kepll*)  avee Az 2w So (3@, Le)) rdv
Pour b = 50 cm, A = 2.5 mm, aq = ap = 3.5 cm, a9 = 1.5 mm
= 2 _
A= 0.9311 % |K1p| = 0.989713
A+B = 1.03 % n = 45.26 %
C=1.03 3

La différence avec (106), (107) n'est pas trés grande car |K1p|
est proche de 1.

Remarque :

D'aprés (5-14) on voit que la perte est identique i chaque extré-
mité du résonateur. On ne change rien i cette situation en agrandis-
sant le trou ou en prenant des miroirs asymétriques. Ce résultat est
paradoxal et demande 4 étre confirmé par une autre méthode. Un pro-—
gramme itératif qui calcule la distribution du champ sur un miroir &
partir de celle sur l'autre miroir en calculant l'intégrale de Huy-
gens-Fresnel (1-5) converge toujours pour le mode TEM,, vers des dis-
tributions od les portes par diffraction sont identiques pour les deux
miroirs. Ceci n'est plus vrai si la courbure des miroirs est diffé-
rente.
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5.5 Calcul du champ a 1'intérieur du résonateur confocal avec trou de

couplage
x
Oy
: > Z
z, Z4
)
WA, ) uP(x4,9.)
Sz 51
Fig. 17
e - thky, €}
Bex,y,9) = H ¥t VA & (A+ s B4) U (34,9,,2.) dS4
S4

Y, )
+ SI m e z(""'(‘we’-) W szl‘ju?‘t)dsl (5-35)
Sa
En coordonnées cylindriques (p ,z,(p), pour le mode TEMlpq :
) “ -itep,
WP, @) = fo,(04) e
(5-36)

q , @) -1y,
W (Sa,eh) < O feple e

- X -4 - A -Xz2 - 0 =4 - O~y
Vaz | 9-94 5> Va=|9-9c | ; Wae| o =94 ] 5 Wosf o -4e

2 =R 2 -2 7 = ¥ %' T
X o
4 W4 Va W -
Con Ons AW g VW (5-37)
©4 Va - Wy ’ 2T Vaz: W,

Elément de surface :

ds = \/4 + %“i)lﬁ-&%)z' c\:z_&‘)

x:—*:’ ¢+ :" .
ovee EZ{ = _-t(%-m\—i—) : olS£=\/4+ 8"3 dai dy;

B (5-38)
dS; = m% Pedeideg



Xj = pj COS(pj {x=p cos ¢
Yi =pi cos ¢4 Yy =p sin(p
. G' ,’,l 2
21:3;-;%@ }2;:-%45‘—&
. Cawm s -('kV4 Q"P
kA -1 4
E(X.':),i) = z_t('t ga fe'P (f4)f4 "4-} gg‘[ jo Va (4‘?00594) e d@*]df.'
R T g N PeR
S;,)e 2
*Z}'TTJO 'gep(f?-)ft A+ -%?.;[ L va (14w 6,) "P] fa

W) ( O £ )

Q)
avee fe(,(f;) * o Tep (5-39)

g(d) 1p est calculé par la méthode du § 5.1

Pour comparaison, récrivons E(x,y,z) dans le cas des miroirs
infinis sans perte. (3-16) avec E, défini dans (3-12) et (3-8).

L

¢! ¢ _9o'x @ .
Ekx,'j,z):zf,%\ff]m (\/ﬁg) Qg LF(ZXj)c»bQ(p.

» on (k3 4 X_g-"S -(z\o+€+4)wd'~a,§ + ‘\‘ér)

En posant
k 2%
= - =d ; T —
K= Ty (64 < 2
(5-40)
Condition de résonance ‘\‘_“l, = 2q + 2Pt L+ 4

Sur la Fig. 18, on peut comparer (5-39) et (5-40) pour le TEM;g .



E

Cunite arbitradre)

TEMoo

A J

kou-' on du réelet_{'w

Distribution du champ sur les réflecteurs
d=b=50cm a =a =3.5cm
8 = 2 mm

-—— réflecteur 1 (avec trou)

++ réflecteur 2 (sans trou)

—— formule analytique (sans trou)
(3-8)

Fig. 18

o +

Champ au centre du

résonnateur

*** formule analy-
tique (5-40)

—— calculé avec
miroirs finis.

v
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Appendice (du chap. 5)

Mettons les équations (5-12a et b) sous la forme

) Q) rW\ u)
Kee Gep o)V = z‘nj Je (ATrn) Ve g o0 vV dov,

Yo

N W v
Ko 3 eplrdVra = 2T Bow Je (emean) Veare 4% (n) Vi dna
Sous cette forme, on voit que le noyau des intégrales est symé-
trique.

Etablissons 3 propriétés concernant le systéme

¢

1) [ du A(u,s) ¢(u) = a Y(s)
a
d.

2) g ds A(s,t) @(s) = g d(t)

[~4

avec A(s,t) = A(t,s) bornée lorsque s,t € [a,bju[c,d| ¢,6 sont les
fonctions cherchées, a et B les valeurs propres.

Propriété 1 : le produit «f est réel.

Substituons (1) dans (2) :

d ¢
I ds A(s,t)J du A(u,s)é(u)
¢ o

aBo (t)

b d
J duj ds A(s,t)A(u,s)d(u) = as(t)
o

(2

d
Posons C(u,t) = f ds A(s,t)A(u,s)
<

La symétrie de A(s,t) entraine celle de Clu,t) :

d d d
C(u,t) =JA(s,t)A(u,s)ds =f A(u,s)A(s,t)ds =J A(s,u)A(t,s)ds = C(t,u)
¢ [ [4

Donc les fonctions ¢(t) sont solutions d'une équation intégrale a
noyau symétrique

b
JC(u,t)q)(u) du = aBd (t)
o

(Pour une discussion sur l'existence de solutions et le spectre des

valeurs propres voir par ex. Smirnov tome IV chap. 1).



S'il existe 2 solutions ¢; et ¢, assocides 3 des valeurs propres
distinctes A et A, alors ¢, et ¢, sont orthogonales sur [a,b] c-3-d

¢
S $1(8) ¢5(s) ds =0
* 4 ¢
Pour le voir, formons 1'expression : ( E'd 7;.) Sa' $,(2) P, () da
(3
Js= J { g Clapg) CPQQ)M} Cb,_(.b)d..b j ¢4(A){ C(‘)k) C‘)z({’) d*}
¢ ¢
- j $,(t) { J Clajt) Pyla) Aa}cu

—
\

i Sf "’1‘”{ EC“.A) ctuu)ou] da

Les 2 termes de 1'expression se compensent.

Montrons par 1'absurde que les valeurs propres sont réelles.
Soit Ay une valeur propre complexe

b
[ ctsrtin trae = ago(t)
> %
h * * *
s C(s,t)p (t)dt = A"g0 (L) complexe conjugué
oA
Ao étant différent 7\*0 ¢(t) est orthogonale a ¢*(t)

b
J o(t)o™(t) = 0 =>  ¢(t) =0 sur [a,b]

o

Donc pour les fonctions non nulles, les valeurs propres Ap sont
réelles ce qui, en identifiant An @ aB, établit la propriété 1.

Une fois trouvées les solutions on(t), on peut les normer et
construire les fonctions ¢p(t) :

b
¢nlt) = Cqy gA(SrtMn(S)dS e R- {of

o.

Propriété 2 : l'orthonormalité des ¢, entraine 1'orthogonalité des
dn.

Montrons que les ¢p(t) satisfont la 2éme équation :

=0



S5h
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d d ¢
J da ALLE) @, (a) -.g Al2,t) .c, ( Alw,») Pu(w) do =
<

c o

¢
H(A)(‘.)n((&,))db ¢“(u) = Cv\,J C(.Uk,{') ¢V\[“‘) A\L = R.\,\C_“ ¢“Lk)
o

d 4 ¢
da ij A (w2 Gulw) da C‘MJ R(v,a) C‘)w(u)&\l =

- %

d
L W 12) Yo (1) =J

[

& b d ¢
CnCin Sa du &, (u) L' dv cb.,,.(v)L Alw,2) Aly,d) df = CnCin A ch“mcrwcu)du

v

C(u,v) T Culm Am Sv\w‘,

—— i)

A Do L) = Cw An S
c'est-a-dire 1'orthogonalité des ¢p.
Propriété 3 : le produit aB = Ap est positif si [a/b] =[c,d]
soit x (s) une solution de S A(s,t)x(s)ds = p % (t)
Q.

Comme A est symétrique p € R

&
Remplagons y (s) par %j A(2w) Klw) du
¢ A (&
L' A (s t) Pre Sw Al,w) Liwydmda = o L (t)

£ ¢
f du X(w) S da A t) Ala, ) = .t A)

O- [/ 3
\ ——— -
Clusb) = A=z u* >0
Conséquence pour o et 8
8i Ay > 0 onaag =8 = ffn si 1'on veut des solutions ¢, et bn

orthonormées.



