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Résumé

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p, ol p est un nombre premier
ou 0. Soient G' un groupe fini et pp,(G) le groupe de Grothendieck des kG-modules de
p-permutation. Si on le tensorise avec C, alors C pp;, devient un foncteur de bi-ensembles
C-linéaire.

On rappelle que les foncteurs de bi-ensembles simples Sp 1 sont paramétrisés par
les paires (H,V), ou H est un groupe fini et V un C Out(H )-module simple. Si on ne
consideére que les p’-groupes, alors C pp;, = CRy, est le foncteur usuel des représentations
et on connait les foncteurs simples qui sont ses facteurs de composition. Si on ne considere
que les p-groupes, alors Cpp;, = CB est le foncteur de Burnside et ’on connait aussi les
foncteurs simples qui sont ses facteurs de composition.

On veut trouver les facteurs de composition de Cpp,, en général. Pour atteindre cet
objectif, on montre d’abord que les facteurs de composition des cas particuliers ci-dessus
sont aussi des facteurs de composition pour C pp,. Puis on considere des groupes d’ordre
petit pour essayer de trouver de nouveaux facteurs de composition. Cela nous amene a
trouver les nouveaux facteurs de composition suivants :

e Les foncteurs simples SCm7C£ et Scpxcpxcm@&, ou (m,§) parcourt ’ensemble des
paires constituées d’un entier positif m premier a p et d’un caractere primitif
€ :(Z/mZ)* — C*. Leur multiplicité comme facteur de composition est égale & 1.

e Les foncteurs simples Sc,«c,,c, olt [ est un nombre premier a p, I'action de C sur
C), est fidele et C est le COut(C), x Cj)-module trivial. Leur multiplicité comme
facteur de composition est égale a (1).

e Les foncteurs simples Sg ¢, ot G est un B-groupe fini p-hypo-élémentaire (dont on
fait une classificiation explicite) et C le C Out(G)-module trivial.

On montre aussi qu’apparaissent des foncteurs simples spécifiques, indexés par les
groupes C3 X Cy, C5 x Cy et Ay.

En route, on trouve tous les facteurs de composition du sous-foncteur des modules
de permutation.

Mots clés : Foncteur de bi-ensembles, modules de p-permutation, facteurs de composi-
tion.






Abstract

Let k be an algebraically closed field of characteristic p, where p is a prime number
or 0. Let G be a finite group and pp;(G) be the Grothendieck group of p-permutation
kG-modules. If we tensor it with C, then C pp; becomes a C-linear biset functor.

Recall that the simple biset functor Sg 1 are parametrized by pairs (H, V'), where
H is a finite group and V a simple C Out(H)-module. If we only consider p’-groups,
then Cpp;, = CRy, is the usual representation functor and we know the simple functors
which are its composition factors. If we consider only p-groups, then Cpp;, = CB is
the Burnside functor and we also know the simple functors which are its composition
factors.

We want to find the composition factors of Cpp; in general. In order to achieve
this, we first show that the composition factors from the special cases above are also
composition factors for Cpp;. Then, we consider groups of little order and try to find
new composition factors. This leads us to find the following new composition factors :

e The simple factors Sc,, c, and Sc,xc,xC,.ce, Where (m,§) runs over the set of
all pairs formed by a positive integer m prime to p and a primitive caracter
€:(Z/mZ)* — C*. Their multiplicity as composition factors is 1.

e The simple factors S, ., c, where [ is a number prime to p, the action of Cj on
C, is faithful and C is the trivial COut(C}, x Cj)-module. Their multiplicity as
composition factors is ¢(1).

e The simple functors S ¢, where G is a finite p-hypo-elementary B-group (for which
an explicit classification is done) and C the trivial C Out(G)-module.

We also show that some specific simple functors appear, indexed by the groups
C3 x Cy, C5 x Cy and A4. On the way, we find all the composition factors of the sub-
functor of permutation modules.

Keywords : Biset functor, p-permutation modules, composition factors.
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Introduction

Le but de ma these est d’étudier les facteurs de composition du foncteur de
bi-ensembles des modules de p-permutation. Plus précisément, soient C GrB la catégorie
dont les objets sont tous les groupes finis et Hom(G, H) = C®zB(H, G) (définition 2.15),
oun B(H,G) est le groupe de Grothendieck des classes d’isomorphisme de
(H,G)-bi-ensembles finis. Un foncteur de bi-ensembles est un foncteur C-linéaire de
C GrB dans C-mod (définition 2.17). Un facteur de composition d’un foncteur F' est un
foncteur simple S tel qu’il existe des sous-foncteurs Fy, C Fy C F dont le quotient Fy/Fy
est isomorphe a S. Les foncteurs de bi-ensembles simples Sp,17 sont paramétrés par les
paires (H,V'), ou H est un groupe fini et V' un C Out(H )-module simple (section 2.3).

Soit k£ un corps algébriquement clos de caractéristique p (ot p est un nombre premier
ou 0). Le foncteur de bi-ensembles Cpp;, est défini en un groupe G comme le groupe
de Grothendieck des classes d’isomorphisme de kG-modules de p-permutation (section
2.2.1). Le but de ma these est de trouver les paires (H,V'), ou H est un groupe fini et
V un C Out(H)-module simple, telles que Sy, est un facteur de composition de C ppy,.

J’ai commencé par étudier les foncteurs de bi-ensembles en général. Puis, j’ai défini le
foncteur C ppy, et j’ai vérifié que c’est bien un foncteur de bi-ensembles. L’étape suivante
a été de montrer qu’en me restreignant aux p-groupes ou aux p’-groupes, j'obtiens des
foncteurs déja connus et étudiés par Serge Bouc ([Boul0], chapitre 5 et 7, pages 75-95 et
121-134). Plus précisément, si je me restreins a la sous-catégorie pleine dont les objets
sont les p-groupes, alors C pp;, est isomorphe au foncteur de Burnside CB (section 4.1.2).
Et si je me restreins & la sous-catégorie pleine dont les objets sont les p’-groupes, alors
C pp;, est isomorphe au foncteur des représentations ordinaires CRy, (section 4.1.1). Ces
deux cas m’ont permis de trouver les premiers facteurs de composition de C ppy,.

En étudiant un peu plus la notion de facteur de composition pour des foncteurs, j’ai
alors développé une méthode pour déterminer si des foncteurs simples Sy sont des
facteurs de composition de C pp;, pour un groupe d’ordre petit G (section 4.3). Cela m’a
permis de trouver de nouveaux facteurs de composition, par exemple ceux associés aux
groupes C), x C), x Cy4 ou C, x Cy, ou ¢ est un nombre premier différent de p. J'ai pu
généraliser le deuxieme cas aux groupes Cj, x C7, ol [ est un nombre quelconque premier
a p (section 4.4).

L’étude de 'homomorphisme naturel de CB(G) dans Cpp,(G) m’a amené a définir
une transformation naturelle entre CB et Cpp;. L'image de ce morphisme est le sous-
foncteur CII de C pp;, des modules de permutation. J’ai alors pu trouver tous les facteurs
de composition de CII; (théoreme 3.9) grace a la description de ceux de CB ([Boul0],
remarque 5.5.2, page 90) et cela m’a donné une nouvelle liste de facteurs de composition



Introduction

pour Cpp;. Pour completer cette description, j’ai fait une classification complete des
B-groupes p-hypo-élémentaires (théoreme 5.13).

Le cas des groupes C), x C), x C, a aussi été généralisé mais d’une maniere différente :
le fait que les C-espaces vectoriels Cpp, (P x H) et CB(P) ® CRy(H) sont isomorphes,
pour tout p-groupe P et tout p’-groupe H, m’a amené a définir le produit tensoriel de
deux foncteurs. Si I'on se restreint a la sous-catégorie de C GrB dont les objets sont les
groupes abéliens, alors les foncteurs C pp;, et CB ® CRy, sont isomorphes et j’ai trouvé
une description des facteurs de composition de CB ® CRy, a partir de ceux de CB et de
CRy; qui sont déja connus. Ainsi tous les facteurs de composition de C pp,, associés a des
groupes abéliens sont connus (section 4.2).

Je commence par un petit rappel sur les notations utilisées dans ce travail. Le
chapitre 1 contient un certain nombre de rappels sur les modules de p-permutation, en
particulier sur la notion de source et de vortex, ainsi qu’une classification des
kG-modules de p-permutation indécomposables.

Le chapitre suivant commence par un rappel sur les bi-ensembles, ce qui permet de
définir les foncteurs de bi-ensembles, illustré par la définition du foncteur de bi-ensembles
C pp;, des modules de p-permutation. La partie suivante du chapitre 2 contient un certain
nombre de résultats sur les foncteurs simples et les facteurs de composition, ce qui permet
de traiter les facteurs de composition des foncteurs CB et CRy. Le chapitre se termine
par une partie sur la dimension des évaluations des foncteurs simples et la définition du
produit tensoriel de deux foncteurs de bi-ensembles.

Le chapitre 3 contient la classification des facteurs de composition du foncteur CII,,
des modules de permutation, grace a la définition d’une transformation naturelle entre
CB et CII.

Le chapitre 4 contient les résultats sur les facteurs de composition de Cpp;. Puis
précisément, on commence par décrire les facteurs de composition obtenus a partir de
cas connus, c’est-a-dire, par la restriction a la sous-catégorie des p-groupes ou celle des
p/-groupes ainsi que ceux obtenus grace au sous-foncteur CII;. Cette partie se termine
par un résumé des facteurs de composition ainsi obtenus. La suite du chapitre 4 contient
tous les facteurs de composition associés a un groupe de la forme P x H, ou P est un
p-groupe abélien et H est un p’-groupe. En particulier, cela traite le cas des facteurs
de composition associés a un groupe abélien. Puis je décris ma méthode pour traiter
les facteurs de composition associés a des groupes d’ordre petit. J’applique alors cette
méthode aux groupes C), x C}, ou [ est un nombre premier & p, puis aux groupes C3 x Cy,
C5xCy et Ay. Je conclus ce chapitre par un résumé des facteurs de composition de C pp;,
connus ainsi que quelques conjectures.

Le dernier chapitre contient une description des B-groupes de la forme P x H, ou
P est un p-groupe et H un p/’-groupe résoluble. En particulier, je classifie les B-groupes
p-hypo-élémentaires.

La premiere annexe contient les résultats de mes calculs pour de petits groupes. En
particulier, je dis si c’est un B-groupe et quels sont les facteurs de composition associés
a ce groupe. La méthode pour calculer les facteurs de composition associés a des petits
groupes utilise une récurrence qui suppose que l’on connaisse les facteurs de composition
associés a des sous-quotients propres. Par conséquent, ces résultats sont utiles pour le
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chapitre 4 ou j’utilise plusieurs fois cette méthode.
L’annexe B contient juste une description des caracteres primitifs pour de petits
groupes ainsi que leur noyau, ce qui est utile pour appliquer le théoreme 2.67.

Voici quelques références importantes sur les foncteurs de bi-ensembles. Je ne cite
que les plus importantes ou celles qui m’ont beaucoup servi pour ce travail.

D’abord, l'acticle en frangais Foncteurs d’ensembles munis d’une double action de
Serge Bouc, [Bou96], qui m’a permis de comprendre l'origine du sujet, ainsi que son
livre Biset functors for finite groups, [BoulO], qui est ma principale référence sur le
sujet. L’article Two classifications of simple Mackey functors with applications to group
cohomology and the decomposition of classifying spaces de Peter Webb, [Web93], m’a
permis de clarifier la notion de facteur de composition, notion essentielle pour ma these.

Pour 'anneau des modules de p-permutation, le début est dit a Conlon, puis a Michel
Broué pour la terminologie ([Bro85]). Ma principale référence pour ce sujet, a été Rep-
resentations and cohomology I de D. J. Benson, [Ben04].






Notations

Voici quelques notations utilisées dans ce projet :

N est 'ensemble des entiers naturels {0,1,2,...};

e N* est I'ensemble des entiers naturels non-nuls {1,2,3,...};

e P est ’ensemble des nombres premiers {2,3,5,7,11,13,...};

e Soient p un nombre premier et n un entier strictement positif. On note IF,,» I'unique
corps (& isomorphisme pres) a p™ éléments ;

e Si k est un corps, alors on note k sa cloture algébrique ;

e Soit F un ensemble, on note |E| la cardinalité de cet ensemble;

e Pour tout entier strictement positif n, on note &, une racine primitive n'®™¢ de

l'unité (par exemple &, = exp(27i/n)).

Soit G un groupe. On note H < G si H est un sous-groupe de G et H < G si H
est un sous-groupe propre de G. Similairement, on note H <G si H est un sous-groupe
normal de G et H <G si H est un sous-groupe normal propre de G. Par H <5 G, on
dénote un sous-groupe H de G, a conjugaison pres (dans G). On note G > H si H
est isomorphe & un quotient de G. On note 1 le groupe trivial et 1¢ (ou parfois 1 si le
groupe G est clair par le contexte) I’élément neutre de G.

On note G°P le groupe opposé de G : I'ensemble sous-jacent est I’ensemble G et la
loi de composition dans G°P est définie par

g*h (dans G?) = h-g (dans G), VY g,h €G.

On note ®(G) le groupe de Frattini de G.

Soit X un G-ensemble (X est muni d’une action a gauche de G). Alors on note G\ X
I’ensemble des G-orbites de X et [G\X] un ensemble de représentants des G-orbites. De
maniére analogue, on définit X/G et [X/G| dans le cas ou X est muni d’une action a
droite de G.

Soit H un sous-groupe de G. On note Ng(H) le normalisateur de H dans G, c’est-
a-dire

Ng(H)={g€eG|gHg ' =H}.

On note Aut(G) lensemble des automorphismes de G, c’est-a-dire 'ensemble des iso-
morphismes de groupes de G dans lui-méme. De méme, Inn(G) correspond a tous les
automorphismes intérieurs (correspondant & la conjugaison par un élément de g). Le
quotient Out(G) = Aut(G)/ Inn(G) est le groupe des automorphismes extérieurs de G.

5



Notations

On note [U] la classe d’isomorphisme de U, ou U peut étre un groupe, un espace
vectoriel, un module, un G-ensemble, un (H, G)-bi-ensemble, ...

Tous les corps considérés sont algébriquement clos (sauf mention du contraire). Tous
les groupes considérés sont finis. Tous les modules considérés sont de génération finie et
tous les espaces vectoriels considérés sont de dimension finie.

En particulier, G est un groupe fini et k£ est un corps algébriquement clos, en général
de caractéristique p, ot p est un nombre premier ou zéro (sauf dans le chapitre 4 et
I'annexe A, ou la caractéristique sera des fois notée car(k)).



Chapitre 1

L’anneau des modules de
p-permutation

Dans ce chapitre, k est un corps algébriquement clos de caractéristique p, ou p est
un nombre premier ou zéro.

1.1 Projectivité relative et transfert

Définition 1.1: [Ben04, définition 3.6.1, page 68]

Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Un kG-module M est dit projectif
relativement a H ou relativement H-projectif si pour tous kG-modules My et Mo,
pour tout kG-homomorphisme X : M — My et pour tout kG-homomorphisme surjectif
w: Mo — M tels qu’il existe un homomorphisme de kH-modules v : Resg M — Resg Mo
avec A = pov, il existe un homomorphisme de kG-modules v : M — Ms avec A = pov.

Remarques 1.2: [Ben04, page 68]

1. Si H =1, cela correspond a la définition de kG-module projectif.

2. De maniere analogue, on peut définir la notion de relativement H-injectif.
Définition 1.3: [Ben04, page 68]

Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Une suite exacte courte de kG-modules
est dite H-scindée si elle est scindée comme suite exacte courte de kH-modules.

Définition 1.4: [Ben04, définition 3.6.2, page 68]
Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G et M,M' des kG-modules. On définit
Uapplication de transfert ou trace

Tryg: HomkH(Resg M',Resg M) — Homyg(M', M)

comme suit :
Truala)(m)= > galg~'m)
9€[G/H]
pour tout a € Homyp (Res$ M’ Res$ M) et pour tout m € M.
Etant donné que o est un homomorphisme de kH -modules, ga(g~'m) ne dépend que
de la classe gH et ainsi l'application Try g est indépendante du choix des représentants
des classes a gauche modulo H.

1



1 L’anneau des modules de p-permutation

Proposition 1.5 (D. G. Higman): [Ben04, proposition 3.6.4, page 70|
Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G et M un kG-module. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) Le module M est relativement H -projectif.

it) Tout épimorphisme H -scindé (qui se scinde comme homomorphisme de kH -modules)

de kG-modules X\ : M' — M est scindé.
i11) Le module M est relativement H -injectif.
iv) Tout monomorphisme p: M — M’ de kG-modules H-scindé est scindé.
v) Le module M est un facteur direct de Ind$ Res$ M.
vi) Le module M est un facteur direct d’un module induit depuis H.

vii) Critére de Higman : Uapplication identité Idy; de M est dans limage de Try .

Corollaire 1.6: [Ben04, corollaire 3.6.9, page 72]
Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. On suppose que |G : H| est inversible
dans k. Alors tout kG-module M est relativement H -projectif.

1.2 Vortex et Source

Définition 1.7: [Ben04, définition 3.10.1, page 83]
Soient G un groupe fini et M un kG-module indécomposable. Alors un sous-groupe D
de G est un vortexr de M si M est relativement D-projectif et M n’est pas relativement
D ’-projectif pour tout sous-groupe propre D' de D.

Une source de M est un kD-module indécomposable My, ot D est un vortex de M,
tel que M soit un facteur direct de Indg My (un tel My existe toujours par la proposition
1.5).

Définition 1.8: [Ben04, page 61]

Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Soit M un kH-module. On écrit g M
ou IM pour le k9H-module avec (ghg™')(g @ m) = g ® hm, pour tout g@m € IM et
pour tout ghg™ € 9H.

Proposition 1.9: [Ben04, proposition 3.10.2, page 83]
Soient G un groupe fini et M un kG-module indécomposable.

i) Les vortex de M sont conjugués dans G.

it) Soient My et My deux kD-modules qui sont des sources de M, ou D est un vortex
de M. Alors il existe g € Ng(D) tel que My = 9M;.

i11) Les vortex de M sont des p-groupes (Sip =0, le seul 0-groupe est le groupe trivial).
Définition 1.10: [Ben04, définition 3.11.1, page 84]

Soit G un groupe fini. Un kG-module M est un kG-module de source triviale si tout
facteur direct indécomposable de M a le module trivial comme source.



1.3 La correspondance de Green

1.3 La correspondance de Green

Soit G’ un groupe fini. Soit D un p-sous-groupe fixé de G (si p = 0, le seul O-groupe
est le groupe trivial) et soit H un sous-groupe de G contenant Ng(D).

Notation 1.11: [Ben04, page 85]
On pose :
X:{XgG‘Xg IDN D, pour un certain g € G — H}

y:{YSG‘YS ID N H, pour un certain g € G — H}
On a clairement que X C )Y et que D¢ X, D ¢ ).

Théoréme 1.12 (La correspondance de Green): [Ben04, théoréme 3.12.2, page 85]
1l existe une bijection entre les kG-modules indécomposables de vortex D et les
kH -modules indécomposables de vortex D, donnée comme suit :

i) Si'V est un kG-module indécomposable de vortex D, alors Resg V' a un unique fac-
teur direct indécomposable f(V) de wortex D, et les autres facteurs directs
(indécomposables) ont leur vortex dans ).

i1) Si M est un kH-module indécomposable de vortex D, alors Indg M a un unique fac-
teur direct indécomposable g(M) de wvortex D, et les autres facteurs directs
(indécomposables) ont leur vortex dans X .

i) On a f(g(M)) = M et g(f(V))=V.

iv) Les bijections f et g envoient les modules de source triviale sur des modules de
source triviale.

1.4 Les modules de p-permutation

Définition 1.13: Soient G un groupe fini et M un kG-module. Alors M est un module
de permutation s’il existe un G-ensemble X tel que M = kX (c’est-a-dire que M
posséde une base qui est G-stable).

Définition 1.14: Soient G un groupe fini et M un kG-module. Alors M est un module
de p-permutation si c’est un facteur direct d’un module de permutation.

Lemme 1.15: [Ben04, lemme 3.11.2, page 84]

Soit G un groupe fini. Un kG-module M est de source triviale si et seulement si c’est
un facteur direct d’un module de permutation, c¢’est-a-dire si et seulement si c’est un
module de p-permutation.

Corollaire 1.16: Soient k un corps et G un groupe fini. Un kG-module indécomposable
M est de source triviale si et seulement si ¢’est un facteur direct de Ind®k pour un
certain sous-groupe D de G.

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme précédent et du fait que
Ind$ k = k[G/D] est un kG-module de permutation. O



1 L’anneau des modules de p-permutation

Définition 1.17: Soit G un groupe fini. On définit pp,(G) comme le groupe de
Grothendieck de ’ensemble des classes d’isomorphisme de kG-modules de p-permutation
(le groupe de Grothendieck est pris par rapport a la somme directe, c’est-a-dire par rap-
port auz relations [M @ N| — [M] — [N]).

Remarque 1.18: Soit G un groupe fini. L’ensemble des classes d’isomorphisme de
kG-modules de p-permutation indécomposables est une Z-base de pp(G).

1.5 Classification des modules de p-permutation

Le but de cette section est de donner une classification des kG-modules de
p-permutation indécomposables. Ces résultats peuvent étre trouvés dans [Bro85],
théoreme 3.2 ainsi que dans [Thé95], théoreme 27.10, page 224.

Soit G un groupe fini. Par la proposition 1.9, on sait que le vortex d’un kG-module
indécomposable est toujours un p-groupe. Soit D un p-sous-groupe de G. On veut trouver
tous les kG-modules indécomposables de source triviale et de vortex D. Par la corre-
spondance de Green (théoréme 1.12), cela revient a déterminer tous les kNg(D)-modules
indécomposables de source triviale et de vortex D. Par conséquent, on cherche tous les

() 1. Or

facteurs directs indécomposables de Indgc

Indp?™) k = k[N (D)/D] = D) ) K[Na(D)/ D]

et

DefN¢(D) [ Infye (D), k[NG(D)/D) = k[Ne(D)/D]

(la déflation est définie dans la remarque 2.62). Ainsi, via l'inflation, on a une bijection
entre les facteurs directs indécomposables du kNg(D)-module IndgG(D) k et ceux du
kENg(D)/D-module régulier. Or les facteurs directs indécomposables du
kENg(D)/D-module régulier sont exactement les kNg(D)/D-modules projectifs

indécomposables. Ainsi :

Théoreme 1.19: [l existe une bijection entre les kG-modules indécomposables de
p-permutation et les paires (D, P), ot D un p-sous-groupe de G, a conjugaison preés,
et P est un kNg(D)/D-module projectif indécomposable, a isomorphisme preés.

Théoreme 1.20: Soit G un groupe fini. Le mombre de classes d’isomorphisme de
kG-modules projectifs indécomposables est égal au mombre de classes de conjugaison
de p'-éléments dans G.

Démonstration. C’est une conséquence du fait que le nombre de classes d’isomorphisme
de kG-modules projectifs indécomposables est égale au nombre de classes d’isomor-
phisme de kG-modules simples et du corollaire 5.3.5, page 177 de [Ben04]. O

Notation 1.21: Soient G un groupe fini et p un nombre premier. On note £,(G) = £(G)
le nombre de classes de conjugaison de p'-éléments dans G.

Corollaire 1.22: Soit G un groupe fini. Le nombre de classes d’isomorphisme de
kG-modules de p-permutation indécomposables est égal a

> 6(Ne(D)/D)
D
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1.5 Classification des modules de p-permutation

ot D parcourt les p-sous-groupes de G, d conjugaison pres. En particulier, il y en a
qu’un nombre fini.

Démonstration. C’est une conséquence directe des deux théoremes précédent et de la
remarque 1.18. ]

1.5.1 Le cas des groupes de la forme P x H

Soit G = P x H un groupe fini, ot P est un p-groupe et H un p’-groupe. Alors, grace a
la proposition suivante, on peut décrire plus en détail les kG-modules de p-permutation,
en donnant une classification des kN¢g(D)/D-modules projectifs indécomposables. Si G
est un groupe de la forme P x H, alors c¢’est aussi le cas pour ses sous-quotients.

Proposition 1.23: Soit G un groupe fini. On suppose que G = P x H, ou P est un
p-groupe et H un p’'-groupe. Un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme de
kG-modules projectifs indécomposables est donné par Indg V', otV parcourt un ensemble
de représentants des classes d’isomorphisme de kH-modules irréductibles.

Démonstration. Les kG-modules irréductibles sont en bijection avec les kH-modules
irréductibles, via l'inflation de G/P = H a G. A partir de la, il suffit de trouver les
couvertures projectives des kG-modules irréductibles. On peut remarquer que H est
aussi un sous-groupe de G. Quel est le lien entre Infg /P Vet Indg V pour un kH-module
V irréductible.

Premierement, on peut remarquer que, étant donné que V est projectif (car c’est
un kH-module et H est d’ordre premier & p) et que I'induction préserve la projectivité,
Ind% V est un kG-module projectif.

Par la réciprocité de Frobenius ([Ben04], proposition 3.3.1, page 60) et le lemme de
Schur ([CR88], lemme 27.3, page 181), on a

Homyg(Ind$ V, Inf$ V) = Homy g (V, Res$ Inf% V) = k.
=y

Soit W un kH-module irréductible différent de V. Alors, par un raisonnement simi-
laire

Homye(Ind$ V, Inf% W) = Homy,z (V, Res$ Inf& W) = 0.
N—— —
>~
Comme on a ’ensemble des kG-modules irréductibles en inflatant les kH-modules
irréductibles, cela implique que

Top(Ind% V) = Inf$ V.

Par conséquent Ind% V' est la couverture projective de Inf% V. Ainsi Ind% V, ou
V' parcourt tous les kH-modules irréductibles, donne tous les kG-modules projectifs
indécomposables. O
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Chapitre 2

Foncteurs de bi-ensembles

2.1 Rappels sur les bi-ensembles

Définition 2.1: [Boul0, définition 2.3.1, page 18]
Soient G et H deux groupes finis. Un (H,G)-bi-ensemble U est un ensemble U muni
d’une action a gauche de H et d’une action a droite de G telles que

(h-u)-g=h-(u-g),
pour tout g € G, pour tout u € U et pour tout h € H.

Remarque 2.2: [Boul0, remarque 2.3.2, pages 18-19]

Cela est équivalent a un (H x G°P)-ensemble. En particulier, toutes les notions qui
s’appliquent pour les G-ensembles sont aussi valables pour les (H, G)-bi-ensemble. En
particulier, si U est un (H, G)-bi-ensemble, on note H\U/G 'ensemble des (H, G)-orbites
et [H\U/G] un ensemble de représentants des (H, G)-orbites.

Lemme 2.3: [Boul0, lemme 2.3.4, page 19]

Soient G et H des groupes finis.

i) Soit L un sous-groupe de H x G, alors l'ensemble (H x G)/L est un (H,G)-bi-
ensemble transitif pour action définie par :

h- (b,G)L g = (hb7 g_la)La

pour tout h € H, pour tout (b,a)L € (H x G)/L et pour tout g € G.
it) Si U est un (H,G)-bi-ensemble, alors il existe wun isomorphisme de
(H,G)-bi-ensembles
U= || (HxG)/Ly,
ue[H\U/G]
ou L, = (H,G), est le stabilisateur de u dans H X G, c’est-a-dire le sous-groupe de
H x G définit par
(H,G)y ={(h,9) e HXG|h-u=u-g}.

En particulier, tout (H,G)-bi-ensemble transitif est isomorphe o (H x G)/L, pour un
certain sous-groupe L de H X G.
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2 Foncteurs de bi-ensembles

Définition 2.4: [Boul0, définition 2.3.11, page 21|

Soient G, H et K des groupes finis. Si U est un (H,G)-bi-ensemble et V un (K, H)-bi-
ensemble, la composition de V' et U est I’ensemble des H-orbites sur le produit cartésien
V x U, ou Uaction a droite de H est définie par :

(v,u) -h=(v-hh™t-u),

pour tout (v,u) € V. x U et pour tout h € H. Il est noté par V xg U . La H-orbite de
(v,u) € V x U est dénoté par (v,gu). L'ensemble V xg U est un (K, G)-bi-ensemble
pour l'action définie par :

k-(vgu)-g=(k-v,gu-g)
pour tout k € K, pour tout (v,gu) €V xg U et pour tout g € G.
Exemple 2.5: [Boul0, exemples 2.3.3 et 2.3.9, page 19-20]
Soit G un groupe fini.

e L’ensemble G est un (G, G)-bi-ensemble pour 'action & gauche et a droite définies
par la multiplication a gauche et a droite par G. Ce bi-ensemble est noté Idg.

e Soit H un sous-groupe de G. Alors l'ensemble G est un (H, G)-bi-ensemble, noté
Resg, pour les actions données par la multiplication a gauche par H et a droite
par G.

e Soit H un sous-groupe de G. Alors I'ensemble G est un (G, H)-bi-ensemble, noté
Ind%, pour les actions données par la multiplication & gauche par G et & droite
par H.

e Soient N un sous-groupe normal de G et H = G/N. Alors 'ensemble H est un
(G, H)-bi-ensemble, noté Inf%, pour les actions données par la projection dans H
suivi de la multiplication a gauche par H et la multiplication a droite par H.

e Soient N un sous-groupe normal de G et H = G/N. Alors 'ensemble H est un
(H, G)-bi-ensemble, noté Defg, pour les actions données par la multiplication a
gauche par H et la projection dans H suivi de la multiplication a droite par H.

e Soit f: G — H est un isomorphisme de groupes finis. Alors I'ensemble H est un
(H, G)-bi-ensemble, noté Iso(f) ou IsoZ si I'isomorphisme f est clair du contexte,
pour la multiplication a gauche par H et 'image par f suivi de la multiplication a
droite par H.

Proposition 2.6: [Boul0, section 1.1, pages 1-6]
Soit G un groupe fini. Les bi-ensembles définis ci-dessus satisfont les relations suivantes :

1. Transitivité :

(a) Si K et H sont des sous-groupes de G avec K < H < G, alors
Res x5 Resg = Resg, Indg x g Indff =~ Ind% .
b) Sipo:G— H etp: H— K sont des isomorphismes de groupes, alors
2

Iso(v)) x g Iso(p) = Iso(¢) o p).

14



2.1 Rappels sur les bi-ensembles

(c) Si N et M sont des sous-groupes normauz de G avec N < M, alors
G G/N ~ 1.¢G G/N G~ G
Inf& )\ X cyn Infng = Inff ;. DefajM x v Def&y 22 DefG ), .
2. Commutativité :
(a) Sip: G — H est un isomorphisme de groupes et K un sous-groupe de G,
alors

Iso(') x x Res% = Resg(K) x i Iso(p)
Iso(p) xg Ind% = Indg(K) X (k) Iso(¢),

ou ¢’ : K — p(K) est la restriction de ¢ a K.

(b) Si ¢ : G — H est un isomorphisme de groupes et N est un sous-groupe
normal de G, alors

Iso(¢") Xa/n Defg/N = Defg/@(N) X i1 Iso(p)

Iso(p) x¢ Infg/N = Infg/‘p(N) X g1 /p(v) I50(¢"),
ou ¢" : G/IN — H/p(N) est lisomorphisme de groupes induit par ¢.
(¢) Formule de Mackey : Si H et K sont des sous-groupes de G, alors

Resg X Ind% = Z IndgmzK X gne=k 180(Vz) X geak Resng,
z€[H\G/K]

ou v, : H* N K — H N *K est lisomorphisme de groupes induit par la
conjugaison par x.
(d) Si N et M sont des sous-groupes normauz de G, alors
G G~ GIN G/M
(e) Si H est un sous-groupe de G et N un sous-groupe normal de G, alors
~ G/N
Defg/N XGIndg o IndHCV/N X HN/N Iso(yp) X H/HAN Defg/HmM
Resg XGInfg/N = Infg/HmN X H/HAN Iso(yp 1) XHN/N ReSHGV/N,

oup:H/HNN — HN/N est llisomorphisme de groupes canonique.

(f) Si H est un sous-groupe de G, si N est un sous-groupe normal de G et si
N < H, alors

Resgéx XG/N Defg/N = Defg/N Xy Resg,
Indf} x g Inflf v = Inf& ) x gy Indgy)y

3. Trivialité :
Si G est un groupe fini, alors

Resé = Idg, Indg = Idg, Def& /1= 1dg, Inf§ /1= 1dg

Iso(¢) = 1dg, sig est un automorphisme intérieur.
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2 Foncteurs de bi-ensembles

Définition 2.7: [Boul0, définition 2.3.12, page 21|
Soit G un groupe fini. Une section (T,S) de G est une paire (T,S) de sous-groupes de
G telle que S <4T.

Lemme 2.8: [Boul0, lemme 2.3.25, page 26]
Soient G et H deux groupes finis.
i) Si (D,C) est une section de H et (B,A) une section de G telles qu’il existe un
isomorphisme de groupes f : B/A — D/C, alors
Lp.cyf.8,4) = {(h,g) € Hx G|heD,ge B hC = f(gA)}

est un sous-groupe de H X G.

i1) Réciproquement, si L est un sous-groupe de H x G, alors il existe une unique section
(D,C) de H, une unique section (B, A) de G et un unique isomorphisme de groupes
f:BJ/A— D/C tels que L = L(p c),t,(B,A)-

Lemme 2.9: [Boul0, lemme 2.3.26, page 26-27]
Soient G et H des groupes finis. Soient (D,C) une section de H et (B,A) une sec-
tion de G telles qu’il existe un isomorphisme de groupes f:B/A — D/C. On pose
L = L(p,cyt,B,a)- Alors il existe un isomorphisme de (H,G)-bi-ensembles
(H x G)/L = Ind® XDInfg/C X psclso(f) Xp/a Defg/A x g Res% .
Ainsi tout bi-ensemble se décompose en une union disjointe de bi-ensembles transitifs

(H x G)/L et ceux-ci se décomposent en un produit de Ind, Inf, Iso, Def et Res.

Définition 2.10: [Boul0, définition 2.4.9, page 30|
Soient G et H deux groupes finis. Alors B(H,G) est le groupe de Grothendieck des
classes d’isomorphisme de (H,G)-bi-ensembles finis (pour 'union disjointe).

Notation 2.11: En général, on notera Idg pour l'image de Idg dans B(G,G) (au lieu
de [Id¢g]). On fera de méme pour Ind, Inf, Res, Def et Iso.

Remarque 2.12: [Boul0, notation 2.4.10, page 30]
Soient G, H et K des groupes finis. Il existe une unique application bilinéaire

xpg : B(K,H) x B(H,G) - B(K,G)

telle que [V] xg [U] = [V xg U] pour tout (H,G)-bi-ensemble fini U et pour tout
(K, H)-bi-ensemble V. En particulier, cela munit B(G, G) d’une structure naturelle d’an-
neau (grace a la proposition suivante).

Proposition 2.13: [Boul0, proposition 2.4.11, page 30]
Soient G, H, K et L des groupes finis.

i) Siuwe B(H,G),ve B(K,H) etw € B(L,K), alors
wXg (vxgu)=(wXKgv)Xgu dans B(L,G).
ii) Siu,v' € B(H,G) etv,v' € B(K,H), alors

vxg (u+u)=wxgu)+ (@ xgu)
(w+v)xgu=(vxgu)+ (¥ xgu) dans B(K,G).

i) Siu e B(H,G), alors
[Idp) xgu=u=uxgl[ldg] dans B(H, Q).
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2.2 Foncteurs de bi-ensembles

2.2 Foncteurs de bi-ensembles

Soit R un anneau commutatif unitaire.

Définition 2.14: [Boul0, définition 3.1.1, page 41]
La catégorie GrB est définie comme suit :

o Les objets de GrB sont les groupes finis.
e Si G et H sont des groupes finis, alors Homg,g(G, H) = B(H,G).

e 5i G, H et K sont des groupes finis, alors la composition v o u du morphisme
u € Homg,s(G, H) et du morphisme v € Homg,(H, K) est égale v X i u.

e Pour tout groupe fini G, le morphisme identité de G dans GrB est égal a [Idg].

Par la suite, on aimerait travailler sur le corps C. Pour cela, on doit généraliser la
définition précédente a un anneau :

Définition 2.15: [Boul0, définition 3.1.6, pages 42-43]
Soit R un anneau commutatif unitaire. La catégorie R GrB est définie comme suit :

o Les objets de R GrB sont les groupes finis.

e 5i G et H sont des groupes finis, alors
HomR@(G,H) = RB(H,G) = R®y B(H,G).

e La composition de RGrB est l’extension R-linéaire de la composition dans GrB.

e Pour tout groupe fini G, le morphisme identité de G dans RGrB est égal a
1r ®7 [Idg].

Remarque 2.16: [Boul0, page 43]
La catégorie R GrB est R-linéaire.

Définition 2.17: [Boul0, définition 3.2.2, page 43]
Soit R un anneau commutatif unitaire et soit D une sous-catégorie pré-additive de la
catégorie R GrB (alors on peut voir RD comme une sous-catégorie R-linéaire de R GrB ).
Un foncteur de bi-ensembles sur D a valeur dans R-Mod est un foncteur R-linéaire
de RD dans R-Mod. Les foncteurs de bi-ensembles sur D, a valeur dans R-Mod sont les
objets de la catégorie noté par Frp r, ou les morphismes sont les transformations na-
turelles de foncteurs, et la composition de morphismes la composition de transformations
naturelles.

Si F' est un objet non-nul de Frp r, alors un groupe minimal pour F' est un objet
H de D tel que F(H) # {0}, mais F(K) = {0} pour tout objet K de D avec |K| < |H|.

La classe des groupes minimauz de F est notée par Min(F') .

Remarque 2.18: Dans la définition ci-dessus, les foncteurs de bi-ensembles vont de
RD dans R-Mod mais par la suite, je ne vais considérer que des foncteurs qui vont de
RD dans R-mod (c’est-a-dire dans la catégorie des R-modules de génération finie). Par
conséquent, a partir de maintenant, je fais I’hypothese qu’un foncteur de bi-ensembles
va toujours de RD dans R-mod.
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2 Foncteurs de bi-ensembles

Remarque 2.19: Si F' est un foncteur de bi-ensembles, alors les images des bi-ensembles
Res, Ind, Inf, Def et Iso satisfont des relations analogues aux relations décrites dans la
proposition 2.6.

Proposition 2.20: [Boul0, proposition 3.2.8, pages 44-45]
Soit R un anneau commutatif unitaire, et soit D une sous-catégorie pré-additive de GrB.

1. La catégorie Frp r est une catégorie abélienne R-linéaire : si f : F — F' est un
morphisme de foncteurs de bi-ensembles, alors pour tout objet G de D

(Ker(f))(G) = Ker(f(G)),  (Coker(f))(G) = Coker(f(G)).

2. Une suite 0 —s F <5 ' L5 B/ 5 0 est une suite exacte dans Frp,R Si et
seulement si pour tout objet G de D, la suite

0— F(&) D e "9 rra) —o

est une suite exacte de R-modules.

3. 8t I est un ensemble et (F;)icr est une famille d’objets de Frp, g, alors la somme
directe @, F; et le produit direct [[,c; F; existent : pour tout objet G de D

(@E) (@) =EPFr©G) (HF) @) =] F@).

iel el el el

Remarque 2.21: [Boul0, remarque 3.2.9, page 45]

Soit F un objet de Frp r. Si (Fj)icr est un ensemble de sous-foncteurs de F, alors
I'intersection N;c7F; est un sous-foncteur de F' dont I'évaluation & un objet G de D est
égale a

(ﬂﬂ) © =NF@©).

icl icl
En particulier, soit G un ensemble d’objets de D et pour tout groupe G dans G, soit '
un sous-ensemble de F'(G). Le sous-foncteur Fgr de F' engendré par les données (G,T")

est, par définition, I'intersection de tous les sous-foncteurs F’ de F tels que I'¢ C F'(G)
pour tout G € G. Si H est un objet de D, alors

Fgr(H) =Y _ Hompp(G,H)().

Geg
v€l'a

Définition 2.22: [Boul0, définition 4.1.7, page 55]
Une classe D de groupes finis est dite fermée pour la prise de sous-quotients si
tout groupe isomorphe a un sous-quotient d’un élément de D est un élément de D.

Une sous-catégorie D de GrB est dite repléte si c¢’est une sous-catégorie pleine dont
la classe des objets est fermée pour la prise de sous-quotients.
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2.2 Foncteurs de bi-ensembles

2.2.1 Le foncteur des modules de p-permutation
Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p € P U {0}.

Rappel 2.23: Dans la définition 1.17, on a défini pp,(G) comme le groupe de
Grothendieck de I’ensemble des classes d’isomorphisme de kG-modules de p-permutation.
En particulier, c’est un Z-module de type fini et I’ensemble des kG-modules de
p-permutation indécomposables en est une base (remarque 1.18 et corollaire 1.22)

Proposition 2.24: Soient G et H deuz groupes finis et U un (H,G)-bi-ensemble.
Si M est un kG-module de p-permutation, alors kU Qpq M est un kH-module de
p-permutation.

Démonstration. Comme M est un kG-module de p-permutation, il existe un kG-module
de permutation kP (P est un G-ensemble) et un kG-module M’ tels que kP = M & M.
Mais alors :

(kU @pag M) @& (kU @pe M') = kU Qpe (M & M') = kU Qg kP = k(U xg P)

ou U X P est un H-ensemble, c’est-a-dire que k(U x g P) est un kH-module de per-
mutation. Donc kU ®pg M est bien un kH-module de p-permutation. [l

Définition 2.25: Soient G et H deux groupes finis et soit U un (H, G)-bi-ensemble fini.
Alors on pose

ppi ([UN)([M]) = [kU @rg M]

pour tout kG-module de p-permutation M. La proposition 2.24 nous assure que
ppi ([U])([M]) est un kH-module de p-permutation. Alors, par Z-linéarité, on peut pro-
longer cette définition a ppr(G) et lon obtient wune application Z-linéaire

PPy ([U]) : pp(G) — ppy(H).
Soit w € B(H,G). Alors u="Y_7" | Ni[Ui], ot A\; € Z et U; est un (H,G)-bi-ensemble
(transitif ), pour tout i =1,...,n. Alors on définit ppj(u) par :

ppr(1) = Y i oo ([U3]) : PP (G) — ppy(H).
i=1

Théoréeme 2.26: La définition ci-dessus muni pp; d’une structure de foncteur de
bi-ensembles sur 7 GrB.

Démonstration. 11 suffit de vérifier ¢’est un foncteur Z-linéaire. Par définition, pp;,(u) est
Z-linéaire, pour tout u € B(H,G). Clairement, pp,(Idg) = Id,p,, (G), pour tout groupe
fini G. Il reste a vérifier que ppy(ux gv) = ppy(u)oppy(v) pour tout u € B(L, H) et pour
tout v € B(H,G). Par Z-linéarité, il est suffisant de le vérifier pour des bi-ensembles.
Soient U un (L, H)-bi-ensemble et V un (H, G)-bi-ensemble. Alors :

ppi (U] xm [VI)([M]) = ppp([U xu V)([M])
=[k(U xg V) @rg M]
= [(kU @k kV) Qe M]
= [kU @k (kV @k M)
= ppe([UN([EV ®ra M])
= ppi([U]) o ppi([V])([M])
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2 Foncteurs de bi-ensembles

pour tout kG-module M. Par Z-linéarité, cela reste valable pour tout élément de pp,(G)
et par conséquent, ppy([U] Xz [V]) = pp([U]) o ppx([V])- O

Définition 2.27: Pour tout groupe fini G, on définit C pp,(G) par :

Cppi(G) = C @z ppi(G).

L’ensemble des kG-modules de p-permutation indécomposables est une C-base de C pp;(G)
et donc Cpp,(G) est un C-espace vectoriel de dimension finie (corollaire 1.22).

Pour tout u € B(H,G), on pose Cppy(u) = Idc ®z ppy(u). Siuw e CB(H,G), alors
u=>" Nu, ou \; € C etu € B(H,G), pour tout i = 1,...,n. On définit alors
Cppy(u) par :

Cppi(u) = Z)"C ppi(ui) : Cppi(G) — Cpp(H).
i=1

Théoreme 2.28: La définition ci-dessus muni Cpp, d’une structure de foncteur de
bi-ensembles sur C GrB.

Démonstration. La preuve est analogue a celle du théoreme 2.26. O

2.3 Foncteurs simples et facteurs de composition

Soient R un anneau commutatif avec élément identité et D une sous-catégorie replete
de GrB. On pose C = RD

On va maintenant décrire les foncteurs simples pour la catégorie F¢ g. Pour plus de
détails : [Bou96] et [BoulO].

Définition 2.29: Un foncteur est dit simple s’il est non-nul et ne posséde pas d’autre
sous-foncteur que lui-méme et le foncteur nul.

Proposition 2.30: [Boul0, proposition 4.2.2, page 56|

Soit £ une sous-catégorie pleine de C. Alors si F' est un objet simple de F¢ r et si
Resg F #0 (ou Resg F' est la restriction du foncteur F' a la catégorie £ ), alors Resg F
est un foncteur simple de Fg g.

Etant donné que toutes les catégories D que je vais considérer sont des sous-catégories
pleines de GrB, cela implique que les foncteurs simples ne dépendent pas de la catégorie
choisie.

Définition 2.31: [Boul0, exemple 3.3.5, page 49]
Soient G un objet de C et V un Ende(G)-module. On définit alors le foncteur de
bi-ensembles Ly par :

e Pour tout objet H de C, on pose

Loy (H) = Home(G, H) ®gnaq(q) V = RB(H,G) ®rp@,a) V-
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e Pour tout morphisme ¢ : H — H' dans C, Lgv(¢) : Lav(H) — Lgyv(H') est
défini par :

Leyv(p) : Loy (H) — Layv(H')
f@uv— (po f)@w.
On peut remarquer que l'on a Lgy(G) = V.
Proposition 2.32: [Boul0, corollaire 4.2.4, page 58]
Soient G un objet de C et V un Endc(G)-module simple. Alors le foncteur Lgy a un

unique sous-foncteur propre mazimal Jg v et le quotient Sq v = Lg v /Ja,v est un objet
simple de F¢ R, tel que Sq,v(G) = V.

Remarque 2.33: [Boul0, remarque 4.2.6, page 58|

Soit H un objet de C. Alors Jgy(H) est égal a l'ensemble des sommes finies
Yo i@ € Layv(H), ou ¢; € Home(G, H) et v; € V, telles que Y i (o) -v; =0
pour tout ¢ € Home(H,G), ou (¥ o ¢;) - v; dénote I'image de 1’élément v; de V' sous
I’action de ’endomorphisme ¢ o ¢; de G.

Proposition 2.34: [Boul0, proposition 4.3.2, page 58]

Si G est un objet de C, on dénote par Ig le R-sous-module de Ende(G) engendré par
tous les endomorphismes de G qui peuvent étre factorisés par un objet H de C avec
|H| < |G|. Alors I est un idéal bilatére de Ende(G), et on a la décomposition

Endc(G) =Ag @ Iq,

ot Ag est une R-sous-algébre, isomorphe a lalgébre de groupe ROut(G) du groupe des
automorphismes extérieurs de G.

Soit F' un foncteur simple et soit G un élément de min(F) (unique & isomorphisme
pres car F' est simple). Alors I' est isomorphe au foncteur simple S F(c)- De plus, on
peut montrer que Ig agit trivialement sur F(G) donc que l'on peut considérer F(G)
comme un R Out(G)-module. Réciproquement, si V' est un R Out(G)-module simple, V'
devient un End¢(G)-module simple via 'homomorphisme d’algebres Ende(G) — Ag.
Par abus de notation, ce module sera aussi noté V. Ainsi, les objets simples de F¢ r
sont indicés par les paires (G, V'), ou G est un groupe fini et V' est un C Out(G)-module
simple. On peut définir une notion d’isomorphisme sur ces paires telle que deux foncteurs
simples sont isomorphes si et seulement si les paires correspondantes sont isomorphes
([Boul0], théoreme 4.3.10, page 62).

Proposition 2.35: [Boul0, lemme 4.3.9, page 61]
Soient G un groupe fini et V. un ROut(G)-module simple. Si H est un groupe fini tel
que Sgv(H) # {0}, alors G est isomorphe & un sous-quotient de H.

Corollaire 2.36: Soient G un groupe fini et V. un R Out(G)-module simple. Alors G
est un groupe minimal de Sgy et min(Sg y) est la classe d’isomorphisme de G.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition précédente. O

21



2 Foncteurs de bi-ensembles

Définition 2.37: Soit F' un foncteur de bi-ensemble sur C. Alors un foncteur simple S
est un facteur de composition de F s’il existe des sous-foncteurs F' C F" C F tels
que F"/F' = S.

Définition 2.38: Soit G un objet de C. On définit la catégorie Clg comme étant la
sous-catégorie pleine de C dont les objets sont les sous-quotients de G.

Définition 2.39: [Web93, page 20]
Soient G un objet de C fixé et F' un foncteur de bi-ensembles sur C. Le foncteur F' a une
suite de composition sur G s’il existe une suite de sous-foncteurs

O=TyCchchc..CcB,CcT,CBu1=F

telle que

e T;/B; est un foncteur simple, dont la restriction a Clg est non-nulle pour tout
t=1,...,m.

o ResaG(BHl/Ti) =0 pour tout i =0,...m.

Si une telle suite de composition existe, on appelle l’ensemble des foncteurs simples T;/ B;
avec leur multiplicité les facteurs de composition de F sur G .

Remarque 2.40: Les facteurs de composition de F' sur GG correspondent exactement
aux facteurs de composition de F' qui sont non-nuls sur G. En particulier, cela permet
d’avoir une notion de multiplicité pour les facteurs de composition (grace a la proposition
et au théoreme qui suivent).

Proposition 2.41: [Web93, proposition 3.1, page 20|

Soient G un objet de C fixé et F' un foncteur de bi-ensembles sur C. Si F' possede une
suite de composition sur G, alors toute autre suite de composition de F' sur G a la méme
longueur et les facteurs de composition sur G (avec leur multiplicité) sont les mémes.

Théoréme 2.42: On suppose que R est un corps. Alors, tout foncteur de bi-ensembles
de C possede une suite de composition sur G, pour tout groupe G dans C.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 3.3, page 22 de [Web93]. Pour ce
théoreéme, on a besoin de la remarque 2.18, c’est-a-dire que F(G) est de dimension finie
pour tout objet G de C. O

Soient £ une sous-catégorie pleine de C et F' un foncteur de bi-ensembles sur C. Alors
F' est aussi un foncteur de bi-ensembles sur la catégorie £, noté Resg F. Quels sont les
liens entre les facteurs de composition de Resé F sur £ et ceux de F sur C?

Proposition 2.43: Soient G un objet de C et V un ROut(G)-module simple. Si Sq v
est un facteur de composition de Resg F sur &, alors Sgv est un facteur de composition
de F surC.

Qémgnstmtz’on. Soient ﬁg C ﬁl C Resg F' des sous-foncteurs de Resg F dans & tels que
Fy/F, est un foncteur simple (isomorphe & Sg ). On doit alors trouver des foncteurs
F, C Fy C F dans C tels que F1/Fy = Sgv.
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Soit F; le foncteur engendré par (€, ﬁz) sur la catégorie C. On a alors F» C F; C F
et de plus F;(H) = F;(H) pour tout objet H de £. Alors on a

Loyv(G) =V = Sav(G) = Fi(Q)) R (G) = Fi(G)/Fy)(G).

Donc on a une application de Lg v (G) vers (F1/F>)(G).

Le foncteur V' +—— Lgy est un adjoint a gauche du foncteur d’évaluation
Evg : Fe. g — Endc(G)-Mod. Ainsi, comme on a une application non-nulle de Lg v (G)
vers (F1/F»)(G), cela implique qu’il existe une transformation naturelle
¢ : Lgy — Fi1/F,. On considere alors ¢(Lg,v) et ¢(Jgv). Ce sont des sous-foncteurs
de Fy/F5, dont le quotient est simple et isomorphe & S¢ . Mais alors il existe des fonc-
teurs F» C F” C F' C F} tels que F'/F, et F” /F, correspondent & ¢(Lgv) et o(Ja,v)
respectivement. On a alors F” C F' C F et F'/F” est le foncteur simple S¢ v . O

Définition 2.44: Soit n € N*. Alors on définit D, comme la sous-catégorie pleine de
GrB dont les objets sont les groupes finis d’ordre plus petit ou égal a n. On définit Cy,
comme étant RD,,.

Proposition 2.45: On suppose que R est un corps. Soit F un foncteur de bi-ensembles
sur la catégorie C,. Alors F' posséde une suite de sous-foncteurs

O=FCHCFKC..CF1CF=F
telle que F;/F;_1 est un foncteur simple pour tout i =1,...t.

Remarque 2.46: Pour cette proposition, il est nécessaire de supposer que F'(G) est de
dimension finie, pour tout objet G de C,, (remarque 2.18).

Démonstration. Soit E un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme des
groupes finis d’ordre plus petit ou égal a n. Il y a, & isomorphisme prés qu’'un nombre
fini de groupes finis d’ordre < n donc E est fini. On va montrer par récurrence sur

m = Z dimc F(G)
GeE

que F possede une suite finie de sous-foncteurs sur C, dont les quotients successifs sont
simples.

Sim = 0, alors I est le foncteur nul et le résultat est vérifié.

Si m = 1, alors dim¢ F'(H) = 1 pour un certain groupe H de C, et F(G) = 0 si
G # H. Alors clairement F' doit étre un foncteur simple (isomorphe a Sy p(m)) et le
résultat est donc vrai pour m = 1.

Soit m > 1. On suppose maintenant que le résultat vrai pour tout foncteur F
tel que ) ncpdime F(G) < m. Soit F' un foncteur de bi-ensembles sur C, tel que
> cep dime F(G) = m.

Soit F' est simple et dans ce cas, on a terminé, soit il existe un sous-foncteur
0C F'C F de F. Mais alors F’ et F/F’ satisfont I'hypotheése de récurrence. Donc il
existe des suites

O:FQCF1CF2CF3C...CFSZF/

et
0=H,CH{CHy,CH,C...CH,=F/F
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2 Foncteurs de bi-ensembles

dont les quotients successifs sont simples. On peut alors remonter les foncteurs H, et on
obtient la suite suivante :

F'=HycH CHyCH;C...CH.=F.

Il faut prouver que les quotients successifs sont simples. Soit 1 < [ < r. Il existe les
transformations naturelles suivantes :

H, — H] = H;/F' — H]/H]_,.

On peut remarquer que cela induit une transformation naturelle de H;/H; ; vers
H]/H|_,. De fait, c’est un isomorphisme naturel, ce qui prouve que les quotients succes-
sifs sont bien simples. Ainsi on a la suite de foncteurs

0O=FhCcFhcFkhcCc...CF,=F =HycH CHyC...CH,=F
dont les quotients successifs sont simples. O

Remarque 2.47: Le théoreme ci-dessus implique que F' possede une suite de compo-
sition sur G avec B;y1 = T; (avec les notations de la définition 2.39), pour tout groupe
fini G d’ordre plus petit ou égal a n.

2.4 Le foncteur de Burnside

Soient D une sous-catégorie replete de GrB et C la catégorie CD.

Définition 2.48: De maniére analogue au foncteur des modules de p-permutation (sec-
tion 2.2.1), on va définir le foncteur de Burnside.

Soit G un groupe fini. Alors B(G) est le groupe de Grothendieck des classes d’isomor-
phisme des G-ensembles finis (pour 'union disjointe). C’est un Z-module de génération
finie car Uensemble {[G/K]| K <¢ G} est une base de B(G).

De plus, B(G) est un anneau (appelé anneau de Burnside de G), ou la multipli-
cation est définie par :

[U]-[V]=[Ux V]

pour tous G-ensembles finis U et V' (étendu a B(G) par linéarité).
Soient G et H deux groupes finis et soit U un (H,G)-bi-ensemble fini. Alors on pose

B(UN(IV]) = [U xg V]

pour tout G-ensemble fini V. Cela induit, par Z-linéarité, une application Z-linéaire
B([U]) : B(G) — B(H). Comme pour ppy, on peut alors définir B(u) pour tout
u € B(H,Q) et B est alors un foncteur de bi-ensembles sur Z GrB.

Comme dans la définition 2.27, on peut alors définir un foncteur de bi-ensembles
CB sur CGrB. Par restriction, cela définit aussi un foncteur sur la catégorie C. C’est
ce foncteur que l’on va étudier dans ce chapitre.

Remarque 2.49: Une maniere plus simple de définir le foncteur de bi-ensemble CB est
de dire que c’est le foncteur représentable Home g,5(1, —) de la catégorie C GrB.
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Si G est un groupe fini, alors {[G/K]| K <g G} est une C-base de CB(G). Mais

pour la suite, on va utiliser une autre base, qui est la suivante :

Théoréme 2.50: [Glu81, Gluck],[Yos83, Yoshida]
Soit G un groupe fini. St H est un sous-groupe de G, on dénote par eg l’élément de
CB(QG) défini par

1

¢f = N ()] > |K|u(K, H)[G/K],
K<H

ot p est la fonction de Mobius de ’ensemble partiellement ordonné des sous-groupes
de G.

Alors eg = ef( si les sous-groupes H et K sont conjugués dans G, et les éléments eg,
ot H parcourt les sous-groupes de G a conjugaison pres, sont les idempotents primitifs

de la C-algebre CB(QG).
En particulier, {e% ‘ H <¢ G} est une C-base de CB(G).

Définition 2.51: [Boul0, notation 5.2.2, définition 5.4.6, définition et notation 5.4.13,
pages 77, 85 et 8§]
Soit G un groupe fini. Si N est un sous-groupe normal de G, on définit le nombre mg N
par
ma,y = ﬁ S XX, 6) € Q.
XN=G

ot p est la fonction de Mdbius de ’ensemble partiellement ordonné des sous-groupes
de G.

Un groupe fini G est un B-groupe si pour tout sous-groupe mormal non-trivial N
de G, mg,n = 0.

On dénote par B-gr(C) la classe de tous les B-groupes finis dans C et par [B-gr(C)]
un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme de B-groupes finis dans C.

Un sous-ensemble A de [B-gr(C)| est dit fermé si pour tout G € A et pour tout
H € [B-gr(C)] avec H > G, on a H € A.

Remarque 2.52: La définition de B-groupe ci-dessus correspond a la définition de
B-groupe en caractéristique 0 dans [Boul0].

Remarque 2.53: [Boul0, exemple 5.2.3, page 77|

Soit G un groupe fini. On a ma,N = Mg na(q), Pour tout sous-groupe normal N de G.
En particulier, on a mg ¢(q) = ma,1 = 1. Cela implique que si G est un B-groupe, alors
le sous-groupe de Frattini ®(G) de G est trivial.

Définition 2.54: [Boul0, proposition 5.4.10, page 86 et théoreme 5.4.11, page 87]
Soit G un groupe fini. Alors B(G) est définie comme un quotient G/N de G, ot N est
un sous-groupe normal de G tel que mg N # 0 et G/N est un B-groupe.

Remarque 2.55: Dans la définition ci-dessus, 5(G) est bien défini, & isomorphisme de
groupes pres. Par contre, le sous-groupe normal N n’est en général pas unique.

Notation 2.56: [Boul0, notation 5.4.3, page 84]
Soit G un groupe fini. Alors eq est le sous-foncteur de CB engendré par eg € CB(G).
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2 Foncteurs de bi-ensembles

Remarque 2.57: [Boul0, remarque 5.4.4, page 84]
Avec les notations de la remarque 2.21, 'ensemble G est égal a {G} et I'g = {e&}.

Théoréme 2.58: [Boul0, proposition 5.5.1, page 89]

1. Soit G un B-groupe fini. Alors le sous-foncteur eq de CB posséde un unique sous-
foncteur mazimal :
je= > en,

He[B-gr(C)]
H>G H2G

et le quotient eq/jc est isomorphe au foncteur simple S c.

2. Si F C F' sont des sous-foncteurs de CB tels que le foncteur F'/F est simple,
alors il existe un unique G € [B-gr(C)] tel que e C F' et e € F. En particulier,
e+ F=F,eqgNF =jg, et F//F = Sa.c-

Remarque 2.59: [Boul0, remarque 5.5.2, page 90]
Les facteurs de composition du foncteur de Burnside CB sur C sont exactement les
foncteurs simples Sg ¢, out G est un objet de C qui est un B-groupe.

Théoreme 2.60: Il existe un isomorphisme entre l’ensemble partiellement ordonné des
sous-foncteurs de CB (sur C) et l’ensemble partiellement ordonné des sous-ensembles
fermés de [B-gr(C)].

Démonstration. Cette bijection est une conséquence du théoreme 5.4.14 (page 88) et de
la proposition 5.5.3 (page 90) de [Boul0). O

Voici une description de cette bijection : Soit A un sous-ensemble fermé de [B-gr(C)].
On veut définir le sous-foncteur F4 de CB associé a cet ensemble. On définit B = B4
par :

B={GeC|BG)eA}={GeC|3HecAG>H}.

Alors, pour tout groupe fini G, on a
FalG)= P Ceff= P Cefy.

H<gG H<sG
HeB B(H)eA

Plus précisément, ensemble {e% |H <¢ G,H € B} = {e$ |H <¢ G,B(H) € A} est
une C-base de F4(G).

Réciproquement, si F' est un sous-foncteur de CB, on définit le sous-ensemble fermé
A de [B-gr(C)] associé par :

A= {H € [B-gr(C)] | ef; € F(H)}.

2.5 Le foncteur des représentations ordinaires

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p. Soit D la sous-catégorie
pleine de GrB dont les objets sont les p’-groupes finis. On note C = CD.
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Notation 2.61: [Boul0, notation 7.1.1, page 121]
Soit G un p'-groupe fini. On dénote par R (G) le groupe de Grothendieck de la catégorie
des kG-modules de dimension finie (par rapport aux suites exactes). C’est un Z-module
de génération finie.

Si H est un autre p'-groupe fini et U est un (H,G)-bi-ensemble, on dénote par
Ri([U)]) : Rp(G) — Ri(H) ’homomorphisme de groupes défini par :

Re([UN([E)) = [kU @xc B,
pour tout kG-module E. On peut alors, par Z-linéarité, étendre cette définition a Ry (G).

Comme pour C pp;, (section 2.2.1), cette construction peut étre étendue par linéarité :
Pour tout élément u € B(H,G), cela donne un homomorphisme de groupes
Ry(u) : Rp(G) — Ri(H), et cela muni la correspondance G +— Ry (G) d’une structure
de foncteur de bi-ensembles (sur Z), noté Ry . Soit kRy = k ®gz Ry le foncteur de
bi-ensembles sur kD obtenu par extension k-linéaire du foncteur Rjy. De fait, on peut
aussi faire de la méme maniére une extension des scalaires sur un autre corps, en partic-
ulier sur C : Soit CR}, le foncteur de bi-ensembles sur C obtenu par extension C-linéaire
du foncteur Ry.

Remarques 2.62:

1. Soient G' un p’-groupe fini et H un sous-groupe de G. Si M est un kG-module,
alors c’est aussi un kH-module, noté Resg M.

2. Soient G un p’-groupe fini et H un sous-groupe de G. Si M est un kH-module,
alors on peut définir un kG-module Ind% M par Ind$ M = kG Qg M.

3. Soient G un p’-groupe fini et N un sous-groupe normal de G. Alors si M est un
k[G/N]-module, on peut définir un kG-module, que 'on note Inf$ M.

4. Soient G un p’-groupe fini et N un sous-groupe normal de G. Alors si M est un
kG-module, ’ensemble des points cofixes

MN:M/(n'm—m\meM,n€N>

est un k[G/N]-module, noté Defg/N M.

5. Soit f : G — H un isomorphisme de p’-groupes finis. Si M est un kG-module,
alors, via f, c’est aussi un kH-module, noté Iso(f)M = Isog M.

6. Pour chaque cas ci-dessus, cela correspond de fait a appliquer R (U) a M, ou U est
le bi-ensemble du méme nom, ce qui explique les noms donnés a ces
bi-ensembles. Par exemple, Res$ M = Ry, (Res%)(M). En particulier, cela implique
qu’ils safisfont des relations analogues a celle de la proposition 2.6 (remarque 2.19).

7. Les notions définies ci-dessus peuvent facilement étre généralisées a un groupe fini
quelconque. La seule contrainte est que 'ordre de NV doit étre premier a p pour la
déflation.

Définition 2.63: [Boul0, définition 7.3.1, page 130]

Soit m € N — {0}. Un caractére £ : (Z/mZ)* — k* est primitif s’il ne peut pas étre
factorisé par un sous-quotient propre (Z/nZ)* de (Z/mZ)*, c’est-a-dire que si n|m et
Kermy, , < Ker¢ alors cela implique que n = m (0U Ty, p 2 (Z/mZ)* — (Z/nZ)* est la
projection naturelle).
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2 Foncteurs de bi-ensembles

Théoréme 2.64: [Boul0, corollaire 7.3.5, page 133]
On suppose que k est un corps de caractéristique 0. Alors le foncteur kRy, est un objet
semi-simple de la catégorie Fj,qr,k- Plus précisément,

kRy = @ S)mL ke
(m,€)

ot (m,§&) parcourt ’ensemble des paires constituées d’un entier positif m et d’un car-
actére primitif £ : (Z/mZ)* — k* et ou ke est Uespace vectoriel k sur lequel le groupe
Ouwt(Z/mZ) = (Z/mZ)* agit via §.

On suppose maintenant que p # 0. On va déterminer les facteurs de composition de
CRy, sur la catégorie C.

Il existe un anneau de valuation discrete complet A de caractéristique 0 tel que
k= A/m ou m est 'unique idéal maximal de A ([Thé95], exemple 2.2 b), page 13).
Soit K le corps de fraction de A. C’est un corps de caractéristique 0. Alors, si GG est un
p’-groupe fini, on a

CR(G) = CRk(G) = CR5(G) = CRc(G).

De fait, on a méme que les foncteurs de bi-ensembles CR;. et CR¢ sont isomorphes sur
la catégorie C.

Théoréme 2.65: Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p € P. Le
foncteur CRy, est un objet semi-simple de la catégorie F¢ . Plus précisément,

CRy, = @ Szjmz.Ce
(m.§)

ot (m, &) parcourt l’ensemble des paires constituées d’un entier positif m premier a p et
d’un caractére primitif £ : (Z/mZ)* — C*.

Démonstration. 1l suffit de montrer que c’est vrai pour le foncteur CR¢. On applique le
théoreme 2.64 & CR¢ puis on se restreint a C. Soient m un entier positif, & : (Z/mZ)* — C*
un caractere primitif et H un objet de C tels que Sz /mzx (H) # 0. Alors Z/mZ est un
sous-quotient de H (proposition 2.35) et donc m est premier a p, ce qui termine la
preuve. O

2.6 Quelques résultats sur la dimension

Voici quelques résultats qui nous seront utiles par la suite :

Théoréme 2.66: [Boul0, théoreme 5.5.4, page 91]
Soit G un B-groupe fini. Si H est un groupe fini, alors dimc Sq c(H) est égale au nombre
de classes de conjugaison de sous-groupes K de H tels que B(K) = G.

Théoréme 2.67: [Boul0, corollaire 7.4.3, page 134]

Soient G un groupe fini, m un nombre entier strictement positif et & : (Z/mZ)* — C*
un caractére primitif. La dimension de SZ/mZ,(Cg(G) est égale au nombre de classes de
conjugaison de sous-groupes cycliques H de G d’ordre multiple de m, pour lesquelles
Uimage naturelle dans (Z/mZ)* = Aut(Z/mZ) de l’action de Ng(H) sur H est contenue
dans le noyau de €.
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2.7 Le produit de foncteurs

Corollaire 2.68: Soit G un groupe fini. Alors dimc Sy.c(G) est égale au nombre de
classes de conjugaison de sous-groupes cycliques de G.

Démonstration. C’est un cas particulier du théoreme 2.67 en utilisant le fait que 5(G) = 1
si et seulement si G est cyclique ([Boul0], remarque 5.6.2, page 92). O

Remarque 2.69: La proposition 4.4.6 et la remarque 4.4.7, page 71 de [Boul0] con-
tiennent un résultat sur la dimension des foncteurs simples Sg 5, olt G est groupe fini

et k le k Out(G)-module trivial. Un résultat encore plus général se trouve dans l'article
[BST].

2.7 Le produit de foncteurs

Soit k£ un corps algébriquement clos. Soit m un ensemble de nombres premiers. Soit
P une sous-catégorie replete de k GrB dont les objets sont des m-groupes finis et soit
Q une sous-catégorie replete de k GrB dont les objets sont des 7’/-groupes finis. Soit de
plus Cp o la sous-catégorie pleine de k GrB dont les objets sont les groupes de la forme
P x @ ou P est un objet de P et @ un objet de Q. C’est aussi une catégorie replete.

Soient Fp un foncteur de bi-ensembles sur la catégorie P et Fg un foncteur de
bi-ensembles sur la catégorie Q. On veut construire un foncteur de bi-ensembles F' sur
Cp,o tel que la restriction de F' a P et Q correspond a Fp et Fg respectivement.

On va commencer par définir F' sur les objets de Cp g : Soit G = P x () ou P est un
objet de P et @ un objet de Q. On pose

F(G) = Fp(P) @ Fo(Q).

Comme Fp(P) et Fgo(Q) sont des k-espaces vectoriels de dimension finie, F/(G) est aussi
un k-espace vectoriel de dimension finie.

I1 faut maintenant définir ce que vaut F'(u) si p est un élément de kB(H,G) (ou P et
P’ sont des objets de P et Q et Q" des objets de Q tels que G = Px Q et H=P' x@Q’).
Pour cela, on va avoir besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.70: Soient G et H des groupes finis. Si U est un (G,G')-bi-ensemble et
V' est un (H, H')-bi-ensemble, alors U x V est un (G x H,G' x H')-bi-ensemble avec
laction suivante :

(9,h) - (u,v) - (¢, 1) = (gzg’, hyh'),

pour tout g € G, pour tout ¢’ € G, pour tout h € H, pour tout h' € H', pour tout u € U
et pour tout v € V. La correspondance (U, V') — U XV induit une application bilinéaire
de B(G,G") x B(H,H') dans B(G x H,G' x H') et donc une application linéaire

e:B(G,G')®z B(H,H') — B(G x H,G' x H'),

qui est un homomorphisme de Z-modules injectif qui préserve les éléments identités. Si
G x G et Hx H' sont d’ordre premiers entre euz, cette application est un isomorphisme.

Démonstration. Le fait que la correspondance induise une application bilinéaire est le
lemme 8.1.2, page 135 de [Boul0]. Pour le reste, c’est une généralisation de la proposition
2.5.14 b), pages 38-39 de [Boul0]. La preuve est analogue. O
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2 Foncteurs de bi-ensembles

Remarque 2.71: La proposition précédente reste valable si 'on remplace Z par k. On
obtient alors un homomorphisme de k-espaces vectoriels

e: kB(G,G') @y kB(H,H') — kB(G x H,G' x H')

qui devient un isomorphisme si G x G’ et H x H' sont d’ordre premiers entre eux. Si de
plus G = G’ et H = H', alors cela devient un isomorphisme de k-algebres.

Soient G = PxQ et H = P'x@Q’, on P et P’ sont des objets de P, Q et Q' des objets
de Q et soit u un élément de kB(P x @, P’ x Q'). Alors on définit F(u) : F(G) — F(H)

comme étant I'application

Z )\z‘F’P(U’P,i) Rk FQ(UQ7’i) : FP(P) Qg FQ(Q) — F’P(P,) Qk FQ(Q,)’
=1

ot e t(u) = 3" Niup; ®p ug,, avec up,; € kB(P, P') et ug; € kB(Q,Q’), pour tout
1=1,....n

Proposition 2.72: Ainsi défini, F' est un foncteur de bi-ensembles.

Démonstration. Etant donnée que € préserve les éléments identités, il est facile de vérifier
que F(Idg) = Idp(g) pour tout objet G de Cp g.

Il reste & vérifier que F'(ujoug) = F(u1)oF(ug) pour tout u; € kB(P" xQ",P'x Q")
et pour tout uy € kB(P' x Q', P x Q). Par k-linéarité, il suffit de vérifier que c’est le cas
pour des bi-ensembles transitifs. Soient P, P’ et P” des objets de P, @, Q' et Q" des
objets de Q, U un (P” x Q", P’ x Q')-bi-ensemble transitif et V un (P’ x Q’, P x Q)-bi-
ensemble transitif. Alors, par la proposition 2.70, il existe un (P”, P')-bi-ensemble Up,

n (P, P)-bi-ensemble Vp, un (Q”,Q’)-bi-ensemble Ug et un (Q’, Q)-bi-ensemble Vo
tels que :
U=UpxUgetV ="VpxVo.

Alors on a :

F([U]) o F([V]) = (Fp ([Up]) @k Fo ([Ug])) o (Fp([VP]) @k Fo([Val))
= (Fp([Up]) o Fp([Vp])) @k (Fo([Ug]) o Fo([Vq]))
([Up xpr Vp]) @k Fo([Ug xqr Vo)

([U xprxq V])

Fp
F

car on a un isomorphisme de (P” x Q”, P x Q)-bi-ensembles
(Up x Ug) xpixq (Vp x Vo) = (Up xpr Vp) x (Ug x¢ Vo) -
]

Proposition 2.73: Soit 0 — Fp - Fy, SN Fp — 0 une suite exacte de foncteurs
de bi-ensembles sur la catégorie P et soit Fg un foncteur de bi-ensembles sur Q. On
peut alors définir une suite exacte de foncteur de bi-ensembles sur Cp g :

p@rldrg y=Jat
0— Fp®pFo — Fp@kFQ —> F ®r Fg — 0.
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2.7 Le produit de foncteurs

Démonstration. On va commencer par définir u @y, Idg, et vérifier que c’est une trans-
formation naturelle. Soit G = P x @, ou P est un objet de P et 2 un objet de Q. On
définit alors (u @y Idp,)(G) : (Fp @ Fo)(G) — (Fp ®) Fo)(G) par

(1 @k 1dpg ) (P x Q) = p(P) @y 1dpy (@) : Fr(P) @k Fo(Q) — Fp(P) ®; Fo(Q).

Il est alors facile de vérifier que c’est bien une transformation naturelle, en vérifiant
que c’est le cas pour les bi-ensembles transitifs et en utilisant le fait que 'on a des
applications k-linéaires. Il faut maintenant vérifier que ’on obtient bien une suite exacte.
Par la proposition 2.20, il suffit de vérifier que c’est une suite exacte quand on 1’évalue
en un groupe G de Cp g. Soit G = P x (), ou P est un objet de P et ) un objet de Q.
Il faut vérifier que la suite de k-espaces vectoriels suivante est exacte :

0 — Fp(P) ® Fo(Q) — Fp(P) @1 Fo(Q) — Fp(P) ® Fo(Q) — 0.

Mais, par la proposition 2.20, la suite suivante est exacte :

0 — Fp(P) "B Frpy " 0,

ce qui implique que la suite précédente est aussi exacte. O

2.7.1 Le produit de foncteurs simples

Soient P un objet de P, @ un objet de Q, V un C Out(P)-module simple et W un
C Out(Q)-module simple. On veut montrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.74: On considere Spy comme un foncteur simple sur P et Sgw un fonc-
teur simple sur Q. Alors le foncteur Spy @i Sqw est, sur la catégorie Cp g, isomorphe
au foncteur simple SpxQ ve,w-

Pour cela, on va commencer par prouver la proposition suivante :

Proposition 2.75: On considére Lpy comme un foncteur sur P et Low un foncteur
sur Q. Alors le foncteur Lpy @i Lo w est, sur la catégorie Cp g, isomorphe au foncteur

Lpxqve,w-

Démonstration. Soient G un objet de P et H un objet de Q. Alors on a que :

(Lpy ®k Low) (G x H) = (kB(G, P) ®pp,p) V) @k (kB(H,Q) @rpQ.0) W)
et
(LpxQve,w)(G x H) = kB(G x H,P X Q) ®rp(Pxq,px@) (V @K W)
= (kB(G, P) @ kB(H,Q)) ®kp(p,P)oukB(@.Q) (V @K W).

Ce sont clairement des k-espaces vectoriels isomorphes, via l'application (G x H)
définie par :

(p(G X H) : (Lp7v Rk LQJ/V) (G X H) — LPXQ,V@)kW(G X H)
(u1 ®p(p,p) v) @k (U2 RkB(Q,Q) W) F (w1 ® U2) @rB(PxQ,PxQ) (V Ok W).

Cela induit une transformation naturelle ¢ : Lpy @i Low — LpxQ,ve,w- ]
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2 Foncteurs de bi-ensembles

Alors, on a le diagramme suivant :

projQproy,
Lpy @k Low —> éP,V Qr So,w

l K
©
proj

Lpxgve,w — SpxQ,ve,w
On pose ¢ =projoy : Lpy @, Low — SpxQ,ve,W-

Lemme 2.76: Le noyau de proj Qi proj est contenu dans le noyau de .

Démonstration. Par la proposition 2.20, il suffit de le vérifier pour un groupe G x H ou
G est un objet de P et H est un objet de Q. De plus,

Ker(proj ®j proj) = Jpy @k Low + Lpy @k Jo,w

et la remarque 2.33 nous donne une description de Jp (G) et Jo w(H).

Soient n € N, u; € Homp (G, P) et v; € V tels que Y 1" | (a X w;) - v; = 0 pour tout
a € Homp (P, G) (c’est-a-dire que Y ;" u; ®@v; € Jpy(G)). Soit aussi u®@w € Ly w. On
doit vérifier que (G x H)(> i, u; ® v;) Q (u @ w) = 0, ce qui est équivalent & vérifier
que (G x H) (X7 ui ®v;) @ (u®@w)) € Jpxgve,w(G x H). Or

o(G x H) ((Zn:u, ®vi> ®p (u®w)> = Zn:s(ui Rk 1) @ (v; @ w).

i=1 i=1

Soit U un (P x @, G x H)-bi-ensemble transitif. Alors il existe un (P, G)-bi-ensemble
Up et un (Q, H)-bi-ensemble Ug tels que U = Up x Ug. Alors

n n

Y (U] xaxr e(ui @ w) (v @ w) =Y ((([Up] x6 ui) @ ([Ug] x i1 w))) (vi ©p w)
i=1 i=1

= Z ([Up] xa ui)(vi) @([Ug] X u)(w)
i=1

=0

=0

Par k-linéarité, cela implique que
o(G x H)((Z U ® ;) @ (ux w)) € Jpxgvew (G x H).
i=1
De maniere analogue, on peut montrer que
p(G x H)(Lpy(G) @k Jow(H)) € Jpxqve,w (G x H).
O

Etant donné que Ker(proj @ proj) C Ker, il existe une transformation naturelle
w:Spy @k Sow — SpxQ,ve,w. On va montrer que c’est un isomorphisme. Pour cela,
il suffit de le faire en un groupe G'x H de Cp o.
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Lemme 2.77: Le k-espace vectoriel Spxqve,w(G x H) est nul si et seulement si
Spv(G) ou Sgw(H) est nul.

Démonstration. Si Spy(G) ou Sgw (H) est nul, alors Spy(G) @5 Sg.w (H) = 0. Etant
donné que p(G x H) est surjective (car ¢ et proj et donc ¢ le sont) , on a alors que
SpxQve,w (G x H) =0.

Réciproquement, on suppose que SpxQve,w(G x H) = 0. Si Spy(G) = 0, on a
terminé, donc on peut supposer que Spy(G) # 0, c’est-a-dire que Jpy (G) € Lpy(G).
Donc il existe n € N, ¢; € kB(G,P), v; € V pour tout 1 < i < n et p € kB(P,Q)
tels que > " | (p X@ ¢i)(v;i) # 0. On va montrer que Sg w(H) = 0. I suffit pour cela de
montrer que les éléments u®w, o u € kB(H, Q) et w € W, sont dans Jg w (H), car cela
impliquera que Jow(H) = Lo w(H) et donc que Sgw(H) = 0. Soient u € kB(H, Q)
et w € W. Pour tout u € kB(Q, H), étant donné que ;" | e(p; ®p u) @ (v; @ w) est
dans LPXQ,V(X)kW(G X H) = JPXQ,V(X)kW(G X H) :

0= (e(p @k We(pi @ v)) (v; @5 w)
i1

= Zs((p XG i) @k (U X5 u))(v; O w)
1=1

= > ((p %6 @0)(w3)) @k (@ x 11 w)(w))
1=1

= (Z(P Xa %‘)(%‘)) k(@ x g u)(w))

i=1

N

#0

Par conséquent, on doit avoir (u x g u)(w) = 0. Comme u est arbitraire, cela implique
que u @, w € Jow(H). O

Ainsi, on peut supposer que Spxg ve,w(G x H) et Spy(G) ®k Sqw (H) sont non-
nuls car sinon, ils sont tous nuls et donc on a bien

Spy(G) Rk SQJ/V(H) = SPXQ,V(X)kW(G X H)

Mais alors, par le corollaire 4.2.4, page 58 de [Boul0], on sait que Spy(G) est un
kB(G,G)-module simple, Sgw(H) est un kB(H,H)-module simple et
SpxQve,w (G x H) est un kB(G x H,G x H)-module simple. Etant donné que k
est algébriquement clos, le produit tensoriel de deux modules simples sur des algebres
de dimension finie sur k est un module simple sur le produit tensoriel des algebres
(proposition 3.56, page 65 de [CR81] et le lemme de Schur, [CR88], Lemme 27.3, page
181), donc Spy(G) @k Sow(H) est un kB(G,G) @ kB(H, H)-module simple. Or
kB(G,G)®kB(H,H) = kB(G x H,G x H) comme k-algebre (remarque 2.71), donc on
peut considérer Spy (G)®y Sgw (H) comme un kB(G x H, G x H)-module simple. Ainsi
on a un homomorphisme de modules non-nul entre deux kB(G x H,G x H)-modules
simples, ce qui implique que c’est un isomorphisme grace au lemme de Schur ([CR88],
lemme 27.3, page 181). Ainsi, on a prouvé le théoreme voulu :
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2 Foncteurs de bi-ensembles

Théoréme 2.78: On considére Spy comme un foncteur simple sur P et Sg w un fonc-

teur simple sur Q. Alors le foncteur Spy @y, Sgw est, sur la catégorie Cp g, isomorphe
au foncteur simple SpxQ,ve,w -
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Chapitre 3

Le foncteur des modules de
permutation

Soit k un corps de caractéristique p € P U {0}.

Définition 3.1: De maniére analogue au foncteur des modules de p-permutation (sec-
tion 2.2.1), on va définir le foncteur de bi-ensembles des modules de permutation.

Soit G un groupe fini. On définit 1y (G) comme le groupe de Grothendieck de la
catégorie des kG-modules de permutation (le groupe de Grothendieck est pris par rapport
a la somme directe, c’est-a-dire par rapport aux relations [M @ N| — [M] — [N]). C’est
un Z-module de génération finie car l’ensemble des kG-modules k|G /H], ot H parcourt
les sous-groupes de G a conjugaison prés, est un ensemble générateur de I (G).

Soient G et H deuz groupes finis et soit U un (H,G)-bi-ensemble fini. Alors on pose

I ([U)([kP]) = [kU @ra kP]

pour tout kG-module de permutation kP. Le kH-module kU Qg kP est un module
de permutation car il est isomorphe a k(U x¢g P). Cela induit, par Z-linéarité, une
application Z-linéaire i ([U]) : lx(G) — x(H). Comme pour ppy, on peut alors
définir T (u) pour tout w € B(H,G) et Iy est alors un foncteur de bi-ensembles sur
7. GrB.

Comme dans la définition 2.27, on peut alors définir un foncteur de bi-ensembles
CII; sur C GrB.

Remarque 3.2: Le foncteur CII; est un sous-foncteur du foncteur de bi-ensembles
Cppy.-

On va maintenant construire un morphisme entre CB et CII,. On pourra alors
trouver les facteurs de composition de CII a partir de ceux de CB, qui sont déja connus
(théoreme 2.58 et remarque 2.59).

Proposition 3.3: I existe un morphisme de foncteurs de bi-ensembles (c’est-a-dire une
transformation naturelle C-linéaire) 0 entre CB et CIIy, tel que :

0c([G/L]) = [K(G/L)]

pour tout groupe fini G et pour tout sous-groupe L de G, ou on dénote par O appli-
cation 0(GQ) : CB(G) — CII,(G) et [G/L], [k(G/L)] sont les classes d’isomorphisme du
G-ensemble G/L et du kG-module k(G/L) respectivement.
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3 Le foncteur des modules de permutation

Démonstration. On étend par C-linéarité la définition de 0 & CB(G) et il est alors facile
de vérifier que 0 est bien défini et que c’est une transformation naturelle C-linéaire. [

Remarque 3.4: On sait que (Coker )(G) = Coker 6, pour tout groupe fini G' (propo-
sition 2.20), et par conséquent, I'image de la transformation naturelle 0 est CIIj.

Définition 3.5: Un groupe fini H est dit p-hypo-élémentaire (ou cyclique modulo p)
si le quotient H/Op(H) est cyclique (O,(H) est le plus grand p-sous-groupe normal de
H); en d’autre terme, H a un p-sous-groupe normal dont le quotient associé est un
p’-groupe cyclique.

Si p =0, un groupe 0-hypo-élémentaire est un groupe cyclique. On dénote par H
I’ensemble de tous les groupes finis p-hypo-élémentaires.

Maintenant, il faut déterminer le noyau de la transformation naturelle . Pour cela,
on va utiliser le fait que (Ker0)(G) = Ker#fg, pour tout groupe fini G (proposition
2.20) et que ensemble {e% | H <¢ G} est une C-base de CB(G), pour tout groupe fini
G. Pour cela, on a besoin du lemme suivant, di & Conlon. On dénote par k la cloture
algébrique de k.

Lemme 3.6: Soient G un groupe fini et & l’ensemble des classes de conjugaison de
paires (H,g), ou H est un sous-groupe p-hypo-élémentaire de G et g un générateur de
H/O,(H). Alors on a un isomorphisme

De plus, on a le diagramme commutatif suivant :

CB(G) Dr<.cC

lec l)\
Cppg(G) —— D11,9)ee C

On écrit aussi eg pour les idempotents primitifs dans € H<GG(C qui sont les im-

o7

ages des idempotents primitifs eg € CB(G). On note ep 4 pour les idempotents primi-
tifs dans EB(H79)€E(C. L’application A envoie eg sur Z(Hg)eE €m,g st H est un groupe
p-hypo-€élémentaire, et sur zéro sinon.

Remarque 3.7: L’application g est définie entre CB(G) et Cllz, mais comme CIIy
est un sous-foncteur de C ppy, on peut I'étendre a C pp; en composant avec l'inclusion.

Démonstration. Une preuve de ce résultat en caractéristique p # 0 peut étre trouvée
dans [Ben04], page 188. Le cas p = 0 est trivial. O

Proposition 3.8: Soit G un groupe fini. L’ensemble
Bier = {€fi | H <c G, H ¢ M}
est une C-base de Ker 0. De plus, I’ensemble
Bim = {0(e$)) | H <¢ G,H € H}

est une C-base de Im 0¢.
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Démonstration. On considere la composition suivante d’applications :
CB(G) — CI(G) -1 CIIL(G) - Cppe(G),

ol f est extension scalaire de k vers k et 1 I'inclusion. Clairement, I’application 2 est
injective. Soient M et N deux kG-modules de permutation tels que f([M]) = f([V]),
c’est-a-dire tels que k @, M = k ®, N. Comme M et N sont de génération finie, cela
implique que L® M = L& N, pour une certaine extension de corps L de k de dimension
finie. Mais, par l'exercice 2, page 138 de [CR81], cela implique que M = N. Donc f est
aussi une application injective.

Alors Papplication ¢ = 10 f o fg est exactement 'application 65 du lemme 3.6, et
donc Bier est un sous-ensemble de Kerg et I'ensemble {g(e%) ‘ H <qg G,H € H} est
linéairement indépendant. Comme 2 o f est injectif, cela implique que Bxer est un sous-
ensemble de Ker g et que I'ensemble Bry, est linéairement indépendant. On sait déja
que Bger est un ensemble linéairement indépendant. Si n est le nombre de classes de
conjugaison de sous-groupes de G, on a :

n = dimg CB(G) = dimc Ker g + dime Im 0 > |Bker| + |Bm| =n
et ainsi, on doit avoir égalité, ce qui prouve le résultat. O

On a maintenant une base de Ker 6 et Im 0, pour tout groupe fini G, et on va les
utiliser pour étudier I'image des facteurs de composition de CB.

Soit G un B-groupe fini. Si G n’est pas un groupe p-hypo-élémentaire, alors
eg € Kerfg, et donc eg C Ker . Ainsi, on peut supposer que G est un groupe p-hypo-
élémentaire. Maintenant, le foncteur 6(eq)/6(jc) est un quotient du foncteur simple
ec/jc = Sac. Par conséquent, il est soit nul, soit isomorphe & Sg c. Il est nul si et seule-
ment si f(eg) = 0(jc), c’est-a-dire si et seulement si eq C ji + Ker 0. Mais €& € eq(G)
et €5 ¢ jo(G) + Ker g, car G € H. Et donc f(eq) # 0(jc) et 0(ec)/0(ic) = Sa.c.

Ainsi on a trouvé I'image de tous les facteurs de composition de CB dans CIIj et
comme tout facteur de composition de CII; a une pré-image dans CB, cela nous donne
une liste complete de tous les facteurs de composition de CIlg. On a ainsi prouvé le
théoreme suivant :

Théoréme 3.9: Les facteurs de composition du foncteur Cllg sur la catégorie C GrB
sont les foncteurs simples Spc, ou H est un B-groupe fini p-hypo-élémentaire et ou C
est le COut(H)-module trivial.

Remarque 3.10:

1. Avec la méme méthode, on peut trouver une suite infinie de sous-foncteurs de CII;,
telle que tout quotient successif est simple. Mais pour faire cela, on doit faire un
choix. De plus, cette suite est finie si on ’évalue en un groupe fini.

2. Avec la méme méthode, on peut trouver une description de tous les sous-foncteurs
de CII;. On utilise pour cela la description des sous-foncteurs de CB et on ob-
tient une bijection entre les sous-foncteurs de ClIj et les sous-ensembles fermés de
[B-gr(C)] NH.

3. Si p = 0, 'unique B-groupe qui est cyclique est 1 et donc on a obtenu que
CIly, = S1c, ce qui est la proposition 4.4.8 de [Boul0].
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3 Le foncteur des modules de permutation

De plus, la preuve du théoreme précédent implique le théoréeme suivant :

Théoréme 3.11: Soit G un groupe fini. Alors 5(G) est un groupe p-hypo-élémentaire
si et seulement si G lui-méme est un groupe p-hypo-élémentaire.

Démonstration. Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors, par la propo-
sition 3.8, on sait que eg est un élément de Ker 0 si et seulement si H ¢ H.

D’un autre coté, en utilisant la bijection entre les sous-foncteurs de CB(G) et les sous-
ensembles fermés de [B-gr(C)|, on trouve que le noyau Ker s correspond a I’ensemble
N = [B-gr(C)]N{G | G & H}. Mais cela implique que €% est dans Ker 6 si et seulement
si il existe L € N tel que H > L, ce qui est équivalent a S(H) > L. Par conséquent,
% € Kerfg si et seulement si B(H) € N (car N est fermé), c’est-a-dire si et seulement
si B(H) & H.

Si on met ensemble ces deux résultats, on obtient que H ¢ H si et seulement si
B(H) & H, ce qui prouve que H € H si et seulement si B(H) € H. O

Dans le chapitre 5 (en particulier la section 5.2.1), on va étudier plus précisément les
B-groupes finis p-hypo-élémentaires et donner une classification de ces groupes.
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Chapitre 4

Le foncteur des modules de
p-permutation

Dans ce chapitre, je ne vais considérer que des catégories C = RD ou D est une
sous-catégorie replete de GrB.

De plus, a partir de maintenant, je prends pour 'anneau R le corps des nombres
complexes C. De fait, il suffit d’un corps de caractéristique zéro qui contient toutes
les racines de 'unité sauf pour quelques résultats ou il faut de plus que ce corps soit
algébriquement clos.

Rappel 4.1: Soit k£ un corps algébriquement clos. Dans la section 2.2.1, on a défini le
foncteur de bi-ensembles C ppy, :

Pour tout groupe fini G, Cpp,(G) est le C-espace vectoriel ayant comme base les
kG-modules de p-permutation indécomposables.

Pour tout (H, G)-bi-ensemble fini U, on a

Cppi([UN([M]) = [kU @1 M],

pour tout kG-module de p-permutation M.

4.1 Facteurs de composition de C pp, a partir de cas connus

Soit k£ un corps algébriquement clos de caractéristique p € PU{0}. Par la proposition
2.43, les facteurs de composition de Cpp; sur une sous-catégorie C-linéaire pleine de
C GrB sont aussi des facteurs de composition de Cpp;, sur C GrB. Or, en se restreignant
a la catégorie des p-groupes finis ou des p’-groupes finis, le foncteur C pp,, correspond &
des foncteurs déja étudiés et dont on connait les facteurs de composition.

4.1.1 Facteurs de composition en caractéristique zéro

Soit C la sous-catégorie pleine de C GrB dont les objets sont les groupes finis d’ordre
premier a p (si p = 0, alors tous les groupes finis sont d’ordre premier & p). Soient G un
groupe fini d’ordre premier a p et M un kG-module indécomposable. Par la proposition
1.9, le seul vortex de M est le groupe trivial 1. Etant donné qu’il n’y a qu'un seul
k1-module indécomposable (& isomorphisme pres), M doit étre un facteur direct de
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4 Le foncteur des modules de p-permutation

Ind?k = kG. En particulier, cela implique que M est un module de p-permutation
(ou de source triviale). Comme M est arbitraire, cela implique que tout kG-module est
un module de p-permutation. Par conséquent, Cpp,(G) = CRi(G) pour tout groupe
fini d’ordre premier & p. On peut remarquer que Cpp(u) et CR(u) sont les mémes
applications C-linéaires, pour tout u € CB(H, G) et pour tous groupes finis H et G de
C. Par conséquent, sur la catégorie C, les foncteurs Cpp,, et CRy, sont égaux.

Théoreme 4.2: Soit C la sous-catégorie pleine de C GrB dont les objets sont les groupes
finis d’ordres premiers a p. Les foncteurs simples Sc,, c., ot m parcourt les entiers
premiers a p et & les caractéres primitifs § : (Z/mZ)* — C*, sont exactement tous les
facteurs de composition de Cpp;, sur C. De plus, ils sont de multiplicité 1.

Démonstration. Par la proposition 2.43, les facteurs de composition de C pp;, = CRy, sur
C sont aussi des facteurs de composition de C pp,, sur C GrB. Les facteurs de composition
de CRy, sur C sont donnés par le théoreéme 2.65. O

Corollaire 4.3: Les foncteurs simples SCm7C§7 ot m parcourt les entiers premiers a p et
¢ les caracteres primitifs & : (Z/mZ)* — C*, sont des facteurs de composition de C ppy,
sur C GrB.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme précédent et de la proposition 2.43.

O

4.1.2 Facteurs de composition en caractéristique p sur les p-groupes

On suppose que car(k) # 0. Soit C la sous-catégorie pleine de C GrB dont les objets
sont les p-groupes finis. Soit P un p-groupe fini. On va montrer que les seuls kP-modules
de p-permutation sont les modules de permutation. Pour cela, il suffit de montrer que
les facteurs directs d’un module de permutation sont aussi des modules de permutation.
Or, on a le lemme suivant :

Lemme 4.4: [Ben04, page 92]
Le kP-module de permutation transitif k[P/Q)] est indécomposable, pour tout sous-groupe
Q de P.

Ainsi les kP-modules de permutation transitifs sont indécomposables et donc tout
facteur direct indécomposable d’'un module de permutation est aussi un module de per-
mutation.

Alors, la transformation linéaire § : CB — C pp;, du chapitre 3 est surjective sur C
(CIIx = Cppy, sur C car tout module de p-permutation est un module de permutation).
La description du noyau de 6 donnée par la proposition 3.8 permet de conclure que
c’est méme un isomorphisme (car tous les objets de C sont des p-groupes finis donc des
groupes p-hypo-élémentaires).

Théoreme 4.5: Soit C la sous-catégorie pleine de CGrB dont les objets sont les
p-groupes finis. Les foncteurs simples Syc et Sc,xc,c sont exactement tous les fac-
teurs de composition de Cpp;, sur C. Ils sont de multiplicité 1.
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4.2 Facteurs de composition associés a un groupe abélien

Démonstration. Par la proposition 2.43, les facteurs de composition de CB sur C sont
aussi des facteurs de composition de C pp;, sur C GrB. Or les facteurs de composition de
CB sur C sont les foncteurs simples Sg,c, ou G est un objet de C qui est un B-groupe et
C le COut(G)-module trivial (remarque 2.59). Or les seuls p-groupes finis qui sont des
B-groupes sont 1 et Cp, x C), (5.6.9 “le cas des p-groupes”, page 94, [Boul0]). Ainsi CB
n’a que deux facteurs de composition sur C : Sy ¢ et Sc,xc,,c- ]

Corollaire 4.6: Les foncteurs simples Sy c et Sc,xc,,c sont des facteurs de composition
de Cpp;, sur CGrB.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme précédent et de la proposition 2.43.
O

4.1.3 Facteurs de composition du foncteur des modules de permutation

Etant donné que CIIj est un sous-foncteur du foncteur Cppy, les facteurs de com-
position de CII; sont aussi des facteurs de composition de C pp;, (mais leur multiplicité
comme facteur de composition dans C pp;, peut étre plus grande que dans CIIj). Ainsi :

Théoréeme 4.7: Les foncteurs simples Sgc, ou G est un B-groupe fini
p-hypo-élémentaire et C le COut(G)-module trivial, sont des facteurs de composition
de Cppy.-

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 3.9. O

4.1.4 Résumé de la situation

Ainsi, on sait déja que les foncteurs simples suivants sont des facteurs de composition
de Cppy, (sur CGrB) :

e Les foncteurs simples Sy ¢ et Sc,xc,.c (sip # 0);

e Les foncteurs simples SC»,,“(Cga ol m parcourt les entiers premiers a p et £ les car-
acteres primitifs & : (Z/mZ)* — C*.

e Les foncteurs simples Sg ¢, ou G parcourt les B-groupes finis p-hypo-élémentaires.

Si G est un p-groupe fini ou un p’-groupe fini et Sgy un facteur de composition
de Cppy, alors Sg,v est un des foncteurs simples de la liste ci-dessus. Par conséquent,
si Cpp;, a d’autres facteurs de composition Sg y, alors G n’est ni un p-groupe ni un
p’-groupe et c’est donc ces groupes qu’il faut étudier.

4.2 Facteurs de composition associés a un groupe abélien

Soit k£ un corps algébriquement clos de caractéristique p € P.

On peut montrer en utilisant la méthode de la section 4.3 qu’il existe (¢ — 1)
C Out(Cy x €, x Cy)-modules simples V' (pas forcément distincts) tels que Sc,xc,xc,,v
est un facteur de composition de C pp,, en caractéristique p (voir chapitre A pour la table
des dimensions). Par contre, avec cette méthode, je ne peux pas directement déterminer
ce que vaut V. Je ne vais pas donner les détails car on va prouver le théoreme suivant

qui traite le cas des groupes abéliens en général et permet de déterminer les valeurs de
V.
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4 Le foncteur des modules de p-permutation

Théoréme 4.8: Si G est un groupe abélien fini et V est un COut(G)-module simple,
alors Sq,v est un facteur de composition de Cpp,, sur CGrB si et seulement si il existe
un entier m premier a p et un caractére primitif & : (Z/mZ)* — C* tels que G = Cy,
ou G = Cp x Cp, x Cp, et 'V est le module C¢ (ot Out(C), x Cp) agit trivialement dans
le second cas). De plus, la multiplicité de Sgy comme facteur de composition est égale
al.

Soit P la sous-catégorie pleine de k GrB dont les objets sont les p-groupes abéliens
finis et soit Q la sous-catégorie pleine de k GrB dont les objets sont les p’-groupes finis.
Soit de plus Cpx,r la sous-catégorie pleine de k GrB dont les objets sont les groupes de
la forme P x @ ou P est un p-groupe abélien et Q un p’-groupe.

Théoreme 4.9: Le foncteur de bi-ensembles Cpp,, sur la catégorie Cpy,y est isomorphe
au foncteur CB ®c CRy, ou CB est considéré comme un foncteur sur P et CRy comme
un foncteur sur Q.

Démonstration. Soient P un p-groupe abélien fini et @ un p’-groupe fini. On définit
p(P x Q) par :

u(P x Q) : CB(P) ® CRy(Q) — Cppy(P x Q),
[(X]®c [V]— kX @ V]

pour tout P-ensemble X et pour tout k@Q-module V. L’action de P x @ sur kX ®; V
est telle que P agit sur kX et @ agit sur V. Le k(P x @) -module kX ®; V est bien
un module de p-permutation car V est un k@Q-module de p-permutation. On prolonge
la définition de pu(P x Q) a CB(P) ® CRy(Q) par C-linéarité. C’est une application
C-linéaire bijective : on peut définir son inverse par :

P x Q) : Cppy(P x Q) — CB(P) ® CR(Q),
[M] — [P/D]® V

pour tout k(P x @)-module de p-permutation M indécomposable, ot D est un vortex

de M et V est un kQ-module tel que M = Infi/XDQX 0 Indg/ bx@y, (un tel D et un tel V
existent grace au théoréeme 1.19 et a la proposition 1.23).

Il reste a vérifier qu’alors p est une transformation naturelle entre CB ®¢c CRy, et
Cppy,. Grace a la C-linéarité de u, il suffit de le vérifier pour les éléments d'une base de
CB(P x Q,P' x @), ou P et P’ sont des p-groupes abéliens finis et Q et Q" sont des
p'-groupes finis. Soit donc U un (P x @, P’ x Q')-bi-ensemble transitif. On doit vérifier

que le diagramme suivant commute :
PxQ
CB(P) &c CRUQS 2 Copy(P x Q)
(CB@CRk)([U})l lepk([U})
/ / / /
CB(P") @c CRi(Q) 5 Copp(P % Q)
Il existe un (P, P')-bi-ensemble (transitif) Up et un (@, Q') bi-ensemble (transitif) Ug

tels que U = Up x Ug (proposition 2.70). Il suffit de vérifier que le diagramme commute
pour des éléments de base de CB(P) ®@c CRy(Q). Soient donc X un P-ensemble et V'
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4.2 Facteurs de composition associés a un groupe abélien

un kQ-module. Alors :

Cppy([U]) o (P x Q)([X] ®c [V]) = Cppi([U]) (kX @ V])
= [kU @i(pxq) (kX @3 V)]
= [(kUp @ kUg) ®r(pxq) (kX @1 V)]

et

(P x Q") o (CB ®c CRy)([UN([X] &c [V]) =
= pu(P' x Q') o (CB([Up]) ® CR([Ug]))([X] ®c [V])
= u(P' x Q") ([Up xp X] ®c [kUg @i V)
= [k(Up xp X) @ (kUg ®kq V)]
= [(kUp @rp kX) @ (kUg ®rq V)]

Etant donné la définition de D'action de P x Q sur kUp @, kUg et [kX @, V], il est facile
de vérifier que 'on a un isomorphisme de k(P’ x @')-modules

(kUp @k kUg) ®k(pxq) (kX @1 V) = (kUp @pp kX) @ (kUg ®kq V).

Or sur Q, CRy, se décompose en une somme directe de foncteurs simples :

CRy = @ Sz/mz.Ce>
(m,€)
ou (m,&) parcourt l'ensemble des paires constituées d'un entier positif m premier &
p et d'un caractere primitif & : (Z/mZ)* — C*. Par conséquent, sur Cpx,, on a la
décomposition suivante :

(Cppk; = @ (CB ®(C SC’,,,“(C&,
(m,§)

ou (m,&) parcourt l'ensemble des paires constituées d'un entier positif m premier &
p et d'un caractere primitif £ : (Z/mZ)* — C*. Ainsi, pour trouver les facteurs de
composition de Cppy sur Cpx,, il suffit de trouver les facteurs de composition de
CB ®c SZ/mZ,(CE sur Cpy,, pour tout entier positif m premier a p et pour tout car-
actére primitif £ : (Z/mZ)* — C*. Soient donc m un entier positif premier & p et
¢ :(Z/mZ)* — C* un caractere primitif. Par 5.6.9 “Le cas des p-groupes”, page 94 de
[Boul0], on a la suite exacte suivante, sur P :

0— SCpxCp,(C — CB — 517((3 — 0.

Mais alors, en appliquant la proposition 2.73, on a la suite exacte suivante (sur Cpyx,) :

0 — Sc,xc,.c ®c Se,,.ce — CB ®c Se,,,cc — S1,c ®c Sc,,c. — 0.
On peut alors appliquer le théoreme 2.78 et I'on obtient la suite exacte suivante :

0 — Sc,xCpxCm,ce — CB ®c Sc,,.cc — Scp.ce — 0
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4 Le foncteur des modules de p-permutation

sur Cpxp, ot le C Out(C) x Cp, x Cp,)-module Cg¢ est défini de la fagon suivante : I'action
de Out(C, x C) est triviale et Out(C,,) agit via £ (comme Out(C, x Cp x Cp,) =
Out(C), x Cp) x Out(Cyy,), on peut décrire les actions séparément).

Ainsi les facteurs de composition de CB ®¢ SZ/mZ,(CE sur Cpxpr SOnt S, xCpxCyn Ce
et Scm,(C£' Par conséquent, on a prouvé le théoréme suivant :

Théoréme 4.10: Les facteurs de composition de Cpp, sur Cpx, sont les foncteurs
simples SC,xCyxCm,Ce €6 SCp Ces OU (m, &) parcourt l’ensemble des paires constituées
d’un entier positif m premier a p et d’un caractére primitif & : (Z/mZ)* — C*. Leur
multiplicité comme facteur de composition est égale a 1.

Par la description des facteurs de composition de la section 2.3, cela implique le
théoreme suivant :

Théoreme 4.11: Si G est un objet de Cpypy (c¢’est-a-dire le produit direct d’un p-groupe
abélien fini avec un p'-groupe fini) et V est un COut(G)-module simple, alors Sg v est
un facteur de composition de Cpp, sur CGrB si et seulement si il existe un entier
m premier a p et un caractére primitif § : (Z/mZ)* — C* tels que G = Cp, ou
G = Cp, xCpxCy etV est le module C¢. De plus, la multiplicité de Sgy comme
facteur de composition est égale a 1.

Comme corollaire, on obtient le théoreme 4.8 :

Corollaire 4.12: Si G est un groupe abélien fini et V est un C Out(G)-module simple,
alors Sq,v est un facteur de composition de Cpp,, sur CGrB si et seulement si il existe
un entier m premier a p et un caractére primitif & : (Z/mZ)* — C* tels que G = Cy,
ou G = C, x Cp x Cp, etV est le module C¢. De plus, la multiplicité de Sgy comme
facteur de composition est égale a 1.

4.3 Facteurs de composition associés a des groupes G d’or-
dre petit

Dans cette section, je vais expliquer la méthode que j’ai utilisée pour trouver de
nouveaux facteurs de composition pour C pp,, en traitant le cas des groupes finis d’ordre
petit.

Soient k est un corps algébriquement clos de caractéristique p € P U {0} et G un
groupe fini (d’ordre petit). On veut déterminer si Sgy (ou V est un C Out(G)-module
simple) est un facteur de composition de C pp;, (sur la catégorie C GrB). Pour cela, on va
procéder par récurrence. On suppose que l'on sait combien de fois Sy apparait comme
facteur de composition de Cppy, pour tout sous-quotient propre H de G. De plus, on
va se restreindre a la catégorie C,, ou n = |G|. Alors, en utilisant la proposition 2.43,
cela permettra de conclure pour la catégorie C GrB.

Sur la catégorie C,, pour tout foncteur de bi-ensembles, il existe une suite finie de
sous-foncteurs dont les quotients successifs sont simples (proposition 2.45). En partic-
ulier, cela implique que la somme des dimensions des facteurs de composition évalués en
G vaut la dimension de Cpp,(G) :

dimc Cppy(G) = Z mp,y dime Sgv(G),
(H,V)eCF(G)
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4.3 Facteurs de composition associés a des groupes G d’ordre petit

ou CF(G) est I'ensemble des paires (H,V') ou H est un sous-quotient de G et V' un
C Out(H )-module simple, tels que Sgy soit un facteur de composition de Cpp,, et
ou mpy,y est la multiplicité de Sg,;y comme facteur de composition. On peut calculer
dimc Cppy(G) grace au corollaire 1.22 et on sait quels foncteurs simples Sgy sont

des

facteurs de composition de Cpp;, si H est un sous-quotient propre de G (grace a

I'hypothese de récurrence). Ainsi, si I'on arrive a calculer dimc Sg v (G) (par exemple,
en utilisant les résultats de la section 2.6), on peut savoir si Sgy est un facteur de
composition de Cpp,, ou non (pour des C Out(G)-modules V' qui restent a déterminer).

)

ii)

iii)

Voici en détail la méthode que j’ai appliquée :

Pour pouvoir faire les calculs de la suite, on a besoin des sous-groupes de G. C’est
pourquoi on commence par trouver le treillis des sous-groupes de G. On détermine
aussi les classes de conjugaison de G et I'ordre de chaque élément. Etant donné que
cela sera dans certains cas utile, on va aussi déterminer 5(G) en calculant mg, N
pour tout sous-groupe normal N de G.

On calcule dimc Cpp,(G) = > 5 ¢p(Nag(D)/D), ot D parcourt les p-sous-groupes
de G, a conjugaison pres (corollaire 1.22).

En utilisant la section 2.6, on peut calculer dimc Sg,y(G) (malheureusement pas
toujours facilement) pour les paires (H,V) ou H est un sous-quotient propre de G
et V un COut(H)-module simple tels que Sy, est un facteur de composition de

Cppg-

L’annexe A contient un certain nombre de résultats utiles pour ces calculs : pour
un certain nombre de petits groupes G, on trouve entre autres les foncteurs simples
Sa,v qui sont des facteurs de composition de Cppy, ce qui permet de trouver les
éléments de CF(G) (c’est-a-dire ’ensemble des paires (H,V') ou H est un sous-
quotient propre de G et V un COut(H)-module simple, tels que Sy soit un
facteur de composition de Cppy). On trouve aussi les valeurs de (G), ce qui est
utile si ’on doit utiliser le théoreme 2.66 de la section 2.6. L’annexe B est utile si I’'on
doit utiliser le théoreme 2.67 de la section 2.6 car il contient la liste des caracteres
primitifs ainsi que la description de leur noyau pour de petits groupes cycliques.

Remarque 4.13: Soient m un entier positif et £ : (Z/mZ)* — C* un caractere
primitif. Alors (Z/mZ)* se décompose en un produit direct de groupes cycliques
Ay X ... x A, (par ordre décroissant). Soit a; un générateur de A;, pour tout
i =1,...m. Alors £ est entierement décrit par 'image des générateurs a;,i = 1,...m.
Or £(a;) est une racine |A4;[™¢ de I'unité. Par la suite, on décrira & par ces racines
de l'unité gf;m X ... X £fA”m‘ plutdt que par €.

La dimension dimc Sg,v(G) ne dépend pas de la caractéristique de k. Par contre,
un foncteur simple Sy peut n’apparaitre que dans certaines caractéristiques.

A partir de ces calculs, on peut faire un tableau avec les différentes caractéristiques
comme colonnes (0 correspondant & toutes les caractéristiques premiere a |G|) et
les dimensions des Sg v (G) puis de Cpp,(G) :

45



4 Le foncteur des modules de p-permutation

iv)

car(k) ‘ 0 q ... ‘
dim¢ Sl7c(G)
dim(cS[_Lv(G) -
Somme des dimensions
dime Cppy(G)

La case noire correspond au fait que Sy n’est pas un facteur de composition de
Cppy, en caractéristique ¢ (par exemple).

Gréace au tableau des dimensions du point précédent, on peut comparer la somme des
dimensions des Sy v (G) avec la dimension de Cpp,(G) (pour une caractéristique
fixée). Sil'on obtient la méme chose, c’est que S,y n’est pas un facteur de compo-
sition de Cppy, pour tout COut(G)-module simple V. Sinon Sg y est un facteur
de composition de Cpp;, pour certain(s) C Out(G)-module(s) simple(s) V. La car-
actéristique 0 permet de vérifier certains calculs de dimension car on connait déja
tous les facteurs de composition.

Dans le cas ou certains Sg v sont des facteurs de composition de Cppy, il reste
a déterminer quels sont les COut(G)-modules simples V' et combien de fois ils
apparaissent. Je n’ai pour cette étape pas de méthode générale. Le seul cas ou 'on
peut conclure facilement est si Out(G) = 1. Dans ce cas, il n’y a qu'une possibilité
pour V et le nombre de fois que Sg 1y apparait comme facteur de composition est
exactement la différence entre les deux résultats du point précédent.

Dans ’annexe A, j’al mis les tableaux des dimensions obtenus pour un certain nombre
)]

de petits groupes que j’ai traités ainsi.

Pour illustrer cette méthode, je vais faire les calculs pour le groupe Ss, ce qui per-

mettra de prouver le théoreme suivant.

Théoréme 4.14: Si k est un corps de caractéristique 3, le foncteur simple Sg, c, ou C

est

le C Out(S3)-module trivial (COut(Ss) = 1), est un facteur de composition de C ppy,

sur CGrB de multiplicité 1.

est

Si k est un corps de caractéristique différente de 3, le foncteur simple Ss, c, ou C
le C Out(Ss)-module trivial, n’est pas un facteur de composition de Cpp,, sur C GrB.

Je suppose que les calculs ont déja été fait pour les groupes 1, Cy et C5 (voir

chapitre A).

i)

Voici le treillis des sous-groupes de S5 :

S3
AN
Cs3
Cy o Cy o Cy
\ /-~
1

Le groupe S3 est un B-groupe et 3(S3) = Ss.
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Classe de conjugaison | Cardinalité | Ordre
{Id} 1 1
{(12),(13),(23)} 3 2
{(123),(132)} 2 3
ii)
(R [ D [ Na(D) [ Na(D)/D [ {(Na(D)/D)
0 1 G G 3
2 1 G G 2
Co Co 1 1
3 1 G G 2
Cs G Co 2
Par conséquent, on a que
car(k) 0 2 3
dimc Cpp,(G) |3 3 4

iii) Grace a annexe A, on peut trouver les facteurs de composition de Cpp,, associé
a des sous-quotients propres de Sj3, c’est-a-dire associé a 1, Cy et C3. Les fonc-
teurs simples qui peuvent apparaitre (selon la caractéristique) sont Sy c et 5037((352.
Grace au théoreme 2.67 (et a 'annexe B), on peut déterminer les dimensions de ces
foncteurs simples :

car(k) |0 2 3]
dimc S1,c(G) 3 3 3
dimg¢ 5037((352 (G) 0 0 i
Somme des dimensions | 3 3 3
dimc Cpp,(G) 3 3 4

iv) On peut remarquer qu’en caractéristique 3, la somme vaut 3 mais
dimc Cpp,(G) = 4. Par conséquent, en caractéristique 3, il nous manque un fonc-
teur simple de la forme Sg, v, ou V est un COut(S3)-module simple (de dimen-
sion 1).

v) De fait, Out(S3) = 1 donc le facteur de composition qui manque ne peut étre
que Sg, ¢, ou C est le Cl-module trivial. Par conséquent, le tableau complet des
dimensions est :

car (k) [0 2 3]
dim¢ SI,C(G) 3 3 3
dimc SCs,(CgQ (G)|0 O
dim¢ 553,((3(G)

dimc Cpp,(G) [3 3 4|

4.4 Facteurs de composition associés a (), x (] en caractéristique p

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique car(k) € PU{0}. On va prouver
le théoreme suivant :
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4 Le foncteur des modules de p-permutation

Théoreme 4.15: On suppose que k est un corps algébriguement clos de caractéristique
car(k) =p € P. Soit G = C, x Cy, ot l > 1 est un nombre premier a p et Uaction de C;
sur Cp, est fideéle. Alors le foncteur simple Sc,xcy,v, otV est un COut(C), x Cp)-module
simple, est un facteur de composition de Cpp;, sur CGrB si et seulement si 'V est le
module trivial. De plus, la multiplicité de Sc,«c,c comme facteur de composition de
Cpp;, est égale a ¢(1).

Avant de s’attaquer aux facteurs de composition, on va étudier le groupe G = C), x ().
Soient o un générateur de C, et B un générateur de Cj. Soit 0 < s < p tel que pap~! =
a®. Pour tout 0 < i < p et pour tout 0 < j <

Blaip= = ',

L’action est fidele si et seulement si s est d’ordre (multiplicatif) [ dans (Z/pZ)*.
A partir de maintenant, on va supposer que l'action est fidele. Soient 0 < i < p et
0 < k <. Alors

aiﬁka—z‘ _ ai(l—sk)ﬁk‘

Pour tout 0 < k < [, 1—s* n’est pas un multiple de p. Par conséquent, lorsque i parcourt
0,1,2,...,p—1, i(1—s*) parcourt aussi 0,1,2,...,p—1 (2 un multiple de p pres). Ainsi,
la classe de conjugaison de 3 est {a’3F|0 < i < p}.

Soient 0 < k <pet 0<j <. Alors

ﬂjakﬂ_j = ok,

Pour tout 0 < j < I, s/ n’est pas un multiple de p et par conséquent s/ - k parcourt
[ éléments de I'ensemble {1,2,...,p — 1} (& un multiple de p pres) lorsque j parcourt
0,1,2,...,1 — 1. Ainsi, dans ce cas, I'ensemble {c’ { 0 < i < p} se décompose en p%l
classe de conjugaison, chacune contenant [ éléments.

On va commencer par traiter du cas ou G = C) x C; avec p et ¢ des nombres
premiers différents. On suppose que laction de C, sur C, est fidele (donc que s est
d’ordre multiplicatif ¢ dans (Z/pZ)*).

i) Le groupe G = C), x C, possede comme sous-groupes : 1, C,, p sous-groupes C,
(tous conjugués) et G. Les classes de conjugaison sont {1}, {a/3¥|0 < i < p} pour
tout 1 < k < g et {a’|0 < i < p} qui se partage en p%l classes de conjugaison,
chacune contenant ¢ éléments. Les éléments sont d’ordre 1, q et p respectivement.
De plus, mg,¢ = ma,c, = 0 et mg,1 =1, donc G est un B-groupe et 5(G) = G.

ii)

car(k) | D | Ng(D) | Ng(D)/D | {(Ng(D)/D)
0 1 G G I +g
P 1 G G q
c,| @ c, q
q 1 G G 41
C,| <, 1 1

Par conséquent, on a que

car (k) 0 D q
dimc Cpp,(G) | ZL +¢ 2 p%l +2




4.4 Facteurs de composition associés & C), x C en caractéristique p

iii)

iv)

Grace a 'annexe A, on peut déterminer les foncteurs simples qui peuvent apparaitre
(selon la caractéristique) : S1.¢, Sc,c.r (0 <7 <p—1)et 5Cq.Cer (0<t<qg-1).
*p—1 q—1

Pour calculer les dimensions de ces foncteurs simples, on va utiliser le théoreme 2.67.
Il y a 3 sous-groupes cycliques dans G (a conjugaison pres), donc dime S1,¢(G) = 3.

Il y a un sous-groupe cyclique d’ordre multiple de p (a conjugaison pres) : Cp,.
Son normalisateur est G. Or l'action de G par conjugaison sur C), est donnée par
Bap~! = a®. 1l faut déterminer quand I'image de cette action est contenue dans
le noyau de §)_;, pour 0 < r < p— 1. Or l'image et le noyau sont contenus dans
le groupe cyclique (Z/pZ)*, donc il suffit de déterminer pour quelles valeurs de r
Pordre du noyau de £/ ; est un multiple de 'ordre de I'image, qui vaut ¢. Il faut
donc déterminer l'ordre du noyau de & ;. I est égal a pged(p — 1,7). Clest un

multiple de ¢ si et seulement si g divise r (car ¢ divise p—1). Il y en a ’%1 —1 (on

exclut p — 1). Par conséquent, dimc Sc, ¢ er (G) vaut 1 pour exactement pq;l -1
p—1

valeurs de r et 0 sinon.

Il y a un sous-groupe cyclique d’ordre multiple de ¢ (& conjugaison pres) : Cy. Son
normalisateur est C, et Cy agit trivialement sur C, donc I'image est contenue dans

le noyau de &, pour tout 0 < t < ¢— 1. Donc dim¢ SCp7C€t (G) vaut 1 pour tout
qg—1

O0<t<qg—1.

Voici le tableau qui résume la situation :

car(k) | 0 P q

dimg S1,¢c(G) 3 3 3

dimg Soqvcsg,l (G) 1 1 O<t<qg—1
dim¢ Sva(Cg;ﬂ(G) 1 1 O<r<p-—1l,q|r
Somme des dimensions pq;l +q q+1 ’% + 2

dim¢ C pp,(G) pq;l +q 2q ;%1 +2

En caractéristique 0 et ¢, la somme des dimensions est bien égale a la dimension de
ppi(G). Par contre, en caractéristique p, il y a une différence de ¢(q) = ¢— 1. Donc
il y a un ou plusieurs foncteurs simples Sg, 7 qui manquent.

Il faut déterminer quels sont les C Out(G)-modules simples qui apparaissent. De
fait, ce sont des sous-quotients de Cpp,(G) donc si Out(G) agit trivialement sur
Cpp(G), il agira aussi trivialement sur V. Pour commencer, il faut déterminer
les éléments de Out(G). Pour cela, on va commencer par étudier les éléments de

Aut(G).

Soit ¢ : Cp x Cy — C) x 4 un automorphisme de G. Etant donnés que (a) est
Iensemble des p-éléments, cela implique que ¥(a) = a”, ou 0 < r < p. Soient
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4 Le foncteur des modules de p-permutation

0<u<petd<wv<qtels que (5) = a*5". Mais alors :

= Y(B)(a)e(8)~
_ auﬂvarﬂ—va—u
— auars“ ﬁvﬁ—va—u

— a'l"S

Donc 7 -s =7-s” (mod p). Comme r n’est pas un multiple de p, cela implique que
s = s¥ (mod p). Or 0 < v < ¢ et Paction est fidele, donc la seule possibilité est
v = 1. Ainsi on a que :

P :Gr— G
a— o
B — "B

Etant donné que B et a“B sont conjugués et que I'on s’intéresse qu’aux automor-
phismes extérieurs, on peut supposer que ¥(3) = (. De plus, toute application ainsi
définie est un automorphisme (extérieur) de G.

Remarque 4.16: Cela permet de déduire que Out(C), x Cy) est un groupe cyclique
d’ordre (p —1)/q.

Maintenant que 'on connait les automorphismes extérieurs, on va étudier un peu
Cppi(G). 11 nous faut une base de ce C-espace vectoriel. Par la remarque 1.18, il
suffit de déterminer des représentants des classes d’isomorphisme de kG-modules
de p-permutation indécomposables, ce que 'on peut faire grace aux résultats de la
section 1.5 et de la sous-section 1.5.1. Les seuls vortex possibles sont 1 et C),. Soit
Vi,...,V, un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme de £Cj-modules
irréductibles. Alors ’ensemble

[mdg, Vi[1<i<qbu{mfGe Vi1 <i<q)

est une C-base de Cpp,(G).

On va maintenant étudier 'action de 1 sur les éléments de cette base. L’isomor-
phisme induit par la restriction de ¢ a Cy est Idg,. Donc, par le proposition 2.6 (et
la remarque 2.19), on a

Iso(¥) o Ind§, V; = Ind¢, olso(Idc,)V; = Indg, V;,

pour tout 1 <14 <gq.
De méme, I'isomorphisme induit par ¢ sur G/C), est Idg /c,» donc on a

Iso(7)) o Infg/cp V= Infg/cp olso(Idg,c,)Vi = Infg/cp Vi,
pour tout 1 < < gq.
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4.4 Facteurs de composition associés & C), x C en caractéristique p

Ainsi, quel que soit 'automorphisme 1), son action sur Cpp;(G) est triviale.

Ainsi les foncteurs simples qui manquaient sont Sc, «c,,c qui apparait ¢g—1 fois (ou C
est le C Out(G)-module trivial). Par conséquent, le tableau complet des dimensions

est :
car(k) ‘

dimc S1,c(G)

dimg Sc,.c,  (G)
dimc SCPvCE;,l (@)
dimc Sc, «c,.c(G)

dim¢ C pp,(G) "%1—1-(] 2q ’%1—1-2‘

0
3
1 O<t<qg—-1
1

O<r<p-—1,q|r

MC,xCy,Cc =q—1

Remarque 4.17: Dans le raisonnement pour déterminer V', on n’a pas utilisé le fait que
9
q est premier, ce qui nous permettra de reprendre ce raisonnement pour le cas général.

On va maintenant traiter le cas général G = C), x C, ot [ > 1 est un nombre entier
premier a p, en caractéristique p. On va faire cela par récurrence sur [. Le cas ou [ est
un nombre premier vient étre traité.

Soit [ > 1 un nombre entier composé. On suppose que pour tout 1 < ¢t < [, si
G = C, x Cy ou C agit fidelement sur C), le foncteur simple Sgy apparait comme
facteur de composition de Cpp, si et seulement si V' est le C Out(G)-module trivial et
alors sa multiplicité est égale a ¢(t).

On ne va pas pouvoir utiliser exactement la méme méthode que pour le cas C), x Cy
car [ n’est pas un nombre premier.

i) Les sous-groupes de G = C), x C} sont C,, et Cp, x Cy, ot m parcourt les diviseurs
de [ (par contre, ces sous-groupes ne sont pas forcément uniques). Les classes de
conjugaison sont {1}, {a!B*|0 < i < p}, pour tout 1 < k < I, et {af|0 < i < p}

. 1 . . 12
qui se partage en 2= classes de conjugaison, chacune contenant [ éléments. Les

éléments sont d’ordre 1 et p respectivement.

l
" pged(k,l)

ii
| car(k) | D | Ng(D) | Ng(D)/D | £(Ng(D)/D)
o [1] @ G P 4]
P 1 G G
Cp G C l
Par conséquent, on a que
car(k) 0 D

dimc Cpp,(G) | 22 +1 21

iii) Les foncteurs simples qui peuvent apparaitre (en caractéristique p) sont S(;m(cg, ou
(m, &) € Zg (ou Zg est 'ensemble des paires (m, £), ou m parcourt les diviseurs de [
et € les caracteres primitifs £ : (Z/mZ)* — C*) et Sc,xc,,,c, de multiplicité ¢(m)
(ot m parcourt les diviseurs de [ différents de [). Ces derniers foncteurs simples
proviennent de I’hypotheése de récurrence.

Etant donné que [ est un nombre quelconque, il ne semble pas aisé de déterminer
directement dimc Sc,, ¢, (G) ot (m, §) parcourt Zg, et donc nous utilisons une autre
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4 Le foncteur des modules de p-permutation

iv)

méthode. De fait, ces foncteurs simples sont aussi des facteurs de composition en car-

actéristique 0. La seule différence, c’est qu’en caractéristique 0, il y a aussi les fonc-

teurs S¢,.c e (0 <r < p—1). Mais on peut calculer les dimensions pour ces fonc-
p—1

teurs ainsi que la somme totale des dimensions en caractéristique 0. En soustrayant
le premier au second, on obtiendra exactement -, ¢, dimc Sc,, ¢ (G).

On commence par déterminer dimc Sc,, ¢, (G), pour tout 0 < r < p— 1. Par

p—1
un raisonnement analogue au cas ot [ = g est un nombre premier, on obtient que
dime Se,,c.,  (G) vaut 1 pour exactement p%l — 1 valeurs de 7 (quand [ | ) et 0
p—1
sinon.

De plus, dim¢ C pp,(G) = ;%1 + 1 donc

—1 -1
Z dimCSCm,CE(G) = pT +1— (pT — 1) =1+1.
(mvg)EZG

Voici le tableau qui résume la situation :

car(k) | o P ‘

E(m,ﬁ)EZG dim¢ SC’m,C,g (G) I+1 I+1

dimcSCp@g;il(G) 1 O<r<p—11|r
dimc¢ Sc, c,,,c(G) 1 m|l,m # 1,1, p(m) fois
Somme des dimensions =t 20— ()

dime C pp, (G) Pl 4 2l

en utilisant le fait que

> elm)=1-1-¢().
mn;‘{,l

En caractéristique p, il y a une différence de ¢(1). Donc il y a un ou plusieurs
foncteurs simples Sg, v qui manquent.

Il faut déterminer quels sont les C Out(G)-modules simples qui apparaissent. On
peut directement reprendre les calculs de ce point pour C, x C, car on n’a pas
utilisé le fait que ¢ est premier.

Ainsi le seul foncteur simple qui manquait est Sc, «c;,c, qui apparait (1) fois (ou C
est le C Out(G)-module trivial). Par conséquent, le tableau complet des dimensions
est :

car(k) ‘ 0 D ‘

E(mf)eZG dim¢ Scm,(cg G| I+1 1+1

dimc SCP,C5;71 (G) 1 O<r<p-—1,1 | r
dimc¢ S¢, c,,,c(G) 1 | m|l,m # 1,p(m) fois
dim¢ C pp,(G) [ +1 21 |




4.5 Facteurs de composition de quelques petits groupes

4.5 Facteurs de composition de quelques petits groupes

4.5.1 Le groupe C3 x C4

Soit k£ un corps algébriquement clos de caractéristique car(k) € P U {0}. On va
s’intéresser au groupe C3 x U4 qui est le plus petit groupe de la forme C), x C; ou 'on
peut avoir une action non-triviale et non-fidele.

Soient G = C35 x Cy4, a un générateur de C3 et § un générateur de Cy. L’action de
Cy sur C3 est définie par faf~! = a~!. On veut déterminer si Sa,v est un facteur de
composition de Cpp;, (pour certains C Out(G)-module V' qui restent a déterminer).

Théoréme 4.18: Si k est un corps de caractéristique 3, alors il existe un unique
C Out(Cs x Cy)-module simple V' tel que Scywc,,v soit un facteur de composition de
Cppy, sur CGrB. De plus V' est de dimension 1 et la multiplicité de Scywc,,v comme
facteur de composition est égale a 1.

Si k est un corps de caractéristique différente de 3, alors Sc,xcy,v n'est pas un facteur
de composition de Cpp, sur CGrB, pour tout COut(Cs x Cy)-module simple V.

i) Le treillis des sous-groupes de G est :

Cg A 04
/ \\\ Al LU
e 03 A 04 O
Cs 0
Cs 0
Co 1
1 1
/
1

Donc C3 x Cy n’est pas un B-groupe et 3(C3 x Cy) = Ss.

Classe de conjugaison | Cardinalité | Ordre

{1 1 1

{6%} 1 2
{a, a1} 2 3
{B,a8,a7'5} 3 4
{87 ap7 a7t BTy 3 4
{ap? a”'5%} 2 6
if)
car(k) | D | Ng(D) | Ng(D)/D | £(Ng(D)/D)
0 1 G G 6
2 1 G G 2
Cy G S3 2
Cy Cy 1 1
3 1 G G 4
Cs G Cy 4
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4 Le foncteur des modules de p-permutation

Par conséquent, on a que

car(k) 0 2 3
dimc Cpp(G) |6 5 8

iii) Les foncteurs simples qui peuvent apparaitre (selon la caractéristique) sont S7 c,
SC&CQ, 5047(@52 et Sg,,c, dont les dimensions sont :

car (k) ‘
dim¢ SI,C(G)

dim¢ 5'037((:52 (G)

dime Se ¢, (G)

dimc Sg, ¢ (G)

Somme des dimensions

dimc C ppy(G)

0
)
0
1

co J||+— =

6 5
6 5

iv) On peut remarquer qu’'en caractéristique 3, la somme vaut 7 mais
dimc Cpp,(G) = 8. Par conséquent, en caractéristique 3, il nous manque un fonc-
teur simple de la forme Sc,.c,.v, ot V est un COut(C3 x Cy)-module simple de
dimension 1.

v) Malheureusement, Out(G) contient deux éléments (les images de lidentité et de
I'application a + «, B+ $71), donc on ne peut pas (facilement) déterminer ce que
vaut V. Par conséquent, le tableau complet des dimensions est :

car(k) |0 2 3]
dimc S1,¢(G) 5 5 5
dimc 5037((;52 (G) 0 0
dimc SC47(C52 (G) 1 1
dimc Sg,.c(G) 1
dim(c SC;;NC4,V(G) 1
dimc Cpp,(G) |6 5 8

ou V est un C Out(G)-module simple de dimension 1 qui reste & déterminer.

4.5.2 Le groupe C;5 x Cy

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique car(k) € P U {0}. On va
s'intéresser au groupe C5 x Cy ou l'action de Cy sur C5 n’est pas fidele ni triviale.

Soient G = (5 x Cy4, a un générateur de Cs et 5 un générateur de Cy. L’action de
Cy sur Cs est défini par Saf~' = a~'. On veut déterminer si Sa,v est un facteur de
composition de Cpp;, (pour certains C Out(G)-module V' qui restent & déterminer).

Théoreéme 4.19: Si k est un corps de caractéristique 5, alors il existe un unique
COut(Cs x Cy)-module simple V' tel que Scyxc,,v soit un facteur de composition de
Cppy, sur CGrB. De plus V' est de dimension 1 et la multiplicité de Scyxc,,v comme
facteur de composition est égale a 1.

Si k est un corps de caractéristique différente de 5, alors Scyxcy,v n'est pas un facteur
de composition de Cppy, sur CGrB, pour tout C Out(Cs x Cy)-module simple V.
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i) Le treillis des sous-groupes de G est :

05 A 04
N ma,N
05 X 04 0
: Cs 0
Co 1
1 1
Donc C5 x Cy n’est pas un B-groupe et 3(Cs x Cy) = D1p.
Classe de conjugaison Cardinalité | Ordre
1} 1 1
(5%} | 2
{a, a1} 2 5
{a?,a7?} 2 5
{B,aB,a%B8,a72B,a 15} 5 4
{ﬁ_l,aﬂ_l,QQB_l,a_Qﬁ_l,Oé_lﬁ_l} 5 4
{aB? a™15?%} 2 10
{a?B% a723?} 2 10

ii)

car(k) | D | Na(D) | No(D)/D | ¢{(Na(D)/D)
0 1 G G 8
2 1 G G 3
Cy G D1 3
Cy| C4 1 1
5) 1 G G 4
Cs G Cy 4
Par conséquent, on a que
car(k) 0 2 5
dimc Cpp,(G) |8 7 8

iii) Les foncteurs simples qui peuvent apparaitre (selon la caractéristique) sont Sqc,
5047((;52, Scs.er, 0 <71 <4 et Spy, ¢, dont les dimensions sont :
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car (k)

dimc S1,¢(G)

dime Se, ¢, (G)

dime Sc; ¢, (G)

dimc Sc, Ce (G)

dime¢ Se; ¢ (G)

dim¢ SDm,(C(G)
Somme des dimensions
dimc C pp,(G)

iv) On peut remarquer qu’'en caractéristique 5, la somme vaut 7 mais
dimc Cpp,(G) = 8. Par conséquent, en caractéristique 5, il nous manque un fonc-
teur simple de la forme Sc; .o, v, ot V est un COut(Cs x Cy)-module simple de
dimension 1.

v) Malheureusement, Out(G) contient deux éléments (les images de identité et de
I'application a + «, B+ $71), donc on ne peut pas (facilement) déterminer ce que
vaut V. Par conséquent, le tableau complet des dimensions est :

dim¢ SD107((3(G)
dim¢ SC5><C4,V(G)
dimc Cpp,(G) |8 7 8]

ou V est un COut(G)-module simple de dimension 1 qui reste & déterminer.

4.5.3 Le groupe C, x Cy

Soit p un nombre premier impair. Soit alors G = C}, x Cy4 le groupe dont I’action de

Cy = () sur C}, = () est définie par :
Baf !t =a7t.

Par des calculs analogues aux deux cas précédents, on obtient le tableau des dimensions
suivants :
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car(k) | o p |

dime S1.,¢(G) 5 5 5

dimgc 5047((352 (G) 1 1

dimgc SCP,C£;71 (G) 2 2 O<r<p-—1,2 | r
dim(c SD2p7(C(G) 1

Somme des dimensions | p+3 p+2 7

dime C pp,(G) p+3 p+2 8

Par conséquent, on a que

Théoreme 4.20: Si k est un corps de caractéristique p alors il existe un unique
C Out(Cy x Cy)-module simple V' tel que Sc,xc,,v soit un facteur de composition de
Cppy, sur CGrB. De plus V' est de dimension 1 et la multiplicité de Sc,«c,,v comme
facteur de composition est égale a 1.

Si k est un corps de caractéristique différente de p, alors Sc,«c,,v n'est pas un facteur
de composition de Cppy, sur CGrB, pour tout COut(Cy x Cy)-module simple V.

Remarque 4.21: Dans la section 4.4 (pages 49-50), on peut montrer que Out(G) agit
trivialement sur C ppj(G). Malheureusement cet argument ne peut pas s’appliquer de
la méme maniere ici. Par conséquent, il reste a déterminer quel est le C Out(C), x Cy)-
module simple V' qui apparait dans le théoreme précédent.

4.5.4 Le groupe alterné Ay = (Cy x Cy) x C3

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique car(k) € P U {0}. On va
s’intéresser au groupe alterné Ay.

Soit G = A4. On veut déterminer si Sgy est un facteur de composition de Cpp,,
(pour certains C Out(G)-module V' qui restent a déterminer).

Théoréme 4.22: Si k est un corps de caractéristique 2, alors il existe deuz C Out(Ay)-
module simple Vi et Vo (Vi et Vo pouvant étre isomorphes) tels que Sa, v, et Sa, v,
soient des facteurs de composition de Cpp;, sur CGrB. Leur multiplicité comme facteur
de composition de Cpp,, est égale a 1 si Vi 22 Vy et 2 sinon.

Si k est un corps de caractéristique différente de 2, alors Sa, v n’est pas un facteur
de composition de Cpp,, sur CGrB, pour tout COut(Ay)-module simple V.

i) Le treillis des sous-groupes de G est :
Ay
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Donc Ay est un B-groupe et f(Ay) = Ay.

Classe de conjugaison Cardinalité | Ordre

{1} 1 1
[(12)(34),(13)249), (1923)} | 3
{(123),(142),(134),(243)} 4
{(132),(124),(143),(234)} 4

W W N

ii)

car(k) [ D | Ne(D) | No(D)/D | {(Na(D)/ D)
0 1 G G 4
2 1 G G 3
Cy Vy Cy 1
Va4 G Cs 3
3 1 G G 2
Cs Cs 1 1
Par conséquent, on a que
car(k) 0 2 3
dimc Cpp,(G) |4 7 3

iii) Les foncteurs simples qui peuvent apparaitre (selon la caractéristique) sont Sic,
503,652 et Sc,xc,,c, dont les dimensions sont :

car(k) [0 2 3
dimc S1,¢(G) 3 3 3
dimc S037C52 (G) 1 1
dim¢ SngCg,(C(G) 1
Somme des dimensions | 4 5 3
dimc Cpp,(G) 4 7 3

iv) On peut remarquer qu’en caractéristique 2, la somme vaut 5 mais
dimc Cpp,(G) = 7. Par conséquent, en caractéristique 2, il nous manque un ou
deux foncteurs simples de la forme S, y/, ot V' est un C Out(A4)-module simple de
dimension 1 ou 2.

v) Malheureusement, Out(G) contient deux éléments, donc on ne peut pas (facilement)
déterminer ce que vaut V. Par contre, comme Out(A44) = Cs, on peut quand méme
conclure que les C Out(A4)-modules simples qui manquent sont de dimension 1. Par
conséquent, le tableau complet des dimensions est :

car(k) |0 2 3]
dimg S1.0(G) 3 3 3
dime Sey,c., (G) |11
dim(c SCQ><C2,(C(G) 1
dimc Sa,,v; (G) 1
dime Sa, v, (G) 1
dimc Cppy(G) |4 7 3]
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4.6 Conclusion

ou Vi et V5 sont des COut(As)-modules simples de dimension 1 qui restent a
déterminer (non nécessairement distincts).

Conjecture 4.23: Dans le théoréme 4.22, les C Out(Ay)-modules simples Vi et Vo sont
le module trivial.

4.6 Conclusion

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p € P U {0}. Si p = 0, par la
section 4.1.1, le foncteur C pp;, est isomorphe au foncteur CRc. Alors, par le théoreme
2.64, on connait tous les facteurs de composition de Cpp;, (ainsi qu'une décomposition
en somme directe de foncteurs simples). On suppose maintenant que p € P.

Les différents calculs de ce chapitre permet de dire que les foncteurs simples suivants
sont des facteurs de composition de Cppy, :

e Théoréme 4.11 : Les foncteurs simples Sc,, ¢, et Sc,xC,xCp,Ce> OU (m, &) parcourt
I’ensemble des paires constituées d’un entier positif m premier a p et d’un caractere
primitif £ : (Z/mZ)* — C*. Leur multiplicité comme facteur de composition est
égale a 1.

e Théoreme 4.15 : Les foncteurs simples Sc,«c;,c, ou [ est un nombre premier a p,
laction de Cj sur C), est fidele et C est le COut(C, x Cj)-module trivial. Leur
multiplicité comme facteur de composition est égale a (1).

e Théoreme 4.7 : Les foncteurs simples Sg ¢, ot G est un B-groupe fini p-hypo-
élémentaire et C le COut(G)-module trivial. A part pour le cas précédent, leur
multiplicité n’est pas connue.

e Théoreme 4.20 : En caractéristique p, le foncteur simple Sc,«c,,v, ot Paction de
Cy sur C), est non-fidele et non-triviale et V' est un C Out(C), x Cy)-module simple
de dimension 1 qui reste a déterminer.

e Théoreme 4.22 : En caractéristique 2, les foncteurs simples Sa,,1;, et Sa,.v;,0u Vi et
Vo sont des COut(Ay)-modules simples qui restent & déterminer (non
nécessairement distincts).

Les deux derniers points permettent de penser qu’il manque encore un certain nombre
de facteurs de composition. En autre, voici quelques idées de facteurs de composition
qui pourraient apparaitre :

Conjecture 4.24: Si k est un corps de caractéristique p et G = P x C) est un B-groupe
fini p-hypo-élémentaire, alors le foncteur simple Sq v est un facteur de composition de
Cppy, sur CGrB si et seulement si V' est le module trivial. De plus, la multiplicité du
foncteur simple Sg.c comme facteur de composition de Cpp,, est égale a ¢(1).

Remarque 4.25: Par le théoreme 4.7, on sait déja que ces foncteurs simples sont des
facteurs de composition de Cpp, sur CGrB de multiplicité au moins 1. De plus, si
P = (), on sait que le résultat est correct par le théoreme 4.15.

Conjecture 4.26: Si k est un corps de caractéristique p et G = C,xCy, alors le foncteur
simple Sg,v est un facteur de composition de Cpp, sur CGrB de multiplicité égale a
w(m), oum =1/d et d est la cardinalité du noyau de l'action de C; sur Cp. De plus, il
reste a déterminer le C Out(G)-module simple V.
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4 Le foncteur des modules de p-permutation

Remarque 4.27: Dans le cas ou 'action de Cj sur C), est fidele, on sait par le théoreme
4.15 que c’est vrai si V est le module trivial. C’est aussi le cas pour les groupes C), x Cy
(théoreme 4.20).
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Chapitre 5

Compléments sur les B-groupes

Soit p un nombre premier. Le but de ce chapitre est d’étudier les B-groupes de la
forme P x H, ou P est un p-groupe fini et H un p’-groupe fini résoluble. Pour cela, on va
commencer par un certain nombre de résultat tres généraux. Puis on étudiera quelques
cas particuliers dont le cas des groupes p-hypo-élémentaires.

Proposition 5.1: [Boul0, proposition 5.6.4, page 92]
Soit G un groupe fini. Si N est un sous-groupe normal abélien minimal de G, alors

[Ka(N)|
—1 - 2GV
mG,N |N| )
ot Kq(N) est l’ensemble des compléments de N dans G.
En particulier, si le groupe G est résoluble, alors G est un B-groupe si et seulement
si |Kq(N)| = |N| pour tout sous-groupe normal minimal N de G.

Remarque 5.2: Les groupes de la forme P x H, ou P est un p-groupe et H un
p’-groupe résoluble sont résolubles, ainsi on pourra utiliser la seconde partie de la propo-
sition précédente pour déterminer lesquels de ces groupes sont des B-groupes.

Soit G = P x H, ot P est un p-groupe fini et H un p’-groupe fini résoluble. Notre
but est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour que G soit un B-groupe.
Soient p™ l'ordre de P et n l'ordre de H. Les notations introduites ici seront gardées
dans le reste du chapitre.

Proposition 5.3: Le sous-groupe de Frattini ®(G) de G contient ®(P).

Démonstration. Soit M un sous-groupe maximal de G. On doit montrer que ®(P)
est contenu dans M. Clairement, P est I'unique p-sous-groupe de Sylow de G, et par
conséquent P est ’ensemble des p-éléments de GG. Ainsi, si on pose S = MNP, alors S est
un p-sous-groupe de Sylow normal de M. Si S = P, alors il est clair que ®(P) C P C M,
donc on peut supposer que S # P. Comme ®(P) est un sous-groupe caractéristique de
P et que P est un sous-groupe normal de G, G normalise ®(P). Par conséquent, ®(P)-S
et ®(P) - M sont des sous-groupes. On a alors le diagramme suivant :
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5 Compléments sur les B-groupes

T N
RN
W

Comme M est maximal, on a que ®(P) - M est soit M, soit G. Mais
(®(P)-M)NP=®(P)-S#P
(car S # P) donc ®(P) - M doit étre M, ce qui implique que ®(P) C M. O

Corollaire 5.4: Si G est un B-groupe, alors P est un groupe abélien élémentaire.

Démonstration. Ceci est une conséquence de la proposition 5.3 et de la remarque 2.53.
O

Ainsi, a partir de maintenant, on suppose que P est un groupe abélien élémentaire.
Ainsi P est un F,-espace vectoriel sur lequel H agit, c’est-a-dire un F,H-module (de
génération finie). Comme H est un p’-groupe, P est un module semi-simple.

Si N est un sous-groupe normal minimal de G alors soit NN P =1s0it NNP #1
et alors NV est contenu dans P (par minimalité de N). On va commencer par étudier les
sous-groupes normaux minimaux contenus dans P.

Proposition 5.5: Soit N un sous-groupe normal de G contenu dans P. Alors tout
complément de N dans G est de la forme S x Q, ou S est un sous-groupe normal de G
qui est un complément de N dans P et QQ est un sous-groupe de G conjugué a H.

Démonstration. Soit C' un complément de N dans G (c’est-a-dire N N C = 1 et
N -C =G@G). On définit S = C' N P, qui est un p-sous-groupe de Sylow normal de C.
Par le théoreme de Schur-Zassenhaus ([Rot95], théoreme 7.41), il existe un sous-groupe
Q de C tel que C = S x Q. On peut remarquer que 'ordre de ) est n donc @ est
conjugué a H dans G (par la seconde partie du théoreme de Schur-Zassenhaus, [Rot95],
théoréeme 7.42). Mais S est normal dans C' et dans P (qui est abélien) donc aussi dans
G=PxQ.

Réciproquement, soient C' = S x @ tel que S soit un sous-groupe normal de G et un
complément de N dans P et @ est un sous-groupe de G d’ordre n (c’est-a-dire conjugué
a H). Clairement, on a que NNC=NNS=1et

N-C=N-(SxQ)=(N-9)xQ=PxQ=0G.
ce qui prouve que C est un complément de N dans G. O
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Comme P est un F, H-module semi-simple, on peut le décomposer en ses composantes
isotypiques (voir [CR81], pages 46-47 pour une définition) :

t
Dr
i=1

et pour chaque composante isotypique F;, il existe un F,, /-module simple S; et un entier

m; tels que
m;
r=@s.
j=1

On peut supposer que S; est le F\, H-module trivial (si nécessaire, on ajoute P; = {0}).
Pour tout 1 < i < ¢, il existe un entier s; tel que |S;| = p®.

On peut maintenant chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
nombre de compléments d’un sous-groupe normal minimal N de G contenu dans P soit
égal a |N|.

Soit N un sous-groupe normal minimal de G contenu dans P. C’est un F,H-sous-
module de P (car c’est un sous-groupe normal de (). De plus, la minimalité de N
implique que c’est un module simple et donc il existe un entier 1 <[ <t tel que N = .5;.
Alors N est un sous-module de P,. On sait par la proposition 5.5 qu'un complément
de N dans G est de la forme C x @, ou C est un sous-groupe normal de G qui est un
complément de N dans P et Q est un sous-groupe de G conjugué a H. Ainsi C est un
complément de N dans P comme groupe mais aussi comme F,H-module. La premiere
étape va étre de déterminer le nombre de possibilités pour C. Pour cela, on va utiliser
le fait que les composantes isotypiques sont uniques & isomorphisme pres ([CR81], pages
46-47), ce qui implique que tout complément de N dans P (comme module) est de la

forme : l
mer,

i=1
1#£l

P

12

ou H; est un complément de N dans P; (comme module).
Par le théoreme de Wedderburn ([Ben04], théoreme 1.3.5, page 6),

I

t
FpH = (D My, (F),
i=1
ou F; est une extension finie de Fp, donc isomorphe a F x, pour un certain k; € N*. On
suppose que le module simple S; est associé & My, (F;) (et donc k; - n; = s;), pour tout
1 <4 < t. Mais alors S; et P, sont des M, (F})-module. Or on a une équivalence de
Morita (voir page 65 ainsi que la proposition 9.4 page 67 de [Thé95]) entre M, (F})-mod
et Fj-mod, donnée par :

M,,(F;)-mod — Fj-mod
M — Sl* ®Mnl (Fl) M
et

Fr-mod — M, (F;)-mod
M — 5 QF, M.
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5 Compléments sur les B-groupes

En particulier S; et P, correspondent & F; et F]™ respectivement et par conséquent,

pour trouver le nombre de compléments de S; dans P, il suffit de trouver le nombre de

compléments de F; dans Flm’ (comme Fj-espace vectoriel). Etant donné que F; 2 F

est fini, c’est un exercice facile de déterminer le nombre de compléments de F; dans F;™ :
pkz(mﬁl)‘

Par conséquent N a pF1(m™—1 compléments dans P, et donc dans P.

Comme tout complément de N dans P est de la forme C' x @ et que 'on connait le
nombre de possibilités pour C, il reste a trouver le nombre de possibilités pour @ (quand
C est fixé). Pour C fixé, le nombre de sous-groupes de la forme C' x @ est égal au nombre
de compléments @) de P dans G = P x H divisé par le nombre de compléments de C
dans C' x H. Pour faire ce calcul, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 5.6: Le nombre de compléments de P dans G est égal p™ ™!,

Démonstration. Soit E I'ensemble des compléments de P dans G. Par le théoreme de
Schur-Zassenhaus ([Rot95], théoréeme 7.42), on sait que P agit transitivement sur E.
Soit S le stabilisateur de H dans P. Alors le nombre de sous-groupes conjugués a H
est égal a |P|/|S|. Donc pour pouvoir conclure, il suffit de trouver l'ordre de S. Il est
facile de trouver que S = P; et donc que le nombre de sous-groupes conjugués a H est
pmTm 0

Cela nous donne les deux nombres a diviser : Le nombre de compléments de P dans
G est p™™ ™ et le nombre de compléments de C dans C' x H est :

pm—sl—(ml—l) —pnm gi ] =1,
pmTeTM sil#1.

Ainsi, le nombre de possibilités pour C' x @ (pour C' fixé) est :

1 sil=1,
Pt osil# 1.
Pour conclure, le nombre de compléments de N dans G est :

pml sil=1,
pithlm=1) g £,

Mais pour que G puisse étre un B-groupe, il faut que le nombre de compléments de
N soit [N| = p®. Ainsi, sil =1, m; = 2 (ou m; = 0 si P, = {0}) et si | # 1, alors
ky(m; — 1) =0, ce qui implique que m; = 1 car k; > 0.

Ainsi, on a le résultat suivant :

Théoréme 5.7: Soit G = P x H, ou P est un p-groupe fini et H un p’-groupe fini
résoluble. Alors G est un B-groupe si et seulement si :
i) P est abélien élémentaire ;

it) Dans une décomposition de P en somme directe de FpH-modules simples, tout
FpH-module simple apparait au plus une fois, excepté le module trivial, qui apparait
0 ou 2 fois;
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5.1 Les groupes P x H ou H est un B-groupe résoluble

i11) Pour tout sous-groupe normal minimal N de G contenu dans H, le nombre de
compléments de N dans H est égal a |N|.

Démonstration. La seule partie a prouver concerne le point #ii). Soit N un sous-groupe
normal minimal de G tel que NN P = 1. Alors N est contenu dans un sous-groupe de GG
conjugué a H. Il suffit donc de prouver le résultat pour le cas o N est un sous-groupe de
H (par conjugaison, cela sera alors vrai aussi pour les conjugués de H). Il faut montrer
que le nombre de compléments de N dans G est égal au nombre de compléments de
N dans H. Or tout complément de N dans G sera de la forme P x ), ou @ est un
complément de N dans H, ce qui permet de conclure. O

5.1 Les groupes P x H ou H est un B-groupe résoluble

Soit G = P x H ot P est un p-groupe fini et H un p’-groupe fini résoluble qui est de
plus un B-groupe. Alors la troisitme condition du théoreme 5.7 est toujours satisfaite
car H est un B-groupe (proposition 5.1). Ainsi, on a le résultat suivant :

Théoréme 5.8: Soit G = P x H, ou P est un p-groupe fini et H un p'-groupe fini
résoluble qui est un B-groupe. Alors G est un B-groupe si et seulement si :
i) P est abélien élémentaire ;

ii) Dans une décomposition de P en somme directe de FpH-modules simples, tout
F,H -module simple apparait au plus une fois, excepté le module trivial, qui apparait
0 ou 2 fois.

5.2 Les groupes P x H ou l’action de H sur P est fidele

Soit G = P x H, o P est un p-groupe fini et H un p’-groupe fini résoluble. On
suppose de plus que l'action de H sur P est fidele. On veut déterminer les conditions
pour que G soit un B-groupe. Par le corollaire 5.4, on peut donc supposer que P est
abélien élémentaire.

Lemme 5.9: Soit G un groupe fini et soient H, K et L des sous-groupes de G tels que
H<K<H-L. Alors K=H(KNL).

Démonstration. Trivial O

Proposition 5.10: Si l'action de H sur P est fidéle, alors tout sous-groupe normal
minimal N de G est contenu dans P.

Démonstration. Soit un sous-groupe normal minimal (non-trivial) N de G. Si NNP # 1,
alors par minimalité de N, on a que N C P. On peut donc maintenant supposer que
N NP = 1. Alors, comme N et P sont normaux dans G, [N, P] = 1, ce qui implique
que N C Cq(P).

On a que P < Cg(P) < P- H donc par le lemme 5.9, on a que

Ca(P)=P - (Ca(P)NH)=P-Cu(P).

Mais H agit fidelement sur P donc Cy(P) = 1 et donc N C Cg(P) = P. Cela est
impossible car cela implique que N = 1, ce qui est une contradiction. O
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5 Compléments sur les B-groupes

Par conséquent, on a le résultat suivant :

Théoréme 5.11: Soit G = P x H, ou P est un p-groupe fini, H un p'-groupe fini
résoluble et l'action de H sur P est fidéle. Alors G est un B-groupe si et seulement si :

i) P est abélien élémentaire ;

it) Dans une décomposition de P en somme directe de FpH-modules simples, tout
Fp,H-module simple apparait au plus une fois, excepté le module trivial, qui apparait
0 ou 2 fois.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 5.7 et de la proposition précédente.

O

5.2.1 Les groupes p-hypo-élémentaires

A partir de maintenant, on va considérer que H est un groupe cyclique C, : soit
G = P x C,, un groupe fini p-hypo-élémentaire (c’est-a-dire que n est premier a p).

Proposition 5.12: Si G est un B-groupe, alors le groupe C,, agit fidelement sur P.

Démonstration. Le cas n = 1 est clair, donc on va supposer que n > 2. Soit d le diviseur
de n tel que Ker ¢ = Cy, ou ¢ : C,, — Aut(P) est action de C,, sur P. Pour montrer
que P'action est fidele, il suffit de montrer que d = 1.

On va donc supposer que d > 1. Comme C, agit trivialement sur P et que C,, est
abélien, Cy est un sous-groupe central de G et donc en particulier, c’est un sous-groupe
normal. Comme d > 1, il existe un sous-groupe normal minimal N de Cy (qui est méme
central). Mais alors N a au plus un complément dans G : Si C' est un complément de N
dans G, alors C' contient I'unique p-sous-groupe de Sylow P de G. Par conséquent, on a
que C' = P x L, ou L est un sous-groupe de C,. Mais alors L est un complément de N
dans C),, qui est cyclique, et donc il y a au plus une possibilité pour L.

Mais N doit avoir |N| > 1 compléments dans G car c’est un B-groupe (proposi-
tion 5.1). C’est une contradiction et donc d = 1 et 'action est fidele. O

Alors on a le résultat suivant :
Théoréme 5.13: Soit G = P x C,, un groupe fini p-hypo-élémentaire. Alors G est un
B-groupe si et seulement si :

i) P est abélien élémentaire ;

it) Dans une décomposition de P en somme directe de F,Cp-modules simples, tout
F,Cp-module simple apparait au plus une fois, excepté le module trivial, qui apparait
0 ou 2 fois;

i11) L’action de Cy, sur P est fidéle.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 5.11 et de la proposition précédente.

O
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Annexe A

Tables des dimensions pour
quelques petits groupes

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique car(k). Voici quelques résultats
pour des petits groupes G :

e Le treillis des sous-groupes de G (sauf pour les cas trop compliqués) ;

e Les nombres m¢, n ainsi que le B-groupe 3(G) associé a G (sauf pour les cas trop
compliqués) ;

e La table de dimensions que j’ai obtenu en appliquant la méthode décrite dans
la section 4.3. Pour rappel, car(k) = 0 correspond a toutes les caractéristiques
premieres a |G| et un carré noir veut dire que le foncteur simple n’apparait pas
dans cette caractéristique ;

e La liste des facteurs de composition de Cpp, de la forme Sgy, ou V est un
C Out(G)-module, avec leur multiplicité.

G=1
N | ma,n
1 1 1
Treillis des sous-groupes Le groupe 1 est un B-groupe (et donc
A1) =1).

car(k) | 0|
dimc S1,¢(G) ‘ 1 ‘
dim¢ C pp,(G) ‘ 1 ‘

| Mult. | car(k)
51,((3 ‘ 1 ‘

67



A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

Le groupe Cy n’est pas un B-groupe et
B(Cy) = 1.

Il n’y a pas de facteur de composition
de Cpp,, sur CGrB associé a Cs.

Le groupe C5 n’est pas un B-groupe et
B(Cs) = 1.

G=0C;
Cy
1
Treillis des sous-groupes
car(k) ‘ 0 2 ‘
dime S1c(G) |2 2]
dimc C pp,(G) ‘ 2 2 ‘
G=0C;
Cs
1
Treillis des sous-groupes
car(k) |0 3]

dime S1 c(G) 2 2
dim(c 5037((352 (G) 1

dimc C pp,(G) ‘3 2‘

| Mult. | car(k)
SC37C§2 ‘ 1 ‘ 7& 3

Le groupe Cy n’est pas un B-groupe et
B(Cy) = 1.

G =0C,
Cy
Cy
1
Treillis des sous-groupes
car(k) [0 2|

dim(c Slyc(G) 3 3
dim(c 5047((352 (G) 1

dimc Cpp,(G) |4 3|

| Mult. | car(k)
SC4,(C52 ‘ 1 ‘ 752
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G =C3 x Cy

Cy x Cy
/C[\
\1/

Treillis des sous-groupes

Cy Cy

G,N
Cg X Cg 0
Co 0
1 1

Le groupe Cy x (5 est un B-groupe
(et donc B(Cy x Co) = Cy x Cs).

car (k)

dim¢ Sl,(C(G)
dim¢ SC2><027((3(G)
dimc Cpp,(G) |4 5]

=~ o

N | N

Cs

1

Treillis des sous-groupes

| Mult. | car(k)

Scpxac| 1 | =2
N | mag,nN
Cs :
1 1

Le groupe C'5 n’est pas un B-groupe et
B(Cs) =1.

0
2
a) |1
1
1

Treillis des sous-groupes

| Mult. | car(k)
Scs,Ce, 1 #5
SCs,C 2 1 7é 5

€2
Soscy | 1| #5
N | mgnN
Cs 3
a8
CQ 2
1 1

Le groupe C n’est pas un B-groupe et
B(Cs) = 1.
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

car(k) ‘ 0
dimc S1,¢c(G) 4 Il n’y a pas de facteur de composition
dime Sey ¢, (G) |2 2 de Cppy, sur CGrB associé a Cg.

= N
= W

dime Cpp,(G) |6 6 4]
G =39S;
S3
/
Cs
Cy - Oy - Oy
\ / / Le groupe S3 est un B-groupe (et donc
1 B(S3) = S3).
Treillis des sous-groupes
car(k) |0 2 3]
j?mc gl’C(G)G g g 5 ‘ Mult. ‘ car(k)
ime S;.cq, (G) Ss,c| 1 | =3
dimg¢ 5537C(G) 1 53,C
dimc Cpp,(G) |3 3 4]
G =0Cy,
Cy N magnN
Cr =
1 1
1 Le groupe C7 n’est pas un B-groupe et
Treillis des sous-groupes ,8(07) =1.
car(k) [0 7|
dimc S1,c(G) 2 2 Mult. | car(k)
dime¢ Sc, Ceq (G) |1 SC%(CEG 1 #7
dime¢ Sc, ng (G) |1 5077(:5% #7
dim¢ SC%(C,gg (G) |1 5077(@5% 1 #7
dim¢ SC%(C,gg (G) |1 SC%(ng 1 +7
dim¢ SC7’C£2 (G) 1 507’(:5(53 1 75 7
dimc C pp,(G) ‘ 7T 2 ‘
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Cs
Cy
Cy
Le groupe Cs n’est pas un B-groupe et
Cs) =1.
L B(Cs)
Treillis des sous-groupes
car(k) [0 2|
dime 91,¢(G) i | Mult. | car(k)
dimc 5047((352 (G) 2 g 1 : )
dime Sey.c (G) 1 Cs,Ceyxey
8yEa X &2 Sce.c 1 75 2
dimc¢ Scyg, 044 xts (G) |1 8-1d X &9
dim¢ C pp,(G) ‘ 8 4 ‘
G =C4 x C,
Cy x Cy N magnN
/ | \ Cy x Oy 0
c | 2
04 CQ X 02 04 Cy % C. 0
2 2
N I/ o | 1
Cy Cs Co Cy 0
N | 1 1
1 Le groupe Cy x Cy n’est pas un
Treillis des sous-groupes B—groupe et 5(04 X Cg) = CQ X Cg.
car (k) [0 2|
?mc gl’C(G)( Q) g 0 Il n’y a pas de facteur de composition
HHC 204, Cey de Cpp,, sur CGrB associé a Cy x Cs.

dimc Scyxcy,c(G)
dimc Cpp,(G) |8 8
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

G:C2X02><Cz

CQXCQXCQ

Pl I NG

CQXCQ CQXCQ CQXCQ CQXC2 CQXCQ CQXCQ CQXCQ

NS s o

C 2 C 2 02 CQ CQ CQ CQ

Treillis des sous-groupes

N ‘ mag,N
CQ X CQ X Cg 0
02 X 02 0
Cy -8
1 1

Le groupe Cy x Cy x Co n’est pas un B-groupe et 3(Cy x Cy x Cy) = Cy x Co.

car (k) [0 2|
- Il n’y a pas de facteur de composition
dimc S1.c(G P
h de Cppy, sur CGrB associé a
dime SC2XC2’ Cy x Cy x (.
dimc Cpp,(G) |8 16|
G = Dg
Dg N magnN
/ | \ Dg 0
Cy 0
Cy x C C Cy x C
2 X L3 4 2 X L3 Cy x Ch 0
| \\ // l c, | o
\\ | // 1 1

Le groupe Dg n’est pas un B-groupe et

Treillis des sous-groupes 5(D8) = CQ X CQ.
car(k) [0 2|
dim¢ S C(G) 5 5 .
) ’ Il n’y a pas de facteur de composition
dime Sey,c, (G) |0 yap p

i de Cpp,, sur CGrB associé a Dg.
dime Sy xc,,c(G) g

dimc Cpp(G) |5 8]
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Treillis des sous-groupes

Le groupe Qg n’est pas un B-groupe et
,B(Qg) = CQ X CQ.

car (k) ‘

0 2
dim(c SI,C(G) 5 5
dimc SC4,(C£2 (G) 0

dim¢ SngC’g,(C(G) 1

dimc Cpp,(G) |5 6]

Il n’y a pas de facteur de composition
de Cpp,, sur CGrB associé a Qs.

Cy
C3
| Le groupe Cg n’est pas un B-groupe et
1 B(Cy) = 1.
Treillis des sous-groupes
car(k) |0 3]
dim¢ S1.¢c(G 3 3
e 1.c(G) Mult. | car(k)
dime Sc; ¢, (G) |2 5 . 73
dimgc SCQ Ceq (G) 1 SCQ7C€6 43
dlm(c SCQ (c€2 (G) 1 SC( ’CEE )
56
dlm(c 5097((354 (G) 1 SCQ’(CEé 1 ?é 3
56
dime Scy ¢, (G) | 1 Co.Ceg 73
6

dimc Cpp,(G) [9 3]
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

G =C3 xC3

CgXCg

Treillis des sous-groupes

G
Cg X Cg 0
Cs 0
1 1
Le groupe C5 x C3 est un B-groupe
(et donc B(C5 x C3) = C5 x Cs).

car(k) ‘ 0
dimc S1,c(G) 5
dimg Sey ¢, (G) | 4
dimg¢ Soyxcs,c(G)
dimg Cpp,(G) 9 6]

|| W

| Mult. | car(k)
Sosxesc| 1 | =3

i
e | 1
1

Le groupe C'jp n’est pas un B-groupe
et B(Chp) = 1.

G =Cyp
/ \

Treillis des sous-groupes
car(k) |0 2 5|
dimc S1.c(G) 4 4 4
dime Ses ¢, (G)| 2 2
dimc S, (G) 2 2
dime So; ¢, (G) 2 2

dlm(c(Cppk G) [10 10 4]

Il n’y a pas de facteur de composition
de Cppy, sur CGrB associé a Cyp.
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Cs

Le groupe Dig est un B-groupe
(et donc B(D1g) = Dip).

Dio
Cy o Cy o Cy - Cy - Oy
1 /

Treillis des sous-groupes
car(k) |0 2
dim¢ 517((:(G) 3 3
dimc S¢y ¢, (G) {0 0
dim¢ 505’(C€Z (G)|1 1
dime Sg,. e (G) | 0 0
dime Sp,,,c(G)

1

Treillis des sous-groupes

| Mult. | car(k)
Spwc| 1 | =5

Le groupe (11 n’est pas un B-groupe
et B(Cll) =1.

car (k)

0

11

dim¢ S]_’(C(G)

dimc SCU Ceyo

dim¢ SC11,C52
10

[\)

— = = = e e e e

2

rF © o©o o o o o
~ ~ ~ ~ —~ —~ —~ —~

dimc C pp, (G

(11 2 |

Mult. | car(k)

C11.Cey 1 # 11
cncg | 1| A1
cneg | 1| A1
Soucy | 1| A1
Seucg | 1| #11
Seucg | 1| #11
Seucg | 1| #11
Soucg | 1| A1
Soucy | 1| A1
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

G = Cy2
Ci2
\
Ce
/ 5
o /
\ 7
/

1

Treillis des sous-groupes

2
S
@

=

Q
N
— b—lwlwwlwwlwwl—{

Le groupe C'12 n’est pas un B-groupe
et B(Cr2) = 1.

car(k) ‘
dim¢ 517((:(G)

dimc 5037((352 (G)
dimc Sey ¢, (G)
dime Scy,,

3]
6

W O N

[12 9 8]

= N W DD

(@)

(C€2 X&o
dim¢ C pp,(G)

G:CGXCQ

CGXCQ

AN

Cs Cs Cs
Cy x Cy
C3
Co Co Co

N\ /

1

Treillis des sous-groupes

| Mult. | car(k)
50127((352X52 ‘ 1 ‘ #23

N m
C@ X 02
Cé
02 X 02
C3
Co
1

=

— Own O O OlQ

Le groupe Cg x Cy n’est pas un
B-groupe et 3(Cg x Cy) = Cy x Cs.

car(k) ‘

|| w

dim¢ Sl,(C(G)

dim¢ 5'037((:52 (G)

dim¢ SC2><027((3(G)
dime Scy xcox ., (G)

= 0|l O
— N e OOl N

dim¢ Cpp,(G) [12 15 8|

| Mult. | car(k)
SCoxCoxCace, | 1| =2
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Treillis des sous-groupes

=
3
Q

N
Do 0
Cs 0
Ss 0
Cs 0
Co 0
1 1

Le groupe Djs est un B-groupe (et donc 3(D12) = D12).

car(k) |0 2 3]

dimg S1.c(G) 6 6 6

dime Sc; ¢, (G) |0 0 Il n’y a pas de facteur de composition
dime Scyxc,,c(G) 1 de Cppy, sur C GrB associé a Dqs.

dim¢ SSS’(C(G)

dimc Cpp(G) |6 7 8]
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

G:A4=(02XC2>N03

Cs -
1 1
\\\/ =+ U2 Le groupe Ay est un B-groupe (et donc
B(As) = Ag).

Treillis des sous-groupes

car(k) [0 2 3

dimc S1,¢c(G) 3 3 3

dim¢ SC3 Ce, ( ) 1 1 ‘ Mult. ‘ car(k)
dime Sy xcy,c(G) 1 Sawvi | T ‘ =2
dimg¢ SA4,V1( ) 1 Sayvs “17 =2
dimc SA47V2( ) 1

dimc Cpp,(G) |4 7 3]

ou Vj et V4 sont des C Out(A4)-modules simples de dimension 1 qui restent a
déterminer (non nécessairement distincts).

G =C3 xCy
Cg A 04
N ma,N

Cg X C4 0

Cs 0

Cs 0

Co 1

1 1
/ Le groupe C35 x Cy n’est pas un
1 B-groupe et 3(C3 x Cy) = S3).

Treillis des sous-groupes
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car (k) ‘ 0

dimc S1,¢c(G) 5 5 5

dime Sey e, (G) |0 0 | Mult. | car(k)
dime Soy e, (G) |1 1 So 1 | | =3
dime Sg,,c(G) 1 ey

dime Scy >404,V(G) 1

dimc Cpp(G) |6 5 8

ou V est un COut(C3 x Cy)-module simple de dimension 1 qui reste a déterminer.

G =Cq3
Chs N | mgnN
1 Le groupe C'13 n’est pas un B-groupe
Treillis des sous-groupes et 5(Cs) = 1.

car(k) |0 13

dime S1,¢(G) 2 2 Mult. | car(k)
dime Seyy,c, (G) | 1 SC13,Cep 1 # 13
dime Scyac (G) | 1 CiaCy | L | #13
dim¢ 5013@6%2 (G)] 1 50137(:5:132 1 # 13
dim¢ 5013@6%2 (G)] 1 50137@54112 1 # 13
dim¢ 5013,66?2 (G) |1 C13.Ces 1 # 13
dime Scyacy (G) | 1 Seucg | 1| #13
dim¢ SCB’CEIQ (G)] 1 5013,C£7 1 # 13
dim¢ 5013@65152 (G) ] 1 50137((358 1 # 13
dim¢ 5013,66?2 (G) |1 50137((35? 1 # 13
dime Scys.0 (G) | 1 ScisCg | 1| #13
dim¢ SCng (G)| 1 Sclg,(cg%% 1 # 13
dimc Cpp(G)  [13 2 |
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

G =Cqy
Cra
e Cul g
7 C, 6
o | 1
% 12 I
/
1 Le groupe (4 n’est pas un B-groupe
Treillis des sous-groupes et 5(014) =1
car(k) ‘ 0o 2 7
dimc S1,c(G) 4 4 4
dime Ser,ce (G) | 2 2
dimc S, Ce2 G@)| 2 2 Il n’y a pas de facteur de composition
dime Sc, CEZ @) 2 2 de Cppy, sur CGrB associé a Cy.
6
dime Sc., Ces G) |2 2
dim¢ 507’(:62 G)| 2 2

dimc Cppy(G) [14 14 4

G =Dy

D1y

WSS

\\ // Le groupe Dy4 est un B-groupe

et donc ﬁ(D14) D14)

2

Treillis des sous-groupes

| Mult. | car(k)
Spuc| 1 | =7

dimc Cpp,(G) |5 5 4|
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G =Css

\\

Le groupe C'15 n’est pas un B-groupe

Treillis des sous-groupes et 5(015) =1
car (k) |0 3 5
dlmc Sl (c( ) 4 4 4
dime Sey, ¢, (G) 2 2
dime Sc; ¢, (G) 2 2 | Mult. | car(k)
dim¢ Scy ¢ (G) 2 2 SC15,Cra xey 1 #3,5
dim¢ Sc; ¢ (G) 2 2 SCls,Cg4 x&9 1 # 3,5
dim¢ SCla,Cm xéa (G) 1 SC15,(C§4 X €9 1 #3,5
dimg SC1Q7C§4x52 (G)| 1
dlmc SCILHCESXg (G) 1
4
dimc C pp,(G) |15 10 6
G =Cqs
Cie
| N mag,N
Cs Cis| 3
| Cs | 1
Cy Cy 1
| Cy 1
C 1 1
2
| Le groupe C'jg n’est pas un B-groupe
1 et B(Cie) = 1.

Treillis des sous-groupes
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

car(k) [0 2]

dim(c Sl,(C(G) 5 5

dime Se, ¢, (G) 3 Mult. | car(k)
dimg¢ SCS7C§2 X &9 (G) 2 50167(:5 x1d 1 7 2
dimc¢ Scyg, 04 Xy (G) | 2 SCIG7C£4X£ . i
dim(c 5016,£4><Id(G) 1 5016 Cé 2 1 7& 9
dime Scye,64x85 (G) | 1 S e 1 £ 2
dimg Sgyg e31a(G) | 1 C16:Ce3 ey

dimc 5016,£2><52 (G) |1

dimc Cpp,(G) 16 5 |

G =Cg x Cy

Le groupe Cg x Cy n’est pas un B-groupe et 5(Cg x Cy) = Cy x Co.

car(k) ‘
dimg¢ S]_’(C(G)

dim¢ SC4,C£2 (@)
dime¢ Scg,

Il n’y a pas de facteur de composition

. C‘52X52( de Cppy, sur CGrB associé a Cg x Cs.
dime Seg, 1 o (

dimg¢ SC2 ><C2,(C(G) 3
dimc C pp,(G) (16 11|

N N & 00O

@)
G

G =C4 xCy

Le groupe Cy x Cy n’est pas un B-groupe et 5(Cy x Cy) = Cy x Co.

car(k) |0 2|

gii(c gl’C(G)( Q) 160 1 Il n’y a pas de facteur de composition
€201Ce de Cpp, sur CGrB associé & Cy x Cy.

dim¢ SC’2><C’2,(C(G) 5) K -

dime Cpp,(G) 16 15 |

G = D5

Le groupe Dig n’est pas un B-groupe et (Dqg) = Co x Cs.
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car(k) ‘0 2 ‘

dimc S1,¢(G) 6 6
giﬁz gg:vzﬁz (G)(G) (1) Il n’y a pas de facteur de C(.)I,DPOSitiOD
. o Xty de Cpp;, sur CGrB associé a Dig.
dime Scy. ¢y ‘e (G) 10
dimc S, xc,,c(G) 5
dimc C pp,(G) ‘ 7 11 ‘
G = Cyr
Chz N | may
1 Le groupe C'17 n’est pas un B-groupe
Treillis des sous-groupes et A(Crr) = 1.
car(k) |0 17
dime S1,¢(G) 2 2 Mult. | car(k)
dimc Scyr e, (G) | 1 Scir ey | L # 17
dim¢ SC”’Cﬁfﬁ (G) |1 50177(%%6 1 # 17
dim¢ SCl%Cg%G (G)] 1 50177(:51136 1 # 17
dime Scyrcy (G) | 1 Sencg | 1| #17
dim¢ SC”’CE?G (G) |1 SC”’(CE% 1 # 17
dime Seyr cq (G) | 1 Soucg | 1| #17
dime Scyrcg (G) | 1 Sengcg | 1 | #F17
dime Scyrce (G) | 1 Sencs | 1| #17
dim¢ SC”’CE?G (G) |1 SC”’(CE% 1 # 17
dime Seyr,c40 (G) | 1 Scicgo | 1| #17
dime Sci7,c, (G) | 1 Soweg | 1| #F17
dime Sc17,c, (G) | 1 Sourcgy | 1| #17
dim¢ SCmCE%g G)| 1 SC”’Cf%g 1 # 17
dime Seyr,c4(G) | 1 Scurcgs | 1| #17
dimg Scyr,€5(G) | 1 Soucgs | 1| #F1T
dimc Cpp,(G) |17 2 |
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

G =0Cq5
C1g
/ N | magnN
Co Cis 3
Cy £
Co ol
/ i
C Cs 1
3 02 %
\ ‘, 1] 1
/ Le groupe (g n’est pas un B-groupe
1 et B(C1g) = 1.
Treillis des sous-groupes
car(k) ‘ 0 2 3
dimc S1,¢c(G) 6 6 6
dlmc 5037(:‘52 (G) 4 4
dim¢ chg% G)| 2 2 Il n’y a pas de facteur de composition
dim¢ SCQ7C€2 G)| 2 2 de Cppy, sur CGrB associé a Cjg.
6
dim¢ SC"’ng G)| 2 2
dim¢ SCQ’(CES G)| 2 2

dimg Cpp,(G) [18 18 6

G =Cg x C3

Le groupe Cg x C3 n’est pas un B-groupe et §(Cg x C3) = C3 x Cj.

car(k) |0 2 3|
dimc S1,c(G) 10 10 10 Il n’y a pas de facteur de composition
dime Sy ¢, (G) de Cppy, sur C GrB associé a Cg x Cj.

dim¢ chxcgg(c(G)
dimc Cpp,(G) |18 18 12|
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Il n’y a pas de facteur de composition
de Cppy, sur CGrB associé a Dig.

dim¢ Cpp,(G) [6 6 6]

G:S;3><03

Le groupe S3 x C3 n’est pas un B-groupe et (S5 x C3) = Ss.

car(k) |0 2 3]

dimc S1.0(G) 6 6 6

dime Sc; ¢, (G) |3 3 Il n’y a pas de facteur de composition
dime Scyxcy,c(G) 1 de Cpp;, sur C GrB associé a Sz x Cs.
dim¢ SSS’(C(G)

dimc Cpp(G) |9 9 9]
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

G = Cy9
019 N ma.N
1 Le groupe (g n’est pas un B-groupe
Treillis des sous-groupes et f(Cro) = 1.

car(k) | 0 19

dimc S1,¢c(G) 2 2 Mult. | car(k)
dime Scyg,c (G)| 1 Schg,Ceyq 1 #19
dimg¢ Sclg,(cg%g G)| 1 SCIQ’C%S 1 #+19
dimg¢ Sclg,(cg%g G)| 1 50197%%8 1 #+19
dimg¢ SC”’CE%S G)| 1 Sclg’(csi‘g 1 #19
dim¢ SCl‘%Cg?S (G)| 1 SCIQ’(CE?S 1 19
dim¢ SCl‘)7C§?8 (G)| 1 SCIQ’CE?'S 1 #19
dime Scye.c 78 G)| 1 Sclg@qg 1 #+19
dime Scye.c . G)| 1 SC””(C&% 1 #19
dime Sy, ¢y (G) | 1 Scwcy | 1| #19
dime Scy.c gy () | 1 Scucay | 1 | #19
dimg¢ SCIQ,C% (G)| 1 50197(%{51; 1 #+19
dimg¢ SCIQ,CE%?% (G)| 1 50197(@5%% 1 #19
dime Scyp ¢ (G) | 1 Scwcay | 1| #19
dime Scy.cyy () | 1 Scwcas | 1 | #19
dimg¢ Sclg,(cg%g (G)| 1 50197(@5%2 1 #+19
dimg¢ SC“”C&}S (G)| 1 50197(@5%3 1 #19
dime Sy, ¢, (G) | 1 Scwcgr | 1| #19
dimc Cpp(G) |19 2
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G = Cay

3
@
=

— }—‘l\?l)—'CﬂlMlMl\{

Le groupe Cyy n’est pas un B-groupe
et 3(Cy) = 1.

car(k) |0 2
dimc S1,¢(G) 6 6 6
dime Sey ¢, (G) 2 2
dimc 505,6,54 (@) 3 3
dimc SCs,CEZ (G) 3 3
dimg¢ SC5’(C§§ (G) 3 3
dime Sey,Cr4 X &g (G)| 1

dim(c SC20,(Cg4><52 (G) 1

dimc SC%’(CEEX&Q G 1

dimc C pp,(G) [20 15 8

G = ClO X Cz

| Mult. | car(k)

SC40,Cra X &g 1 72,5
SCQngMgQ 1 72,5
SCQO7C53X52 1 7é 27 5

Le groupe Ciy x Cy n’est pas un B-groupe et 5(Chp x Cy) = Co x Cs.

car (k)

dim¢ Sl,(C(G)

dim¢ SCs,(Cg4 (GQ)
4(@)

dim¢ SCs,CEE (G)

dim¢ Scs,c

dim¢ SCgXCg,(C(G)
dime Scyx o x s, (
dimc Sc, ><Cg><C5,(C€Z(

dimc Sc, x s sz,(Cfi (

G)
G

G)

= e R 0| O

o= RN R R R o

dimc C ppy(G)

[20 25 8|

| Mult. | car(k)

ScyxCoxCse, |1 =2
SCQXCQ XCS’CEE 1 - 2
ScoxCy xC5,Cey 1 =2
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

Le groupe Dy est un B-groupe (et donc S(Dag) = Dap).

car(k) ‘
dimg¢ Sl,(c(G

)
dim¢ SC5,C£4 (G

(

(

Il n’y a pas de facteur de composition
de Cppy, sur CGrB associé a Dag.

dim¢ SCs,Cg G
1

G

dimg¢ SC2><C2,((3(G)

dim¢ SDm,C(G)

dimc Cpp(G) |8 9 8]

S N O OO

)
)
)

2
dimg¢ SCS Ces
1

— O N O O

Treillis des sous-groupes

N ‘ m

G,N
C5 X 04 0
Cho 0
Cs 0
1 1

Le groupe C5 x Cy est un B-groupe (et donc 5(C5 x Cy) = C5 x Cy).
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car(k) [0 2
dime S1,c(G) 4 4
dime Sey ¢, (G) | 1
dime S¢y ¢, (G) |0 | Mult. | car(k)
dim¢ 5057(552 (G) |0 SCanCaC ‘ 2 ‘ —5
dime Sp,,,c(G)
dimc Scy ey c(G) L | mosxcs.c =2
dimc Cpp,(G) |5 4 8]
G=Cs;xCy, a—at
05 X 04
N ma,N
Cs x Cy 0
Do 0
Cs 0
. o )
\ | / " .
Le groupe Cy5 x C4 n’est pas un

B-groupe et 5(C5 x Cy) = Dip.

Treillis des sous-groupes

car(k)

| Mult. | car(k)
SC{,><104,V ‘ 1 ‘ =5

dim¢ SDlo,C (G
dimc Scsxcy,v
dimc Cppy(G)

ou V est un COut(C5 x Cy)-module simple de dimension 1 qui reste a déterminer.
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

G =Cn

/ Ca
Cr
C3
1

Le groupe (51 n’est pas un B-groupe
et B(Co1) = 1.

= wolno~I[oa]

Treillis des sous-groupes

Mult. | car(k)
5021,((256“(1 1 #3,7
SCa1,Cesxey 73,7
SCor,C #3,7
43,7
# 3,7

N NN NN O R||W

edxey

SCQLng x1d

—_ = = =

SC217(C

€2 x€o

R o R R RN NN NN RO

dimc C ppy(G) (21 14 6

C7xC3

AN

AN //// '

Le groupe C7 x C3 est un B-groupe
(et donc B(C7 x C3) = C7 x Cs).

Treillis des sous-groupes
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| Mult. | car(k)
Scixcsc| 2 | =7

oSO O = O O = WO

dimgc 5077((355

dime Scy xcs,c(G) L | morxes,c =2
dimcCpp,(G)  [5 4 6

G =Cay

/ Con | 7
Cu| 11
\ ., G| 3
1 1

/

Le groupe (s n’est un B-groupe et
B(Ca9) = 1.

Treillis des sous-groupes

car(k) 0 2 11

dimc S1,¢(G) 4 4 4

dime Seyy e, (G) | 2 2

dime Scyc (G) [ 22

dim¢ SCn, (G) 2 2

dim¢ SCu, (G) 2 2 Il n’y a pas de facteur de composition
dimg 50117 (G) 2 9 de Cppy, sur CGrB associé a Cas.
dime Scy, ¢, (G) 2 2

dim¢ SCn, (G) 2 2

dim¢ SCn, (G) 2 2

dime Scy, ¢, (G) 2 2

dlm(c(Cppk( ) [22 22 4
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

G = Dy,
Oy - Cy
Treillis des sous-groupes
Le groupe Dgs est un B-groupe (et donc S(Daz) = Dag).
car(k)
dim¢ Sl7c(G)

‘Mult ‘car(
Spwc| 1 | =11

dimg¢ SD22,((3(G
dimcCpp(G) |7 7 4|

G = C, avec p un nombre premier

Cp
1 Le groupe C), n’est pas un B-groupe et
Treillis des sous-groupes B(Cp) =1.
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car(k) ‘ 0 p ‘

dimg S1,¢(G) 2 2

dimCSCngT 1(G) 1 O<r<p-—1
.

dime Cpp,(G)  [p 2]

| Mult. | car(k) |
1 ‘ #p ‘0<r<p—1

SCp,Cey

G = C,q avec p et q des nombres premiers distincts

Chq N ma.N
/N Coa | P
C, p—1
C C P,
’ ' Co | T
\ / 1 1
1 Le groupe C),, n’est pas un B-groupe
Treillis des sous-groupes et 5(01711) =1
car (k) | 0
dim¢ Sl,(C(G) 4
dim(c Scm(cg. . (G) 2 O<r< p— 1
o
dimc Scm(cst (G) 2 O<t<g—1
st
dim¢ S¢ C., : (G) 1 O<r<p—10<t<qg—1
rq> e xEh g
dimc C ppy(G) [ pg 2q 2p |
| Mult. | car(k) |
SCraCor ot 1 ‘#pﬂ‘O<r<p—L0<t<q—1
5p71X5q71

G = C, x Cp x Cy avec p et q des nombres premiers distincts

Le groupe C), x Cp x Cy n’est pas un B-groupe et 5(C, x Cp x Cy) = 1.
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A Tables des dimensions pour quelques petits groupes

car(k) | 0 p g |

dimc 51.0(G) 212 2012 2012
dim¢ SC”’CEZA (@) 2(p+1) O<r<p-—1
dim(cSC(“(cét 1(G) p+2 O<t<qg—1

L
dim@SCwCs;,lxsg,l(G) O<r<p—-1,0<t<qg-—1

dimc Sc, xc,,c(G)

dimg S, %0y % Cq,Cyr 1 (G) O<t<qg-—1
t_

dim¢ C pp,(G) | g (p+3)q 20 |

N Le groupe Dy, est un B-groupe
L (et donc (Dap) = Dap).

Treillis des sous-groupes

car(k) | 0 2 p

dimc 51 ¢(G) 3 3 3

dim¢ SCW(CE;,I G) | 1 1 O<r<p-—12]|r
dim¢ Sp,, c(G) 1

dimcCppy(G) [ B2 B2 4]




G =C, xCy avec p et q des nombres premiers tels que
q| p—1 et action est fidéle

Cp x Cy
/ N ‘ maG,N
Cy Cp x Cy 0
Cp 0
CyoCyo .. = Cy 1 1
N\ 1 V Le groupe C, x C; est un B-groupe

(et donc S(Cp x Cy) = Cp x Cy).

Treillis des sous-groupes

car(k)

dime S1,¢(G)
dimg Sc,.c,  (G)
dim¢ Scpvcﬁg,l (G)
dime Sc, c,,c(G)

dim¢ C pp,(G) "%14%] 2q ’%1%-2‘

O0<t<g—1
O<r<p—1l,q]|r

Mo, xc,, ¢ =q—1

| Mult. | car(k)
Scpncyc | a—1] =p
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Annexe B

Une liste de caracteres primitifs

Pour utiliser le théoreme 2.67, on a besoin du noyau de &, ou & : (Z/mZ)* — C*
est un caractere primitif et m € N*. Dans le tableau ci-dessous, pour un entier m, je
décris d’abord (Z/mZ)* et je donne les générateurs de ce groupe (c’est un produit de
groupes cycliques). Ensuite, je détermine les possibilités pour £ et je décris son noyau.
Le caractere £ est décrit a partir de la décomposition de (Z/mZ)* en produit de groupes
cycliques, par ordre décroissant (remarque 4.13).

Remarque B.1: Si | est un impair, alors aucun caractere § : (Z/21Z)* — C* n’est
primitif.

‘ m ‘ (Z/mZ)* ‘ Générateurs de (Z/mZ)* ‘ Caractere primitif & ‘ Noyau de & ‘
1 Z]7 1 1 1
3 Z/2L 2 & 1
1 7)2Z 3 & 1
5 ZJAZ 2 &1 1
2 1,4
3 1
7 Z]6Z 3 £ 1
2 1,6
% 1,2,4
4 1,6
° 1
8 | Z)2Z < Z)2Z 3.5 & X & 1.7
1d X£2 1, 3
9 76 2 &5 1
é 1,8
4 1,8
° 1
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B Une liste de caracteres primitifs

| m | (Z/mZ)* | Gén. de (Z/mZ)* | Car. primitif £ | Noyau de ¢
11 7./10Z 2 €10 1
£, 1,10
fio 1
géo 1,10
£5, 1,4,5,9,3
ggo 1,10
31 1
37 1,10
& 1
12 | Z/27 x 7.]27 5,7 & X & 1,11
13 7.)127. 2 £19 1
& 1,12
£, 1,3,9
¢4, 1,8,12,5
& 1
£5, 1,4,3,12,9,10
3P 1
%, 1,8,12,5
9, 1,3,9
o 1,12
12 1
15 | Z/AZ x 7./27 11,2 Id x& 1,2,4,8
§4 X §2 1, 14
€3 x & 1,14
16 | Z/AZ x 7./27 7.3 & x 1d 1,7
§4 X §2 1, 15
£ x 1d 1,7
£ x & 1,15
17 7./167 3 16 1
2 1,16
filiﬁ 1
16 1,13,16,4
i 1,16
16 1
% 1,9,13,15,16,8, 4,2
6 1
?{] 1,16
1 !
16 1,13,16,4
1 !
16 1,16
16 1
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| m | (Z/mZ)* | Gén. de (Z/mZ)* | Car. primitif £ | Noyau de £ ‘
19 7./187 2 €18 1
&2 1,18
£ 1,7,11
37 1,18
130 1
% 1,8,7,18,11,12
€y 1
% 1,18
I3 1,4,16,7,9,17,11,6,5
9 1,18
3HS 1
2 1,8,7,18,11,12
€18 1
s 1,18
&3 1,7,11
ie 1,18
17 1
18
20 | Z/AZ x 7./27 3,11 Id x & 1,3,7,9
£4 X & 1,19
3 X & 1,19
21 | Z/67 x 7.]27 2,13 £ x Id 1,13
6 X &2 1,20
3 x & 1,4,16,5,20,17
2x1d 1,13
2% & 1,20
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Symbols

B(G) oo 24
BH,G) oo 16
GOP 5
JOV o 21
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e 7 20
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R 27
SOV 21
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O 0 o7 PP 20
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Ind% ..o 14
InfG 14
ISO(f) v e 14
Isog ................................... 14
MIn(F) .oooeeiii 17
D(G) oo 5
I 35
(G oo 35
ResS o 14
B-gr(C).ooooviii 25
D )
GrB ... 17
e 2 PP 5)
LS 25
JG oo 26
G e 23

Dt et 23
F RD,R - oo eemeemnen e 17
H oo 36
PP v 19
PPL(G) oo 10
o PP 25
GROM .. 8
KRE oo 27
Fe oo 28
TGN « o v e et e e 25
A
Anneau de Burnside ................... 24
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B
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F
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SUr G 22
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simple.......oooiii 20
G
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