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1 Introduction

Le but de ce projet est d’introduire les notions de bases des courbes elliptiques puis de
présenter l'article de Menezes, Okamoto et Vanstone concernant la réduction du probleme
du logarithme discret sur le groupe d’un certain type de courbes elliptiques définies sur un
corps fini au probleme du logarithme discret sur le groupe multiplicatif d’un certain corps
fini. Les courbes elliptiques sont des courbes algébriques de genre 1. Nous allons donc, dans
le premier chapitre, définir et étudier les notions de courbe et de genre d’une courbe. Le
premier chapitre se termine par le théoréeme de Riemann-Roch qui permet de définir (et de
calculer) le genre d’une courbe algébrique.

Le deuxiéme chapitre traite des courbes elliptiques. Nous allons commencer par montrer
qu’une courbe elliptique est définie par les solutions d’une équation cubique a deux variables,
puis nous nous servirons de cette correspondance pour mettre une structure de groupe sur les
courbes elliptiques. Nous parlerons ensuite des isogénies entre courbes elliptiques. Puis, nous
définirons le couplage de Weil qui servira pour la réduction décrite dans l'article de Menezes,
Okamoto et Vanstone. Nous terminerons par donner quelques résultats sur les corps finis,
par exemple une borne sur le nombre d’élément d’une courbe elliptique sur un corps fini et
une classification des courbes dites supersingulieres.

Dans le troisieme chapitre, nous parlerons des applications des courbes elliptique a la
cryptographie et nous expliquerons comment certaines méthodes classiques de cryptographie
peuvent étre adaptées pour fonctionner sur des courbes elliptiques, par exemple le protocole
d’échange de clé de Diffie-Hellman.

Le dernier chapitre parlera de I'article de Menezes, Okamoto et Vanstone et donnera un
algorithme probabiliste en temps polynomial pour la réduction du probléeme du logarithme
discret sur des courbes elliptiques au probleme du logarithme discret sur le groupe multipli-
catif d’'un corps fini.



2 Courbes algébriques

Comme une courbe elliptique est une variété projective de dimension et de genre 1, nous
allons définir et donner des exemples de ces notions de géométrie algébrique classique. Nous
parlerons d’abord des variétés affines et projectives puis des courbes algébriques (qui sont des
variétés projectives de dimension 1). Nous terminerons ce chapitre en énongant le théoréme
de Riemann-Roch qui définit la notion de genre d’une courbe lisse.

Soit K un corps. Pour un corps F, on fixe F une de ses clotures algébriques.

2.1 Variétés affines

Définition 2.1 (L’espace affine de dimension n sur K)
L’espace affine de dimension n sur K est 'ensemble des n-tuples

A" = A"(K) = {(x1,...,2,) s 2; € K}.
Les points K -rationnels de A™ sont les points de I’ensemble
A"K)={(z1,...,2p) €A" 1 z; € K}.

Soit K[X] = K[X1,...,X,] Panneau des polynomes & n variables et & coefficients dans
K et I C K[X] un idéal. On associe & I un sous-ensemble de A™ en posant

V(I)={P e A" : f(P) =0 pour tout P € I}.

Définition 2.2 (Ensemble algébrique affine) -
Un ensemble algébrique affine est un ensemble de la forme V(I), ot I est un idéal de K[X].

Exemples 2.3 (i) Soient f(X) = X?—-1€ C[X]et I =(f). Alors, V(I) ={-1,1}.
(ii) Soient K =F7, f(X) = X2 —1€ K[X] et I = (f). Alors, V(I) = {1,6}.
(iii) Soient K = F,, ol p est un premier, d € N, f(X) = Xr' X e K[X] et I =(f). Alors,
V(I)=TFpa.
Soit V' C A™ un ensemble algébrique affine.

Définition 2.4 (Idéal d’un ensemble algébrique affine)
L’idéal d’un ensemble algébrique affine V est ’ensemble

I(V) = {f € K[X]: f(P) =0 pour tout P € V}.
On vérifie qu’il s’agit bien d’un idéal. On défini de plus I'idéal I(V/K) par
I(V/K)={f € K|X]: f(P) =0 pour tout P € V} =I(V)NK[X].
Exemples 2.5 (i) Soit V = {-1,1} ¢ C = Al. Alors, I(V) = (X% — 1) C C[X].
(ii) Soit V = {1,6} C Fy. Alors, I(V) = (X2 — 1) € F[X] et I(V/Fy) = (X2 —1) C F7[X].
(iii) Soient p un nombre premier, d € Net V =F,« C F,. Alors, I(V) = <Xpd - X) C F,[X].

Définition 2.6

On dit qu'un ensemble algébrique V' est défini sur K si I(V) peut étre généré par des
polyndmes a coefficients dans K. On le note alors V/K. Soit V' un ensemble algébrique défini
sur K. On définit les points K -rationnels de V par K(V) =V N A"(K).

Définition 2.7 (Variété affine)
Une variété affine est un ensemble algébrique affine tel que I(V') est un idéal premier de
K[X].



Exemples 2.8 (i) Aucun des ensembles algébriques définis dans I’exemple 2.3 ne sont des
variétés affines. En effet, leurs idéaux ne sont pas premiers.

(ii) Soit I = (X —1,Y — 1) C C[X,Y]. Alors, V(I) = {(1,1)} € A%, et donc I(V) = I qui
est premier. Ainsi, V' = {(1,1)} est une variété affine.
(iii) Soient f(X) = X2+ X +1 C Fo[X] et a € Fy tel que o® = a + 1. Alors,

]FQ[X}/<f> gF4 = {O,LO(,O[‘F 1}

car f est irréductible dans Fo[X]. Posons I = (f). Alors V' = V(I) = {a,a + 1} C
Fo, I(V) = I et I(V/F3) = (f) C Fo[X]. Puisque f est irréductible, V est une variété
affine.

Définition 2.9 (Anneau de coordonnée affine de V/K)

Soit V/K une variété affine définie sur K. L’anneau de coordonnée affine de V/K est alors
K[V] = K[X]/I(V/K)- Comme I(V/K) est un idéal premier, K[V] est un anneau intégre.
Le corps des fractions de K[V], noté K (V'), est appelé corps des fonctions de V/K. On définit
K[V] et K(V) de maniére similaire, en remplacant K par K.

Exemples 2.10 (i) Soit V la variété affine V = {(1,1)}  A%(C). Alors,

CVl=CX,Y]/ix —1,y —-1n=C.

(ii) Soit V = {a,a + 1} C Fy I'ensemble défini au point (iii) de I'exemple 2.8. Alors,
I(V/F2) = (X? + X + 1) C F2[X].
AiIlSi, on a FQ[V] = ]FQ[X]/<X2 + X+ 1> = ]F4.

Définition 2.11 (Dimension d’une variété affine)
Soit V' une variété affine. La dimension de V', notée dim(V'), est le degré de transcendance
de K(V) sur K.

Exemple 2.12 - -
La dimension de A" est n, puisque K[A"] = K[X;,...,X,]. Si V C A™ est engendré par un
seul polynéme non-constant, alors dim(V) =n — 1.

Comme K[X] est noethérien, I'idéal I(V) est de génération finie.

Définition 2.13 (Variété affine lisse) B
Soient V' C A" une variété affine, P € V et fi,..., fmn € K[X] des polynomes tels que
(V) ={f1,..., fm). On dit que V est lisse ou non-singuliére en P ou encore que P est un

point lisse de V si la matrice
ofi )
(P)
<<3Xj 1<i<m,1<j<n

est de rang n —dim (V). On dit que V est lisse ou non-singuliére si tous ses points sont lisses.

Exemples 2.14
Soit V' C A™ engendré par un seul polyndéme non constant f. Comme dim(V)=n—1, on a
que P € V est singulier si et seulement si

of
P)=0
3 Xz-( )
pour tout ¢ = 1,...,n. On va utiliser cette caractérisation dans les deux exemples suivants :



(i) Soit Vi = Vi(I) € A%(R), ot I = (Y2 — X3 — X) C C[X,Y]. Alors, un point singulier
de V; doit satisfaire 3X?2 + 1 = 2Y = 0 qui n’as pas de solutions dans R et donc V; est
lisse.

(ii) Soit Vo = Va(I) C A%(R), ott I = (Y? — X3 — X?) C C[X,Y]. Alors, un point singulier
de V3 doit satisfaire 3X?2 42X = 2Y = 0 qui ne posseéde que z = 0,y = 0 comme racine
réelle et donc V5 posséde un unique point singulier, a savoir (0,0).
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FIGURE 1 — La courbe lisse Y2 = X3+ X FIGURE 2 — La courbe Y2 = X3 + X2

Soit V' une variété affine et P € V. Définissons Mp = {f € K[V]: f(P) = 0}. C’est un
idéal maximal de K[V] puisqu’on a I’isomorphisme suivant

0: R[V]/MP — K
f+ Mp+— f(P).
Définition 2.15 (Anneau local)

Soient V' une variété affine et P € V. L’anneau local de V' en P, noté K[V]p, est la localisation
de K[V] en Mp, autrement dit,

RV]p = {£ f.g € B[V].a(P) # o}.

Les fonctions de K[V]p sont dites réguli¢res en P ou définies en P. En effet, si on consideére
_ P
F= ! € K[V]p, alors F(P) = 1(P)

= est bien défini.
g 9(P)

2.2 Variétés projectives

Définition 2.16 (Espace projectif de dimension n sur K)

L’espace projectif de dimension n sur K, noté IF’"(K') ou juste P™ si cela n’est pas ambigu, est
I'ensemble (A"T1\{(0,...,0)}) /-, ot ~ est la relation d’équivalence définie par (zq, . .., xy) ~
(Yo, - - ., Yn) si et seulement s'il existe A € K* tel que (o, ..., ¥n) = A(Zo, ..., 2,). Une classe
d’équivalence de cette relation {(A\zo,..., \x,) : A € K*} se note [xg,...,2,]. Les points
K -rationnels de P™ sont les points de ’ensemble P™(K) qui contient tout les points dont il

existe un représentant [z, ..., z,] € P" tel que z; € K pour tout i =1,...,n.

Définition 2.17 (polynéme homogene)
Soit d € N. Un polynéme f € K[X] = K[Xo,...,X,] est dit homogéne de degré d si

f(AXo,..., X)) = M f(Xo,..., X,)

pour tout A € K. Un idéal de K'[X] est dit homogeéne s’il est généré par des polyndmes
homogenes.



Soit I un idéal homogene de K[X]. Notons V (I) I'ensemble
V(I)={P eP": f(P) =0 pour tout polynéme homogene f € I'} C P".

Remarquons qu'il est pertinent de parler de f(P) = 0 puisque f est homogene et donc si
P ~ P’ alors f(P) =0 si et seulement si f(P') = 0.

Définition 2.18 (Ensemble algébrique projectif)
Un ensemble algébrique projectif est un ensemble de la forme V(I), ou I est un idéal homo-
gene.

Exemple 2.19
Soit I = (XY? — X3) c C[X,Y]. Alors, V(1) = {[0,1], [1,1],[1,—1]} c P}(C).

Soit V' C A™ un ensemble algébrique projectif.

Définition 2.20 (Idéal d’un ensemble algébrique (projectif))
L’idéal homogéne d’un ensemble algébrique (projectif) V est I’ensemble

I(V) = {f € K[X] : f homogene et f(P) =0 pour tout P € V}.

Exemple 2.21
Soit V' = {[0,1],[1,1]} c P}(C). Alors, I(V) = (XY — X?) C C[X,Y].

Définition 2.22

Un ensemble algébrique V' est dit défini sur K si I(V) peut étre généré par des polyndmes
homogenes & coefficients dans K. On le note alors V/K. Soit V un ensemble algébrique défini
sur K. On définit les points K -rationnels de V par K(V) =V NP"(K).

Définition 2.23 (Variété projective)
Une variété projective est un ensemble algébrique projectif tel que (V') soit un idéal homo-
gene premier de K[X].

Exemple 2.24
Soit V4 = {[0,1],[1,1]} € P}(C). Alors, I(V1) = (XY — X?) C C[X,Y] n’est pas premier et
donc V4 n’est pas une variété projectif. Par contre, si Vo = {[1,1]} C P!(C), alors

I(Ve) = (X —Y) C C[X,Y]
est premier et donc V5 est une variété projective.

Définition 2.25 (Hyperplan)

Un hyperplan de P™ est un ensemble algébrique H défini par I'équation ag Xo+. . .+a, X, = 0,
ou les ay,...,a, appartiennent a K et ne sont pas tous nuls. Si n = 2, on appelle H une
droite.

Remarquons maintenant que A™ peut étre plongé dans P de plusieurs manieres diffé-

rentes. En effet, pour ¢ = 0,...,n on définit le plongement
p; A" —P"
(X1, oy Tp) > [T, ey T, L, Xy oo T

Soient H; = {[zo,...,zs] € P" : 2; = 0} Phyperplan défini par X; = 0 et U; = P" \ H;. On
définit encore

¢iZUi—>An
Zo Ti—1 Ti41 T,
[xo,...,xn]r—> — e,y —— e, — |
X X T T



oy
Remarquons que pour [zg, ..., %,] € U;, la fraction =L est bien définie et que v; = <p;1 si on

.
corestreint o; & im ¢; = U;. Fixons un i € {0,... ,n}.zAinsi, nous pouvons identifier A™ avec
U; C P™ par l'application ;.

Soient V' un ensemble algébrique projectif et I(V) son idéal homogene. Alors, I'ensemble
©; 1(V N U;), que 'on note aussi V' N A", est un ensemble algébrique affine et son idéal
I(V N A™) est donné par

I(V n An) = {f(}/o7 LY, 1,)/2‘4_1, R 7)/;L) : f(Xo, e ,Xn) S I(V)}
Le fait de remplacer le polynéme f(Xo,...,X,) par f(Yo,...,Yi—1,1,Y;11,...,Y},) est appelé

déshomogénéisation par rapport a X;. Ce procédé posséde un inverse appelé homogénéisation
de f par rapport a X; : pour tout f(X) € K[X], on définit

f*(XO Xn) = Xfiegff <)(0 Xi—l X1‘+1 Xn)

XX, X, X,

qui est homogene. En effet,

X AX AX_1 AX; X,
f*(AXO,...,)\Xn))\de%fXZFiegff< 0 1 AXip >

AX;7TTONXG TOAXG T X,
=8/ f*(Xo,..., X,).

Définition 2.26 (Cloture projective)

Soient V' un ensemble algébrique affine et I(V') son idéal. On peut considérer V' comme sous-
ensemble de P" en identifiant V' avec son image ¢;(V) pour un i fixé. La cléture projective
de V, notée V, est 'ensemble algébrique projectif dont I’idéal homogene est généré par

{/7(X): fel(V)}

Remarque 2.27
Notons que V(I(V)) = V pour tout ensemble algébrique affine ou projectif et donc la cléture
projective d’un ensemble algébrique affine est bien définie.

Proposition 2.28
Soient V' une variété affine et W une variété projective. Alors,
(1) V est une variété projective et V.=V N A",
(i) WNA™ est une variété affine et on a soit WNA" =0, soit WNA» =W.

(#i) Si'V, respectivement W, est défini sur K, alors V, respectivement W N A" est défini
sur K.

Démonstration. Pour les deux premiers points, voir [Har77] pages 9-12. Le dernier point est
clair. O

Une variété affine peut ainsi étre identifiée de maniére unique avec une variété projective.
Par abus de langage, la variété projective V' définie par un polyndéme f, pas nécessairement
homogene, sera la cléture projective de la variété affine W définie par f. Considérons main-

tenant W comme sous-ensemble de P™. On appelle alors points a l’infini sur V les éléments
de V\ W.

Exemple 2.29

Soit V la variété projective de P? donnée par I’équation Y2 = X3 + 17. En effectuant le
X

changement de variable X' = 7 et Y/ = 7 on trouve I’équation homogene ZY'? = X'3 +

17Z3. On trouve que [0,1,0] est le seul point & l'infini de V. Cette variété est appelé courbe
elliptique, c’est le premier exemple des objets dont nous allons parler plus loin.



Définition 2.30 (Dimension d’une variété projective)
Soit V/K une variété projective non vide et fixons i tel que VN A" = o7 ' (V NU;) # 0. La
dimension de V est la dimension de V' N A™.

Remarquons qu’un tel ¢ doit exister car V' est non vide. De plus, la définition est indé-
pendante du choix de . En effet, si j # ¢ est tel que goj_l(V NU;) # 0, alors

o7 (VNU;) =V =9 (V N,

par la proposition 2.28 et donc <pj_1(V NU;) =o' (VNUy).

Définition 2.31 (Variété projective lisse)

Soient V' une variété projective, P € V et on fixe i tel que P € A™. On dit que V est lisse
ou non-singuliére en P ou encore que P est un point lisse de V si V N A" est non-singuliere
en P. On dit que V est lisse ou non-singuliére si tous ses points sont lisses. L’anneau local
de V en P, noté K[V]p, est 'anneau local de VN A™ en P. Une fonction f € K(V) est dite
réguli¢re ou définie en P si elle est dans K[V]p.

Exemple 2.32

Soit V' C P%(R) la variété projective définie par le polynome Y27 — X3 — X Z2. Alors, V est
la cléture projective de la variété lisse définie dans le point (i4) de 'exemple 2.14. Ainsi V
est une variété projective lisse.

Remarquons que si f est réguliére, alors f(P) est bien définie.

Définition 2.33 (Application rationnelle)
Soient Vi, Vo C P™ deux variétés projectives. Une application ¢ : Vi — V3 est dite rationnelle
il existe fo, ..., fn € K(V1) tels que ¢ soit de la forme ¢ = [fy, ..., fa], o1t

[anafn](P): [fO(P)amfn(P)] eV

pour tout point P € V; tel que f;(P) soit défini pour tout i € {0...,n}. S’il existe un A € K*
tel que Afo, ..., Afn € K(V), on dit que ¢ est définie sur K.

Exemple 2.34

Soient V] et V4 les variétés projectives engendrées par X —Y, respectivement X+Y € C[X,Y].
Alors, Vi = {[1,1]} et Vo = {[1,—1]}. On définit [fo, f1] : Vi — Va2 en posant fo([z,y]) =1
pour tout [z,y] € V7 et fi([z,y]) = —1 pour tout [z,y] € V1. Alors, fo, f1 € C(V1) et donc
[fo, f1] est une application rationnelle.

Définition 2.35 (Application réguliere)

Soient Vi, V, C P™ deux variétés projectives. Une application rationnelle ¢ = [fo, ..., fa] :
Vi — Vi est dite réguli¢re ou définie en P 'il existe une fonction g € K(V}) telle que gf;
soit régulier en P pour tout ¢ = 0,...,n et sl existe j =0,...,n tel que (¢f;)(P) # 0. Pour
un tel g, on pose ©(P) = [(9f0)(P), ..., (9fn)(P)]. Si ¢ est réguliere en P pour tout P € C,
on dit que c’est un morphisme (de variétés).

Définition 2.36

Soient Vi, Vo C P™ deux variétés projectives. On dit que V7 et V5 sont isomorphes et on note
V1 = Vs, s'il existe un morphisme ¢ : V; — V5 inversible tel que ¢! soit aussi un morphisme.
De plus, si V; et V5 sont définis sur K, on dit qu’ils sont isomorphes sur K si ¢ et o~ sont
définis sur K.

2.3 Courbes algébriques

Définition 2.37 (Courbe (algébrique))
Une courbe (algébrique) est une variété projective de dimension 1. On appelle les morphismes
de variétés sur des courbes, des morphismes de courbes ou, tout simplement, morphismes.



Exemples 2.38 (i) Soit V la variété projective engendrée par X —Y € C[X,Y]. Alors,
I(V) = (X -Y) et donc C(V7) = C[X, Y}/[a/) = C[X]. Ainsi, V est de dimension 1 et
est une courbe algébrique.

(ii) De méme, la variété définie par I’équation Y2 = X2 + 17 est une courbe dans P!(C).

Définition 2.39 (Valuation (normalisée)) -
Soient C une courbe et P € C un point lisse. La valuation (normalisée) sur K[V]p est donnée
par

ordp : K[C}p — No U {OO}

g»—>sup{d€N0:fEMf§}.

Notons que g € K[C]\ Mp = M%\ Mp et donc sup{d € Ny : g € M} = 0.
!
De plus, on peut étendre ordp & K(C) en posant ordp <f/ = ordp(f’) — ordp(g’) pour
g

tous f',g" € K[C],g' # 0. On appelle paramétre uniformisant pour C' en P une fonction
t € K(C) telle que ordp(t) = 1, c’est-a-dire que t est un générateur pour Mp.

On vérifie que ordp est bien une valuation discrete.

Définition 2.40

Soient C' une courbe, P € C un point lisse et f € K(C). L’ordre de f en P est défini comme
étant ordp(f). Si ordp(f) > 0, alors on dit que f est régulier en P, sinon on dit que f a un
pole en P. Si ordp(f) > 0, alors on dit que f a un 2éro en P.

Si f est régulier en P, alors f(P) est bien défini. Si non f a un poéle en P et on note
f(P) = oo. Remarquons que si f est régulier dans ce sens, alors il 1’est aussi dans le sens
défini dans la définition 2.35.

Proposition 2.41 -
Soient C une courbe lisse et f € K(C). Alors, f n'as qu’un nombre fini de zéros et de poles
dans C. De plus, si f n’as pas de pole, alors f € K.

Démonstration. Voir [Sil09], page 18. O

Proposition 2.42
Soient C' une courbe définie sur K et t € K(C) un paramétre uniformisant en un point lisse
P e C. Alors, K(C) est une extension séparable finie de K(t).

Démonstration. Voir [Sil09], pages 18 — 19. O

Proposition 2.43

Soient C' une courbe, V. C P™ une variété projective, P € C un point lisse et ¢ : C — V une
application rationnelle. Alors, ¢ est réguliere en P. En particulier, si la courbe C est lisse,
alors @ est un morphisme.

Démonstration. Soit t € K(C) un paramétre uniformisant de C' en P. Comme ¢ est ration-

nelle, on peut 1’écrire sous la forme ¢ = [fo, ..., fn], ol fo,..., fn € K(C). Posons
m = OISniléln{OI‘dpfi}.

Alors, ordp(t™™f;) > 0 pour tout ¢ = 0,...,n et il existe un j € {0,...,n} tel que
ordp(t™™f;) = 0. Ainsi, t~™ f; est régulier pour tout ¢ = 0,...,n et t=" f;(P) # 0, ce
qui implique que ¢ est réguliere en P. O

Proposition 2.44
Soit p : C7 — Co un morphisme de courbes. Alors, ¢ est soit surjectif, soit constant.
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Démonstration. Voir [Har77], page 137. O

Remarque 2.45
Soient C7,Cs deux courbes définies sur K et ¢ : C7 — Cy un application non-constante
définie sur K. Alors, la composition par ¢ induit une application injective qui fixe K,

p* K(Cy) — K(C)
o f=foep.

Théoreme 2.46
Soient C1/K,Cy /K deux courbes définies sur K et ¢ : C; — Co un application non-constante
définie sur K. Alors, K(C4) est une extension finie de ¢* K (Cs).

Démonstration. Voir [Har77], page 137. O

Définition 2.47 (Degré)

Soient C1/K,Cy/K des courbes et ¢ : C1 — C une application définie sur K. On dit que le
degré de @ est zéro si ¢ est constante, et égal & degy = [K(Cy) : ¢*(K(Cs))] sinon. On dit
aussi que @ est zéro, respectivement finie.

2.3.1 Diviseurs
Soit C' une courbe lisse sur un corps K.

Définition 2.48 (Groupe des diviseurs)

Le groupe des diviseurs de C, noté Div(C), est le groupe abélien libre généré par les points
de C, c’est-a-dire qu'un diviseur D € Div(C') est une somme formelle D =}, - np(P), ot
np € Z et np = 0 sauf pour un nombre fini de P € C.

Définition 2.49 (Degré d’un diviseur)
Le degré d’un diviseur D est deg D =) pcnp.

Les diviseur de degré 0 forment un sous-groupe de Div(C') que I’on note Div’(C). En effet,
soient z,y € Div’(C). Alors, z = Y pecnp(P) ety =3 pcomp(P)avec Y ponp =0et
Y peccmp =0,ainsiz+y =3 pco(np+mp)(P) et donc deg(x +y) = > pcenp +my = 0.

Soit f € K(C)*. Alors, on peut associer & f le diviseur

div(f) = 3 ordp(f)(P).

PeC

Remarquons que div(f) est bien un diviseur par la proposition 2.41. De plus, ordp est une
valuation, en particulier ordp(fg) = ordp(f) 4 ordp(g) pour tous f,g € K(C)*. Ainsi,
div : K(C)* — Div(C) est un homomorphisme de groupes abéliens.

Proposition 2.50 -
Soient C' une courbe lisse et f € K(C)*.
(1) Alors, div(f) = 0 si et seulement si f € K*.
() On a deg(div(f)) =0.
Démonstration. (i) Si f € K*, alors f ¢ Mp et donc ordp(f) = 0, pour tout P € C.

Réciproquement, si div(f) = 0, alors np(f) = 0 pour tout P € C, en particulier f n’as
pas de poles et donc par la proposition 2.41, f € K*.

(ii) Voir [Har77], page 138.
O

Définition 2.51 (i) Un diviseur D € Div(C) est dit principal si D = div(f) pour un
fe K"

11



(ii) On dit que deux diviseurs Dy et Dy sont linéairement équivalents et on note Dy ~ Do
si D1 — Do est principal.

(iii) Le groupe de Picard de C, noté Pic(C), est le quotient de Div(C) par le sous-groupe
des diviseurs principaux.

Notons que I’ensemble des diviseurs principaux est en effet un sous-groupe du groupe des
diviseurs. Si D, D2 sont des diviseurs principaux, on a D1 = div(f1) et Do = div(f2) et donc
Dy + Dy = div(fif2) et —D; = div(ffl). De plus, les diviseurs forment un sous-groupe de
DiVO(C'), par la proposition 2.50. On définit alors le groupe de Picard de degré O de C, noté
Pic’(C), comme étant le quotient de Div’(C) par le sous-groupe des diviseurs principaux.

2.3.2 Théoréme de Riemann-Roch
Soit C' une courbe lisse sur un corps K.

Définition 2.52 ~
L’espace des formes différentielles sur C, noté Q¢, est le K(C)-espace vectoriel généré par
les symboles dx, ot x € K(C), tels que

(i) d(z +y) =dz+dy;

(ii) d(zy) = xdy + ydx;

(iii) da =0,
pour tous x,y € I_((C’) et tout a € K.
Proposition 2.53

Soient C une courbe et x € K(O). Alors, Q¢ est de dimension 1 et dx en est une base si et
seulement si K(C) est une extension séparable finie de K(x).

Démonstration. Voir [Sil09], pages 30 — 31. O
Proposition 2.54

Soient P € C et t € K(C) un paramétre uniformisant en P.

(1) Pour tout w € Qc, il existe une unique fonction g € K(C), qui dépend de w et de t,
telle que w = gdt. On écrit aussi © a la place de g.

dt
g = o df R
(i) Soit f € K(C) une fonction réguliére en P. Alors, = est aussi réguliére en P.

(#i) La valeur ordp (%) ne dépend que de w et de P. On lappelle alors ordre de w et on

le note ordp(w).
(iv) L’ordre de w est non-nul seulement pour un nombre fini de formes différentielles w.

(v) Soient x, f € K(C) avec x(P) = 0 et soit p = CarK. Sip = 0 ou (p,ordp(z)) = 1,
alors
ordp(fdx) = ordp(f) + ordp(dx) — 1.

Sip#0 et p|ordp(x), alors
ordp(fdx) > ordp(f) + ordp(dx).

Démonstration. (i) Par la proposition 2.42, K (C) est une extension séparable finie de K (t)
et donc, par la proposition 2.53, dt est une base de Q¢.

(ii) Voir [Har77], page 300.

dt !
(iii) Soit ¢’ un autre parameétre uniformisant en P. Par le point précédent, o7 et s sont
dt dt
réguliers. Ainsi, on obtient ordp (dt’) = 0. Comme w = gdt = dﬁ dt’, on a le résultat.
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(iv) Voir [Sil09], pages 31 — 32.
(v) Idem.

Définition 2.55
Soit w € Q¢. On définit le diviseur associé a w par

div(w) = Y ordp(w)(P).
pPeC
C’est bien un diviseur par le point (iv) de la proposition précédente.

Définition 2.56
Une forme différentielle w € Q¢ est dite holomorphe ou réguliére si ordp(w) > 0 pour tout
P € C. On dit qu’elle ne s’annule pas si ordp < 0 pour tout P € C.

Soient wy et wo deux formes différentielles non-nulles. Comme Q¢ est un K (C)-espace
vectoriel de dimension 1, il existe f € K(C)* tel que w; = fws et donc la définition suivante
fait sens.

Définition 2.57 (Classe de diviseur canonique)
La classe des diviseurs canoniques de C' est I'image dans Pic(C) de div(w) pour un w € Q¢
non-nul. Tout diviseur dans cette classe est appelé diviseur canonique.

Nous allons maintenant définir un ordre partiel sur Div(C).

Définition 2.58 (Diviseur positif)
Soit D =3 penp(P) € Div(C) un diviseur. On dit que D est positif et on note D > 0 si
np > 0 pour tout P € C. Soient Dy, Dy € Div(C). On écrit Dy > Dy si D1 — D est positif.

Définition 2.59
Soit D € Div(C). On définit I’ensemble

L(D) = {f € K(C)* : div(f) > —D} U {0}.

Proposition 2.60 -
L’ensemble L(D) est un K-espace vectoriel de dimension finie. On note sa dimension (D).

Démonstration. Voir [Sil09], page 34. O

Proposition 2.61 (i) Soit D € Div(C) tel que deg D < 0. Alors, L(D) =0 et [(D) = 0.

(@) Si D,D’ € Div(C) sont linéairement équivalents, alors L(D) est isomorphe a L(D') et
donc (D) = 1(D’).

Démonstration. (1) Supposons qu’il existe 0 # f € L£(D). Par le point (i¢) de la proposition
2.50, 0 = deg(div(f)) > deg(—D) = — deg(D) et donc deg D > 0.

(ii) Comme D ~ D', il existe f € K(C) tel que D = D’ + div(f). Alors, I'application

w: L(D) — L(D")
g—fg

est un isomorphisme. En effet, si g € £L(D), alors on a div(g) > —D et donc
div(fg) = div(f) + div(g) > div(f) — D = —D".

L’application ¢ est clairement K-linéaire et inversible.
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Soient K¢ = div(w) € Div(C) un diviseur canonique de C et f € K(C)*. Alors, on a
f € L(K¢) si et seulement si div(fw) > 0. Or, cette derniére équation est équivalente au fait
que la forme différentielle fw soit holomorphe. De plus, comme toute forme différentielle sur
C est de la forme fw pour f € L(K¢), on a que L(K¢) et {w € Q¢ : w est holomorphe}
sont isomorphes.

Théoréme 2.62 (Théoréme de Riemann-Roch)
Soient C une courbe lisse et Ko un diviseur canonique de C. Alors, il existe un entier g > 0,
appelé le genre de C, tel que

I(D)— (K¢ —D)=degD —g+1,
pour tout D € Div(C).

Démonstration. Voir [Har77], pages 295 et suivantes. O

Corollaire 2.63
Avec les mémes notations que dans le théoréme précédent, on obtient :

(i) (Kc) =g;
(i) deg(Kc) =29 —2;
(iit) si degD > 2g — 2, alors (D) =degD — g+ 1.

Démonstration. (i) Remarquons d’abord que £(0) = K par la proposition 2.41 et donc
1(0) = 1. En appliquant le théoréme de Riemann-Roch & D = 0, on obtient [(0) —
l(Kc) =—g+1.

(ii) On applique le théoréme avec D = K¢ et on utilise le point précédent.

(iii) Puisque deg D > 2g — 2 = deg(K¢), on a deg(K¢c — D) < 0 et donc, par la proposition
2.61,onal(Kc— D) =0.

O

Exemple 2.64
Soit la courbe définie par ’équation Y2 = X3 + 17. Nous verrons dans le théoréme 3.5 que
cette courbe est de genre 1.

Exemple 2.65

Soient g € N et C une courbe satisfaisant 1’équation y* +h(z)y = f(z), ot h(z) € K|[x] est de
degré plus petit ou égal & g, le polynome f(z) € K[z] est de degré 2g+ 1 et telle que C n’ait
pas de point singulier, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de (u,v) € K x K tel que v? + h(u) =
f(w),2v+ h(u) =0 et h'(u)v = f/(u). Alors C est appelée courbe hyperelliptique de genre g.
On peut vérifier que C est effectivement de genre g. De plus, les courbes hyperelliptiques sont
une généralisation des courbes elliptiques, en effet si g = 1, alors C' est une courbe elliptique,
ce que nous verrons dans le chapitre suivant.
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3 Introduction aux courbes elliptiques

Une courbe elliptique est une courbe lisse de genre 1 avec un point de base fixé. Nous
montrerons dans le deuxiéme paragraphe que toute courbe elliptique peut étre définie par
une équation cubique homogeéne

Y2Z 4+ a1 XYZ+asYZ% = X2 + au X% Z 4+ as X Z? + ag Z°,

ol ai,...,as € K et ot on pose O = [0,1,0] comme point de base. Une telle équation est
appelée équation de Weierstrass. On appelle E la courbe définie par cette équation.

3.1 Equation de Weierstrass

Nous allons maintenant étudier les équations de Weierstrass. Pour simplifier, nous note-

Y
rons ces équations sous une forme non homogene, c’est-a-dire en posant x = - ety = 7

Dans ce cas, I’équation est de la forme
E:y® 4+ a1zy + asy = 2° + asz® + asx + ag.

Toutefois, il faut se rappeler qu’il existe un point de base que nous considérerons comme
étant U'infini. Si aq,...,a6 € K, on dit que E est définie sur K. Supposons que Car(K) # 2.

Alors, on peut simplifier I’équation en complétant le carré. En effectuant le changement de
Yy—a1x —ag

5 , on obtient ’équation suivante :

variable y —

y? = 43 + box? + 2byx + bg,
oll by = a? +4ag, by = 2a4 +ajasz et bg = a3 + 4ag. On définit encore les quantités suivantes :

bg = a%aﬁ + dasag — arasay + a2a§ — ai
cq = b3 —24by
c6 = —b3 + 36byby — 216bg
A = —b3bg — 8bj — 273 + abybg
=4

A

dx B dy
2+ aix+as 322+ 2001 + ag —ary’

Si la caractéristique de K n’est ni 2, ni 3, on peut effectuer le changement de variable

—3b
(z,y) — (96362, 1%8) pour éliminer le terme en 2. On obtient alors I’équation simplifiée

y2 =23 — 2Teqx — 54cg,

qui est de la forme y? = 23 4+ ax + b, avec a = —27¢c4 € K et b = —54cg € K. Par la suite,
on ne fait plus d’hypothese sur la caractéristique de K.

Définition 3.1

La quantité A est le discriminant de ’équation de Weierstrass, j est le j-invariant de E et
w est linvariant différentiel de E.

Proposition 3.2 (i) La courbe E est lisse si et seulement si A # 0.

(it) Deux courbes définies par des équations de Weierstrass sont isomorphes sur K si et
seulement si elles ont le méme j-invariant.

Démonstration. Voir [Sil09], pages 45 — 47. O
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Proposition 3.3
L’invariant différentiel w associé a la courbe lisse E est une forme différentielle holomorphe
qui se n‘annule pas, c¢’est-d-dire div(w) = 0.

Démonstration. Voir [Sil09], page 48. O

3.2 Courbes elliptiques

Définition 3.4 (Courbe elliptique)

Une courbe elliptique est une paire (E,Q), ou E est une courbe lisse sur K de genre 1 et
O € E. On dit que O est le point a U'infini de E. On dit que E est définie sur K et on note
E/K si E est définie sur K en tant que courbe et si O € E(K).

On va souvent écrire seulement E pour une courbe elliptique, le O étant sous-entendu.

Nous allons maintenant montrer, en utilisant le théoréme de Riemann-Roch, qu’une
courbe elliptique peut étre décrite par une équation de Weierstrass et réciproquement que
toute courbe décrite par une équation de Weierstrass est une courbe elliptique.

Théoréme 3.5
Soit E une courbe elliptique définie sur K.

(7) Il existe x,y € K(FE) tels que Uapplication
p: E —P?
¢ =[z,y,1]
donne un isomorphisme entre E/K et une courbe définie par l’équation de Weierstrass
C:Y?’+u XY +asY = X34+ asX? + as X + ag,
ot ai,...,as € K et ¢(0) =[0,1,0]. On appelle z,y les coordonnées de Weierstrass

de E.

() Soient C € K[X,Y] et C' € K[X',Y'] deux équations de Weierstrass qui définissent E
comme dans le point précédent. Alors, C' peut étre obtenue a partir de C' en effectuant
un changement de variables de la forme

X =u’X"+r,
Y =Y + sulX' 4 t,

ot u,r,s,t € K et u#0.

(ii1) Soit C une courbe lisse donnée par une équation de Weierstrass comme dans le point
(7). Alors, C' est une courbe elliptique avec O comme point & linfini.

Démonstration. (1) Considérons les espaces vectoriels £(n(O)) pour n € N. Alors, par le
corollaire du théoréeme de Riemann-Roch (corollaire 2.63), on a

l(n(0)) = degn(0) — g+ 1 = degn(0) = n.

Il est possible de trouver une base de £(n(O)) ne contenant que des fonctions de K (E),
voir [Sil09] page 36. Alors, il existe des fonctions x,y € K(E) tels que {1,z} soit une
base de L(2(0)) et {1, z,y} soit une base de £(3(0)). Ainsi, = a un pole d’ordre 2 en O.
En effet, il appartient & £(2(0)) et donc ordo(z) > —2 et comme {1, z} est une base de
L(2(0)) et ordp(1) = 0, on doit avoir ordp (z) = —2. De méme, y a un pole d’ordre 3 en
O. Remarquons qu’alors ordo (f) > —6 pour tout f € {1,z,y, 22, zy,y?, 2*}. Par consé-
quent, £(6(0)), qui est de dimension 6, contient les sept vecteurs 1,z,y, x2, vy, y?, x3.

Ces vecteurs sont donc linéairement dépendants. On écrit cette dépendance par

by + box + b3y + byx? + bsxy + bgy® + bz = 0,
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ou b; € K pour 0 <17 <7 et ne sont pas tous nuls. Notons que bg et b7 ne peuvent pas
étre nuls. Sinon tous les termes auraient des poles d’ordre différents en O et donc les b;
s’annulerait tous. Appliquons maintenant le changement de variables

T +— —b6b7$,

Yy b6b$y
et divisons 'équation résultante par bib%. Cela nous donne une équation de Weierstrass.
On définit donc I'application

p: E— C,

¢ =[z,y,1]
ou C est la courbe donnée par ’équation de Weierstrass. On vérifie ensuite que ¢ est
un isomorphisme, voir [Sil09] pages 59 — 60 pour les détails.

(ii) Soient x,y et 2’,y les coordonnées de Weierstrass de C, respectivement C’. Comme
z et 2’ ont un poéle d’ordre 2 en O et y et ¥y ont un pdle d’ordre 3 en O, on a que
{1,z} et {1,2'} sont des bases de £(2(0)) et que {1,z,y} et {1,2’,y'} sont des bases
de £(3(0)). Ainsi, il existe u1, ua,r, s2,t € K avec u; # 0 # us tels que

r=wuz +r

Yy = Uy’ + sox’ +t.

Comme (x,y) et (2/,y") sont des solutions d’une équation de Weierstrass dont les coef-

. N ; Uz
ficients en X? et en Y2 sont 1, on a u$ = u3. Ainsi, on a le résultat en posant u = —
U1
52
et s = —.
U

(iii) Posons g le genre de C. Par la proposition 3.3, I'invariant différentiel w de la courbe
C' est holomorphe et ne s’annule pas. Ainsi, div(w) = 0. Par le deuxiéme point du
corollaire 2.63, on obtient 0 = deg(div(w)) = 2¢g — 2 et donc g = 1.

O

Gréace a ce théoréeme, nous pouvons maintenant voir les courbes elliptiques comme les
solutions d’une équations de Weierstrass.

Exemple 3.6
La courbe définie par I’équation Y2 = X3 + 17 est une courbe elliptique, en effet son discri-
minant est A = 124848 # 0.

FIGURE 3 — La courbe elliptique Y2 = X3 + 17

17



3.3 La structure de groupe d’une courbe elliptique

Soit E la courbe définie par une équation de Weierstrass
f(z,y) =y* + a1y + asy — 2% — axx® — ayxr — ag = 0.

Rappelons qu’on a identifié la variété affine définie par ’équation a sa cloture projective et
qu’on a un point de base O. Soit L C P? une droite. Comme I’équation est de degré 3, on
obtient, par le théoréme de Bézout (voir [Har77] page 54), lexistence de trois points non
nécessairement distincts P, Q) et R dans l'intersection de L et E.

Définition 3.7 (Loi de composition sur F)

Soit P,Q € E. Si P # @, soit L la droite reliant P et @, sinon soit L la tangente a E en P.
Soit encore R le troisiéme point d’intersection dans L N E. Soit encore L’ la droite reliant R
et O. On définit alors P & ) comme étant le troisieme point d’intersection de L’ et E.

Nous allons maintenant montrer que la loi ® munit £ d’une structure de groupe abélien
avec élément neutre O.

Proposition 3.8 (i) Soient L une droite et P,Q et R les points d’intersection de L et E.
Alors, (P& Q)@ R=0.

(1) P®Q =Q P, pour tout P,Q € E.

) Pour tout P€ E, ona P®O = P.

(i) Soit P € E. Il existe un point dans E, noté —P, tel que P ® (—P) = O.
)
)

(i1

(v) Soient P,Q,R € E. Alors, ( PHQ)®R=P& (Q D R).

(vi) Si E est définie sur K, alors

EIK]={(z,y) € K*: y* + a1zy + azy = 2° + a22” + ayx + ag} U {O}
est un sous-groupe de E.

Démonstration. (i) Clair.
(ii) La droite reliant P et @ est la méme que celle reliant Q et P.

(iii) Les droites L et L' sont les mémes si @ = O. Comme L a P,O et R comme points
d’intersection et R, O et P @ O sont ceux de L', on en déduit que P ® O = P.

(iv) Soient L la droite reliant P & O et R le troisitme point d’intersection. On a alors
O=(P30O)@®R=P®® R par les points (i) et (iii).

(v) Par la suite, nous allons donner des formules explicites pour ’addition. On pourra alors
vérifier que la loi est bien associative.

(vi) Si P et @ ont leurs coordonnées dans K, alors la droite les reliant a aussi ses coeffi-
cients dans K. Les coordonnées du troisieme point d’intersection est une combinaison
rationnelle des coefficients de la droite et de . Comme E est définie sur K, le troisieme
point le sera aussi.

O
Notation 3.9
On note + au lieu de .
Soit P € E. On définit alors la fonction [ - | : E — E par [m]P = P+ ...+ P (m

fois) pour m > 0, [0]P = O et [m]P = [-m](—P) pour m < 0. On appelle cette fonction la
multiplication par m.

Nous allons maintenant donner des formules explicites pour ’addition et I'opposé des
points de F.

Proposition 3.10 (i) Soit Py = (x0,y0) € E. Alors, —Py = (x0, —(yo + a1 + a3)).
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(it) Soient Py = (x1,y1) € E, Py = (x2,y2) € E et Py := P + P> = (x3,y3). Si x1 = 9 et

Y1+ Y2 + a1xs + agz = 0, alors P, + P, = O. Sinon, on pose

_ T2 — Yoy

A= LTIy, , sixy # xo,
T2 — T1 T2 — T1
et
\ = 32} 4 2a0w1 4 ag — a1y ot v = —x} 4 asxy + 206 — azy
2y1 + a1r1 +ag 2y1 + a1r1 +ag

st x1 = xo. Alors, P3 est donné par

1’3:)\24*&1)\70,279317:62

ys =—(A+a1)xs —v—as.

(iit) En particulier, si Py # £P5, on a

2
(P + Py) = (M> +a (M) —a — T1 — T,

T2 — T1 T2 —T1

ot ©(P) est la coordonnée en x de P. Pour P = (x,y) € E, on a la formule de
duplication
374 — b4.’172 — 2b6$ — bg
2|P) = .
l’([ ] ) 41‘3 + b2$2 + 2b417 + b6

Démonstration. (i) Pour calculer — Py, on doit prendre U'intersection de F et de la droite

(iii)

qui relie O et Py. Cette droite est donnée par x — xg = 0. En remplacant ceci dans
I’équation de E, on trouve un polynéme quadratique f(zo,y) qui a donc deux racines
Yo, Yy € K puisque —Fy € E. Ainsi —FPy = (w0, yp)- De plus, f(z0,y) = (v —y0)(¥ — vo)
puisque f(xg,y) est unitaire en y. L’étude des coefficients de ce polynoéme en y donne

/
a1To + a3z = —Yo — Yo-

Soient L la droite reliant P; et Ps ou la tangente si Py = P et Q = (%, y4) le troisieme
point de l'intersection de L et E. Alors, ’équation de L est y = Az 4+ v. En remplacant
dans l’équation de E, on trouve que f(z, Az + v) est un polynoéme cubique avec racines
x1,T2,25. On a donc f(z, Az +v) = —(x — z1)(x — z2)(x — z}) et en regardant les
coefficients en z2, on trouve

r1 + 20 + 25 = A2+ a1\ — as.

Nous avons ainsi une formule pour x4 et donc aussi pour y5 = Azs + v. On remarque
pour finir que P; + P» + @ = O et donc P; + P, = —Q. On applique finalement la
formule d’inversion a Q.
C’est un cas particulier du point (4i).

O

Exemple 3.11

Soient K = Q et E la courbe elliptique sur Q définie par y? = 23 + 17. On peut vérifier que
les P, = (—2,3), P, = (—1,4),P; = (2,5), Py = (4,9) et P5s = (8,23) sont des points de E.
En utilisant les relations ci-dessus, on voit que

P5 = [72]]31 et P4 = Pl — Pg.

Lemme 3.12
Soient C une courbe de genre 1 et P,Q € C. Alors, (P) ~ (Q) si et seulement si P = Q.
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Démonstration. Soit f € K(C)* tel que div(f) = (P)—(Q). Puisque div(f)+(Q) = (P) > 0,
ona f € E((Q)) Comme deg P = 1 > 0, on obtient, par le point (ii¢) du corollaire 2.63,
que I((Q)) = 1. De plus, K C £((Q)) et ainsi f € K. Finalement, on voit que (P) — (Q) =
div(f) = 0. La réciproque est claire. O

Proposition 3.13
Soit (E,O) une courbe elliptique.

(i) Soit D € Div’(E). Alors, il existe un unique point Pp € E tel que D ~ (Pp) — (O).

On définit
o:Div'(E) — FE
D+— PD.

(@) L’application o définie ci-dessus est surjective.
(iii) Soient D1, Dy € Div'(E). Alors, on a o(Dy) = o(Dy) si et seulement si Dy ~ Ds.

Ainsi o induit une bijection, que l’on notera aussi o, de PicO(E) dans E.

(iv) L’inverse de sigma est l’application

k: E — Pic’(E)
P+ ((P)—(0)) + Pr(E).

(v) La loi de groupe «géométriques donnée par l'équation de Weierstrass et la loi de groupe

algébriquer induite par Pic’(E) sont les mémes.

Démonstration. Soit (E,O) une courbe elliptique.

(1)

(ii)
(iii)

(iv)
(v)

Le degré de D + (O) est 1. Ainsi par le corollaire 2.63, on a I(D + (0)) = 1. Soit
0 # f € LD+ (0)) et écrivons div(f) + D + (0O) = > pcpnp(P). Alors, comme
div(f) + D + (0) > 0 et deg(div(f) + D + (O)) = 1, il existe un seul P € E tel que
np =1 et ng = 0 pour tout Q € £\ {P}. Ainsi, div(f) + D+ (O) = (P). Sil existe un
autre @ tel que D ~ (Q) — (0), alors (P) — (O) ~ (Q) — (O). Donc il existe f € K(E)*
tel que div(f) = (P) — (0) — (Q) + (O), ce qui implique que (P) ~ (Q) et donc P = Q,
par le lemme 3.12.

On a que (P) — (O) est de degré 0 et o((P) — (0))
Si IDD1 = PDZ, alors D1 ~ (PDl) — (O) = (PDQ) -
D1 ~ DQ, alors (PDl) — (O) ~ D1 ~ D2 ~ (PD2) —
lemme 3.12.

Clair.

Voir [Sil09], pages 62 — 63.

P.

(O) ~ Dj. Réciproquement, si
(O) et donc Pp, = Pp,, par le

O

Corollaire 3.14
Soient E une courbe elliptique et D =3 p . pnp(P) € Div’(E). Alors, D est principal si et
seulement si ) pp[np]lP = O.

Démonstration. On a que D est principal si et seulement si D ~ 0, ce qui est équivalent a
o(D) = 0. Comme deg D =0, on a

Y Inplo((P) = Y [nrlo((P)) = > [nrlo((0) = Y nplo((P) — (0)).

PeE PekE PeE PekE

Ainsi, on a

0=0 (Z nP(P)> = 3 Inplo((P) = Yo Inelo((P) - (0) = 3 [nplP.

PCE PcE PcE PcE

ce qui termine la démonstration. O
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Proposition 3.15
Soit E/K une courbe elliptique. Alors, laddition et la prise d’opposé des points de E sont
des morphismes de courbes algébriques.

Démonstration. Voir [Sil09], pages 64 — 65. O

3.4 Isogénies entre courbes elliptiques
Nous allons maintenant parler des morphismes de courbes elliptiques.

Définition 3.16 (Isogénie, courbes isogenes)
Soit (E1,01), (F2,02) deux courbes elliptiques. Une isogénie entre E; et Es est un mor-
phisme ¢ : E1 — E5 tel que p(01) = Oy. On dit que E; et Fy sont isogénes s’il existe une
isogénie ¢ entre eux telle que ¢(F7) # {O2}.
Définition 3.17 (Degré d’une isogénie)
Le degré d’une isogénie est son degré en tant que morphisme.

Par la proposition 2.44, une isogénie ¢ satisfait soit @(F1) = {O2}, soit ¢(E;) = Es.
Ainsi, la seule isogénie de degré zéro est l'isogénie [0] : By — Fa, ou [0](P) = O pour tout
PeFE.

Théoréme 3.18
Soit ¢ : Fh — Fo une isogénie. Alors, ¢ est un homomorphisme de groupes.

Démonstration. Si ¢ est de degré 0, il n’y a rien a prouver. Sinon, considérons I'application

¢, : Pic’(Ey) — Pic’(Ey)

<Z np(P)> + Pr(Fy) — (Z np(go(P))> + Pr(E»).

PeE; PeE;

C’est clairement un homomorphisme de groupes. Soient

0; : Pic’(E;) — Ej,i=1,2
D + Pr(E;) — Pp

les isomorphismes de groupes définis dans la proposition 3.13. Puisque ¢(O) = O, on vérifie
que p = 020 Py 00 L Ainsi, ¢ est un homomorphisme de groupes en tant que composition
d’homomorphismes. O

Exemple 3.19
Soit E une courbe elliptique. La multiplication par m définie au début du chapitre est une
isogénie. En effet, [m] : E — E est un morphisme par la proposition 3.15 et [m](O) = O.

Proposition 3.20
Soient E/K une courbe elliptique et 0 # m € Z. Alors, la multiplication par m, [m]: E — E
est non constante.

Démonstration. Voir [Sil09], page 68. O

Définition 3.21 (Sous-groupe de torsion)
Soient E/K une courbe elliptique et 0 # m € Z. Le sous-groupe de m-torsion de E, noté
E[m)], est I'ensemble des points de E dont ordre divise m. Autrement dit, il s’agit de

Elm]={P € E: [m]P = O} = ker[m].

Le sous-groupe de torsion de E, noté Fi,.s est ’ensemble des points d’ordre fini, c’est-a-dire
Eiors =\ J°_, Elm]. Si E est définie sur K, on note Ey,.s(K) les points d’ordre fini de F(K).

m=1
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Proposition 3.22

Soient E/K une courbe elliptique, 0 # m € Z et posons p = Car(K). Sip =0 ou (m,p) =1,
alors Elm] = Z/p7, %X Lz, Sip est premier, alors soit E[p"] = {O} pour tout n € N, soit
Ep"| = Z/an pour tout n € N.

Démonstration. Voir [Sil09], page 86. O

3.5 Couplage de Weil

Soient /K une courbe elliptique et m € N;m > 2 tel que m soit premier avec Car(K)
si Car(K) > 0. Rappelons qu'un diviseur D = 5~ np(P) est principal si et seulement si
degD =0 et Y pco[np]P = O. Soit T € E[m]. Alors, m(T) — m(O) est principal et donc
il existe f € K(E) tel que div(f) = m(T) — m(0O). Comme la multiplication par m n’est
pas constante, elle est surjective et donc il existe T/ € E tel que [m|T’ = T. Notons que
> renpm) (T +R) — (R) est aussi un diviseur principal. En effet, |[E[m]| = m® et [m?*|T" = O.
Ainsi, il existe g € K(E) tel que div(g) = > repm)(I" + R) — (R). En calculant, on peut
voir que fo[m] et g™ ont le méme diviseur. Alors, on a ordp(f o [m]) = ordp(¢g™) pour tout

o m —
P € C et donc fi[] € K, par la proposition 2.50. Quitte & multiplier f par un élément

m

de K*, on peut donc supposer que f o [m] = g.
Soit S € E[m]. Alors, on a

9(X +5)™ = f(Im]X +[m]S) = f([m]X) = g(X)™

pour tout X € E. Posons j,, le groupe des racines m-iémes de 'unité de K. Alors, on peut
définir un application

ot X est un point de E tel que g(X +.5) et g(X) soient tous deux définis et non-nuls. Notons
g(X +9)

9(X)
le fait que g soit défini & multiplication par un scalaire prés ne géne pas puisque 'on a une
fraction. On appelle ce couplage le e,,-couplage de Weil.

que cette application est bien définie, puisque est une racine m-éme de 'unité et

Proposition 3.23
Le e, -couplage de Weil a les propriétés suivantes :

(¢) Bilinéaire :
em(Sl + ‘927T) = em(slaT)em(SQaT)v
em(S, T + Tg) = em(S, Tl)em(S, TQ)

pour tous S, S1,S2,T,T1,T5 € E[m].
(it) Alterné : ey, (S,T) = e (T,S)™1 et e, (T, T) =1 pour tout S, T € E[m].
(#i) Non-dégénéré : Si e, (S,T) =1 pour tout S € E[m], alors T = O.
() Il existe S,T € E[m] tels que e, (S,T) soit une racine m-iéme primitive de [’unité. De

plus, si Elm| C E[K], alors e, (S,T) € K* pour tous S,T € E[m].
Démonstration. Voir [Sil09], pages 94-96. O
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3.6 Courbes elliptiques sur des corps finis

Soient ¢ = p™, oll p est un nombre premier, K =T, et E/K une courbe elliptique. Nous
allons donner une estimation du nombre de points de E(K).

Théoréme 3.24 (Théoreme de Hasse)
On a la borne suivante :

[#E(K) —q—1] <24
Démonstration. Voir [Sil09], page 138. O
Théoréme 3.25 (Théoréeme de Weil)

Soitt = q+ 1 —#E(F,). Alors, #E(F ) = " +1—aF — 3%, ot a,p € C sont tels que
qT? —tT + 1= (aT — 1)(BT — 1).

Démonstration. Voir [Sil09], page 142 — 143. O

Proposition 3.26
Le groupe E(F,) est isomorphe a Z/p, 7, % Z/mZ; ot n1,ne € N sont tels que ny | ny et
ny|q—1.

Notons tout de méme que ny peut étre 1, par exemple si le groupe est cyclique.

Démonstration. Par la classification des groupes abéliens finis, E(Fq) = Z/q,7,x ... XZ/q, 7,
avec d; € N et diyq | d;. Soit N = #E(F,). Alors, par le théoréme 3.24, on a (N,q) =1, ce
qui implique, par la proposition 3.22 E[N] = Z/N7, % Z/N7,. Comme E(F,) C E[N], on a
I'inclusion suivante

Z/dlz X ... X Z/an — Z/N7g, X Z/N7,.

Ainsi par la classification des groupes abéliens finis, n < 2. Supposons maintenant que E(F,)
soit isomorphe & Z/y,, 7, X Z /7, avec nz | n1. Comme Elny] C E(F,), on a, par le point (iv)
de la proposition 3.23, que p,, C F} et ainsi na [ ¢ — 1. O

Définition 3.27 (Courbe supersinguliére)
Soit ¢ = p™ avec p premier. On dit qu’une courbe elliptique E définie sur IF, est supersingu-
ligresip|t,out=q+1—H#E(F,).

Lemme 3.28
1l existe une courbe elliptique d’ordre q+1—t si et seulement si l'une des conditions sutvantes
est vérifiée :
(i) pttett® <dq.
(it) m est impair et 'une des conditions suivantes est vraie :
(a) t=0;
(b) t?=2q etp=2;
(c) t2 =3q et p=3.
(iit) m est pair et l'une des conditions suivantes est vraie :
(a) t? =4q;
(b)) t?=qetp#1 (mod 3);
(¢c) t=0etp#1 (mod 4).
Démonstration. Voir [Wat69], pages 536 — 537. O

Gréce au lemme précédent, on voit que si FE est une courbe supersinguliére, alors t2 €
{0,4,2q, 3¢, 4q}-
Le lemme suivant nous donne la structure de groupe des courbes supersingulieres.
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Lemme 3.29
Soitt =q+1—|E(F,)|.

(i) Sit? =q,2q ou 3q, alors E(F,) est cyclique.

(i) Sit=2./q, alors E(F,) = Z/(\/(j —1)Z X Z/(\/g ~1)Z-
(i1) Sit=—2./q, alors E(F,) = Z/(\/qJr 1)Z % Z/(\/g+ 1)Z-

() Sit=0 et g#3 (mod4), alors E(F,) est cyclique.

(v) Sit=0etq=3 (mod 4), alors soit E(F,) est cyclique, soit E(F,) = Z/(%) 7. %X L[,
Démonstration. Voir [Sch87], pages 196 — 197. O

Lemme 3.30

Soit n € N tel que (n,q) = 1 et E[n] C E(F,). Soient encore P, P, P, € E[n]. Alors,
P, = P, € E[n] /<p> si et seulement si e, (P, Py) = e, (P, P2), ot e, (P, Py) est le e,-couplage
de Weil de E(Fy).

Démonstration. Comme E(FF,) est de type 2 par la proposition 3.26, il existe Q € E[n] tels
que P,Q génerent E[n] = Z/,,7 % Z/n7,. Supposons que Py = P, + kP. Alors,

en(P, Py) = en(P, Py)e, (P, P)* = ¢, (P, Py).

Supposons maintenant que P, — P, = kP + k'Q avec K'Q # O. Ainsi, e, (P, k'Q) # 1 par
non-dégénérescence du couplage de Weil. Alors,

en(P,Py) = en(P, Py + kP + K'Q) = e, (P, Py)en (P, P)*e, (P, k'Q) # en (P, Py)

Soit k € N le plus petit entier tel que E[n] C E(F ).

Théoréme 3.31
Il existe Q € E[n] tel que e, (P, Q) soit une racine primitive n-éme de l'unité.

Démonstration. Soit @ € Eln]. Alors,
en(P,Q)" = en(P,n@) = en(P,0) = 1.

Ainsi, e,(P,Q) € fin, Ol i, est le groupe des racines n-e¢mes de 'unité dans F,r. Comme
n = [(P)] et (n,q) = 1, on a |E[n]| = n? et donc (P) est d’indice n dans E[n]. Par le
lemme 3.30, on observe que si () parcourt les représentants des classes de (P) dans FEln],
alors e, (P, Q) parcourt les éléments de f,,. O

Corollaire 3.32
Soient Q € E[n] tel que e, (P, Q) soit une racines primitive n-éme de l'unité et

fiAP) — pn
R+— e,(R, Q).

Alors, [ est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Clair. O
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4 Considérations cryptographiques

Nous allons parler de quelques notions basiques de cryptographie, a savoir le cryptage
RSA et I'équivalent sur les courbes elliptiques de 1’échange de clé de Diffie-Hellman, de
la transmission de message de ElGamal et de Massey-Omura ainsi que de 'algorithme de
signature digitale (DSA).

4.1 Le cryptage RSA

Pour la culture général, nous allons décrire le principe de fonctionnement du célebre
cryptage RSA (Rivest-Shamir-Adleman). Le principe de ce cryptage est d’utiliser un clé
publique pour crypter les données et une clé privée qui servira a les décrypter. Nous allons
maintenant décrire 'algorithme qui permet de créer les clés.

Algorithm 1 Algorithme de création des clés

Entrée : -
Sortie : Une clé publique et une clé privée.
1: Choisir p et g deux nombres premiers distincts.
Calculer n = pq.
Calculer 'indicatrice d’Euler du produit : ¢(n) = (p — 1)(g — 1).
Choisir e un entier naturel tel que (e,n) = 1.
Calculer l'entier d tel que d = e™! (mod ¢(n)) et d < ¢(n).
return La clé publique est le couple (n,e), la clé privée est le couple (n,d).

En pratique, les nombres premiers sont choisis suffisamment grands. Une fois les clés
crées, si Alice veut écrire un message a Bob, elle doit d’abord connaitre la clé publique de
Bob, qu’il lui aura donc envoyé de maniére sécurisée. Puis, Alice crypte son message grace
a la clé publique de Bob, I’envoie a ce dernier qui peut le décrypter avec sa clé privée. Les
algorithmes utilisés sont décrits si-dessous.

Algorithm 2 Algorithme de chiffrement du message

Entrée : Un entier M < n représentant le message a crypter.
Sortie : Le message crypté.
1: return Le message crypté est C € N tel que C = M° (mod n) et C < n.

Algorithm 3 Algorithme de déchiffrement du message

Entrée : Un message crypté C.
Sortie : Le message décrypté.
1: return Le message décrypté est M € N tel que M = C? (mod n) et M < n.

Notons que 'algorithme de déchiffrement redonne le bon message. En effet,
C% = Med = pitke-Die-1) (mod n)

pour un k € Z. De plus, si p | M, alors M t+P=Da=1) = 0 = M (mod p) et si (p, M) =1,
alors M1 tk@-D(-1) = pr (mod p) par le petit théoréeme de Fermat. On effectue le méme
raisonnement pour q et le théoréme des restes chinois permet de conclure que

Cl=M (mod n).

Pour calculer d a l'aide de e et n, c’est-a-dire trouver la clé privée a partir de la clé
publique, il faut trouver I'inverse de e modulo (p — 1)(¢ — 1), ce qui nécessite de connaitre la
factorisation de n.
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4.2 Application des courbes elliptiques a la cryptographie

Soient E une courbe elliptique sur F, et @ € E et supposons que ces éléments soient
publics.

4.2.1 L’échange de clé de Diffie-Hellman

L’un des buts principaux de la cryptographie a clé publique est de pouvoir échanger
une clé privée qui servira a crypter les messages envoyés par la suite. Nous allons décrire le
protocole d’échange de clés de Diffie-Hellman adapté aux courbes elliptiques. Celui-ci doit
permettre a Alice et Bob de trouver une clé secréte commune a partir de communications
publiques.

Notons d’abord qu’un point P sur une courbe elliptique définie sur un corps fini peut
étre utilisé comme clé. En effet, Alice et Bob peuvent se mettre d’accord sur un moyen de
convertir P en un nombre naturel, par exemple en prenant la coordonnée en x de P et en
lui appliquant une fonction F;, — N.

Alice choisit aléatoirement un nombre entier k4, calcule k4Q et I'envoie & Bob, qui fait
de méme de son coté. La clé secrete sera alors P := kakp(Q. Alice et Bob peuvent tous deux
connaitre P en multipliant le point recu par le nombre aléatoire qu’ils ont choisi. Mais une
personne qui écouterait leur conversation ne connaitrait que @, kaQ et kg(@Q pour trouver P.

Définition 4.1
La tache de l'espion, & savoir trouver kakp(@ en connaissant Q,kaQ et k@, s’appelle le
probleme de Diffie-Hellman pour les courbes elliptiques.

4.2.2 La transmission de messages de ElGamal

On peut facilement modifier le protocole d’échange de clé de Diffie-Hellman pour trans-
mettre des messages. Supposons que nous ayons un moyen de codifier les messages par les
points d’une courbe elliptique et qu’Alice et Bob se sont déja échangés les points kaQ et kpQ.
Si Alice veut transmettre & Bob un message M € FE, elle choisit un nombre entier aléatoire
secret [ et elle envoie (IQ, M + l(kp@)) & Bob. Pour déchiffrer le message, Bob multiplie le
premier terme par kg et le soustrait au deuxieme.

Définition 4.2
La tache de l’espion, autrement dit trouver M en connaissant (Q, M + l[(kpQ),Q,kaQ et
kpQ, s’appelle le probléme d’ElGamal pour les courbes elliptiques.

4.2.3 La transmission de messages de Massey-Omura

Supposons que nous ayons un moyen de codifier les messages par les points d’une courbe
elliptique et que le nombre de points n de la courbe dans F, est publique. Alice et Bob
choisissent tous deux un nombre entier aléatoire e4, respectivement eg, tels que (ea,n) =
(em,n) = 1 et calculent d4 = e,* (mod n), respectivement d4 = e;' (mod N) en utilisant
I’algorithme d’Euclide. Si Alice veut envoyer le message M € E a Bob, elle envoie d’abord
ea M. Toutefois, Bob ne peut pas le décrypter et donc Bob renvoie eges M a Alice. Alice
renvoie alors daegea M a Bob, et comme nM = O et dges =1 (mod n), on a daegesa M =
epM et donc Bob peut décrypter le message.

Définition 4.3
La tache de I’espion, autrement dit trouver M en connaissant n,es M,egea M, eg M, s’appelle
le probleme de Massey-Omura pour les courbes elliptiques.

4.2.4 Le probléeme du logarithme discret
Soient G un groupe et g € G.
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Définition 4.4 (Le probléme du logarithme discret)
Le probléeme du logarithme discret de G par rapport d la base g est le probléme suivant : étant
donné y € G, trouver x € N tel que g% = y si un tel z existe.

Remarque 4.5

Dans le cas des courbes elliptiques, le probléeme du logarithme discret de F par rapport a
la base P est : étant donné Q € FE, de trouver x € N tel que Q = xP. Il est facile de voir
que si le probleme du logarithme discret est résolu, ceux de Diffie-Hellman, de ElGamal et
de Massey-Omura le sont aussi.

Définition 4.6 (B-lisse)
Soit B € R%. On dit qu'un naturel n € N est B-lisse si tout premier qui divise n est plus
petit que B.

Si l'ordre de G est B-lisse pour un B suffisamment petit, alors le logarithme discret dans
G peut étre calculé efficacement par la méthode suivante :

Soit |G| =[]}, p;* la factorisation de |G|. Supposons que G soit abélien et B-lisse pour
un B suffisamment petit, c’est-a-dire p; < B. On commence par calculer 'ordre N de g. Le
but est de trouver un x € N,z < N tel que zg = y. Si un tel x n’existe pas, alors I’algorithme
s’arréte et on saura alors qu’il n’y a pas de solution. Il suffit de trouver un tel x modulo p;j

pour tout p;j, ou N = H;nzl p;j. Fixons p = p; et r = r; et écrivons
r=xo+zp+ ...+ p ! (mod p")

N
avec 0 < z; < p — 1. Pour trouver xg, on multiplie I’équation xg = y par N’ = —. Ainsi,
p

xo(N'g) = N'y et on peut tester les p possibilités pour xg. S’il n’existe pas de tel zg,
alors y ¢ (g). Ceci prend O(p) étapes. On peut méme améliorer ce processus pour qu'’il ne
prenne que O(,/p) étapes en utilisant la technique de Shanks «baby-step-giant-step», voir
[Coh93] page 241. Une fois xy connu, on calcule 27 en multipliant 1’équation y = zg par

N
N" = —, ce qui donne (zo+z1p)N" = N"y, c’est-a-dire 1 (N'g) = N"(y — z0g). On utilise
p
la méme technique pour trouver zi,xs,...,z,_1. On connait ainsi  modulo p;j pour tout
7 =1,...,m. On conclut en utilisant le théoreme des restes chinois.

4.2.5 Signature numérique

Il est important de pouvoir signer un message que ’on envoie, c’est-a-dire de pouvoir au-
thentifier un document et en garantir 'intégrité. Pour cela, nous allons présenter I’algorithme
de signature digitale sur des courbes elliptiques (ECDSA), qui est I’analogue sur les courbes
elliptiques du systéeme DS A.

Pour commencer, nous définissons ce qu’est une fonction de hachage, notion que nous
utiliserons dans la signature de messages.

Définition 4.7 (Fonction de hachage)

Soit m € N un message. Une fonction de hachage est une fonction qui envoie m sur h, ou
h € N est un entier beaucoup plus petit que m telle que f soit facilement calculable et
informatiquement injective, c’est-a-dire qu’il soit extrémement long pour un ordinateur de
trouver deux messages m et m’ tels que f(m) = f(m/).

Nous allons maintenant donner les algorithmes de génération et de vérification de signa-
tures. Soit une courbe elliptique E sur un corps fini F),, ott p € N est premier et P € E(F,)
un point d’ordre n. Chaque utilisateur posséde une clé privée x € N choisie aléatoirement
dans Uintervalle |1,n — 1] et une clé publique Q = zP.
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Algorithm 4 Algorithme de génération de la signature

Entrée : Un message m € N.
Sortie : Une signature au message m.
1: Choisir un nombre entier k aléatoirement dans l'intervalle |1,n — 1[.
Calculer kP = (z1,y1) et r = 21 (mod n).
Si r = 0, retourner a ’étape 1.
Calculer k=1 (mod n).
Calculer s = k=1(H(m) + zr).
return La signature du message m est le couple (r, s).

Algorithm 5 Algorithme de vérification de la signature

Entrée : Un message m signé par le couple (r, s).
Sortie : Une vérification de la signature.

1. Vérifier que 7, s soient dans Uintervalle [1,n — 1].
: Calculer w = s™! (mod n) et H(m).
: Calculer u1 = H(m)w (mod n) et ug = rw (mod n).
: Calculer u1 P 4+ u2@ = (z0,y0) et v = z¢ (mod n).
return La signature est acceptée si v =r.

Vérifions que les signatures authentiques seront toujours acceptée : En effet,
u +ugx = Hm)w + rwz = w(H(m) +rz) =k (mod n).

De plus,
(z0,y0) = u1 P + u2@ = u1 P + ugx P = (uy + ugx) P = kP.
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5 La réduction du probleme du logarithme discret

Dans ce chapitre, nous allons présenter le contenu de 'article de Menezes, Okamoto et
Vanstone «Reducing Elliptic Curve Logarithms to Logarithms in a Finite Field» (pour la
référence voir [MOV93)). Le résultat de cet article est qu’il existe un algorithme probabiliste
de complexité polynomiale pour réduire le probleme du logarithme discret sur le groupe d’un
certain type de courbes elliptiques définies sur un corps fini IF; au probléme du logarithme
discret sur le groupe multiplicatif d'une certaine extension Fx de F,. Le terme «probabiliste»
veut dire que l'algorithme a une chance d’échouer et par «de complexité polynomiale», on
entend que le temps d’exécution de l'algorithme est borné par un polyndéme en la taille de
I’entrée, on dit aussi «en temps polynomial». Cette réduction est montrée en établissant un
isomorphisme de groupes entre le sous-groupe (P) C FE engendré par un point P de E et
le groupe des racines n-¢mes de l'unité de F s, ot n est l'ordre de P. Cet isomorphisme
est donné par le couplage de Weil. Miller a développé un algorithme probabiliste en temps
polynomial pour calculer le couplage de Weil d’une courbe elliptique, voir [Mil86].

11 sera parfois nécessaire (par exemple pour appliquer le lemme 3.30) de pouvoir choisir
aléatoirement et uniformément des points d’une courbe elliptique E en temps polynomial.
On procede de la maniere suivante : On choisit aléatoirement un point z sur Fy. Si = est la
premiére coordonnées d’un point de E(F,), alors pour trouver y tel que (z,y) € E(F,), il
suffit de résoudre une racine carrée dans F,, ce qui est un probleme probabiliste en temps
polynomial, voir [BO81] pages 395 — 396. On pose alors P = (x,y) ou P = (z,—y) si ¢
n’est pas une puissance de 2, sinon on pose P = (z,y) ou P = (z,y + a3) si I'équation de
Weierstrass de E est y2 + azy = 23 + a4z + ag et P = (x,y) ou P = (z,y + x) si équation
de Weierstrass de E est y? + 2y = 2° + aox? + ag. Si x n'est pas la premiére coordonnées
d’un point de E(F,), on recommence le processus.

Nous allons maintenant énoncer deux lemmes que nous utiliserons par la suite.

Lemme 5.1
Soient G un groupe, o € G et n = HZﬂ?f la factorisation de n € N. Alors, l'ordre de o est

n si et seulement si ™ =1 et ari # 1 pour touti=1,...,m.

Lemme 5.2

Soit G un groupe abélien de type (cn,cn). Si les éléments {a;} sont choisis aléatoirement
et uniformément dans G, alors les éléments {ca;} sont distribués uniformément dans un
sous-groupe de G de type de (n,n).

5.1 La méthode de réduction MOV

Soit ¢ = p™. Soient E(F,) une courbe elliptique supersinguliére sur un corps fini F, avec
une structure de groupe (n1,ng), ot ng | ny et t = ¢+ 1 — |E(F,)|. Soient encore P € E(F,)
d’ordre n divisant n; et R € E(F,).

Il existe un algorithme en temps polynomial développé par Schoof pour calculer |E(F,)|,
voir [Sch85] page 484. De plus, Miller a trouvé un algorithme probabiliste en temps po-
lynomial pour calculer n; et no, étant donné la factorisation de (|E(Fg)[,¢ —1). On sup-
pose aussi que n est connu. Dans ce cas, le probléme du logarithme discret est de trouver
1 €{0,....,n—1} tel que R = [P. Par le lemme 3.30 et comme e,(P,P) = 1, on a que
R € (P) si et seulement si nR = O et e, (P, R) = 1. Ces conditions étant vérifiées de maniére
probabiliste en temps polynomial, on peut supposer que R € (P).

Comme E(F,) est supersinguliere, p | ¢t et donc (|E(F,)|,q) = 1. Cela implique que
E[In‘l] = Z/mZ X Z/’I’L1Z

Par les lemmes 3.28 et 3.29, E appartient a I'une des classes de courbes elliptiques super-
singuliéres suivante :

(I) t =0et E(Fy) = Z/(q—|— 175
(II) t=0,E(F,) = Z/(%)Z X Ljog et ¢ =3 (mod 4);
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(II1) t2 = q et m est pair;
(IV) t2 =2¢,p = 2 et m est impair;
(V) t2 = 3q,p = 3 et m est impair;
(VI) t? = 4q et m est pair.
Soit k € N le plus petit entier tel que E[n;] C E(Fgx).
En appliquant le théoreme 3.25 et le lemme 3.29, on peut facilement calculer un tel k. En

effet, on cherche le plus petit k tel que ny | |[E(F x)|. De plus, ceci implique que E(FF ) est de
type (cn1,cny) pour un ¢ € N. On résume toutes ces informations dans le tableau ci-dessous.

Classe t Structure de E(Fg) ny k Type de E(]Fqk.) c
I 0 cyclique q+1 2 (g+1,q+1) 1
I 0 Z/(atlyz % Loz, ot 2| (¢+1,q+1) 2
I e cyclique g+1Fv7 | 3| (3 £1,¢3 1) Vi1
v +v2q cyclique g+1FV2q | 4| (@+1,¢+1) gEtV2q+1
v +v/3q cyclique g+1Fv3q | 6 | (®+1,¢°+1) | (¢+1)(g++v3q+1)
VI +2./q Z/( qu)ZXZ/(\/ﬁ¥ 1)Z qgF1 1 (VaF1,q4F1) 1

TABLE 1 — Informations importantes des courbes supersinguliéres

Nous allons maintenant décrire I’algorithme utilisé pour décrire la réduction du probleme
du logarithme discret.

5.2 L’algorithme de réduction

Algorithm 6 Algorithme de réduction

Entrée : Un élément P d’ordre n divisant n; d’une courbe elliptique supersinguliére et
R e (P).
Sortie : Un entier [ € N tel que R =[P

1: Déterminer k et c avec la table 1.

2: Choisir un élément Q" € F« aléatoirement et poser Q =
3: Calculer v = ¢, (P, Q) et 6 = e, (R, Q).
4
5

CNn 1
“n "

: Calculer le logarithme discret I’ de § en base v dans Fgx.
: Vérifier si I'P = R. Si tel est le cas, alors [ = I’. Sinon, 'ordre de « est plus petit que n
et on recommence au point (7).
6: return [’

En appliquant le lemme 5.2 &

EFg ) = Z/can X Z/can
puis a
Elm] = Z)(mn)z X Z)(1an)7;
on trouve que @ est un point aléatoire de E[n] = Z /7, X Z /7. De plus la probabilité que v

#(n)

n
(P) est d’indice n, il suffit d’appliquer le lemme 3.30 pour trouver que le nombre d’élément

p(n)n
n?

soit d’ordre n est . En effet, comme il y a ¢(n) éléments d’ordre n dans Fg» et comme

d’ordre n de E[n] est ¢(n)n. Ainsi, la probabilité que « soit d’ordre n est

Théoréme 5.3

Si E(Fy) est une courbe elliptique supersinguliére, alors la réduction du probléme du loga-
rithme discret dans E(Fq) au probléeme du logarithme discret dans Fy. est une réduction
probabiliste en temps polynomial (polynome en Inq).
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Démonstration. Pour construire F » depuis Fy, il faut trouver un polynéme irréductible de
degré k sur I, ce qui peut étre fait de manieére probabiliste en temps polynomial, voir [BO81]
page 395. Dans ce cas, Fr = F, [X]/<f> Comme Q' € E(F ) et k <6, le point Q' et donc le
point ) peuvent aussi étre choisis de maniére probabiliste en temps polynomial. L’algorithme
de Miller permet de calculer 7 et ¢ de maniére probabiliste en temps polynomial, voir [Mil86]

? ] < 6lnlnn pour n > 5 (voir [RS62], page 71 — 72), le nombre
w(n

d’itérations nécessaires pour trouver un 7 convenable est O(Inlnn). Finalement, I'P = R
peut étre testé en temps polynomial et n = O(q). O

page 5. De plus, comme
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Notation
(a,b)

A’I’L

Le plus petit diviseur commun des nombres entiers a et b
L’espace affine de dimension n

Le groupe cyclique a n éléments

La caractéristique du corps K

Le groupe des diviseurs d’une courbe C'

Le sous-groupe des diviseurs de degré 0 d’une courbe C'
L’ensemble des points de la courbe elliptique F a coordonnées dans K
L’ensemble des points de la courbe elliptique F d’ordre divisant m
L’ensemble des points de la courbe elliptique F d’ordre fini
Le corps & ¢ = pf éléments

L’idéal engendré par ’ensemble algébrique V'

Une cloture algébrique fixée du corps K

L’anneau de coordonnée affine sur V

L’anneau local de V en P

Le K-espace vectoriel {f € K(C)* : div(f) > —D} U {0}

La dimension de 'espace vectoriel £L(D)

L’idéal maximal de K[V]p

Le groupe des racines n-émes de 'unité

{1,2,3,...}

{0,1,2,3,...}

L’espace projectif de dimension n

Le groupe de Picard d’une courbe C

L’ensemble algébrique (affine ou projectif) associé a 1'idéal I

L’espace des formes différentielles sur une courbe C
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