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Introduction

Ce document est le résultat de mon travail de Master, dont les buts sont :

i) d’étudier les QP-modules irréductibles, ou P est un p-groupe, et en
particulier les conséquences du théoreme de Roquette (théoréeme 5.2) et
les notions de sous-groupe génétique et base génétique. Pour ce faire, je
me base sur le polycopié Biset functors for finite groups de Serge Bouc,
[Bou], pages 169-189;

ii) de modifier ou récrire les preuves des principaux théorémes pour suppri-
mer l'utilisation de la notion de sous-groupe basique ([Bou],
définition 9.2.4, page 168);

iii) d’appliquer les résultats obtenus & des p-groupes particuliers comme les
p-groupes abéliens finis ou les p-groupes finis extra-spéciaux.

Les premiers chapitres de ce travail introduisent les notions nécessaires
pour comprendre et prouver les résultats des chapitres 4 et 5. Le but du
chapitre 1 est d’introduire la formule d’inversion de Mobius, qui sera utilisée
dans les chapitres 3 et 5. Le chapitre 2 permet de démontrer un théoreme
da a Artin (théoreme 2.9) dont un corollaire permet, si G est un groupe fini,
de déterminer le nombre de QG-modules irréductibles distincts a isomor-
phismes pres. Les notions développées permettent notamment de déterminer
les tables de caracteres rationnels de quelques groupes finis. Le chapitre 3
introduit la notion de (H,G)-bi-ensemble et ses propriétés. En particulier,
cela va permettre de prouver certains résultats pour les opérations sur les
KG-modules (ot K est un corps de caractéristique 0 et G un groupe fini)
comme l’inflation, la déflation, la restriction ou l'induction.

Les chapitres suivants représentent la partie clé de ce travail. Le cha-
pitre 4 donne quelques résultats sur les p-groupes de p-rang normal 1, en
particulier qu'un tel groupe P posséde (& isomorphisme pres) un unique
QP-module irréductible et fidele. Le chapitre 5 introduit le théoréme de
Roquette et ses conséquences, ce qui permet de définir la notion de sous-
groupes génétiques. Les résultats obtenus par la suite permettent de donner
une description des sous-groupes génétiques qui s’affranchit de la notion de
KG-module. Le chapitre finit par un théoreme qui dit quand deux sous-
groupes génétiques correspondent au méme module irréductible. Cela per-
met d’introduire la notion de base génétique. Dans ce chapitre, la plupart
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des résultats se base sur le polycopié de Serge Bouc, [Bou]. Afin de permettre
de comparer les preuves et voir les modifications apportées pour supprimer
les sous-groupes basiques, les références au polycopié sont données.

Le dernier chapitre présente des applications de cette théorie a quelques
p-groupes finis particuliers, comme les p-groupes abéliens finis ou les
p-groupes finis extra-spéciaux.

A la fin du travail se trouvent trois annexes contenant des rappels. L’an-
nexe A contient quelques résultats sur les groupes, ’annexe B des définitions
et des résultats sur les K G-modules et I’annexe C quelques rappels sur les
formes bilinéaires.

Au sujet de la bibliographie, j’aimerais rajouter que la plupart des livres
sont utilisés pour donner des références sur des résultats de bases sur les
groupes ou les modules. D’autres part, je souhaiterais encore citer un ex-
cellent document publié sur internet, a savoir Tout ce que vous avez toujours
voulu savoir sur BTEpX sans jamais avoir osé le demander de Vincent La-
zano, [Laz07], qui m’a permis de résoudre de nombreux problemes liés a la
rédaction d’un document mathématique.

Je tiens a remercier M. le professeur Jacques Thévenaz, pour son enca-
drement, ses conseils et sa relecture.



Notations

Voici quelques notations utilisées dans ce projet :

N est I'ensemble des entiers naturels {0,1,2,...};

N* est ’ensemble des entiers naturels non-nuls {1,2,3,...};

R* est ’ensemble des nombres réels non-nuls R\{0} ;

R% est I'ensemble des nombres réels strictement positifs

{z eR|z > 0}.

Soit G est un groupe. On note H < G si H est un sous-groupe de G et
H < G si H est un sous-groupe propre de G. Similairement, on note

H <G si H est un sous-groupe normal de G et H << G si H est un
sous-groupe normal propre de G.

On note 1 le groupe trivial. Si G est un groupe, on note 15 (ou parfois
1 si le groupe G est clair par le contexte) I’élément neutre de G.

Soit G est un groupe et H un sous-groupe de G. On note Ng(H) le
normalisateur de H dans GG, c’est-a-dire

Ng(H)={g€G|gHg ' = H}.

Soit G un groupe. On note Aut(G) I'ensemble des automorphismes de
G, c’est-a-dire ’ensemble des isomorphismes de G dans G.
Soit G' un groupe. Si z,y € G, on note [z, y] I'élément zyx—1y~! de G.
On note [G, G] le groupe dérivé de G, c’est-a-dire le groupe engendré
par ’ensemble

{[:p,y] ‘ T,y € G}.

Soit G un groupe. On note Z(G), le centre de G, c’est-a-dire
Z(G)={r e Glza=ax, VacG}
Soit p un nombre premier et n un entier strictement positif. On note

F,n I'unique corps (& isomorphisme pres) a p™ éléments.

Soit K un corps et n € N*. On note GL,(K) 'ensemble des matrices
n X n inversibles & coeflficients dans K.
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e Soit K un corps, V un espace vectoriel sur K et vy, ..., v, des éléments
de V. On note Vect{vy,...,v,} l'espace vectoriel sur K engendré par
Viy+v.yUn.

e Soit F un ensemble, on note |E| la cardinalité de cette ensemble.

e Soit R un anneau (ou un corps). On note Or et 15 les éléments neutres
pour ’addition et la multiplication respectivement.

e Soit K un corps et G un groupe fini. On note Ck(G) I'ensemble des
fonctions centrales de G dans K, c’est-a-dire I’ensemble

{fﬁG—)K‘f(fE) = f(gzg™'), Vz,9 € G}.

On note Rk (G) le groupe de Grothendieck de I’ensemble des classes
d’isomorphismes des K G-modules. C’est le groupe abélien libre de base
I’ensemble des classes d’isomorphismes de K G-modules irréductibles.

e Soit K un corps et G un groupe fini. Alors on note 1g le caractere
trivial de G sur K et X;¢g le caractere régulier.



Chapitre 1

La formule d’inversion de
Mobius

Dans ce chapitre, on introduit quelques propriétés sur les ensembles par-
tiellement ordonnés pour définir la fonction de Mobius et prouver la for-
mule d’inversion de Mobius. Ce chapitre se base essentiellement sur le livre
Enumerative Combinatorics de Richard P. Stanley, [Sta86], pages 96-100 et
113-117. On va traiter le cas d’'un anneau quelconque, alors que le livre de
Richard P. Stanley ne traite que le cas d’un corps. Certains résultats ob-
tenus pour les corps ne sont plus valables pour un anneau mais la formule
d’inversion de Mobius reste valable.

Définition 1.1 Un ensemble P muni d’une relation d’ordre < est appelé
un ensemble partiellement ordonné .

Notation 1.2 Si P est un ensemble partiellement ordonné, on note x <y
six<yetxFy.

Définition 1.3 Soit P et Q deux ensembles partiellement ordonnés. Alors
P et Q sont isomorphes (comme ensembles partiellement ordonnés)
s’il existe une application bijective f : P — Q telle que

x <y dans P si et seulement si f(x) < f(y) dans Q.

Définition 1.4 Soit P un ensemble partiellement ordonné. Un sous-
ensemble partiellement ordonné de P est un sous-ensemble () de P
muni de la relation d’ordre x < y dans Q si et seulement si x < y dans P,
pour tout x,y € Q.

On va étudier un exemple particulier de sous-ensemble partiellement
ordonné :

Définition 1.5 Soit P un ensemble partiellement ordonné. Soit x,y € P
tels que © < y. On définit U’intervalle [z, y] par

[z,y] ={z€ Pz <z <y}
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Si tous les intervalles de P sont finis, on dit que P est un ensemble partiel-
lement ordonné localement fini .

On peut remarquer que ’ensemble vide n’est pas un intervalle.

Exemple 1.6 L’exemple que 'on va utiliser plus tard (Chapitres 3 et 5)
est ’ensemble des sous-groupes normaux d’un groupe fini. Soit G un groupe
fini. On pose P = {N C G|N < G} muni de la relation d’ordre N < M si
et seulement si N est un sous-groupe de M. Comme G est un groupe fini,
P est fini et donc aussi localement fini.

Définition 1.7 Soit P un ensemble partiellement ordonné. Un sous-
ensemble I de P est un idéal ordonné de P si pour tout x € I, siy € P
est tel que y < x, alors y € I. Un sous-ensemble J de P est un idéal or-
donné dual de P si pour tout x € J, si y € P est tel que x < y, alors
y € J. Un idéal ordonné I de P est principal s’il existe x € P tel que
I ={y e P‘y < z}. Similairement, un idéal ordonné dual J de P est
principal s’il existe x € P tel que J ={y € P ‘ x < y}.

Soit P un ensemble partiellement ordonné localement fini. On note int(P)
I’ensemble des intervalles de P. Soit R un anneau. Si f : int(P) — R est une
application de int(P) dans R, on note f(z,y) au lieu de f([z,y]), pour tout
z,y € P avecxz <y.

Définition 1.8 L’algébre d’incidence I(P, R) de P sur R est la R-algébre
de toutes les fonctions f : int(P) — R.

On peut facilement vérifier que I'ensemble I (P, R) est bien une R-algebre
pour les lois suivantes :

i) Pour tout f,g € I(P, R), on définit f + g par

(f +9)(z,y) = f(z,y) +g(z,9),

pour tout x,y € P tels que x < y.
ii) Pour tout A € R et pour tout f € I(P, R), on définit \f par

()\f)(l‘,y) - Af(l',y),

pour tout x,y € P tels que x < y.
iii) Pour tout f,g € I(P, R), on définit f - g par

(f-9)@,y) = > fla,2)g(zy),

z<z<y

pour tout x,y € P tels que x < y.
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La plupart des propriétés découlent du fait que R est un anneau. L’élément
neutre pour 'addition est I’élément 0 défini par

0(z,y) = Og, pour tout x,y € P tels que x < y.

L’élément neutre pour la multiplication est I’élément § défini par

_J 1g siz=y
O(,y) = { 0 sinon,

pour tout z,y € P tels que x < y.

Proposition 1.9 Soit P un ensemble partiellement ordonné localement fini
et R un anneau. Soit f € I(P,R). Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) L’application f est inversible,

it) Pour tout x € P, f(x,x) est inversible.

Preuve:
: Il existe g € I(P,R) telque g- f=0=f-g.
Soit x € P, on a g(z,z)f(x,z) = ( Hz,x) = 6(x,z) = 1R et
flz,x)g(z, ) = (f-g9)(z,x2) = d(z,x) = lR, c’est-a-dire que f(x,z) est
inversible.

< : On définit récursivement g, h : int(P) — R par :

f(z, )’1 siz =y
g(z,y) = — Z )y y) ™ sty
r<z<y
et par
f(x, 1:)_1 siz =1y
h(z,y) = —f(z,x)” Z f(z,2)h(z,y) six#y
r<z<y

pour tout x,y € P tels que x < y.

On va montrer que g- f = 6 : Soit x,y € P tel que z < y. Si x = y, alors

g(x,x) = f(xax)ila donc (g : f)(i(),$) = g(:v,:):)f(x,:v) = 1R = (5(.%',1})
Si x # y, alors

g(x,y) == > g(=.2)f(z9)f(y,y) "

r<z<y

donc on a

Sz, y) =0=Y_ g(z,2)f(zy) = (g- )(=y).

x<z<y

Ainsi f est inversible & gauche. De maniere analogue, on montre que
f-h =290, cest-a-dire que f est inversible a droite.

11
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On définit la fonction ¢ dans I(P,Z) par
C(x,y) =1, pour tout z,y € P tels que z < y.

Par la proposition 1.9, la fonction ¢ est une fonction inversible. On note
ou up son inverse. C’est la fonction de Mobius de P .

Soit n : Z — R 'unique homomorphisme d’anneau de Z dans R. Alors
les applications no ¢ et no u sont des éléments de I(P, R). De plus, no u est
I'inverse de n o ¢ pour la multiplication dans (P, R). Par la suite, on écrira
¢ et u pour o ( et no pu respectivement. De plus, si z,y € P sont tels que
x <y, alors u(z,y) peut étre vu comme un élément de Z (ou de R).

Théoréme 1.10: Formule d’inversion de Mobius
Soit R un anneau et P un ensemble partiellement ordonné tel que tout idéal

ordonné principal est fini. Soit des applications f,g: P — R de P vers R.
Alors

g(x)=> fly), VazeP

y<z

st et seulement si

fl@)=> gWuyz), VazeP

y<z

Preuve: On commence par remarquer que comme tout idéal ordonné prin-
cipal est fini, P est un ensemble partiellement ordonné localement fini (Si
x,y € P sont tels que z < y alors l'intervalle [x,y] est inclus dans I'idéal
ordonné engendré par y qui est fini). Ainsi on peut considérer ’algebre
d’incidence I(P, R). On note R¥ I'ensemble des applications de P dans R.
C’est un groupe abélien avec comme loi de composition (f,g) — f + g, ou
(f +9)(z) = f(z) + g(z), pour tout x € P. On va montrer que RY est un
I(P, R)-module & droite pour 'action suivante : Soit f € R et k € I(P, R),
alors f x k est défini, pour tout x € P, par

(f *k)(z) =D fW)k(y, ).

y<z

e Pour tout f € RP, pour tout k,h € I(P,R), fx(k+h) = fxk+ fxh:

12



Soit f € RP et k,h € I(P,R). Alors, pour tout x € P,

(f*(k+h) (@)= F)(k+h)(y,2)
—gf k(y, ) + h(y, 7))
—yZ: + f(W)h(y, z))
- yz:f(y)k(y,x) +> fy)hy, @)
- E?ik)(x)—l—(f *z)é(xx)
= (fxk+f*h)(z)

Ainsi, on a obtenu que fx(k+h) = fxk+ fxh.

e Pour tout f,g € R”, pour tout k € I(P,R), (f+g)xk = fxk+gxk:
Soit f,g € R” et k € I(P, R). Alors, pour tout z € P,

(f+9) *k) (@) =D (f+9)Wk(y, )

y<z

= (f() +9()k(y,x)

y<z

=" (fW)k(y, z) + gW)k(y, 7))

y<z

=) fWk(y,z) + > gWk(y, )

— (F*R)(@) + (g% k) (@)
=(frxk+g*k)(z)

Ainsi, on a obtenu que (f +g)xk=fxk+gx*k.

e Pour tout f € R”, pour tout k,h € I(P,R), fx(k-h) = (fxk)xh:

13
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Soit f € R et k,h € I(P,R). Alors, pour tout = € P,

(f*(k-h) (@) =D fy) . x)

y<x

=Y fy) D Ky 2)h(zz

y<z y<z<z

=3 S FWk(y. h(z.2)

y<zy<z<uz

- Z Z fWk(y, z)h(z, x)

2<zx y<z

= 3 (3 rwk(y, »)) Az, 2)

z<x y<lz

= Z (f xk)(2)h(z,2)

z<x
= ((f*k)xh)(z)
Ainsi on a obtenu que fx (k- h) = (f xk)*h.

e Pour tout f € R, fxd=f:
Soit f € RP. Alors, pour tout = € P,

(f*6)(x) =D fW)oly, x) = f(a).
y<z
On a obtenu que f*x4§ = f.

Ainsi on a montré que RY est un I(P, R)-module & droite. En particulier,
on a que fx( = g si et seulement si f = gxpu car u est 'inverse de . Ainsi

on a montré que
=> " fly), VaeP
y<z

si et seulement si

=Y 9uly,x), VzeP

y<x

0

Il existe aussi une version duale de ce théoréme :

Théoreme 1.11 Soit R un anneau et P un ensemble partiellement or-
donné tel que tout idéal ordonné dual principal est fini. Soit des applications
f,9: P — R de P vers R. Alors

:Zf(y), VzeP

z<y

si et seulement si

z) = ulx,y)g(y), VazeP
z<y

14



Preuve: La preuve est analogue a la preuve du théoreme 1.10 excepté que
cette fois, RY est un I(P, R)-module & gauche pour I'action définie par

(k*h)(x) =Y k(z,y)h(y),  pour tout z € P,

z<y

onk € I(P,R) et he RY. O

15






Chapitre 2

Les QG-modules

Dans ce chapitre, on va commencer a étudier les QG-modules. On va
prouver un théoreme du & Artin sur les caracteres induits qui permettra
de connaitre le nombre de QG-modules irréductibles non-isomorphes. Ce
chapitre se base essentiellement sur le livre Representation Theory of Finite
Groups and Associative Algebras de Charles W. Curtis et Irving Reiner,
[CR66], pages 272 et 279-282.

Définition 2.1 Soit G un groupe fini. Un caractére rationnel de G est
un caractére de G sur Q (associé a un QG-module de dimension finie).

Remarque 2.2 Soit X un caractére rationnel d’un groupe fini G. Alors, si
g€ G,onaX(g) €Qet X(g) est un entier algébrique, donc X(g) € Z.

Remarque 2.3 Soit K un corps de caractéristique 0 et G un groupe fini.
Alors le groupe Ri(G) est le groupe de Grothendieck de ’ensemble des
classes d’isomorphisme de K G-modules (de dimension finie).

Soit V' et W des KG-modules (de dimension finie) et X, n leurs ca-
racteéres respectifs. Alors V' et W sont isomorphes comme K G-modules si et
seulement si X = 7 (Une preuve de ce résultat se trouve dans le livre Re-
presentation theory of finite groups and associative algebras de Charles W.
Curtis et Irving Reiner, [CR66], corollaire 30.14, page 214). Ainsi Ri(G)
peut étre identifié au groupe de Grothendieck de I’ensemble des caracteres
de G sur K. En particulier, on peut voir Rx(G) comme un sous-ensemble
de Ck(G).

Notation 2.4 Soit K un corps de caractéristique 0, G un groupe fini et soit
Cq Uensemble des sous-groupes cycliques de G. Comme G est fini, Cg l'est
aussi. On définit

TK(G):{ S anIndg 1y | an € Z, VHECG}.
HeCgqg

L’ensemble Tk (G) est l’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients
dans Z de caractéres de G sur K qui sont induits par les caractéres triviaux
des groupes appartenant o Cg. C’est un sous-ensemble de Rk (G).

17
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Lemme 2.5 Soit K un corps de caractéristique 0 et H un groupe cyclique
fini. On définit la fonction centrale fg : H — K par :

[ |H| sixz engendre H
Fu(w) = { 0 sinon,

pour tout x € H. Alors la fonction fr appartient Ty (H).

Preuve: On va montrer le résultat par récurrence sur |H|.
Si|H|=1,alors H=1et fy =1y € Tg(H) car H est cyclique.

On suppose maintenant le résultat vrai pour tout groupe de cardinalité
< |H]|. Ainsi, en particulier, le résultat est vrai pour tous les sous-groupes
propres de H. On note S I’ensemble des sous-groupes propres de H. On va

étudier
Z Ind% f.
EcSu{H}

On définit, pour tout £ € SU {H}, fg:H — K par

0 sinon.

folz) = { fe(x) sizeFE

Alors, par le fait que H est abélien et par la définition B.28 on a que

_ |H;

(x), VaeH.

Soit x € H. Alors

> mdf o= > (E),

EcSU{H} EeSU{H}

Or fr(x) est égal & 0 sauf si z engendre E, c’est-a-dire sauf si E = (z). Et
fizy(z) = [{z)|. Ainsi on obtient que

Sl fu(e) = L) = 1) = |H1 ).

EeSU{H}

On remarque alors que

fa=Y_ Mndjfs—> Indy fp=|H1y— ) Indj fz.

EecSU{H} EeS EesS

Or |H|1y appartient & Tk (H) (car H est cyclique). De plus, par hypotheése
de récurrence, fr € Tk (E) pour tout E € S. Mais alors, par transitivité
de l'induction (proposition B.26), on a Ind¥ fr € Ty (H). Ainsi, on a ob-
tenu que fy est une combinaison Z-linéaire d’éléments de Tx(H) et donc
fu € Tx(H). O

18



Lemme 2.6 Soit K un corps de caractéristique 0, G un groupe fini et H
un sous-groupe cyclique de G. Alors

Ng st x est conjugué a un générateur de H
Ind fu(z) = { i) i sinon
9

ot Ng(H) est le normalisateur de H dans G.

Preuve: Soit = € G. Par la définition B.28, on a

geG

ot fi : G — K est défini par

0 sinon,

pour tout y € G. Ainsi, si x n’est pas conjugué a un générateur de H dans
G, alors

md¥ fu(z) = 0.

On suppose maintenant que = est conjugué dans G & un générateur de
H, que 'on note y. Alors le nombre de conjugués de x dans G qui générent
H est égal au nombre de conjugués de y dans G qui génerent H. Or, si
t € G, alors y et tyt~! sont de méme ordre. Donc tyt~! engendre H si et
seulement si tyt~! appartient & H, c’est-a-dire si et seulement si t € Ng(H)
(car y engendre H). Ainsi le nombre de conjugués de x qui engendrent H
est égal a |Ng(H)|. Par conséquent

|Na(H)|

)
= ING ()

Ind§ fu(z) =

O

Lemme 2.7 Soit G un groupe fini, X un caractére rationnel de G et x,y € G
tels que (x) = (y). Alors X(z) = X(y).

Preuve: On pose H = (z) = (y) et 1 = Res§ X. Alors ¢ est un ca-
ractere rationnel de H. Donc il existe une représentation linéaire (matricielle)
p:H — GL,(Q) dont le caractere est ¢. Alors p(z) € GL,(Q) C GL,(C)
et p(z) est conjuguée dans GL,(C) a une matrice diagonale A. Or p(z) est
d’ordre fini divisant |H|, donc A aussi et donc

€1 0
A: )

19



Les QG-modules

ol €1, ..., e, sont des racines | H[*™¢ de 1'unité. Or y est aussi un générateur
du groupe cyclique H = (z), donc il existe m € N* tel que pged(m, |[H|) =1
et y = 2. Alors p(y) = p(z™) = p(x)™ est conjugué dans GL,(C) avec la
matrice
et 0
A™ =

m
0 en

Ainsi on a que ¥(x) = Tr(p(z)) = Tr(A) = e1+...+en et Y(y) = Tr(p(y)) =
Tr(A™) =el* + ...+

Soit ¢ une racine | H|®*™¢ primitive de I'unité dans C. Comme le pged de m
et |H| est égal & 1, on peut considérer le Q-automorphisme ¢ : Q(§) — Q(&)
qui envoie £ sur ™. On a

p((x) = pler+...+en) =ple) +... +olen) =" + ...+ 5" = ¥(y).

Or ¢(z) € Q, donc on a aussi ¢(y(x)) = P(r). Ainsi X(z) = ¢Y(z) =
p(¥(x)) = P(y) = X(y), cest-a-dire que X(z) = X(y). O

Remarque 2.8 Une conséquence du lemme 2.7 est qu'un caractere ration-
nel est uniquement déterminé par ses valeurs sur un ensemble complet de
générateurs des sous-groupes cycliques de G a conjugaison pres. Si x,y € G
sont tels que (x) et (y) sont conjugués dans G, alors X(z) = X(y), pour tout
caractere rationnel X de G.

Théoréeme 2.9: di a4 Artin sur les caractéeres induits

Soit G un groupe fini et X un caractére rationnel quelconque de G. Alors
|GIX € To(G). En d’autres termes, il existe n € N*, des entiers {a;}}_, et
des sous-groupes cycliques {H;}?' | de G tels que :

X = Ind 1
izrcﬂ“ e

Preuve: Par le lemme 2.5, on sait que pour tout sous-groupe cyclique H
de G, fg € To(H). Alors, par transitivité de I'induction (proposition B.26),
on a Ind$ fy € To(G). 1 suffit donc de montrer que |G|X est une combinai-
son linéaire (a coefficients dans Z) des Indgi fH, pour certains sous-groupes
cycliques H; de G.

Soit Hi, ..., H, un ensemble complet de représentants des sous-groupes
cycliques de G a conjugaison pres. Pour tout ¢ = 1,...,m, soit ; € G un
générateur de H;. On pose

m

Z Hy)[X(z;) Indf, fu,.

=1

C’est une fonction centrale. On va montrer que |G|X = 7.
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Soit z € G. Alors () est conjugué a exactement un des sous-groupes cy-
cliques Hi,...,H,,. On va dire que (x) et H; sont conjugués. Alors
Ind%j fu;(r) = |Ng(H;)| et pour tout i € {1,...,m} avec i # j, on a
Ind% fu;(x) =0 (lemme 2.6). Par conséquent,

7(z) = |G : Na(H;)[X(x;)|Na(Hj)| = [GX(z;).

Mais comme (x) et H; sont conjugués, x est conjugué a un générateur y de
Hj. Ainsi (y) = Hj = (z;) et donc par le lemme 2.7, X(y) = X(x;). Or x et
y sont conjugués donc X(z) = X(y) = X(x;). Ainsi

T(z) = |GX(z;) = [G[X ().
On a montré que 7 = |G|X. Or |G : Ng(H;)|X(z;) appartient & Z pour

tout ¢ € {1,...,m}, donc 7 est une combinaison Z-linéaire des éléments
Ind%1 frys - Indgm fH,, qui appartiennent & Tg(G). Ceci implique que
7 € Tp(G), c’est-a-dire que |G|X € Tgp(G). O

Corollaire 2.10 Le nombre de QG-modules (de dimension finie)
wrréductibles non-isomorphes coincide avec le nombre de sous-groupes cy-
cliques de G a conjugaison pres.

Preuve: Soit Xi,...,X, un ensemble complet de caractéres rationnels
irréductibles distincts de G. Soit Hi, ..., Hs un ensemble complet de sous-
groupes cycliques de G a conjugaison pres. Soit x; € G un générateur de
H;, pour tout i € {1,...,s}. On doit montrer que r = s. De fait, on va
montrer que {Xy,...,X;} et {Indg1 fryy - ,Indgs fm.} sont des ensembles
linéairement indépendants qui engendrent le méme Q-sous-espace vectoriel

de Cg(G). On pose
V = Vect{X1,...,X,} et W = Vect{Ind%, fru,,...,Ind§ fu.}.

On va commencer par monter que V = W.
C : Par le lemme 2.5 et par la transitivité de I'induction (proposition B.26),
pour tout i € {1,...,s},

Ind%, fu, € To(G) C Rg(G) C V.

Ainsi W C V.
D : Par la preuve du théoreme 2.9, on sait aussi que, pour tout 1 < j < m,
X est une combinaison Q-linéaire de Indlci}1 fry,--- ,Indgs fu., cest-a-
dire que X; € W. Ainsi V. C W.
Il reste a voir que les ensembles {X1,...,X,} et {Indfl1 [y ,Indgs fu.}
sont linéairement indépendants. Or on sait déja que I'ensemble {X1,...,X,}

est linéairement indépendant dans V' (théoreme B.20).
Soit A1, ..., s € Q tels que

> XiInd§, fu, = 0.
1=1
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Alors, si j € {1,...,s},

0= Z)"' Ind% fu,(x;) = \j|Na(H;)|
=1

(par le lemme 2.6 et le fait que (x;) est conjugué a H; et n’est pas conjugué
a Hj si i # j). Ainsi, pour tout j € {1,...,s}, A\; = 0, c’est-a-dire que I'en-

semble {Ind%1 fry,--- ,Indgs fm,} est linéairement indépendant. Ainsi on a
obtenu que {Xi,...,X;} et {Indg1 frys--- ,Indgs fm.} sont des bases de V/
et donc r = s. O

On va maintenant utiliser ce résultat pour trouver les tables de caracteres
rationnels de quelques groupes.

Exemple 2.11: Le groupe cyclique C,

Soit p un nombre premier et G = C), = (x } 2P =1). Alors il y a deux sous-
groupes cycliques (a conjugaison pres) : 1 et G. Donc il y a deux caracteéres
rationnels irréductibles distincts : Le caractere trivial 1¢ et un autre ca-
ractére Xo. Or on sait que 1g + dX2 = Xyeg, Ol d est un entier entre 1 et
X2(1g) et Xyeg est le caractere régulier de G (théoreme B.11 et proposition
B.12). Ainsi on a

16(x) + d¥Xa (@) = Xreg (@)

= 1+ dXy(z) =0

1
= Xo(z) = ~3J ez

Mais alors, la seule possibilité pour d est 1, d’oi1 X3 = X;¢¢ — 1. Voici la
table de caracteéres rationnels de G est :

1
1a 1 1
Xo |p—1]—1

Exemple 2.12: Le groupe cyclique sz

Soit p un nombre premier et G = Cp2 = ( | 2P’ = 1). Alors il y a trois
sous-groupes cycliques (& conjugaison pres) : 1, (zP) et G. Donc il y a trois
caracteres rationnels irréductibles distincts : Le caractere trivial et deux
autres caracteres Xg et X3. Or G/(zP) est isomorphe & C), et ainsi par inflation
des caracteres rationnels irréductibles de C),, on obtient deux caracteres
rationnels irréductibles de GG. Le premier est le caractere trivial. On note le
second Xs. Il ne reste plus qu’a trouver ce que vaut X3. Soit v I'induction a
C2 du caractere rationnel non trivial de C), = (2P). Alors la formule B.27
permet d’obtenir les valeurs de v :

p(p—1) sii=0

vz =<¢ —p sii#0etpli
0 sinon.
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Mais alors on a (v, X1)¢ = (v, X2)¢ = 0 donc il existe z € Z* tel que v = 2X3.
En particulier, X3(z) = Lv(z) = 0. Il existe des entiers 1 < d < X5(1¢) et
1 <e < X3(1g) tels que

1 + dXa + eX3 = Xyeg

(c’est une conséquence du théoreme B.11 et de la proposition B.12). Donc,
si on évalue en z, on a

1-d+0=0=d=1

et ainsi 1g + X2 + eX3 = X et donc
1
Xs = —(Xeeg = 16 = Xa).
Alors, si on évalue en 2P, on a
1 p
@)= ~(0-1-(p-1)=-Lez
e e

donc e est égal & 1 ou p. Or si e est égal a p, alors X3(lg) =p—1< e, ce
qui est impossible. Donc e est égal a 1 et

X3 = Xpeg — 16 — Xo.

Voici la table de caractéres rationnels de G est :

1 T P
1q 1 1 1
Xo| p—1 |—=1|p—1
X3 |pp—1)] 0 | —p

Exemple 2.13: Le groupe Cy x (s

Soit G = Cy x Cy, ou Cy = (x ‘ 22 = 1). Le groupe G possede 4 sous-groupes
cycliques (a conjugaison pres). Donc on doit trouver 4 caracteres rationnels
irréductibles. Or tous les caracteres irréductibles de G sur C sont aussi des
caracteres de G sur Q (on peut prendre les méme modules), d’olt on a tous
les caracteres rationnels de G. Voici la table de caracteres rationnels de G.

1| (z,1) | (L) | (z,x)
1o 1] 1 1 1
Xo |1 1 -1 —1
X [1] =1 | =1 | 1
Xq 1] -1 1 —1

Exemple 2.14: Le groupe C, x C,

Soit G = C, x Cp, ou C) = <:1:‘xp = 1). Le groupe G possede p + 2
sous-groupes cycliques (& conjugaison pres). Donc, par le corollaire 2.10,
G possede p + 2 caracteres rationnels irréductibles. Le premier caractere
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est le caractere trivial. Pour tout 1 < j < p, le groupe G/((x,27)) est iso-
morphes au groupe C),, dont on connait les caracteres rationnels irréductibles
(exemple 2.11). On note X; le caractere inflaté du caractere non-trivial
de G/{(z,27)) = C,. Cela donne p caractéres rationnels de G qui sont
irréductibles et distincts. Il en reste un a trouver. Or G/{(1,x)) est aussi
isomorphe a C),. On inflate le caractere non-trivial que I’on note X;,41. C’est
aussi un caractere rationnel irréductible de G différent de ceux qu’on avait
déja trouvés. Ainsi on a trouvé tous les caracteres rationnels de C), x C),
dont voici la table de caracteres rationnels :

L[ L) | (2]

0<i1<p—1
1 1 1 1
Xj p—l -1 péij—l
Xps1|p—1|p—1 —1
oul<j<pet
5”_{1 sii=7
1 0 sinon.

Exemple 2.15: Le groupe symétrique Ss

Soit G = S3. On va étudier les caracteres rationnels irréductibles de G. 11
y a trois sous-groupes cycliques a conjugaison pres : 1, ((1 2)) et ((1 2 3)).
Donc il y a trois caracteres rationnels irréductibles distincts sur Ss. Les
deux caracteres linéaires de G sur C sont aussi des caracteres sur Q : le ca-
ractére trivial 14 et le caractere signe Xs. Il reste un seul caractere rationnel
irréductible & trouver : X3. Soit V' = Q3 un Q-espace vectoriel, et {e1, ez, e3}
sa base canonique. Alors V est un QG-module si on définit 'action de Ss
sur V par :

oe; = eyi), Vo€S3 Vie{l 23}

On définit v1 = e; + ea + e3, va = €1 — eg et v3 = e; — e3. Alors {v1, v, v3}
est une base de V. On pose Wi = Vect{v} et Wy = Vect{ve,vs}. Alors
V = W1 & Wy et on peut facilement vérifier que W7 et Wy sont des
QG-sous-modules de V' et que Wi est le QG-module trivial. Notons ¢ le ca-
ractere de Ws. Alors si on calcule (¢, ¢) ¢, on obtient 1, donc 1) est forcément
irréductible et c’est le dernier caractére que ’on cherchait : X3 = v. Ainsi la
table de caracteres rationnels de S3 sur QQ est :

1](12)]@123)
g 1] 1 1
Xy | 1] =1 1
Xs 2] 0 ~1

On peut remarquer que les tables de caracteres sur Q et C sont les mémes
(exemple B.52).
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Exemple 2.16: Le groupe des quaternions (Jg

Soit G = Qg le groupe des quaternions. Les éléments de Qg sont 1, —1, 1,
—1i, j, —j, k et —k. On a les regles de calculs suivantes : ij = k = —ji et
i> = —1 = j2. Ainsi on obtient la table de calculs suivante (le reste des
produits se déduit de la table en utilisant le fait que —1 est un élément

central) :

Jlr i 5k
11 & j &k
ili -1 k —j
ili —k -1
klk § —i —1

Quelques calculs permettent d’obtenir que [Qs,Qs] = {1,—1} (propriétés
A11) et Qs/[Qs, Qs] = Co x Cy. Or on connait la table de caracteres ration-
nels de Cy x Cy (exemple 2.13) et donc par inflation, on obtient les quatre
caracteres linéaires rationnels de G' que I'on va noter X; = 1g, X2, X3 et X4.
Or G a 5 sous-groupes cycliques (& conjugaison pres) : 1, (—1), (i), (j) et
(k). Ainsi il reste un caractere rationnel irréductible & trouver, que l'on va
noter Xs.

On considére 'anneau des quaternions

H= <_1Q;1> =Qo Qi Qj @ Qk,

ou > = —1 = j2,ij = k = —ji. On peut le munir de la structure de

QQs-module qui découle du fait que Qg est inclus dans H. Or, on peut
montrer que c’est un corps gauche et de plus que tout QQg-sous-module
de H est un idéal de H (la multiplication a gauche par un élément de H
correspond a l'action d’un élément de QQg). Ainsi, H est irréductible et est
de dimension supérieure a 1. Cela nous donne le dernier caractere de Qg :
On le note X5. Voici la table de caracteres rationnels de @g.

1 -1 i j k
1|1 1 1 1 1
Xo |1 1 -1 -1 1
X501 1 -1 1 -1
X4[1 1 1 -1 -1
Xs14 -4 0 0 0
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Chapitre 3

Le groupe de Burnside

Dans ce chapitre, on va rappeler la notion de G-ensemble, puis définir
la notion de (G, H)-bi-ensemble et étudier leurs propriétés. Ensuite, on va
définir le groupe de Burnside et voir les liens avec les KG-modules. Pour
finir le chapitre, on va introduire quelques notions et propriétés qui seront
utiles pour les chapitres suivants. Les parties 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4 se basent es-
sentiellement sur Burnside Rings de Serge Bouc, [Bou00] et sur le polycopié
Biset functors for finite groups de Serge Bouc, [Boul].

3.1 Rappels sur les G-ensembles

Définition 3.1 Soit G un groupe. Un G-ensemble (4 gauche) est un
ensemble X muni d’une application G x X — X, (g,z) — ¢g-x = gx qui
satisfait aux propriétés suivantes :

i) Pour tout g,h € G et pour tout x € X, on a g- (h-x) = (gh) - z.

it) Pour tout x € X, on a lg-x =z, ou 1g est ’élément neutre de G.

Remarque 3.2 De maniére analogue, on peut définir un G-ensemble a
droite. De fait, un G-ensemble a droite est un G°P-ensemble & gauche. Par la
suite, on omettra en général le “a gauche” lorsqu’on parle de
G-ensemble a gauche. De plus, la plupart des résultats seront énoncés pour
des G-ensembles a gauche mais il existe des résultats analogues pour les
G-ensembles a droite.

Définition 3.3 Soit G un groupe et X, Y des G-ensembles. Un morphisme
de G-ensembles de X wvers Y est une application f : X — Y qui est tel
que f(gz) = gf(x), pour tout g € G et pour tout x € X.

Un morphisme de G-ensembles f : X — Y est un isomorphisme de
G-ensemble s’il existe un morphisme de G-ensembles f' 1Y — X tel que

fof =Idy et f'of=1Idy.

Remarque 3.4 Un morphisme de G-ensembles f : X — Y est un isomor-
phisme si et seulement si f est bijectif.
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Définition 3.5 Soit G un groupe et X un G-ensemble. Si H est un sous-
groupe de G et x € X, l’ensemble

Orby(z) ={y € X |3 h € H tel que y = ha}

est appelé une H-orbite de x . L’ensemble de toutes les H-orbites est noté
H\X . On note [H\X] un ensemble de représentants des H-orbites (on note
X/H Uensemble des H-orbites et [ X/H| un ensemble de représentants des
orbites si X est un G-ensemble a droite). Si X posséde une seule orbite,
alors X est transitif. Le stabilisateur de x est ’ensemble

G ={9€G|gz =2z}

C’est un sous-groupe de G. L’ensemble des points fixes par H est ’en-
semble

X"={zeX|hz=z, VheH}

Lemme 3.6 Soit G un groupe. Tout G-ensemble transitif X est isomorphe
a G/H pour un certain sous-groupe H de G.

Preuve: 1l suffit de voir que l'application ¢ : G/G, — X définie par
©(9Gz) = g - x est un isomorphisme de G-ensembles (bien défini). O

Si I est un ensemble et {X;};c; est une famille de G-ensembles indexée
par I, alors I'union disjointe | |;.; X; est aussi un G-ensemble (I'action de
g € G sur un élément = de 'union est égal a 'action de g sur x dans le
G-ensemble X, ou i est 'unique élément de I tel que x € Xj).

Lemme 3.7 Soit G un groupe et X un G-ensemble. Si [G\X]| est un en-
semble de représentants des G-orbites de X, alors l'application

@ : |_| G/Gy — X
z€[G\X]

définie par ¢(9Gy) — g - x est un isomorphisme de G-ensembles.

Preuve: Il suffit de vérifier que Iapplication ¢ est un isomorphisme de
G-ensembles (bien défini). O

3.2 Définitions et propriétés des (H, G)-bi-ensembles

Définition 3.8 Soit G et H des groupes. Alors un (H,G)-bi-ensemble est
un (H x G°P)-ensemble. De maniére équivalente, un (H,G)-bi-ensemble
U est un H-ensemble a gauche et un G-ensemble a droite tel que

(h-u)-g=h-(u-g), VheH YVuel, VgeQaq.

Cet élément sera en général simplement écrit h - u - g ou méme hug. Un
(H, G)-bi-ensemble U est est dit fini si U est fini.
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3.2 Définitions et propriétés des (H, G)-bi-ensembles

Les notions que 'on a définies précédemment pour les G-ensembles sont
aussi valables pour les (H, G)-bi-ensembles :

e Soit G et H des groupes et U,V des (H,G)-bi-ensembles. Un mor-
phisme de (H,G)-bi-ensembles de U vers V est une application
f:U — V qui est telle que

f(h-u-g)=h-f(u)-g, YgeG, YVhe H YuecUl.

Un morphisme de (H, G)-bi-ensembles f : U — V est un isomorphisme
de (H, G)-bi-ensembles s'il existe un morphisme de (H, G)-bi-ensembles
f':V —=Utelque fof =Idy et f'of=I1dy.

e Soit U un (H,G)-bi-ensemble. La (H,G)-orbite de u € U est l'en-
semble
{veU|3 (hg) € H xG tel que hug = v}.

L’ensemble des (H, G)-orbites de U est noté H\U/G . On note [H\U/G]
un ensemble de représentants dans U des (H, G)-orbites. Le bi-ensemble
U est transitif si la cardinalité de H\U/G est égal a 1, c’est-a-dire si
pour tout u,v € U, il existe h € Het g€ G telsquev="h-u-g.

Soit u € U. Le stabilisateur de v dans U est I’ensemble

(H,G)u:{(h,g)EHXG{h'u:u-g}.

C’est un sous-groupe de H x G.

e Si I est un ensemble et {U;};er est une famille de (H, G)-bi-ensembles
indexée par I, alors l'union disjointe ||,.;U; est aussi un
(H, G)-bi-ensemble.

Exemple 3.9 Soit (G,-) un groupe. Alors l'ensemble G est un
(G, G)-bi-ensemble pour I'action

hxrxxg=h-x-g, V h,z,g€G.

On appelle ce bi-ensemble le bi-ensemble identité et on le note Idg .
Plus généralement, si H est un sous-groupe de G, alors ’ensemble G/H est
un (G, Ng(H)/H)-bi-ensemble pour l'action

gxxHxkH = (g-x-k)H, Vg,xeG, VkeNgH)
et ’ensemble H\G est un (Ng(H)/H, G)-bi-ensemble pour 'action
kHxHxxg=H(k-x-g), VkeNg(H), Vz,g€d.

Si H et K sont des sous-groupes de G, alors l'ensemble G est un
(H, K)-bi-ensemble pour I'action

hxgxk=h-g-k VheH VgeG, VkeK.
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Lemme 3.10 Soit G et H des groupes.

i)

ii)

Si L est un sous-groupe de H x G, alors l’ensemble (H x G)/L est un
(H, G)-bi-ensemble transitif pour laction définie par

h-(b,a)L-g = (hb,g 'a)L, Y he H, VY (bja)L € (HxG)/L,V g¢€Qa.

Si U est un (H,G)-bi-ensemble, soit [H\U/G] un ensemble de
représentants des (H, G)-orbites de U. Alors il existe un isomorphisme
de (H,GQ)-bi-ensembles

x= || (HExG)/HGC).
we[H\U/G|

En particulier, tout (H, G)-bi-ensemble transitif est isomorphe o (H xG)/L,
pour un certain sous-groupe L de H X G.

Preuve: Pour le point i), il suffit de vérifier les conditions. Le point ii) est
une reformulation du lemme 3.7 pour les bi-ensembles. ]

Exemple 3.11: Les bi-ensembles élémentaires

Soit

(G, -) un groupe. Les exemples suivants de bi-ensembles sont fondamen-

taux pour la suite :

Si H est un sous-groupe de G, alors l’ensemble G est un
(H, G)-bi-ensemble pour I'action

hxxxg=h-x-g, YheH, Va,g€G.

On note ce bi-ensemble Res%, otl Res signifie restriction .

Si H est un sous-groupe de (G, alors l’ensemble G est un
(G, H)-bi-ensemble pour l’action

gxxrxh=g-x-h, VgrxeG, VheH.

On note ce bi-ensemble Indfl, ou Ind signifie induction .
SiN < Getsi H=G/N,alors 'ensemble H est un (G, H)-bi-ensemble

pour 'action
gxxxh=gN-x-h, VgeG,Va,heH.

On note ce bi-ensemble Inf$, ot Inf signifie inflation .

SiN < Getsi H=G/N,alors’ensemble H est un (H, G)-bi-ensemble
pour ’action

hxxxg=h-z-gN, VharxeH VgegdG.

On note ce bi-ensemble Def$, ot Def signifie déflation .
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3.3 La composition de bi-ensembles

e Si H un groupe et f : G — H un isomorphisme de groupes, alors
I’ensemble H est un (H, G)-bi-ensemble pour l'action

hxxxg=h-z-f(g), Vh,x € H, ¥V g € G.

On note ce bi-ensemble Iso(f) ou Isog si I'isomorphisme f est claire-
ment défini par le contexte.

Définition 3.12 Soit G et H des groupes et soit U un (H,G)-bi-ensemble.
On définit le (G, H)-bi-ensemble opposé U°P comme suit : U est égal
a U comme ensemble et il est muni de l'action définie par

grxuxh=h"tu-g " dans U, VgeG, VueU® VheH.

Exemple 3.13 Soit G un groupe et H un sous-groupe. Alors il existe un
isomorphisme de (H, G)-bi-ensemble

Res = (Ind)°P

qui est défini par g — ¢! et un isomorphisme de (G, H)-bi-ensemble
Ind$ = (Res$;)°P

qui est défini par g — g~ 1.

Soit N un sous-groupe normal de G. Alors il existe un isomorphisme de

(G/N, G)-bi-ensemble
Defg/N i (Infg/N)Op
qui est défini par g — ¢! et un isomorphisme de (G, G /N)-bi-ensemble

Infg/N =, (Defg/N)"p
qui est défini par g — g~ 1.

3.3 La composition de bi-ensembles

On va maintenant définir la composition de bi-ensembles et étudier ses
propriétés :

Définition 3.14 Soit G, H et K des groupes. Si U est un (H, G )-bi-ensemble
et V- un (K, H)-bi-ensemble, la composition de V et U est 'ensemble des
H -orbites sur le produit cartésien V x U, ou laction a droite de H est définie
par

(v,u)xh=(v-h,h""-u), V(v,u) €V xU VhecH.

On le note V- xg U. La H-orbite de (v,u) € V x U est noté par (v,gu).
L’ensemble V- x g U est un (K, G)-bi-ensemble pour ’action définie par

kx(v,gu)xg=(k-v,gu-g), Ve K,V (v,gyu) e VxgU VgeQG.
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Définition 3.15 Soit G un groupe. Une section (1,S) est la donnée de
deuz sous-groupes S et T de G tels que S 4 T.

Exemple 3.16 Soit G un groupe et (7,.5) une section de G. Alors il existe
un isomorphisme de (G, T'/S)-bi-ensemble

envoyant (g,rtS) sur gtS. C’est pourquoi le (G, T'/S)-bi-ensemble G /S sera
noté Indinf% /s -
Similairement, il existe un isomorphisme de (7'/S, G)-bi-ensemble

Def::ﬁ/s x 7 Res$ =, S\G

envoyant (5,7 g) sur Stg. C’est pourquoi le (7'/S, G)-bi-ensemble S\G sera
noté Defres% e

Proposition 3.17 Soit G un groupe et (B, A), (D,C) deuz sections de G.

i) L’ensemble des (A, C)-orbites A\G/C est un (B/A, D/C)-bi-ensemble
pour 'action

bAx AgC x dC = A(bgd)C, VbeB, VgeG, VdeD.
it) 1l existe un isomorphisme de (B/A, D/C)-bi-ensemble

Defresg/A XaG Imdinfg/c = A\G/C.

Preuve:

i) L’action est bien définie car A et C' sont des sous-groupes normaux de B
et D respectivement. De plus, on peut vérifier que I’action vérifie bien les
propriétés voulues pour que A\G/C soit un (B/A, D/C)-bi-ensemble.

ii) On sait que Defres$ /4 €t Indinf$, /¢ sont isomorphes a A\G et G/C res-
pectivement. 11 suffit donc de trouver un isomorphisme entre
A\G xg G/C et A\G/C. On définit ¢ : A\G xg G/C — A\G/C
par

©(Ag,g hC) = AghC.

L’application ¢ est bien définie :

On doit montrer que si (Ag,g hC) = (Ak,;1C), alors AghC = AkIC.
Or si (Ag,q hC) = (Ak,g1C), alors il existe i € G tel que (A4k,IC) =
(Agi,i~thC), donc il existe a € A et ¢ € C tel que k = agi et [ = i 'he.
Ainsi AklC = Aagii ' heC = AghC.
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L’application ¢ est un morphisme de (B/A, D/C)-bi-ensembles :
Soit (Ag,g hC) € A\G xg G/C, b€ Betde D. Alors

©(bA x (Ag,c hC) x dC) = ¢(Abg,c hdC)

= AbghdC

= bAx AghC * dC

=bAx p(Ag,c hC) xdC.
L’application ¢ est injective :
Soit (Ag,q hC) et (Ak,q1C) dans A\G x¢ G/C tels que p(Ag,q hC) =
o(Ak,q1C), c’est-a-dire tels que AghC = AKIC. Il existea € Aet c € C
tels que kl = aghc et donc lc™'h™! = k~lag. On pose i = g la™'k.
Alors it = k7 lag = le7'h~! et donc (Agi, i 'hC) = (Ak,IC), c’est-a-
dire (Ag,q hC) = (Ak,g 1C).
L’application ¢ est surjective :
Soit AgC € A\G/C. Alors p(Ag,c 1cC) = AgC.

Proposition 3.18 Soit G, H, K et L des groupes.

i) St U est un (H,G)-bi-ensemble, V un (K, H)-bi-ensemble et W un
(L, K)-bi-ensemble, alors il existe un isomorphisme canonique de
(L, G)-bi-ensembles

WXK(VXHU)i(WXKV)XHU

défini par (w,i (v,gu)) — (w,xv),qu), pour tout w € W, v eV et
uelU.

it) Si U est un (H,G)-bi-ensemble et V un (K, H)-bi-ensemble, alors il
existe un isomorphisme canonique de (G, K)-bi-ensembles

(V XHU)OpiUOP XHVOp

défini par (v, u) — (u,gv).
iii) Soit U, U’ des (H,G)-bi-ensembles et V., V' des (K, H)-bi-ensembles.
Alors il existe des isomorphismes canoniques de (K, G)-bi-ensembles

Voxu (UUU) 2 (V xg UYU(V xg U
(VLlV/) XHUg(VXHU)Ll(V/ XHU).

iv) SiU est un (H,G)-bi-ensemble, alors il existe des isomorphismes cano-
niques de (H,G)-bi-ensembles

IdHXHUiUiUXGIdG

définis par (h,gu) — h-u et (u,gg) — w-g, pour tout h € H, pour
tout uw € U et pour tout g € G.
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Preuve: On vérifie facilement que les applications données sont des iso-
morphismes de bi-ensembles (bien définis). Pour le point i), les isomor-
phismes sont faciles a trouver (c’est les applications évidentes entre les deux
bi-ensembles). O

Remarque 3.19 Une conséquence du point i) de la proposition 3.18 est
que l'on peut noter W xg V xg U a la place de W xg (V xg U) ou
(W xgV)xgU. De méme, on note (w,x v,z u) pour I'élément ((w,x v),m u)
de (W xg V) xgU.

Notation 3.20 Soit G, H et K des groupes. Si L est un sous-groupe de
H x G et si M est un sous-groupe de K x H, alors on définit

M« L={(k,g) € KxG|3heH tel que (k,h) € M et (h,g) € L}.
1l est facile de voir que c’est un sous-groupe de K x G.

Notation 3.21 Soit G et H des groupes et L un sous-groupe de H x G. On
définit les ensembles suivants :

(L) = {heH‘EIgEGtelque(h,g)EL}

(L) = {9€G|3 heH tel que (h,g) € L}
k(L) = {heH|(h )€ L}

(L) = {g€G|(1n,g) €L}

(L) = L/(ki(L) x ka(L)).

On peut montrer que p;(L) et k1 (L) sont des sous-groupes de H, pa(L) et
ka(L) sont des sous-groupes de G. De plus, k;(L) est un sous-groupe normal
de p;(L) pour i = 1,2 et (k1(L) X ka(L)) est un sous-groupe normal de L.
Ainsi les ensembles q(L), pi(L)/k1(L) et ga(L)/ka(L) sont des groupes. Il
existe des isomorphismes canoniques de groupes

p1(L)/k1(L) = q(L) = pa(L)/ka(L).

Une preuve de ces résultats se trouve dans Biset functors for finite groups
de Serge Bouc, [Bou], pages 26 et 27.

Lemme 3.22: La formule de Mackey pour les bi-ensembles
Soit G, H et K des groupes. Si L est un sous-groupe de H x G et si M est un
sous-groupe de K x H, alors il existe un isomorphisme de (K, G)-bi-ensemble

(K x H)/M) xg ((H x G)/L) = | | (K x G)/(M x 1)),
he[p2(M)\H/p1(L)]

ot [pa(M)\H/p1(L)] est un ensemble de représentants des classes doubles.

Preuve: Une preuve de ce lemme se trouve dans 'article Foncteurs d’en-

sembles munis d’une double action de Serge Bouc, [Bou96|, proposition 1.
O
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Lemme 3.23 Soit G et H des groupes.
i) Si (D,C) est une section de H et (B, A) une section de G tels qu’il

existe un isomorphisme de groupe f : B/A — D/C, alors
L(D,C),f,(B,A) = {(h,g) € H x G ’ h S D,g € B et hC = f(gA)}

est un sous-groupe de H x G.

i1) Réciproquement, si L est un sous-groupe de H x G alors il existe une

unique section (D,C) de H, une unique section (B,A) de G et un
unique isomorphisme de groupes f : B/A — D/C tels que

L = L(p,c),1,(B,4):

Preuve:

i)

i)

On remarque d’abord que (1y, 1g) est un élément de L(p ¢y ¢,(B,4) car
comme f est un isomorphisme, f(A) = C.
Soit maintenant (h, g), (k,l) € L(pc) f(B,A)- Alors h,k € D, g,l € B
et hC = f(gA), kC = f(lA). On a ainsi hk € D, gl € B et hkC =
hC - kC = f(gA) - f(IA) = f(glA) et donc (h,g) - (k,1) € L(p,c),1,(B,A)-
Pour finir, soit (h,g) € L(p,cyf,B,4)- Alors h € D, g € D et hC' =
f(gA). Donconah™t € D, g7t € Bet h1C = (hC)™! = f(gA)™! =
f(g™'A) et donc (h,g)™" € L(pcy.1.(B,4)-
Pour P'existence, il suffit de voir que L = L(p1(L),kl(L)),f,(pg(L),kz(L))a ou
f est I'isomorphisme canonique entre pa(L)/ko(L) et p1(L)/ki(L).
Pour l'unicité, soit (D,C) une section de H, (B, A) une section de
G et f: B/JA — D/C un isomorphisme de groupes. Alors on a que
pi(Lp,c)rB,a) = D, p2(Lp,cy,p8.4) = B, ki(Lpc),r8,4) = C
et k2(L(p,c)f,(B,a)) = A. De plus, si b € B, alors f(bA) = dC si
(b,d) € L(p,c),f(B,A), ce qui détermine f : B/A — D/C. Ainsi les
éléments D, C, B, A et f sont uniquement déterminés par L(p ) 7.(B,A)>
ce qui implique 'unicité.

Il

Lemme 3.24 Soit G et H des groupes, L un sous-groupe de H X G et soit
(D,C) et (B, A) les sections de H et G respectivement et f : B/A =, D/C
lisomorphisme de groupes tels que L = L(p ) r(B,a)- Alors il existe un
isomorphisme de (H,G)-ensembles

(H x G)/L = Ind, xpInfp s X pjc Is0(f) X gja Def}, 4 x p Res .

Preuve: On pose A = (H x G)/L et

' = Ind} xpInf},o X pjc Iso(f) X p/a Deff} 4 X ResF .

On définit application ¢ : A — T par

¢((h,g)L) = (h,p C.p;c C.p/a Ap g™ "),
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pour tout (h,g) € H x G. On définit 'application ¢ : I' — A par
w((haD dCaD/C dlCaB/A bAaB g)) = (hddla g_lb_l)La

pour tout h € H, d,d € D,be Bet g€ G.

e L’application ¢ est bien définie :
Soit (h,g),(k,l) € H x G tel que (h,g)L = (k,I)L. Donc il existe
(d,b) € L tel que (k,l) = (h,g)(d,b) = (hd,gb). Alors, comme
d~te f(b1A)

o((k,1)L) = (k,p CaD/CC’B/AAaBlil)
(hdaDCaD/CCaB/AAaBb )
= (h,pdC.,pjc C.pab ' Apg™")
(h,p C,pjcdd ™ Cp/a Apg™")
= (h,o C,pjc Cop/a Ap g ")

= p((h, 9)L).

e L’application v est bien définie :
Soit h € H, d,d € D, b € B et soit g € G. Soit, de plus, x € D,
yC € D/C, zA € BJ/A, y € f(zA) et t € B. On doit montrer
que l'image par ¢ des éléments E = (h,p dC,p,c d’C,B/A bA,p g) et
F = (hz,p x_ldyC’,D/C y‘ld’y’C,B/A 271t A,gt~1g) sont égales. Or

G(F) = (haz ™ dyy~'d'y', g7t b7 2) L
— (hdd’ ’,g*lbflz)L

car (y',z) € L.

De maniere analogue, sih € H, d,d’, d,d € D,b,be B, g € G sont tels
que dC = dC,d'C = d'C et bA = bA, on peut vérifier que les images par
Y de (h,p dC,D/CdC,B/A bA,pg) et de (h,p dC,D/CdC,B/A bA,pg)
sont égales.

e L’application ¢ est un morphisme de (H, G)-bi-ensembles :
Soit (h,g) € H x G, k € H et | € G. Alors

(kx (h,g)L*1) = p((kh,1" g)L)
= (kh,p C,pjc Cpja Apg~'l)
=kx(h,pC,pcCipaApg™") x1
=kx*xo((h,g)L)*L.
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e L’application 9 est un morphisme de (H, G)-bi-ensembles :
Soit he H,d,d e D,be B,ge G, ke HetleG. Alors

Y(k % (h,p dC,p;c d'C,g/abA,g g) * 1)

= ¢((kh,p dC.,pc d'C,p/a bA,5 gl))

= (khdd', 17 g7 1071 L

= kx (hdd', g7 0" )L x1
=kx¢((h,pdC,p/c d'C,p/4bA,5 ) * .

e Onaop=1Ida :
Soit (h,g) € H x G. Alors

Yo @((ha g)L) = ¢(haD C>D/C’ C’aB/A A g_l)
= (h,g)L.
e Onapoy =Idr:
Soit h € H,d,d € D,be B et g€ G. Alors

@o((h,pdC,p)cdC,p/abA,pg)) = ((hdd',g~'b"")L)

= (hdd',p C,pjc C,p/a A,B bg)
= (h,pdd'C,p/c: C,pjabA,B g)
= (h,pdC,p;cd'C,g/abA,B g)

O
Théoréme 3.25 Soit G un groupe et (B, A), (D,C) deux sections de G.
Alors il existe un isomorphisme de (B/A, D/C)-bi-ensemble

Defresg/A X Indinf%/c

-~ . BJA D/C
o |_| Indmfm{:,;/km Xp1o /Ko Iso(fz) X ps.o /K20 Defresm{z/k“,
z€[|B\G/D]

ou, pour tout x € [B\G/D], fy est l'isomorphisme canonique entre ps 5 /ka »
et pl,x/kl,x et

Prz = A(B N J:l))/‘Aa kl,m = A(B N xc)/Aa

p2a =C(B*ND)/C, k.= C(A"ND)/C.

Preuve: Par la proposition 3.17, on sait que Defresg /A Xa Indinf% Jc est iso-
morphe & A\G/C comme (B/A, D/C)-bi-ensemble. Or A\G/C se décompose
en une union disjointe de (B/A, D/C)-bi-ensembles transitifs comme suit :

AG/C= || ABzD/C.
z€[B\G/D]
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On va maintenant fixer # € [B\G/D] et étudier un peu A\BxD/C. On
commence par chercher le stabilisateur de AzC', que I'on va noter L.

L={(bA,dC) € B/Ax D/C|bAx AzC = AzC xdC}
(bA,dC) € B/A x D/C|bAx AzC xd~'C = AzC}
( )

( )

bA,dC) € B/Ax D/C | Abxd™'C = AzC}
bA,dC) € B/Ax D/C |bzd™! € AxC}.

{
{
{
Alors, par la preuve du lemme 3.23, on sait que

L= Ly, (L)1 (1)), fi(p2(L) k(L))

ou f, est Iisomorphisme canonique entre pa(L)/k2(L) et p1(L)/k1(L). On a
que
pi(L) = {bA € B/A| 3dC € D/C tel que bzd™' € AzC}.

Ainsi, si bA € p1(L), il existe dC € D/C tel que bxd~! € AzC. Donc il
existe a € A et ¢ € C tels que bxd~' = azc et donc b = axcdx™!. Ainsi,
comme zedr~! = ba~t € B, b € A(BN *D) et donc bA € A(BN *D)/A.
Réciproquement, si bA € A(BN *D)/A, alors b € B et il existe a € A et
d € D tels que b = axdz™!. Ainsi bzd™! = ax € AzC et donc bA € pi(L).
Par conséquent, p1(L) = A(BN *D)/A = p1,. Par des calculs analogues,
on obtient que

pi(L) =A(BN*D)/A=Dpi1s, ki(L)=A(BN “C)/A = ki,
(L) = C(B* N D)/C = oy ka(L) = C(A* (1 D)/C = ks

On peut alors appliquer le lemme 3.10 et on a un isomorphisme de
(B/A, D/C)-bi-ensembles

A\BzD/C = (BJA x D/C)/L.
Alors, par le lemme 3.24, on a un isomorphimse de (B/A, D/C)-bi-ensembles

~ . A C
(B/Ax D/C)/L = Indmffl{z/km Xp1o k1.0 150(f2) Xpy o ko s Defresg{z/kz’z .

On peut maintenant remettre les résultats obtenus ensemble et on a alors
un isomorphsime de (B/A, D/C)-bi-ensembles

Defresg/A X Indinfg/c

- . BJA D/C
o |_| Indmfpl’z/kl‘z Xp1o/ke Iso(fz) X pa.o /K20 Defrespz!z/km,
z€[B\G/D]
ce qui était le résultat a prouver. O

Remarque 3.26 L’article Gluing torsion endo-permutation modules de
Serge Bouc et Jacques Thévenaz, [BT| donne une autre version de ce
théoreme.
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3.4 Définition du groupe de Burnside

Définition 3.27 Soit G et H des groupes finis. Le groupe des
bi-ensembles de Burnside B(H,G) est le groupe de Grothendieck de l’en-
semble des classes d’isomorphisme de (H, G)-bi-ensembles finis (avec comme
loi de composition l'union disjointe). Si U est un (H,G)-bi-ensemble fini,
alors on note [U] (ou méme U ) I’élément correspondant a U dans B(H,G).

Notation 3.28 Soit G, H et K des groupes finis

i) Il existe une unique application bilinéaire
xg:B(K,H) x B(H,G) — B(K,Q)

tel que [V] xg [U] = [V xg U], pour tout (H,G)-bi-ensemble fini U et
pour tout (K, H)-bi-ensemble fini V.

it) Il existe une unique application linéaire de B(H,G) dans B(G,H) qui
envoie u sur u® et qui est telle que [U]°°P = [U°P] pour tout
(H, G)-bi-ensemble fini U.

Avec ces notations la proposition 3.18 induit la proposition suivante :

Proposition 3.29 Soit G, H, K et L des groupes finis.
i) Siu€ B(H,G),ve B(K,H) et we B(L,K) alors

w X (vVXgu)=(wxXgv)Xgu dans B(L,G).
it) Siu e B(H,G) etve B(K,H), alors
(v x g u)°® = u® x5 v dans B(G, K).
iii) Siu,u' € B(H,G) etv,v' € B(K,H), alors
vxg (u+u)=wxgu)+(vxgu)

(wH+v)Yxgu=wxgu)+ @ xgu).

iv) Siu e B(H,G), alors
[IdH] XHU=U=UXqg [Idg].

Théoréme 3.30 Soit G un groupe fini. Alors le groupe B(G,G) est un
anneau si on le muni de la loi de multiplication définie par Xq.

Preuve: C’est une conséquence directe du fait que B(G,G) est un groupe
et de la proposition 3.29. O
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3.5 Le groupe de Burnside et les K G-modules

On va maintenant revoir les définitions d’inflation, déflation, induction
et restriction (ils sont définis dans les annexes : définitions B.32, B.33, B.24,
B.22 et B.31) et voir le lien qu’il y a avec le groupe de Burnside et les
conséquences que cela impliquent. Ce paragraphe se base sur Biset functors
for finite groups de Serge Bouc, [Bou], pages 5-10.

Soit K un corps de caractéristique 0 et G un groupe fini.

e Si H est un sous-groupe de G et V un K G-module (de dimension finie),

alors on a

Res$ V = KG ®kq V,
ou KG est un (K H, KG)-bimodule pour la multiplication & gauche par
les éléments de K H et la multiplication a droite par les éléments de
KQ@G.

e Si H est un sous-groupe de G et V un K H-module (de dimension finie),
alors on a

IndG V= KG oy V,

ou KG est un (KG, KH)-bimodule pour la multiplication a gauche
par les éléments de KG et la multiplication a droite par les éléments
de KH.

e Si¢:G — H est un isomorphisme de groupe et V un K G-module (de
dimension finie), alors on a

Iso(¢)V =2 KH ®kq 'V,

ou KH est un (K H, KG)-bimodule pour la multiplication & gauche
par les éléments de K H et la multiplication a droite par I’image par ¢
des éléments de KG.

e Si N est un sous-groupe normal de G et V un K(G/N)-module (de
dimension finie), alors on a

Inf& V= K(G/N) ®kcn) V,

ou K(G/N) est un (KG, K(G/N))-bimodule pour la multiplication &
gauche des projections des éléments de K G et la multiplication a droite
par les éléments de K(G/N).

e Soit N est un sous-groupe normal de G et si V et un KG-module
(de dimension finie). Alors Defg NV = VN et VN est un KG-sous-
module de V. Par le théoréme de Maschke (théoreme B.8) il existe un
KG-sous-module W de V tel que V = V¥ @ W. Ainsi VN 22 V/IW est
le plus grand quotient de V' sur lequel NV agit trivialement et

Defé v V = K(G/N) ®ka V,

ou K(G/N) est un (K(G/N), KG)-module pour la multiplication a
gauche par les éléments de K(G/N) et la multiplication a droite des
projections des éléments de KG.
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Ainsi chacune de ces opérations est de la forme L @ g V', ou G, H sont des
groupes, L un (K H, KG)-bimodule de dimension finie et V' un K G-module
(de dimension finie). De plus, le bimodule L est chaque fois un bimodule de
permutation : il existe une base U de L qui est invariante sous l'action de
G et H, c’est-a-dire hUg = U, pour tout h € H, g € G. Plus précisément,
U est un (H, G)-bi-ensemble.

On va maintenant partir d’'un (H, G)-bi-ensemble, ou H et G sont des
groupes finis, pour définir une application de R (G) dans R (H).

Définition 3.31 Soit K un corps de caractéristique 0, G et H des groupes
finis et U un (H,G)-bi-ensemble fini. Alors la structure de U induit une
structure de (KH, KG)-bimodule ¢ KU. On définit

Ri(U): Rx(G) — Rk (H)

par
Rr(U)(V)= KU ®kag 'V,
pour tout KG-module V' (de dimension finie).
On peut vérifier que c’est bien défini, c’est-a-dire que

Ry (U)(V) € Rg(H). On va maintenant introduire quelques propriétés de
Ry (—) qui seront utiles pour la suite.

Propriété 3.32 Soit K un corps de caractéristique 0.

i) Soit G et H des groupes finis et Uy, Uy des (H,G)-bi-ensembles finis.
Si Uy et Uy sont des (H, G)-bi-ensembles isomorphes, alors

Ri(Uy) = Rk (Us).

ii) Soit G et H des groupes finis et U, U’ des (H,G)-bi-ensembles finis,
alors
RK(U L U/) = RK(U) + RK(U/).

iii) Soit G, H et L des groupes finis, U un (H,G)-bi-ensemble fini et V un
(L, H)-bi-ensemble fini. Alors

RK(V X H U) = RK(V) ] RK(U).
i) Soit G un groupe fini, alors
Ri(ldg) = Idg, (q)-

Preuve:
i) C’est une conséquence directe du fait que KU et KU’ sont isomorphes.

ii) Cela découle du fait que K(U U U') et KU & KU’ sont des
(K H, KG)-bimodules isomorphes.
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iii) Il suffit de vérifier que les (KL, KG)-bimodules KV ®@gpy KU et
K(V x g U) sont isomorphes.

iv) Si V est un KG-module (de dimension finie), alors
Rr(Idg)(V) = Kldg ®@kxcV = KG®rggV = V.

Donc RK(Idg) = IdRK(G)'
g

Remarque 3.33 On peut remarquer que, si G est un groupe fini, H un
sous-groupe et N un sous-groupe normal de G, on a que RK(Infg /N) =
Infg y, Ri(Def y) = Defg,y, Ri(Indf;) = Indf et Ry (Resf;) = Res.
Et si ¢ : G — L est un isomorphisme de groupes, alors on a Rx(Iso(¢)) =
Iso(p). Ce résultat ainsi que les propriétés prouvées précédemment permet-
tront de retrouver certaines relations entre ces opérations.

Proposition 3.34 Soit G un groupe fini.

i) Si L et H sont des sous-groupes de G avec L < H < G, alors on
a des isomorphismes de (L, G)-bi-ensembles et de (G, L)-bi-ensembles
respectivement

Rest xp Res$ = Res¢ et Ind§ xp Ind¥f = Ind¥ .

i) Sip:G— H ety : H— L sont des isomorphismes de groupes, alors
on a un isomorphismes de (L, G)-bi-ensembles

Iso(v) x g Iso(p) = Iso() o ).

i11) Si N et M sont des sous-groupe normauz de G tels que M < N, alors
on a des isomorphismes de (G, G /M )-bi-ensembles et respectivement de

(G/M, G)-bi-ensembles
G/N A~ G/N ~
Infg/N XG/N InfGﬁM = Infg/M et DefG?M Xaq/N Defg/N = Defg/M.

Preuve: Par exemple application a : Res? x ; Res§ — Res¢ définie par
a(h,m g) = hg est un isomorphisme de (L, G)-bi-ensembles. O

Proposition 3.35: Transitivités
Soit K un corps de caractéristique 0 et G un groupe fini.

i) Si L et H sont des sous-groupes de G avec L < H < G, alors
Res oResG V =Res¢ V,  Ind¥ oInd? W = Ind¥ w

pour tout KG-module V' (de dimension finie) et pour tout K L-module
W (de dimension finie).
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i) Sip:G— H ety : H— L sont des isomorphismes de groupes, alors

Iso(v)) o Iso(¢)V = Iso(yp o )V

pour tout KG-module V' (de dimension finie).
i11) Si N et M sont des sous-groupe normauz de G tels que M < N, alors

G/N

Inf§ o Infg)3 V =TnfG V., Defc/y

o Def y W = Def§ ), W

pour tout KG-module V (de dimension finie) et pour tout
K(G/M)-module W (de dimension finie).

Preuve: Par la remarque 3.33 et les propriétés 3.32, il suffit de vérifier
les relations pour les bi-ensembles correspondants, ce qui est 'objet de la
proposition 3.34. g

Théoréme 3.36 Soit K un corps de caractéristique 0, G un groupe fini et
(B,A), (D,C) deuz sections de G. Soit V un K(D/C)-module (de dimen-

sion finie). Alors

Defresg/A o Indinfg/c V= @ Indimfi/f/k1 Iso(fz) Deflresli/f;]€2 Vv
z€[B\G/D] o T

ou, pour tout x € [B\G/D], f, est l'isomorphisme canonique entre p 5 /ka »
et p1z/kiz, et

pia=ABND)/A,  ki,=ABNC)/A,
pow = C(B*ND)/C, ki, = C(A" N D)/C.

Preuve: C’est une conséquence de la remarque 3.33, des propriétés 3.32 et
du théoreme 3.25. O

Théoreme 3.37: La formule de Mackey
Soit K un corps de caractéristique 0, G un groupe fini et H, L des sous-
groupes de G. Alors si V est un K L-module (de dimension finie),

Res% oInd¥ V = @ IndZ . .; oIso(yz) o ResBoq i V,
c€[H\G/L)

ot [H\G/L] est un ensemble de représentants des (H, K)-orbites de G et,
pour tout x € [H\G/L], v, : H* N K — H N *K est l'isomorphisme de
groupes induit par la conjugaison par x.

Preuve: 1l suffit d’appliquer le théoreme 3.36 avec A = C =1, B = H et
D = L. Le seul point un peu difficile est de voir que les f, correspondent
aux vy ]
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3.6 Sections d’un groupe

Définition 3.38 Soit G un groupe et soit (B, A) et (D,C) deux sections de
G. Alors les sections (B, A) et (D,C) sont liées si

BNnC=DnA, (BND)A=B e (BND)C=D.

On note alors (B, A) — (D,C) .
Les sections (B, A) et (D,C) sont liées modulo G s’il existe g € G tel
que (B, A) — (9D, 9C). On note alors (B,A) —¢ (D,C).

Remarque 3.39 On peut remarquer que la relation “étre 1ié” ou “étre 1ié
modulo G” sont des relations réflexives et symétriques.

Proposition 3.40 Soit G un groupe et soit (B, A) et (D,C) deuz sections
liées. Alors BJA et D/C sont isomorphes.

Preuve: Par hypothese, on sait que
BNnC=DnNnA, (BND)A=DB e (BND)C=D.
Soit b € B. Comme B = (BN D)A, il existe d € BN D et a € A tels que
b = da. On pose f(b) = dC'. Cela définit une application f: B — D/C.
e L’application [ est bien définie : B
Soit b€ B, d,d € BN D et a,a € A tels que b = da = da. Alors
dld=aateDNnA=BnCCC.

Donc dC = dC' et donc f(b) est bien défini car il ne dépend pas du
choix de d et a.

e L’application f est un homomorphisme :
Soit b et b € B. 1l existe d,d € BN D et a,a € A tels que b = da et

b = da. On pose a’ = d'ad. Alors a’ appartient & A car d € B et
A<4B. N N o _
bb = dada = dd(d ad)a = dd_ d'a .
~
eBND €A

Par conséquent, on a
F(bb) = ddC = dCdC = f(b) f(b).

e Le noyau Ker f est égal & A :
Soit b € Kerf. Soit d € BN D et a € A tels que b = da. Alors
C=f(b)=dC.Doncde CNDNB=CNB=DNAC A. Ainsi
b=da € A.
Soit a € A. Alors a = 1ga, ou 1¢ € BN D. Donc f(a) = 1¢C = C,
c’est-a-dire a € Ker f.
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e L’homomorphisme f est surjectif :
Soit d € D. Comme D = (BN D)C, il existe b€ BN D et ¢ € C tels
que d = be. Alors b =dc™! € DN B et donc f(b) = bC = de™1C = dC.

On a ainsi montré que f est un homomorphisme de groupes surjectif de
noyau A. Donc, par le premier théoréme d’isomorphisme, f induit un iso-
morphisme entre B/A et D/C. O

3.7 Sous-groupes expansifs et faiblement expansifs

Notation 3.41 Soit G un groupe et H, K des sous-groupes de GG. On note
HSK le sous-groupe de Ng(K) défini par :

HYK= () (HNNG(K))K.

Remarques 3.42 Soit G un groupe et H, K des sous-groupes de G.

i) Le sous-groupe H { K est un sous-groupe normal de Ng(K) :
Soit t € Ng(K). Alors

HH § R = t( N (H#N NG(K))K)t—l
gENG(K)

- N\ Na()K )

gENG(K)

= t(HIN Ng(K))t Kt !
B

= (] @H'NtNg(K)t ' )K
9ENG(K) T

= (| (H" nNgK))K
gENG(K)

= (] (HE'NNg(K))K
gENG(K)

—H{K

Donc t(H 7 Kyt t=H 7K et donc H ¢ K est normal dans Ng(K).
ii) Soit g € Ng(K). Alors on a

(HY N Na(K))K = HYK N Ng(K) = {t € Ng(K) | HgKt = HgK }.
On va prouver la seconde égalité :
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C : Soitx € HIKNNg(K). Alors x € Ng(K) etilexiste h € H, k € K
tels que = = g~ 'hgk. Alors

HgKz = Hgr g 'Kz
—

=K

= HgxK
= Hgg 'hgkK

— Hh g kK
i
— HgK

Donc z € {t € Ng(K)| HgKt = HgK }.
O : Soit # € {t € Ng(K) | HgKt = HgK }. Alors
g€ HgK = HgKxz = Hgr g 'Kz = HgzK,
=K

donc il existe h € H et kK € K tels que ¢ = hgrk. D’ou
=g 'h gkl € g ' HgK = HYK et donc = € HIK N Ng(K).

En conclusion, H § K est I'ensemble des éléments de N¢(K) qui stabi-
lisent pour la multiplication a droite les doubles classes HgK, pour tout

g € Ng(K). Plus généralement, si z € G, alors H” ¢ K est ensemble
des éléments de Ng(K) qui stabilisent pour la multiplication a droite
les doubles classes HxgK, pour tout g € Ng(K).

Définition 3.43 Soit G un groupe.
i) Un sous-groupe H est faiblement expansif siV x € G, les égalités
H*YH=H="HYH
impliquent que © € Ng(H).
it) Un sous-groupe H est expansif siV x € G, l’égalité
H*SH=H

implique que x € Ng(H).

it) St K et H sont des sous-groupes de G, on écrit H — o K s’il existe
x € G tel que

i K=K et K*f H=H
et H 7=~ K sinon.

Proposition 3.44 Soit G un groupe et N un sous-groupe normal de G.
Alors N est expansif.
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Preuve: Si N est normal dans G, on a Ng(N) = G donc si g € G, on a
g € Ng(N). Ainsi il est clair que N est expansif. O

Proposition 3.45 Soit G un groupe et H, K des sous-groupes normaux de
G. Alors H = K si et seulement si H = K.

Preuve:
= : Etant donné que H —, K, il existe x € G tel que *H TK=Ket
K* Y H = H. Alors

_eg S _ g% — g —
K = HTK_HTK_OG(H NG)K = HK,
g =H

donc H C K. De méme

keSS — g —
H=K"TH=K7H=()(X%NG)H=KH,
9eG = K

donc K C H. Doncon a H = K.
< : Si H =K, alors

HYH=(\(HNH)H=H,
9€G = H

donc H = H.

3.8 Quelques idempotents

Notation 3.46 Soit G un groupe fini et N un sous-groupe normal de G.
On note j§ Uélément de B(G,G) défini par

Remarque 3.47 Vu l'exemple 3.13 et la proposition 3.29 2., (55)°P = 5§
dans B(G, G).

Lemme 3.48 Soit G un groupe fini et N, M des sous-groupes normauz de

G.
i) Il existe un isomorphisme de (G/N,G/M)-bi-ensembles

G/N G/M
Defg/N XGInfg/M = InfG?MN X@/MN DefG?MN'

i) Ainsi j]C\’; Xa j]% = j]ﬁN et en particulier jﬁ est un idempotent de
B(G,G).
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Preuve:
i) Il suffit de trouver un isomorphisme de (G /N, G /M )-bi-ensembles entre
G/N xg G/M et G/NM. On définit I'application
a:G/N xqgG/M — G/NM
par a(gN,g hM) = ghNM. 1l faut montrer que c’est une application
bien définie, bijective et que c’est un homomorphisme de bi-ensembles.

e [’application « est bien définie :
Soit g, h, k,l € G tels que (¢N,g hM) = (kN,g IM). On doit mon-
trer que ghNM = kKINM. 1l existe i € G tel que (gN,hM) =
(kiN,i~IM), donc il existe n € N et m € M tels que g = kin et
h = i~llm. Alors

ghNM = kini \imNM = ki (i) 'ni " lmNM = kINM.
|\ —
eEN
e L’application v est un homomorphisme de bi-ensembles :
Soit (gN,g hM) € G/N xqg G/M et k,l € G. Alors
a(kN x (gN,g hM) xIM) = a(kgN,g hiM)
= kghlINM
=kN x ghNM % IM
= kN xa(gN,g hM) %M.
e L[’application a est injective :
Soit (¢N,g hM), (kN,gIM) € G/N xg G/M avec a(gN,c hM) =
a(kN,q M), c’est-a-dire tels que ghNM = kIN M. Alors il existe
n € Net m € M tels que gh = kinm et donc hm ™! =
g 'klnl='. On pose n = Inl~' € Neti=n"'k"1g. Alorsi ! =
g Ykn =hm U et
(kiN,ilM) = (kn*k~YgN, hm= Y~ IM)
= (gg 'kn'k~1g N, hM)
—_—
eEN
= (9N, hM)
et donc (gN,g hM) = (EN,g IM).
e L’application « est surjective :
Soit g € G. Alors a(gN,g 1M ) = gNM, donc « est surjective.

ii) Il suffit de voir que, si on utilise le résultat du point i),

G G
= Infg/N XG/N InfG%\VﬂV XG/MN DefG?%N XG/M Defg/M
)
= jiiin
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ou l'égalité (1) découle de la transitivité de l'inflation et de la déflation
(remarque 3.34 ii1)). O

Remarque 3.49 Le point i) du lemme précédent est un cas tres particulier
du théoreme 3.25 (o0 B=D =G, A= N et C = M).

Définition 3.50 Soit G un groupe fini. Si N est un sous-groupe normal de
G, soit ff\? l’élément de B(G,G) défini par

= N, M),
N<M<G

ot est la fonction de Mdobius de l’ensemble partiellement ordonné des sous-
groupes normauz de G.

Remarque 3.51 Vu la remarque 3.47 et le fait que prendre 'opposé est
une application linéaire dans B(G,G), on a que (f$)°P = f§.

Lemme 3.52 Soit G un groupe fini et N est un sous-groupe normal de G.

Alors
-G G
IN = Z far-
N<MLG

Preuve: C’est une conséquence directe du théoreme 1.11, o P est ’en-
semble des sous-groupes normaux de G, f : P — B(G,G) est défini par
f(M)=f$ et g: P— B(G,G) est défini par g(M) = 5. O

Proposition 3.53 Soit G un groupe fini et M, N des sous-groupes normaux
de G. Alors

i)
G/M .
It X Dty siM <N

DefS,, xaf$ =
G <GIN {0 siM £ N.

Infé . x fG/M si M <N
G G G/M *G/MJN/Mm
xgInfz ;= /
In xe ¢/ { 0 si M £ N.

Preuve:

i) On a, en appliquant le point i) du lemme 3.48 et la transitivité de la
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déflation (proposition 3.34 7)),

Def& p xaf§ = Defgn xa Y u(N,L)jf
N<LLG

= Defgp e Y w(N,L)Infg,, xq Defl ),
N<LLG
G/M G/L
= Z [L(N,L) InfG;ML xg/MLDefoML xg/LDefg/L
N<L<G

G/M
= > uN,L) IﬂfngL XL DefG nr
N<L<G

= > (X wL)) WY e Defl .

NM<PLG N<ZLAG
ML=P

On pose sp = Z w(N, L), pour tout NM < P <4 G. On va mon-

N<LG
ML=P
trer que sp = 0 sauf si N = MN. On suppose donc que NM # N.

Soit E l’ensemble des sous-groupes normaux de G muni du préordre
N < M si et seulement si IV est un sous-groupe de M. Alors p est la
fonction de Mobius de E. Elle est définie comme I'inverse de la fonction
¢ : int(F) — Z définie par (N, M) = 1 pour tout N, M € E tels que
N < M. Alors on a p - ¢ = ¢ dans algebre d’incidence I(P,Z). Donc
en particulier,

0=6(N,NM)
= (MC)(N,NM)
= ) u(V,Q)(Q,NM)

N<Q<NM
QG

N<Q<NM
Q<G

= SNM-

Ainsi on a montré que sypr = 0. On remarque maintenant que si
NM <@ <G, alors on a

S se= Y MN.L) = (u-Q(N,Q) = 5(N,Q) = 0.

P<G LIG
NMZP<Q N<I<Q
Mais alors, par induction, cela montre que sp = 0, pour tout

NM < P < G. Par conséquent, Def v Xaf§ = 0sauf si NM = N,
c’est-a-dire sauf si M < N. On peut donc maintenant supposer que
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M < N. Alors sp = pu(N, P) pour tout NM < P QG et donc
Def& X [ =

G
= Z sSp IIlfG%\;[ Xg/p Defg/P

NM<PLAG
G
= > u(N,P)Infg)y xgpDefl)p
N<P<G
G/M G/M
= > u(N, PYInfg)y xayp Defe)p X Defd
N<P<G
1) G/M G/M
S < ST u(N/MP/MY I xayp DefG/P)
N/M<P/M<G/M

XG/M Defg/M
G/M
= fN//M XG/M Defg/M

ou I'égalité (1) découle du fait que u(N, P) = u(N/M, P/M), pour tout
N/M < P/M < G/M (Il suffit de regarder la définition de p et d’utiliser
la bijection entre les sous-groupes normaux de G contenant M et les
sous-groupes normaux de G/M).

ii) Il suffit de considérer les bi-ensembles opposés dans l’assertion i) et
d’utiliser la proposition 3.29 i) et la remarque 3.51.

0

Proposition 3.54 Soit G un groupe fini. Les éléments f](\% pour N < G
sont des idempotents orthogonauz de B(G;G) et

>R =1de.

N<G

Preuve: Soit N et M des sous-groupes normaux de G. Alors on a

fSixa = wM,L)InfG, xq/pDefd | xaf§-
M<L<G

Si, pour un certain M < L < G, le produit Defg/L foﬁ est non-nul, alors
L < N (on applique simplement la proposition 3.53 i)) et donc aussi M < N.
Ainsisi M £ N, on a f$ x¢ f§ = 0. Mais f$ xa f§ = (f§ xa f$)°P et
donc (en inversant les roles de M et N) f$ x¢ f$ est nul si N & M. Ainsi si
on met les deux résultats ensembles on obtient que f]\(j} Xa fﬁ =0siM # N.
De plus

DMN=D D nN. M)

N<G N<G N<M <G

= > (X )G

M<G  N<G
1<N<M
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Or, si on reprend les notations introduites a la preuve du lemme précédent,

> (N, M) = (u- Q) (1, M) = 5(1, M)
NG
1<N<M

et donc la somme Z (N, M) est égale a 0, sauf si M = 1. Ainsi

N<G
1<N<M

>IN =i =nf§ )y xg1 Deff )y =1de .
N<G
Par conséquent, pour tout M <G,
15 = 15 xa (30 15) = (5.
N<G

Ainsi on a montré que les éléments f]\c/’}, pour M < G, sont des idempotents
orthogonaux, dont la somme vaut Idg. O

Notation 3.55 Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. On définit
les éléments Iy et Dy de B(G,Ng(H)/H) et respectivement de
B(Nq(H)/H,G) par

Ty = Indinf§ ) X woemymfr ot

et
o Na(H)/H
Dy =T = f1 " s gy DefresS g

Proposition 3.56 Soit G un groupe fini.
i) Soit H et K des sous-groupes de G tels que H =~ K. Alors

DK XG:ZH =0.

i1) Soit H un sous-groupe faiblement expansif de G. Alors

DH XaG IH = f;VG(H)

i11) Soit H un sous-groupe expansif de G. Alors
Defres%G(H)/H xolg = f;VG(H).

Preuve: Soit H et K des sous-groupes quelconques de G et on pose
S = Ng(H), T = Ng(K). Alors par la proposition 3.17

D xa T = 1™ xq/c (K\G/H) xg/u f;" € B(T/K,S/H).

Mais alors, comme

G= || T2s= |[] || KyH

2€[T\G/S)] 2€[T\G/S) ye[K\T=S/ H]
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le (T'/K,S/H)-bi-ensemble K\G/H est isomorphe &

K\G/H= || FK\TzS/H
z€[T\G/S]

Soit x € G. On pose N, = K* T H. Alors, par la remarque 3.42 i), N,/H
agit trivialement a droite sur K\TxS/H (car si s € S et t € T, alors
KtxsH = tKxzsH). Par conséquent, on a un isomorphisme de
(T'/K, S/H)-bi-ensembles

K\T2S/H 2 (K\TwS/H) x5/ Infg)

S/H
XS/Nw DefS?NI .
Plus précisément, si on définit

S/H

o K\TwS/H — (K\TzS/H) x5 Infg) 5 xsn, Defg)

par o(KgH) = (KgH,s/f Nz,s/n, Nz) pour tout g € TS, alors ¢ est un
isomorphisme de (7/K,S/H )-biensemble. Le fait que N,/H agit triviale-
ment a droite sur K\T'zS/H est utile pour montrer I'injectivité de .
Mais, par la proposition 3.53, Defgéﬁz XS/Hff/H =0si N;/H # 1. Cela
implique que (K\TzS/H) Xg/f ff/H =0si K*{ H # H. Un argument
analogue permet d’obtenir que flT/K XT/K (K\TxS/H)=0si *H ? K#K.
Ainsi . .
T
A Xy (B\T2S/H) xspu £ = 0,

saufsi *H § K = K et K* { H= H.

i) On suppose que H = K. Donc en particulier, il n’existe pas de z € G

tels que *H ? K =K et K* ? H = H. Ainsi, par le raisonnement
précédent, on obtient que

DK XGzH =0.

ii) On suppose que H = K et que H est un sous-groupe faiblement expansif
de G. Alors, par le raisonnement fait précédemment,

R sy (H\SwS/H) x5y ;7 =0,

saufsi H § H = H et H* § H = H. Cela implique que 2 € Ng(H) =
S et donc

Dy xq Ty = fi'7 xs/g (H\S/H) Xg/n =
— Xs/m S/H Xg/H =

= Xs/H =

_ ¢S/H
=

car H\S/H = S/H est le (S/H,S/H)-bi-ensemble identité et ff/H est
un idempotent (lemme 3.54).
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Le groupe de Burnside

iii) Par un raisonnement similaire, si H est un sous-groupe expansif, alors
S/H
(H\S/H) x5/ f;/" =0
sauf si x € Ng(H) = S. Alors

S
Defreng(H)/H xaly = (H\S/H) XS/H fl/H

= S/H xgu fi'"
car H\S/H = S/H est le (S/H,S/H)-bi-ensemble identité.
]

Jusqu’a ici, on n’a considéré que des bi-ensembles, mais comme déja vu
précédemment, les bi-ensembles induisent des applications sur des groupes
de Grothendieck des classes d’isomorphismes de K G-modules. Soit K un
corps de caractéristique 0, G un groupe fini et N un sous-groupe normal.
On pose j§¢ = Rx(j$) et fG = R (f$). Ainsi les résultats précédents res-
tent valables (si on remplace le produit x par la composition o) et par la
suite, on fera appelle a ces résultats bien qu’il soit seulement énoncés pour
les éléments de B(G, G).

Proposition 3.57 Soit K un corps de caractéristique 0, G un groupe fini
et V- un KG-module (de dimension finie) irréductible et fidéle. Alors, si N
est un sous-groupe normal de G,

GV _ \%4 st N=1
N {0} sinon.

Preuve: Soit N < M < G. Alors, si M # 1, alors Defg/M vV =VM={0}
car comme V est irréductible, VM est égal & {0} ou V et comme V est fidele,
VM oL V. Ainsi, on a

RV=">" wN MGV
N<M<G

= Z M(N,M)Infg/MoDefg/MV
N<M<G
= (N, N)Infg 5 o Defg y V
=1
_J V. siN=1
~ | {0} sinon.
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Chapitre 4

Les groupes de p-rang
normal 1

Pour la suite, p est un nombre premier.

On va commencer par la définition de quatre types de groupes. On va,
par la suite étudier des p-groupes particuliers : ceux qui n’ont pas de sous-
groupe normal isomorphe a C, x Cj,. Un des premiers résultats est quun
tel groupe est d’un de ces quatre types. La suite du chapitre sera une étude
des caracteres de ces groupes sur Q. En particulier, on va prouver qu’ils
posseédent un unique (& isomorphisme pres) module irréductible et fidele sur
Q.

Voici la définition des quatre types de groupes :
e (), est le groupe cyclique d’ordre n, n >0 :
C, = <x‘x":1>.

e (Qon est le groupe des quaternions généralisés d’ordre 2", n > 3 :

Qo = (x,y } 22" = 1yzy ' = :L‘_l,x2n_2 = 9%).
e Don est le groupe diédral d’ordre 2", n > 3 :

Dan = (z,y| 22" = y? =1,yzy =27,

e SDon est le groupe semi-diédral d’ordre 2", n >4 :
1_ m2nf2—1>‘

n—1 _
SDyn = (z,y|2®" =y* =1 yay

Définition 4.1 Un p-groupe P fini est dit de p-rang mormal 1 s’il ne
possede pas de sous-groupe normal isomorphe a Cp x Cy,.

Lemme 4.2 Soit P un p-groupe fini, K un corps de caractéristique p et V
est un K P-module de dimension finie et différent de {0}. Alors VI # {0},
oiLVP:{UEV|gv:v, vV g € P}.
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Les groupes de p-rang normal 1

Preuve: Soit B une base de V. Comme K est de caractéristique p, il contient
F,. On pose

Y = {é)\igibi|neN*,/\iEIE*‘p,gieP,bieB,Vz’e{l,...,n}}.

Alors Y est un P-ensemble fini et un F,-espace vectoriel. Alors il existe une
F,-base B de Y. Sion pose m = ]§|, alors |Y| = p™. De plus, comme
V # {0}, on a m > 1. On considere les orbites de Y pour l'action de P :
L’ensemble Y est 'union disjointe de ses orbites. Soit z1, ...z, les éléments
d’orbites triviales et yi,...ys des représentants des orbites non triviales.

Alors
v = (=) L (L o))
i—1 j=1
et donc .
YI=r+)[Orbp(y))l-
j=1

Or Y* est I'ensemble des éléments d’orbites triviales, donc 7 = |[Y*|. Ainsi

VP =]Y| = | Orbp(y;)]. (4.1)
j=1

Si une orbite est non-triviale, sa cardinalité est un multiple de p et |Y| est
aussi un multiple de p. Ainsi p divise le membre de droite de I’équation 4.1
et donc aussi |Y|. Ainsi Y posséde au moins p éléments. Or Y c V7,
donc V¥ posseéde au moins p éléments et donc VE # {0}. O

Corollaire 4.3 Soit P un p-groupe fini et K un corps de caractéristique p.
Alors tout K P-module (de dimension finie) irréductible est isomorphe au
K P-module trivial K.

Preuve: Soit V un K P-module irréductible (de dimension finie). Alors
V # {0} et donc, par le lemme 4.2, VP # {0}. Or V' est un sous-module
de V, donc comme V est irréductible, V = V. Ainsi P agit trivialement
sur V. Mais alors, si n = dimg V,

VEKOK®.. K.

n fois

Or V doit étre irréductible, donc n =1et V = K. ]

Lemme 4.4 Soit P un p-groupe fini de p-rang normal 1. Alors P ne posséde
pas de sous-groupe normal abélien non-cyclique.
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Preuve: Si P = 1, le résultat est vérifié. On suppose donc que P # 1. Soit
N un sous-groupe normal abélien élémentaire d’ordre p™, n > 1 (il suffit de
prendre b € Z(P) d’ordre p, ce qui est possible car Z(P) n’est pas trivial,
et N = (b)). On va montrer que P posséde un sous-groupe normal abélien
élémentaire d’ordre p?, pour tout 1 < i < n. Mais, si P possede un sous-
groupe abélien normal non cyclique A, alors il existe des entiers naturels
T1,...Tm (m > 2) tels que

A§Cpr1 X .. XCp”‘m.
Alors A contient un sous-groupe H isomorphe a

Cpx...xCp.
m fois

Or ce sous-groupe H est caractéristique dans A et donc normal dans P.
Ainsi, on aura obtenu que si P est de p-rang normal 1, P ne possede pas
de sous-groupe normal abélien non-cyclique car sinon il posséderait un sous-
groupe normal abélien élémentaire d’ordre p”, n > 2 et donc aussi un sous-
groupe normal isomorphe a C), x C,,.

On va étudier N :

N=CpxCyx...xC,=(Cp)".
n}(r)is

Or, par le théoreme A.9, (C})" est un Fp-espace vectoriel de dimension n
(ou I'addition correspond & la multiplication dans (C})"™) muni d’une action
de P (la conjugaison) et on peut vérifier que c’est un F,P-module. On va
construire une suite de [F, P-modules

N=NyDN; DNy D...DON,={0}

tel que N;/N;41 est irréductible, pour tout 0 < i < n — 1. Pour cela, on va
faire une récurrence sur n qui correspond a la dimension de N. Sin = 1, alors
N est irréductible. Donc il suffit de prendre la suite N = Ny D Ny = {0}.
On suppose maintenant le résultat vrai pour n — 1 avec n > 2. Alors comme
IN| > p, N n’est pas irréductible (corollaire 4.3). Donc il existe un sous-
module irréductible M de N. Par le corollaire 4.3, M est isomorphe a I, et
est donc de dimension 1. On considere H = N/M, c’est un Fp-module de
dimension n — 1. Par hypothese de récurrence, il existe une suite

H=Hy>HD>...0H,—1 ={0}

telle que H;/H;+1 est irréductible pour tout 0 < i < n — 2. Alors soit
7 : N — N/M la projection canonique. On pose N; = 7~ '(H;) pour tout
0<i<n-—1et N, ={0}. Alors on a bien

N=NyD>DN; DN2D...DN,_1 DN, ={0}.
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Les groupes de p-rang normal 1

De plus N,,—1/N,, =2 M est irréductible et si 0 < ¢ < n — 2, alors par le
troisieme théoréme d’isomorphisme. N;/N;1 = H;/H; 11 est irréductible.
Ainsi on a montré le résultat et on a bien une suite

N=NyD>DN; DNy D...DON,={0}

tels que N;/N;;q est irréductible, pour tout 0 < ¢ < n—1. On va maintenant
étudier a quoi correspondent les N; dans P. Soit 1 < ¢ < n. Alors V; est un
sous-groupe de N, donc aussi abélien élémentaire, d’ordre p’. Il reste & voir
que N; est normal dans P. Or N; est un I, P-module, donc en particulier,
gN;g~' = N; pour tout g € P, c’est-a-dire que NN; est normal dans P. O

Théoréme 4.5 Soit P un p-groupe fini de p-rang normal 1. Alors soit P
est cyclique, soit p = 2 et P est isomorphe a Qan pour n > 3, Don pour
n >4 ou SDon pour n > 4.

Preuve: Le groupe P ne possede pas de sous-groupe normal abélien non-
cyclique (lemme 4.4). Ainsi, on peut appliquer le théoreme 4.10 du chapitre
5, page 199 de Finite groups de Daniel Gorenstein, [Gor68] : Si P est un
p-groupe qui ne posséde pas de sous-groupe abélien normal non-cyclique,
alors soit p # 2 et P est cyclique, soit p = 2 et P est isomorphe a un des
groupes Con pour n > 0, Qon pour n > 3, Dan pour n > 4 ou SDaon pour
n > 4. O

Lemme 4.6 Soit P un p-groupe fini de p-rang normal 1 non-cyclique. Alors
p =2 et P a exactement 3 sous-groupes maximaux A, B et C. Le groupe C
est cyclique et de plus :

i) Si P = Qg, alors A et B sont cycliques.
it) Si P est diédral, alors A et B sont diédrauz.

iti) Si P est quaternionien généralisé d’ordre au moins 16, alors A et B
sont quaternionien généralisé.

iv) Si P est semi-diédral, alors A est diédral et B est quaternionien
généralisé.

Preuve: Par le théoreme 4.5, on sait que P est isomorphe a un groupe
diédral, semi-diédral ou quaternionien généralisé. Alors, par la proposition
A.11, on sait que ®(P) = (z?). Ainsi on a que P/®(P) est isomorphe &
Cy x Cy. Or les sous-groupes maximaux de P sont en bijections avec les
sous-groupes maximaux de P/®(P), donc avec ceux de Cy x Cy et donc il
y en a exactement 3. Or les sous-groupes suivants sont d’ordre 2”1 et sont
donc maximaux dans P :

A= (22y), B= (2 zy) et C=(x).

Il est clair que C est cyclique.
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i) Si P est isomorphe a (g, alors on a :
A={y), B=(wy) et C=(x)

qui sont bien des sous-groupes cycliques.
ii) Si P est diédral, on peut voir qu’alors A et B sont aussi diédraux.

iii) Si P est quaternionien généralisé (d’ordre au moins 16), on peut voir
que A et B sont aussi quaternionien généralisé.

iv) Si P est semi-diédral, on peut voir alors que A est diédral et B est
quaternionien généralisé.

O

Lemme 4.7 Soit P un p-groupe fini de p-rang normal 1. Si Q) est un sous-
groupe de P tel que Q N Z(P) = 1, alors Q = 1 si P est cyclique ou
quaternionien généralisé et |Q| < 2 si P est diédral ou semi-diédral.

Preuve: Si P est trivial, le résultat est clair. Si P est non trivial et que
P est cyclique ou quaternionien généralisé, alors P possede un unique sous-
groupe d’ordre p qui intersecte non trivialement le centre (théoreme A.12)
et donc @ est trivial (car sinon @ contient un sous-groupe d’ordre p et qui
alors intersecte non trivialement le centre, ce qui est impossible). On sup-
pose maintenant que P est diédral ou semi-diédral. Alors comme P est non
trivial, Q # P, donc @ est contenu dans un sous-groupe maximal M non
cyclique (si @ est contenu dans le sous-groupe maximal cyclique, alors il
contient le centre et donc l'intersecte non trivialement). De plus, le centre
de P est alors aussi le centre de M, qui est diédral, semi-diédral ou quater-
nionien généralisé. Ainsi @) est un sous-groupe de M tel que QN Z(M) = 1.
On peut alors prouver le résultat par un argument d’induction sur l'ordre

de P. O

On va maintenant montrer qu'un p-groupe fini P de p-rang normal 1 possede
un unique QP-module irréductible fidele. Pour ce faire, on va utiliser le
théoreme 4.5 et traiter séparément les cas cyclique, diédral, semi-diédral et
quaternionien généralisé.

Théoreme 4.8 Soit n € N*.Alors le groupe cyclique Cpn posséde un unique
QCpn-module irréductible fidéle (de dimension finie).

Preuve: Soit P = Cpn = (z|a?" = 1).

Pour le cas n =0, il y a un seul Q1-module irréductible (le module trivial)
qui est fidele.

On suppose maintenant que n > 1. On sait que Cy» possede n + 1 sous-
groupes cycliques (& conjugaison pres) et donc, par le corollaire 2.10, P
possede n + 1 QP-modules irréductibles. Le groupe Cpn» possede un sous-
groupe isomorphe a C), : <$pn71>. Or on sait que C), possede deux caracteres
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Les groupes de p-rang normal 1

irréductibles qui apparaissent chacun une fois dans le caractere régulier
(exemple 2.11). Donc C) possede deux QCp-modules irréductibles, qui ap-
paraissent chacun une fois dans le QC),-module régulier. Or QC, = Q®Q¢,,
ot Q¢, est le noyau de ’homomorphisme d’augmentation QC, — Q. Ainsi
les deux QC)-modules irréductibles sont Q et Q¢,. Alors on a que

QC, 2 Indg”" QC,
C n C n
= Indg?" Q& IndZ" Qo

2
2 migr %z QCp/Cp) & Inde?" Qe

_If QC’nl@Ind"QC,

ou l’égalité (1) découle de la proposition B.25 et 1’égalité (2) de la pro-

position B.40. On sait aussi (par le corollaire 2.10), que Cyn-1 possede n

QCpn—1-modules irréductibles. Donc Infgp " ) QCpn—1 donne n QP-modules
P

irréductibles non-fideles de P. Il reste un Q P-modules 1rreduct1ble a trou-

ver et voir qu’il est fidele. On va montrer que V = Ind.; Com Qc, est un
QP-modules irréductible et fidele. On note v le caractere associé & Qc,
n—1

et X le caractere associé a V. On sait que, si g = =P

Wg)‘{ 1 sii£0

pour tout ¢ € {0,...,p—1}. Alors, en utilisant la formule B.27, on obtient :

P p—1) sij=0

X(al) ={ —p"! sij#0etp"'j
0 sip" g
pour tout j € {0,...,p" — 1}. Ainsi on voit que X est un caractere fidele et

donc Indgzn Q¢, est un module fidele.

On connait la table de caractere de P sur C (exemple B.51) :

1l 2z oo 2F .. Pl
Yo=1p |1 1' 1 ' 1
oy 1| g .. (ghHk ... (g)y!

0<j7<p"—1et & est une racine p"-ieme primitive de 1'unité.

Mais X est aussi un caractere de P sur C, donc on peut trouver sa
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décomposition en caracteres irréductibles de C. Soit 0 <7 < p” — 1.

(i, X)p = ]13’ > ilg)x(g)
geP
p"—1

= LS i)
P

pn

1 p
= <P"1(p —1)—p"! (E")k”“>

e
Il
—

n—1 . i e ey ez .
On remarque que &P~ est une racine p'“™° primitive de 'unité. Alors il y
a deux cas a distinguer :
ieme

e Si pged(i,p) = 1, alors (fpnfl)" est aussi une racine p primitive de

p—1
Punité et Y ((€”")1) = ~1 dou :
k=1

p—1
(Wi X)p = ;(p"l(p 1) -p! ; ("""
— =) )
v

e Si pged(i, p) # 1, alors (ipn_l)i =1 et donc :

(i, X) p = p1n<p"1<p S =Y (@)Y
k=1
1 ( 1( ) 1 = 1)
— = (pn— — 1) — p"—
"D p p P e
= pln(pnl(p— )—p"p-1) =0

On a ainsi obtenu que (¢;, X)p est égal a 1 si pged(i,p) = 1 et est égal
a 0 sinon. Donc X est la somme des caracteres irréductibles v; tels que
pged(i,p) = 1.

Soit W un Q P-sous-module irréductible de V' et soit 7 le caractere associé
a W. Alors W possede sur C au moins un sous-module irréductible comme
facteur de composition (un de ceux de V') et donc il existe j € {0,...,p"—1}

avec pged(p, j) = 1 tel que (¥;,n)p # 0. Mais alors (¢, n)p = 1.
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On pose G = Gal(Q(&),Q), le groupe de Galois de Q(&) sur Q. On sait
que si ¢ € G, alors ¢ o1, est un caractere irréductible de P sur C, et il
existe 0 < ¢ < p™ — 1 avec pged (i, p) = 1 tel que @ o h; = 1);. Ainsi

{pov;|pe Gt ={¢i|0<i<p"—1,pged(i,p) =1}.
Ona,sipeG

ovpmp = ,;Zsowj(h))n(h)

heP

n(h)eQ ]1P] Z © (%‘(h)m

heP

= e S wnn)

heP

= oy X v

heP
= o((¥5,n)p)
=  p)=1
Donc W contient 1 fois chacun des CP-modules irréductibles v; tel que

pged(p,i) = 1 et done V.C W. Or W C V, donc V.= W et V est
irréductible. U

N—

Remarque 4.9 Cette preuve se base sur la preuve du lemme 2 de 'article
A remark on a theorem of Ritter and Segal de Serge Bouc, [Bou01].

Théoréme 4.10 Soit n € N, n > 3. Le groupe diédral Don posséde un
unique QDan-module irréductible fidéle (de dimension finie). De méme, si
n > 4, alors le groupe semi-diédral SDon posséde un unique QS Do-module
irréductible fidéle (de dimension finie).

Preuve: Soit P I'un des groupes suivants :
n—1 _ _
Don = (z,y|2™ =y* =1yzry ' =a7")

ou
SDQ”VL = <m7y ‘ x2n—1 _ y2 — 1,y$y71 — xQn—271>.

Le groupe P possede un sous-groupe isomorphe a Cs : Le sous-groupe
C = (xQn_Q). Les deux QCj-modules irréductibles sont Q et Q¢,, et
QCy = Q & Q¢, (voir la preuve du théoreme 4.8). Alors on a

P ¥ mdkqc

= IndZ Q @ Indf Q¢

2 mif, Q(P/C) @ Indf Q¢

= IHng,H QDgn—1 @ IndZ Q¢
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ou I'égalité (1) découle de la proposition B.25 et I'égalité (2) de la propo-
sition B.40. Le terme Infgw_ L QD31 donne des QP-modules irréductibles

non-fideles. Contrairement & Cpn, le QP-module V = Indg Q¢ n’est pas
irréductible, comme on va le voir un peu plus loin.

On pose D = (y) et D' = (22" "y). Alors N = Np(D) = Np(D') =
{1,y,:p2n72,x2n72y} >~ (9 x Cy. Or on connait les caracteres de Cy x Co
(exemple 2.13) : il y a le caractere trivial et trois caracteres qui sont I'inflation
des caracteres non-triviaux des quotients de Co x Cy par les sous-groupes
d’ordre 2. Ainsi on connait les Q(C2 x Cs)-modules irréductibles et

QP = Indf, QN
= Indy Q& Indy Inf Qe
@ Indyy Infy,;, Qy/p @ Indyy Infy 1 /o
De plus, on a :
Infgw1 QDgn-1 = Ind2Q
= Ind§ Ind¥ Q
2 md§ Y, Q(N/C)
= Indyy Infy,; @ & Indjy InfYy; Qe
= Indy Q& Indyy Inf ¥, O/,
ou 'égalité (1) découle, par la proposition B.43, de
Infy , QDon-1 = Infy, Q(P/C) = Q(P/C) = Ind& Q
et I’égalité (2), par la proposition B.43, de
Indd Q = Q(N/C) = Infy,; Q(N/C).
Ainsi, en résumé, on a :
QP = Indy Q @ Ind} Infy 10 Qe
® Indy Infy,, Qyp & Indy Inf Y, py Qo

et
QP = Indy Q ® Indy Inf o Q¢ ® Indf Qe

donc Indé Q¢ = Indly Infy, , Qnyp & Indiy Infy, p Qyypr, qui w'est pas
irréductible. On pose

W1 = Indjy Infyy, , Qnyp et Wo = Indjy Infy, py Q-

Comme D et D' sont conjugués (par 22" ") on a que Wy et Ws sont iso-
Jjug p

morphes (proposition B.46). On pose W = W7 (= W3). On va montrer que
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W est un QP-module irréductible et fidele. Alors on aura trouvé tous les
QP-modules de P car QP = Infgzn_1 QDgn-1 Wy Wy et de plus, on sait
déja que les modules irréductibles différents de W ne sont pas fideles (car ils
sont inflatés depuis Dyn—1). On note 1 le caracteére associé a V = Indg Qc
et X le caractére associé a W. On sait que V = W & W, donc ¢ = 2X et
donc X = %w. Or, en utilisant la formule B.27, on obtient,

=l §sig=1
wig)=9 —2"t sig=a?""
0 sinon
pour tout g € P et donc
m=2  §ig=1
X(g) =14 —2"2 sig=a>"
0 sinon

pour tout g € P. Ainsi on voit que X est un caractere fidele et donc W est
un QP-module fidele.
On connait la table de caractére de Don sur C (exemple B.54) :

1] 22777 zF y | xy
1<k<2n?2_1

m |1 1 1 1|1

! 1 1 —1|-1

ng |1 1 (—1)k -1 1

ny | 1 1 (—1)k 1| -1

Vi 2] (=172 Wk Ik 010

1 < j <272 1, w est une racine 2" -iéme primitive de l'unité (par
exemple w = exp(;ﬂl ).

De méme, on connait la table de caractere de SDan sur C (exemple
B.55) :

on—2 2k 22k+1

1| z T y | xy
1<k<2m3-1|1<k<2m3 -1
U | 1] 1 1 1 1] 1
va | 1] 1 1 1 ~1|-1
Us | 1] 1 1 ~1 1|1
Dy 1] 1 1 ~1 ~1] 1
i | 2| (—=1)72 wik 4 =k wik — =k 0

1 < j <272 1, w est une racine 2" -itme primitive de 1'unité (par
exemple w = exp(ﬁfﬂ ).
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Mais X est aussi un caractere de P sur C, donc on peut trouver sa
décomposition en caracteres irréductibles de C. On commence par les ca-
racteres linéaires. Soit i € {1, 2, 3,4} :

<77’H |P| };Pn’b

1
(2n 2 2n—2) =0

2n

Soit maintenant 1 < j <2772 —1 :

(3 0p = 7 3 (WX (H)
heP
= 2%(2 S22 (—1)72. 2772

_1_ (_1)]- _ { 0 s%]:est Pair ‘
1 sij est impair.

On a ainsi obtenu que (1j,X)p est égal a 1 si pged(j,2) = 1 et a 0 sinon.
Donc X est la somme des caracteres irréductibles 1; tel que pged(j,2) = 1.

Soit U un QP-sous-module irréductible de W et soit 7 le caracteére associé
a U. Alors U possede sur C au moins un sous-module irréductible comme fac-
teur de composition (un de ceux de U) et donc il existe
j € {0,...,2"72 — 1} avec pged(2,7) = 1 tel que (¢;,n)p # 0, d’ou
(¢j,mp = 1. On pose G = Gal(Q(w),Q). Si ¢ € G, alors ¢ o 1); est
un caractére irréductible de P sur C, et il existe 0 < ¢ < 2772 — 1 avec
pged(2,4) = 1 tel que ¢ o vp; = 1;. Alors

{pov;|pe Gl ={y;|0<i<2"?—1 pged(i,2) = 1}.

Ona,sipeG

(pothjmp = |P\ > (g (h

heP

n(h)€Q
= (1 (h
‘Z :

heP

— Z%

heP

51 > i(h)

| hGP
= e((&jm)p)
= e()=1

Donc U contient chacun des CP-modules irréductibles v; tel que pged(p, i) =
1 et donc W C U. Donc W = U et W est irréductible. O
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Théoreme 4.11 Soit n € N, n > 3. Le groupe des quaternions généralisés
Qon posséde un unique QQaon-module irréductible fidéle.

27 eyt = oY), Le

Preuve: Soit P = Qon = (:zc,y|a¢2"_1 =1,y =z
groupe Qo possede un sous-groupe isomorphe a Cs : Le sous-groupe <x2n72>.
Les deux QC%-modules irréductibles sont Q et ¢, et QCy = Q@ Q¢,. Alors

on a

1 n
QQsn Y md%" QC,
= Ind@”" Q ® Ind@" Qc,

(2) n n
= Infd? o Q(Qan /Ca) & TndZ2" O,
— Infgzz_l QDyn-1 & IndZ>" Qc,,

ou ’égalité (1) découle de la proposition B.25 et 1’égalité (2) de la proposition
B.40. Le terme Inf%zzil QDgn-1 donne des QP-modules irréductibles non-

fideles. On va montrer que V = Indgjn Qc, est un QP-module irréductible et
fidele. Alors on aura trouvé tous les QP-modules irréductibles car
QQon = Inf%zzil QDgn-1 ® Ind@" Qc, et de plus, on sait déja que tous
les modules irréductibles différents de V' ne sont pas fideles (ils sont inflatés
depuis un quotient). On note 1 le caractere associé a Qc¢, et X le caractere
associé a V. On sait que,

1 sih=1
w(h):{ 1 sih=a2"".

Alors, en utilisant la formule B.27, on obtient :

=l §ig=1
X(g) =< —2"7! sig==x
0 sinon.

on—2

Ainsi on voit que X est un caractere fidele et donc Indgjn Qc, est un module
fidele. Il reste a voir que V' est un module irréductible. On a

V =Ind@" Qc, = QQ2 ®gc, Qe

On pose A = (z), c’est un sous-groupe de Qan d’ordre 2"~ 1. Alors QA et
QAy sont des QCs-modules et QQon = QA & QAy. Ainsi on a

V = (QA ®qc, Qc,) @ (QAY ®qc, Qc,)

comme QC>-modules. On va commencer a étudier QA ®qc, 2c,. On pose
K = QIX]/(®y0-1(X)) = QUX]/(@:(X*" %) = QIX]/ (X" +1),
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ot ®,, est le n'®™° polynéme cyclotomique. Or ®4,-1(X) est un polynome
irréductible dans Q[X] donc K est un corps et [K : Q] = 2”2, On va munir
le corps K d’une structure de QA-module : L’élément z' agit sur K comme
la multiplication par X, pour tout z* € A. On peut vérifier que I’action est
bien définie et muni K d’une structure de QA-module.

En appliquant la proposition B.29, on a
dimg QA ®qc, Qc, = |A:C| dimg Q¢, = on=2,

Ainsi QA ®qc, ¢, et K sont des Q-espaces vectoriels de méme dimension.
On va montrer qu’ils sont isomorphes comme QQ A-modules.

Comme Q-espace vectoriel, ()¢, est isomorphe a Q. Le groupe Cy agit
sur QQ, ou la multiplication par 22" correspond a la multiplication par —1.
Alors Q et Q¢, sont isomorphes comme QC>-modules. Ainsi, par la suite,
on va identifier ¢, avec Q.

On définit alors I’application ¢ : QA x Q¢, — K par

2n—1—1 2n—1—1 A

) -t

o( Y wair)= Y X
i=0 i=0

Alors un petit calcul nous donne que
pla+b,c) = p(a,c) + (b c) et p(a,c+d) = p(a,c) + ¢(a,d),

pour tout a,b € QA et pour tout ¢,d € Q¢,. On peut de plus remarquer que
dans K = Q[X] /(X" + 1),

72n—2 7271—1

=-1 e X =1

Soit a = Z?igl_l vt € QA, 7 € Qp, et A+ /wzn—? € QCs. Alors

| |
pla-Otpa® ) =0 3w+ 3 qua® )
i=0 i=0
on—1_1 m—2_1
:<p< Z qi)\xi,r>+g0< Z qi,ua:2n_2+i,r)
i=0 i=0
2n—1—1
+90( > qmafz’H“}r)
i=2n—2
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Les groupes de p-rang normal 1

| 2n—2-1
<p(a'(/\+uf62n72)ﬂ“)=¢( > qi)\wz,r)ﬂr?( > qml‘gﬂﬂﬂ“)
i=0 i=0
2n—2-1
+90( > qz-uw’,r)
i=0
| oo2nT2] .
= Z rqi)\yl—i— Z Tqi,uy2 i
i=0 i=0
2n—2-1 _
+ > rgipX
i=0
| 221

J— 727172 :
=\ Z rg; X + " Z rg; X X'
i=0 i=0

2n—21
—9on—2__9n—2,4,
tuoy X X0

i=0

an—1_1 ' =21 '

~- -t

= Z rg; X —p Z rg; X
i=0 i=0

2n=1—1 A an=l_q ‘

- -t

=A Z rg; X —p Z rg; X
i=0 i=0

|

= -w) Y reX
=0

|

3

=0

2”1
o

>

(Ar — pr) qz'yi
11

0

o(a, (A + u:nykz) .7)

Qiyiv Ar — ,m“)

on—l_1

—H Z qu'yi

i=2n—2

Ainsi on a que ¢(a-c,b) = p(a,c-b), pour tout a € QA, b € Q¢, et ¢ € QCh.
Donc il existe un unique homomorphisme de groupes ¢ : QA®qc, ¢, — K
tel que p(a®b) = ¢(a,b), pour tout a € QA et b € Q¢,. On peut de
plus vérifier que @ est une application Q-linéaire surjective. Or on a déja
vu que QA ®qc, ¢, et K sont des Q-espaces vectoriels de méme dimen-
sion donc @ est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels. On va mainte-
nant montrer que ¢’est méme un isomorphisme de QA-modules. Il suffit de
vérifier que ¢ (z(a® 1)) = z@ (a @ r) pour tout a € QA et r € Q¢,. Soit
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a= Z?ZBH g € QA et r € Qg¢,. Alors

on—1_1

P o) =5(( T ar)or)
=0 .
= &((qgnl_l + 2 Z Zqix”l) ® r)

i=0
an—1_2
~i+1
=TQon-1_1 + g rg; X
i=0

I
\'M ‘
2
>

+

En résumé, on a obtenu que QA ®qc, 2c, et K sont des QA-modules iso-
morphes.

On remarque que tout élément de QA ®qc, 2¢, peut s’écrire sous la
forme d® 1,oud € QA :

g} <<?”§—lqu$ ) ®rj> = JZZ <(2nzl_1q”r]:c ) ® 1>

I
/N
[

=
S
Qﬁ

8
N———

&

—_

=1 =0
n=l1 m
= < (ZqijT’j)LL' > ®1
i=0  j=1
€QA

Soit K@ KY le K-espace vectoriel de base (1,Y). On définit ’application
f:V—-K&KY par

f)=geneg(del)y,
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ottv €V et d,d € QA sont tels que v = (d® 1) & (dy ® 1). Par le fait que
@ est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels, f est un aussi un isomor-
phisme de Q-espaces vectoriels. On va montrer que f est un isomorphisme de
QP-modules. Pour cela, il va falloir munir K @& KY d’une structure de
QP-module. On définit maintenant I’automorphisme de corps ¢ : K — K

par o(X) = zl. Alors on définit sur K @ KY Daction de x par la multi-
plication par X et celle de y par

y-(a+bY)=—0(b) +o(a)Y, pour tout a,b € K

(ainsi l’action de A correspond & la restriction de l'action de P sur K au
sous-groupe A). On peut alors vérifier que K & KY est un QP-module.

On va maintenant étudier f : V — K @ KY. Soit v € V et
d= Z?Z;*l gzt d = Z?Z;*l gir' € QA tels que v = (d®1) @ (givy ® 1).
Alors

et
2n—1_1 271—1_1
f(y'v)=f<(y Z ;T ®1>EB<y Z qzxy®1>>
=0 =0
2n—171 2n—171
:f<< Z 4G Yyr'y 1y®1)@< Z G yxT'y y? ®1>>
=0 - i=0 —1 n—2
= = — p2
2271*1—1 L on—1_1 '
= f((ng" Z gz 71®1> o ( Z i zy®1>>
i=0 i=0
277,71_1 2,,7(,1_1
~ n—2 — n—1 - n-1
:(P(xz Z qle Z®1>@30< Z (]z$2 Z®1>Y
=0 1=0
2n71_1 2n71_1
n—2 — n—1_ . n—1_
=2’ 90( Z Giv? Z®1>@go< Z giz? Z®1)Y
i=0 i=0



| B L
=- > X '@ ) XY
=0 %
m-lo1 an-1l_1
:—O'<Z X)@U(quX>Y
i=0 i=0

=y-( ; X' @ g q,XY)
=y (ﬁ(znglqw@l)@so(rilqzx ®1) )
CE ()

Donc f est bien un isomorphisme de QP-modules et on peut identifier V' a
K@ KY.

On va maintenant munir V' d’une structure de Q-algebre : On définit la
multiplication dans V' par :

(a4 bY)(c+dY) =ac—bo(d) + (ad + bo(c))Y, Va,bcdecK.

Alors V' est bien une Q-algebre et de plus, 'action de x et et celle de
y correspondent respectivement & la multiplication par X et Y dans V.
Ainsi, si on montre que V est un corps gauche, cela prouvera que c’est un
QP-module irréductible (car comme toute multiplication a gauche corres-
pond a l'action d’un élément de QP, un QP-sous-module de V' est un idéal
de V). Soit a,b € K. Alors

(a+bY)(o(a) —bY) =aoc(a) + bo(b) € K

et donc (a+bY") est inversible si ac(a)+bo(b) est inversible ce qui est le cas
si et seulement si ac(a) — bo(b) est non-nul dans K. Or si a = Z?i;lfl a;z!

et b= E?i;l_l bjx?, alors le coefficient de 1 = 2° dans ac(a) + bo(b) est
| |

>y
i=0 j=0

et est donc non-nul si a+bY est non-nul. Ainsi on a obtenu que si a+bY € V
est non-nul alors a+bY est inversible, c’est-a-dire que V est un corps gauche
et donc qu’il est irréductible. O
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Remarques 4.12

i) La preuve de ce théoreéme se base sur la fin de la preuve du théoréeme 1
de larticle A remark on a theorem of Ritter and Segal de Serge Bouc,
[Bou01].

ii) Dans la preuve du théoreme 4.11, on n’utilise pas la méme méthode
que pour les deux théorémes précédents (théoremes 4.8 et 4.10). Cela
vient du fait que vu dans C, 'unique QQs»-module irréductible et fidele
est la somme de deux fois certains des CQon-modules irréductibles et
non pas seulement une fois. Cela fait que ’on ne peut pas appliquer la
théorie de Galois pour ce cas.

Théoréme 4.13 Soit P un p-groupe fini de p-rang normal 1, ou P est le
groupe diédral Dg. Alors P posséde un unique QP-module irréductible et
fidéle, noté ®p , dont le caractére Xp est donnée par :

o Si P=Cpn=(x|a?" =1), alors

‘ (p—1Dp* ! sii=0
Xp(z") =< —p*! sip"tlieti#0
0 stnon,

pour tout 0 < ¢ < p" — 1.
o SiP=Qu={ay|e

-1 n—2 _
27 = 1,227 =2 yay = 271, alors

on—l sig=1
Xp(g) =4 —21 sig=a2"
0 sinon,

pour tout g € Qon.
e Si P= Doy = (z,y ‘ 22" = y? = 1,yxy = 2~ 1), alors

on—2 stg=1
Xp(g)={ —22 sig=a2""
0 simon,

pour tout g € Don.
e Si P=SDoyn = (x,y ’ 2 =y =1, yay = mznﬂ_l), alors

on—2 sig=1
XP(g) — _2”72 Si g — xzn—Q
0 sinon,

pour tout g € SDaon.

Preuve: C’est une conséquence du théoreme 4.5 et des preuves des
théoremes 4.8, 4.11 et 4.10. O
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Corollaire 4.14 Soit P un p-groupe fini de p-rang normal 1 d’ordre p" ou
P est le groupe diédral Dg. Alors

. [ (p=1)p"t si P2 Cpn ou P Qon
dimg ®p = { 2n—2 si P 22 Don ou P = $Djn
Preuve: C’est une conséquence du fait que dimg®p = Xp(lp) et du
théoreme 4.13. O

Proposition 4.15 Soit P un p-groupe fini de p-rang normal 1 ou P est le
groupe diédral Dg. Alors

[ p i p—1) si P2Cp ou P Qo
<XP’XP>P_{ on=3 5i P2 Dy ou P~ SDy
Preuve: Par le théoreme 4.5, il y a quatre cas a traiter :
o Il existe n € N tel que P = Cpn. Alors, par le théoreme 4.13,

(Xp,Xp)p 7l Zx

geP
pt—1

1 =
=— ((p - 1)2p2(n71) + ZpQ(n1)>

i=1
2n—2 9
= 0 =2+ 14p-1)

=p" 2" —p)=p""(p-1).
e Il existe n € N, n > 3 tel que P = Qon. Alors, par le théoréeme 4.13,

(Xp,Xp)p X(g
IP\ Z

geP
=0 (22<n 1) 4 92(n— 1))

22n 1

n—1

2n

e Il existe n € N, n > 3 (pour inclure le cas ou P = Dsg) tel que P = Dan.
Alors, par le théoreme 4.13,

(Xp,Xp)p X(g
= 17 P| -3

gepP

= o (22<n 2) | 92(n— 2))

22n 3 271—3‘

2n
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o Il existe n € N, n > 4 tel que P = SDon. Alors, par le théoreme 4.13,
1 _
(Xp,Xp)p = E] > X(9)X(g)

geP

_ 2% (22(n—2) I 22(n—2))

O

Lemme 4.16 Soit P un p-groupe fini et non-trivial de p-rang normal 1 et
H un sous-groupe mazimal de P. Alors :

i) Resh ®p = (p — 1)@y si |P| = p.
i) Resg Pp =pdy si P est cyclique ou quaternionien généralisé.
i11) Resfl Op =20y st P est diédral ou semi-diédral et H est diédral.

i) Resfl Pp = Oy st P est diédral ou semi-diédral et H est cyclique ou
quaternionien généralisé.

Preuve: Il suffit de montrer ces relations pour les caracteres. Pour cela, on
va utiliser le théoreme 4.13.

i) Si |P| =p, alors P = Cp et H={1}. On a

_fp—1 sig=1
Xp(9) _{ -1 sinon

Ainsi Xp(1) =p— 1= (p— 1)Xg(1) et donc Resh Xp = (p — 1)Xg.
ii) On suppose maintenant que P est isomorphe a Cpn = (x ‘ 2P = 1),
n > 2. Alors H = (2P) est un groupe cyclique d’ordre p"~!. On a

' (p—1)p! sii=0
Xp(z") =¢ —p*t sipvtlieti#0
0 sinon

pour tout 0 < i <p" —1. Ainsi,siy=aP et 0 < j <p" —1,

| (p—Lp"' sij=0 |
Xp(y) =4 —p"! siph?ljet j A0 §=pXu(y).
0 sinon

Donc Resﬁ Xp = pXp.

On suppose maintenant que P est le groupe des quaternions
Qs = (x,y ‘ vt = 1,22 = y?, yry~' = 271). Alors H est 'un des trois
sous-groupes cycliques d’ordre 4 suivants :

Hy=(r) Hy=(y)  H= (zy).
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Par le théoreme 4.13, on a

=l §sig=1
Xp(g) = —onl §ig=2a? |

0 sinon

g € @g. On voit alors facilement que ResZi Xp = 2Xp,, pour tout
i=1,2,3.
On suppose pour finir que P est un groupe des quaternions généralisés

n—1 n—2 _ _
Q2”:<xay}x2 :1,y2:a:2 » YTY 12%’ 1>an24' On a
=l §ig=1
Xp(g) =< —21 sig=a?"" ,
0 sinon

g € Qon. Par le lemme 4.6, il y a trois possibilités pour H :
e Le groupe cyclique Hy = (x) d’ordre 2"~ : Soit 0 <7 < 2"~ 1 —1,

alors
' on=l g i =0 '
Xp(z') =<¢ =271 si2n2lieti#£0 = 2Xgy, (2),
0 sinon

donc ResZ1 Xp = 2XgH,.
e Le groupe des quaternions généralisés Hy = (22, y) d’ordre 277! :
Soit g € H», alors
2=l §ig=1
Xp(g)=q —2"! sig= (¥ §=22m(9),
0 sinon
donc ReSZ2 Xp = 2Xg,.
e Le groupe des quaternions généralisés Hz = (22, ry) d’ordre 271 :
Soit g € Hs, alors
n—l gig=1
Xp(g)=q =21 sig=(a?
0 sinon

271,73

= 2XH3 (g)’

donc ReSZ3 Xp = 2Xp,.

iii) On suppose que P est le groupe diédral
n—1 _
Don = (z,y|2* =y’ =1lyay=a""),

n > 4 et H est aussi un groupe diédral. Alors par le théoreme 4.13, on
a

M2 §ig=1
Xp(g) =< —22 gig=a?"" ,
0 sinon

g € Don. Il y a deux possibilités pour H :
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e Le groupe diédral Hy = (22, 5) d’ordre 2"~! : Soit g € Hy, alors

M2 §sig=1
Xp(g) =< —22 sig=(22)2"" } =2Xg,(9).
0 sinon

Donc Resﬁ1 Xp = 2Xg,.

e Le groupe diédral Ho = (22, yz) d’ordre 2"~! : Soit g € Hs, alors

M2 sig=1
Xp(g) =< —2"2 sig= (x2)2n_3 = 2Xm,(9).
0 sinon

Donc Resff]2 Xp = 2Xg,.
On suppose que P est le groupe semi-diédral

SDon = (z,y| 2% =y = Lyay =¥ 1)

Y

n >4 et H est un groupe diédral. Alors par le théoréeme 4.13, on a

22 sig=1
Xp(g) = —2"2 gig=a2"" ,
0 sinon

g € Don. Il y a une seule possibilité pour H : C’est le groupe diédral
(22, y) d’ordre 2"~ 1. Soit g € H, alors

22 §ig=1
Xp(g) =1¢ —2"2 sig= (22" } =2Xu(g).
0 sinon

Donc Resg Xp = 2Xp.

iv) On suppose que P est le groupe diédral
Don = (z,y]2*" " =32 = Lyay =a7Y),

n > 4 et H est aussi un groupe cyclique. Alors par le théoreme 4.13, on

a
22 sig=1
Xp(g) =4 —22 sig=a2"",
0 sinon

g € Don. Il y a une seule possibilité pour H : C’est le groupe cyclique
(r) d’ordre 2"~ 1. Soit 0 <4 < 2"~ — 1, alors

‘ =2 §ij=0 '
Xp(a')=<¢ —2"72 si2"2lieti#£0 p = Xy(z").
0 sinon
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Donc Resg Xp = Xg.
On suppose que P est le groupe semi-diédral

SDon = (z,y| 2% =y = Lyay = 2> 1)

n > 4 et H est un groupe cyclique ou quaternionien généralisé. Alors
par le théoreme 4.13, on a

M2 §ig=1
2n72

Xp(g) =4 —272 sig=a?"" |
0 sinon

g € Don. Il y a deux possibilités pour H :
e Le groupe cyclique H; = (x) d’ordre 2! : Soit 0 <4 < 2771 —1,
alors
4 22 sii=0
Xp(z') =< =272 si2"n2jieti#0 p = Xpy, (2.
0 sinon

Donc Resg1 Xp = Xg,.
e Le groupe des quaternions généralisés Hy = (22, yx) d’ordre 271 :
Soit g € H», alors

"2 §sig=1

Xp(g) =< —2"72 sig=(a?)
0 sinon

2n73

= Xm, (g)

Donc Res§2 Xp = Xg,.
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Chapitre 5
Les sous-groupes génétiques

On a maintenant introduit toutes les notions nécessaires pour prouver le
théoreme de Roquette et introduire la notion de sous-groupe génétique. On
va ensuite prouver plusieurs lemmes techniques qui vont permettre de donner
une description des sous-groupes génétiques qui n’utilise que des propriétés
sur les groupes et non plus des propriétés sur les QG-modules. On va finir sur
un théoréeme qui donne des conditions pour que deux sous-groupes génétiques
donnent le méme QG-module, ce qui va permettre d’introduire la notion de
base génétique.

5.1 Le théoreme de Roquette et ses conséquences

Lemme 5.1 Soit G un groupe fini, (T,S) wune section de G, W un
Q(T/S)-module (de dimension finie) et V = Indinf%s W. Soit X le caractére

de W etn = Indinf%SX le caractére de V. Alors on a un isomorphisme de
Q-algebres
Hong(V, V) = HOIDQ(T/S) (W, W)

st et seulement si
(mmae = (X, X)1/s

Preuve:

< : On définit I’application
a : Homgygys)(W, W) — Homgz,s)(Inf7., g W, Inf7, g W)

ou af): Infg/s W — Infg/SW est définie par o(f)(w) = f(w), pour
tout w € Inf%SW et f € Homgr/s) (W, W) (ol on identifie W et

Inf? /SW comme Q-espaces vectoriels). Un peu de calcul permet de
vérifier que c’est un homomorphisme de Q-algebres injectif.
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On définit aussi 'application

G: Hom@T(Inf%S W, Inf%s W) — Homgg(V, V)
ou B(f) : V — V est définie par S(f)(z ® w) = z ® f(w), pour
tout z € QG, w € Inf%SW et f € HomQT(Inf%S W,Infg/s W), ou
V =QG®qr Inf? /8 W. On peut vérifier que c’est une application bien

définie et que de plus, c’est un homomorphisme de Q-algebres injectif.
Pour finir, on définit ’application

@ HomQ(T/S)(W, W) - HOInQG(‘/a V)

par ¢ = (o a. Cest un homomorphisme de Q-algebres injectif de
Homgr/g)(W,W) dans Homgp(V,V). Si on montre que
Homgr/s)(W, W) et Homgg(V,V) sont de méme dimension sur Q,
alors ¢ sera un isomorphisme. Or, par le lemme B.18,

dimg Homge(V, V) = (n,1)¢
= <X7 X)T/S
= dimg Homg7/s) (W, W)

ce qui permet de conclure que ¢ est un isomorphisme de Q-algebres.

= : Par le lemme B.18, on a

(n,ma = dimg Homgg(V, V)
= dimQ HomQ(T/S) (VV, W)
= <X7 X>T/S

0

Théoréme 5.2: Théoréeme de Roquette ([Bou], théoréme 9.4.1,
page 173)

Soit P un p-groupe fini et V un QP-module irréductible (de dimension fi-
nie). Alors il existe une section (T,S) de P et un Q(T/S)-module W (de
dimension finie) irréductible et fidéle tels que :

i) Le module V' est isomorphe a Indinf%s w.

it) Cette isomorphisme induit un isomorphisme de Q-algébres
HOIHQP(V, V) = HOHIQ(T/S) (I/V, W)
i11) Le groupe T/S est de p-rang normal 1.

Preuve: On va faire une preuve par récurrence sur P.

e Si|P| =1, il suffit de prendre 7'= S = 1.
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e Si |P| =p, alors P = (), et on connait la table de caractere de P sur
Q (exemple 2.11). Il y a deux cas :

i) Soit V' est le QP-module trivial et on peut prendre T'= S = P.
Alors T/S = 1 est bien un groupe de p-rang normal 1, V = Q =
Indinf? /s Q, et Q est 'unique module irréductible et fidele du
groupe 1. De plus, comme (Q,Q); =1 = (V,V)p, par le lemme
5.1, on a bien que Homgp(V, V) = Homg1(Q, Q).

ii) Soit V est le seul QP-module irréductible et fidele et on peut
prendre T'= P et S = 1p. Alors T'//S = P = C), est un groupe de
p-rangnormal 1, V = Indinfi/s Vet Homgp(V, V) = Homgr/s)(V, V).

e On suppose maintenant que |P| > p? et que le résultat est vérifié pour
tout p-groupe d’ordre < |P|. On va considérer deux cas :

i) Le QP-module V n’est pas fidele. Soit X le caractere de V. On pose
N = Ker X # 1. Alors il existe un Q(P/N)-module irréductible
et fidele V' tel que V = Infg/NV Or |P/N| < |P| donc par

hypothese de récurrence, il existe une section (T,S) de P/N et
W un Q(T'/S)-module irréductible et fidele tels que

(a) Le module V est isomorphe & Indinf ;S w.

(b) Cette isomorphisme induit un isomorphisme de Q-algebres

HOIHQ(P/N)(‘A}, ‘7) = HOIIlQ(T/g)(I/V, W)

(¢) Le groupe T/S est de p-rang normal 1.

Soit 7 : P — P/N la projection canomque On pose T = m~Y(T)
et S =71(S). Alors T =T/N, S = S/N et

V= InfpyV

P/N
T/N

T/N

Infrny s/

= Ian/NInd w

@ T T/N
Indf Infp )y Inf(T/N)/(S/N) w

2 mal mil s w
ou I’égalité (1) découle de la proposition B.40 et 1'égalité (2) de
la transitivité de I'inflation (proposition B.34). De plus T'/S est

isomorphe a T’ / S (3¥m€ théoreme d’isomorphisme) et est donc de
p-rang normal 1.

Il reste a voir que Homgp(V,V) = Homgr,/g)(W,W). Or on a
Homgp(V, V) = Homgp/ny(V, V) (par le lemme 5.1 et le lemme
B.37) et HomQ(p/N)(f/,‘N/) = HomQ(T/g)(VV, W), et donc on a
bien Homgp(V, V) = Homg(/s) (W, W).
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ii) Le QP-module V est fidele. Si P est de p-rang normal 1, il suffit
de prendre T = P et S = 1. On peut donc supposer que P possede
un sous-groupe normal F isomorphe & C, x C,. Soit V7 une com-
posante homogene de Resh V. Soit I = {z € P } V1 =2 Vi}. Alors,
par le théoreme B.49, Vi est un Q/-module irréductible et on a
V = nd? V3.

On va commencer par étudier un peu plus I. Si x € Cp(E), alors
Vi =2V car Vi et Vi sont toujours isomorphes en tant qu’es-
paces vectoriels et comme x commute avec tous les éléments de
E c’est méme un isomorphisme de QE-modules. Ainsi x € [ et
donc Cp(FE) C I. On définit I'application ¢ : P — Aut(E) par
©(2) = v, out 7, : E — E est définie par v,(e) = zez~! pour
tout e € F et pour tout z € P. Si z € P alors comme F < P, on
a bien v, € Aut(E) et donc ¢ est bien définie. De plus, on peut
vérifier que ¢ est un homomorphisme de groupes et que Ker p =
Cp(FE). Donc, par le 1¢* théoreme d’isomorphisme, P/Cp(FE) est
isomorphe & un sous-groupe de Aut(E). Or Aut(E) = Aut(C, X
Cp) = GL,(Fp) ([Rot95], exemple 7.4, page 157) et de plus | Gl,,(F,,)| =
p(p? — 1)(p— 1). Ainsi | Aut(E)| = p(p? — 1)(p— 1) et |P/Cp(E))
est une puissance de p qui divise | Aut(F)| et donc |P/Cp(F)| est
égal a 1 ou p. Or |Cp(E)| divise la cardinalité de I donc |P/I|
divise |P/Cp(E)|. Ainsi P/I est de cardinalité 1 ou p.

On suppose que I = P. Alors V = Ind}3 Vi = Vi donc Vj est
un Q/-module fidele et donc V7 est aussi un QF-module fidele.
Or Vi = ®;_;L, ou L est un QFE-sous-module irréductible de
Resk V. Donc L est un QE-module irréductible et fidele. Cela est
impossible car E ne possede pas de module irréductible et fidele
(exemple 2.14). Donc I # P et |P : I| = p. Alors I < P et on peut
appliquer I'hypotheése de récurrence : Il existe une section (7, .5)
de I et un Q(7'/S)-module W irréductible et fidele tels que :

(a) Le module V4 est isomorphe & Indinfl, s W.

(b) Cette isomorphisme induit un isomorphisme de Q-algebres
Hom@I(Vl, Vl) = HOHIQ(T/S)(W, W)

(c) Le groupe T/S est de p-rang normal 1.

Or (T,S) est aussi une section de P et, par la transitivité de
I'induction (proposition B.26),

V = Indf' V;
= Indf Indf Inff, o W
= Indf Inff,) o W
Il reste a voir que Homgp(V,V) = Homgr,/g) (W, W). Comme
on sait déja que Homgy(V1, V1) = Homgr/g) (W, W), il suffit de
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montrer que Homgp(V, V') = Homg;(V1, V1) et alors, par le lemme
5.1, il suffit de voir que (V,V)p = (V4,Vj);. Soit n le caractere
associé au QI-module Vi et X le caractere associé au Q P-module
V. Alors, par le théoreme de réciprocité de Frobenius (théoreme
B.30) on a

<X7 X)P = <Indf m, Indf 77>P
= (n, Resy Indf n)r

1
=, @ Mdj e lso(ys)Rest ayn)s car T<P
S——

wel\P/I] 7T ™7

=, @ Tsolv)ni

ze[I\P/1]

=mmr+ Y. (nIso(yz)n)s
z€[I\P/I]
x¢l

—
N

—~
-

= <777 77)[

ou I'égalité (1) découle de la formule de Mackey (théoreme 3.37).
L’égalité (2) découle du fait que si x € [I\P/I] et = ¢ I, alors
Iso(yz)n = *n et n ne sont pas égaux et donc, comme ce sont des
caracteres irréductibles, cela implique que leur produit scalaire
vaut 0.

g

Remarque 5.3 ([Bou], remarque 9.4.2, page 174)

e Dans le théoreme précédent, T'/S est de p-rang normal 1 et W est un
Q(T/S)-module irréductible et fidele. Or, par le théoreme 4.13, T'/S
possede un unique Q(7/S)-module fidele et irréductible, ®7,g. Donc
W est isomorphe a ®7/g.

e Dans la partie i), comme V et W sont des modules irréductibles,
Homgp(V, V) et Homgr/s)(W, W) sont des corps gauches (Lemme de
Schur : lemme B.10).

e Réciproquement au théoreme, soit (7,S) une section de P, W un
Q(T/S)-module (de dimension finie) et V' = Indinfl’ /s W. Cela induit
un homomorphisme de Q-algebres injectif de Homgz,g) (W, W) dans
Homgp(V, V) (voir la preuve du lemme 5.1). Pour que cela soit un iso-
morphisme, il suffit d’avoir (V,V)p = (W, W)7/g. Cela implique, si W
est irréductible, que Homgr/sy(W, W) = Homgqp(V, V') est un corps
gauche. Ainsi V' est un module irréductible (car Q est de caractéristique
0).

Lemme 5.4 ([Bou], lemme 9.4.3, page 174) Soit P un p-groupe fini et
(T'/S) une section de P telle que :
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i) Le groupe T/S est de p-rang normal 1.
’LZ) Soit V = Indinf%s (I)T/S' On a <V, V>p = <¢)T/Sa (I)T/S>T/S'
Alors T = Np(9).

Preuve: On note Np(T, S) le normalisateur de S et T', c’est-a-dire que
Np(T,S)={g € P|ngi1 =T,gS¢" ' = S}.

En particulier, c’est le normalisateur de 7" dans le groupe Np(S). Siz € T,
alors on note T 1’élément =S de T'/S.

En utilisant le théoréme de réciprocité de Frobenius (théoréeme B.30) et
la formule de Mackey (théoreme 3.37), on a

<V7 V>P

(Indf InfF. g @75, Indf Inf7 g Prys) p
= (Inf}./g ®7/5, Rest Indf Inf7, g Brys)7
= (Inf} /s Prys, P  IndiperTso(ve) Restrar Infl g ®1ys)7
z€[T\P/T)]
Z <Inf%/s /s, Ind% o7 Iso(7,) Rest o Inf%s Dr/s)T
z€[T\P/T]

> Z (Infg/s Pr/s, Ind% =7 Iso(7y,) Rest o g Inf%s Dr/s)T
z€[Np(T,5)/T]

=T =T

= > (Inf] 4 ®1/5,T50(v2) Infl g Bryg)r
€[Np(T,S)/T]

:Inf;/s Iso(vz)®ry s

@

o > (Inff g rys, InfL g Pryg)r
z€[Np(T,S)/T)

= |Np(T,S)/T|(Inf], /s D1y, Inf]) g Prys)T

2
= |Np(T,9)/T|{®1)s: P1/5)T/8

= |Np(T,S)/T|(V,V)p

ot on utilise pour I'égalité (1) que Iso(vz)®r/s est un Q(7/S)-module
irréductible et fidele et est donc isomorphe & 7,5 par le théoréme 4.13.
Pour ’égalité (2), on utilise simplement la proposition B.37. On a ainsi ob-
tenu que

(V.V)p = |Np(T,S)/T|(V,V)p.

Or (V,V)p est un entier naturel différent de 0, donc 1 > |Np(T,S)/T| et
donc Np(T,S) =T. Ainsi, dans Np(S), T est son propre normalisateur. Or
Np(S) est un p-groupe, donc par la proposition A.6, on a Np(S)=T. O

Définition 5.5 ([Bou], Définition et notation 9.4.5, page 175)
Soit P un p-groupe fini. Un sous-groupe S de P est dit génétique s’il sa-
tisfait les deux conditions suivantes :
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i) Le groupe Np(S)/S est de p-rang normal 1.
i1) On pose V(S) = Indinfﬁp(s)/s Prp(s)/s- Alors

(V(S),V(S) P = (PNp(s)/s> PNp($)/S) Np(S)/S
Si S est un sous-groupe génétique de P, on définit entier dg par

do — 1 si Np(S)/S est cyclique ou quaternionien généralisé
STV 2 si Np(S)/S est diédral ou semi-diédral.

Remarque 5.6

i) Soit P un p-groupe fini et S un sous-groupe génétique. Alors dg cor-
respond au nombre de fois qu’apparait le module irréductible @y, (s)/s
dans QNp(S)/S, c’est-a-dire ds = m(Py,(s),5, QNp(S)/S) (c’est une
conséquence des preuves des théoremes 4.8, 4.10 et 4.11).

ii) Par les remarques 5.3 , le module V (S) est irréductible.

Corollaire 5.7 ([Bou], corollaire 9.4.5, page 175) Soit P un p-groupe
fini et V- un QP-module irréductible (de dimension finie). Alors il existe un
sous-groupe génétique S de P tel que V =V (S).

Preuve: C’est une conséquence du théoreme 5.2, du lemme 5.4 et de la
définition 5.5. g

Lemme 5.8 ([Bou], lemme 9.4.6, page 176) Soit P un p-groupe fini et
S un sous-groupe génétique de P. Alors le noyau de la représentation
irréductible associé a V(S) est égal a lintersection de tous les conjugués
de S dans P, c’est-a-dire a

ER

reP

En particulier, V(S) =2 Q si et seulement si S = P.

Preuve: On pose T'= Np(S). On note 7 le caractere de V(5) et ¢ est le
caractere de Inf% /s ®7/g. Alors le noyau de la représentation irréductible

V(S) est égal a Kern = {g € P|n(g) = n(1)} et n = Indinfg/SXT/S =
Ind? Y. Soit g € P. Alors, par la formule B.27, on a

1 — .,
1(9) = 7 > dlagat),

zeP

ou 1/) : P — Q est définie par
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Par la méme formule,

Alors n(g) = n(1) si et seulement si

1 1
mzzb(xgw )—meu)

zeP z€EP

ce qui est équivalent &

D (1) = d(zga)) = 0.

zeP

Or, pour tout h € T, on a que [¢(h)] < (1) et 0 < (1) donc pour tout
h € P, |(h)| < (1). Ainsi pour tout h € P, on a (1) — h(zgz~!) > 0,
donc 1’égalité

> @) —e(zgz™")) =0

zeP

est équivalente & ¥ (zgz ) = (1) > 0 pour tout = € P. Ceci est équivalent
azgr~' € TNKer, pour tout z € P. Orici ¢ = Inf%s X7/s, donc comme
X7/5 est fidele, Ker X7 g = {17/5} et donc Kerty) = S. Ainsi, on a obtenu
que 1(g) = n(1) si et seulement si zgz=! € SNT = S pour tout x € P,
c’est-a-dire si et seulement si g € S* pour tout x € P.

En résumé, on a montré que Kern = [, cp S*, ce qui est équivalent au
résultat a démontrer. 0

5.2 Les sous-groupes génétiques

Notation 5.9 ([Bou], notation 9.3.1, page 176) Soit P wun p-groupe
fini. Si.S est un sous-groupe de P, on note Zp(S) la préimage dans Np(S) du
centre de Np(S)/S, c’est-a-dire le  sous-groupe  défini  par
S < Zp(S) < Np(S) et

Zp(8)/S = Z(Np(S)/S5).

On note S la préimage dans Np(S) du plus grand sous-groupe abélien
élémentaire central de Np(S)/S.

Lemme 5.10 ([Bou], lemme 9.5.2, page 176) Soit P un groupe fini.
i) Soit S et T des sous-groupes de P. Alors

S ? T =T si et seulement si SN Zp(T) < T.
FEn particulier,

S—=pT<=3JxePtelqueS*NZp(T)<T et “TNZp(S)<S.
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it) Soit S wun sous-groupe de P. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) Le sous-groupe S est un sous-groupe expansif de P.

(b) Six € P esttel que SN Zp(S) < S, alors S* = S.
Similairement, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le sous-groupe S est un sous-groupe faiblement expansif de P.

(b) Six € P esttel que *SNZp(S) < S et S*NZp(S) < S, alors
ST =285.

Preuve: Le groupe S T T est un sous-groupe normal de Np(T), donc
(S T T)/T est un sous-groupe normal de Np(T')/T. Alors, par la propo-
sition A.7, (S T )/T est non trivial si et seulement si il intersecte le centre
de Np(T)/T non trivialement, ce qui est équivalent & (S 1 T) N Zp(T) # T
car Z(Np(T)/T) = Zp(T)/T. Mais on a

(ST T)NZp(T) = < N (s7n Np(T))T> N Zp(T)
geNp(T)

0 () (SYNNe(T)N Zp(T))T
geNp(T)

= () (8nzp(D)T
geNp(T)

= (SN Zp(T))T.

Donc T < S T T si et seulement si (S N Zp(T))T # T, cest-a-dire si
et seulement si SN Zp(T) £ T et donc S T T = T si et seulement si
SNz p(T) <T.

Il reste a prouver les égalités (1) et (2). L’égalité (1) est une conséquence
du fait que Zp(T') contient T'. On va montrer 1'égalité (2) par double inclu-
sion. L’inclusion

(| (89NZp(T))T C (SN Zp(T))T
gENP(T)

est claire car le terme de droite est un terme de 'intersection.

Soit x € (SN Zp(T))T. Alors il existe y € SN Zp(T) et t € T tels que
x = yt. Soit g € Np(T). Alors g-lyg = 7y dans Np(T)/T car
7 € Zp(T)/T = Z(Np(T)/T). Donc il existe t € T tel que g~'yg = yt.
Alors yt = g~ 'yg € S9 et yt € Zp(T)T = Zp(T), donc yt € S9N Zp(T).
Ainsi

=yt = (T L€ (5N Zp(T))T.
eT
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Mais ceci est vrai pour tout g € Np(T') donc

ze [ (87NZp(T))T.
gENP(T)

0

Lemme 5.11 ([Bou], lemme 9.5.3, page 177) Soit P un p-groupe fini
et S une sous-groupe génétique de P. Si'Y est un sous-groupe de P, on
définit les entiers ay et by par

ay = |{z € [Np(S)\P/Y]| Np(S) N *Y < S}
by = |{z € [Np(S)\P/Y]||L(S,Y)| = p, [.(S,Y) £ Z(Np(5)/9)}|,

ou I,(S,Y) = (Np(S)n *Y)S/S. Alors
m(V(S), Q(P/Y)) = dgay + by.

En particulier, les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Le module irréductible V(S) est un facteur de composition de Q(P/Y).
i1) 1l existe x € P tel que *Y N Zp(S) < S.

Preuve: On commence par remarquer que si S = P, alors V(S) = Q
(lemme 5.8) et par 'exemple B.21, Q est contenu exactement une fois dans
Q(P/Y). Orsi S = P, alors ay = 1, dg = 1 et by = 0. Donc on a bien
m(V(5),Q(P/Y)) = dsay + by.

On suppose maintenant que S # P. On pose T'= Np(S). Soit ) le caractere
associé a Q(P/Y) et X = Indinfg/s X7/s (0t X7/g est le caractere associé
au Q(T'/S)-module ®7/g). Alors, par le théoreme de Frobenius (théoreme
B.30) et le théoreme B.39, on a

m(V (), Q(P/Y))(X,X)p = (Indinf7, s Xp/s. 1) p
= (X7/3, DefreS}TD/s mT/s
= m(®gs, Defresy s Q(P/Y))
(X758, X1/5) T8

Mais S est un sous-groupe génétique de P, donc (X, X)p = (X7/5, X7/5)71/5
est non-nul et donc m(V(5),Q(P/Y)) = m((I)T/S,Defres}T)/S Q(P/Y)).
On va montrer que Defres), /s Q(P/Y) est isomorphe au Q(7'/5)-module de
permutation associé a 'action de T'/S sur S\P/Y. Le sous-groupe S agit

sur P/Y. Soit 1Y, ..., x,Y un ensemble de représentants des orbites. Soit
1 <7 <m.l existe s;1,...54, € 5 tel que

Orbg(z;Y) = {Sij.l‘iy ‘ 1< < 7"1'}-
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Alors {sijxi ‘ 1<i<m,1<j<r} est un ensemble de représentants des
classes a gauche modulo Y dans P. On pose

T

bi = Z Sijﬂjiy

j=1
pour tout 1 < ¢ < m. Alors B = {bi}l < ¢ < m} est une base du
Q(T/S)-module Defrest. /s Q(P/Y) : on peut vérifier que tout élément de

Defrest /s Q(P/Y) est une combinaison Q-linéaire des ¢léments de B et que
S agit trivialement sur B et donc aussi sur toute combinaison Q-linéaire
d’éléments de B. De plus, on peut remarquer que

T4
|_| sijrY = Sx;Y, pour tout 1 <7 <m

=1
et donc
m T m
P = |_| |_| sijxiY = I_I S.%'ZY
i=1j5=1 =1
Ainsi x1,..., Ty est un ensemble de représentants des classes de S\P/Y.

On définit alors I'application ¢ : Defresg/s Q(P/Y) — Q(S\P/Y) par

@ ( zm: Qibi> = i qiSw;Y,
i=1 i=1

pour tout > ", gib; € Defres? /s Q(P/Y). Cest une application Q-linéaire
bijective. Il reste a vérifier que c’est un homomorphisme de Q(7'/.S)-modules.
Soit Y it qib; € Defres}T)/S Q(P/Y) et t € T. Alors pour tout 1 <i < m et
I<j<m

t(sl‘jl’iY) = tsijt_ltxiY

ainsi la multiplication par ¢ permute les orbites de 'action de S sur P/Y.
Plus précisément, la multiplication par ¢ envoie l'orbite Orbg(z;Y") sur l'or-
bite Orbg(tz;Y’). Soit 1 < t; < m tel que tz;Y = 2, Y. Alors

SO(tS : i Qibz‘) = @(t i Qibi> = @(i Qitbi>
i—1 i—1 i=1
= @(Zm: Qibti> = Zm: ¢Sz Y
i—1 i—1
== in: qiStl‘iY == i qithiY
i=1

i=1

=tS- iqiniY =t5- @(iqibi)
i=1 =1
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Ainsi ¢ est un isomorphisme de Q(7"/S)-modules et donc
Defresf, s Q(P/Y) = QS\P/Y.

On va maintenant étudier un peut S\P/Y. On a

P= || Tav= || L] sy

2€[T\P/Y] 2€[T\P/Y]y€[S\TzY/Y]
donc

S\P/Y = || S\Tay)Y.
z€[T\P/Y]

Soit z € P. Alors T'/S agit sur S\TzY/Y :
tS-SzY =tSzY = StzY € S\TzY/Y, ViteT, VzeTzY,

car S est un sous-groupe normal de T'. De plus, cette action est transitive :
Soit u,v € TxY . Alors il existe ty,t, € T et yu,yy, € Y tels que u = t,xy,
et v = t,xy,. On pose t = tvtqjl, alors

tS - SuY = StuYy = Stvtqjltuxqu = StyxY = Styxy,Y = SvY.
Alors le stabilisateur de SzY" par laction de T'/S est

{tSeT/S|tS-SzY = SaY} ={tS € T/S|StaY = SV}
={tSeT/S |tz € SzY}
={tSeT/S|te SaYa'}
={tSeT/S|teS(*YNT)}
={tSeT/S|te (Y NT)S}
=I1,(5,Y)

Ainsi S\TzY/Y et (T'/S)/1,(S,Y) sont isomorphes en tant que 7'/ S-ensembles.
En résumé, on a obtenu

Defresy, s Q(P/Y) = Q(S\P/Y)
~ P QS\TzY/Y)

2€[T\P/Y]

P Q(T/9)/1.(S,Y))

z€[T\P/Y]

12

comme Q(7'/S)-modules. Ainsi

m(V(9),Q(P/Y)) = m(®rs, Defresy s Q(P/Y))
= > m(Pr5,Q((T/8)/1.(S,Y))).

z€[T\P/Y]
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On va donc étudier m(®r, 5, Q((17/5)/1.(S,Y))). Sile groupe I,(S,Y’) inter-
secte Z(T'/S) non trivialement, alors le noyau du module Q((7'/S)/I,.(S,Y))
est non-trivial et ce module est inflaté depuis un quotient propre de 7'/S.
Mais alors, si on décompose Q((7'/S)/I1,(S,Y)) en une somme directe de
Q(T'/S)-modules irréductibles, chacun de ces modules irréductibles est aussi
inflaté depuis un quotient propre de T'/S et est donc non-fidele. Ainsi
QUT/S)/I.(S,Y)) ne possede pas comme facteur de composition un mo-
dule irréductible et fidele, d’ot m(®7/s, Q((T/S)/1:(S,Y))) = 0. Ainsi il
reste & traiter le cas ou I,(S,Y) N Z(T/S) = 1. Il y a deux cas a distinguer
(lemme 4.7) :

e Soit I(S,Y) = 1, et alors on cherche m(®7/g, Q(T/S)), c’est-a-dire le
nombre de fois qu’apparait 'unique Q(7'/S)-module irréductible fidele
dans le Q(7'/S)-module régulier. Or dg est égal au nombre de fois
qu’apparait I'unique Q(7'/S)-module irréductible fidele dans Q(7'/.5)
(remarque 5.6, 7)). Il reste a voir combien de x € [T\P/Y] sont tels
que I,(S,Y) = 1, c’est-a-dire tel que TN*Y < S : Il y en a exactement
ay .

e Soit p = 2, P est un groupe diédral ou semi-diédral et |I,(S,Y)| = 2.
Soit ¢ le caractere associé au Q(7'/S)-module Q((7'/S)/1(S,Y)). On
va calculer les valeurs de ¢ en 1 et z, ol 2z est I’élément non-trivial du
centre de P. Si |[T/S| =2", on a ¢(1) = |(T/S)/L(S,Y)| =271 et

#(2) = |fix(2)| = {z € (T/9)/1(8,Y) | Zz = x}[ = 0

car z ¢ I,(S,Y). Alors, comme X7/ est nul sauf pour 1 et z (théoreme
4.13), on peut calculer le produit scalaire de X /5 et ¢

1 _
(X1/8:P)1/8 = 78] g;s X1/5(9)9(9)

— 27n2n722n71 — 27173
Or (X7/s,X7/5)7/5 = 2"=3 (proposition 4.15) et donc

(X1/s,®)1/58 1
Xrys: Xr/s)T78

m(®rys, Q((T/S)/1:(5,Y))) =

Il reste & voir combien de x € [T\P/Y] sont tels que |I(S,Y)| =
2 et I(S,Y)NZ(T/S) = 1, c’est-a-dire tel que |I(S,Y)] = 2 et
L;(S,Y) £ Z(T/S) : Ll y en a by.

Il reste a remettre tous ces résultats ensemble :

m(V(9),QP/Y)) = Y  m(®rs,Q((T/S)/I(S.Y))) = ayds + by.
z€[T\P/Y]

Une conséquence de ce résultat est que V(.5) est un facteur de composition
de Q(P/Y) si et seulement si ay + by # 0. On va étudier un peu ay + by :
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On pose
Ay ={TzY € T\P/Y |TN*Y < S}
By = {TaY € T\P/Y ||L(S,Y)| = p, I.(S,Y) £ Z(T/S)}
Cy ={TzY e T\P/Y | Zp(S)n *Y < S}

On peut vérifier que ces ensembles sont bien définis, c’est-a-dire qu’ils ne
dépendent pas du choix des représentants. On va montrer que Cy est I'union
disjointe de Ay est By.

C : Soit TzY € Cy. Alors Zp(S)N(T'N*Y) = Zp(S)N *Y < 8, donc
I.(S,Y)N Z(T/S) = 1. Ainsi, par le lemme 4.7, soit I,(S,Y) = 1,
cest-a-dire que *Y NT < S et TaY € Ay, soit |[I,(S,Y)] = p et
I(S,Y) £ Z(T/S), c’est-a-dire que TzY € By .

D : Soit TaY € Ay. Alors Zp(S)N*Y <TN?*Y < S donc TzY € Cy.
Soit TxY € By, alors |I,(S,Y)] = p et I,(S,Y) £ Z(T/S) donc
I,(S,Y)NZ(T/S)=1et donc Zp(S)N*Y =Zp(S) N(T'N*Y)<S,
c’est-a-dire que TxY € Cy.

Mais alors ay +by = |Ay|+|By| = |Cy| et donc ay +by # 0 si et seulement
si il existe z € P tel que *Y N Zp(S) < S. O

Théoreme 5.12 Soit P un p-groupe fini. St V est un QP-module
irréductible non-trivial (de dimension finie), alors il existe des sous-groupes
R et Q de P tels que @ C R et |[R : Q| = p et un isomorphisme de
QP-modules
~ T i e P
V= IndlnfR/Q Qr/Q

ot Qg est l'idéal d’augmentation de l'algebre de groupe Q(R/Q).

Preuve: On va commencer par prouver le résultat pour certains cas par-
ticuliers avant de faire le cas général : Soit V un QP-module irréductible
non-trivial. Pour les cas particuliers, on suppose de plus que V est un module
fidele.

e Le groupe P est isomorphe a C} pour un certain n > 1 :
Par le théoréeme 4.13, on sait que V = ®p. Or, par la preuve du
théoreme 4.8, on a que $p = Indgzn Qc,. Ainsi il suffit de prendre
R=CpetQ=1.

e Le groupe P est isomorphe a Don pour un certain n >4 :
On a Don = (;U,y}xTFl = y? = 1,yzy~' = 271). Par le théoreme
4.13, on sait que V = ®p. Or, par la preuve du théoreme 4.10, on a
que ®p = Indimf%’z7 Qn/p,ou N = <x2n72,y> et D = (y). Ainsi il suffit
de prendre R=N et Q = D.

e Le groupe P est isomorphe & SDyn pour un certain n >4 :
On a SDoyn = (x,y ‘ 22 =y =1, yzy ! = x2n72_1>. Par le théoréme
4.13, on sait que V = ®p. Or, par la preuve du théoreme 4.10, on a que
®p = Indinf3 72" Qy/p, ot N = (22" 7, y) et D = (y). Ainsi il suffit
de prendre R =N et Q = D.
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e Le groupe P est isomorphe a (Qon pour un certain n > 3 :
On a Q» = (z,y ‘ 227 = 1,2 = 22 gyl = x~1). Par le
théoreme 4.13, on sait que V = ®p. Or, par la preuve du théoréme 4.11,
on aque ®p = Indg;" Qc,. Ainsi il suffit de prendre R = Cy = (22" )
et Q =1.
On va maintenant prouver le résultat en général, par récurrence sur 'ordre
de P. Si P =1, il n’y a rien a faire, car il n’y a pas de QP-module non-
trivial. Si |P| = p, alors P est isomorphe a C), pour lequel le résultat a déja
été prouvé dans les cas particuliers.
On suppose maintenant le résultat vrai pour tout groupe de cardinalité
< |P|. Si V' est un module non-fidele, alors il existe un sous-groupe propre
et normal N de P et W un Q(P/N)-module irréductible (et fidele) tel que

V = Infp W.

Comme V est un QP-module non-trivial, W est aussi non-trivial. Par hy-
pothese d’induction, il existe alors des sous-groupes R/N et QQ/N de P/N
tel que Q/N C R/N et |[R/N : Q/N| =p et

~ To1: eP/N
W = Indinf gy /o) UR/N) /(@Q/N)-
Ainsi, on a

V = Infp W
_ P P/N 1 R/N
= Infp)n Indy) y Inf gy o/ SR/ f(Q/N)
Py cR R/N

Indp Infr/n Inf 5y /vy SR/N) /@)

—
—_
~

—
~

= Indg Inff,0 Qr/0,

ou I’égalité (1) découle de la proposition B.40 et I’égalité (2) de la transitivité
de I'inflation (proposition B.34). Les groupes R, @) sont des sous-groupes de
P avec Q C R et |R: Q| = p. Ainsi, si V n’est pas fidele, on a prouvé le
résultat. On peut donc maintenant supposer que V est fidele. Il y a alors
deux cas a distinguer :

e Il existe un sous-groupe normal £ de P qui est isomorphe a C, x C,.
Soit L un QFE-module irréductible qui est un facteur de composition
de ResE V et on pose I = {z € P|*L = L} (le sous-groupe d’inertie
de L dans P). Alors, par la théorie de Clifford (théoreme B.49), si L
est la composante homogene de Resg V' qui possede L comme facteur
de composition, L est un QI-module irréductible et

V = Ind} L.

Or, comme dans le théoreme de Roquette (théoreme 5.2), on peut mon-
trer que Cp(FE) est contenu dans I, que P/Cp(F) est un p-sous-groupe
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du groupe des automorphismes de FE qui est d’ordre
p(p — 1)(p* — 1). Donc I est un sous-groupe de P d’indice 1 ou p.
Comme pour le théoreme de Roquette (théoreme 5.2), on peut aussi
montrer que si I = P, alors L est un QF-module irréductible et fidele,
ce qui est impossible car E n’en possede pas (exemple 2.14). Ainsi
on a que |P : I| = p et en particulier I est un sous-groupe nor-
mal propre de P. Le QI-module L ne peut pas étre trivial car sinon
V = Ind? Q = Q(P/I) qui n’est pas un module irréductible. Alors, par
hypothese de récurrence, il existe des sous-groupes R et @ de [ tels
que QC R, |R:Q|=pet

T ~Y s ]
L= IndlnfR/Q Qr/q-
Mais alors, par transitivité de 'induction (proposition B.26),
V = Indf Indg Inff} ) Qp/q = Indi Infg o Qpq-

e Le groupe P ne possede pas de sous-groupe normal isomorphe a
Cp x Cp, c'est-a-dire P est de p-rang normal 1. Mais alors, par le
théoreme 4.5, P est isomorphe a un groupe cyclique, diédral, semi-
diédral ou quaternionien généralisé et donc le résultat a déja été prouvé
dans un des cas particuliers.

O

Remarque 5.13 La preuve du théoreme précédent se base sur la preuve
du théoreme 1 de larticle A remark on a theorem of Ritter and Segal de
Serge Bouc, [Bou01].

Lemme 5.14 Soit K un corps, G un groupe fini et A, B des sous-groupes
de G. Alors
(Ind§ 14,Ind$ 15)¢ = |A\G/B].

Preuve: Par les théorémes de Frobenius et Mackey (théorémes B.30 et 3.37),
on a

<Ind§ 14, Indg 15)c = (14, Resg Indg 1p)a

=(1a, P IndinepIso(rs)Reshenpls)a
z€[A\G/B]

=lanzp
Z <1A,Ind£sz 1A|"‘|LB>A
z€[A\G/B]

QS @o@/AnTB)).

2€[A\G/B]

(2 Z

= 1
z€[A\G/B]

= |[A\G/B],
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ou I’égalité (1) découle de la proposition B.43 et 1'égalité (2) de l'exemple
B.21. U

Lemme 5.15 Soit P un p-groupe fini. Soit R et Q) des sous-groupes de P
tels que Q@ C R et |R: Q| = p. Soit la projection p : Q(P/Q) — Q(P/R) et

W le noyau de p. On a alors la suite exacte
L p
0— W — Q(P/Q) » Q(P/R) — 0.

Si W est irréductible, alors Np(Q)/Q posséde un unique sous-groupe d’ordre
p.

Preuve: Comme |R : Q| = p, @ est un sous-groupe maximal de R et en
particulier @@ < R (théoréme A.6). On a la suite exacte

0— Qr/g — QR/Q) - Q —0,

ou g/ est le noyau de 'homomorphisme d’augmentation de QR/(Q) dans
Q. On applique Indg Infg /Q a cette suite exacte et, par les propositions
B.41, B.42 et B.43 cela donne la suite exacte suivante :

0 — Indinff; o Qr/q — Q(P/Q) - Ind; @ — 0.
Or, par la proposition B.43,
Ind Q = Indinff, , Q = Indinfy , Q(R/R) = Q(P/R).
Ainsi on a les deux suites exactes suivantes :
0 — Indinfy , Qr/q — Q(P/Q) - Q(P/R) — 0

et
0 — W < Q(P/Q) - Q(P/R) — 0.

En particulier, cela implique que Q(P/Q) est isomorphe &
Q(P/R) @ Indinf,oQr/q et & Q(P/R) ® W. Ainsi, on a que
W = Indinfg /0 Qr/q et donc Indinfg /0 Qr/q est un QP-module irréductible.
On va maintenant montrer que si S est un sous-groupe de P tel que
RNS CQ, alors |S| < |R| :

Le caractere de W est orthogonal (pour le produit scalaire) aux caracteres
des QP-modules irréductibles Sy y = Indinf]UD v Quv, ou U et V sont des
sous-groupes de P tels que V. C U, |U : V| = p et |U| > |R| (ils sont
forcément distincts de W par dimension). On définit N comme le sous-
groupe de Rg(P) généré par Q et I’ensemble des Q P-modules irréductibles
Suv, ou U et V sont des sous-groupes de P tels que V C U, |U : V| =p et
|U| > |R| et on définit M comme le sous-groupe de Rg(P) généré par I'en-
semble des modules de permutations Q(P/5), ot S est un sous-groupe de P
tel que |S| > |R|. On va montrer que N = M. Soit U et V' des sous-groupes
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de P telsque V. C U, |U : V| =pet |U| > |R|. Alors, par un raisonnement
analogue au début de la preuve pour R et (), on obtient la suite exacte

0 — Indinff; v, Quyy = Q(P/V) — Q(P/U) — 0

donc Syy = Q(P/V) — Q(P/U) appartient & M car |U| > |R| et [V| > |R].
Ainsi on a bien que N est un sous-groupe de M. Soit maintenant S un
sous-groupe de P tel que |S| > |R|. On décompose Q(P/S) en QP-modules
irréductibles :

QP/S)=QaeW1&...8 W,.

Alors, par le théoreme 5.12, pour tout 1 < i < r, il existe des sous-groupes
U; et V; de P tels que U; C V; et |V; : U;|] = p et un isomorphisme de
QP-modules

Wi & Indinf{, 1, Qv /0, = Su,.v;-

Ainsi Q(P/S) =Q& Sy, v, @ ... @ Sy, v,. Soit 1 < i < r. Il reste & montrer
que |U;| > |R|. Or

=|P:V;|—|P:Uj
=(—-1|P: Ui

et donc
|P: Uil < (p—1)|P:U;| =dimg Sy,,v; < dimg Q(P/S) = |P: S|.

Par conséquent, on a |R| < |S| < |Uj|, ce qui implique que Sy, v, € N. Ainsi,
on a bien que Q(P/S) € N et M est un sous-groupe de N.
En résumé, on a montré que M = N. Or le caractere de W est orthogonal
aux générateurs de NV, donc avec tous les éléments de V. Ainsi le caractere
de W est orthogonal a ’ensemble des Q P-modules de M, donc en particulier
a Indf Q, pour tout sous-groupe S de P tel que |S| > |R].

Soit S un sous-groupe de P tel que |S| > |R|. Comme W & Q(P/R) =
Q(P/Q), c'est-a-dire W @ Indg(@ = Indg Q, le caractere de W est égal
a Indg 1p — Indg 1r. Or si A et B sont des sous-groupes de P, alors
(Ind} 14,Ind5 15)p = |A\P/B| (lemme 5.14). Donc ici, on obtient que

|Q\P/S| = [R\P/S|.

Orsix € P, comme QxS C RxS, cela implique QxS = RxS, ou de maniere
équivalente que R C @ - *S (si QxS = RxS, alors Rr C RxS = QxS, donc
R C QzSxz~'; et réciproquement si R C QzSz~!, alors Rx C QxS et donc
RxS C QxS et comme on a déja QxS C RxS, cela implique 1’égalité). Mais
comme Q) C R, c’est équivalent & R C Q(RN *S) et donc a RN *S ¢ Q car
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|R : Q| = p. Donc, pour tout z € P,ona RN *S ¢ @ et donc en particulier
RNS ¢ Q. Donc si on a un sous-groupe S de P tel que RNS C @, alors
|S| < |R].

On va maintenant utiliser ce résultat pour prouver que Np(Q)/Q possede
un unique sous-groupe d’ordre p :

Soit S un sous-groupe de P contenant ) mais pas R. Alors Q < RNS < R
donc comme @ est un sous-groupe maximal de R, on a RN .S = Q. Alors,
par le résultat qu’on vient de montrer, on a |S| < |R| et donc en particulier
|S] < |Q]. Or, comme Q C S, on a aussi | < |S] et donc on a S = Q.
Ainsi tout sous-groupe de P contenant () mais différent de () contient aussi
R. Ainsi R est le seul sous-groupe de P tel que |R : Q| = p et donc R/Q est
le seul sous-groupe d’ordre p de Np(Q)/Q. O

Remarque 5.16 La preuve du lemme précédent se base sur la preuve de
la proposition 4 (1. implique 2. et 2. implique 3.) de article A remark on a
theorem of Ritter and Segal de Serge Bouc, [Bou0O1].

Lemme 5.17 ([Bou], lemme 9.5.4, page 179) Soit P un p-groupe fini,
et S un sous-groupe génétique propre de P. Alors |S : S| =p et
i) Le noyau de la projection Q(P/S) — Q(P/S) est isomorphe d la somme
directe de dg copies de V(S5).

ii) Le module V(S) n'est pas un facteur de composition de Q(P/S).

Preuve:

i) On a que |S : S| est égal & la cardinalité de S/S. Or S/ est le plus
grand sous-groupe central abélien élémentaire de Np(S)/S (qui est de
p-rang normal 1) et Np(S)/S n’est pas le groupe trivial 1 car S est un
sous-groupe propre de P. Ainsi, il suffit de vérifier le résultat pour les
groupes cycliques (différents du groupe trivial), diédraux, semi-diédraux
et quaternionien généralisé. Or, pour ces groupes, le résultat est vrai :
|S S| =p. R
On pose T' = Np(S) et Z = S/S. On sait déja que le nombre de fois
que ®7/g est un facteur de composition de Q(7'/S) est égal a ds. Le
Q(T/S)-module Q((T/S)/Z) est inflaté du Q((7/S)/Z)-module
QW(T/S)/Z), donc en particulier, tous les Q(7'/.S)-modules irréductibles
facteurs de Q((7'/5)/Z) sont inflatés depuis des Q((1'/.S)/Z)-modules
irréductible. Or Z # 1, donc cela implique que tous les Q(7'/.5)-modules
irréductibles facteurs de Q((7'/5)/Z) sont non-fideles et ne peuvent
donc étre isomorphes & ®7,5. Ainsi on a obtenu que ®7,5 n’est pas un
facteur de composition de Q((7'/S)/Z). On a la suite suivante :

0 — ds®r/s <> Q(T/S) = Q((T/S)/Z) — 0

ott ¢ est I'inclusion de dg®r,5 dans Q(7'/S) et p la projection de Q(7'/.5)
dans Q((7'/5)/Z). C’est une suite exacte si on prouve que Kerp = Im .

97



Les sous-groupes génétiques

i)

Or Q(T/S) = Kerp@®Imp et /g n'est pas un facteur de composition
de Q((T/S)/Z), donc ce n’est pas non plus un facteur de composition de
Imp. Ainsi Ker p contient dg fois 7,5 comme facteur de composition,
c’est-a-dire que Im ¢ C Ker p. Or en utilisant le corollaire 4.14, si |T'/S| =
p", on a

dimg Kerp = dimg Q(7/S) — dimg Imp
=p" —dimg Q((17/5)/2)
=p"—p"!
=" (p-1)
= dg dimg P75

= dimg Im¢
et donc Im ¢ = Ker p. Ainsi on a la suite exacte
L p
0 — ds®rys — Q(T/S) - Q((T/5)/2) — 0.

On applique alors Indinf? /8 a cette suite et, par les propositions B.41,
B.42 et B.43, on obtient la suite exacte

0 — dsV(S) — Q(P/S) — Indinfy,s Q((T/S)/Z) — 0.

Or on a, par la transitivité de 'inflation (proposition B.34) et la pro-
position B.43, que

S
Ind}. Inf} s Q(T/9)/2) = Indf. Inf] s Inf (/7 Q(T/S)/2)

= Indf Inf, o (T/S)

= Q(P/S).
Ainsi, en résumé, on a obtenu la suite exacte
0 — dgV (S) — Q(P/S) - Q(P/S) — 0.

De plus, I'application entre Q(P/S) et Q(P/g) correspond a la projec-
tion. Ainsi on a obtenu le résultat cherché.
On pose T'= Np(S) et p" = |T/S|. Par le lemme 5.8, on sait que V(5)

n’est pas isomorphe a Q. On commence par calculer la dimension de
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dimg V(S) = dimg Indf Inf7,,¢ 7,5
= |P: T|dimg Inf7, /5 P75
= |P: T|dimg @7/

P Hp—1)
dg

= : T:
P77 5|

=|P:T|
1
S

‘PS«\"SS’(])_ )

~p—1
—|p: g,
ds
On suppose, par l'absurde, que V(S) est un facteur de composition

de Q(P/S). Alors, comme Q est aussi un facteur de composition de
Q(P/S), on a que dimg V(S) < dimg Q(P/S) et donc

~pn—1 ~
P:SE—= <P 3.
ds

Ainsi, on a p— 1 < dg et donc p < dg. Ainsi la seule possibilité est que
p = 2 et dg = 2. Cela implique que T'/S est diédral ou semi- dledral
Alors |T': S| > 16, ce qui implique en particulier que [T : S | > 8.
A1n31 on peut trouver un sous-groupe S’ de T qui contlent S et tel que
|5 : S | =2 : Le sous-groupe S est normal dans T et T/ S est un 2-groupe
non-trivial. Donc on peut trouver un sous-groupe de 7'/ S d’ordre 2. Sa
préimage par Uapplication 7 : T — T/ S donne S'.

Soit la projection p : Q(P/S) — Q(P/S") et W le noyau de p. Alors, si
on reprend la dimension de V(S) (équation 5.1), on a

P:S| |P:S|-|9: 5|

i = = =|P: 9.
dimg V'(5) 5 5 |P: S|

Ainsi en particulier V'(S) n’est pas un facteur de composition de Q(P/S")
car Q(P/S’) contient aussi Q et alors il ne reste plus assez de place pour
V(S) vu les dimensions. Ainsi, comme V' (S) est un facteur de compo-
sition de Q(P/S), il est aussi un facteur de composition de W. Or on
a

dimg W = dimg Q(P/S) — dimg Q(P/S")
=|P:§|—|P: 9
—|P:5-]9:5|—|P:S
=2/P: S8 —|P:Y
= |P: 8| = dimg V(S)
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et donc W est isomorphe a V'(.S) et est en particulier irréductible. Alors,
par le lemme 5.15, NV, p(§ )/ S possede un unique sous-groupe d’ordre p.
Cela implique, par la proposition A.12, que Np(S)/S est un groupe
cyclique ou quaternionien généralisé. Or S est un sous-groupe normal
de T et donc T'/S est un sous-groupe de Np(S)/S. Or, par le troisieme
théoreme d’isomorphisme, T/ est isomorphe & (T/S)/(S/S) qui est un
groupe diédral ou semi-diédral car T'/S est diédral ou semi-diédral. Donc
on a un groupe cyclique ou quaternionien généralisé qui contient un
groupe diédral ou semi-diédral, ce qui est une contradiction. Ainsi I’hy-
pothese de départ que V(S) est un facteur de composition de Q(P/S)
est fausse, et donc V' (.S) n’est pas un facteur de composition de Q(P/ S ),
ce qui était le résultat a prouver.

0

Corollaire 5.18 ([Bou], corollaire 9.5.5, page 181) Soit P un p-groupe
fini, et S un sous-groupe génétique de P.
i) Sixe P et Np(S)N*S <SS, alors *S = S.
it) Six € P, alors (Np(S) N *S)S/S ne peut pas étre un sous-groupe non
central d’ordre p de Np(S)/S.

i) Six € P et Zp(S)N*S < S, alors *S = S. En d’autres mots, S est
un sous-groupe expansif de P (lemme 5.10).

Preuve: Si S = P, alors les trois résultats sont clairs. On suppose donc que
S # P. On pose T'= Np(S). On sait, par le lemme 5.17, que la multiplicité
de ®7/g dans Q(P/S) est égale a dg. Or par le lemme 5.11 (et en reprenant
les notations du lemme et de sa preuve), cette multiplicité est égale a agdg+
bs. Donc agds + bg = dg et donc dg(as — 1) + bsg = 0. Or ag > 1 (car
Np(S)1pS € {Np(S)xS € Np(S)\P/S ’ Np(S)N*S < S} = Ag) et bg >0,
donc ag =1 et bg = 0.
i) Soit z € P tel que TN*S < S. Alors comme ag =1, T2S =T1pS =T.
Donc z € T, c’est-a-dire que *S = S.
ii) Soit x € P. Alors (T'N *S)S/S ne peut pas étre un sous-groupe non
central d’ordre p de T'/S, car sinon bg > 1 ce qui contredirait bg = 0.

iii) Soit z € P tel que Zp(S)N*S < S. Alors (en reprenant les notations de
la preuve du lemme 5.11) TaS € Cg = Ag| | Bs. Or on sait que Bg = ()
car bg = 0. Donc TxS € Ag. Or as = 1 et le seul élément de Ag est
T1pS =T. Donc TzS =T, c’est-a-dire que x € T et donc *S = S.

O

Théoréme 5.19 ([Bou], théoréme 9.5.6, page 181) Soit P un p-groupe
fini et S un sous-groupe de P, tel que Np(S)/S est de p-rang normal 1. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le sous-groupe S est un sous-groupe génétique de P.
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it) Six € P est tel que *SNZp(S) <8, alors *S = S. En d’autres mots,
S est un sous-groupe expansif de P (lemme 5.10).

iii) Six € P est tel que *SNZp(S) < S et S*NZp(S) < S, alors *S = S.
En d’autres mots, S est un sous-groupe faiblement expansif de P (lemme

5.10).

Preuve:

e i) = i) : Si S est un sous-groupe génétique de P, alors par le corollaire
5.18, S est expansif.

e ij) = i) : Si S est expansif, clairement S est aussi faiblement expansif.

e iii) = i) : On suppose que S est faiblement expansif. On pose T' =
Np(S). Alors comme ®7/g est irréductible et fidele, ff/sq>T/S = ®r/s
(lemme 3.57) et donc

V(S) = Indinff g @75 = Indinff ¢ f 5075 = Ts@rys.  (5.2)

Alors, par le théoréeme de réciprocité de Frobenius (théoremes B.30) et
le théoreme B.39,

(V(9),V(S))p = (Indinfy g D1y, V(9)) p
O7/5, Defresy s V(S))1/s

<I>T/S, DefresT/S Is®r/s)7/s

=
=
=
(f @T/S,DefresT/SISQT/S)T/S
= (D5, f1/ Deﬁ“eST/s Zs®r/s)1/s
= (®1/5, DsZs®r/s)1/s

=

Or/s, Pr/s)T)s

car, par le théoreme 3.56 ii), DsZs®Pr/s = flT/Sq)T/S = ®7/g. Ainsi
on a montré que (V(5),V(S))p = (Pr/s, Pr/s)1/5 et donc S est un
sous-groupe génétique de P.

O

5.3 Les bases génétiques

Théoréme 5.20 ([Bou], théoréme 9.6.1, page 182) Soit P un p-groupe
fini. Si .S et T sont des sous-groupes génétiques de P, alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) Les QP-modules V(S) et V(T') sont isomorphes.
it) Il existe x,y € P tels que *TNZp(S) < S et ¥YSNZp(T)<T.

iti) 1l existe v € P tel que *T'NZp(S) < S et S*NZp(T) <T. En d’autres
termes, S = p T (lemme 5.10).
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Les sous-groupes génétiques

iv) Les sections (Np(S),S) et (Np(T),T) de P sont liées modulo P.

Si ces conditions sont satisfaites, on a, en particulier, que les groupes
Np(S)/S et Np(T)/T sont isomorphes.

Preuve:

e w) = 4ii) : Les sections (Np(S),S) et (Np(T),T) de P sont liées
modulo P, donc il existe x € P tel que (Np(S),S) — (*Np(T), *T).
Alors

TN Np(S)=5SnN*Np(T).
Donc on a
"TNZp(S) < *T'NNp(S)=SN*Np(T)< S
c’est-a-dire *T'N Zp(S) < S. De méme
SN *Zp(T) < SN *Np(T) = *T N Np(S) < °T,

d'out SN *Zp(T) < *T et donc S*NZp(T) <T.

e (i) = 7)) : On sait qu'il existe x € P tel que *T'N Zp(S) < S et
S* N Zp(T) < T. 1l suffit alors de prendre y = z~! et on obtient le
résultat cherché.

e i) = i) : On commence par supposer que S = P. Alors la condi-
tion ¥S N Zp(T) < T implique que Zp(T) = T, c'est-a-dire que
Z(Np(T)/T) =1. Donc Np(T')/T est un p-groupe de centre trivial et
donc Np(T)/T =1 (théoreme A.6). Or cela implique que Np(T) =T
et donc, comme P est un p-groupe, cela implique que 7' = P (théoréme
A.6). Mais alors on a bien V(S) = Q = V(T).

De la méme maniere, on peut montrer que si 7' = P, alors V(T
Qx=V(S).

On peut maintenant supposer que S et T' sont des sous-groupes propres
de P. On pose N = Np(S) et M = Np(T). Par le lemme 5.8, V(5)
et V(T) ne sont pas isomorphes & Q. On va supposer par absurde
que V() et V(T') ne sont pas isomorphes. Par les hypotheéses du point
it) et par le lemme 5.11, on sait que V(S) est un facteur de compo-
sition de Q(P/T") et V(T') est un facteur de composition de Q(P/S).
Par le lemme 5.17, on sait aussi que Q(P/S) = dgV (S) ® Q(P/S) et
Q(P/T) = dpV (T)Q(P/T), donc V(S) est un facteur de composition
de Q(P/T) et V(T) est un facteur de composition de Q(P/S). Or on a,

~
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en utilisant la proposition B.29 et le corollaire 4.14 et si [N : S| = p"

dimg V' (S) = dimg Indjy Infyy /g P/s
= |P: N|dimg Infy, ¢ ®n/s
= |P: N|dimg ® /s
-1
ds
_ |P:N|p”(p—1)
pds
P
=|P:N|-|N:
| [N 5] d
p—1
pds

=|P: N|

=|P:S|

Ainsi, comme Q est aussi un facteur de composition de Q(P/ f), on a
que dimg V (S) < dimg Q(P/T) et donc

P:T
|P : S|7 |P : T| | ‘
S
En réarrangeant 1’équation, on obtient que
|P:S|(p—1) < |P:T|ds. (5.4)
Par symétrie, on a aussi
|P:T|(p—1) < |P:S|dr. (5.5)

On multiplie les deux équations :
|P:S|-|P:T|(p—1)>*<|P:T|-|P: S|dsdr.

En divisant par |P : S|-|P : T|, on a alors que (p — 1)? < dgdr < 4.
Cela implique que p = 2 et dg ou dr est égal a 2. Alors les équations
5.4 et 5.5 deviennent

|P:S|<|P:Tlds et [|P:T|<|P:S|dr (5.6)

et doncona |P: S| <|P:T|et|P:T| <|P: S| cesta-dire
que |P : T| = |P : S| et donc |T'| = |S|. De plus, les équations 5.6
impliquent alors aussi que dg = dp = 2, donc N/S et M/T sont des
groupes diédraux ou semi-diédraux et |P : S| = |P: T| > 16.

Comme |M T| > 8, on peut trouver un sous-groupe T ~de M conte-
nant T et tel que [T" : T| = 2 : Cela est possible car T est normal
dans M et M /f est un 2-groupe non-trivial, donc il existe un sous-
groupe de M/ T d’ordre 2. 11 suffit de prendre pour 7" la préimage par
7 M — M/T de ce sous-groupe.
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Les sous-groupes génétiques

Soit la projection p : Q(P/f) — Q(P/T") et W = Kerp. On a la suite
exacte

0— W — Q(P/T) - Q(P/T") — 0.

Alors on a, si on reprend le résultat 5.3, on a que

dimg V(S) = 'Pf
_ P
4
P T T] T T
N 2.2
=|P:T|
= dimg QP/T".

Ainsi V(S) n’est pas un facteur de composition de QP/T" car Q est
déja un facteur de composition de QP/T" et ainsi, vu les dimensions, il
n’y a plus de place pour V(.5). Mais alors, comme V (S) est un facteur
de composition de QP/T, V(S) est un facteur de composition de W.
Or on a

dimg W = dimg Q(P/T) — dimg Q(P/T")
=|P:T|-|P:T|
= |P:T|-|T':T|—|P: T
=2|P:T'|—|P:T
= |P:T'| = dimg V(S).

Ainsi W est isomorphe a V' (.S) et est en particulier irréductible. Alors,
par le lemme 5.15, IV, p(f) / T posséde un unique sous-groupe d’ordre p.
Cela implique, par la proposition A.12, que N. p(f )/ T est un groupe cy-
clique ou quaternionien généralisé. Or T est un sous-groupe normal de
M et donc M/f est un sous-groupe de Np(f)/f. Or, par le troisieme
théoréme d’isomorphisme, M/ T est isomorphe & (M/T)/ (f/ T) qui est
un groupe diédral ou semi-diédral car M /T est diédral ou semi-diédral.
Donc on a un groupe cyclique ou quaternionien généralisé qui contient
un groupe diédral ou semi-diédral, ce qui est une contradiction. Ainsi
I'hypothese de départ que V(S) et V(T') ne sont pas isomorphes est
fausse et donc V(S) et V(T') sont isomorphes, ce qui était le résultat
a prouver.

e i) = 4v) : On suppose que V(S) = V(T). Si V(S) = Q, alors, par le
lemme 5.8, S et T sont égaux a P et la condition 4. est vérifiée. On
peut donc supposer que V(S) 2 Q 2 V(T), c’est-a~dire que S et T
sont des sous-groupes génétiques propres de P. On pose N = Np(S5)
et M = Np(T). Comme V(S) = Zs® /s (voir la preuve du théoreme

104



5.3 Les bases génétiques

5.19, équation 5.2) et comme S est un sous-groupe expansif de P, la
proposition 3.56 montre que

Defresly s V(S) = Defresy s TsPuys = f1 ®n/s = Pays

(@n/s est un Q(N/S)-module irréductible et fidéle et on applique le

~

lemme 3.57). Comme V' (S) = V(T'), cela implique que
Defresjy s V(T) & ®yg.
Alors, si on applique le théoreme 3.36, on a

Ppy/s = Defresﬁ/s Indinfﬁ/T Py

. ¢N/S M/T
@ Indlnfpl,x/k'l,:c Iso(fz) Deﬁ"esméc/k%C Qs
2€[N\P/M)]

I

ou, pour tout € [N\P/M], f, est I'isomorphisme canonique entre
p2,x/k2,x et pl,:p/kl,x et

prz=S(NN*M)/S, kiz=S(INN?*T)/S, (5.7)

P2 =T(N*NM)/T, ko =T(MNS")/T. (5.8)

Or @ /g est un Q(N/S)-module irréductible, donc il existe un unique
x € [N\P/M] tel que le facteur correspondant est non-nul dans la
partie droite de I’équation précédente, et

1 1. oN/S M/T
/s = Indinf)/*,  Tso(f,) Defres) ", ®ypp.  (5.9)

En particulier, pour tout y € [N\P/M] — {z},

. ¢N/S M/T
(Pnys, Indmfpl{y/kl’y Iso(fy) Defrespgi/kz’y Qry7)Nss =0,

c’est-a-dire, par le théoreme de Frobenius (théoreme B.30) et le
théoreme B.39,

S
<DefresN/ Ik CIDN/S,Iso(fy)Defresggk&y D7) 0. (5.10)

D1,y Pry/kiy =

Par symétrie de S et T, on peut faire le méme raisonnement pour
®pr/r- De plus, si Pon étudie la décomposition, on voit apparait f,~ 1
D1y, kl,ya D2,z et kZ,m :

N . M/T - N/S
‘I’M/T ~ @ Indlnpril/hy Iso(fy 1) Defrespl{x/klyy (I)N/s.
yE[N\P/M]

Comme avant, il existe un unique élément =’ € [N\ P/M] tel que

~ . oM — N/S
CDM/T = Indlnf /T ISO(fmll) Defres / ’/kl,z’ q)N/Sv (511)

p2,z//k2,z’ pl,z
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et pour tout y € [N\P/M] — {2’}

(Iso f, ! Defres™/¥

M/T -
pl,y/kl,y q)N/Sa Defrespzy/kzy (DM/T>P1,y/k1,y = O (512)

Or pour tout y, les équations 5.10 et 5.12 sont équivalentes, ce qui im-
plique que & = 2’ (car si y = x alors le produit scalaire dans 1’équation
5.10 n’est pas nul et si y = 2’ alors le produit scalaire dans 1’équation
5.12 est aussi non-nul).

On pose W = Iso(fs) Defresﬁgg Foa @y Alors  comme

Indinfﬁ/ S/k1 W = ®y/5 est irréductible, cela implique que W est

aussi irréductible. De plus, on a, si on utilise le théoreme de Frobe-
nius (théoreme B.30) et la formule de Mackey (théoreme 3.37),

(®n/s, PnysINgs

= (Indinf

=
=

S

NS, Indinfjjl{x o Whnys

P1,2/k1,e

Inf?* W, Res)/S Indinf"*, W), ,

pl,z/kl,z pl,z/kl,z

P1,x Pl,x D1,z D1,z
Infpl,z/kl,z W, @ Indplwﬂyl’lw ISO(%J) Res(me)ymle Infpl,z/kl,z

VP12 \(N/S)/p1.]
> (Inf?"*  W,Ind}"" Iso(y,) Res/™ InfP*=

pl,z/kl,z 1axmyp1ax (pl,z)ympl,z pl,z/kl,z

y€[p1,2\(N/S)/p1,2]

> (

=

Inf? W, Ind? Tso(714) Res{"” Ify e W,

P1,a/k1,x P1,2N1GP1 5 (P1,2) GNp1x P12/l

Inf?h® W, InfP** Wp.

P1,a/k1,2 Ple/kl,z

= <M/7 W>p1,z/k17m

ol la derniere égalité découle de la proposition B.37.

On pose W' = Defresﬁfﬁkm ® g7 Alors comme Iso(f,)W' = W est

irréductible, W' est aussi irréductible et de plus, par le théoréme de
Frobenius (théoreme B.30) et le théoreme B.39,

<I/I/7 W>p1,z/k31,z = <W,’ W,>p2,z/k2,z

= (Defres’! ®pp/r, W)

/T
pgyz/kgym p2,$/k27$

. oM/T
= <®M/T7Indmfp2,/z/kg,z W’)M/T

. M/T
= m((I)M/Tv Indlnfpz/x/km W/)<¢)M/T7 @M/T>M/T
Or (W, W), k., est différent de 0, donc le module @,z est un fac-

teur de composition de Indinfﬁi T/kz,z W'. Done (W, W), _/k, , est plus
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grand ou égal a (P 7/, ®prs/7) pyr- Ainsi on a

(V(S),V(S))p = (Pn/s: Pn/sInys
< >p1 c/k1,z
@M/T, /) MyT
= (

V(T),V(T))p.

Or on sait que (V(S),V(9))p = (V(T),V(T))p car V(S) et V(T') sont
isomorphes. Donc

(V(S),V(S)p = (Pn/s: Pn/s)Nys
= (W >plx/kloc
<(I)M/Ta ) My
= (V(T),V(D))p.

On suppose maintenant, par ’absurde, que p » # M /T et on choisit un
sous-groupe maximal H de M /T qui contient pp ;. Par le lemme 4.16,
la restriction de ®,;/7 & H est égal a m®py, pour un certain entier
positif m. Or, par transitivité de la restriction (proposition B.23),

B M/T
W' = Defresp N Pur/r
= Defresp o/k20 ResH/ Q7

= Defresp o/k20 mdy

ne peut étre irréductible que si m = 1. Or ceci n’est possible que si
p=2et |M/T| =2 ousi M/T est diédral ou semi-diédral et H est
cyclique ou quaternionien généralisé.

Si |[M/T| = 2, alors comme py, < M/T, pa, = 1 = ko, et par
conséquent, W' = Resy/ T @y = ®1 = Q. Ainsi on a aussi que
W = Q, et donc @/ = Indinf) /S/k2 Q = Q((N/S)/kzz) (lemme
B.43). Ainsi Q est un facteur de composition de ® N/s, ce qui implique
que /g = Q, ce qui est impossible car S est différent de P (lemme
5.8). Par conséquent |M/T'| # 2.

Si M /T est diédral ou semi-diédral et si H est cyclique ou quaternionien
généralisé, alors Res%/ "o vy = Pu. Sipe, # H, alors soit L un
sous-groupe maximal de H qui contient ps .. Par le lemme 4.16, on a
Resg Sy = 2P, et donc

W = Defresgm/k“ Resf OH = Defreszl;zyz/km 20,

n’est pas irréductible, ce qui est une contradiction. Donc ps , = H. De
plus, comme @ est irréductible, toute déflation de ®z a un quotient
propre de H est égale & 0. Par conséquent, vu que W' = Defg Jko.n Oq
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est irréductible donc non-nul, ko, = 1 et W/ = ®py. Mais alors, si
|M/T| = 2", n > 4 (et donc |H| = 2"1), par le lemme 4.15, on a
<(pM/T7(I)M/T>M/T = 2773 et <W/,W/>H = <(I>H7(I)H>H = 274 Cela
est impossible car on sait que (®yr 7, @prr) e = (W, W' ). Par
conséquent py, = M/T. Mais alors W' = Def?ﬂ;‘FT) Jhaa Py est
irréductible et toute déflation de ®,;/7 & un quotient propre de M/T
est égale a 0, donc kg, =1, et W' = &7

Par symétrie de S et T et comme x = &', on a aussi que p1 , = N/S
et k1, = 1. Par conséquent, les équations 5.7 et 5.8 deviennent (sans
les quotients)

N=S(NNn*M), S=S(NN*T), (5.13)
M =T(N*NM), T =T(MnNS"). (5.14)

En appliquant la conjugaison par z a I’équation 5.14, on obtient
*M=*T(NN*M), T ="T(*MnNS). (5.15)

Comme *T C *M et par ’équation 5.13, on a NN *T C SN *M
et de méme, comme S C N et par I’équation 5.15, SN *M C NN
*T. Mais alors, on a que SN *M = NN *T, N = (NN *M)S et
M = (NN*M)*T) (équations 5.13 et 5.15), c’est-a-dire

(N,S)— ("M, *T)

ou encore

(N,S)—p (M,T),
ce qui est le résultat cherché.

Si les conditions 1. a 4. sont satisfaites, alors par la proposition 3.40,
Np(S)/S et Np(T)/T sont isomorphes. O

Corollaire 5.21 Soit P un p-groupe fini. Alors la relation —p sur l’en-
semble des sections (Np(S),S) ou S est un sous-groupe génétique de P est

une relation d’équivalence. De méme la relation — p sur l’ensemble des
sous-groupes génétiques de P est une relation d’équivalence.

Preuve: C’est une conséquence du théoreme 5.20 et du fait que la relation
“étre isomorphe” est une relation d’équivalence. ]

Définition 5.22 ([Bou], définition 9.6.11, page 189) Soit P  un
p-groupe fini. Par le corollaire 5.21, la relation = p est une relation
d’équivalence sur [l'ensemble des sous-groupes génétiques. Une base
génétique de P est un ensemble de représentants des classes d’équivalences
des sous-groupes génétiques de P.

Remarque 5.23 Si G est une base génétique de P, alors ’ensemble des
QP-modules V(S) pour S € G est un ensemble complet de représentants
des QP-modules irréductibles (de dimension finie).
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Chapitre 6

Applications a quelques
p-groupes particuliers

On va maintenant chercher les sous-groupes génétiques de certains
groupes finis. On va commencer par le cas des p-groupes abéliens finis, puis
les p-groupes finis extra-spéciaux et pour finir les groupes Cpr x Cpm, ot Cpm
agit fidelement sur Cpr.

Avant de commencer les applications, on va prouver deux petits résultats
qui seront utiles par la suite :

Proposition 6.1 Soit P un p-groupe fini, A un sous-groupe normal de P
et C' un sous-groupe de P. On pose D = Np(C). Alors (P,A) — (D,C) si
et seulement si A = C.

Preuve:

= : On a les relations suivantes :
PNnC=DnA (PND)A=P e (PND)C=D.
Comme A est normal dans P,
Np(D) C Np(DNA) = Np(CNP)=Np(C)=D.
Donc D est son propre normalisateur dans P et donc D = P (théoreme

A.6). Mais alors C = PNC=PNA=A.

< :OnaD=Np(C)=Np(A) =P car A est normal dans P. Comme la
relation — est une relation réflexive, il est clair que (P, A) — (P, C).

g

Proposition 6.2 Soit P un p-groupe fini, S un sous-groupe de P et N un
sous-groupe normal de P tel que N C S. Alors S est un sous-groupe expansif
de P si et seulement si S/N est un sous-groupe expansif de P/N.

En particulier, S est un sous-groupe génétique de P si et seulement si
S/N est un sous-groupe génétique de P/N.
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Preuve: Soit 7 : P — P/N la projection canonique. On va commencer par
montrer que Zp/N(S/N) = Zp(S)/N. Comme Np/n(S/N)= Np(S)/N,

Zp/n(S/N) = Z(Np;n(S/N)/(S/N))
={ze Np/n(S/N) ‘ zyzly € /N, Vye Np/N(S/N)}
= {&zN € Np(S)/N | zyz 'yt €S, VyeNp(S)}
= Zp(S)/N.

Alors, par le lemme 5.10, S/N est expansif si et seulement si pour tout
x € P/N tel que (S/N)* N Zp/n(S/N) < S/N, on ax € Np/n(S/N). Cela
est équivalent a dire que pour tout x € P tel que (S*)/NNZp(S)/N < S/N,
on a x € Np(S), ce qui est aussi équivalent a dire que pour tout = € P tel
que (S*)NZp(S) < S,on ax € Np(S), c’est-a-dire que S est expansif.
Pour la deuxiéme partie, on sait déja que .S est expansif si et seulement
si S/N est expansif. Or, par le 3°™¢ théoreme d’isomorphisme, Np(S)/S et
Np/n(S/N)/(S/N) sont isomorphes, donc S est un sous-groupe génétique
de P si et seulement si S/N est un sous-groupe génétique de P/N. O

6.1 Bases génétiques des p-groupes abéliens

On va commencer par faire le cas général puis illustrer ce cas général par
quelques exemples.
Soit P un p-groupe abélien fini. Alors si S est un sous-groupe de P, S est
normal dans P donc expansif (proposition 3.44). De plus, le quotient P/S
est de p-rang normal 1 si et seulement si il est cyclique (car il est abélien).
Donc pour trouver les sous-groupes génétiques de P, il suffit de trouver les
sous-groupes S de P tels que P/S est cyclique. De plus, si S et S’ sont deux
sous-groupes génétiques de P, alors par la proposition 3.45, S =, S’ si et
seulement si S = S’. Ainsi, la seule base génétique de P est I’ensemble des
sous-groupes génétiques de P.

Exemple 6.3: Le groupe cyclique Cj»

Le groupe Cpn possede n + 1 sous-groupes cycliques donc, par le corollaire
2.10, le groupe Cpn a n + 1 QCpn-modules irréductibles et donc une base
génétique possede n+ 1 éléments. Or tout quotient de Cpn est cyclique donc
tout sous-groupe de Cpn est un sous-groupe génétique. Ainsi la seule base
génétique de Cpn est I'ensemble des sous-groupes de Cyn.

Exemple 6.4: Le groupe C, x C,

Le groupe C), x C}, posséde p+2 sous-groupes cycliques donc, par le corollaire
2.10, C} x Cp, possede p + 2 Q(C, x Cp)-modules irréductibles et donc une
base génétique possede p + 2 éléments. Or tout quotient de C, x C, par un
sous-groupe propre est cyclique donc tout sous-groupe propre de C, x C,,
est un sous-groupe génétique. Si C), = (x), alors la seule base génétique est :

{PA )} u{{ o) [0<i<p-1}.
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Exemple 6.5: Le groupe C, x C, x (),

Un peu de calcul permet d’obtenir que le groupe C, x C, x C), possede
p? + p + 2 sous-groupes cycliques, donc par le corollaire 2.10, Cp x Cp x Cp
possede p? +p+ 2 Q(C, x Cp, x Cp)-modules irréductibles et donc une base
génétique possede p? + p + 2 éléments. Tout quotient de Cp x Cp x C) est
abélien élémentaire, donc les sous-groupes génétiques sont les sous-groupes
d’ordre p? et p?. La base génétique de Cp x Cp x €, est I'ensemble des
sous-groupes de C, x C}, x Cp, d’ordre p? et Cp x Cp x C).

Exemple 6.6: Le groupe C)2 x C)

Un peu de calcul permet d’obtenir que le groupe Cp2 x C}, possede 2p + 2
sous-groupes cycliques, donc par le corollaire 2.10, C)2 x C), possede 2p + 2
Q(C,2 x Cp)-modules irréductibles et donc une base génétique possede 2p+2
éléments. On pose Cj2 = (z) et Cp, = (y). Quelques autres calculs permettent
d’obtenir que ’ensemble

{0 |1 < < p-1JU{{(.9)) [0 < i < p-1}0{{(L9)). CpxCy, Cpex Gy}

est une base génétique de Cp2 x Cj,.

6.2 Les p-groupes extra-spéciaux

6.2.1 Définition et propriétés des p-groupes extra-spéciaux
Définition 6.7 Soit P un p-groupe fini. On dit que P est un p-groupe
extra-spécial si les conditions suivantes sont satisfaites :

i) [P,P] = Z(P) = ®(P);

it) |Z(P)| = p.

Propriété 6.8 Soit P un p-groupe fini extra-spécial. Alors
i) P est non-abélien.

i1) le groupe P est de classe 2 (ot la classe désigne la longueur de la plus
courte suite centrale).

i11) P/Z(P) est abélien élémentaire.

Preuve:
i) Le groupe dérivé [P, P] # 1 donc P n’est pas abélien.

ii) La suite P> [P, P] > 1 est une suite centrale donc P est de classe au
plus 2. Mais P n’est pas abélien donc sa classe n’est pas 1.

iii) C’est une conséquence du fait que Z(P) = ®(P) et de la proposition
A.10.
O

On va maintenant faire une classification des p-groupes extra-spéciaux. Soit
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P un p-groupe fini extra-spécial et soit n € N tel que |P| = p". Le quotient
P/Z(P) est abélien élémentaire (propriété 6.8 iii)) :

P/Z(P)=Cy,xCyx...xCp.

n—1 fois

Ainsi c’est un Fp-espace vectoriel que I'on va noter (V,+,-), ou I'addition
dans V' correspond a la multiplication dans le quotient P/Z(P). De plus,
Z(P) = Cp, =2 Z/pZ = T, et si on choisit z € Z(P) — {1}, alors ’homo-
morphisme f : (Z(P),-) — (Fp,+) tel que f(z) = 1 est un isomorphisme
de groupes. Ainsi on peut identifier F, & Z(P). On définit I’application
B:V xV =T, par B(v1,v2) = f([x1,22]), ot v1,v2 € V et z1,29 € P sont
tels que v1 = 21 Z(P) et va = x2Z(P).

Lemme 6.9 L’application B est une application bien définie. De plus, c’est
une forme bilinéaire symplectique non-dégénérée.

Preuve:

e L[’application ( est bien définie :
Soit z1, 2, y1,y2 € P tels que 21 Z(P) = y1 Z(P) et x2Z(P) = y2 Z(P).
Il faut vérifier que [x1,x2] = [y1,y2]. Il existe 21,20 € Z(P) tels que
Y1 = x121 et yo = Tozo. Alors

1, ) = yauy 'va |
= $121$22221_1$1_122_1$2_1
= $1$2x1_1$2_1 2121_12222_1
= 1¢g

= [x1, x2].

De plus, si v1,v9 € V et x1,29 € P sont tels que v1 = 21Z(P) et
vy = x9Z(P) alors [x1,x2] € Z(P) car Z(P) = [P, P]. Donc (v, v2)
est bien définie.

e L’application 3 est bilinéaire :
Soit vy,vy,v € V et x1,xe,x € P tels que vy = 1Z(P), vy = 22Z(P)
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et v=aZ(P). Alors v1 + vy = 21 Z(P)x2Z(P) = z122Z(P) et on a

5(”177)) + /8(1)27”) = f([xlvx]) + f([x%x])

= f([z1, z][x2, 2])

:f(aflml 27! [22, 7))
N——
€ Z(P)

f(@rfaz, aleaya™)

= f(zrzoway Lo tpay et
= lg

= f(zizox aytayt a7t

= (z122)~1

et de méme

Bv,v1) + B(v,v2) = f([z, 21]) + f([z, 22])
f([x7m1”x7$2])
f(xxlelacl_l [z, z2])

N——
€ Z(P)

= f(zziz [z, xg]xfl)
= f(zzr o g ror g tayt)
= lg
= f(rrrzea™" ayltay!)
= (z1m2)7!
= f([z, z122])
= ﬂ(vvvl + 7)2)-
On a ainsi montré que 5(v1+wv2,v) = B(v1,v)+5(ve2, v) et B(v, v1+v2) =
6(”71}1) + ﬁ(va02>‘
Soit v,w € V et A € F,. Par ce qui précede, répété X fois, on a
BN - v,w) = AN(v,w) = B(v,A - w). On a ainsi montré que [ est
une application bilinéaire.

L’application bilinéaire § est symplectique :
Soit v € V et x € P tel que v = 2Z(P). Alors

/3(7)71)) = f([a:,x]) = f(l) =0

et donc  est une application bilinéaire symplectique.

L’application 3 est une application bilinéaire non-dégénérée. Soit v € V
tel que B(v,w) = 0, pour tout w € V. On doit montrer que v = 0. Soit
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x € P tel que v = Z(P). Alors pour tout y € P, f([z,y]) = 0, donc
pour tout y € P, [z,y] = 1p et donc x € Z(P). Ainsi

v=uaZ(P)=Z(P)=0.

O

Alors, par la proposition C.10, il existe une base symplectique
B = {vi,w1,v3,wa,... 0y, wy,} de V tel que B(v;,w;) = 1 pour tout
1 <i<m, B(vi,v5) = B(w;, wj) = 0 pour tout 1 <4,j < m et Bv;,w;) =0
pour tout 1 <4, < m tels que ¢ # j. En particulier, n — 1 = dimp, V = 2m
pour un certain m € N* (la cardinalité de P est supérieur ou égal & p3
car sinon P est abélien). Soit x1,%9,...,Tm,Y1,Y2,---,Ym € P tels que
v; = 2;Z(P) et w; = y; Z(P) pour tout 1 < i < m. Alors, on a [z;,y;| = 2
pour tout 1 < i < m, [z;,2;] = [y;,y;) = 1 pour tout 1 < 4,5 < m
et [z;,y;] = 1 pour tout 1 < i,j < m tels que ¢ # j. En particulier,
x; et x; commutent entre eux pour tout 1 < 4,57 < m, y; et y; com-
mutent entre eux pour tout 1 < 7,5 < m et x; et y; commutent entre
eux pour tout 1 < 4,5 < m tels que i # j. Alors P/Z(P) est engendré
par {z1Z(P),...,emZ(P),nZ(P),...ymZ(P)} et Z(P) est engendré par
z, donc P = (z1,y1, 72,92, - - - T, Ym,, 2)-

On va maintenant étudier 'ordre des éléments de P. On peut déja re-
marquer que comme P/Z(P) est abélien élémentaire, pour tout = € P,
aP € Z(P). Or Z(P) est cyclique d’ordre p donc pour tout x € P, 2P = 1p.
Ainsi tout élément de P est d’ordre 1, p ou p?. On définit alors 'application
a:V =T, par a(v) = f(2P) ot v € V et z € P est tel que v =xZ(P).

Lemme 6.10 L’application o est bien définie et si p est impair, c¢’est une
application IF,-linéaire.

Preuve: On va commencer par montrer que I’application « est bien définie.
Soit x,y € P tels que Z(P) = yZ(P). Il faut vérifier qu’on a alors z? = yP.
Or, comme zZ(P) = yZ(P), il existe t € Z(P) tel que y = xt. Alors
yP = (xt)P = aPtP = 2P car t commute avec z et t est d’ordre au plus p (le
groupe Z(P) est d’ordre p). Ainsi a(v) ne dépend pas du choix de = € P
tel que v = xZ(P). De plus, on sait déja que pour tout z € P, 2P € Z(P),
donc f(zP) a bien un sens.

On suppose maintenant que p est impair et on va montrer que « est une
application F-linéaire. Soit vi,vy € V et x1,z2 € P tels que v = 21 Z(P)
et vg = x9Z(P). Alors vy + v = 21 Z(P)x2Z(P) = x122Z(P). Donc

a(v +v2) = f((z122)P)

= f(afh)
= f(}) + f(a5)
= a(v1) + a(va),
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ou I’égalité (1) découle du lemme A.4 ([x1, 23] appartient & Z(P), de plus p
. . .. p

est impair, donc p divise (g) et donc [xl,wg](Z) =1p).
Soit v € V, A€ F) et = € P tel que v = zZ(P). alors

Nv=v4+v+...+v=aZ(P) -xZ(P)-...-zZ(P) =2 Z(P).
N———
A fois  fois

Alors on a

g

On suppose maintenant que p est impair. Alors, vu le lemme précédent,
« est une application linéaire. En particulier,

dimp, V' = dimp, Ker a + dimp, Im o

et donc dimp, Ker a est égal a n —2 oun — 1 (dimp, Im o est égal a 0 ou 1).
Ainsi il y a deux cas possibles :

e 1 cas: On a o = 0. Alors tout élément de P est d’ordre p. Ainsi on a

P:<z,x1,...,azm,y1,...,ym‘xf:yf:zp:1p,V1§i§m,
[z, 2] = [yi, 2] = 1p,V 1 < i < m,
[zi,yi] = 2,V 1 <i <m,
[zi,y5] =1p,V 1 < i,j < m avec i # j,
[zi, 25] = [yi,y5] = 1p,V 1 < 0,5 <m).

e 20 cas: Ona a Z 0. Alors Ima = F,. On peut supposer que ¥ = z,
yy = 1p et que z¥' = y¥ = 1p pour tout 2 < i < m (on peut modifier
ou construire la base symplectique de telle sorte qu’elle satisfasse ces
propriétés). Ainsi on a

P= <z,x1,...,xm,y1,...,ym‘xfzz,yf:zp: 1p,
=y’ =1p,V2<i<m,
[, 2] = [yi, 2] = 1p, ¥ 1 < i <m,
[zi,yi] = 2,V 1 < i <m,
[zi,yj] = 1p,V 1 < i,j < m avec i # j,
(i, 23] = [yi,y5] = 1P,V 1 < 4,5 <m).
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Les deux cas nous donnent bien des groupes non-isomorphes car dans le
premier cas, tous les éléments sont d’ordre 1 ou p, alors que dans le second,
il existe des éléments d’ordre p?.

On va maintenant traiter le cas ol p = 2. Pour cela, on va commencer
par étudier I’application «.

Lemme 6.11 Sip = 2, alors lapplication o est une forme quadratique et
sa forme polaire associée est 3.

Preuve:

e Pour tout A € Fy et pour tout v € V, on a a(A - v) = XNa(v) :
Le corps Fy ne contient que deux éléments : 0 et 1. Or si A est égal a
0 ou 1, il est clair que I'on a a(\ - v) = A2a(v), pour tout v € V.

e L’application (v, w) — a(v+w)—a(v) —a(w) est une forme bilinéaire :
Soit v,w € V. Il existe z,y € P tel que v = 2Z(P) et w = yZ(P).
Alors v +w = xZ(P)yZ(P) = zyZ(P). Donc on a

a(v+w) — av) —a(w) = f((zy)®) — f(z*) - f(7)
= flayzy a2 y7%)
€ Z(P)
flayz2zyy~?)
flayzy™)
f([z,y]) = B(v,w).

Ainsi I'application (v,w) — a(v + w) — a(v) — a(w) est une forme
bilinéaire et plus précisément, c’est méme la forme bilinéaire 3.

O

On va maintenant utiliser un théoreme de classification des formes qua-
dratiques pour certains corps de caractéristique 2 (théoreme C.13). Si on
applique ce théoreme a notre cas, comme on sait déja que dimp, V =n—1 =
2m, m € N* on se trouve dans le second cas du théoreme C.13 et de plus §
ne peut prendre que deux valeurs : 0 ou 1. Ainsi il y a deux cas a considérer :

e Il existe une base {b1,ba,...,b,} de V telle que

n

& ( > fibi> = i §ilmti-
i—1

=1
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Alors, stz =Y 1" Nibi, y = Z?:l pibj €V,

Bla,y) = a(z +y) — a(r) — aly)

(Ni 4 i) Armri + fimyi) — Z AjAm+j — Z Kk lm+k
j=1 k=1

I

@
Il
A

(ANidmai + Nilbmas + i dmas + ifbmi)

I

=1
m m
- Z AjAm+j — Z#k#m-ﬁ-k
j=1 k=1
m
= Z(Ai,ueri + i Amti)-
i=1
On pose v; = b; et w; = bpyy; pour tout 1 < ¢ < m. Alors
{v1, w1, v, wa, ..., Vm, wn} est une base de V et par le calcul précédent
on a

6(vl7w]):5’bj7 ﬂ(viavj) =0 et /6(wl7w])zo

pour tout 1 <4, j < m. Par conséquent {vy, w1, vy, wa, ..., Un, W} est
une base symplectique pour la forme (. Soit maintenant, pour tout
1 <i<m, z,y; € P tel que v; = 2;Z(P) et w; = y;Z(P). Alors

{z1, ..., TmsY1,---,Ym, 2} est un ensemble générateur de P et on a
z sii=7
[xluy]] = { 1P sinon ) [l‘l)x]] = 1P et [ylay]] = 1P7

pour tout 1 < i,j < m. De plus, 22 = f~Ha(v;)) = f710) =1 et
y? = f~Y(a(w;)) = f71(0) = 1, pour tout 1 < i < m. Ainsi on peut
résumer ces calculs par

P:(z,xl,...,xm,yl,...,ym‘x?:ygzzgzlp,V1gigm,
[zi, 2] = [yi, 2] = 1p,V 1 < i < m,
[zi,9i] = 2,V 1 <i <m,
(@i, y;) =1p,V 1 <14,j <m avec i # j,
(@i, 2] = [yi,yj] = 1p,V 1 < 4,5 <m).

e Il existe une base {b1,ba,...,b,} de V tel que

a(i &‘bi) = i Eibmti + &2 + o
i=1

=1
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Alors, si w =371 Nibi, y = >0 pibj €V,
B(z,y) = a(z +y) — a(z) — a(y)

(N + 1) Ao+ ms) = D NjAmtj = D itk
j= k=1

Ms

=1
Am + Nm)2 + (A2m + N2m)2 - )‘7277, - )‘gm - ﬂ?n - ﬂ%m

(Nidngi + Nitbmei + i dmti + Pilbmei)

o

s
Il
—

m
- Z Njdmj = O Hibtmik + Ay + i, + 2\
=1 k=1 =0¢F,

2 2 2 2
+ >‘2m + }UZm + 2)\2m,UJ2m _)‘m - )‘Zm — Hm T Hom
=0 € Fqo

(Nifmti + idmi)-

|
.MS

s
Il
—

On pose v; = b; et w; = byy; pour tout 1 < ¢ < m. Alors
{v1, w1, v2, w2, ..., Vm, Wy} est une base de V et par le calcul précédent
on a

ﬂ(vi,wj) = (51‘]‘, B(vi,vj) =0 et ﬁ(wi,wj) =0
pour tout 1 < 4,5 < m. Par conséquent {vy,wy, vy, wa, ..., Un, Wy} est
une base symplectique pour la forme 3. Soit maintenant, pour tout
1 <i<m, z,y; € P tel que v; = z;Z(P) et w; = y;Z(P). Alors

{z1,.. ., Tm,Y1, ..., Ym, 2} est un ensemble générateur de P et on a
z siit=7
i, y;] = { 1p sinon [xi,z;] =1p et [yi,y;] = 1p,

pour tout 1 < 4,5 < m. De plus, 27 = f~Ha(v)) = f710) =
et v? = fHa(w;)) = ()zlpourtout1<i§m—1
v = [ alom) = f7H1) = 2, u5 = 7 (a(wm)) fl(l)z

Ainsi on peut résumer ces calculs par

P:<z’x1""’$m’yl7""ym‘%QnnynZz,z2:1p
wl=yl=1p,¥1<i<m-—1,
zi,2) = [yi, 2] = 1p,V 1 < i <'m,

[
[zi, i) =2,V 1<i<m,
[z5,y;) = 1p,V 1 < 4,5 < m avec i # j,
[I’Z,ij] = [yuy]] = 1P7v 1 S 27.7 S m>
Les deux cas nous donnent bien des groupes non-isomorphes car dans le

second cas, excepté les éléments 1p et z, tous les éléments sont d’ordre 4, ce
qui n’est pas le cas dans le premier cas.
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Ainsi, dans chacun des cas, on a trouvé une description de P. Pour
|P| = p?™ 1, m € N*, il y a exactement deux groupes extra-spéciaux, a
isomorphisme prés. Avant d’étudier P pour trouver tous ses sous-groupes
génétiques et une base génétique, on va faire quelques remarques sur sa
structure.

Remarque 6.12

i) Etant donné que P/Z(P) est abélien élémentaire, tout élément de ce
quotient est d’ordre 1 ou p. Par conséquent, si x € P, alors aP € Z(P)
et donc, comme Z(P) est d’ordre p, 2P* = 1p. Ainsi tout élément de P
est d’ordre 1, p ou p?.

ii) Vu les descriptions de P, on peut remarquer que tout élément de P
s’écrit de maniére unique comme z{*' - ... - x?nmylﬁ el yﬁ{"z”, avec
0<a;,B;i<p—1pourtout 1 <i<met0<~<p-1.

ili) Vu les relations entre les x;, les y; et z et la remarque précédent, la
conjugaison revient a la multiplication par un élément de Z(P).

6.2.2 Bases génétiques des p-groupes extra-spéciaux

On va commencer par deux exemples particuliers : Le groupe diédral Dg
et le groupe des quaternions (g, qui sont des 2-groupes extra-spéciaux (les
seuls d’ordre 8 & isomorphisme pres).

Exemple 6.13: Le groupe diédral Dsg
On va étudier le groupe Dg = (x,y ‘ vt = y? = 1,yzy = 271). 1l possede
trois sous-groupes maximaux (lemme 4.6) :

(x), <x2,y> et <x2, xy).
Ses autres sous-groupes sont :

Ds, 1, (&,  (u), (wy), (@) et (ay).

Voici un diagramme des sous-groupes de Dsg :

Ainsi, on peut voir que Dg possede exactement 7 sous-groupes cycliques.
Mais (y) et (z%y) sont conjugués par x et de méme (zy) et (x3y) sont
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conjugués par x. Il n’y a pas d’autres sous-groupes cycliques qui sont conjugués
donc il y a, a conjugaison pres, 5 sous-groupes cycliques et donc par le co-
rollaire 2.10, il y a exactement 5 Q Dg-modules irréductibles non-isomorphes
et une base génétique de Dg doit posséder 5 éléments.

On va montrer que les groupes (y), (zy), (z%y) et (23y) sont expansifs.
Par le lemme 5.10, un sous-groupe S de Dg est expansif si et seulement si
on a pour tout z € Dg tel que S* N Zp(S) < S, alors z € Np,(S). Si
S = (y), alors Zp,(S) = (z2,y). Soit z € Dg tel que S* N Zp,(S) < S. Or
SY =5, 5% ;_<x2y> et S = S? donc pour tout 0 < ¢ < 4, pour tout
0<i<1, 8% est égal & S ou a S* qui sont les deux inclus dans Zp,(S).
Donc S*NZpg(S) = 5% < 5, d’ott comme S est fini, S* = S. Ce qui implique
que z appartient Np,(S). Un raisonnement analogue permet de montrer que
les trois autres sous-groupes ((zy), (x?y) et (z3y)) sont aussi expansifs. Les
autres sous-groupes de Dg sont normaux dans Dg, donc expansifs (lemme
3.44). Alors, quelques calculs permettent d’obtenir le tableau suivant :

H Npy(H) | Npy(H)/H | Expansif | Génétique

i) 1 Dy Dy oui non
i) (y) (z?,y) Cs oui oui
iit) (zy) (x%,zy) Co oul oui
w) (x%y) (z%,y) Co oui oui
v) (x3y) | (22, 2y) Cy oui oui
Vi) (z?) Dg Cy x Cy oui non
vi7) (x) Dsg Cy oui oui
viii) | (2%, y) Dg Cy oui oui
ix) | (22, zy) Dg Cy oui oui
x) Dxg Dxg 1 oul oui

Ainsi on sait quels sont les sous-groupes génétiques de Dg. Il reste a voir
ceux qui sont liés modulo Dg entre eux (il doit y en avoir car on sait qu’il
y a b éléments dans une base génétique et on a 8 sous-groupes génétiques).
Or, par la proposition 6.1, ceux qui sont normaux ne peuvent pas étre liés
modulo Dg avec un autre sous-groupe génétique (normal ou pas). Donc les
seuls qui peuvent étre liés modulo Dg sont ii), iii), iv) et v). De plus, on
sait déja que ii) et iv) sont conjugués donc

(&, 9). (W) —ps (2%, m), (&%y)).

De méme, on sait aussi que iii) et v) sont conjugués donc

(&, zy), {wy)) —ps (2%, 2y), (2°y)).

On va montré ii) et 44i) sont liés modulo Dg. On pose A = (y), B = (22, y),
C = (xy) et D = (2% 2y). Alors on a BNC = 1 = AN D. De plus,
BND = (x?), donc (BND)A = B et (BND)C = D. Ainsi on a obtenu que
(B,A)— (D, C) et donc aussi (B, A) —p, (D, C). Par conséquent, pour la
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6.2 Les p-groupes extra-spéciaux

relation —p,, les sections associés aux points ii), ii), iv) et v) sont dans la
méme classe d’équivalence. Ainsi {(y), (x), (x2,%), (22, zy), Dg} est une base
génétique de Dg.

Exemple 6.14: Le groupe des quaternions Qg
On va étudier le groupe Qs = (z,y ‘ vt =1,y% = 22, yxy = 271). 1l possede
trois sous-groupes maximaux (lemme 4.6) :

(z), (y) et (zy).

Ses autres sous-groupes sont :

Qs, 1 et (%)

Voici un diagramme des sous-groupes de Qg :

Ainsi, on peut voir que Qg possede exactement 5 sous-groupes cycliques.
Il n’y a pas de sous-groupes cycliques qui sont conjugués donc il y a, a
conjugaison pres, 5 sous-groupes cycliques et donc par le corollaire 2.10,
il y a exactement 5 QQ@g-modules irréductibles non-isomorphes et une base
génétique de Qg doit posseder 5 éléments. Quelques calculs permettent d’ob-
tenir le tableau suivant :

H | Ngy(H) | Noy(H)/H | Expansif | Génétique
i) |1 Qs Qs oui oui
it) | (z%) Qs Cy x Co oui non
iii) | (y) Qs Cy oui oui
) | (xy) Qs Cs oui oui
v (x) Qs Co oui oui
vi) | Qs Qs 1 oui oui

Ainsi on sait quels sont les sous-groupes génétiques de @Qs. De plus, les
sections (Ngg(H ), H) ne sont pas liées entre elles car tous les sous-groupes
sont normaux. Ainsi {1, (z), (y), (zy), Qg} est une base génétique de Qs.

On va maintenant faire le cas général. Soit P un p-groupe fini extra-
spécial, d’ordre p*™*1. On pose Z = Z(P)(= ®(P) = [P, P]).
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Tout élément de P est d’ordre divisant p? (remarque 6.12). Ceci reste
valable pour tout quotient T7'/S, ou (T, S) est une section de P. Comme les
groupes Do, n > 4, SDoy, n > 4 et Qa,, n > 3 possede tous au moins un
élément d’ordre au moins 8, un quotient 7'/S, ou (7, S) est une section de
P, est de p-rang normal 1 si et seulement si il est cyclique.

Ainsi on cherche les sous-groupes S de P qui sont expansifs et tels que
Np(S)/S est cyclique.

On va utiliser la proposition 6.2 pour trouver tous les sous-groupes
génétiques de P contenant Z : Soit w : P — P/Z la projection canonique.
On sait que

P/|Z=Cyx...xC,=FE
est un groupe abélien élémentaire. Or dans la section 6.1, on a déja trouvé
tous les sous-groupes génétiques des p-groupes abéliens. Ainsi il suffit de
prendre leur préimage par m pour obtenir tous les sous-groupes génétiques
de P contenant Z.

On va étudier un peu plus les sous-groupes génétiques de E, en particulier
pour trouver combien il y en a. Tout sous-groupe de E est normal et expansif.
Donc S est un sous-groupe génétique de E si et seulement si E/S est de
p-rang normal 1. Or E/S est abélien élémentaire, donc de p-rang normal 1
si et seulement si |E/S| € {1,p}. Donc on cherche les sous-groupes S de E
d’ordre p>™~! (le seul sous-groupe d’ordre p?™ de E est E lui-méme). Or
si 'on considére E/ comme un F, espace-vectoriel, cela revient a chercher
les sous-espaces vectoriels de dimension 2m — 1. Pour trouver le nombre de
sous-espaces vectoriels de dimension 2m — 1, on va trouver le nombre de
base & 2m — 1 éléments que 'on peut former avec les éléments de E puis
diviser ce résultat par le nombre de bases d’un espace vectoriel de dimension
2m — 1.

2m

Nombre de bases : p(m?_l) 1—[(10z -1)

=2
2m—

2m 1
Nombre de bases qui donnent le méme sous-espace : p 2 H Pt — 1)

/L:
2m—1

2m
Nombre de sous-groupes génétiques propres : Z
=0

Ainsi E possede ZQm ! p’+1 sous-groupes génétiques et donc P possede
meo Lpi 4+ 1 sous- groupes génétiques contenant Z.

Comme tous les sous-groupes génétiques de E sont normaux de E, tous
les sous-groupes génétiques de P contenant Z sont normaux dans P. En
particulier, cela implique qu’ils ne peuvent pas étre liés (modulo P) avec un
autre sous-groupe génétique distinct (lemme 6.1).

Une derniere remarque sur ces sous-groupes génétiques : I’ensemble des
sous-groupes génétiques propres de E est égal a ’ensemble des sous-groupes
maximaux de E. Or I'ensemble des sous-groupes maximaux de E est en
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bijection (via 7) avec I'ensemble des sous-groupes maximaux de P. Ainsi
I’ensemble des sous-groupes génétiques de P contenant Z est égal a ’en-
semble des sous-groupes maximaux de P auquel on rajoute P.

Il reste maintenant a trouver les sous-groupes génétiques de P ne conte-
nant pas Z. Soit H un sous-groupe de P ne contenant pas Z, c’est-a-dire
tel que H N Z = 1. Alors pour tout z,y € H, [z,y] € HNZ =1 et donc H
est un groupe abélien. De plus, tout élément de H est d’ordre p (ou 1) car
siz € H, alors 2P € H N Z. Donc H est abélien élémentaire.

Par le deuxieme théoréeme d’isomorphisme, H est isomorphe & HZ/Z.
De plus HZ/Z est un sous-groupe de P/Z, donc un sous-espace vectoriel
de V. Comme H est abélien, HZ/Z est un sous-espace totalement isotrope
(pour la forme bilinéaire symplectique non-dégénérée 3 ou pour la forme
quadratique «). Or la dimension d’un sous-espace totalement isotrope est
au plus 1/2 dimg, V' = m (proposition C.10) et donc H est d’ordre au plus

m

™.

Comme H N Z =1 et comme la conjugaison correspond a la multiplica-
tion par un élément de Z (remarque 6.12), le normalisateur de H est égal
au centralisateur de H. De plus, le centralisateur de H est égal au centrali-
sateur de HZ dans P. Donc Np(H) = {z € P’ [,y =1V ye HZ}. Ainsi
Np(H)/Z est égal (vu comme un sous-espace vectoriel de V) & HL. Or, si
|H| = p" (ot h < m), par la proposition C.7,

dimp, H- = dimg, V — dimg, H = 2m — h.

Donc |Np(H)/H| = p*™~" et donc |Np(H)| = p*>™—h+1,

Pour que Np(H)/H puisse étre cyclique, comme tout élément de ce
quotient est d’ordre 1, p ou p?, il faut que Np(H)/H soit d’ordre au plus p?.
Or [Np(H)/H| = p>™~ 1 /ph = p2m=m+1 < p2 g et seulement si m = h.
Ainsi si H est un sous-groupe génétique ne contenant pas Z, alors |H| = p™.
On va montrer la réciproque, c’est-a-dire que si H est un sous-groupe de P
d’ordre p™ ne contenant pas Z, alors H est un sous-groupe génétique de P.
On va donc maintenant supposer que |[H| = p™. On peut remarquer que
HZ C Np(H) et |[HZ| = p™*! = |Np(H)|, donc Np(H) = HZ. De plus,
on a |Np(H)/H| = p, donc Np(H)/H est de p-rang normal 1.

Il reste donc & montrer que H est un sous-groupe expansif. On doit mon-
trer que si * € P est tel que *H N Zp(H) < H, alors
xz € Np(H) (lemme 5.10). Or comme Np(H)/H = Cp, Zp(H) = Np(H) =
HZ. Donc on doit montrer que si x € P est tel que *H N HZ < H, alors
x € Np(H). Or comme déja dit, la conjugaison correspond & la multiplica-
tion par un élément de Z, donc *H est un sous-groupe de HZ. Donc on
doit montrer que si z € P est tel que *H < H, c’est-a-dire tel que *H = H,
alors x € Np(H), ce qui est clair par définition du normalisateur Np(H).

Pour résumé tous ces calculs...

Théoréme 6.15 Soit P un p-groupe fini extra-spécial d’ordre p*™+1. Alors
les sous-groupes génétiques de P sont :
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e le groupe P,
e les sous-groupes maximauz de P,

e les sous-groupes de P d’ordre p™ qui ne contiennent pas Z.

Pour trouver une base génétique, il faut encore trouver les sous-groupes
génétiques qui sont liés (modulo P). Vu le lemme 6.1, les seuls sous-groupes
génétiques de P qui peuvent étre liés (modulo P) sont les sous-groupes de
P d’ordre p™ qui ne contiennent pas Z.

Une premiere méthode est de compter le nombre de sous-groupes cy-
cliques de P a conjugaison pres et d’utiliser le corollaire 2.10 pour avoir le
nombre d’éléments que comporte une base génétique. Si I'on fait les calculs,
on constate que P possede exactement 2 + ZQm_l pi sous-groupes cycliques
a conjugaison pres et donc qu’une base génétique doit posséder 2+Z2m ! p'
éléments. Cela implique que tous les sous-groupes de P d’ordre p™ qui ne
contiennent pas Z doivent étre liés (modulo P).

On va ici montrer directement que tous ces groupes doivent étre liés
(modulo P). Soit H et K deux sous-groupes de P d’ordre p™ ne contenant
pas Z. Alors, Np(H) = HZ et Np(K)=HZ.Onpose A=HZNKZ. On
doit trouver x € P tel que (HZ, H) — (K Z, *K), c’est-a-dire tel que

HZN*K = KZNH, (HZNKZ)H=HZ et (HZNKZ)"K =KZ.

Etant donné que HZ N KZ contient Z, les deux dernieres égalités sont
toujours satisfaites, quelques soit x € P. Ainsi on cherche =z € P tel que

HZN*K=KZNH.OrH=HNHZ et *K = *KNKZ, donc on cherche
x € Ptel que AN *K = AN H. On a le diagramme suivant :

P

/ N
N /

Nn*K

s

/m\/\

N

WAV

1

Comme A C HZ est abélien et Z C A, A/Z est un sous-espace totale-
ment isotrope de V. Les espaces vectoriels HZ/Z et KZ/Z sont des espaces
totalement isotropes maximaux. On peut alors trouver une base symplec-
tique {vi, w1, ..., Vp, Wp, Vpt1, Wyt -, Um, Wt de V telle que {vy,..., v}
soit une base de A/Z et {vi,...,Vr,Vp41,...,0m} soit une base de HZ/Z.
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De méme, on peut alors trouver une base sympletique
{v1, W1y, Vpy Wy, Uy 1, Wyt ] « -+, Uy, W} de V- telle que {vy,...,v,} soit
une base de A/Z et {vi,...,Vr, Ups1,...,0p} soit une base de KZ/Z.

Pour tout 1 < i < r, on peut trouver x; € H N A tel que v; = ;7 et
y; € P tel que w; = y;Z ; de méme pour tout r+1 < ¢ < m, on peut trouver
Z; € H tel que v; = 7;Z. 1l faut maintenant faire attention : pour 1 <7 < r,
x; n’appartient pas forcément a K. C’est pourquoi on va devoir introduire
un conjugué de K.

Soit 1 < i <r.Comme x; € AC KZ, il existe u; € Z et k; € K tels que
z; = kiju;. Or on peut trouver 0 < a; < p — 1 tel que y; “wiy)" = ki € K
(on peut trouver un ¢ tel que la conjugaison par y, “* correspond a la
multiplication par ui_l). On pose x = y{* -...-y2r. Alors on peut voir que
pour tout 1 < i < r, a7 'ayx = k; € K et donc z; € K. On a trouvé
I'élément = qui va permettre de montrer que (HZ,H) — (K Z, *K). Pour
tout 7+1 < i < m, on peut trouver z; € *K (KZ = *KZ) tel que v; = ;7.

On va maintenant utiliser les x;, T; et ; pour trouver des générateurs de
H, *K et A. L’ensemble {z1,...,%p,Tr41,...,Tm, 2} (01 z est un générateur
de Z, qui correspond a 1 dans F,,) est un systeme de générateurs de HZ. Or
HNZ =1, donc x1,...,%p, Tpi1,--.,Tm est un systeme de générateurs de
H:

~

H=(z1,...,%0,Tri1,--, Tm)-

De méme, z1,...,%p, Tpi1,-- -, Ly st un systeme de générateurs de *K :
. - ~
K= {(x1, .., Tri1y- - Tmm).

De plus, on a aussi que
A= (x1,...,2,2).
Alors, on a clairement que (x1,...,z,) C ANH.Site ANH C A, alors
il existe h € (z1,...,2,) C H et u € Z tels que t = hu. Alors on a
w=~h%e€  HNZ =1,donc u = 1lp et donc t = h € (x1,...,2,).
Ainsi AN H = (z1,...,2,). De méme, on peut montrer que A N *K =
(x1,...,2zr). Ainsi on a montré que AN H = AN *K et par conséquent
(HZ,H) — (KZ,*K), c’est-a-dire que (HZ,Z) —p (KZ, K).
On peut résumer ceci par...

Théoréme 6.16 Soit P un p-groupe fini extra-spécial d’ordre p*™+1. Alors
l’ensemble des sous-groupes suivants est une base génétique de P :

e le groupe P,

e les sous-groupes mazrimaux de P,

e un sous-groupe de P d’ordre p™ qui ne contient pas Z.
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6.3 Les groupes Cy x Cym

Soit p un nombre premier différent de 2 et m,n € N*. On va étudier un
peu les groupes Cpr X Cpm, ol Cpm agit fidelement sur Cpr. On va montrer
que les sous-groupes Cpm et Cp,r sont des sous-groupes génétiques.

Soit P = Cpr xCpym, ot Cym agit fidelement sur Cpr. Soit a un générateur
de Cpr et b un générateur de Cpm. Soit I'homomorphisme
@ : Cpm — Aut(Cpr) qui donne 'action de Cpm sur Cpr. Etant donné que
Cpm et Cpr sont cycliques, I’application ¢ est entierement définie par la va-
leur de ¢(b)(a). Comme ¢(b) est un automorphisme de Cpr, il doit envoyer
un générateur de Cpr sur un générateur de Cpr. Il existe donc 0 < k < p" —1,
pged(p, k) = 1 tel que ¢(b)(a) = a*. Alors, étant donné que ¢ et ¢(b’) sont
des homomorphismes, on a que

p(t)(a’) = ™,
pour tout 0 < 5 < p™ —1 et pour tout 0 <7 < p" — 1.
L’action de Cpm sur Cy,- doit étre fidele, donc ¢ doit étre injective.
Ainsi, pour tout 0 < j < p™ — 1, p(v/)(a) # a. Donc a* # a pour tout
0 <j <pm™—1. De plus " = 1p, donc p(b*") = ¢(lp) = Ide,,, ce

.. . p"" T . 1s 12
qui implique que o = a. Ainsi, si I'on consideére k comme un élément de

(Z/p"Z)*, k doit étre un élément d’ordre p™. L’ordre de k divise la cardi-
nalité de (Z/p"Z)*, c’est-a-dire divise p"~1(p — 1), donc m < r — 1 et donc
m <.

Lemme 6.17 Soit p un nombre premier impair. Soit u,l € N tel que u # 0
et pged(u, p) = 1. La plus grande puissance de p divisant ket 1 est prmH
En particulier, la plus grande puissance divisant k — 1 est p" ™.

Preuve: Soit ¢ € N tel que p° soit la plus grande puissance de p divisant
k —1 (k est différent de 1, donc ¢ existe). On va commencer par remarquer
quec>1:

On peut montrer que (Z/p"Z)* est un groupe cyclique d’ordre p"~!(p — 1).
De plus, le groupe engendré par p+ 1 est d’ordre p"~! et contient donc tous
les éléments d’ordre une puissance de p. Ainsi il existe 1 <n < p"1 —1 tel
que k= (p+1)" (mod p"). Mais alors

k—1=(p+1)"—1 (modp")
= Y <7>pi (mod p")

i
" /n
— i—1 T
=p- d
p § (Z.)p (mod p"),
donc p divise k — 1 et donc ¢ > 1.
l

. .. !
On va montrer que la plus grande puissance de p divisant k“P" — 1 est p°™.
On commence par prouver le résultat pour u = 1, par récurrence sur /.
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e Par définition de ¢, p° est la plus grande puissance de p divisant k — 1.

e Soit [ > 1. On suppose maintenant que p°t ! est la plus grande puis-

sance de p divisant kP'~" — 1. Donc il existe t € N* avec pged(t,p) =1
et tel que kP — 1 = p=t=1¢. Alors

l

1=k -1
=T -1

— Z <')pz(c+l—1)tz
=1 L
~ (1 ( )
c+l i(c+l—1) 41
= t t.
ey ()

Or (b) est divisible par p, donc comme c+1—1 > 1 (car ¢ > 1), p°TtH!

divise % _, ( )p i(etl=1¢i De plus, p¢ divise petit, donc on a bien que

pett divise kP — 1. 11 reste & voir que c ‘est la plus grande puissance de

p qui le fait. Or si p¢T*! divise kP — 1, alors comme il divise aussi
Py (®) pileti=D¢i il devrait aussi diviser p¢tt. Cela implique que p
devrait diviser ¢, ce qui est impossible car pged(p, t) = 1. Ainsi pet est

bien la plus grande puissance de p divisant kP 1.

On va maintenant faire le cas général. Par le cas précédent, on sait qu’il
existe t € N* avec pged(p,t) = 1 et tel que kP -1 = pett. Alors

K1 = (k)Y
= (e + 1)

_ zu: <U> pi(c—i-l)ti
1

i=1
_ upc+lt+z < ) i c+l

Donc p+! divise bien kP'* — 1. De plus, si pt+1 divisait k"% — 1, alors
comme p°tt! divise aussi Yo ( )p“(C‘H)t“ petitl devrait aussi diviser
up®tlt, cest-a-dire que p devralt diviser u ou t. Cela est impossible car
pged(p,t) = pged(p,u) = 1. Ainsi p“H*! est bien la plus grande puissance
de p divisant kPle — 1.

Il reste maintenant & montrer que ¢ = r — m. On sait que, dans (Z/p"Z)*,
k est un élément d’ordre p™. Donc p” divise kP" — 1. Or pT™ est la plus
grande puissance de p divisant k¥ — 1, donc r < ¢ +m et donc ¢ > r — m.
De plus, kP ne doit pas étre égal a 1 dans (Z/p"Z)*, donc, p¢T™~! étant
la plus grande puissance de p divisant k" —1,ona c+m —1 < r et donc
c<r—m+1, cest-a-dire ¢ < r — m. Ainsi on a obtenu ¢ = r — m et donc
la plus grande puissance de p divisant kP'v — 1 est égale & pr—mH, ]
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Remarque 6.18 Le résultat du lemme précédent n’est pas toujours valable
si p = 2. Cela vient du fait que p ne divise pas (’2’) si p = 2. C’est pourquoi
on s’est restreint au cas ou p est impair.

Le produit dans Cpr x Cpm est défini, si z,y € Cyr et s,t € Cym, par
(JT, 5) ! (ya t) = (5580(5)(24)7 St)'
Par conséquent, si 0 <i,n<p"—1let 0< 4,1 <p™—1,
(ai7 bg) . (an7 bk) — (ai-i-nkj,bj-‘rk)'
En particulier, si 0 <¢ <p", 0 <5 <p™ et n € N
(', b/)" = (aiEZ;& kI pnd)

et . . . y .
(a",o) "t = (a7 7,079,

ol k=7 n’est pas 'inverse de k7 dans R mais un représentant de l'inverse de
k7 dans (Z/p"7Z)*.

Lemme 6.19 Soit p un nombre premier impair et soit 0 < ¢ < p" — 1 et
0<j<pm™—1.8ip" estla plus grande puissance de p divisant i (sii=0,
alors on prendv =r) et p la plus grande puissance de p divisant j (sij=0,
alors on prend J = m), alors Uordre de (a*,b7) est p™@>U—5m=0} | En d’autres
mots, Lordre de (a*,b’) dans Cpr x Cpm est égal a Uordre de (a*,b’) dans
Cpr X Cpm.

Preuve: Si i ou j est nul, alors le résultat se vérifie facilement. On peut
donc supposer que i et j sont différents de 0. Soit n € N et n € N tel que
p" soit la plus grande puissance de p divisant n. Pour prouver le résultat,
il suffit de montrer que la plus grande puissance de p divisant ZZ:_& kS est
égale a p". Or

n—1 N

Sk = (k];.) _11,

s=0
donc il suffit de trouver la plus grande puissance de p qui divise

(k" —1)/(k? — 1). Mais, par le lemme 6.17, la plus grande puissance de
p divisant k" — 1 est p’”‘m+}+ﬁ et la plus grande puissance de p divisant
ki — 1 est p"~™*%J, donc la plus grande puissance de p divisant ZZ:_OI kS est
p".

La plus grande puissance de p diviSLan~t izg:_& k% est p"t" et la plus
grande puissance de p divisant jn est p"J. Mais alors (a’, )" = 1p si et
seulement si p” divise p" 17 et p™ divise p" 17, c’est-a-dire si et seulement si
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n>r—7etn>m—7 En particulier, le plus petit n qui satisfasse cela est
prax{r—tm=7} " qui est donc bien lordre de (a', 7). ]

On a maintenant tous les résultats nécessaires pour montrer que Cpr et
Cpm sont des sous-groupes génétiques de P.

Proposition 6.20 Soit p un nombre premier impair. Le sous-groupe Cpyr
est un sous-groupe génétique de P = Cpr X Cpm.

Preuve: Dans un produit semi-direct N x K, le sous-groupe N est un sous-
groupe normal de N x K (ot N = {(n,k) € N x K |k = 1x}). Donc ici le
sous-groupe Cjr est un sous-groupe normal de P = Cpr x Cpm et est donc
un sous-groupe expansif (lemme 3.44). Il faut donc juste montrer que P/Cr
est un groupe de p-rang normal 1. Si x € P, on note T I'élément xC)r de
P/Cyr.Si0<i<p'—let0<j<p™—1 ona

(@i, b9) = (af, 1)(1,0) = (1, 09) = (1,0).

Donc P/Cpr = ((1,b)). Or (1,b)9 = (1,b7) € Cpr si et seulement si v/ = 1,
donc (1,b) est d’ordre p™ et donc P/Cpyr =2 Cpym est de p-rang normal 1. [

Proposition 6.21 Soit p un nombre premier impair. Le sous-groupe Cpm
est un sous-groupe génétique de P = Cpr X Cpm.

Preuve: On pose H = Cpm. On va commencer par calculer Np(H). Or
x € Np(H) si et seulement si *(1,b) € H. Soit 0 < ¢ < p" — 1 et
0<j<p™—1.0na

(a',07)(1,6)(a’, ) ! = (a', /1) (@™ )
_ (aifik_]’kj"’l, b)

= (a'""M), b).

Pour que (a, ) appartiennent & Np(H), il faut que (a*'~*), b) appartienne
a H, c’est-a-dire que p" diviser i(1 — k). Or la plus grande puissance de p
qui divise 1 — k = —1(k — 1) est p"~™ (lemme 6.17), donc il faut que p™
divise 7. Ainsi on a

Np(H)={(a,t/) e P|0<i<p ™™ —1,0<j<p™—1,p™ divise }.

On va maintenant montrer que Np(H)/H est de p-rang normal 1. Si
x € Np(H), on note T I'élément vH de Np(H)/H.Si0<i<p' ™ —1et
0<j<p™—1ona

(@™, b7) = (a®?™,1)(1,b7) = (a®?™,1) = (a, 1)ipm.

Donc Np(H)/H = ((a?™,1)). Or (a?",1)" = (a™",1) € H si et seulement
si " =1, donc (a?™,1) est d’ordre p"~™ et donc Np(H)/H = Cpr—m est
de p-rang normal 1.
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Applications a quelques p-groupes particuliers

On va pour finir montrer que H est un sous-groupe expansif. Par le
lemme 5.10, il faut montrer que si © € P est tel que H* N Zp(H) < H,
alors € Np(H). Comme x € Np(H) si et seulement si =1 € Np(H), cela
est équivalent & montrer que si z € P est tel que *H N Zp(H) < H, alors
x € Np(H). Comme Np(H)/H = Cr—m est abélien, Zp(H) = Np(H). Soit
re€P—{lp}telque H*NZp(H) < H.Soit 0 <i<p'—let0<j<pm—1
tels que = = (a%, 7). Alors, pour tout 1 <1 < p™ —1,

“(1,0) = (a',b7)(1,b) (a’, ) 7
_ (az‘,bj-i-l)(a—ilc*j,b—j)
(
(

i—ik— I I+
a’ ik~ Ik ,bl)

_ ai(kkl)’ bl).

Si i =0, il est clair que z € Np(H ), donc on peut supposer que i # 0. Soit
7 € N tel que p’ soit la plus grande puissance de p divisant i. Si [ € N tel
que p' soit la plus grande puissance de p divisant [, alors (1, bt ) appartient
A Np(H) si et seulement si p™ divise i(1 — k'), c’est & dire si et seulement si
m<i14+r—m —l—?, ce qui est équivalent a 1> 2m —r —7. On va maintenant
distinguer deux cas :

e On suppose que 2m —r —7 > 0. On remarque que
2m—r—1<2m—-r=m—(r—m)<m-—1.

On pose l=2m—r—7etl =ph Alors 1 <1 <pm 1 <pm—1et
(ai(l_kl),bl) appartient & *H N Np(H) et donc appartient aussi a H.
Par conséquent p” divise i(1 — k'). Or la plus grande puissance de p
divisant i(1 — k%) est p"*" =+ = p™ donc r < m, ce qui est impossible
car r > m.

e On suppose que 2m —r —7 < 0. Alors
HANp(H) = {(@0) by e Plo<i<p™ -1} C H.

Or alors (a**=*), b) appartient & “H N Np(H) et donc appartient aussi
a H. Par conséquent p” divise i(1 — k). Or la plus grande puissance de
p divisant i(1 — k) est p"7"~™, donc 7 <7+ r — m, c’est-a-dire 7 < m.
Par suite, p" divise i et donc x appartient & Np(H).
Ainsi on a montré que H est un sous-groupe expansif et donc H est un
sous-groupe génétique de P. O
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Conclusion

Ce travail m’a permis d’étudier et de comprendre des notions impor-
tantes sur la théorie des sous-groupes génétiques. Le fait d’avoir pu étudier
et modifier les preuves de certains résultats introduits dans les chapitres
4 et 5 a constitué un travail intéressant de comparaison et de réflexion.
J’ai également découvert de nombreuses notions, comme la formule d’inver-
sion de Mobius, les (H, G)-bi-ensembles et leurs propriétés, et de nouveaux
résultats sur les K G-modules.

Dans le dernier chapitre sur les applications, j’ai donné quelques exemples
de p-groupes finis pour lesquels j’ai essayé de trouver les sous-groupes génétiques
et les bases génétiques. Pour le dernier exemple sur les groupes Cpr X Cpym , je
n’ai donné que deux sous-groupes génétiques et seulement dans le cas ott Cpm
agit fidelement sur Cpr et ol p est un nombre premier impair. On peut conti-
nuer ’étude de ces groupes pour trouver les autres sous-groupes génétiques
et pour généraliser les résultats a un groupe Cpr x Cpm quelconque. Une
autre continuation possible est d’étudier des p-groupes finis différents.
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Annexe A

Rappels sur les groupes

Dans ce chapitre, on rappelle quelques définitions et théoremes qui sont
utiles dans ce projet. La plupart de ces théoremes seront énoncés sans
démonstration.

Voici la définition de quelques groupes :

Définition A.1

i) Soit n > 0. Le groupe cyclique C, d’ordre n est défini par :
Cp = (z|2" =1).
it) Soit n > 3. Le groupe des quaternions généralisés Qon d’ordre
2" est défini par :

n—1 _ _ n—2
Qo = (z,y|2¥ =1lysy =227 =4?).

i11) Soit n > 3. Le groupe diédral Don d’ordre 2" est défini par :
Dan = (x,y | 2 = y? =1,yzy =271,

iv) Soitn > 4. Le groupe semi-diédral SDyn d’ordre 2" est défini par :

SDgn = (z,y | 2 == yay =22,
Définition A.2 Soit (G,-) un groupe. On définit le groupe opposé (G°P, )
par G = G comme ensemble et la loi de multiplication est définie par
g*xh="h-g, pour tout g,h € G°P.

Définition A.3 Soit G un groupe. On définit le sous-groupe de Frattini
de G, noté ®(G), par Uintersection de tous les sous-groupes mazimaux de

G.

Lemme A.4 ([Rot95], lemme 5.42, page 119) Soit G un groupe et a,
b € G. On suppose que [a,b] = z est central dans G.
i) On a[a', /] = 29, pour tout i,j € N*.

n

it) Sin €N, alors (ab)™ = (g,
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Rappels sur les groupes

A.1 Rappels sur les p-groupes fini
Pour cette section, p désigne un nombre premier

Définition A.5 Un groupe fini P est un p-groupe fini s’il existe n € N
tel que |P| = p".

Théoréme A.6 ([Tsu82|, page 99, théoréme 2.5) Soit P un p-groupe
fini non trivial. Alors :

i) Z(P) # 1.
it) Si H est un sous-groupe propre de P, alors HC Np(H).

i11) Si H est un sous-groupe mazximal de P, alors H est normal dans P et
|P: H|=p.

iv) Tout groupe d’ordre p* est abélien.

Proposition A.7 ([Ré89], page 98, Bemerkung 1.4) Soit G  un
p-groupe fini et N un sous-groupe normal non trivial de G. Alors l'inter-
section de N avec le centre de G est non trivial :

NNZ(G)# 1.

Définition A.8 Soit P un p-groupe fini. Alors P est un groupe abélien
élémentaire s’il existe n € N* tel que

P=C,x...xC,.
N—

n fois

Théoréme A.9 ([Gor68], théoréme 3.2, page 10) Un p-groupe fini
abélien élémentaire d’ordre p™ est isomorphe a un espace vectoriel de di-
mension n sur le corps F.

Théoréme A.10 ([Gor68], théoréme 1.3, page 174) Soit P un
p-groupe fini. Alors le facteur de Frattini P/®(P) est un p-groupe abélien
élémentaire.

Propriété A.11 Si G est l'un des groupes suivant :
i) Le groupe des quaternions généralisés Qan pour n > 3,
i1) Le groupe diédral Don pour n > 3,

i11) Le groupe semi-diédral SDon pour n > 4,

alors [G,G] = ®(G) = (22) et Z(G) = (22" ). De plus, on a

Qon /Z(Qan) = Dan /Z(Dan) = SDon /Z(SDan) = Dyn-1.
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A.1 Rappels sur les p-groupes fini

Preuve: On suppose que G est le groupe diédral

2n—1

Don = (z,y|2®" =y’ =1yay ' =a7").
On commence par remarquer que tout élément de G s’écrit de maniere
unique comme xiyj avec 0<i<2" 1 _1et0< 7 < 1.

On va commencer par calculer le centre de G. Il est facile de voir que
1g et 22" appartiennent & Z(G). Il faut voir qu’il n’y a pas d’autres
éléments dans le centre. Or yzy~! = 27!, donc ya'y~! = 27%, pour tout
0<i<2r ! —1. Ainsi yxly=! # 2' sauf si i = 0 ou i = 272 et donc y et
2’ n’appartiennent pas & Z(G), pour tout 1 < i < 271 —1 tel que i # 272
Si0<i<2nl—1, alors y(2'y)y Hzly) ™! = yaly~lz™! = 272 £ 15 sauf
sii=0ou2"! Ainsisi1l<i<2"! tel que i # 2" 2 alors x'y appartient
pas & Z(G). Il ne reste plus qu’a voir que 2" 2y n’appartient pas & Z(G).
Or si 2"~ 2y appartient Z(G), alors, comme 2"~ 2 appartient aussi & Z(G),
cela implique que y appartient a Z(G), ce qui n’est pas le cas. Ainsi, on a
vu que les seuls éléments de Z(G) sont 1 et 22"~ et done Z(G) = (22" 7).

On va maintenant calculer le groupe dérivé [G, G]. Soit 0 < i,k < 2" 1—1
et 0 < 4,1 < 1. On va calculer [z%y?, z¥y!]. Tl faut distinguer quatre cas.

e j=1=0: Alors [:Uiyj,xkyl] =lg.

e j=1etl=0:Alors [z'y, 2¥y!] = 2lyaby lo—ta=F = 272k,
e j=0ctl=1:Alors 2%y, 2"y = alakyx—ly la=F = 22,
o j=1=1":Alors [z'y, 2¥y}] = alyabyyla—ly 1ok = 220K

Ainsi [G,G] € (22). De plus, 22 = xy~la~ly = [z,y7!] € [G,G], donc
G, G] = (2?).

Il reste & calculer ®(G). Les sous-groupes (x), (¥2,y) et (2%, zy) sont
des sous-groupes maximaux de G. Ainsi ®(G) est un sous-groupe de l'in-
tersection de ces trois groupes, c’est-a-dire de (x?). Or G est un 2-groupe,
donc G/®(G) est un 2-groupe abélien élémentaire (théoreme A.10). Or si H
est un sous-groupe propre de (z2), alors G/H n’est pas abélien élémentaire,
donc ®(G) = (x?).

Les cas des groupes Qan et SDo, se traitent de maniére analogue. O

Proposition A.12 ([Rob82], résultat 5.3.6, page 138) Soit P un
p-groupe fini. Alors P posséde un unique sous-groupe cyclique d’ordre p si
et seulement st P est cyclique ou quaternionien généralisé.
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Annexe B

Rappels sur les K (G-modules

Dans ce chapitre, on rappelle quelques définitions et théoremes sur les
KG-modules (de dimension finie) qui sont utiles dans ce projet. La plupart
de ces théoremes seront énoncés sans démonstration.

B.1 Rappels de quelques définitions et propriétés

Pour la section B.1, sauf mention contraire, K est un corps et G un
groupe fini. Pour plus de détails sur les K G-modules, voir les livres Repre-
sentations and characters of Groups de Gordon James et Martin Liebeck,
[JLO6] et Representation theory of finite groups and associative algebras de
Charles W. Curtis et Irving Reiner, [CR66].

Définition B.1 Une représentation (linéaire) matricielle de G sur
K est un homomorphisme p : G — GLp(K) pour un certain n € N*. Le
degré de p est l'entier n.

Définition B.2 La représentation p : G — GL1(K) définie par p(g) = 1
pour tout g € G est appelé la représentation triviale de G.

Définition B.3 Une représentation p : G — GLn(K) de G est dite fidéle
si Kerp = {1¢}.

Définition B.4 Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors V
est un KG-module (de dimension finie) si V est muni d’une loi
-1 G xV =V qui satisfait les propriétés suivantes :

i) g-veV, pourtout g€ G etveV,

it) h-(g-v)=(hg)-v, pour tout h,g € G etv eV,
iti) 1g-v =v, pour tout v € V et ot 1g est l’élément neutre de G,
i) Mg-v)=g- (), pour toutveV,ge G et € K,

v) g-(u+v)=g-u+g-v, pour tout u,v € V, pour tout g € G.
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Rappels sur les KG-modules

Par la suite, on notera en général gv a la place de g - v.
Le degré du KG-module V' est la dimension de V' comme K-espace
vectoriel.

Définition B.5 Soit G un groupe fini et V un K-espace vectoriel ayant
comme base {vg}geq. On le munit d'une structure de KG-module (de di-
mension finie) avec

h*vg = vpg, YV h,g€G@.
Alors on appelle V' le KG-module régulier et on le note KG.

Définition B.6
i) Le KG-module trivial est le K-espace vectoriel V de dimension 1
(isomorphe a K) avec gv = v pour tout g € G etv € V.

it) Un KG-module V' (de dimension finie) est fidéle si l’élément neutre de
G est le seul élément g de G tel que gv = v pour tout v € V.

Il existe une correspondance entre les représentations de G sur K et les
K G-modules (de dimension finie), comme suit :

i) Soit p : G — GL,(K) une représentation de G. Alors K™ est un KG-
module (de dimension finie) si on définit

g-v=p(g)(v) pour tout v € K" et g € G.

ii) Soit V un KG-module (de dimension finie) de degré n et soit B une
K-base de V. Alors l'application p : G — GL,(K) est définie par p(g)
est la matrice de I’endomorphisme v — gv de V' par rapport a la base
B, pour tout g € G.

Définition B.7

i) Soit V un KG-module (de dimension finie). Un sous-ensemble W est
un KG-sous-module de V si W est un sous-espace vectoriel de V et
st gw € W pour tout w e W et g € G.

it) Un KG-module V' (de dimension finie) est dit irréductible si V est
différent de {0} et si les seuls sous-modules de V' sont {0} et V.

Théoréeme B.8: Théoréeme de Maschke

Soit G un groupe fini et K un corps de caractéristique premiére a |G| et V
un KG-module (de dimension finie). Si U est un KG-sous-module de V,
alors il existe un KG-sous-module W de V' tel que

V=UacW.

Preuve: Une preuve de ce théoreme pour le cas ot K = C ou R se trouve
dans [JLO6], page 70, théoréme 8.1. Pour la preuve dans le cas général, voir
[CR66], page 41, théoreme 10.8. d
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B.1 Rappels de quelques définitions et propriétés

Corollaire B.9 Soit G un groupe fini et K un corps de caractéristique
premiére a |G|. Alors tout KG-module (de dimension finie) non-nul se
décompose en une somme directe de KG-modules irréductibles.

Preuve: C’est une conséquence du théoreme B.8. O

Lemme B.10: Lemme de Schur ([NT89], théoréme 5.1, page 23)
Soit K un corps et G un groupe fini. Soit V et W deuzr KG-modules (de
dimension finie) irréductibles. Si 0 : V. — W est un homomorphisme de
KG-modules, alors 8 =0 ou 0 est un isomorphisme.

Théoreme B.11 Soit K un corps de caractéristique 0 et G un groupe fini.
On décompose 'algebre de groupe KG en une somme directe de KG-modules
wrréductibles :

KG=VioVhd...0 V.

Alors pour tout KG-module irréductible U, il existe 1 < i < m tel que U est
isomorphe a V;.

Preuve: Une preuve de ce théoreme pour le cas ou K = C se trouve dans
Representations and characters of groups de Gordon James et Martin Lie-
beck, [JLO6], théoreme 10.5, page 91. On peut modifier cette preuve ainsi
que les résultats préparatoires qui y sont relatifs pour obtenir une preuve
pour un corps K de caractéristique 0. O

Proposition B.12 Soit K un corps de caractéristique 0 et G un groupe
fini. On décompose l'algebre de groupe KG en une somme directe de KG-
modules irréductibles :

KG=Vi®&Ve&...06 V.
Soit U un KG-module irréductible. Alors la cardinalité de l’ensemble
{(Vi[1<i<m,V;2U}
est inférieure ou égale a dimg U.

Preuve: Une preuve de ce théoreme pour le cas ou K = C se trouve dans
Representations and characters of groups de Gordon James et Martin Lie-
beck, [JLO6], théoreme 11.9, page 100. On peut modifier cette preuve ainsi
que les résultats préparatoires qui y sont relatifs pour obtenir une preuve
pour un corps K de caractéristique 0. O

Définition B.13 Soit V' un KG-module (de dimension finie) et B une
K-base de V. Soit p la représentation matricielle de V associé a la base
B. Le caractére de V est la fonction X : G — K définie par

X(g) = Tr(p(g)), pour tout g € G.
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Rappels sur les KG-modules

On peut montrer que la définition du caractere de V ne dépend pas du
choix de la base.

Définition B.14 On dit que X est un caractére de G si c’est le ca-
ractere d’un certain KG-module (de dimension finie). Un caractére X est
trréductible si c’est le caractére d’un KG-module irréductible (de dimen-
sion finie).

Notation B.15 On note 1 le caractére associé au KG-module trivial et
Xreg le caractere associé au KG-module régulier.
Propriétés B.16 Soit K un corps et G un groupe fini.

i) Des KG-modules (de dimension finie) isomorphes ont le méme ca-
ractere.

it) Six ety sont des éléments conjugués de G, alors

X(z) = X(y),
pour tout caractére X de G.
iti) Soit V- un KG-module (de dimension finie) et X son caractére. Alors
X(1) = dimg V.

iv) Le caractére régulier X,eq de G a comme valeur

|G| sig=lc
Xreg(9) = { 0 sinon

pour tout g € G. Le caractere trivial de G a comme valeur
lg(g) =1, VgedG.

Définition B.17 Soit K un corps de caractéristique 0, G un groupe fini.
Si X et n sont des caractéres de G sur K, alors on définit

(e = g 2N

geG

St K est un sous-corps de C, on peut prolonger la définition : On définit le
produit scalaire (—, —)q : Cx(G) x Cx(G) — K par

(1) = 1 3 S0)RG)

geG

pour tout f,h € Cx(G) (Ck(G) est U'ensemble des fonctions centrales de G
dans K ). C’est bien un prolongement de la définition précédente car si X est
un caractére de G sur K, alors X(g~') = X(g). On peut montrer que c’est
bien un produit scalaire.

Maintenant K est un corps quelconque de caractéristique 0. Si V et
W sont des KG-modules (de dimension finie) et @,n sont leurs caractéres
respectifs, alors on pose (V,W)a = {(p,n)q
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B.1 Rappels de quelques définitions et propriétés

Lemme B.18 ([Kar92], théoréme 2.11, page 750) Soit K un corps de
caractéristique 0 et G un groupe fini. Si V et W sont des KG-modules (de
dimension finie), alors

(V,W)g = dimg Homgq(V, W).

Définition B.19 Soit K wun corps, G un groupe fini et V, W des
KG-modules (de dimension finie) tels que V' soit irréductible. Alors on note
m(V,W) le nombre de fois que V est contenu dans W. Si X et n sont les
caracteres de V et W respectivement, alors

Théoréme B.20 ([Ser78], théoréme 6, page 32) Soit G un groupe fini

et X1,Xa,...,Xs un ensemble complet de caracteéres irréductibles de G sur
C. Alors {X1,Xa,...,Xs} est une base orthonormale (pour le produit scalaire
(—,—)a) du C-espace wvectoriel Cc(G). En particulier [’ensemble
{X1,Xa,...,Xs} est linéairement indépendant sur C ou sur tout sous-corps
de C.

Exemple B.21 Soit K un corps, G un groupe fini et H un sous-groupe.
Soit V' le K-espace vectoriel de base {vyp ‘ xH € G/H}. Alors V' est un
K G-module si on le munit de ’action suivante :

g VaH = VgoH pour tout g € G et xH € G/H.

On va montrer que V contient exactement une fois le K G-module trivial.
Soit X le caractere associé a V. Si g € GG, on peut calculer la valeur du
caractere X en g : On a X(g) = | fix(g)|, ou fix(g) est 'ensemble

{UIH|$H € G/H et g-vog = vem )

Alors le nombre de fois qu’apparait le module trivial comme facteur dans V'
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Rappels sur les KG-modules

est égal a

<X7 1G>

e ighg ~ (1006 = g Y01

geG

1
:@ZX(Q):@ZWX(Q)

|G| Z ‘{va‘xfI €G/Het g -vem = UIH}|

geG
|G’| Z {aH € G/H | gaH = zH}|
geG
1
=G > |{zH € G/H |2 gz € H}|
geG

|G|Z|H|‘{:c€G’a: gz € HY|

ZHHJEG|CL‘ gz € HY|

| gEG

:|G\ ’ Z‘{QEG‘Q: gaceH}‘

xEG

|Z\H\

zeG

1
——|G| - |H| = 1.

On note K(G/H) le KG-module V.

B.2 Larestriction, I’'induction, I’inflation et la déflation

Dans cette section, on va rappeler la définition de la restriction, I'induc-
tion, l'inflation ou la déflation d’'un K G-module (de dimension finie). Puis
on va étudier les liens entre ces opérations.

Définition B.22 Soit K un corps, G un groupe fini et H un sous-groupe
de G. Soit V un KG-module (de dimension finie). Alors, comme H est un
sous-ensemble de G, V est aussi un K H-module, que [’on note Resg V. On
appelle le K H-module Resg la restriction de V a H . Le caractére de
Resg V' est obtenu a partir du caractére X de V' en n’évaluant X que sur les
éléments de H. On note Res% X le caratére de Res$;, c’est la restriction
du caractére X a H .

Propriété B.23: Transitivité de la restriction
Soit K un corps, G un groupe fini et H, L des sous-groupes de G tels que
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B.2 La restriction, I'induction, 'inflation et la déflation

H C L. Alors, si V est un KG-module (de dimension finie),
Resk Res¥ V = Res§ V.
Soit X un caractére de G. Alors, de méme
Resh, Resg X = Resg X.
Preuve: C’est une conséquence de la définition de la restriction. O

Définition B.24 Soit K un corps, G un groupe fini et H un sous-groupe de
G. Soit V. un KH-module (de dimension finie). Alors on définit le
KG-module Ind% V par

md%V = KG @kn V.

On dit que Ind§ V' est linduction de V a G . Si X est le caractére de
KH, alors on note Ind% X le caractére associé a Ind% V.

Proposition B.25 Soit K un corps, G un groupe fini et H un sous-groupe
de G. Alors
md% KH = KG.

Preuve: Il suffit de voir que, par les propriétés du produit tensoriel,
Ind§ KH = KG @y KH = KG.

O

Propriété B.26: Transitivité de I’induction ([Kar92], proposition
1.5, page 673 et proposition 1.4, page 736)

Soit K un corps, G un groupe fini et H, L des sous-groupes de G tels que
H C L. Soit V un KH-module (de dimension finie). Alors

d¥ Ind% vV = md% v.
Soit X le caractére de V. Alors
Ind¥ Ind% X = Ind$ X.

Proposition B.27 ([Kar92], proposition 1.2, page 734) Soit K un
corps, G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Soit X un caractére

de H. Alors

1 .
Indf; X(g) = 1] ZX(t 'gt),
teG

pour tout g € G, ou X : G — K est défini par

o« | X(g) sigeH
X(g) = { 0 sinon

pour tout g € G.
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Rappels sur les KG-modules

Définition B.28 Soit K un corps, G un groupe fini et H un sous-groupe
de G. Soit f une fonction centrale de G sur K. Alors on définit la fonction
centrale nd¥, f : G — K par

Ind ft Lgt),
\H\Z

teG

pour tout g € G, ot f : G — K est défini par

f(g)—{ X(g) sige H

10 sinon

pour tout g € G. Alors si f est une combinaison K-linéaire de caractéres de
H, alors Ind$, f est une combinaison K -linéaire de caractéres de G.

Corollaire B.29 Soit K un corps, G un groupe fini et H un sous-groupe
de G. Soit V un K H-module (de dimension finie) et W = Ind% V. Alors

dimg W = |G : H|dimg V.
Preuve: Soit X le caractere de V. Alors, par la proposition B.27,
dimg W = IndG X(1g)

—1
‘H‘ Zx (t 1t
teG

|H\ |G| dimg V = |G : H|dimg V,

olt X : G — K est défini par

pour tout g € G. O

Théoréme B.30: Le théoréme de réciprocité de Frobenius ([Kar92],
corollaire 2.12, page 751)

Soit K un corps, G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Soit V un
KG-module (de dimension finie) et W un KH-module (de dimension fi-
nie). Alors on a

(V,Indf W)e = (Res§ V, W)y
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Définition B.31 Soit K un corps, G et H des groupes finis et ¢ : G — H
un isomorphisme de groupe. Si V' est un KG-module (de dimension finie),
alors on définit le K H-module Iso(p)V ainsi : Iso(p)V est égal a V' comme
K -espace vectoriel et laction de H sur V' est définie par

hxv=p Yh) v dans V, VheH YveV.

Si X est le caractére associé a V', alors on note Iso(p)X le caractére de
Iso(p)V.

Définition B.32 Soit K un corps, G un groupe fini et N un sous-groupe
normal de G. Si 'V est un K(G/N)-module (de dimension finie), alors on
définit le KG-module Infg/NV ainst : Infg/NV est égal a V' comme K-
espace vectoriel et l'action de G sur V' est définie par

g*xv=gN -v dans 'V, VgedlG, VveV.

On appelle le KG-module Infg/N V' le module inflaté de V . Si X est le

caractére associé o 'V, alors on note Infg/NX le caractére de Infg/N V.

Définition B.33 Soit K un corps de caractéristique 0, G un groupe fini et
N un sous-groupe normal. Soit V' un KG-module (de dimension finie). Soit
VN l'ensemble des points fizés par N dans V. C’est un K (G/N)-module. On
pose Defg/N V =VN, c’est le K(G/N)-module déflaté de V sur G/N .
Si X est le caractére associé a 'V, alors on note Defg/N X le caractére associé
a Defg V.

Propriété B.34: Transitivité de I’inflation
Soit K un corps, G un groupe fini et N, M des sous-groupes normauz de G
tels que N C M. Alors si V' est un K(M/N)-module (de dimension finie)

G/N

Infg/N InfG/M

V =1Infg V.

Soit X un caractére de M/N. Alors, de méme

Infg/N Infgfj\N/[ X = Infg/M X.
Preuve: Cela découle de la définition de l'inflation. O

Propriété B.35: Transitivité de la déflation

Soit K un corps de caractéristique 0, G un groupe fini et N, M des sous-
groupes normaux de G tels que N C M. Alors si V' est un KG-module (de
dimension finie)

Defe)yy Defl )y V = Def&, V.

Soit X un caractére de G. Alors, de méme

Defgﬁ\v/[ Defg/N X = Defg/M X.
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Preuve: Cela découle de la définition de l'inflation. O

Notation B.36 Soit K un corps de caractéristique 0, G un groupe fini et
(T,S) une section de G. Si 'V est un KG-module (de dimension finie) et W
un K(T/S)-module (de dimension finie), alors on pose

mmngzmgﬁmﬁv almm%gvzmﬁmgmw

Proposition B.37 Soit K un sous-corps de C. Soit G un groupe fini et
N un sous-groupe normal de G. Soit X et p des caractéres de G/N. Alors

<Infg/N X, Infg/N M>G = <Xa M)G/N

Preuve: Soit {g1,...,gs} un ensemble complet de représentants des classes
a droite modulo N. Alors

(Infg/NX InfG/Nu ]G\ ZIDfG/N InfG/N wu(g)
geG

a7 2 Mo

geG

1< S

ZEQ:WW@MMWW
=1

_ IV

G|

=G Y XeNulgN)

gNeG/N

> X(gN)u(gN)

gNeG/N

= <X7 ILL>G/N
g

Proposition B.38 Soit K un corps de caractéristique 0, G un groupe fini
et N un sous-groupe normal de G. Soit V un K(G/N)-module (de dimension
finie). Alors V = Defg/N Infg/N V.

Preuve: Soit v € V et n € N. Alors, dans Infg/N, nxv=nN-v=N-v=v
et donc (Infg/N V)N = Infg/N V =V comme K-espace vectoriel. D’ou

Def y Infg  V = (Infg y V)V =V

comme K-espace vectoriel. De plus, l'action de G/N est aussi la méme donc
V= Defg/N Infg/N V comme K G-module. O

On a un résultat analogue au théoreme de réciprocité de Frobenius pour
I'inflation et la déflation :
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Proposition B.39 Soit K un corps de caractéristique 0, G un groupe fini
et N un sous-groupe normal de G. Soit V- un KG-module (de dimension
finie) et W un K(G/N)-module (de dimension finie). Alors on a

(V,Infg \ W)a = (Defgn V,W)gn-

Preuve: On va commencer par supposer que V et W sont irréductibles.
Alors Defg/n V = VN est le plus grand KG-sous-module de V sur lequel
N agit trivialement. Or V est irréductible, donc V¥ =V ou V¥ = {0}. On
a alors deux cas :

e 1¢ cas : On suppose que VIV = {0}. Alors (Defg/NV,W>G/N =
0. On doit montrer que (V, Infg/N W)e = 0. Or linflation préserve

la propriété “étre irréductible” donc Infg/NW est un K G-module
irréductible. Ainsi

(V.V)e stV =Infg W

0 sinon

(V, InfS W) = {

OrsiV = Infg IN W, alors N agit trivialement sur V, c’est-a-dire que

V = VN = {0}, ce qui est impossible car V est irréductible. Donc
V % Infg W et

<V,1nfg/N W)g=0= <Defg/N V,W)a/n-

e 20M€ a5 - On suppose maintenant que VN = V. Alors, par un rai-
sonnement analogue a la preuve de la proposition B.38, on a que
Infg/N Defg/N V = V. Alors on a, en utilisant la proposition B.37

(Def@ n V,W)gn = (Infg y Defg V. Infg y W)
= (V,Infg y W)

Ainsi, si V et W sont irréductibles, on sait que le résultat est vrai. On
va maintenant faire le cas général. Il existe des K G-modules irréductibles
Vi,Va, ..., V, et des K(G/N)-modules irréductibles Wy, Wa, ..., W tels que

V=VieoWho..oV,ee W=W,6Wad...0W,.
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On a, en utilisant le cas particulier,

(V,Infg y W)g = (Vi & ... &V, Infg y Wi & ... & Infg y We)a

= Z Z<Vi, Inf& v Wj)e

i=1 j=1

= Z Z(Defg/N Vi, Wila/n

i=1 j=1
= (Defg/y Vi® ... & Defg Ve, W1 & ... & We)gn
= (Defg/n V. W)ayn

ce qui est le résultat cherché. O

Proposition B.40 Soit K un corps, G un groupe fini, H un sous-groupe
de G et N un sous-groupe normal de G tel que N C H. Alors

G/N s

Indfj Inffy V = Infg  Indy)\ V,

pour tout K(H/N)-module V' (de dimension finie).

Preuve: On peut voir Indg Infg/N V comme le KG-module KG Qg V,

G/N
H/N 4

ol V est le K H-module Infg/N V. De méme, on peut voir Infg/N Ind
comme le KG-module K(G/N) @g /Ny V-

Soit g1, ..., gs un ensemble de représentant des classes a droites modulo
H de G et vy,...,v, une base de V. Alors ¢g1N,...,gsN est un ensemble
de représentant des classes a droites modulo H/N de G/N. L’ensemble
{9: ® vj ‘ 1<i<s,1<j<n}estune base de KG ®xpy V et 'ensemble
{giN ®v; | 1 <i<s,1<j<n}est une base de K(G/N) @k /) V-

On définit I'application K-linéaire o : KG@xyV — K(G/N)@gm/nV
par

a(gi ®vj) = N ® vj,
pour tout 1 <i < setl<j<n.Cest une application K-linéaire bijective.
Soit g € GetwveV.Soitl1 <i<sethec H tels que g = g;h. Soit
M,y..s ) € K tels que hN -v = Z?:l Ajvj. Alors
a(g®v) = a(gih @ v) = a(g; ® hN - v)
n n
=a(}_Ngi@v) = Nalg ®v;)
j=1 j=1

n n
= ZAjgiN ®1)j = giN® Z)\jvj
j=1 j=1

=g NQhN -v=gNAN®v=gN Q.
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Cela va permettre de montrer que a est un homomorphisme de K G-modules.
Soit g,h € G et v € V. Alors

alh-g®v) =alhg®@v) =hgN ®v
=h-gN®@v="h-a(g®v).

Ainsi a est un isomorphisme de KG-modules entre Ind% Inffl/NV et

Inf§,y Ind (/¥ V 0

Proposition B.41 Soit K un corps, G un groupe fini et N un sous-groupe
normal de G. Alors Uinflation de G/N a G préserve les suiles exactes, c’est-
a-dire que si

0—A—B—C—0

est une suite ezacte de K(G/N)-modules (de dimension finie), alors l'infla-
tion induit une suite exacte de KG-modules

0 — Inf& y A — Inf& v B — Infg \ C — 0.

Preuve: Soit A, B, C des K(G/N)-modules (de dimension finie) et
f:A— Betg:B — C des homomorphismes de K(G/N)-modules tels
que

0—AsB 200

soit une suite exacte. Alors comme K-espaces vectoriel, Infg /NA = A,
Infg/NB = B et Infg/NC = C, et Paction de g sur a € A, b € B,
¢ € C respectivement est défini comme l’action de gN sur a, b, ¢ res-
pectivement, pour tout g € G. De plus, f induit un homomorphisme de
K G-modules Infg/N f: Infg/NA — Infg/NB par Infg/N f(a) = f(a) pour
tout a € Infg /N A. De la méme maniere, g induit un homomorphisme de
KG-modules Infg/Ng : Infg/NB — Infg/NC par Infg/Ng(b) = g(b) pour
tout b € Infg /N B. 11 faut montrer que

Inf&  f Inf€, g
0—Inf%,yA 57 mff B 25 Wff € —0

est une suite exacte, c’est-a-dire que Infg IN f est injective, Im Infg /N f=

Ker Infg /N 9 et Infg /N g est surjective. Or cela découle du fait que

0—AsB 200

est une suite exacte, c’est-a-dire que f est injective, Im f = Kerg et g est
surjective. O
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Proposition B.42 Soit K un corps, G un groupe fini et H un sous-groupe
de G. Alors linduction de H a G préserve les suites exactes, c’est-a-dire
que St

0—A—B—C—0

est une suite exacte de K H-modules (de dimension finie), alors l'induction
induit une suite exacte de KG-modules

0 — Ind4 A — Ind% B — Ind% C — 0.

Preuve: Soit A, B, C des K H-modules (de dimension finie) et f: A — B
et g: B — C des homomorphismes de K H-modules tels que

0—A-1sB 200

soit une suite exacte. Alors on a Ind%’} A=KG®kpg A, Ind%’} B=KGQknu
B et Indg C = KG ®gg C. De plus, f induit un homomorphisme de
KG-modules Ind% f:KG®ky A— KG ®ku B par

Ind} f(z ®a) = 2 ® f(a)

pour tout z € KG et a € A. De la méme maniere, ¢ induit un homomor-
phisme de K G-modules Indgg KGRy B — KG®kpyg C par

md¥ g(z @ b) = z ® g(b)

pour tout z € KG et b € B. Il faut montrer que

md§ f Indf g
00— KGRxgA — KGQgyg B — KGRgygC — 0

est une suite exacte, c’est-a-dire que Indg f est injective, ImInd% f =
Ker Indg g et Indg g est surjective. On sait que

0—A-1.B %00

est une suite exacte, c’est-a-dire que f est injective, Im f = Kerg et g est
surjective.

Soit {ai,...,a,} une K-base de A et {z1,...x,} un ensemble de
représentants des classes a gauche modulo H dans G. Alors
{xi®aj‘1 < i <r1l<j<n} estune base de KG @xpy A. On pose
bi = f(a;), pour tout 1 < ¢ < n. Comme f est injective, {b1,...,bn}
est un ensemble linéairement indépendant de B. On complete cette en-
semble pour obtenir une base {bi,...,b,} de B (on a m > n). Alors
{:L‘¢®bj‘1§i§r,1§j§m} est une base de KG @k g B.

e L’application Indf] f est injective :
Soit © € KG ®gp A tel que Ind% f(z) = 0. Alors il existe
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{¢ij e K ‘ 1<i<nrl<j<n}telsquexz=>,_, Z}l:l gij(zi ® aj).
Alors

0 = Ind% f(x)

= Ind§ f(zr: zn:qz'j(l’i ® aj))

i=1 j=1

= Z Z qij Indg f(l'z ® aj)

i=1 j=1

= Z Z%j (UCZ ® f(aj))

i=1 j=1

= ZZCI@](% ® bj)

i=1 j=1

Or {:U¢®bj|1 <i<r,1<j<m} est une base de KG ®xp B, donc
gi; = 0 pour tout 1 <7 <retl<j<n,cest-a-dire que v = 0.
L’application Indg g est surjective :

Comme {z @ c|z € KG,c € C} est un ensemble de générateurs de
KG gy C, il suffit de voir que . ® ¢ € ImIndeg, pour tout z € KG
et c € C. Soit z € KG et c € C. Alors comme g est surjective, il existe
b € B tel que g(b) = ¢. Ainsi Ind g(z @ b) = z ® g(b) = = ® ¢, donc
r®c e ImInd$ g.

On a ImInd% f = KerInd% g :

Soit x € Im Ind% f. Alors il existe vy € KG Qgg A tel que
nd$ f(y) = z. N existe {g;j € K |1<i<r1<j<n} tels que

y=>_Y aij(z:i ®ay).

i=1 j=1
Alors .o
T = quw(l’z ® f(ay)),
i=1 j=1
donc on a

Ind% g(x) = Ind% g(Z Z qijT; @ f(%’))

i=1 j=1

= Z Z Qij Ind% g(xz ® f(aj))
i=1 j=1

= Z Zqz'jxi & g(f(aj)) =0
i=1 j=1 -0
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et donc z € KerInd% g. Ainsi on a montré que Im Ind% f ¢ Ker Ind$ g.
Or on a

—
—
~—

dimg KG ®xpg B — dimg ImInd$ g
dimg KGRk B —dimg KG gy C
|G : H|(dimg B — dimg C)

|G : H|(dimg B — dimg Im g)
|G : H|dimg Ker g

|G : H|dimg Im f

|G : H|dimg A

dimg Ker Ind$ g

—~
)
~

—
w
=

—~
[
=

—~
ot
=

—~
=)
=

—
~
2

—~
o
=

dimg Im Ind$ f,

—~
©
=

ou les égalités (1) et (5) découlent du fait que si on a une application
K-linéaire o : V. — W, ou V et W sont des K-espaces vectoriels de
dimension finie, alors dimg V' = dimg Ker o 4+ dimg Im a, 1’égalité (2)
du fait que Ind% g est surjective, les égalités (3) et (8) du corollaire
B.29, I'égalité (4) du fait que g et surjective, 1’égalité (6) du fait que
Im f = Ker g, I’égalité (7) du fait que f est injective et I’égalité (9) du
fait que Indg f est injective. Ainsi dim g Ker Indg g = dimg Im Indg f
et donc Ker Ind% g = Im Ind% f.

0

Proposition B.43 Soit K un corps, G un groupe fini et (T, S) une section
de G. Alors ITnd$ Inf%s K(T/S) = K(G/S), ou K(G/S) est le KG-module
associé a l'action de G sur G/S.

Preuve: On a que Inf%s K(T/S) est égal a K(T'/S) comme K-espace vec-
toriel. Alors Ind$ Infg/s K(T/S)= KG®gr K(T/S). Soit g1, ... g, un en-
semble de représentants des classes a gauche modulo T dans G et ty,...,ty,

un ensemble de représentants des classes & gauche modulo S dans T'. Alors
{9i®t;S|1<i<n,1<j<m}est une base de KG @xr K(T/S). De plus

n n o m
G = |_|giT: |_| ngith
i=1 i=1j=1

donc {g;t; } 1 <i<n,1 <j<m} est un ensemble de représentants des
classes a gauche modulo S dans G et donc {g;t;S ‘ 1<i<n1<j<m}
est une base de K (G/S). On définit I’application

a: KGegr K(T/S) — K(G/S)
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par a(g; ® t;5) = g;t;S, pour tout 1 < i < n et pour tout 1 < j < m,
que on prolonge par linéarité & KG Qi K(T/S). Ainsi on obtient une
application K-linéaire bijective (car v envoie une base de KG @k K(T'/S)
sur une base de K(G/S)). On va montrer que c’est un homomorphisme de
K G-modules. 11 suffit de le vérifier pour une base de KG @ g7 K(T'/S). Soit
1<i<n,1<j<metgeG. Alors,sil<k<n,teTetl<Il<mtels
que gg; = git et tt;S = 1,5,

a(g - gi ©1t;5) = alggi @ t;5)
= a(grt ®t;5)
(gr ® tt;S)

Ainsi « est un isomorphisme de K G-modules et donc

Indf Inf7. s K(T/9) = K(G/S).

B.2.1 Le théoréme de Clifford

Définition B.44 Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G et V un
KH-module (de dimension finie). Soit g € G fixé. On définit le
K(9H)-module 9V par 9V =V comme espace vectoriel et on le munit
de Uaction ghg™" x v = hv, pour tout h € H. On appelle 9V un conjugué
de V.

Remarque B.45 Soit G un groupe fini et N un sous-groupe normal de G.
Alors pour tout K N-module V' (de dimension finie) et pour tout g € G, 9V
est un K N-module muni de l'action h*v = g~'hgv pour tout h € N.

Proposition B.46 Soit K un corps, G un groupe fini, H un sous-groupe
de G, N un sous-groupe normal de H et g € G. Alors

Id%py Inf (Sl o ny “V 22 Indf Infi]  V,
pour tout K(H/N)-module V' (de dimension finie).

Preuve: On peut voir Indg Ian/N V comme le KG-module KGRy V, ou

V est le K H-module Infg/N V. De méme, on peut voir Ind$ Inffff{)/( an) TV
comme le KG-module KG Qg («q) “V.
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Soit gi1,...,9s un ensemble de représentant des classes a droites mo-
dulo H de G et vq,...,v, une base de V. Alors g1z~ ',...,gsz" ' est un
ensemble de représentant des classes a droites modulo *H de G. L’ensemble
{9 ® v; ‘ 1<i<s,1<j<n}estune base de KG ®xpy V et Pensemble
{giz7t @ v, ‘ 1<i<s,1<j<n}est une base de KG Q=5 “V.

On définit I'application K-linéaire o : KG Qg V — KG Qo) “V
par

a(gi ®vj) = giz™' @ vy,
pour tout 1 <i < setl<j<n.Cest une application K-linéaire bijective.

Soit g e GetwveV.Soitl1 <i<sethec H tels que g = g;h. Soit

M,..s ) , € K tels que hN -v = 2?21 Ajvj. Alors

a(g®v) =a(gih®@v) =alg;® hN -v)

= a(z \jgi ®vj) = Z Ajo(gi ® vj)
Jj=1 Jj=1

n n
= Z )\jgix_l X V; = gix_l ® Z )\j’Uj
j=1 Jj=1

=gx '@hN -v=gz'® *h®N xv
=gz ' "heuv=ghr '@u=gz" ' @u.

Cela va permettre de montrer que « est un homomorphisme de K G-modules.
Soit g,h € G et v e V. Alors

alh-g®@v) =a(hg@v) =hgz ' Qv
=h-gr ' @v="h a(gev).

Ainsi a est un isomorphisme de KG-modules entre Ind% Infg/NV et
d¥y Indff .y “V O

Théoréme B.47 ([CR66], théoréeme 49.2, page 343) Soit K un corps,
G un groupe fini, N un sous-groupe normal et V un KG-module irréductible
(de dimension finie). Alors Res§ V' se décompose en une somme directe de
K N-modules irréductibles (de dimension finie) qui sont tous conjugués entre
eUL.

Une conséquence du théoreme de Clifford est que si V' est un K G-module
irréductible et W est un K N-module qui est un facteur de composition de

Res% V', alors il existe g1,...,9s € G tels que
S
Res§ V =P %W. (B.1)
i=1
Soit {9'W,..., 9"W} un sous-ensemble maximal de K N-module non-

isomorphes de {#W |1 < i < s} (en renumérotant si nécessaire). Pour
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tout 1 < ¢ < r, on pose V; comme la somme de tous les conjugués %W,
1<j<stelsque %W = %W. Alors

Resy V =P Vi (B.2)
=1

et on peut montrer que les V; ne dépendent pas du choix de la décomposition
obtenu en B.1.

Définition B.48 Les K N-sous-modules V; de Res§V  uniquement
déterminé défini ci-dessus sont appelés les composantes homogénes de
Res% V. Chacune est une somme directe de conjugués de K N-modules iso-
morphes.

Théoréme B.49 ([CR66], page 348, corollaire 50.6) Soit K un corps,
G un groupe fini et N un sous-groupe normal de G. Soit V. un KG-module
irréductible (de dimension finie). On définit le sous-groupe I de G comme
Iensemble des éléments h € G tels que "W = W, ot W est une des compo-
santes homogénes de Res§ V. Alors W est un KI-module irréductible (de
dimension finie) et V = Ind§ W.

B.3 Quelques tables de caracteres sur C

Voici quelques tables de caracteres.

Exemple B.50: Les groupes abéliens ([JLO6], pages 81-82)

Soit, G un groupe abélien. Alors il existe des nombres premiers p1,p2, ..., Pn
(pas forcément distincts) et des entiers strictement positifs aq, g, ..., ap,
tels que

G:Cp(fl X Cpgz X ... X Cp%n.
Pour tout ¢ € {1,...,n}, soit & une racine p{’ feme rimitive de Punité, z;
un générateur de Cp?‘i et g;=(1,...,1,2;,1,...,1). On définit ’ensemble I
par

[:{(rl,rg,...,rn)EN‘OSrigai, pour tout i € {1,...,n}}.

Alors, pour tout r = (ry,79,...,7,) € I, on définit le caractere i, par

n

U9l 93% - gam) = €)™

i=1

Alors, {1; ’ i € I} est Pensemble des caracteres irréductibles sur C de G.
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Exemple B.51: Le groupe cyclique Cp» ([JLO6], exemple 9.9 (1),
page 82)
Soit n € N*, p un nombre premier et G = Cpn. Alors, la table de caractere
de G est :

a b LA el
o =1¢g | 1 1' 1 ' 1
V; 1(& ... (gj)k (gj)p”fl

0 <j<p"—1,¢& est une racine p"-ieme primitive de I'unité (par exemple
- 2m

§ = exp(i))-

Exemple B.52: Le groupe symétrique S3 ([JLO6], exemple 14.18,

page 142)

Voici la table de caractere de Ss :

1(12)](123)
1 [1] 1 1
o | 1] —1 1
w3 2] 0 ~1

Exemple B.53: Le groupe Dg ([JLO06], exemple 16.3 (3), pages 160-
161)

Voici la table de caractere de Dg = (z,y ‘ ot =y =1, yxy =271 :

2

1|z T Yy | Ty
Y| 1] 1 1 1 1
o | 1] 1 1 —1]-1
P3| 1] 1 -1 -1]1
Py | 1] 1 -1 1 | -1
Y5 |2 -2 |w+wt| 0] 0

oll w est une racine 2"~ !-ieme primitive de 1'unité.

Exemple B.54: Le groupe Dyn, n > 3 ([JLO6], pages 182-183)
Voici la table de caractére de Don = (z,y | 2 =2 =1 yay=aY)

1] 22777 z* y | xy
1<k<2v?2-1

m |1 1 1 1|1

Ny | 1 1 1 —1] -1

n3 |1 1 (—1)F —1| 1

ny | 1 1 (—1)k 1|1

Wi | 2] (—1)72 wik 4 =ik 0] 0

1 <j <272 1, w est une racine 2" '-ieme primitive de I'unité.
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B.3 Quelques tables de caracteres sur C

Exemple B.55: Le groupe SDon, n >4
On veut trouver les caracteres du goupe

SDon = <x’ y ‘ xznﬂ _ y2 =1,yzy = $2n72_1>_

On a que [SDan, SDan] = (22) et SDon/[SDan,SDan] = Cy x Cy. Ainsi,
par inflation, on obtient les quatre caracteres linéaires de SDan. Il reste a
trouver les caractéres non-linéaires. On définit, pour ¢ € Z ’homomorphisme
pi : SDan — GL3o(C) par

pi(x) = ( Q(J)z (_2)—1‘ )a pi(y) = ( (1) é >

oll w est une racine 2" '-ieme primitive de 'unité. Alors, pour tout i € Z,
p; est une représentation irréductible car Im p; est non abélien. On pose :

I={ie2N[1<i<2"?—1}Uu{i€2N+1| —2"? <i< 2" 3}

Alors, les représentations p;, ou i € I, sont distinctes (car sii,j € I, i # j,
alors p;(x) et pj(z) n’ont pas les mémes valeurs propres). Alors le nombre
de caracteres irréductibles non-linéaires distincts obtenus est :

2n—2
2
Il reste a voir qu’il n’y en a pas d’autres. Pour cela, on va calculer les classes
de conjugaison car on sait que le nombre de caracteres irréductibles distincts
sur C est égal au nombre de classes de conjugaison. Or il y a 2”2 + 3 classes
de conjugaison :
e Clg(1) = {1};

ClG($2n 2 7{ on— 2},

— 1423 =9"2_1,

[ ]
o Clg(at) = {2*,x 2} pour tout 1 < i <2721, { pair;
o G( ) = {a', z2" 1}, pour tout —2" 341 < i < 2773 — 1, impair;

Clg(y) = {z¥y[j € {0,...2"72 = 1} };

o Clg(zy) = {z¥ Ty |j e {0,...2772 - 1}}.
Ainsi on voit que I'on a trouvé tous les caracteres irréductibles. Voici la table
de caracteres de SDan :

1 xzn*‘é’ 22k p2k+1 y | 2y
I<k<om 31| -—2vd<k<omd 1

|1 1 1 1 1|1

vo 1] 1 1 1 ~1]-1

v [1] 1 1 ~1 1| -1

Va1 1 1 ~1 ~1|1

i | 2| (=1)72 wik 4 =k wik — =ik 010

1<j<2"2 -1, w est une racine 2"~ -i¢tme primitive de 1'unité.
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Rappels sur les KG-modules

Remarque B.56 L’exemple précédent se base sur la partie § 47. Applica-
tions : Representations of Metacyclic Groups du livre Representation theory
of finite groups and associative algebras de Charles W. Crutis et Irving Rei-
ner, [CR66], pages 333-340.

Exemple B.57: Le groupe Qg ([JLO6], exercice 17.1, page 177, cor-
rigé page 416)
Voici la table de caractere de Qg = (x,y } rt=19y2 =22 yry=a71) :

2

1|z T Yy | Ty
Y| 1] 1 1 1 1
Po | 1] 1 1 —1] -1
P3| 1] 1 -1 -1]1
Py | 1] 1 -1 1 | -1
Y5 |2 -2 |w+w™t| 0] 0

w est une racine 2"~ !-iéme primitive de I'unité.
On peut remarquer que Dg et (g ont la méme table de caracteres sur C
bien que ce soit des groupes non-isomorphes.

Exemple B.58: Le groupe Qon, n >3
On voit trouver les caracteres du groupe
n—1 n—2 _
Qo = (z,y|2?" =1,9*=2"" yay=2"").
On a que [Qan, Qan] = (12) et Qan /[Q2n, Qan] = Cy x Cy. Ainsi, par inflation,
on obtient les quatre caracteres linéaires de Qon. Il reste a trouver les ca-

racteres non-linéaires. On définit, pour i = 1,...,2" 2 —1 ’homomorphisme
pi * Qan — GLoC par

pi@):(“g wo_i), pi(y)=<_01 (1)>

ol w est une racine 2" l-ieme primitive de l'unité. Alors pour tout
i=1,...,2"2 — 1, p; est une représentation irréductible car Im p; est non
abélien. De plus, ce sont des représentations distinctes (car si i # j, alors
pi(z) et pj(z) n'ont pas les mémes valeurs propres). Cela donne 272 — 1
caracteres distincts non-linéaires. Il reste a voir qu’il n’y en a pas d’autres.
Pour cela, on va calculer les classes de conjugaison car on sait que le nombre
de caracteres irréductibles distincts sur C est égal au nombre de classes de
conjugaison. Or il y a 272 + 3 classes de conjugaison :

o Clo(1) = {1};

o Clg(x*") = {2},

o Clg(x?) = {2, 27}, pour tout s = 1,...,2""2 — 1;
e Clg(y) = {=¥y|je{0,...2"2 — 1} };
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B.3 Quelques tables de caracteres sur C

o Clg(zy) = {z¥ Ty |je{0,...272 - 1}}.

Ainsi on voit que I'on a trouvé tous les caracteres irréductibles. Voici la table
de caractere de Qon :

1] 22777 xk y | xy
1<k<2v2-1

m |1 1 1 1|1

m |1 1 1 —1] -1

n3 | 1 1 (—1)F —1| 1

ny |1 1 (—1)* 1|-1

Vi | 2] (12| Wik 4wk 010

1<j <272 1, w est une racine 2" !-iéme primitive de I'unité.
On peut remarquer que Don et QQon ont la méme table de caractere sur C
bien que ce soit des groupes non-isomorphes.

Remarque B.59 L’exemple précédent se base sur la partie § 47. Applica-
tions : Representations of Metacyclic Groups du livre Representation theory
of finite groups and associative algebras de Charles W. Crutis et Irving Rei-
ner, [CR66], pages 333-340.
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Annexe C

Rappels sur les formes
bilinéaires

Définition C.1 Soit K un corps et V un K-espace vectoriel de dimension
finie. Alors une forme bilinéaire surV est une application 3 : VxV — K
qui satisfait aux propriétés suivantes :

i) Pour tout u,v,w € V, pour tout \,u € K, on a

B(Au + pv,w) = AB(u,w) + pB(v, w).
i1) Pour tout u,v,w € V, pour tout \,u € K, on a

B, Mo+ pw) = AB(u,v) + B, w).

Définition C.2 Soit K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension
finie et B une forme bilinéaire sur V. Alors 3 est une forme bilinéaire non-
dégénérée si f(u,v) =0 pour tout u € V implique que v = 0.

Définition C.3 Soit K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension
finie et B une forme bilinéaire sur V.

i) La forme bilinéaire 3 est dite symétrique si B3(u,v) = B(v,u), pour
tout u,v € V
i1) La forme bilinéaire B est dite antisymétrique si B3(u,v) = —p(v,u),
pour tout u,v € V.
i11) La forme bilinéaire B est dite symplectique si 3(v,v) = 0, pour tout
veV.

Définition C.4 Soit K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension
finie, B une forme bilinéaire sur V et X un sous-ensemble de V. Alors le
complément orthogonal de X est

Xt={ue V‘ﬁ(u,v) =0 pour tout v € X }.
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Rappels sur les formes bilinéaires

Proposition C.5 ([Tay92], page 52) Soit K un corps, V un K-espace
vectoriel de dimension finie, 8 une forme bilinéaire sur V et X, Y des sous-
espaces vectoriels de V. Alors on a

dimgX +dimg X+ = dimgV
et si X CY, alors Y+ c X+

Définition C.6 Soit K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension
finie et B une forme biliénaire sur V.

i) Un vecteur non-nul v € V est isotrope si f(v,v) = 0.
it) Un sous-espace W de V est totalement isotrope si W C wt.

i11) Une paire de vecteur (u,v) de V tels que u et v sont isotropes et
B(u,v) =1 est appelé une paire hyperbolique.
iv) Un sous-espace W est non-dégénéré si W N W+ = {0}.
v) SiV=U&W et que B(u,w) =0 pour tout u € U et pour tout w € W,

alors on écrit V.= U L W et on dit que V est la somme directe
orthogonale de U et W.

Proposition C.7 Soit K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension
finie, B une forme biliénaire symétrique, antisymétrique ou symplectique sur
V et W un sous-espace non-dégénéré. Alors

V=w 1w
Preuve: On a que, par la proposition C.5,

dimg W + Wt = dimg W + dimg W+ — dimg (W N W) = dimg V.

= dimg V ;0

Ainsi W+ W+ =V et WN W+ = {0}, donc V = W @ W+. Mais, par
définition de W+, on a B(u,w) = 0, pour tout u € W et pour tout w € W+,
donc V=W _1WH. O

Définition C.8 Soit K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension
finie et B une forme bilinéaire. Alors Uindice de Witt de la forme 3 est
égal a la dimension d’un sous-espace totalement isotrope maximal de V.

Remarque C.9 On peut montrer que si W et W’ sont deux sous-espaces
vectoriels totalement isotropes maximaux de V, alors leur dimension sont
égales. Ainsi la définition précédent a bien un sens.

Proposition C.10 ([Tay92], page 69) Soit K un corps, V un K-espace
vectoriel de dimension finie et 3 une forme bilinéaire symplectique et non-
dégénérée. Alors il existe une base e1, fi,€2, fo, ... ,em, fm de V tel que
Bleiej) = B(fi, fj) = 0 et B(es, fj) = 6ij pour tout 1 < 4,5 < m. En
particulier, la dimension de V' est pair et l'indice de Witt est égal a m.
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Définition C.11 Soit K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension
finie et B une forme bilinéaire symplectique et non-dégénérée. Alors une base

617f17627f27"‘; emafm de V tel que ﬁ(eiaej) - /B(f’ufj) =0cet /B(ezvf]) =
dij pour tout 1 < 1,5 < m s’appelle une base symplectique de V.

Définition C.12 Soit K un corps et V un K -espace vectoriel de dimension
finie. Une forme quadratique sur V est une application Q : V — K qui
satisfait aur deur propriétés suivantes :

i) Q(av) = aQ(v) pour tout a € K et pour tout v € V,
it) L’application §:V xV — K définie par

B, w) = Qv +w) - Q(v) = Q(w)

pour tout v,w € V est une forme bilinéaire.

On appelle B la forme polaire associée a Q).

Théoréme C.13: ([Die63], page 34)

Soit K =Ty, ot g = 2° et V un K-espace vectoriel de dimension finie. St
Q :V — K est une forme quadratique non-dégénérée sur K, alors il existe
une base {b1,ba,..., by} de V tel que :

e Sin=2m-+ 1 pour un certain m € N,
Q < > &'bi) = &lmri+ 6o
i=1 i=1
o Sin = 2m pour un certain m € N,
n m—1
Q(D6ibi) = 3 & + (66, + Embiam + 663,.),
i=1 i=1

0w 6 =0 oud est tel que 6 X%+ X + 0 est un polynéme irréductible sur
K.
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