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Résumé

Ce mémoire, qui présente une nouvelle approche a la K-théorie algébrique, se décompose
en deux parties. La premiere est consacrée a la catégorie des petites catégories simpli-
ciales. Tout d’abord, on construit une nouvelle structure modele sur sCat = [A%, Cat],
qu’on appellera la structure diagonale, en référence a la structure diagonale de Moer-
dijk sur les ensembles bisimpliciaux sSet®. Puis on montre que la nouvelle structure
est propre et cellulaire. On remarquera que cette nouvelle structure modele n’est pas
tensorisée et cotensorisée sur la catégorie des ensembles simpliciaux sSet de maniere
compatible avec la structure modele. Pour y remédier, on utilise une autre structure
modele sur sSet® définie dans l'article de Cegarra et Remedios [3] qui est équivalente
a celle de Moerdijk. Puis on construit une deuxieme nouvelle structure modeéle sur
[A°P  Cat]|, pour obtenir une catégorie modele a génération cofibrante, propre a gauche,
cellulaire et (co)tensorisée sur sSet de maniére compatible avec la structure modele.
En se basant sur les travaux de [13], on construit la catégorie stable des spectres (non
symétriques) Sp'(sCat,, X). L'existence assurée des Q-spectres nous permet de définir
la notion de catégorie "faiblement de Waldhausen”. Le calcul de I’enrichissement sim-
plicial map de la catégorie modele Sp' (sCat,, X) méne a notre nouvelle définition de
la K-théorie algébrique des catégories faiblement de Waldhausen.

La deuxieme partie de ce mémoire est une tentative de généraliser les résultats
précédents aux catégories enrichies. D’abord on commence par rappeler la théorie des
oo-catégories et des oco-groupoides, en s’appuyant sur les travaux de Joyal [14] et Lurie
[18]. Puis on introduit des comparaisons des oo-catégories avec la catégorie des en-
sembles simpliciaux munie de la structure modele habituelle. Notre premier résultat est
la construction d'une structure modele sur Top—Cat, la catégorie des petites catégories
enrichies sur la catégorie des espaces topologiques Top, en se basant sur les travaux de
Bergner [1]. La catégorie Top — Cat est Quillen équivalente a sSet — Cat. Notons que
tous les objets dans Top — Cat sont fibrants; cette remarque jouera un role important
dans cette théorie.



il

Notre deuxieme résultat consiste en la construction d’une nouvelle structure modele
sur la catégorie des petites catégories simpliciales enrichies sur Top, qu’on notera
Top — sCat = [A%, Top — Cat|. On montre que cette structure est propre et cel-
lulaire. Le fait que Top —sCat n’est pas (co)tensorisée par sSet, nous pose un obstacle
pour définir une catégorie des spectres Sp" (Top — sCat,, 2).

Mots clés : catégorie enrichie, catégorie modele, catégorie modele stable, Top —
Cat, Top — sCat, K-théorie algébrique.



Abstract

This thesis, which presents a new approach to the algebraic K-theory, is divided
into two parts. The first one is devoted to the category of small simplicial categories.
First, we construct a new model structure on sCat = [A%, Cat| which is called the
diagonal model structure, in reference to the diagonal model structure of Moerdijk on
bisimplicial sets sSet®. Then we show that the new structure is proper and cellular.
Note that this new model structure is not tensored and cotensored over the category
of simplicial sets sSet in a manner consistent with the model structure. To remedy
this, we use another model structure on sSet” defined in the article of Cegarra and
Remedios [3], which is equivalent to the Moerdijk structure. So we build a second new
model structure on [A%, Cat|, which is cofibrantly generated, left proper, cellular and
(co)tensored on sSet in a compatible way.

Based on the work of [13], we construct the stable category of spectra (not symmetric)
Sp''(sCat,, X). It garantees the existence of Q-spectra, which allows us to define the
notion of "weak Waldhausen category”. The calculation of the simplicial enrichment
map of the model category Sp' (sCat,,¥), leads to our new definition of algebraic
K-theory of weak Waldhausen categories .

The second part of this thesis is an attempt to generalize the previous results for enriched
categories. First we begin by recalling the theory of co-categories and oco-groupoids, ba-
sed on the work of Joyal [14] and Lurie [18]. Then we make comparisons of co-categories
with the category of simplicial sets equipped with the usual model structure. Our first
result is the construction of a model structure on Top — Cat , the category of small
categories enriched over the category of topological spaces Top, based on the work of
Bergner [1] . The category Top — Cat is Quillen equivalent to sSet — Cat. Note that
all objects in Top — Cat are fibrant; this remark will play an important role in this
theory.

Our second result is the construction of a new model structure on the category of small
simplicial categories enriched over Top, denoted by Top — sCat = [A%, Top — Cat].
We show that this structure is proper and cellular. The fact that Top — sCat is not
(co)tensored over sSet poses a barrier to defining the category of spectra Sp" (Top —
sCat,, ).



Keywords : enriched category, model category, stable model category, Top — Cat,
Top — sCat, Algebraic K-theory.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 De quoi parle-t-on?

Comme le titre de ce mémoire I'indique, il s’agit ici de la K-théorie algébrique. Cette
théorie se retrouve dans beaucoup de domaines mathématiques, tels que la théorie des
anneaux et des groupes, la théorie des schémas et la théorie de ’homotopie (stable). Il
est peut-étre plus aisé de parler d’une théorie (cohomologique) antérieure a la K-théorie
algébrique, la K-théorie topologique.

La K-théorie topologique est une théorie cohomologique sur les espaces topologiques.

Elle est représentable par un Q-spectre qu’on note généralement par KU = {KU?, KU', .. }.

Ainsi, les groupes K;(X) d'un CW-complexe X sont définis comme les groupes d’homo-
topie m;map,, (X, KU’) = momapr,, (X, KU'), ol mapy,, désigne le mapping space
de la catégorie Top. Plus généralement le théoreme de représentabilité de Brown montre
que toute théorie cohomologique (vérifiant certaines conditions) sur les CW-complexes
est représentable par un (2-spectre.

Le groupe K, d'un espace topologique a une interprétation géométrique en terme de
fibrés vectoriels, tout comme la K, algébrique d’un schéma a une interprétation en
terme de fibrés vectoriels. Le théoreme de Swan formalise cette analogie. Au dela de
cette analogie, nous nous sommes posés la question de la représentabilité de la K-théorie
algébrique.

Une premiére tentative (naive) est de poser le probléme ainsi : Soit C la catégorie des an-
neaux commutatifs simpliciaux. On considere la catégorie modele des préfaisceaux sim-
pliciaux [C?, sSet|. La K-théorie algébrique de Waldhausen est un foncteur K : C? —
sSet. On se demande s’il existe un objet C' € C tel que K(A) ~ map g gget)(A; C),
avec A = Hom{cor sget)(—, A), et C = Homjcor sget)(—, C) (plongement de Yoneda
C — [C,sSet| version enrichie). La réponse est non, puisque K ne commute pas aux
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colimites (homotopiques).

La construction S, de Waldhausen [23] nous a inspiré une deuxieme tentative de
résoudre le probleme de la représentabilité. A partir de chaque catégorie de Wald-
hausen A (on se restreint au cas ou les équivalences faibles sont les isomorphismes),
Waldhausen construit le 2-spectre

K(A) = {QdiagN,isoS, A, diagN,isoS, A, diagN.isoS,(2)A .

ou N, est le foncteur nerf, diag le foncteur qui associe a un ensemble bisimplicial sa
diagonale, et () est le foncteur lacet. L’analogie en topologie est qu’a partir d'un monoide
(topologique) abélien GG, on peut construire un 2-spectre en utilisant le foncteur Bar,
B:

{QB(G),B(G),BB(G), .. .}.

Remarquons que la définition de Waldhausen de la K-algébrique produit un €2 spectre
au sens classique, mais on n’arrive pas a la voir comme la "réalisation” d’un spectre au
niveau des catégories, c’est a dire comme un ”spectre de catégories simpliciales”

{QS,A,S.A,SPA ..}

tel qu'une fois le foncteur map(S°, —) appliqué on retrouve un spectre ”équivalent” au
spectre K(A).

Une approche possible au probleme de la réalisabilité est de voir les catégories de Wald-
hausen comme jouant un role similaire a celles des monoides topologiques (abéliens)
dans Top. Cette analogie est bien naive. Le but de ce mémoire est d’en donner une
consistance a cette comparaison. Notre approche est d’en donner une interprétation

homotopique. En effet, la définition d’une catégorie de Waldhausen est une définition

7 Y

a la main ” et non homotopique. Nous introduisons une notion de "catégorie Wald-
hausen faible”, qui est vue comme le O-ieme espace des ()-spectre dans une certaine
catégorie stable. Il n’est certainement pas vrai qu’une catégorie de Waldhausen est
une catégorie de Waldhausen faible, ou du moins on n’a pas de tels résultats. Cela ne
constitue pas vraiment un obstacle, car la K théorie algébrique est aussi définie pour les
petites catégories monoidales strictes (pérmutatives), comme c’est suggéré dans l'article
[9]. L’interprétation qui nous semble la plus correcte, est de voir les catégories de Wald-
hausen faibles comme une nouvelle classe de catégories pour lesquelles il est possible de

définir la K-théorie algébrique.

1.2 Le contenu de la theése

Le mémoire se décompose en deux parties. La premiere est consacré au cas des
catégories non enrichies. Le chapitre 2 est une bréeve introduction a la théorie des
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catégories enrichies sur une catégorie V monoidale symétrique et fermée. On rappelle
aussi la notion de catégories simpliciales, qui est un cas particulier des catégories en-
richies, ou V = sSet. Puis on termine en introduisant la notion de catégories modeles
simpliciales en explicitant la compatibilité de I’enrichissement avec la notion de catégorie
modele.

Le chapitre 3 est le coeur de la premiere partie. On construit une nouvelle structure
modele sur la catégorie [A%, Cat] et montre le premier résultat.

Theorem 1.2.1. [3.2./] La catégorie [A°?, Cat] admet une structure modéle a génération
cofibrante, telle que Ay — C, est une équivalence (resp. fibration) si et seulement si

diagN,isoA, — diagN,isoC,.
est une équivalence (resp. fibration) dans sSet.

Le deuxiéme résultat résume les propriétés clés de la catégorie modele [A%, Cat)|
qui se résume ainsi :

Theorem 1.2.2. [5.2.5,5.3.12] La structure modéle sur [A°?, Cat] du théoréme 1.2.1
est propre et cellulaire.

Puis on utilise les travaux de [3] pour définir une deuxiéme structure modele sur
la catégorie [A?, Cat], équivalente a celle définie dans le théoreme 1.2.1, et qui induit
une structure modele sur la catégorie pointée [A°?, Cat],. Cette deuxiéme structure
modele sur [A%, Cat| est tensorisée et cotensorisée sur sSet de maniére compatible, en
particulier les foncteurs de suspension X et de lacet 2 sont des adjonctions de Quillen.

Theorem 1.2.3. [3.3.18,3./.5] La catégorie [A°, Cat|, admet une structure modéle a
génération cofibrante, telle que Ay — C, est une équivalence (fibration) si et seulement
St

WN,isoA, — WN,isoC,

est une équivalence (fibration) dans sSet. Cette structure modéle est tensorisée et co-
tensorisée sur sSet, telle que le foncteur

Xi A —: [A% Cat], — [A%, Cat].
est un foncteur de Quillen, pour tout X, € sSet,.

Le théoréme 1.2.3 nous permet de définir une catégorie stable des spectres Sp ([A%, Cat],)
en se basant sur l'article [13].
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Theorem 1.2.4 (3.5.4). La catégorie Sp" ([A%, Cat],) est une catégorie modéle stable
et
mapspw(momCat]*)(E"oSo, C.) ~ diagN,isoCY

ot C, est un spectre stablement fibrant et CY est le 0-iéme niveau de C,

On finit le premier chapitre en donnant une définition de la K-théorie algébrique
d’une catégorie pointée faiblement de Waldhausen.

Définition 1.2.5. Un objet C, € [A, Cat|. est une catégorie faiblement de Waldhau-
sen si C, est le 0-iéme objet d’un spectre stablement fibrant dans Sp" ([A%, Cat],).

La deuxiéme partie commence par un rappel de la notion de quasi-catégories (oo-
catégories). On rappelle aussi leurs liens avec les catégories enrichies sur sSet. Puis
on montre un résultat qui compare la notion de quasi-groupoide (oco-groupoide) et la
notion de groupoide enrichie sur sSet.

Nous continuons avec ’étude des catégories enrichies sur Top, qui forment la catégorie
Top — Cat. Notre premier résultat se résume dans le théoreme suivant.

Theorem 1.2.6. [4.5.2] 1l eziste une structure modéle sur Top — Cat d génération
cofibrante et propre a droite, qui est Quillen équivalente a structure de catégorie modele
sur sSet — Cat définie dans [1].

Notre deuxieme résultat de la deuxieme partie est un analogue au théoreme 1.2.1 :
nous construisons une nouvelle structure modele sur la catégorie [A?, Top — Cat].

Theorem 1.2.7. [}.5.2] La catégorie [A°, Top — Cat| admet une structure modéle a
génération cofibrante, telle que Ay — B, est une équivalence (fibration) si et seulement
St

diag k'N,singA, — diag k'N,singB,
est une équivalence (fibration) dans sSet.

— Le foncteur N, est le nerf cohérent, c’est la version enrichie du nerf N, .

| A . sy 2 . . ..
— Le foncteur k' : sSet — sSet peut étre interprété comme la version simplicial du
foncteur qui associe a une catégorie son groupoide sous-jacent.

On finit le chapitre 5 en donnant quelques propriétés essentielles de la catégorie
modele [A% Top — Cat]. Les résultats se résument dans le théoreme suivant.

Theorem 1.2.8. [5.2.5,5.2.14] La catégorie modéle [A°?, Top — Cat] est propre a
gauche et cellulaire.
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Malheureusement, on constate que ’on ne peut pas trouver un analogue au théoreme
1.2.3 pour la catégorie [A?, Top — Cat]. L’objectif du dernier chapitre est de remédier
a ce probleme (de maniére informelle, mais qu’on pense tout a fait réalisable). Ainsi
on décrit a quoi doit "ressembler” la catégorie de spectres sur [A°?, Top — Cat|,.. Cela
nous permet de suggérer une définition de la K-théorie algébrique pour les catégories
enrichies en se basant sur les travaux de [13], [20] et le théoreme 1.2.8.

L’annexe A contient quelques remarques sur les ensembles bisimplicaux, et un calcul
de mapping space de la catégorie modele Cat par les méthodes décrites dans [5].
[’annexe B est entierement consacré a la preuve complete du théoreme 1.2.6.



Premiere partie

K-Théorie Algébrique de Catégories
Simpliciales



Chapitre 2

Rappels

2.1 Rappels de la théorie des catégories enrichies

On fera quelques rappels de la théorie des catégories enrichies sur une catégorie
monoidale avec unité I. Les détails se trouvent dans [16]. La catégorie de base sur laquelle
on enrichit est notée V. En général c’est une catégorie monoidale fermée symétrique
avec unité. Les exemples importants pour nous sont les catégories Sp™ et sSet (ou les
versions pointées).

La définition de V-catégorie et de V-foncteur s’exprime par les diagrammes com-
mutatifs que voici :

Définition 2.1.1. Une V—catégorie D est la donnée d’une classe d’objets Ob(D), et
pour chaque paire d’objets a,b d’un objet Homp(a,b) de V, une loi de composition
Map,e - Homp (b, ¢) @ Homp(a,b) — Homp(a, ¢), et enfin un element identité e, : I —
Homp (a,a), tels que les trois diagrammes suivants soient commutatifs :

1®ma,b,c

Homp(c,d) ® Homp (b, ¢) ® Homp(a, b) Homp(c,d) ® Homp(a, c)
lmb,c,d(@l O lma,b,d

Homp (b, d) ® Homp(a, b) Hocd Homp(a, d)

[ ® Homp(a, b) ol Homp (b,b) ® Homp(a, b)

\ %
a,b)

HOIIID(
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ou | est la la multiplication a gauche par unité 1.

1®eq

Homp(a,b) ®1 Homp(a,b) ® Homp(a, a)

T
Ma,a,b

Homp(a, b)
de méme r est la multiplication a droite par 'unité.

Définition 2.1.2. Un V—foncteur T entre deux V —catégories T': C — D consiste en
une fonction de classe T : Ob(C) — Ob(D) telle que pour chaque paire d’objets a,b
dans C on a un morphisme dans T, : Homc(a,b) — Homp(T'a, Tb) dans V qui fait
commuter les deux diagrammes suivants :

Ma . b,c

Homc (b, ¢) ® Homp(a, b)

Homc(a, c)
lTb,c®Ta,b O lTa,c

Homp (Th, Tc) ® Homp (Ta, TH) =% Homp (Ta, T¢)

Homc(a, a)

S~

Homp(Ta,Ta)

Notation 2.1.3. Soient C une catégorie enrichie sur une catégorie V, et a,b deux
objets de C. Dans le cas particulier ou V = sSet ou Top, on identifie Homc(a,b)
avec Map(a,b).

S1 C est une catégorie modéle, a un objet cofibrant, et b un objet fibrant, l’enrichissement
simplicial défini dans [7] sera noté par map(a,b) € sSet.

L’ensemble des morphismes entre a et b dans une catégorie C enrichie sur V est
noté home(a,b), et 'objet des morphismes enrichis par Home(a, b). La catégorie des
petites catégories enrichies sur V est noté V — Cat.

Le passage de V — Cat a Cat est donné par le foncteur (et méme un 2-foncteur)
qu’on note (=)o : V — Cat — Cat, qui n’est rien d’autre que le foncteur représentable
homy_ca¢(I,—), ot I est vu ici comme une catégorie avec un seul objet 0 tel que
Hom;(0,0) = I. Ainsi, hom¢(a, b) = hom(I, Homg(a,b)).

La catégorie V — Cat est elle méme une catégorie monoidal symétrique fermée avec
unité I (cf [16], section 2.3). La catégorie des foncteurs enrichis (Hom-interne) entre deux
V-catégories C, D est noté [C, D]. Le produit monoidale C®D est défini par : Ob(C®
D) = Ob(C) x Ob(D) et Homcgp((c,d), (¢, d)) = Home(c, ¢ ) ® Homp(d, d ).
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2.1.1 Modules sur une Catégorie Monoidale Fermée

Dans ce paragraphe on définit la notion de module sur une catégorie monoidale

fermée. Bien sir, une catégorie monoidale fermée sera un module sur elle méme. Si
on analyse la situation de pres, une catégorie monoidale fermée C est la donnée d’un
foncteur F': C x C — C qui vérifie la condition d’associativité a isomorphisme naturel
pres, c’est a dire, on a une transformation naturelle v : F'o (id x F') — F o (F X id)
telle que v, est un isomorphisme pour tout a,b,c € ObC. de Plus F' doit vérifier la
condition de I'unité a isomorphisme naturel pres.
La catégorie monoidale est dite fermée si de plus le foncteur F(a,—) (resp. F'(—,a))
admet un adjoint a droite qu’on notera Homg ,(a, —) (resp. Homc (a, —)) pour tout
a € ObC, Si de plus la catégorie C est monoidale symétrique avec unité I, alors il n’est
pas difficile de voir que home(a,b) = homc(I, Homeg(a, b)).

Définition 2.1.4. Soit (V,®) une catégorie monoidale symétrique fermée avec unité.
Une V—catégorie C est un module sur V si on a un foncteur — @ — : CxV — C
vérifiant la relation d’associativité naturelle c @ (V 0 V') =2 (c®@ V) ®@ V' pour tout
V.V € Vetce C, et tel que le foncteur ¢ @ — a un adjoint & droite Homg(c, —)
pour tout ¢ € C et le foncteur Homeg(—, a) a un adjoint a gauche noté a'=) pour tout
ac C.

Dans le cas ou V = sSet et C une catégorie module sur V, on appellera C une
catégorie simpliciale. C’est bien plus que d’étre simplement enrichie sur V. Une
des nombreuses conséquences est que l’enrichissement est donné explicitement par la
formule (& isomorphisme pres) Home(a, b),, = hom(a ® A", b) (cf [10] 11.2).

2.1.2 Catégorie de foncteurs

Dans ce paragraphe on présente quelques constructions générales pour les catégories
de V—foncteurs entre deux V—catégories. Il est parfois commode de les voir comme
des catégories de modules sur des anneaux généralisés. L’exemple standard est la
catégorie des foncteurs enrichis sur la catégorie des groupes abéliens Ab, [A, Ab| ou,
A la catégorie avec un seul objet et comme ensemble de morphismes 'anneau A. C’est
tout simplement la catégorie A — Mod. Cette catégorie est monoidale fermée, c’est un
phénomene général des lors que la catégorie d’arrivée est monoidale fermée, i.e, si 'V est
une catégorie monoidale fermée et C une (petite) catégorie enrichie sur V la catégorie
des foncteurs V—enrichis (modules) , [C, V]| est monoidale fermée. La catégorie [C, V]
récupere toute les bonne propriété de V, par exemple, la complétude et la cocomplétude,
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une structure modele (projective, injective)...

Lemme 2.1.5. Soit V une catégorie monoidale symétrique fermée avec unité 1 (compléte
et cocompéte), et soit C une catégorie enrichie sur V. Alors la catégorie [C, V] est
monoidale férmée enrichie sur V.

Démonstration. La structure monoidale est donnée point par point. Soient F,T €
[C, V]. Pour tout ¢ € Ob(C) on pose (F ® T)(c) = F(c) ® T(c). L'enrichissement
Homc v|(F,T) est donné par I'égalisateur du diagramme suivant :

[Teecc Homy (Fe, Tc)) % [1opec Homy(Homc(a, b), Homy (Fa,Th)).

Pour une description précise des fleche f et ¢ voir [16].

Dorénavant 1'égalisateur précédent, qui est un End sera noté [, Homy (F¢,T'c). De
maniére duale (en utilisant x) le coégalisateur est un Coend et sera noté [“C Fe® Te.

Les morphismes de la catégorie [C, V] sont obtenus en appliquant le 2-foncteur ()o,
c’est a dire, homc v|(F,T) = homy (I, Homc v|(F,T)), d’'on

homc v|(F,T) = /ec homy (Fe, Tc).

On définit le Hom interne par la formule suivante :

HOM[C,V](F, T) (C) = Hom[c,v](F & Homc(c, —), T)

Puis on montre que HOM est bien le Hom interne cherché. Notons que cette
construction peut étre utilisée dans beaucoup de situations, et nous fournir des catégories
monoidales symétriques fermées. Les isomorphismes naturels qui suivent sont une conséquence
d’adjonction dans V et la commutation avec les limites (End) et les colimites (Coend).
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/ homy (Ge, HOMc.v)(F. T)(c))

/ hom-~, (

/ < Homy (Fd ® Homg(c, d), Td))
deC

/.

Ge, Homc vi(F ® Homg(c, —), T))

hom[c7v} (G, HOM[CA/'} (F, T)) =
B C

/ homy (Ge¢, Homy (Fd ® Homg(c,d), Td))
deC
/ / homy (Gc ® Home(c,d), Homy (Fd, Td))
ceC Jaec
ceC

homy, </ Gc ® Home(c, d), Homy (Fd, Td))
homy (Gd, Homvy (Fd,Td))  cf [16] 3.71

(
homy ((G® F)d,Td))
= hom[c,v] (G ® F T) .

= e
= e
_ /d homy (Gd ® Fd,Td))
= e

Comme conséquence immédiate de ce lemme, on a le corollaire suivant, qui sera
notre exemple de base.

Corollaire 2.1.6. Soit C une petite catégorie. La catégorie de foncteur [C, Cat]
est une catégorie monoidale symétrique fermée. En particulier la catégorie sCat =
[A% Cat] est une catégorie monoidale symétrique fermée.

Tout d’abord la catégorie Cat est monoidale symétrique fermée complete et co-
complete. L’enrichissement de C est 1’enrichissement trivial, i.e., la Homg(a, b) est la
catégorie dont les objets sont les éléments de home(a, b) et 'ensemble des morphismes
entre de tels éléments f, g € home(a,b) est Uidentité pour f = g et ) sinon.

2.2 Catégories enrichies sur sSet

Dans ce paragraphe on décortique en détail la structure de sSet-module sur une
catégorie C.
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Définition 2.2.1. Une catégorie C est un module sur sSet i.e., il existe un bifoncteur :
Mapg: C? x C — sSet

vérifiant les propriétés suivantes :
1. Mapg(A, B)g = homc(A, B) pour tout objets A, B dans C.
2. Le foncteur Mapg(A, —) : C — sSet a un adjoint a gauche :

A®—:sSet — C
qui est associative dans le sens ou il exist un isomorphisme
AR (K XxL)— (A K)® L,

naturel en A € C et K, L € sSet.
3. Pour tout K € sSet, le foncteur K ® — : C — C admet un adjoint a droite :

(—)f: Cc—C.
Lemme 2.2.2. Pout tout n € N, on a l’isomorphisme naturel :

Mapc (A, B), = homc(A® A", B)

Maintenant on peut parler de catégorie modele simpliciale.

Définition 2.2.3. Soit M une catégorie modéle qui a une structure de module sur sSet,
alors M est une catégorie simpliciale modéle si pour toute cofibration f: A — B dans
M et toute cofibration i : K — L dans sSet, on a que la fleche.

fRi:A®QL || BRK—-B®L
AQK

1. est une cofibration ;
2. si f est une cofibration triviale, alors f X i [’est aussi;

3. st i est une cofibration triviale, alors f X i [’est aussi.

Corollaire 2.2.4. Soit M une catégorie modéle simpliciale alors les foncteurs
—®L:M—M

et
B ® —:sSet — M

sont des fonteurs de Quillen a gauche pour tout L € sSet et tout objet cofibrant B € M
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Démonstration. 11 suffit de remplacer K = () puis A = () dans la définition 2.2.3. O

Ce qui est intéressant dans le cas des catégories modeles simpliciales, c’est que
I’enrichissement Map a le méme type d’homotopie que le map construit par Dweyer
et Kan dans [7].

Lemme 2.2.5. Soit M une catégorie modéle simpliciale, Soient A un objet cofibrant
M, B un objet fibrant, et K € sSet, alors

moMapgg (K, Mape(A, B)) = homp,c(A ® K, B).

Démonstration. Voir [10] Chapitre II, proposition 3.10. a

Définition 2.2.6. Soit M uen catégorie modéle avec une structure de sSet,-module.
Alors, on dit que M est une catégorie simpliciale modéle pointée si pour toute cofibration
f: A— B dans M et toute cofibration i : K — L dans sSet,, alors

fRi:AOL || BOK—-B®OL
AOK

1. est une cofibration ;
2. si f est une cofibration triviale, alors f X i [’est aussi;
3. st i est une cofibration triviale, alors f X i [’est aussi.
Lemme 2.2.7. Soit M une catégorie simpliciale modele, alors * | M = M, est une

catégorie simpliciale modéle pointée, ou x est l'objet terminale dans la catégorie M
qu’on suppose cofibrant.

Démonstration. Voir [12] proposition 4.2.19. O



Chapitre 3

Une Structure Modéle sur sCat

Dans ce chapitre on construira une nouvelle structure modele sur la catégorie sCat
des petites catégories simpliciales c’est a dire la catégorie des objets simpliciaux dans
Cat. L’idée est de trouver une "bonne” catégorie modele M monoidale fermée de
génération cofibrante et une adjonction avec sCat qui permettra le transfert de struc-
ture. Sous certaines conditions on décrira la procédure du transfert dans un cadre
général. Avec cette nouvelle structure sur sCat les map auront un lien direct avec la
K-théorie algébrique. Cela permettra de donner une nouvelle interprétation de la K-
théorie algébrique, non comme une théorie cohomologique sur la catégorie des anneaux
(ou catégories de Whaldhausen) mais plutot comme une machinerie qui fait corres-
pondre a chaque "bonne” catégorie un {2-spectre. Dans le cas classique des théories
cohomologiques sur les C'W-complexes, on sait associer a chaque groupe abélien G la
théorie cohomologique HG donnée par le spectre de Eilnberg-MacLane de G.

3.1 Adjonction et structure modele

Dans ce paragraphe on donnera quelques propriétés des catégories modeles a génération
cofibrante. Il nous est utile de savoir comment transférer une structure modele d’une
catégorie a une autre. Il est aussi important de pouvoir reconnaitre une catégorie modele
a génération cofinbrante. Le théoreme suivant répond a ce probleme.

Theorem 3.1.1. Soit D une catégorie compléte et cocompléte, avec W et Fib deux
classes de morphismes, tel que W est stable par rétracte et qui satisfait la propriété
“two out of three”. On définit les cofibration comme les morphismes ayant la propriété
de relevement d gauche par rapport au fibrations acyclique (Fib N\ W). Et supposons
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qu’il existe I et J , deux ensembles de morphismes qui satisfont :
1. Les deux ensembles I et J permettent [’argument des petits objets.
2. Un morphisme est une fibration si et seulement il la propriété de relevement a
droite par rapport a J.

3. Un morphisme est une fibration acyclique si et seulement il la propriété de relévement
a droite par rapport a I.

4. Un morphisme est une cofibration acyclique si et seulement si il est la propriété
de relevement a gauche par rapport au fibration.

Alors la catégorie D est une catégorie modéle de génération cofibrante, ou I est [’en-
semble de cofibration génératrice et J est 'ensemble de cofibration acyclique génératrice.

Démonstration. Voir [11] (11.3) O

Dans tout ce qui suit, M est une catégorie modele de génération cofibrante avec
I T'ensemble de cofibrations génératrice et J l’ensemble des cofibrations acycliques
génératrices.Soit C une catégorie complete et cocomplete. On considere donnée 1'ad-
jonction suivante :
G

—_—

M C

-
F

ou F est 'adjoint a droite de F'. Le lemme suivant nous donne les conditions suffisantes,
pour transférer la structure modele de M vers C via 1’adjonction
Lemme 3.1.2. [[25], proposition 3.4.1] Soient M et C comme ci dessus. On pose

1. W la classe des morphismes dans C tels que leur image par F' est une équivalence
faible dans M.

2. F la classe des morphismes dans C tels que leur image par F' est une fibration
dans M.

On suppose que les conditions suivantes vérifiées :

1. Les domaines de G(i) sont petits par rapport a G(I) pour tout i € 1 et les domaines
de G(j) sont petits par rapport a G(J) pour tout j € J.

2. Le foncteur F' commute avec les colimites filtrantes, c¢’est dire

Feolim(A — C) = colimF(A — C)

3. Toute composition transfinie d’équivalences faibles dans M est une équivalence.
4. Le pushout de G(j) le long de n’importe quel morphisme f dans C est dans W.

Alors C forme une catégorie modéle avec les équivalences faibles (fibrations) W (F),
de génération cofibrante avec comme cofibrations génératrices G(1) et cofibrations acy-
cliques génératrices G(J).
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3.2 Structure modele sur sCat

Dans ce paragraphe on applique directement le lemme précédent pour construire une
nouvelle catégorie modele sur sCat. On notera la catégorie des ensembles bisimpliciaux
par sSet?, c’est une catégorie monoidale fermée.

Définition 3.2.1. Le foncteur m : sSet — Cat associe a chaque ensemble simpliciale
K, le groupoide fondamental w(K) ot les objets sont les 0-simplezes Ky, et les isomor-
phismes générateurs t . diyx — dox pour tout 1-simplexes t dans Ky. Les générateurs
sont soumis a la relation dyl o dol = dil pour tout 2-simplexe | dans Ks.

Le foncteur m admet un adjoint a droite N4iso qui associe a chaque catégorie C le
nerf du goupoide sous-jacent.

Lemme 3.2.2. La catégorie sCat est un sSet®-module enrichi sur sSet® . La structure
de module :

sCat x sSet> —»sCat :D, K — D® K
sCat x sSet”> ? — sCat : D, K — D,

et
sCat” x sCat — sSet”: C,D +— Map(C,D).

est définie par les formules
D® K =D x 1 K,

D* = Homgcat (7K, D),

et enfin
Map(C,D) = N,isoHOM;cat(C, D).

0l To(Keo)n = m(Xey) et Noiso est aussi appliqué niveaux par niveau.
Lemme 3.2.3. Les foncteurs suivants sont adjoints :.

sSet? - sCat

Neiso

ot * est la catégorie simpliciale constante avec un objet et un morphisme (l'identité).

Démonstration. Tout d’abord supposons que K est 'ensemble bisimplicial A™* ([10],
chapitre 4). Observons que

homgcae (T A™F, C) = Nyiso C,, = hom g2 (A™", N,isoC).
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Pour un ensemble bisimplicial quelconque K, on ’écrit comme une colimites de ses A™*
bisimplexes, i.e.,
K = colimpns_, g A™F.

Puisque le foncteur 7, commutes avec les colimites (car les colimites dans sSet” se
calculent degré par degré) il s’en suit :

. 7]{
homycat(me K, C) = homggat(colimani_ gme A™, C)
= homgcag(colimani_ gmeA™, C)

= lim homgca(m, A™", C)
Ak S K

= lim hom_g2(A™" N,isoC)
Ank K

= homy_g,>(colimpni_ g A™ N,isoC)
= homgg2 (K, N,isoC).

La démonstration est un cas particulier du fait qu'une adjonction entre deux catégorie
C et D se prolonge naturellement a une adjonction entre [A%, C] et [A%, D]. O

Maintenant, on est prét a définir la structure modeéle diagonale sur sCat en
utilisant le lemme 3.1.2, et I'adjonction précédente.

Theorem 3.2.4. Supposons sSet® munie de la structure modéle de Moerdijk ([10],
chapitre 4, section 3). L’adjonction précédente

Todx

sSet _ sCat

diagNeiso
vérifie les hypothéses du lemme 3.1.2.
Un morphisme f : Co, — D, dans sCat est une équivalence faible (fibration) si
diagNeiso(f) est une équivalence fiable (fibration) dans sSet.
Les cofibrations génératrices (acycliques) dans sCat sont données par l'image des cofi-
brations génératrices (acycliques) dans sSet par le foncteur mod,.

La démonstration du théoreme se fera en plusieurs étapes.

Lemme 3.2.5. Soit

une adjonction, telle que F préserve les colimites dirigées. Si C € C est un petit objet
pour un certain ordinal 3, alors G(C') est petit dans D.
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Démonstration. Soit la colimite dirigée colim,<g7, dans D. On a les isomorphismes
suivants :

homp (G(C), colima3T,) = homc(C, Fcolim,5T,)
= homC(C, COlima<5 F(Ta))
colim,<ghomc(C, F(T,))
= colim,<ghomp(G(C),T,)

La deuxieme égalité vient du fait que ' commute avec les colimites dirigées. Le reste
des isomorphismes est le résultat des adjonctions et que C' est (-petit. O

Lemme 3.2.6. Dans la catégorie modéle de Moerdigk, les domaines et le codomaines
des cofibrations (acycliques) génératrices 1 (J) sont petits.

Démonstration. Les cofibrations (acycliques) génératrices dans sSet? sont les images
des cofibrations (acycliques) génératrices par le foncteur d, de la catégorie sSet .

dy

sSet _ sSet?
diag

Notons que le foncteur diagonal diag admet aussi un adjoint a droite noté d* et donc
diag commute avec les colimites. De plus tous les objets dans sSet sont petits pour un
certain ordinal. Soit A le (co)domaine d’une cofibration (acyclique) génératice de sSet,
alors d, A est petit dans sSet? par le lemme 3.2.5. O

Lemme 3.2.7. Le foncteur diagN.iso : sCat — sSet commute avec les colimites
dirigées.

Démonstration. En effet, soit la colimites dirigées colim,C* dans sCat, pour un certain
ordinal .

(diagN,iso (colim, C)‘)> = homygget (A", diagN,iso(colimyC?))

n

= homgca(7e d,(A™), colimyC*)
homgcag (e (Lian A™), colimy, C*)
homgcag (Lanm(A™), colimy C*)
homc,e (A", colim,C?))
colimyhomg, (TA", C)
colimyhomgcae (7, d, A", CY)

= colimyhomgge (A", diagN,isoC*)

= colim,\(diagN.isoC’\> .

n
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Tous les isomorphismes sont obtenus par adjonction. Le cinquiéme isomorphisme
est du au fait que 7A" est un petit objet dans Cat. O

Lemme 3.2.8. Les domaines et les codomaines des cofibrations (acycliques) génératrices
dans sCat sont petits.

Démonstration. C’est une conséquence des lemmes 3.2.5 et 3.2.7, et du fait que tous
les objets dans sSet sont petits pour un certain ordinal. O

Lemme 3.2.9. Si j est une cofibration acyclique génératrice dans sSet?, alors m4(j)
est une équivalence faible dans sCat.

Démonstration. Les cofibrations acycliques génératrices dans sSet? pour la structure
modele de Moerdijk sont données par :

d A" — d, A" = A™" i€ {0,1,...,n}.

Plus précisément (cf [10], Chapitre 4, section 3.3), le morphisme précédent s’écrit

L G L -

BeAn BeAn

comime :

Ou Cj est un sous complexe contractile connexe de A}. Considérons le diagramme
commutatif suivant :

Usear Cs — Ugenn *

d*jl Nlj
pr
l—lﬁEA" An —— I_lﬁeAn *

Les projections sont des équivalences simpliciales degré par degré et donc des équivalences
diagonales, de méme pour j qui est trivialement une équivalence diagonale, et donc d,j
est aussi une équivalence diagonale. Appliquons au diagramme précédent le foncteur
Ner :

UﬁeA? N.ﬂ'Cg L UBEA? *

N.n.d*jl Nlj

UﬁEA” N.ﬂ'An LN UBEA” *

Puisque C3 est un sous complexe connexe de A}, la projection canonique 7Cz — * est
une équivalence de catégories, et donc on a une équivalence de nerfs. Par conséquent
les fleches horizontales sont des équivalences degré par degré et donc des équivalences
diagonales. On conclut que Ny7wd,(j) est aussi une équivalence diagonale.

En résumé 7,(j) est une équivalence faible dans sCat. O
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Définition 3.2.10. Soit M une catégorie modéle. Un carré commutatif

A—C

L

B——=D

20

dans C est homotopiquement cocartésien si la fleche universelle B| ], C' — D est une

équivalence faible.

Lemme 3.2.11. Soit f : A — B une inclusion pleinement fidéle de groupoides, tel que
B est une petite catégorie avec la propriété que l'ensemble des morphismes entre deux

objets est soit vide soit un singleton (isomorphisme unique), Soit le pushout dans Cat

sutvant :

Alors

et

sont homotopiquement cocartésiens dans Cat et respectivement dans sSet.

A——=C
an
D.

B——

A = isoA —isoC

N

B = isoB ——=isoD

NoisoA = N,isoA —— N,isoC

lN.isof l

N,isoB = N,isoB —— N,isoD

Démonstration. Les hypothese sur le goupoide B implique qu’il peut étre décomposé
comme B; U Bs tel que f : A — B est une équivalence de catégorie. Et donc D =
(ClUa By) UBs. Le foncteur C — C La By est une équivalence de catégories, et méme

une inclusion de catégories. Si on applique le foncteur iso au pushout précédent, on a
bien que (isoC)Lia B; UBy — isoD est une équivalence. En effet, puisque C — ClLis By

est une équivalence de catégories,

isoC — iso(C Ua By)

est une équivalence de groupoides. De méme

isoC — Bj U, isoC

(3.1)
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est une équivalence, car A — By est une cofibration triviale dans Cat (munie de la
structure modele de Joyal). Cela implique que le morphisme ¢ du diagramme suivant :

A isoC

| |

B—>B2|_|B1 Ua ISOC

B, Lliso(B; Ua C) = isoD
est une équivalence.
Maintenant si on applique le foncteur N4iso au diagramme de départ, on a un dia-

gramme de pushout dans Cat :

N, A

l

- N.isoD

Observons que N¢B Lix, o NoisoC = (N¢Bj Uy, a NeisoC) LIN,By, et que N,A — N,B;
est une cofibration car f est injectif sur les objets et pleinement fidele par hypothese.
De plus c’est une équivalence faible, par définition de B;. Donc la fleche N,isoC —
N.B; U, a N,isoC est une équivalence faible, car sSet est une catégorie modele. D’un
autre coté N4isoC — N,iso(Ba L C) est une équivalence dans sSet par 3.1. On conclut
que le morphisme simplicial

t: NeB Un,a NeisoC — N,isoD

est une équivalence faible. O
Remarque 3.2.12. Considérons le diagramme commutatif dans Cat suivant :

A—C—(C

T

B—D—D'
ot les deux carrés commutatifs sont des pushout. Il est clair que le diagramme

A—C

.

B—D'
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est aussi un pushout.

Lemme 3.2.13. En ayant les mémes notations que la remarque précédente 3.2.12, et
sous les hypothéses du lemme 3.2.11, les morphismes naturels :

(N.B Lix, o NaisoC) Uy, isoc NaisoC' — N,isoD Ly, isoc NeisoC’

et
N,isoD U, isoC N.isoC/ — N.isoD/

sont des équivalences.

Démonstration. Par 3.2.11 le morphisme N¢BLIx, A NoisoC — N,isoD est une équivalence.
De plus N4isoC — N¢B Lix, A N,isoC et le morphisme N,isoC — NgisoD sont des cofi-
brations dans sSet. Puisque sSet est propre a gauche on conclut que

(N.B Lix, o NaisoC) Uy, isoc NaisoC' — N,isoD Ly, isoc NeisoC’
est une équivalence. Pour montrer I'autre équivalence il suffit de remarquer que
(N.B Lix,a N,isoC) L, isec NeisoC' ~ NB Ly, s N.isoC' — N,isoD’
est une équivalence par 3.2.11 et donc par la propriété "2 out of 3”
N,isoD U, isoC N.isoC/ — N.isoD/
est une équivalence. O

Lemme 3.2.14. Soit j : A — B une cofibration génératrice acyclique dans sCat. Alors
le pushout de j le long de n’importe quel morphisme A — C est une équivalence faible.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que toute cofibration acyclique génératrice
dans sCat vérifie degré par degré les hypotheses du lemme 3.2.11. Soit le pushout
suivant dans sCat :

A ——

|

B——

Q

-
<.

w

En appliquant le foncteur diagN,iso au pushout précédent, on obtient le diagramme
commutatif dans la catégorie sSet suivant :



Chapitre 3. Une Structure Modéle sur sCat 23

diagN,A

l diagNeiso(7)

diagN,isoC

diagN.isoD,

puisque les colimites dans sCat se calculent degré par degré. En appliquant lemme
3.2.11 degré par degré, on a que t est une équivalence degré par degré dans sSet?, et
donc diag(t) est une équivalence car t dans sSet. D’un autre coté, diagN,iso(7) est une
cofibration triviale dans d’ensemble simpliciaux, car Naiso(j) est un monomorphisme
degré par degré et c’est une équivalence diagonale par 3.2.9. Par conséquent s est une
équivalence faible. Par la propriété de 2 out of 3, on conclut que [ est une équivalence
faible.

Enfin, on peut montrer que sCat est une catégorie modele!

Théoréeme 3.2.4. Lelemme 3.1.2 permet de conclure que sCat est une catégorie modele
a génération cofibrante, car

1. Le point (1) est une conséquence de 3.2.8.
2. Le point (2) est une conséquence de 3.2.7.

3. Le point (3) est la conséquence que dans sSet une composition transfinie d’équivalences
faibles est encore une équivalence faible.

4. Le point (4) est une conséquence de 3.2.14.

3.3 Propriétés de la structure modele de sCat

Dans ce paragraphe on démontrera quelques propriétés de la structure modele dans
sCat, telles que la propreté a gauche, a droite, et la cellularité.
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3.3.1 Les cofibrations dans sCat

Dans ce paragraphe on décrira quelques propriétés sur les cofibrations dans sCat qui
nous permettrons de montrer que la la structure modele sur sCat est propre a gauche.
On garde la méme notation pour les cofibrations génératrices (i : o« — (). L’ensemble
simplicial OA™ est généré par (d;e, avec 0 < i < n et e, est le seul n—simplexes non
dégénéré de A™. L’ensemble bisimplicial d,0A™ est généré par (d;e,, d;e,). En suivant
le méme raisonnement que dans ([10], chapitre 4, 3.3), d.0A™ peut étre décrit comme

L e

ocEQA™

I’ensemble bisimplicial

I’ensemble simplicial C est généré par les faces d;e,, qui contiennent o. Remarquons
que le nombre des ces faces ayant cette propriété est strictement plus petit que n + 1,
cela implique que C7 — % est une équivalence faible. De plus 7(C?) est un groupoide
équivalent au groupoide trivial *, plus précisement entre deux objets de la catégorie
m(C7) il existe exactement un seul isomorphisme.

Ici, nous donnons la propriété fondamentale des cofibrations dans sCat

Lemme 3.3.1. Les cofibrarations dans sCat sont des inclusions de catégories. C’est a
dire que les cofibrations sont injectives sur les objets et les morphismes.

Démonstration. Soit ¢+ : A — B une cofibration génératrice dans sCat. Degré par
degré, les cofibrations génératrices dans sCat ont la propriété d’étre des inclusions
de catégories degré par degré, de plus B,, se décompose comme B! LI B2 tel que i, :
A, — B! est une cofibration triviale dans Cat. Mais tous les objets dans Cat sont
fibrants, cela implique qu’on a une rétraction. Par conséquent le pushout dei: A — B
le long de n’importe quel foncteur ' : A — B est une inclusion de catégorie degré
par degré, puisque les colimites dans sCat se calcule degré par degré. La composition
transfinie d’inclusions de catégories est encore une inclusion de catégorie, c’est a dire
que les I — Clell sont des inclusions de catégorie. De méme les rétractes des I — Clell
sont encore des inclusions de catégories. On conclut que les cofibrations dans sCat sont
des inclusions de catégories. O

Lemme 3.3.2. Soiti: a — [ une cofibration génératrice dans sCat, et soit le pushout
dans sCat suivant :
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Alors le foncteur Noiso envoie ce pushout vers un carré cocartésien homotopique dans
s . 2 . \ . .
la catégorie sSet” munie de la structure modéle projective.

Démonstration. Les pushout dans sCat se calculent degré par degré. La formes des
cofibrations génératrices dans sCat dégré par degré ont exactement la propriété exigée
dans 3.2.11. O

Corollaire 3.3.3. La version simpliciale du lemme 3.2.13 est aussi vrai si on remplace
f A — B par une cofibration génératrice i : o« — (3 dans sCat :

(Nuf3 Lx,a NaisoC) Ly, isoc NeisoC' — N,isoD Ly, isoc NaisoC'

et
N.isoD Uy, isoc NeisoC' — N,isoD’

sont des équivalences.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme précédent et de 3.2.13. O

3.3.2 Propreté de sCat

Dans ce paragraphe on montre que la catégorie sCat munie de la structure modele
du théoreéme 3.2.4 est propre a gauche.

Lemme 3.3.4. Soiti: A — B un élément de [—Cell dans sCat. Le foncteur diagN,iso
transforme le pushout dans sCat suivant :

A—=C

o

B—D

en un carré cocartésien homotopique dans sSet.

Démonstration. Tout d’abord A — B est une composition transfinie de cofibrations de
la forme

A=Cy— .. A, — A, .1 A — ...

On notera A, Lip C par C,. Par le corollaire 3.3.3

N,is0A; Un,isoa NeisS0C — N,isoCy
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est une équivalence faible, et de plus N,isoC; — N,isoC,.; est une inclusion d’en-
sembles bisimpliciaux. En sachant que N,iso commute avec les colimites filtrantes, et
que diagN,isoC, — diagN,isoC,,; est une cofibration dans sSet, on conclut que :

diag(N,isoB LN, isoa NeisoC) — diagN,isoD
est une équivalence faible dans sSet O

Corollaire 3.3.5. Soiti: A" — B’ une cofibration quelconque dans sCat. Le foncteur
diagN,iso transforme le pushout dans sCat suivant :

A'—C

]

B —D

en un carré cocartésien homotopique.

Démonstration. La cofibration i : A" — B’ est un rétracte d’une cofibrationi : A — B
dans I — cell. On note BlUy C = M, et B'U,, C = D. Il y a donc une rétraction
induite :

N.isoB’ Uy, is0a’ NeisoC — N,isoB Lix,is0a NaisoC — N,isoB' Ly a’ NeisoC

| ] lg

N,isoD N,isoM N,isoD

Par le lemme 3.3.4, on a que diag(t) est une équivalence, et donc diag(g) est aussi une
équivalence dans sSet.

Corollaire 3.3.6. La catégorie sCat est propre a gauche.

Démonstration. Soit A — B une cofibration et Soit f : A — C une équivalence faible
dans sCat. Il suffit de considérer le pushout suivant :

diagN,isoA diagN,isoC

o)

diagN,isoB . diag(NeisoB LN, isoa NeisoC

...diagN.isoD
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On a que 7 est une cofibration dans sSet puisque N,isoA — N,isoB est injective dans
sSet?. Puisque f est une équivalence et sSet est propre, cela implique que g est une
équivalence. Par le corollaire 3.3.5, ¢t est une équivalence faible, ce qui implique que h
est une équivalence faible. Donc sCat est propre a gauche. O

Lemme 3.3.7. La catégorie modéle sCat est propre a droite.

Démonstration. La propreté a droite est plus simple a montrer. Considérons le dia-
gramme de pullback dans sCat suivant :

Cx,D—>C

|

D—=—=A
J

Le but est de montrer que ¢ est une équivalence faible. En appliquant le foncteur
diag Neiso qui commute avec les limites, et donc (préserve les pullback) on obtient
un diagramme de pullback dans sSet, avec diagNeiso(f) une fibration par définition.
Puis que sSet est propre a droite, on conclut que diag N4iso(7) est aussi une équivalence
faible, et donc sCat est propre a droite. O

3.3.3 Cellularité de sCat

Le but de cette section est de mieux comprendre les cofibrations dans la nouvelle
structure de sCat, afin de traiter la propriété de la cellularité. On en aura besoin pour
les questions de stabilisation et de localisation de la catégorie des spectre sur sCat.

Définition 3.3.8. Une catégorie modéle de génération cofibrante est dite cellulaire si
elle vérifie les conditions suivantes :

1. les domaines et les codomaines de 1 sont compacts (cf [11] 11.4.1);
2. les domaines des élément de J sont petits relativement a 1 (cf [11] 10.5.12); et
3. les cofibrations sont des monomorphismes effectifs (cf [11] 10.9.1).

Lemme 3.3.9. Les cofibrations et les cofibrations acycliques dans sCat vérifie la premiére
condition de la définition 5.5.8.

Démonstration. Soit C, un domaine (codomaine) d'un élément de I. Par définition
C, est de la forme 7d,X,, ou d, est I'adjoint a gauche de la diagonale diag. Soit
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f : D, — D, un I-cell complexe. Il faut monter que tout morphisme ¢ : C, — D,
se factorise par un sous-complexe de f pour un certain cardinal . Le morphisme f est
une composition transfinie d’éléments de I — cell qui sont des inclusions de catégories
simpliciales

D, — D!...D¢ - D/*'... 5 D,
La factorisation de g par un sous complexe de f revient a factorister ’adjoint de g, noté

/

¢ :d. X, — N,isoD, par un sous complexe de
N.isoD, — N,isoD! ... N,isoD? — N,isoD?*!... — N,isoD,

A . . / . N . . "
Par le méme argument, une factorisation de g revient a une factorisation de g : X, —
. . /
diagN,isoD, par un sous complexe de

diagN,isoD, — diagN,isoD} . ..diagN,isoD? — diagN,isoD?!... — diagN.isoDl,

lequel est une composition transfinie de monomorphismes dans sSet, puisque par 3.3.1
les cofibrations dans sCat sont des inclusions de catégories. Or les objets les objets A"
et OA™ sont compacts dans sSet. Par conséquent g se factorise par un sous-complexe

de de f.

O

Lemme 3.3.10. Les cofibrations et les cofibrations acycliques dans sCat vérifient la
deuxieme condition de la définition 3.3.8.

Démonstration. Soit 7d, X, le domaine d’un élément dans J. Il s’agit de monter montrer
que le domaine est petit relativement a I-cell pour un certain cardinal A. On a les
isomorphismes naturels suivants :

colimg. yxhomgcat (7d, X, DY) — colimg. yhomgget (X, diagN,isoD?)

colimg. yhomgget (X, diagN,isoD?) — homgget (X,, diagN,iso colimg »D?)

Le premier isomorphisme est résultat de I’adjonction, et le deuxieme isomorphisme est
une conséquence du fait que tout objet dans sSet est petit pour un certain cardinale A
(cf [12] lemme 3.1.1), que le foncteur diag commute avec les colimites, et que le foncteur
N,iso commute avec les colimites filtrantes. O

Lemme 3.3.11. Les cofibrations dans sCat sont des monomorphismes effectifs (au
sens de [11] 10.9).
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Démonstration. Soit C.(—i> D, une cofibration dans sCat (et donc une inclusion de
catégorie). Le but est de calculer I’égalisateur du diagramme suivant :

D. :>> Do I_lC, Do

ou les deux fleches sont des inclusion de catégorie provenant du diagramme du pushout

suivant :
C.c—l> D,

1

D.(HZ.2 Do I_lC. Do-
Nous affirmons que 1’égalisateur est exactement
C.——=D,—=D.lJc,D.

Tout d’abord c’est bien un diagramme commutatif, supposons que C, est un autre
candidat pour I'égalisateur. Puisque le foncteur Ob : sCat — sSet commutes avec les
limites et les colimites (car Ob admet un adjoint & gauche et a droite), alors il existe
une unique fleche ¢ qui fait commuter le diagramme suivant :
ObC,

it

v Ob(4) .
ObC, —* ObD, —= ObD, | Jo},c, ObD,

Ob(F)

En effet, les cofibrations dans sCat sont des monomorphismes sur les objets 3.3.1, et
sSet est cellulaire [11]. Soit maintenant v un morphisme dans C, tel que i, F(y) =
ioF (7). Puisque iy : Co — Dgllc, Do et i3 : Cq — D, ¢, Do sont des injections de
catégories, cela implique que F'(7) est, en fait, un morphisme dans C,. On conclut que
tout morphisme F : C, — D, dans sCat tel que i1F = i, F se factorise de maniére
unique comme la composition

C, - C,— D,
O

Corollaire 3.3.12. Munie de la structure modéle 3.2.4, la catégorie sCat est cellulaire.

La conclusion finale est que la catégorie sCat est une catégorie modele propre de
génération cofibrante et cellulaire. On peut donc lancer le processus de "stabilisation”
décrit dans [13].

Theorem 3.3.13. [[6], théoréme 2.12.] Soit une adjonction de Quillen entre deuz
catégories modeles :
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Alors il y a un isomorphisme naturel
mape(a, RFb) — mapp(LGa, b)

dans la catégorie Ho(sSet)

L’application de ce théoreme dans le cas précis de sCat ou on combine les ad-
jonctions entre sSet, sSet® et sCat en utilisant le théoreme 3.3.13, donne le résultat
suivant :

Corollaire 3.3.14. Soient C, un objet fibrant dans sCat et X € sSet. On a un
isomorphisme dans Ho(sSet) :

map, . (7d.X, C.) — Map(X, diagN,isoC,).

Démonstration. L’isomorphisme mapgc (7d. X, Cy) — mapgge: (X, diagN,isoC,) est
une conséquence du théoreme 3.3.13. Puisque sSet est une catégorie modele simpliciale
on a un isomorphisme

mapgget (X7 diagNoiSOC.) — Map(X, diagN.isoC.)

dans Ho(sSet), ou Map est I'adjoint a droite du produit cartésien.

3.3.4 La W-structure modéle sur sCat

Le but de cette section est d’introduire une autre structure modele sur sCat équivalente
a la précédente ; ce qu’on gagne est une tensorisation et cotensorisation sur sSet compa-
tible avec la structure modele. On se base essentiellement sur article [3]. En résumé, les
auteurs de Particle utilise une nouvelle adjonction entre sSet et sSet? pour transférer
la structure modele sur les ensembles bisimpliciaux. Les équivalences faibles sont exac-
tement les équivalence de Moerdijk, par contre on a moins de cofibration et plus de fi-
brations par rapport a la structure de modele de Moerdijk. Le foncteur adjoint a gauche
Dec : sSet — sSet? utilisé dans la nouvelle structure a la propriété d’étre cartésien,
ie., que Dec(X, x Y,) = Dec(X,) x Dec(Y,), contrairement au foncteur adjoint a
gauche dans la structure diagonale modele de Moerdijk qui est loin d’étre cartesien.
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Cette observation est cruciale pour définir une nouvelle structure modele sur sCat et
qui est cette fois (co)tensorisée sur sSet de maniére compatible avec la structure modele.

Définition 3.3.15. Le foncteur total d’Illusie par Dec : sSet — sSet? est défini pour
tout ensemble simplicial Y, , par Dec(Ys)pq = Ypiqr1 V0, q . Les faces horizontales sont

données par di' = d; : Yyiq11 — Ypiq, et de maniére analogue les dégénérescences par

h . . v . s 7 Ve
s; = s;. Les faces verticales par dj = dpi14; 1 Ypy11q — Ypuq €t les dégénérescences

verticales s = Spi14;-

Lemme 3.3.16. Le foncteur Dec a un adjoint & droite noté W : sSet® — sSet défini
comme suit :

n
W(X)n = {(zon,- - Tno) € H Xpnpl doTpn—p = dZ+1a7p+l,n—p—l> 0<p<n}
p=0

Pour la définition des faces et les dégénérescences de W (X) en envoie le lecteur vers
le paragraphe 3 de 'article [3].

Corollaire 3.3.17. Le foncteur W commute au colimites dirigées.

Démonstration. Soit une colimite dirigée colimyX d’objets de sSet?, alors I’égalité
W (colimy X),, = colimyW (X),,
provient du fait que le produit fini commute au colimites dans sSet?. O

Theorem 3.3.18. [3] La catégorie des ensembles bisimpliciaur sSet® admet une struc-
ture de catégorie modéle, appelée la W -structure, dans laquelle un morphisme f bi-
simplicial est une fibration (équivalence faible) si W (f) est une fibration (équivalence
faible) d’ensembles simpliciauz. De plus :

1. toute fibration de Moerdijk est une W -fibration ;
2. toute W -cofibration est une Moerdijk-cofibration ;

3. un morphisme d’ensembles bisimpliciaur est une équivalence de Moerdiyk si et
seleument si c’est une W -équivalence.

De plus, la nouvelle W-structure sur les ensembles bisimpliciaux est de génération
cofibrante, ou

1. les cofibrations génératrices sont données par Dec 0A™ — Dec A", n € N.

2. les cofibrations acycliques génératrices sont données par Dec A" — Dec A", n €
N, 0<7<n.
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Remarque 3.3.19. La W-structure et la structure de Moerdijk sur les ensembles
bisimpliciaux sont Quillen equivalente, cette équivalence étant donnée simplement par
l"identité. Puisque le foncteur Dec est strictement cartesien, la catégorie des ensembles
bisimpliciaux est une catégorie tensorisé et cotensorisé sur sSet de maniére compatible
avec la structure modéle.

Proposition 3.3.20. I] existe une nouvelle W-structure modéle de génération cofi-
brante sur sCat équivalente a la structure diagonale et engendré par l’adjonction

7 Dec

sSet _ sCat
W N,iso

De plus la nouvelle structure sur sCat est propre et cellulaire.

Démonstration. Les cofibrations génératrices sont données par wDec QA" — wDec A", n €
N. Les cofibrations acycliques génératrices sont données par mDec A} — mDec A", n €

N, 0 <7 < n. Pour montrer que ces choix déterminent une structure modele il suffit
de montrer les points (2) et (4) du lemme 3.1.2. Le point (2) est une conséquence de
3.3.17. Soit j : Dec A — Dec A™ une cofibration acyclique génératrice dans la W-
structure modele sSet?. On sait par 3.3.18 que j est une cofibration acyclique dans la
structure diagonale de Moerdijk pour sSet®. Par conséquent m(j) est une cofibration
acyclique dans la structure modele diagonale de sCat. Donc le pushout de 7(7) le long
d'un morphisme f : wDec A} — C, de sCat :

mDec A} E. C

o

mDec A" —D

est une équivalence faible, c’est a dire diagN,isoC, — diagN,isoD, est une équivalence
faible dans sSet. Encore une fois par 3.3.18 on conclut que

W N.isoCe — WN4isoD,

est une équivalence dans sSet.

Pour voir que la W-structure modele de sCat est propre a gauche et cellulaire, il suffit de
remarquer les cofibrations génératrices de cette nouvelle structure sont des cofibrations
dans la structure diagonale de sCat et donc les compositions transfinies et les rétractes
de telles cofibrations génératrices sont encore des cofibrations dans la structure modele
diagonale de sCat. Par conséquent on a moins de cofibrations dans la W-structure
modele de sCat que dans la structure modele diagonale de sCat et en méme temps on
a les mémes équivalences faibles. On conclut que la W-structure modele de sCat est
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propre a gauche et est cellulaire.

0

Remarque 3.3.21. Il est important de remarquer a ce stade, que la nouvelle W -
structure modele sur sCat se déduit de la structure modéle diagonale sur sCat. Il est
fort probable qu’une preuve directe que la nouvelle W -structure est une structure modéle
peut s’avérer difficile. La section qui suit, nous donne une bonne raison de considérer
la W -structure modéle au liev de la structure diagonale sur sCat.

3.4 Structure modele pointée

Il est possible de définir un foncteur de lacets basés sur sCat. Pour définir ce fonc-
teur, il est nécessaire de pointer la catégorie sCat puisque qu’elle ne I'est pas naturel-
lement. Ainsi on introduit la catégorie sCat, la catégorie * | sCat, ou les morphismes
sont les foncteurs simpliciaux pointés. Les catégories modeles pointées générales sont
décrites dans ([12], chapitre 6) .

Définition 3.4.1. Une catégorie C pointée est la donnée d’un foncteur x — C ot x*
est l’objet terminal dans la catégorie sCat. On notera la catégorie des petites catégorie
pointées par Cat,

Rappelons que la tensorisation de Cat par sSet est définie par
X. ® C= 7TX. x C
et la cotensorisation est définie par

C** = HOMcgu(7X,, C)

On construit une (co)tensorisation de sCat, par sSet, en suivant la méme démarche
qu’avant, mais dans un cadre plus général. On suppose qu’on a une adjonction entre
sSet et sCat tel que le foncteur adjoint a gauche p : sSet — sCat soit strictement
cartésien, i.e., p(X,) x p(Ys) = p(Xe xY,). La tensorisation est définie comme C®, X, =
C x pX, et la cotensorisation par C* = HOMcat(pX,, C).

Définition 3.4.2. Soit C, une catégorie simpliciale pointée. La tensorisation

— ©® —: sCat, x sSet — sCat,
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est définie d’abord sur les simplexes A™ puis prolongée sur sSet par les colimites, c’est
a dire l'extension de Kan a gauche. En particulier, C ® A" est défini comme étant le

pushout
*®, A" —= C, ®, A"
* Co, A"
Définition 3.4.3. Le smash produit — A, — : sSet, x sCat, — sCat, est d’abord

définie sur A" par la formule
CnN, AL =Co, A"
puis prolongée a tout sSet, par extension a gauche de Kan.

Lemme 3.4.4. Le foncteur —©,X, : sCat, — sCat, admet un adjoint a droite qu’on
notera (—)*¢ : sCat, — sCat,

Démonstration. On contruit tout d’abord I’adjoint pour — ®, A™. Le foncteur
HOMjcat(pA”, —) : sCat, — sCat,

qui est l'adjoint du produit cartésien dans sCat envoie bien une catégorie pointée C
vers la catégorie pointée HOMgcai(pA”, C,), ott le pointage est donnée par le foncteur
"constant” 0 : pA"™ — C,. Reste a vérifier que c’est bien I'adjoint de — ©, A" dans
sCat,. La donnée d'un foncteur simplicial pointé f : C, ©®, A" — D, est équivalente
A la donnée du foncteur f : Co x pA™ — D, qui envoie la sous catégorie * ®, A" vers
le point de base de D, ce qui est équivalent a la donné du foncteur pointé g : C, —

HOM,cai(pA", D,) := D2". Et donc
homycat, (Co ©, A", D,) = homgcat, (Co, D.An).
Pour prouver ’adjonction pour tout ensemble simplicial X, il suffit de remarquer que

C. ®, (coliman_.x, A") = coliman_.x,(Cs ®, A").
U

En s’inspirant de la structure modele de sSet, on construit une nouvelle structure
modele sur sCat, en utilisant l'adjonction de pointage et d’oubli. Le point délicat
est de montrer que sCat, est (co)tensorisée par sSet, vu comme catégorie modele.
L’adjonction

(=)+

sCat ___ sCat,
U
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définit la nouvelle structure modele sur sCat,, ou les équivalences faibles sont sim-
plement les équivalences pointées (qui préservent le pointage), si f est une cofibration
(acyclique) génératrice de sCat alors, par définition f, est une cofibration (acyclique)
génératrice de sCat,. Pour plus de détails voir [12].

Dans ce paragraphe on montrera que pour tout ensemble simplicial X,, les foncteurs
— A X, et (—)* forment une paire de Quillen. D’abord, remarquons que tout ensemble
simplicial pointé p : A’ — X peut étre reconstruit par le diagramme de pushout
suivant :
AY X,

|

Lemme 3.4.5. 57 X, un est ensemble simplicial pointé, alors le foncteur —AX, : sCat, —
sCat, est un foncteur de Quillen, ou sCat est munie de la W -structure modéle, c’est
a dire engendée par le foncteur Dec d’Illusie.

Démonstration. Pour alléger les notations on notera l’ensemble simplicial pointé X,
simplement par X. Soit C dans sCat, alors C; A X, = (C ® X).. Pour montrer
que X A — est un foncteur de Quillen, il suffit de montrer que le foncteur envoie les
cofibrations (acycliques) génératrices de sCat, vers les cofibrations (acycliques). On
commence par le cas ou X a un point de base disjoint. Considérons le diagramme de
pushout suivant :

mDecA%. N DecA, —= wDecX, A mDecAy

| X

mDecA%. N wDecBy

wDécX+ AN mDecB

ou A — B est une cofibration (acyclique) génératrice dans sSet. C’est équivalent au
diagramme de pushout :

TeDec(A? x A), = meDec(X x A);

| {

muDec(A® x B),————— Pc.__

o
TeDec

(X X B)4
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On a P = m,Dec(A° x BlUaxa X x A), puisque m, Dec et (=), commutent avec les
colimites, et 'unique morphisme 7, Dec(A°? x B Upoxa X x A)y — wDec(X x B),
est bien une cofibration (acyclique) dans sCat, puisque sSet est monoidale modeéle, et
Te, (—)+, Dec sont des foncteurs de Quillen a gauche. Reste a voir que meDec(X A
Ay) — meDec(X A By) est une cofibration (resp. cofibration acyclique) dans sCat,,
c’est a dire, admet un relevement par rapport aux fibrations acycliques (resp. fibrations).

C—D
Le diagramme suivant résume la situation :

TeDec(A® x A), = meDec(X x A);

L -

meDec(A x B), ¢ Pl

La fleche (0) : e Dec(A® x B) — C est le morphisme nul qui envoie tout vers le point
de base de C. La fleche (1) : P — C est construite par la propriété universelle du
pushout :

TeDecAS N\ meDecAy —— meDec X A mDecA,

l

TeDecAY N meDecB.

o .

En suite on construit la fleche (2) comme étant le relevement de la cofibration (acyclique)

f.

Enfin, on construit la fleche (3) : meDec(X A By) — C qui fait commuter tout le
diagramme par la propriété universelle de la colimite. En effet, le diagramme suivant
est un pushout dans sCat

TeDec(A® x B) ——=meDec(X x B)

car le foncteur m, Dec commutes avec les colimites.

On conclut que X, A — est un foncteur de Quillen a gauche, et donc (—)** est un
foncteur de Quillen a droite. O
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3.5 Sp''(sCat,) et K-théorie algébrique

Ce paragraphe est l'aboutissement de ce chapitre. On définit des catégories qui
jouent le role de catégories de Waldhausen et on propose une nouvelle définition de
la K-théorie algébrique pour les catégories simpliciales pointées. Pour tout ce qui suit
M est une catégorie modele a génération cofibrante, cellulaire, et propre a gauche, et
T : M — M un endofoncteur de Quillen a gauche avec un adjoint a droite noté U.

Définition 3.5.1. Les objets de Sp" (M, T) sont des suites X = {Xo, X1,...X,,...}
d’objets de M, munies de morphismes de structure o% : TX, — X,41 pour tout
n € N. Les morphismes dans Sp" (M, T) entre X = {Xo, X1,...X,,...} et Y =
{Yo,Y1,...Y,, ...} sont des morphismes degré par degré dans M qui commutent avec
les morphismes de structure, c¢’est a dire le diagramme suivant commute pour chaque
n, entier naturel :

TX, " Ty,

F T
fnt1

Xn+1 - Yn—l—l-

Définition 3.5.2. Un U-spectre dans Sp" (M, T) est une suite X = {Xo, X1,... X,,,...}
telle que X,, est fibrant dans M pour tout n et l'adjoint de ox : TX,, — X, 11 c’est a
dire Tx : X,, — UX, 41 est une équivalence dans M pour tout n.

Theorem 3.5.3. [l existe une structure modéle stable sur la catégorie des spectres
Sp(M, T) ot les objets fibrants sont les U-spectres.

Démonstration. Voir [13] Théoreme 3.4. O

Dans la structure modele stable sur Sp™ (M, T), le foncteur de Quillen T : M — M
se prolonge en un foncteur de Quillen T : Sp™(M,T) — Sp"'(M,T) qui admet un
adjoint a droite noté s_ qui est le foncteur qui décale un spectre par le degré -1, c’est
a dire (s_X),, = X411 pour n > 0.

L’adjonction (T, s_) est une équivalence de Quillen (cf [13] Théoreéme 3.9). On constate
que le foncteur dérivé LT devient un foncteur inversible, vu comme un endofoncteur de
HoSp" (M, T).

On a encore une autre adjonction de Quillen entre M et SpN(l\/I, T) donnée par :

TOO
M_ __ Sp'(M,T)

-

(=)o
ou T*(X) = {X,TX,TTX,...} et 0% = idpn+1x. Le foncteur (—)y associe a chaque
spectre X = {Xo, X1,...X,,...} l'objet Xj.
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Theorem 3.5.4. Il existe la catégorie modéle stable des spectres Sp' (sCat,, Y).

Démonstration. La catégorie sCat, vérifie les hypothese du théoreme 3.5.3, et le fonc-
teur ¥ = — A S! : sCat, — sCat,, ott S! est un modele simplicial du cerle, est un
foncteur de Quillen a gauche 3.4.5, qui a un adjoint qu’on notera €. Ainsi, on peut
définir la catégorie modele stable des spectres Sp' (sCat,, 2). a

Définition 3.5.5. Un objet dans sCat, est appelé catégorie de Waldhausen faible
si c’est le 0-iéme objet d'un Q-spectre dans la catégorie stable Sp" (sCat,, X).

Une catégorie de Waldhausen faible est en quelque sorte un infini lacet dans la
catégorie sCat,. Le but maintenant est de justifier cette terminologie par le calcul des
map, dans SpN(sCat*, ¥)). Tout ce qui suit est une conséquence du théoréme 3.3.13.

1. Il existe une transformation naturelle entre le foncteur diag et W qui est une
équivalence faible i.e., diag(X) — W(X) est une équivalence faible dans sSet,
pour tout ensemble bisimplicial X.

2. Soit C, une catégorie simpliciale fibrante (pointée) dans la W-structure modele

sur sCat. L’adjonction
mds

—_—
sSet __~ sCat
diagNeiso

nous donne l'isomorphsime map,c,; (¥, Co) ~ diagN,isoC, dans HosSet

3. Si on pose SY la catégorie simpliciale constante LI *, alors I’adjonction :

(=)+
sCat ___ sCat,
F

nous donne I'isomorphisme map,cyg. (5%, Co) >~ map e, (*, Co) ~ diagN,isoC,
dans la catégorie Ho(sSet).
4. Soit D, = {DY,D!,...D? ...} un Q-spectre dans Sp" (sCat,, ¥). Alors I’adjonc-
tion
=
sCat, Sp''(sCat,, )
(=)o
nous donne Iisomorphisme map(X*S° D,) ~ map(S°, DY) ~ diagN,isoD?
5. L’adjonction

D
Sp''(sCat,, Y) Sp''(sCat,, Y)

S

nous donne l'isomorphisme

map, (XX*°S° D,) ~ map,(X*S°, s_D,) ~ map,(S°, D}) ~ diagN,isoD!
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et plus généralement
map, (Y"Y*S° D,) ~ map,(S°, D?) ~ diagN,isoD?.

Par définition de map, dans sCat, et le fait que D? — QD?"! est une équivalence
dans sCat, entre objets fibrants, on a

map, (S*, D"™!) ~ map, (S°, OD"™) ~ diagN,isoQD"™ ~ diagN,isoD”
et d'un autre coté :
map, (S', D) ~ Map, (S', diagN,isoD?*!) = QdiagN,isoD?"!.
On conclut que les isomorphismes suivants dans Ho(sSet) :
Qmap, (S°, D) ~ QdiagN,isoD? ! ~ diagN,isoD? ~ diagN,isoQD?"! ~ map, (S°, QD?

Comme avant on suppose que D, = {DY% D! ... D? ...} est un Q-spectre dans Sp'' (sCat,, X).
En général la suite des ensembles simpliciaux {map,(S° DY), map,(S° D}),...} n’a
pas de structure de spectre dans Sp' (sSet,, X). Cette suite n’est pas un élément de

Sp''(sSet,, ) mais elle a les propriétés d’'un Q-spectre, i.e.,
map, (S°, D?) ~ Qmap,(S°, DY), vn € N.

Définition 3.5.6. Soit C, une (petite) catégorie simpliciale (i.e., un objet de sCat. )
qui est faiblement de Waldhausen 3.5, on définie la K-théorie algébrique de C,o par
Uensemble simplicial map(S°, C,) et donc K;(C,) = m;map(S?, C,).

3.5.1 Remarque importante

A ce stade, il est crucial de mentionner que la structure modele sur Cat construite
par C. Rezk est monoidale modele, fermé,propre (puisque tous les objets sont fibrants et
cofibrants) mais N’est PAS cellulaire! Et donc on NE peut construire la catégorie stable
des spectres. Pour ce convaincre de la non cellularité de Cat considérant 1’exemple, ou
C — D et une cofibration dans Cat i.e., une inclusion sur les objets avec C la catégorie

a—=)

et D la catégorie

Dans ce cas I’égalisateur de
D—=DUcD
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est bien D est non C, puisque D Ug D = D.

Une autre raison pour voir que la stabilisation n’est pas possible est que pour toute

catégorie pointé C les groupe d’homotopie dans la catégorie pontée Cat, i.e., m;N4isoC
sont triviaux pour ¢ > 1. Pour cette raison nous ne pouvons pas construire une catégorie
stable des spectres Sp"(Cat,,).
Dans la deuxieme partie de ce mémoire on considérera la catégorie des petites catégories
enrichies sur sSet. Dans [18] Lurie montre que cette catégorie sSet — Cat est propre a
gauche et combinatorielle. Par conséquent on peut construire une catégorie des spectres
Sp" (sSet — Cat) en utilisant le processus de localisation. Cette catégorie des spectres
Sp" (sSet — Cat,) ne nous semble pas un candidat pour les théories cohomologiques
des catégories enrichies puisqu’on vient de voir que dans le cas classique SpN(Cat*)
n’existe méme pas.



Deuxiéeme partie

Vers la K-Théorie Algébrique des
Catégories Enrichies

41



Chapitre 4

Structure Modele sur Top — Cat

Dans cette partie, on construit une structure modele sur Top—Cat pour la catégorie
des petites catégories enrichies sur Top, 'analogue de la structure modele sur sSet —
Cat construite dans [1]. Une catégorie enrichie sur sSet est un modele pour une oco-
catégorie, comme définie par Joyal. On introduira brievement le langage nécessaire pour
traiter les catégories enrichies sur Top, ou Top est une catégorie modele monoidale
fermé (remarquons que le produit monoidale ne correspond pas au produit cartésien,
topologiquement parlant, des espaces topologiques). De ce fait, la catégorie Top — Cat
est une catégorie monoidale fermée. On introduira quelques éléments de la théorie des
oo-catégories essentiellement tirés de [18] et [14]. On décrira les liens entre différentes
théories de catégories. La discussion nous meénera a faire un choix de modele pour les
oo-catégories.

Remarque 4.0.7. Ici Top est la catégorie des espaces topologiques compactement
générés et faiblement de Hausdorff.

4.1 Les oco-caterories (quasi-catégories) et les catégories

enrichies

Dans la littérature mathématique, il y a beaucoup de modeles pour les oo-catégories,
dont les catégories enrichies sur sSet [1], les catégories enrichies sur Top [18] (mais la
structure modele ne se trouve pas dans la littérature), et finalement une autre struc-
ture modele (cartésienne) modele sur sSet, voir [14]. Dans cette derniére catégorie
modele, les objets fibrants jouent le "rdle” des catégories au sens large, et sont ap-
pelés les quasi-catégories. On les décrira plus tard. On introduira aussi la notion d’un
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quasi-groupoide qui généralise la définition de groupoide dans le langage de catégorie
classique. Puis, on parlera de la notion du nerf cohérent pour les catégories enrichies
sur les ensembles simpliciaux ou les espaces topologiques.

Définition 4.1.1. Une quasi — catégorie est un ensemble simplicial X qui a la pro-
priété de relévement pour 0 < i <mn :

AP s x (4.1)

An ——

Il est important de remarquer que 0 < ¢ < n. Cette condition correspond a la notion
de composition de morphismes. Parfois, on appelle de tels ensembles simpliciaux des
complexes de Kan faibles. Par exemple si C est une catégorie classique, alors le nerf
N,C est une quasi-catégorie avec une propriété de plus : le relevement est, en fait,
unique (cf [18], proposition 1.1.2.2). D’ailleurs un ensemble simplicial est isomorphe au
nerf d'une catégorie C si et seulement si le relevement 4.1 existe et est unique.

Lemme 4.1.2. Une catégorie C est un groupoide si et seulement si NgC est un com-
plexe de Kan.

Démonstration. Si C est un groupoide, alors N,C admet le relevement par rapport
a Al — A" et Aj — A" simplement par le fait que toutes les fleches dans C sont
inversibles. Donc N,C est un complexe de Kan. Inversement, si N,C est un complexe
de Kan, on a un relévement par rapport a A3 — A? ce qui veut dire que tout diagramme

de C
k4
se complete par un morphisme de f : y — x unique, donc g est inversible a droite. On

montre que g est inversible a gauche en utilisant la propriété de relevement par rapport
a A2 — A2 Donc C est un groupoide. O

Le lemme précédent suggere une définition naturelle d'un oo-groupoide.

Définition 4.1.3. Une oo-catégorie (quasi-catégorie) X est un oo-groupoide (quasi-
groupoide) s’il est un compleze de Kan.

L’exemple typique associe a chaque espace topologique Y son groupoide fondamental
singY’, 'ensemble des simplexes singuliers de Y, qui est bien un complexe de Kan. Ainsi



Chapitre 4. Structure Modele sur Top — Cat 44

on peut voir tout espace topologique comme une quasi-catégorie, qui est en fait un oo-
groupoide.

Theorem 4.1.4. [14] (section 6.3) La catégorie sSet admet une structure modéle, o

les cofibrations sont les monomorphismes, les objet fibrants sont les les quasi-categories,

les fibrations sont les pseudo-fibrations et les équivalence faibles sont les équivalences

catégorielles. Cette structure est cartésienne modéle fermée. La nouvelle structure modéle
sur les ensembles simpliciauz est notée (sSet, Q).

Cette structure n’est pas de génération cofibrante. On expliquera par la suite ce
qu’on entend par les équivalences catégorielles, mais on laissera de c6té la notion de
pseudo-fibration. A chaque quasi-catégorie X (objet fibrant dans (sSet, Q)), on peut
associer sa catégorie (au sens classique) homotopique notée HoX. Cette théorie est
développée par Joyal, voir par exemple [14].

4.2 Quelques adjonctions de Quillen

Dans ce paragraphe, on décrira les différentes adjonctions de Quillen entre les
catégories modele sSet — Cat, (sSet, Q) et sSet.

4.2.1 sSet — Cat vs (sSet, Q)

La premiere adjonction est décrite en détail dans [18]. On commence par décrire
I’analogue dans la théorie classique des catégories

T

sSet Cat,
Ne

I’adjoint a droite étant le nerf, et I’adjoint a gauche associe a chaque ensemble simplicial
sa catégorie fondamentale. Cette adjonction n’est pas une adjonction de Quillen pour les
deux structures modeles sur Cat connues (celle de Thomason et de Joyal). Rappelons
que le nerf est un foncteur pleinement fidele et que 7 Ny = id. L’idée de base est de
pouvoir "prolonger” cette adjonction a une adjonction entre (sSet, Q) et la catégorie
sSet — Cat. Si on utilise le nerf standard pour une catégorie enrichie sur les ensembles
simpliciaux, en ne se rappelant que des 0-simplexes, alors on perdra toute I'information
"homotopique” de la catégorie enrichie. Pour ne pas perdre cette information, on définit
d’abord I’adjoint a gauche

= : (sSet, Q) — sSet — Cat
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sur les A", puis on fait 'extension a gauche de Kan.

Définition 4.2.1. [18] (1.1.5.1) La catégorie Z(A™) a comme objets les 0-simplezes de
A", et

— . NP sii1<jg
san)g) = { g s

s11 >
ot P, ; est l'ensemble partiellement ordonné par inclusion :

{(ICJT:(i,jel)AVkei<k<j}

On ne fera pas la démonstration, mais = est bien un foncteur, pour les details, voir
([18],1.1.5.3).

Définition 4.2.2. Le foncteur adjoint a droite de = est appelé le nerf cohérent, noté

N,. Il est défini par la formule suivante :

N\;C == homsSet(Anu N:C> = homsSet—Cat(E<An)7 C)

Maintenant, on peut définir les équivalences catégorielles utilisées dans la struc-
ture modele (sSet, Q). On appellera un morphisme entre deux ensembles simpliciaux
f: X — Y une équivalence catégorielle si Z(f) : Z(X) — Z(Y) est une équivalence de
catégories enrichies, i.e, si Mapzy(a,b) — Mapzy(2(f)a, Z(f)b) est une équivalence
d’ensembles simpliciaux pour tout a, b et mZ=(f) : wZE(X) — m=(Y) est une
équivalence de catégorie.

Theorem 4.2.3. L’adjonction suivante est une équivalence de Quillen entre la catégorie
modele de Joyal (sSet, Q) [14], et la catégorie modéle de Bergner [1]

sSet __~ sSet — Cat.

Ne

La preuve du théoreme se trouve dans [18] théoreme 2.2.5.1.

Corollaire 4.2.4. Soit C une catégorie enrichie sur sSet, fibrante dans la structure
modele de [1], (i.e, les Mapg(a,b) sont des complezes de Kan), alors la counité

EN:C—>C

est une équivalence de catégories enrichies.
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4.2.2 (sSet, Q) vs (sSet, K)

Dans ce paragraphe, on décrit une adjonction de Quillen, due a Joyal, entre la
catégorie modele de Joyal sur les ensembles simpliciaux et la catégorie modele classique
sur sSet qu’on notera (sSet, K), K pour complexe de Kan.

Définition 4.2.5. Le foncteur k : A — sSet est défini en posant k[n] = A" pour tout
n >, ot A" est le nerf du groupoide librement engendré par la catégorie [n]. Si X est
un ensemble simplicial, on définit un foncteur k' : sSet — sSet par :

k' (X), = homgget (A", X).

Le foncteur k' a un adjoint noté ky qui est Iextension de Kan & gauche du fonc-
teur k. De l'inclusion A" C A" on obtient pour tout n un morphisme d’ensemble
E(X), — X, qui est le niveau n d'un morphisme simplicial Bx : k'(X) — X. Plus
précisément, 3 : k' — id est une transformation naturelle. De maniére duale, on définit
une transformation naturelle o : id — k

Theorem 4.2.6. La paire de foncteurs adjoints

ky
(sSet, Kan) (sSet, Q).
k!

est une adjonction de Quillen. De plus, ax : X — ki(X) est une équivalence pour tout
X.

Démonstration. Pour la preuve, voir ([14], 6.22). O

4.2.3 Les oco-groupoides

Dans ce paragraphe on définit une notion de groupoide pour les catégories enrichies
sur les ensembles simpliciaux, qu’on comparera a la notion de co-groupoide définie pour
les quasi-catégories.

Définition 4.2.7. Une catégorie enrichie C sur sSet est un co-groupoide si moC est
un groupoide aus sens classique des catégories, c’est a dire que tous les morphismes
sont des isomorphismes. Si C est une catégorie enrichie sur sSet, le oo-groupoide C’'
associé a C est le produit fibré dans sSet — Cat suivant

C' =isomC Xy C—C

l |

isomyC 7 C.
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Remarquons que le foncteur 7y : sSet —Cat — Cat est un adjoint a gauche, et donc
ne commute pas forcément aux limites. Néanmoins la projection pr : moC — isom,C est
un isomorphisme. En effet, si w; et ws sont deux équivalences faibles dans Map(a, b) et
h une homotopie (i.e un 1-simplexe Mapg(a, b) dont les bords sont wq, wsy) alors h est
aussi une homotopie dans Map (a,b). Ceci montre que la projection pr est pleinement
fidele. L’essentielle surjectivité de la projection pr est évidente.

On notera par G le foncteur qui associe & C son oo-groupoide C'. La sous-catégorie
pleine de sSet — Cat des co-groupoides sera notée sSet — Grp.

Lemme 4.2.8. Le foncteur G : sSet — Cat — sSet — Grp est l'adjoint a droite de
l'inclusion, i.e.,
homsSet—Grp(C> GD) - homSSet—Cat(C> D)

VC € sSet — Grp et D € sSet — Cat.

Démonstration. Soit C un oo-groupoide, et soit D € sSet — Cat. Un morphisme
f: C — D définit de maniere unique un morphisme adjoint g : C — GD donnée par
la fleche universelle

L

mof .
moC —=iso mgD —— myD

La fleche ¢ = myf o q existe et fait commuter le diagramme, car C est un oo-
groupoide.

O

Soit [n]" le groupoide librement engendré par [n]. Un exemple de oo-groupoide est
la catégorie ZkA™. En effet, ZkA™ = EN,[n] — [n] est une équivalence catégorielle
puisque [n] est fibrant. Puisque [n] est un groupoide, alors moZkA” I'est aussi .

Lemme 4.2.9. Soit C une catégorie fibrante enrichie sur sSet, alors E'N,C = k!ﬁC/,
ot C' est le co-groupoide associé a C.

Démonstration. En utilisant les adjonctions précédentes on a que pour tout n > 0
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(K'N,C), = homgget(A”, k'N,C) (4.2)
= homsSet(k!Anu KC)
= homSSet—Cat(Ek!Ana C)

mais =k A" est un oo-groupoide et donc

homSSet_Cat(Ek!A",C) = homSSet_GrP(Ek‘gA",C/) (45)

= homgset—_cat(EkA™, C) (4.6)

— homgge (A", E'NC') (4.7)

= (K'N.C), (4.8)

On conclut bien que E'N,C' = k'N,C. O

Définition 4.2.10. [I] Dans la structure modéle sur sSet — Cat de Bergner [1] un
morphisme F : C — D est une fibration si

1. Mapg(a,b) — Mapp(Fa, Fb) est une fibration d’ensembles simpliciauz pour tout
a, be C.

2. F a la propriété de relévement des équivalences faibles, c¢’est a dire que c’est des
fibrations de Grothendieck, sauf que le relévement est pour les équivalences faibles
et non pour les isomorphismes.

Corollaire 4.2.11. Soit C' le co-groupoide associé & une catégorie enrichie fibrante
C dans la structure modéle de [1], alors

ﬁC/ — N,iso mC

est une fibration (appelée pseudo-fibration dans [14]) dans (sSet, Q).

Démonstration. Remarquons que si C est fibrant, alors C — myC est une fibration au
sens précédent. La structure modele de Bergner est propre & droite et donec C' — iso myC
est aussi une fibration. De plus, le groupoide iso myC est fibrant dans la structure
modele de Bergner, et donc C’ est aussi fibrant. Par conséquent Nv.Cl — Niiso o C
est une fibration dans la catégorie (sSet, Q), donc une pseudo-fibration entre quasi-
catégories. Mais la catégorie moC est une catégorie simpliciale "constante” et donc
Kiso moC = N,iso mpC. On conclut que KC’ — N,iso m9C est une pseudo-fibration
entre une quasi-catégorie et un complexe de Kan, voir 4.1.2. O

Pour X une quasi-catégorie, Joyal définit la catégorie homotopique Ho(X) qui est
une catégorie au sens classique. Les 0-simplexes de X forment ’ensemble des objets de
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Ho(X) et les 1-simplexes (modulo une relation d’équivalence) forment les morphismes
de Ho(X). Un 1—simplexe dans X est appelé une équivalence faible, si son représentant
dans Ho(X) est un isomorphisme.

Définition 4.2.12. Soit p: X — Y un morphisme entre deux quasi-catégories, et soit
w un I1-simplexe dans X, alors p est dit conservatif si :

p(w) une équivalence dans Y = w une équivalence dans X

Lemme 4.2.13. ([14], 4.30) Soitp : X — Y un morphisme simplicial entre deuzx quasi-
catéqgories, tel que p est une pseudo-fibration et conservative. St'Y est un complexe de
Kan, alors X l’est aussi

Lemme 4.2.14. Soit C € sSet — Cat fibrante dans la structure modéle de Bergner,
alors NC' est un compleze de Kan, ot C' est le co-groupoide associé a C.

Démonstration. On a vu d’apres le corollaire 4.2.11 que si C est fibrante, alors N.C' —
N,iso moC est une pseudo-fibration entre quasi-catégories, et Nqiso myC est un complexe
de Kan. Reste a voir que ce morphisme simplicial est conservatif, ce qui est le cas car
tous les O-simplexes de Map (a,b) sont des équivalences faibles. Par le lemme 4.2.13,
on conclut que N.C’ est un complexe de Kan. O

Dans [14] (Theoreme 4.19) , Joyal construit une adjonction entre les complexes de
Kan et les quasi-catégories. Si on note par Kan la sous-catégorie pleine de sSet des
complexes de Kan, et par QCat la sous catégorie pleine de sSet des quasi-catégories,
alors I'inclusion Kan C QCat admet un adjoint a droite noté J. Le foncteur peut étre
interprété de la maniére suivante : pour toute quasi-catégorie X, J(X) est le quasi-
groupoide associé & X, et si X est un complexe de Kan, alors J(X) = X.

Lemme 4.2.15. Soit X une quasi-catégorie (objet fibrant) dans (sSet, Q). La trans-
ormation naturelle Bx : k'(X) — X se factorise par Bx : k'(X) — J(X) C X. De plus
Bx : k'(X) — J(X) est une fibration de Kan triviale.

Démonstration. Voir [14], proposition 6.26. O

Corollaire 4.2.16. Soit une catégorie C € sSet — Cat fibrante dans la structure
modéle de Bergner, et GC le co-groupoide associé. Alors k'Ng(C) — No(GC) est une
fibration de Kan triviale.
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Démonstration. Puisque C est fibrant, on a vu que k'N,(C) = k'N,(GC) et par le
lemme précédent k'N,(GC) — J(N,(GC)) est une fibration triviale. Mais N,(GC) est
un complexe de Kan, puisque GC est un oo-groupoide fibrant dans la structure modele

de Bergner, et donc J(N,(GC)) = N,(GC). O

Maintenant on peut voir I’analogie entre le foncteur N,iso dans le cas des catégories
classiques et le foncteur E'N, pour les catégories enrichies sur les ensembles simpli-
ciaux. En effet, si C est une catégorie classique, alors le foncteur iso envoie C vers
son groupoide associé GC et donc N,isoC = N,GC. Si C est une catégorie enrichie
sur les ensembles simpliciaux de Kan, i.e., C est fibrant dans la structure de Bergner,
I’ensemble simplicial E'N,C est équivalent a N.GC par le corollaire 4.2.16.

4.3 Structure modele sur Top — Cat

Dans cette section, on construit une structure modele sur Top — Cat qui est Quillen
équivalente a celle de sSet — Cat construite dans [1]. L’adjonction de Quillen est donnée
par le foncteur de réalisation géométrique et le complexe singulier, voir ([18] remarque
1.1.4.3)

-l
sSet — Cat Top — Cat. (4.9)

sing

Avant de commencer, rappelons la structure modele de Bergner pour sSet — Cat.

Theorem 4.3.1. [1] La catégorie sSet — Cat est une catégorie a génération cofibrante.
Les équivalences faibles F : C — D satisfont les conditions suivantes :

W1 : Le morphisme Mapg(a,b) — Mapp(Fa, Fb) est une équivalence faible dans sSet.

W2 :  Le morphisme induit moF : 1gC — moD est une équivalence faible de catégorie
classique.

Les fibrations sont les morphismes F : C — D qui satisfont :
F1 : Le morphisme Mapg(a,b) — Mapp(Fa, Fb) est une fibration dans sSet.

F2 : Pour tout objet a et b dans C, et une équivalence d’homotopie e : Fa — b dans
D, il y a un objet ay dans C et une équivalence d’homotopie d : a — a; dans C
telle que Fd = e.
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L’ensemble I des cofibrations génératrices est donné par :

C1:
C1:

UOA™ — UA", pour 0 < n.

) — {x}, ot 0 est la catégorie vide et {x} est la catégorie simpliciale avec un seul
objet, et un seul morphisme qui est l’identité.

Et l’ensemble J des cofibrations acycliques génératrices est donné par :

ACT :
AC2 :

UA! - UA™, pourn >0, et 0 <i <n.

L’inclusion {x} — H ou {H} est l’ensemble de représentants des classes d’iso-
morphisme de catégories simpliciales avec deux objets x et y tel que Mapy,(z,y),
Mapy, (2, z), Map,,(y,y) et Mapy,(y, z) sont contractiles et ont un nombre dénombrable
de simplexes. De plus, on veut que linclusion {x} | U{y} — H soit une cofibration

de Dwyer (cf. [7]).

Le foncteur U : sSet — sSet — Cat associe a tout ensemble simplicial X la

catégorie simpliciale avec deux objets x et y tel que les seul enrichissement non tri-

vial est Mapy(z,y) = X.

La démonstration se repose sur le théoreme de Kan 3.1.1 qui permet de reconnaitre

une catégorie modele de génération cofibrante. Maintenant on va énoncer notre théoréme

pour la structure modele pour Top — Cat. La démonstration est faite en plusieurs

étapes.

Theorem 4.3.2. La catégorie Top — Cat admet une structure de catégorie modele a

génération cofibrante.

Les équivalences faibles F : C — D satisfont les conditions suivantes.

WT1 :

WT2 :

Le morphisme sing Mapg(a,b) — sing Mapp(Fa, Fb) est une équivalence faible
dans sSet.

Le morphisme induit mo sing F : my sing C — my sing D est une équivalence faible
de catégorie classique.

Les fibrations sont les morphismes F : C — D qui satisfont :

FT1 :

FT2 :

Le morphisme sing Mapg(a,b) — sing Mapp(Fa, Fb) est une fibration dans
sSet.
Pour tout objet a et b dans sing C, et une équivalence d’homotopie e : F(a) — b

dans sing D, il y a un objet ay dans sing C et une équivalence d’homotopie
d: a— ay dans sing C telle que Fd = e.

De plus l’ensemble I des cofibrations génératrices est donné par :

CT1 :
CT1 :

|UOA™ — |UA"|, pour n > 0.

) — {x}, ou O est la catégorie topologique vide et {x} est la catégorie topologique
avec un seul objet, et un seul morphisme qui est [’identité.
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Et l’ensemble J des cofibrations acycliques génératrices est donné par :
ACT1 : |UA}| — |[UA"|, pour 0 <mn, et 0 <i<n.
ACT2 : {x} — |H| ot {H} comme dans le théoréme 4.3.1

Remarquons que c’est la structure de transfert par rapport a ’adjonction 4.9. Une
conclusion immédiate est que, le couple adjoint (| — |,sing) est une couple de Quillen.
11 est clair que F : C — D est une fibration (triviale) dans Top — Cat si et seulement
si F a la propriété de relevement a droite par rapport a ACT1, ACT2 ( CT1, CT?2)
par 'adjonction de (| — |, sing).

Pour la démonstration du théoréme on utilisera le lemme 3.1.2

Lemme 4.3.3. Le pushout de |UAY| — |[UA™| le long de tout morphisme F : [UA?| —
D est une équivalence faible.

Démonstration. Voir B.2.2 O

Lemme 4.3.4. Le pushout de {z} — |H| le long de {x} — C est une équivalence faible
pour tout C.

Démonstration. Soit O 'ensemble des objets de la catégorie C sans 'objet {x} atteint
par la fleche {z} — C. On note par z, y les objets de |H|. Le but est de montrer que
h est une équivalence dans le pushout suivant

{r} —C

|k

[H|—D

Observer qu’il y a un autre double poushout

{z} U O C

{I,AHO Cuz{y}
| &

|H| L O D.

qui est une conséquence du fait que

HluO || Ccu{y}=1IH| || Cu{y}=IH|| |]C=D.
Ou{z,y} {z,y} {=}
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Le morphisme A’ est le prolongement naturel de h, i.e., h oi = h.

D’autre part, la counité ¢ : [singC| — C est une équivalence faible. Considérer le
double pushout suivant dans sSet — Cat :

{z} U O singC

| |

{7,y} U O ——=sing(C) U {y}

| /|

HUO

i

D.

Puisque sSet — Cat est une catégorie modele, on a que f = f o1 est une équivalence,
par conséquent |f| est une équivalence dans Top — Cat .
Comme avant f est le prolongement de f.

En utilisant le fait que le foncteur | — | commute au colimites, le diagramme du
double pushout suivant permet de conclure :

~

sinf;C T

{z,y}u 0O |sing(C U {vH— cu i{y}
l If/l hlt
'H| U O D’ D.

m

En effet,
m:D = (|H| U O)x sing(C U {y})| — (H| UO) + (CU {y}) = D’

est une équivalence par B.5.6. On a vu que |f| est une équivalence, et donc par la
proptiété de 72 out of 3” on conclut que h est une équivalence. O

Lemme 4.3.5. Le foncteur sing commutes avec les colimites dirigées.

Démonstration. Soit A un ordinal, et soit
C= COliHI)\CA,

une colimite dirigée de catégories topologiques. Sia et b sont deux objets de C, alors par
définition il existe un indice t tel qu’ils sont représentés par a, b € C;, et Mapg(a’,b)
est la colimite du diagramme suivant :

Mapc?’b (aa b) EERE MapCS (asa bs) - MapCS+1 (a's-i-la bs-i—l) T
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ol Cf’b est la sous-catégorie pleine de C; avec seulement deux objets a, b Puisque
le foncteur Ob : Cat — Set et le foncteur sing : Top — sSet commutent avec les
colimites filtrantes, on a bien que sing : Top — Cat — sSet — Cat commute avec les
colimites filtrantes. !

Lemme 4.3.6. Les objets [UA?|, |[UA"™| et |H| sont petits dans Top — Cat

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 3.2.5 et du fait que UA?, UA™ et 'H
sont petits dans sSet — Cat, et que sing : Top — Cat — sSet — Cat commute avec les
colimites filtrantes. O

Lemme 4.3.7. Une composition transfinie d’équivalences faibles dans sSet — Cat est
encore une équivalence faible.

Démonstration. C’est une conséquence du fait qu'une composition transfinie d’équivalences
faibles dans sSet est une équivalence faible, et qu'une composition transfinie d’équivalence
de catégorie dans Cat est aussi une équivalence. Remarquons que le foncteur my :
sSet — Cat — Cat commute avec les colimites car il admet un foncteur adjoint a
droite : le foncteur qui associe a chaque catégorie non enrichie C la catégorie enrichie
trivialement, c’est a dire C munie de I'enrichissement constant. O

Corollaire 4.3.8. La catégorie Top — Cat est une catégorie modeéle a génération
cofibrante et Quillen équivalente a sSet — Cat.

La définition de la structure modele sur Top — Cat a l'avantage que toutes les
(petites) catégories topologiques sont des objets fibrants dans Top — Cat, ce qui n’est
pas le cas dans la structure de Bergner sur sSet — Cat. Cette remarque jouera un role
important dans le chapitre suivant, ot on définit une structure modele sur la catégorie
Top — sCat.

4.3.1 Mapping space dans Top — Cat et sSet — Cat

Dans ce paragraphe, on calcule certains objets map pour les catégories modeles
sSet — Cat et Top — Cat. Notons d’abord, qu’on ne sait pas si ces catégories modeles
sont monoidales modeles. On pense que la réponse est plutot négative.

Supposons que C est une catégorie enrichie sur Top . On définit le nerf cohérent de C
par NN.singC, et on définit le co- groupoide C’ comme
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GC =iso 1)C Xz,c C ——C

| |

iso 7Toc 7Toc

En appliquant le foncteur sing a ce diagramme, on obtient encore un diagramme

cartésien, et puisque sing est un adjoint a droite, on remarque que sing 71,C = mpsing C =
moC et sing isomyC = iso m1yC = iso mpsingC

G sing C = sing(isomyC X ,c C) ——=sing C

| |

sing iso myC sing myC

On conclut que
sing GC = G sing C.

De plus &' N, sing C est équivalent a N, sing GC.
Il reste peut étre la possibilité que ces catégories modeles sont des catégories simpli-

ciales modeles. Malheuresement, on n’a pas de preuve. Par contre map(x, C) se calcule
assez facilement en utilisant le théoreme 3.3.13, et I’adjonction :

=k

sSet __~ sSet — Cat.
k'N,

On constate que pour toute catégorie (fibrante) enrichie sSet, on a I'isomorphisme dans
la catégorie Ho(sSet)

k'NN'C ~ mapsSet(*? k'NN'C> ~ mapsSet—Cat(*7 C)
et de la méme maniere, si D est une catégorie enrichie sur Top, alors

mapmy,, cat(*, D) ~ k'N,singD.

Par le corollaire 4.2.16, on conclut que
mapsSet—Cat(*’ C) ~ N’:GC
et
MapPg,, cat(*, D) ~ NoGsingD.

Dans le cas classique de Cat, par le lemme A.4.2, on sait que mapg,(A,B) ~
NoisoHOMeat (A, B). Si A est la catégorie terminale %, alors map g, (*, B) ~ N,isoB.
Force est de constater la similarité entre le cas classique de Cat et le cas enrichi
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sSet — Cat.
Plus généralement,

mapm,, cat(|Zk1(A4)], C) ~ map.g. (4, l{:!ﬁsingC) ~ Map(A4, KGsingC),
ou Map est le foncteur adjoint du produit cartésien dans sSet.

Remarque 4.3.9. On ne sait pas si la catégorie Top — Cat est propre a gauche. Par
contre elle propre a droite, car tous les objets sont fibrants. On pense que Top — Cat
est cellulaire. Cela vient du fait que les cofibrations sont, en particulier, des inclusions
de catégorie. On n’en fera pas la démonstration.



Chapitre 5

La Catégorie Top — sCat

5.1 Structure Modele sur Top — sCat

Dans ce chapitre on construit une structure modele diagonale sur Top — sCat en
s'inspirant de la structure modele sur sCat et celle sur Top — Cat. Notre intérét pour
Top — Cat plutot que sSet — Cat est di au fait que dans Top — Cat tous les objets
sont fibrants; cette remarque jouera un role important par la suite. Rappelons que
Top — sCat est la catégorie des diagrammes [A%, Top — Cat|. Avant de commencer,
on a besoin de fixer les notations :

Notation 5.1.1. La composée des foncteurs

ki = _
sSet — sSet ——sSet — Cat i Top — Cat

est notée © : sSet — Top — Cat.
Notation 5.1.2. La composée des foncteurs

sing !

Top — Cat % sSet — Cat —> sSet —— sSet

est notée W : Top — Cat — sSet.

Lemme 5.1.3. Les foncteurs k', sing, U commutent avec les coproduits disjoints.

Remarquons que (0, W) est une adjonction de Quillen (chapitre 4). Notre but est de
montrer qu’il existe une structure modele sur Top — Cat telle que cette adjonction se
prolonge a une adjonction de Quillen entre sSet et Top — sCat. La nouvelle structure
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est appelée la structure modele diagonale sur Top — sCat. L’adjonction (0, ¥) induit
une adjonction O,, ¥, entre sSet? et Top — sCat. Ainsi, on définit I’adjonction :

dx ©

sSet ____ sSet? ____ Top —sCat
diag Ve

On peut énoncer, maintenant, le théoreme principal de ce chapitre :

Theorem 5.1.4. L’adjonction (O4d., diagV,) engendre une structure modéle de génération

cofibrante sur Top — sCat, o1

1. un morphisme f : Cy — D, est une équivalence faible (fibration) si
diagW, f : diag¥,C, — diag¥,D,

est une équivalence faible (fibration) dans sSet,

2. les cofibrations acycliques génératrices sont données pas Ood, N} — O4d A", pour
0<net0<i<n,

3. les cofibrations génératrices sont données pas Oad, 0A"™ — O d, A", pour 0 < n.

La preuve est faite en plusieures étapes en suivant le lemme 3.1.2.

Lemme 5.1.5. Soit A un sous-ensemble simplicial de B tel que A — B soit une
équivalence faible, et soit C dans Top—Cat. Alors pour tout F' € hommep_cat(©(A), C)
le foncteur ¥ envoie le pushout suivant

F
e

O(A

|

) C
1o
(B) —D

en un carré cocartésien homotopique dans sSet.

Démonstration. Puisque © est un foncteur de Quillen, ©(A) — O(B) est une cofibration
triviale dans Top—Cat. Cela implique que C — D est une équivalence dans Top—Cat,
et donc singC — singD est une équivalence entre objets fibrants dans sSet — Cat.
Il résulte que ﬁ.singC — ﬁ.singD est une équivalence entre objets fibrants (quasi-
catégories) dans (sSet, Q). Finalement, l{;!ﬁ.singc — l{;!ﬁ.singD, c’est a dire, YC —
UD, est une équivalence faible dans (sSet, Kan). Par le méme argument, VO(A) —
VO(B) est une équivalence faible dans (sSet, Kan). De plus c¢’est un monomorphisme
puisque O(A) — O(B) admet une rétraction (car tous les objets dans Top — Cat
sont fibrants). Donc WO(A) — WO(B) est un cofibration triviale dans (sSet, Kan), et
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par conséquent WC — WO(B) Uge) YC est une équivalence dans (sSet, Kan). Le
diagramme suivant résume la situation :

d’otit : YO(B)Uge)¥C — ¥D est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux.
O

Plus généralement, on considere les ensembles bisimpliciaux (cf [10])
A=dA = || C”
BeA

et
B=d.A" = |_| A"
BEA™

Lemme 5.1.6. Si j : A — B est une cofibration acyclique génératrice dans sSet?, et
C. est dans Top — sCat, alors le foncteur ¥, envoie le pushout suivant

O.(A) —C,

_

©.(B) —D,

en un carré cocartésien homotopique dans sSet? (Ici sSet? est munie de la structure
projective, i.e., les équivalences faibles (resp. fibrations) sont définies degré par degré)

Démonstration. On note par A"(m) (resp. A?(m) ) I'ensemble des m-simplexes de A"
(resp. A7).
Remarquons tout d’abord que

BEAT (m) BEAT(m)
est une cofibration triviale dans (sSet, Kan). Par ailleurs, les pushouts dans Top—sCat
se calculent degré par degré. En degré m, on a

D,, = (Cn, ®|Z| GB;n) |_| |_| O(A")

Be(A™(m)\AF (m))
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De autre coté, si on consideére le pushout dans sSet?

V,0.,(A) —V,C,

L

\I]o@o(B) — X
alors X, est égale a

(we, || wen,)l] | wean,
TOA,, BE(A (M)\AT (m))
Par le lemme 5.1.51a fleche ¥C,, | lyo 1, YOB,, — V(C,, Lloa, OB,,) est une équivalence
faible d’ensembles simpliciaux, par conséquent X,, — ¥D,,, est une équivalence pour
tout m. Et donc X — ¥,D, est une équivalence faible bisimpliciale degré par degré,
par conséquent, c’est une équivalence faible diagonale. O

Lemme 5.1.7. Si A — B est une cofibration acyclique génératrice dans sSet?, alors
le morphisme induit dans sSet, diagV,0,(A) — diagV,0,(B), est une cofibration acy-
clique.

Démonstration. Si'Y — % est une équivalence faible dans (sSet, Kan), alors ©(Y) —
* est une équivalence dans Top — Cat car © préserve les équivalences entre objets
cofibrants. Rappelons que C° — x est une équivalence faible d’ensemble simpliciaux.
Alors on a le diagramme commutatif :

0.,A . |_|A;L *

|,

OB —L= | pn *

avec f, g des équivalences de catégories topologique degré par degré. En appliquant le
foncteur ¥, on a encore une équivalence d’ensemble bisimpliciaux degré par degré (car
tous les objets dans Top — Cat sont fibrants). Maintenant en appliquant le foncteur
diagonal, on conclut que diagW,0,(A) — diagV,0,(B) est une équivalence. Pour voir
que c’est une cofibration, il suffit de voir que ©(C?) — ©(A™") est une cofibration triviale
de catégories topologiques, et donc admet une rétraction (car tout les objets dans Top—
Cat sont fibrants). Cela implique que U,04(A) — W,04(B) est un monomorphisme
degré par degré d’ensembles bisimpliciaux. Enfin, en appliquant diag on obtient que

diagW,04(A) — diagV,0,.(B)

est un monomorphisme dans sSet et donc une cofibration acyclique.
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Corollaire 5.1.8. En gardant les notations de la peuve du lemme 5.1.6, la fleche
d’ensembles bisimplicaur V,Cy — X est une équivalence diagonale. Par conséquent
v,C, — V,D, est une équivalence faible diagonale.

Démonstration. Puisque le foncteur diag commute aux pushouts, les lemmes 5.1.6 et
5.1.7 impliquent que diag¥,C, — diagX est une équivalence. Le lemme 5.1.6 implique
que diagX — diagW,D, est une équivalence, et donc par la propriété (two out of three)
le morphisme bisimplicial ¥,C, — ¥,D, est une équivalence diagonale. O

Lemme 5.1.9. Les foncteurs k' et N. commutent avec les colimites filtrantes.

Démonstration. Le fait que k' commute avec les colimites filtrantes est une conséquence
de I'adjonction (ki, k') et que le foncteur homgget (k1A”, —) commute avec les colimites
dirigées. De la méme maniere le foncteur K commute avec les colimites filtrante car
=(A™) est un petit objet dans sSet — Cat O

Corollaire 5.1.10. Le foncteur diagWV, commute avec les colimites dirigées.

Démonstration. Le foncteur diag préserve les colimites, car il admet un adjoint a droite,
et le foncteur sing : Top — Cat — sSet — Cat commute avec les colimites filtrante par
4.3.5. Les foncteurs k' et N commutent avec les colimites dirigées par 5.1.9. Puisque
les colimites dans Top — sCat se calculent niveau par niveau, on conclut que diagW¥,
commute avec les colimites dirigées.

Enfin, on peut prouver le théoreme 5.1.4.

Démonstration. (du théoreme 5.1.4) C’est une conséquence de 3.1.2,5.1.10, et 5.1.8. O

5.2 Propriétés de la structure diagonale sur Top —
sCat

Dans ce paragraphe on montre quelques propriétés de la structure modele diago-
nale sur catégorie Top — sCat. Avant de commencer, notons qu'on peut calculer le
map de la catégorie modele Top — sCat en utilisant 1’adjonction entre (sSet, Kan)
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et Top — sCat. Soit A un ensemble simplicial, et soit C, une catégorie topologique
simpliciale.

Remarque 5.2.1. L’ensemble bisimplicial V,C, = k!ﬁsingc. est équivalent degré
par degré a NiGsingC., ot le foncteur G (4.2.8) associe a chaque catégorie dans sSet —
sCat son oco-groupoide degré par degré. Soit C, une objet fibrant dans Top —sCat, en
utilisant le théoréme 3.3.13 on a les isomorphismes suivants dans Ho(sSet) :

mapTop—sCat(@'d*(A)> C') ~  IMaPgget (A? dlag\If.C.) (51)
~ map.g. (A, diagN,GsingC,) (5.2)
~ Map(A, diagN,GsingC,). (5.3)

Le foncteur Map est ’adjoint a droite du produit cartésien dans sSet.

5.2.1 Propreté a gauche

Dans ce paragraphe on montre que Top — sCat est propre a gauche. Commencant
d’abord par donner quelques propriétés sur les cofibrations.

Lemme 5.2.2. Sii: A — B est une cofibration génératrice pour sSet® (munie de la
structure modéle de Moerdigk), alors O4i : O A — O4B est une inclusion de catégorie.
De plus UoBO4i 0 VO,A — V,0,B est un monomorphisme dans sSet?

Démonstration. Comme dans la preuve de 5.1.6 'application 4, : A,, — B,, s’écrit

I @ Ay — B;n |_| A"
BeA™(m)\OA™ (m)
Or la corestriction i,, : A, — B, est une cofibration triviale dans sSet et donc
Qi : A, — OB, est une cofibration triviale dans Top — Cat, ce qui explique
I'existence d’une rétraction puisque tous les objets sont fibrants. Par conséquent, i, est
une inclusion de catégorie, et Wi, est une un monomorphisme (car on a une section). [

Les résultats qui suivent concerneront tous les pushouts dans Top — sCat le long
de ©,(A) — O,(B), ot A — B est une cofibration génératrice dans sSet (munie de la
structure modele de Moerdijk).
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Lemme 5.2.3. Soit A, — B, une cofibration cellulaire obtenue par un pushout dans
Top — sCat d’une cofibration génératrice O4i : O Z — QW . Alors A, — B, est une
inclusion de catégorie topologique degré par degré, et VoA, — VB, est un monomor-
phisme dans sSet?

Démonstration. Tout d’abord, on a

B, = (A, || eW,) | | O(A™),
OZm BE(A™(m)\OA™(m))

ou la coréstriction
Ouin, Ay — A, || OW,,
OZm
est une cofibration triviale entre objets fibrants dans Top — Cat, cela implique que
@.ilm admet une rétraction et donc que O,i,, est une inclusion de catégorie topologique
degré par degré, et donc
v,A, — V,B,

est un monomorphisme dans sSet?. O

Corollaire 5.2.4. Soit i : A, — B, une cofibration quelconque dans Top — sCat,
alors i, est une inclusion de catégorie et Wqt est un monomorphisme dans sSet?

Démonstration. On fait d’abord pour les cofibrations cellulaires qui est une conséquence
facile de 5.2.3. En remarquant qu’inclusion et monomorphisme sont des notions équivalentes
dans la catégorie sSet (resp. Top). Les monomorphismes sont fermée sous rétracte, on
conclut que toute cofibration dans Top — sCat est une inclusion de catégories (degré
par degré). D’autre part, W = k!ﬁsing conserve les inclusions, cela permet de conclure
que ¥,i est un monomorphisme dans sSet”.

Theorem 5.2.5. La catégorie Top — sCat est propre a gauche

La preuve se fait en plusieurs étapes.

Lemme 5.2.6. Sii: A — B est une cofibration génératrice pour sSet?, alors le pushout
d’une équivalence faible le long de O, A — OB est encore une équivalence faible dans
Top — sCat.
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Démonstration. Rappelons encore une fois que

A= || ¢

BEDA™

avec C% — A™ une cofibration triviale. Soit le diagramme de pushout dans Top —sCat
suivant :

0.(A) —C,

L

O.(B) — D,.

Par le méme raisonnement que dans le lemme 5.1.6, le foncteur diagW, envoie ce pushout
vers un carré homotopiquement cocartésien dans sSet. De plus OC? — OA™ admet
une section, car c¢’est une cofibration triviale entre objets fibrants dans Top — Cat. Cela
implique que

diag¥,0,(A) — diag¥,0,.(B)

est une cofibration dans sSet. Le diagramme de pushout dans sSet résume la situation :

diag¥V,0,.(A) = diag¥,C,

|

diag¥,0.(B)

~ diagW.D..

Puisque sSet est propre a gauche, cela implique que g est une équivalence faible, et par
conséquent f est une équivalence faible. O

Lemme 5.2.7. Soit A, — B, une cofibration obtenue par un pushout d’une cofibration
génératrice O4(A) — O4(B) dans Top —sCat. Le foncteur Vo envoie tout pushout

Ao—>Co

]

Bo—>Do

en un carré homotopiquement cocartésien dans sSet®. Plus généralement si Ay — B,
est une cofibration cellulaire dans Top — sCat, alors on a la méme conclusion.

Démonstration. Par le méme raisonnement que dans 5.1.6 on a

Bu—(An 0B L e@

O Ay, BE(A™ (m)\DA (m)
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avec la propriété que A,,, — A, Loa,, OB, est une cofibration triviale dans Top—Cat,
et donc admet une rétraction car tous les objets sont fibrants. Par conséquent WA, —
U(A,,lloa, ©B,,) est une cofibration triviale dans sSet. D’un autre c6té,

D,=C,|]|A. || ©B,|] || O(A™);
A, OA,, BE(A™(m)\OA™ (m))

en appliquant le foncteur W, la propriété de pushout nous donne I'application unique
d’ensembles simpliciaux :

VC,, || ¥B,, — ¥(C,, | | Bn).

VA, An

Puisque A, — B, est obtenu comme un pushout d’une cofibration génératrice dans
Top — sCat on a que

vC,, | | ¥B,,=7C, | ] ¥(A, || ©B,)]] || VO(A")

VA, VAm, OAnm, BE(A™(m)\OA™ (m))
Puisque WA, — V(A,,Jo4, OB,,) est une cofibration triviale, on a que

vC,, — VC,, || ¥(A, || ©B,)
VA, OAn,

est aussi une cofibration triviale. D’un autre coté

vC,, — U(C,, | | ©B.) =W(C,, | | A, | | OB,)
QA A, OAn,

est une équivalence par 5.1.5. On a le diagramme commutatif suivant :

vC,, = VC,, Lya,, V(A Uea,, GB;n)
U(Cploa,, ©B,,).

Par conséquent

vC, || ¥(A,, || ©B,)|] || PO(A") — ¥(C,, | | ©B,,)| | | |

VA, OAm BE(A™(m)\IA™ (m)) OA, BE(AT(m)\IA™ (m))

est une équivalence faibe.

On conclut que

vC,, | | B, — VD,
\IIA’UL

vo
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est une équivalence faible.
Pour les cofibrations cellulaires, on écrit i : A, — B, comme une composition transfinie
de morphismes

A, - Al - A - AT — ... 5 B,.

On pose Cy = C, | Ja, AY, alors le morphisme C, — D, est la composition transfinie
de

C,—-Cl—. ... Cct-cCet—... - D,

Par ce qui précede :
U,AY |_| v,C, — U,CY

VoA
est une équivalence dans (degré par degré). De plus U,A% — W AT est un monomor-
phisme dans sSet? par 5.2.4. On conclut que :
colim, WV A |_| v,C, — colim,V,C¢
VoA
est une équivalence. En remarquant que W, commutent avec les colimites dirigées 5.1.10,

on conclut que
v,B. || ¥.C. - 0.D,

VoA,
est une équivalence degré par degré, et donc une équivalence diagonale.

0

Corollaire 5.2.8. Sii: A, — B, est comme dans le lemme 5.2.7, alors le pushout
d’une équivalence faible le long de i est encore une équivalence faible.

Démonstration. Soit le diagramme de pushout :

A.;C.

L

B, —D..

En appliquant le foncteur diag¥, au diagramme précédent, on trouve un carré co-
cartésien homotopique. D'un autre coté par le lemme 5.2.4, le morphisme ¥V, A, — ¥,B,
est un monomorphisme dans sSetz, et par conséquent diagW,A, — diag¥,B, est une
cofibration dans sSet. Le diagramme de pushout dans sSet suivant résume la situation :

diagW,A, — diag¥,C,

|

diag¥,B,
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Puisque sSet est propre a gauche, f est une équivalence. De plus g est une équivalence
par 5.2.7. Par conséquent t est une équivalence. O

Corollaire 5.2.9. Sii: A, — B, est une cofibration I — Cell dans Top —sCat, alors
le pushout d’une équivalence faible le long de i est encore une équivalence.

Démonstration. Considérons le pushout suivant :

AQ—N>CQ

L

B, — D..

On écrit 7 : A, — B, comme une composition transfinie de morphismes décrits dans le
corollaire 5.2.8, c’est a dire

A, — Al - A S AT ... 5 B,

Sion pose Cy = C, s, Ay, alors le morphisme C, — D, est la composition transfinie
de
C.—»Cl—. ... Cct-Cce! —»... - D,.

Par le corollaire 5.2.8 diag¥W,A$ — diagW,C¢ est une équivalence dans sSet. On conclut
que
B, = colim,AY — colim,Cy = D,

est une équivalence faible. O

Lemme 5.2.10. Sii : A, — B, est une cofibration qui est un rétracte d’une cofibration
cellulaire dans Top — sCat, alors le pushout d’une équivalence faible le long de i est
encore une équivalence.

Démonstration. Par hypothese i : A, — B, est un rétracte d’'une cofibration cellulaire
1: Ay — B,. Soit un diagramme de pushout dans Top — sCat

A, ——C,

)

B, — B, L, C..

La rétraction entre i et i induit une rétraction entre C, — B’, Uar Co = D/. et Cy —
B.l]a, Co = D,. Par conséquent,

!

t: v.B, || V.Co— U.D,
LA,
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est un rétracte de

t: v,B, |_| v,Cy — Y, D,.
VoA,

Par le lemme 5.2.7 Papplication ¢ est une équivalence faible et donc ¢ est une équivalence
faible (par rétracte). L’application diagW, A, — diag¥,B, est une cofibration dans sSet
par 5.2.4, et donc

v,B, - VU,B, || 7.C.

T, A,

est une équivalence diagonale car sSet est propre a gauche. Par conséquent
v,B, — ¥,D,

, . . / , . 7 z
est une équivalence diagonale car ¢ est une équivalence degré par degré et donc une
équivalence diagonale. O

La preuve du théoreme 5.2.5 est la suivante

Démonstration. C’est une conséquence de 5.2.10, puisque toute cofibration est un rétracte
d’une cofibration cellulaire dans une catégorie modele a génération cofibrante. O

5.2.2 Cellularité de Top — sCat

Dans ce paragraphe on montre que Top—sCat est une catégorie cellulaire (cf 3.3.8).

Lemme 5.2.11. Les domaines et les codomaines des cofibrations génératrices de la
catégorie modele Top — sCat sont compacts.

Démonstration. Supposons que C, — D, un est élément de I — Cell dans la catégorie
Top — sCat. Soit un morphisme A, — D,, ot A, = 0,d. X est le (co)domaine d’une
cofibration génératrice dans Top — sCat. Le morphisme C, — D, s’écrit comme une
composition transfinie

C,=C!'—-C!...Cc:— . D,
En appliquant le foncteur diagW, a ce diagramme on obtient :
diag¥,C, = diag\Il.C(,) — diag\If.Ci <o — diag¥,C; — ... diagV¥,D,.

Mais diag¥,C: — diag®¥,C:T! est une cofibration dans sSet par 5.2.2 Un morphsime
A, — D, est la méme chose que la donnée d’'un morphisme dans sSet f : X —
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diag¥,D, par adjonction. Puisque X est compact dans sSet cela implique que f se
factorise pour un certain s par g : X — diag¥,C3. En utilisant ’adjonction, on conclut
que A, — D, se factorise par O,d, X — C3. O

Lemme 5.2.12. Les domaines des cofibrations génératrices acycliques sont petits rela-
tivement aux I — Cell dans Top — sCat.

Démonstration. On garde les mémes notations que dans le lemme 5.2.11. Soit la colimite
dirigée colim,C%, tel que C{ — CiH est un élément de I — Cell. Le but est de montrer
que homm,,_scat(A., —) commute avec ces colimites dirigées, ot Ay = O4d, X est le
domaine d’un cofibration acyclique dans Top — sCat. Par adjonction

homr,p_scat(A., colim;C;) = homgget (X, diagdP,colim,Cy).
Or diag®, commute avec les colimites dirigées, donc
homygget (X, diag®ecolimC;) = homgget (X, colimgdiagdP, Cy).
Mais tous les objets dans X sont petits dans sSet. Par conséquent :
homgge; (X, colimdiag®,C3) = colimshomgges (X, diagd®, C3).
Enfin par adjonction, on conclut que :
homm,p_scat(A., colim;C;) = colimshommp_scat(Ae, C;).

Par le lemme 3.2.5 on conclut que les domaines des cofibrations génératrices (acycliques)
dans Top — sCat sont petits par rapport aux I — Cell. O

Lemme 5.2.13. Les cofibrations dans Top —sCat sont des monomorphsimes effectifs.

Démonstration. Soit C.C—i> D, une cofibration dans Top — sCat (et donc une in-
clusion de catégorie). Le but est de calculer I’égalisateur du diagramme suivant :

D, —=D.|lc, D.

ou les deux fleches sont des inclusions de catégorie provenant du diagramme du pushout
suivant :
— * D

7 l:‘il

C
D.<—> Do I_lC. Do
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Nous affirmons que 1'égalisateur est exactement
C. %D. HD. |_|C. D.

Tout d’abord c’est bien un diagramme commutatif. Supposons que C, est un autre
candidat pour I'égalisateur. Puisque le foncteur Ob : sCat — sSet commute avec les
limites et les colimites (car Ob admet un adjoint a gauche et a droite), il existe une
unique fleche t qui fait commuter le diagramme suivant :

’

ObC,

wj)
it

\:/ Ob(4) -
ObC, — ObD, —= ObD, | lopc, ObD,

En effet, les cofibrations dans Top — sCat sont des monomorphismes sur les objets
5.2.4, et sSet est cellulaire [11]. Soit maintenant v un morphisme dans C, tel que
iWF(y) = iaF (7). Puisque i; : Cq — D,llc, Do et i3 : Co — Dgllc, De sont des
injections de catégories, cela implique que F'(y) est, en fait, un morphisme dans C,.
On conclut que tout morphisme F : C, — D, dans Top — sCat tel que i1 F = iy F se
factorise de maniere unique comme la composition

C, —» C, — D..

Corollaire 5.2.14. La catégorie modele Top — sCat est cellulaire.



Chapitre 6

K-Théorie algébrique et Théories
Cohomologiques

6.1 [K-théorie d’une catégorie enrichie

Ce chapitre est informel de point de vue mathématique. Nous faisons quelques
réflexions sur comment on peut continuer la recherche dans cette direction. L’idée ini-
tiale qui nous a inspiré est l’analogie entre la K-théorie algébrique et la K-théorie
topologique. Et plus généralement, on aurait voulu répondre a la question suivante

Que sont les théories cohomologiques des (petites) catégories (en-
richies) ?
Ala question

Que sont les théories de cohomologies des espaces topologiques

(pointés) ?
La réponse est bien connue dans la littérature mathématique : la catégorie modele stable
des spectres (symétriques) Sp" (Top,) ou (Sp™(sSet,)). Plus précisément ce sont les
(-spectres, c¢’est a dire les objets fibrants dans la catégorie modele stable. Le 0-espace
d’un Q-spectre "ressemble” a un groupe abélien, en particulier des E..-algeébres dans
le langage des opérades. Et donc, a la question : que signifie une théorie cohomologie
pour les espaces topologiques? on a deux approches différentes : une provient de la
théorie des catégories modeles stables, et I'autre du langage des opérades. C’est dans
cette optique qu’on s’est lancé a la recherche de la signification de la notion de "théorie
cohomologique” pour les catégories.
Notre source d’inspiration était la K-théorie algébrique définie initialement par Quillen
pour les catégories exactes, puis généraliser par Waldhausen pour les catégorie qui
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portent aujourd’hui son nom. On a commencé, par la catégorie des petites catégories
Cat. Il est devenu assez clair qu’il fallait passer a la catégorie sCat pour avoir "plus de
place”. Puis on a construit la catégorie modele stable Sp' (sCat,) qui nous a permis de
définir les ()-spectre, et par conséquent une notion de "théorie cohomologique pour les
catégories simpliciales”. On a constaté que cela marche, car sCat est propre, cellulaire,
et (co)tensorisée sur sSet de maniére cohérente.

Trouver une notion de K-théorie algébrique pour Top — sCat, la catégorie des petites
simpliciales catégories enrichies sur Top s’est avéré plus délicat. Ce qui ne marche pas
est de trouver une "bonne” (co)tensorisation sur sSet, afin de construire la catégorie
des spectres . Cela nous a amené a poser des questions plus générales sur la théorie des
catégories modeles. Le probleme se pose ainsi :

Etant donnée une catégorie modele M propre a droite et cellulaire,
existe-il une catégorie modéle C celullaire, propre, (co)tensorisée
par sSet et Quillen équivalente a M ?

Dans ce cas les théories cohomologiques sur M peuvent étre étudiées en considérant
Sp'(C,).

Il existe quelques approches a ce type de question mais pour des fins différentes, nous
semble-t-il. Dans les articles [20] et [4], les auteurs donnent certaines conditions sur
la catégorie M (essentiellement propreté a gauche et cellularité) et montre que M est
Quillen équivalente a une catégorie simpliciale modele ([10], chapitre II).

Soit M une catégorie modele propre et cellulaire. S’il existe une catégorie C simpliciale
modele propre a gauche et cellulaire Quillen équivalente a M, alors les conséquences
sont trés intéressantes : c’est l'existence de catégorie modele stable Sp™(C,), et donc
Iexistence des (2-spectres qui définiront les théories cohomologiques sur la catégorie M,,.
On exprime cette question sous forme de conjecture, mais on pense pouvoir donner une
esquisse d'une démonstration.

Définition 6.1.1. Soit M une catégorie modeéle. On dit que M est une catégorie
simpliciale faible si M est tensorisée et cotensorisé sur sSet tel que les foncteur
adjoints suivants forme un couple de Quillen :

Xe®—: M — M,

(=) : M — M,
pour tout X, € sSet.

Conjecture 6.1.2. Soit M une catégorie modéle cellulaire et propre a gauche, alors
il existe une catégorie modéle simpliciale faible C cellulaire, propre a gauche qui est
Quillen équivalente a M.
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Nous donnons une piste possible pour la preuve de 6.1.2. Cette esquisse se repose
essentiellement sur les idées de Dugger [4].

Theorem 6.1.3 ( [4], 1.2). Soit M une catégorie cellulaire et propre a gauche, alors
il existe une structure modéle simpliciale sur [A°? M| et une paire de foncteurs de

Quillen adjoints

M [A%, M]
evo

telle que (ci,evy) est une équivalence de Quillen. De plus, la structure modéle sur
[AP M] est définie comme suit :

— Les équivalence faibles sont les hocolim-équivalences.
— Le cofibrations sont les Reedy-cofibrations.

Cette structure sera notée [A°P, M]". L abréviation hc est pour homotopie colimite.

Le but est de voir que [A°?, M] avec la structure décrite auparavant est cellulaire et
propre a gauche.
Dugger ([4], 4.1) définit une nouvelle (co)tensorisation de [A%, M]%¢4 sur sSet, ot la
catégorie [A%, M]Feedy est munie de la structure modele de Reedy. Cette (co)tensorisation
ne rend pas [A°?, M] une catégorie modele simpliciale au sens de ([10], chapitre II). Par
contre [A M] est une catégorie modele simpliciale faible aux sens de la définition
6.1.1. De plus, [A%?, M]#4 est propre a gauche et cellulaire, car M Dest.
Puisque M est une catégorie modele a génération cofibrante, il existe une structure
modele projective sur [A°?, M. Cette structure modeéle sera notée [A%?, M]PX . L’abréviation
"BK” est pour Bousfield-Kan. Notons aussi que M est propre a gauche et cellulaire, et
donc [A?, M|PE Test aussi.

Theorem 6.1.4 ([4], 5.2). Il eziste un ensemble de morphismes S dans [A°?, M] tel
que 'adjonction suivante est une équivalence de Quillen :

colim

Ls[A®, M]PK M,

Lg étant la localisation a gauche.
De plus les équivalences faibles dans Lg[AP, M]PX sont exactement les hocolim-équivalences.

Le foncteur identité nous donne une comparaison entre [A%, M| et [AP M]PK
qui est en fait une équivalence de Quillen. De plus cette adjonction se prolonge a une
équivalence de Quillen :

id
Lg[A, M]PE ™ Lg[Ao, M]feedy,
id



Chapitre 6. K-Théorie algébrique et Théories Cohomologiques 74

Remarquer que les cofibrations dans la catégorie Lg[A%, M]%¢4 et dans la catégorie
[A% M]#eedy gont les mémes puisque une localisation a gauche laisse les cofibrations
intacts.

Corollaire 6.1.5. La catégories modéle Lg[A%, M]Eeed est Quillen équivalente a M.

Démonstration. La catégorie modele Lg[A%, M|Fe® est Quillen équivalente & Lg[AP, M]BX
et Lg[A% M]PE est Quillen équivalente & M. Le fait que Lg[A%, M]#¢4 soit propre
a gauche et cellulaire découle du fait que [A%, M]f e Test, car c’est une localisation
a gauche d'une catégorie propre a gauche et cellulaire ([11], 4.1.1). O

La catégorie [A?, M est une catégorie modele simpliciale faible propre a gauche
et cellulaire. De méme la catégorie Lg[A% M|PE est une catégorie modele propre a
guache et cellulaire.
Maintenant, on discute la version pointée, c’est a dire étant donnée une catégorie modele
M on aimerait lui associer "la” catégorie pointée. Soit * 1'objet terminal dans M.
Notons par M, = % | M la catégorie dont les objets sont x — M ou M € M et
dont les morphismes sont les morphismes de M qui préservent le point de base. On a
I’adjonction suivante :

ou M, = MUx et U est le foncteur oubli. Cette adjonction induit une structure modele
sur M,.. Supposons que M est une catégorie modele simpliciale, on aimerait définir un
analogue pointé, c’est a dire une structure modele simpliciale pointée sur M,. Cela
semble une conséquence quasi immeédiate.

Si on suppose que M est une catégorie modele simpliciale propre a gauche et cellu-
laire alors M, est une catégorie modele simpliciale pointée propre et cellualire. Par
conséquent on peut définir la catégorie stable des spectres Sp''M,, en utilisant [13].
Nous pensons que Sp''M, est aussi simpliciale pointée et méme enrichie naturellement
sur Sp''.

A ce stade, on a donné un processus général pour définir la catégorie de spectres pour
une catégorie modele simpliciale propre a gauche et cellulaire. Pour une catégorie modele
M propre a gauche et cellulaire mais pas forcement simpliciale, on construit d’abord la
catégorie modele C = Lg[A,,, M]f % qui est simpliciale propre a gauche et cellulaire,
puis on définit la catégorie stable des spectres.

La question qu’on s’est posé tout au long de ce mémoire :

Quelle est la bonne structure modeéle sur Cat et Top — Cat pour
définir la catégorie des spectres ?
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Pour y répondre on s’est inspiré de la K-théorie algébrique définie pour les catégories
de Waldhausen. Tout d’abord, en considérant les catégories de Waldhausen A ou les
équivalences faibles sont exactement les isomorphismes, on remarque que le spectre de
la K-théorie algébrique a la propriété que la fleche

diagN,isoS™ A — QdiagN,isoS™+Y A

est une équivalence faible.
Cette derniére remarque nous a poussé a définir une structure modele sur M = [A% Cat],
ou on déclare qu'un morphisme A, — B, est une équivalence faible dans [A°, Cat] si

diagN,isoA, — diagN,isoB,

est une équivalence dans sSet. Puis on montre que cette structure modele est propre
a gauche et cellulaire. Pour définir la catégorie des spectres, on a pu s’en sortir sans
utiliser la théorie développée dans [4].

Pour le cas des catégories enrichies, on a considéré la catégorie Top — Cat, la catégorie
des petites catégories enrichies sur Top. Puis on a procédé par analogie avec le cas de
[A°? Cat]. Cela nous a amené a considérer la catégorie Mm,p, = [A%, Top—Cat| plutdt
que Top—Cat. Le morphisme A, — B, est une équivalence faible dans [A°?, Top—Cat)|
si

diag &' ﬁ.singA. — diag k' ﬁ.singB..

Dans le chapitre 5 de ce mémoire on explique 'analogie avec les équivalences faibles
dans [A°, Cat]. Puis on montre au chapitre 6 que [A°?, Top — Cat| est propre a gauche
et cellulaire. On n’est pas arrivé a construire directement la catégorie des spectres cor-
respondant & My, mais grace a [4], on peut probablement la définir comme étant la
catégorie Sp" (Lg[A%, Mgp|Fecd).

Les isomorphismes suivants dans Ho(sSet, ) sont heuristiques pour avoir une idée des
map (pointés) dans la catégorie modele stable SpN(LS[AOP,MTop]*R“dy). Soit Cee =
{C2..C.,,...} un objet fibrant dans Lg[A”, Mrop., ¢’est & dire un Q-spectre.

0

MAPG 1 (non a ooty (5780 Caa)  ~ maAP, o gy e (8%, CLL)
~ map[AquTop}z:c(Soa C(.),.)
~  MAaPMy, ). (So’ Ce,o)
~  INAP[Aer Top—Cat]. (507 Ce,o)
~ mapgg(x, diag k'N.singC? )
~ diag k’ﬁ.singCio
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6.2 Quel lien avec la K-théorie de Waldhasen ?

Pour la définition d’une catégorie de Waldhausen on envoie le lecteur vers [23].
Pour étre bref, c’est la donnée d'une catégorie C avec deux classes de morphismes, les
équivalence faibles et les cofibrations. On note par wC la sous catégorie de C ayant
comme morphismes les équivalences faibles. Alors la K-théorie algébrique de C est le
(-spectre

K(C) = {QdiagN,wS, A, diagN,wS, A, diagN,wSP A .. }.

Supposons qu’on ait une équivalence stable Fy o : Co o — D, o dans SpN(LS[A‘”’, Mopop | Fect)

entre deux {2-spectres. Donc c’est une équivalence faible degré par degré. Par conséquent
F), : C), — DJ, est une équivalence entre deux objets fibrants dans (Lg[A%, Mpop|£«%).
Par le méme argument F° est une équivalence dans [A%, M,p) % . Mais les équivalences

dans la structure modele de Reedy sont degré par degré. Par conséquent
F, .0 Q- C(o)z' - D(o)i

est une équivalence dans Mo, = [A%, Top — Cat] pour tout ¢ € N. En particulier
pour 7 = 0.

Soit U : Top — Set le foncteur qui oublie la topologie. Rappelons le foncteur G' qui
associe a chaque catégorie enrichie sur Top son groupoide (au sense enrichi).

Remarque 6.2.1. Soit A une catégorie enrichie sur Top, alors UGA = wA ot wA
est la sous catégorie (discréte) des équivalences faibles de A.

Conjecture 6.2.2. Soit F,, : Co4 — D, . une équivalence dans Sp" (Ls[A%, Mop) ™),
Alors
diagN, UG FSO : diagN.UGCiO — diagN.L{GD(.]’O

est une équivalence dans sSet, ou les foncteurs G et U sont appliqué degré par degré.
Autrement dit :
diagNqw FSO : diagN.wC(.],o — diaugN.wD(.],0

est une équivalence dans sSet.

Dans le cas classique sCat, on peut formuler la conjecture suivante :

Conjecture 6.2.3. Soit C € Cat une catégorie de Waldhausen (avec des isomor-
phismes) alors il existe Dy une catégorie de Waldhausen faible telle que S¢C — D, est
une équivalence faible dans la catégorie modeéle sCat, donc

diagN,isoS,C — diagN,isoD,

est une équivalence faible dans sSet.
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La catégorie simpliciale D, peut étre vu comme un remplacement fibrant de S,C.
On ne sait pas encore comment formuler la conjecture 6.2.3 dans le cadre enrichi. La
raison est qu’on ne sait pas définir la S, construction de Waldhausen pour les catégories
de Waldhausen enrichies telle que la catégorie S, soit encore une catégorie de Waldhau-
sen enrichie.

6.3 Homologie de Hochschild topologique THH

Le but de ce paragraphe est de suggérer une définition possible pour I’homologie de
Hochschild topologique d’une catégorie faiblement de Waldhausen. Dans la littérature
mathématique il existe plusieurs définitions de THH.

Définition 6.3.1. [8] Soit A un spectre en anneau cofibrant (une S-algébre cofibrante).
Alors
THH(A) = A AL A,

ou A® = AN AP,

Par exemple pour un spectre en anneaux commutatif A (S-algébre commutatif A)
les auteurs de [8] définissent THH(A) comme S' ® A. Dans ce contexte, la catégorie des
S-algébres commutatifs CAlgg est une catégorie tensorisée sur sSet.

Tout spectre en anneau peut étre vu comme une catégorie enrichie sur les spectres avec
un seul objet. Il existe une généralisation de THH pour les petites catégories enrichies
sur les spectres voir par exemple dans [2].

D’un autre c6té Waldhausen définit THH pour les espaces topologiques (cf [21]).
Définition 6.3.2. Soit G est un groupe topologique et X = BG. On pose
THH(X) := THH(X*GY)
Si X un espace pointé quelconque alors :

THH(X) := THH(S®(2X),)

Un résultat classique de Bokstedt et Waldhausen dit que THH(X* (X)) ~ X*°(LOX) 4
ou L est le foncteur qui associe a chaque espace topologique, 1'espce de ses lacets libres.
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Dans le cas ou X = BG pour un certain groupe topologique G on a le résultat suivant :

THH(BG) := THH(Z®G, ) ~ S%(LBG),. (6.1)

La formule 6.1 nous semble la plus adaptable pour généraliser la définition de THH au
cadre des catégories de Waldhausen faibles. Par "analogie” entre les groupes abéliens,
E-espaces, et les catégories de Waldhausen faibles, il nous semble raisonnable de
suggérer la définition suivante :

Définition 6.3.3. Soit C, € sCat, une catégorie de Waldhausen faible. On pose :
THH(C,) := X®*map,c,;(S*, C.) -

Ici, map g, est le mapping space de catégorie W-modéle sur sCat.
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A.1 Ensembles Bisimpliciaux

Dans la littérature mathématique il y a au moins trois structures modeles pour les
ensembles bisimpliciaux sSet?. La plus directe et qui est une conséquence de résultats
plus généraux est la structure modele de Bousfield-Kan. Si on regarde la catégorie des
objets bisimpliciaux comme une catégorie de foncteurs de A vers sSet, alors la struc-
ture projective sur [A%, sSet] est celle ou les équivalence faibles (resp. les fibrations)
sont définies point part point, et le cofibrations comme étant les morphismes ayant la
propriété de relevement a gauche par rapport au fibrations triviale. C’est une structure
monoidale fermée de génération cofibrante.

La structure de Moerdijk nécessite I'introduction d’un foncteur diag : sSet®> — sSet,
défini par diag(Xe.e)(n) = X(n,n). Le foncteur diagonal admet un adjoint a gauche
noté d, : sSet — sSet?. La structure modele de Moerdijk est le transfert de la struc-
ture modele de sSet & sSet? via le foncteur diagonal, i.e un morphisme dans sSet?
est une équivalence faible (resp. le fibration) si et seulement si son image par diag est
une équivalence faible (resp. fibration) dans sSet, les cofibrations sont données par la
propriété de relevement a gauche par rapport au fibrations triviale.

La relation entre ces deux structures modeles est résumée dans les deux théoremes sui-
vants. Le premier relie les équivalences faible de Bousfield-Kan a celles de Meordijk, et
le deuxieme est la "contre partie” pour les fibrations.

Theorem A.1.1. Soit fo e : Xeo — Yoo un morphisme dans sSet? tel que fo: Xej —
Y, ; une équivalence faible pour tout j € N dans sSet, alors diagf est une équivalence
faible d’ensemble simpliciauz et donc une équivalence de Meordigk.

Theorem A.1.2. Soit foe : Xeo — Yoo un morphisme dans sSet? tel que diagf est
une fibration dans sSet, alors f,; : Xe; — Yo ; est une fibration pour tout j € N, i.e
une fibration de Bousfield-Kan.
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A.2 Exemple

Soit X, un ensemble simplicial. Dans ce paragraphe la catégorie A | X, est la
catégorie des simplexes de l’ensemble simplicial X,, les objets sont les morphismes
simpliciaux o, : A" — X, et les morphismes sont les morphismes simpliciaux f qui
font commuter le diagramme :

!
X

On définit pour chaque morphisme f, : Y, — X, dans sSet le foncteur f*: A | X, —
sSet, tel que f*(o) est le pullback dans sSet de ¢ le long de f. Une maniére plus

ATL

Am

compacte de considérer f* est de le voir comme le foncteur — x x, Yo : A | X, — sSet.
Ce foncteur est exact a droite et donc commute avec les colimites. De plus

colima |y, f* = colima (A | X, Xx, Ys) = colima(A | X,) Xx, Yo = Xo Xx, Yo =7,.

Soit le foncteur représentable homgget(—, Xo) : A — Set. Alors par définition on a
IA homsSet(_a X.) =A l X..

A.3 Nerf de Certaines Catégorie

Ce qui suit se trouve dans [[10], IV, 5.1] qu’on résumera de maniére tres concise.

Pour montrer I’équivalence entre X, et Ng(A | X,), on construira un ensemble
bisimplicial Y, o tel que on ait une équivalence d’homotopie simpliciale :

X, <——diagYes —=N,(A | X,).

Les objets de la catégorie A | X, seront noté par ¢ : A" — X, Commencons par
décrire I'ensemble bisimplicial Y, o

Yon= J[ A™

00— "—70n
avec o; : A™ — X,. On a clairement 1’équivalence de Kan (et de donc de Moerdijk)
entre ensembles bisimliciaux :
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(diag) J] A™—(diag) J] =*=N.(A]X.,).

g —0n o0 —0n

Pour I'autre équivalence, on adopte un point de vu plus catégoriel. La catégorie
C dont les objets sont des couples 0 : A" — X,,z € A" et comme morphisme 6 :
(o,2) — (7,y) tel que 70 = o et O(x) = y. Le nerf de cette catégorie est en fait
I'ensemble bisimplicial Y, .. Le foncteur F' : C — X qui envoie (0,z) — o(z) est bien
défini. Rappelons que X est la catégorie simpliciale discrete qui correspond a ’ensemble
simplicial X,. Puisque le nerf est pris niveau par niveau, il est clair que diagN,X = X,
et donc on I'application simpliciale induite par

diagN4F' : diagN,C = diagY, , — diagN,X = X,.

La fibre (catégoriel) a droite du foncteur F' admet un objet initial et donc (son nerf)
est contractile, le Théoréeme A de Quillen [19] permet de conclure que diagY,s — X,
est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux.

A.4 Structure modele sur Cat et map

Ici, on rappellera la structure modele de Joyal et Tierney sur Cat [15] et on calculera
explicitement le mapping space map.

Theorem A.4.1 (Joyal-Tierney). Il existe une structure modéle de Quillen sur Cat
ot les équivalence faibles sont les équivalences de catégories, les cofibrations sont les
foncteurs injectifs sur les objets, et les fibrations ont la propriété de relévement a droite
par rapport aux cofibrations acycliques.

Un raffinement est donné par C. Rezk, qui prouve que la structure décrite ci-dessus
est en fait de génération cofibrante, monoidale symétrique et propre. Pour calculer
mapc,.(C, D) il suffit de savoir calculer mapg,,(*, D), puisque la catégorie Cat est
(symétrique) monoidale modele fermée.

Lemme A.4.2. Soit D une catéqgorie fibrante dans Cat, alors pour tout C € Cat on
a
map . (C, D) = mapg, (¥, HOMcat (C, D)) = Nyiso HOMc,(C, D),

ot iso C est la sous catégorie des isomorphismes de C.
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Démonstration. On peut se restreindre a calculer Mapg,, (%, C) pour une catégorie
fibrante C donnée. Notons par n la catégorie suivante :

Co=1D + CiTnD

une catégorie a n+1 objets tel que toutes les fleches décrites dans le diagramme sont des
isomorphimes (il y a exactement un morphisme entre deux objets). On notera la sous
catégorie pleine de Cat des petite catégories n’, n € N par 6. Remarquons que n’ est
une catégorie fibrantante dans Cat, puisque 'unique flecche n" — * est une fibration de
Grothendieck, i.e., a la propriété de relevment des isomorphismes. C’est une vérification
triviale.

Pour le calcul explicite de map on se réfere a [5]. Puisque C est fibrant map g, (*, C) ~
N.D, ot D est la catégorie * | 6 | C dont les objet sont des diagrammes de la forme

*-«N—n'—>c

et les morphisme dans cette catégorie sont les équivalences faibles n' — m’ qui font
commuté le diagramme

#=—n —=C

BN

’

m

Observer qu'un foncteur F': n" — C est déterminé par I'image des objets de n’, et que
I'image des fleches ¢ — ¢ + 1 sont forcément des isomorphismes dans C. Notons par n
la catégorie d’ordinal n.

07 17 e i
et par A la sous catégorie pleine de Cat dont les objets sont les catégories ordinales
finies de type n. Observer que la catégorie D est équivalente a la catégorie x | § | iso C.
Rappelons que homeag(n, A) = homgget (A", N,A), car le foncteur N, est pleinement
fidele. 11 s’en suit que que la catégorie * | 0 | iso C est équivalente a la catégorie
A | N,iso C décrite dans A.2 On conclut en utilisant les résultats de A.3 pour déduire
que No(A | Neiso C) est zig-zag faiblement équivalent a Ngiso C. O

Remarque A.4.3. Dans le calcul du mapping space mapg,, précédent, on s’est res-
treint au nerf de la catégorie x | 6 | C; mais suivant Uarticle [5], on devrait prendre
la (grande) catégorie x | 6., | C, ot 0. est la sous-catégorie de Cat formée de tous
les groupoides équivalents a la catégorie triviale x. Notre approche est justifiée car ['in-
clusion naturelle x | § | C — % | 5., | C induit une équivalence faible de nerf par le
théoréeme A de Quillen. En effet, les fibres sont contractiles puisqu’elles admettent un
objet terminal (cf [24], 3,6).

Dun autre coté, on aurait pu calculer mapg,, en utilisant l'adjonction de Quillen
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(7, N,iso) entre sSet et Cat. Il nous a semblé intéressant d’introduire d’autres méthodes
pour le calcul de mapping space dans le cas ot on a pas de telles adjonctions a dispo-
sition.

A.5 Structure de sSet-module sur Cat

On se réfere au [12] pour la structure de Ho(sSet)-module sur la catégorie homo-
topique HoC d’une catégorie modele C. En général cette structure de module ne peut
étre relevée a la catégorie C. Dans le cas ou C = Cat ce relevement existe. Le but de
ce paragraphe est d’introduire la structure de sSet-module fermé sur la catégorie Cat.
Dans ce cas la catégorie Cat est une catégorie simpliciale [10] (Chapitre 2, section 3).
Tout d’abord on a ’adjonction suivante :

sSet __ Cat.

m
définie comme suite. Le foncteur p est le foncteur N,iso et 'adjoint a gauche est le fonc-
teur qui envoie un ensemble simplicial vers son groupoide fondamental ([10], chapitre
3, section 1). Cette adjonction donne lieu a la structure de sSet-module (fermé) pour
Cat, en effet :

—®—:Cat xsSet - Cat: CCK— C® K

(_)(_) : Cat x sSet” — Cat: C,K +— cr

et
Cat x Cat — sSet : C,D — Map(C, D)

par les formules
CK=Cx7K,

C* = HOMcu (7K, C),

et enfin
Map(C,D) = tHOM,4(C, D).

On remarque que cette structure explicite de sSet-module sur Cat est en accord avec
le calcul précédent de map, puisque la catégorie Cat est monoidale modele fermée ou
tous les objets (petites catégories) sont fibrants et cofibrants.
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B.1 La Catégorie des Diagrammes

Tout ce matériel se trouve dans ([11], 11.5) Soient C une petite catégorie et D une
catégorie cocomplete quelconque, et [C, D] la catégorie des foncteurs ou diagrammes.

Définition B.1.1. Soit S un ensemble quelconque, et X € D on pose X ® S = [[¢ X.
Plus généralement si S : C — Set et ¢ € C, on définit un nouveau diagramme dans D
par (X @ S)(c) = X ® S(c).

Avant d’introduire la notion de diagramme libre général, on commence par le cas
D = Set.

Définition B.1.2. Soit ¢ € C, on définit le diagramme F° = homc(c,—). Un dia-
gramme libre est une coproduit des diagrammes de type F°.

Par le lemme de Yoneda homc get (£, S) = S(c).
Définition B.1.3. Soient maintenant D une catégorie cocompléte, X € D et ¢ € C.

On définit le foncteur F5 : [C,D] — D par X @ F i.e., F%(d) = home(cd) X-

Soit Y € [C,D]. Par le lemme de Yoneda homc pj(F'%,Y (—)) = homp (X, Y (c)).

B.2 Pushouts dans V — Cat

On se propose de définir les pushouts (assez simples) dans la catégorie des petites
catégories enrichies V — Cat. Dans notre exemple V est la catégorie sSet ou Top;
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pour plus de détail voir ([18], A.3.2). Soit f : S — T un morphisme dans la catégorie
V. 1l donne lieu & un morphisme dans V — Cat qu’on notera Uf : US — UT, ou
U :V — V—Cat est un foncteur qui associe a chaque objet dans V la catégorie enrichie
avec deux objets x, y tel que Map¢(z,y) = S, Mapys(y,x) = 0, Mapyg(z,x) =
Map; s(y,y) = *. Fixons V = sSet ; le raisonnement sur Top est le méme.

Soit C une catégorie enrichie sur sSet. Le but est de décrire explicitement le pushout
suivant, quand f : .S — T est un monomorphisme :

Us—"—~cC
P
UI'—D
Il est clair que les objets de C et D sont les mémes, le plus compliqué est de définir
Mapp,. Soient w, z des objets de C. Définissons une suite d’ensembles simpliciaux :

Mg = Mapg(w,2)
ME = Mapg(y, z) x T x Mapg(w, 7)
M¢ = Mapg(y, 2) x T x Mapg(y, ) x T x Mapg(w, z)

et ainsi de suite... Plus généralement un m—simplexe de M est donnée est une suite
finie de la forme

(00,7'1701,7'27 . 7Tk70'k)

ot o9 € Mapa(y, 2)m, ox € Mapg(w, ), 0; € Map(y, x), pour 0 <i < ket 7, € T,
pour 0 < i < k. On définit Mapp(w, z) par le quotient de ||, M§ par les relations
suivantes :

(00,1, ..y 0k) ~ (00, 15+, Tj—1,0j—1 0 h(Tj) © 04, Tj41, ..., Ok).
lorsque 7; est dans S,,, C T},,. La catégorie D est équipée de la loi associative suivante :
i ! ! . ! 1 !

(00, Tty 0k) 0 (g, Tys e v oy s ;) = (00s T1y o ooy s Thy Ok O Oy Ty sy - -+, O).
Observons que la construction de Mapy, (w, z) vient équipée d’une filtration naturelle :
Mapg(w, 2) = Mapp(w, 2)" C Mapp(w,2)' C ...

ot Map ,(w, z)* est défini comme l'image de | y<;< M& dans Mapp (w, 2), et

U MapD(wv Z)k = MapD(w7 Z)'
k

Le fait le plus important est que Mapp (w, 2)¥ C Mapp(w, 2)**! est construit comme
le pushout de l'inclusion N5™ < Mg&™, ott NiT est le sous ensemble simplicial de
Mé“ dont les m-simplexes consiste en (2m + 1)-tuples (o, 71, ..., o) tel que 7; € Sy,

pour au moins une valeur de 1.
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B.2.1 Quelques lemmes techniques

Ici on montrera quelques lemmes techniques qui nous seront utiles pour démontrer
I’existence d’une structure modele sur Top — Cat.

Lemme B.2.1. Soit « : X — Y wune inclusion et une équivalence faible d’espaces
topologiques, avec i(X) fermé dans 'Y tel qu’il existe une homotopie H : Y x [0,1] = Y
qui a la propriété suivante :

1. H(—,0) =1idy

2. H(i(x),t) =i(x) pour tout x € X.

3. H(—,1) = s avec soi =idx.

alors 'application g du pushout suivant :

XYz

Yy ——

est aussi une équivalence.

Démonstration. Rappelons que D = Y Uy Z. Pour simplifier les notations on notera
I'image de y € Y dans D par y de méme pour I'image de z € Z dans D par simplement
2. Puisque i admet une rétraction, ¢ aussi admet une rétraction qu’on notera s , induite
par s. C’est & dire que Z s’injecte dans D via g, puisque s og = idy. En effet, s’ : D — Z
est définie comme suite :

1. s(2) =z pour z € Z.

2. 5 (y) = s(y) pour y € Y.
Cette nouvelle section s  est bien définie car s (¢ (z)) = ¢¥(z) et s (i(z)) = i(x) mais
dans D on a bien i(x) = 9(z) pour tout x € X. Tout est résumé dans la diagramme
suivant :

On construit une homotopie H' : D x [0,1] — D définie ainsi :
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1. H
2. H'
3. H'(y,t) = H(y,t) pour tout y est dans Y.

Cette homotopie est bien définie. En effet, il suffit de montrer qu’elle se recolle bien.
On a (x) = i(x) dans D, alors H (i(z),t) = H(i(z),t) = i(z) par définition, et d’autre
par H'(¢(z),t) = o (x). Puisque i(X) est fermé dans Y, alors i(X) est fermé dans D.
On conclut que H' est une homotopie bien définie. De plus H'(y,0) = H(y,0) = y et
donc H'(—,0) est bien 1'dentité.

"(—,0) =idp.
(

z,t) = z si z est dans Z .

En calculant H'(—,1) : D — D on a que H (z,1) = z pour tout z € Z par
définition, et H'(y,1) = H(y,1) = s(y) pour tout y € Y. Et donc, H (—,1) = &', et
donc s’ : D — Z C D est une équivalence faible puisqu’elle est homotope a I'identité.
Par conséquent g est aussi une équivalence d’homotopie car s o g = id.

0

Lemme B.2.2. Avec les notation du paragraphe précédent B.2 sur les pushouts, si on
pose f: S =|A? — T = |A"|, alors Mapg(w, z) C Mapp(w, 2) est une équivalence
Yw, z € C.

Démonstration. Rappelons que maintenant la catégorie V. = Top. Puisque tous les
objets dans Top sont fibrants, f admet une rétraction s. Par ailleurs, 'inclusion Néf’l -
Mé“ est une équivalence et admet une section. Faisons la démonstration pour k£ = 2.
Afin d’alléger la notation, notons

Ay = Map(y, z) x S x Mapg(y,z) x S x Mapg(w, x) (B.1)
Ay =Mape(y, z) x S x Mapg(y,z) x T x Mapg(w, ) (B.2)
Ay = Mapc(y, 2) x T x Mapg(y, z) x S x Mapg(w, ) (B.3)

Les injections évidentes sont des équivalences faibles qui admettent chacune a une
section induite pas s Ag — A;, ¢ = 1,2. On peut définir le complémentaire de N&, qui
sont le les tuples (a, s1, b, s2, ¢) dans Map(y, 2) X T xMapg(y, 2) X T x Map(w, ) tel
que $1, So ¢ S. On fera le raisonnement en petite dimension n = 1, le reste est similaire.
L’espace T'x SUgy .S x T est le recollement de deux intervalles [0, 1] au point 0, alors que
T x T est simplement [0,1] x [0,1]. Sionpose f: X =T xSUgysSXT - TxT =Y,
alors on est exactement dans la situation du lemme B.2.1, c’est a dire, il existe une
homotopie entre X et Y qui est exactement l'identité sur X. Si on réécrit N& par

Ng = A1 Ay = X x Mapg(y, z) x Mapg(y, z) x Mapg(w, z),
Ag
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et M par
M = Y % Map(y,2) x Mapg(y, z) x Mape(u 2).

Alors la fleche induite N& — Mg vérifie les conditions du lemme B.2.1. Par conséquent,
le pushout de N& C Mg le long de N4 — Map,,(w, 2)! est encore une équivalence
faible, c’est & dire I'inclusion Map j,(w, 2)' € Mapp,(w, 2)? est une équivalence faible.
En faisant la méme chose pour k quelconque on une composition transfinie des équivalences
injectives

Mapc(w, 2) - € Mapp (w, 2)* € Mapp(w, 2)"*1 - € Mapp(w, 2)

qui est aussi une équivalence.

B.3 Graphes et Catégories

Dans ce paragraphe, on définira une adjonction entre Top — Cat et la catégorie des

petits graphes enrichies sur Top. Cette adjonction sera construite dans le cas particulier
ou I'ensemble des objets est fixé d’avance. On notera par O — Catrop la catégorie des
petites catégories enrichies sur Top et ayant comme ensemble d’objets ’ensemble O, ou
les morphismes sont les foncteurs qui sont l'identité sur les objets. De méme, on définit
la catégorie des petits graphes enrichis sur Top par O — Graphr,,, ayant comme
sommets l’ensemble O et comme arétes orientées des espaces topologiques. On exige
aussi, que les morphismes de graphes soient I'identité sur les sommets.
Il existe une adjonction entre O — Catrop et O — Graphy,,, donnée par le foncteur oubli
et le foncteur libre, qu’on décrira par la suite. Avant de commencer a définir le foncteur
libre entre les graphes et les catégories, nous étudions le cas ot O est ’ensemble avec
un seul élément.

Lemme B.3.1. [] existe un adjoint a gauche au foncteur oubli U : Mon — Top ou
Mon est la catégorie des monoides topologiques .

Démonstration. Soit X dans Top. On définit
LIX)=+«UXU(XxX)U(X xXxX)U...;

c’est un foncteur de Top vers les monoides.

Il est facile de voir que L : Top — Mon est bien un foncteur. Au fait c’est le
foncteur cherché. En effet, soit M un monoide topologique, un morphisme de monoide



Annexe B. &9

L(X) — M est juste la donnée d’un morphisme d’espaces topologiques non pointés X —
U(M). Ce morphisme se prolonge de maniére unique en un morphisme de monoides,
en considérant les morphisme dans Top :

XxX - xX—-MxM---xM— M.

On conclut que :
homr,, (X, U(M)) = homppon(L(X), M).

Pour généraliser ’adjonction précédente a une adjonction entre O — Catmgp et O —
Graphr,,,, on procede comme suite.

1. On pose O la catégorie triviale ayant comme objet O.

2. Pour chaque graphe I' dans O — Graphr,, on définit I'ensemble de catégories
sous-jascentes indexées par une paire d’éléments a, b € O

[(c,d) sic=a#b=d
L(I'(c,d)) sia=c=b=4d
0 sic£deta#cANb#d

* = id sinon

FaJ)(C, d) =

3. Soit ' un graphe quelconque dans O — Graphry,,. On définit la catégorie libre
engendré par le graphe comme le produit libre dans O — Catrop de toutes les
catégories I'y , plus précisément

L(F) = *(a,b)EOXOFa,b-
Par le produit libre, on entend la colimite dans Top — Cat :
colim(gpycoxolap

Avec un peu de travail on voit que le foncteur libre L est ’adjoint a gauche du foncteur
oubli U : O — Catyep — O — Graphyy,,.

B.4 Reéalisation

Soit M une catégorie modele simpliciale (cf 2.2.3). La catégorie [A°, M] est une
catégorie modele munie de la structure modele de Reedy (cf [10]) ou les équivalences
faibles sont définies degré par degré.
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Définition B.4.1. Soit M une catégorie simpliciale (cf 2.2.1), et soit M, € [A°?, M].
Le foncteur de réalisation :
| —]:[A? M| - M

est définie sur les objets comme le coégalisateur suivant :

d
Uil —for) Mim ® A" =22 L Mo ® A" — | M, |
1

Lemme B.4.2. Puisque M est une catégorie simpliciale, le foncteur | — | admet un
adjoint a droite défini par :

(—)2 M — [A®? M]: M — M~",

Lemme B.4.3. [[10], VII, proposition 3.6] Soit M une catégorie simpliciale modéle et
[A? M] munie de la structure de Reedy, alors le foncteur de réalisation

| —]:[A? M] - M

est un foncteur de Quillen da gauche.

L’exemple qui nous sera utile par la suite est celui de M = Top, ou Top est la
catégorie monoidale modele simpliciale des espaces topologiques compactement générés.
Dans cet exemple particulier [A°?, Top] est une catégorie monoidale (la structure monoidale
est définie degré par degré a partir de la structure monoidale de Top), et le foncteur
de réalisation | — | : [A%?, Top] — Top commute au produit monoidale (cf [8], chapitre
X, proposition 1.3).

Corollaire B.4.4. Le foncteur de réalisation | — | : [A?, Top] — Top préserve les
équivalences d’homotopies.

Dans la pratique le lemme B.4.3 est difficile a utiliser, car en général, il n’est pas aisé
de vérifier qu'un objet dans [A%  M] est Reedy cofibrant. Dans l'appendice A de I'article
[22], Segal donne une alternative a ce probléme dans le cas particulier de [A%, Top].

Lemme B.4.5. [l existe une foncteur || — || : [A%, Top| — Top, appelé la bonne
réalisation, et qui a les propriétés suivantes :
1. soit fo : Xe — Yo un morphisme dans [A°,Top]| tel que si f, : X,, — Y, est
équivalence faible d’espaces topologiques pour tout n € N, alors || fe|| : || Xe|| —
||Ys|| est une équivalence faible dans Top ;
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2. 1l existe une transformation naturelle N : || — || — | — |, avec a la propriété que
pour tout bon espace topologique simplicial X,, le morphisme naturel :

Nxo o |IX|| = [ X

est une équivalence faible dans Top ;

3. le morphisme naturel || Xo X Ys|| = || Xe|| X ||Ya|| est une équivalence faible dans
Top.

Pour une définition plus détaillée de la notion de bonne réalisation et de bon es-
pace topologique simplicial, on renvoie le lecteur vers [22].

Lemme B.4.6. ] existe un endofoncteur 7 : [A°, Top| — [A°, Top] et une transfor-
mation naturelle @ : 7 — id avec les propriétés suivantes :

1. 7X, est un bon espace topologique simplicial, pour tout X, € [A°?, Top] ;

2. le morphisme naturel Q,, : 7,(X,) — X,, est une équivalence pour tout n € N
3. le morphisme || X,|| — |7(X,)| est une équivalence faible ;

4. enfin, on a 19(Xe) = Xo.

Corollaire B.4.7. Soit f, : X¢ — Y, un morphisme dans [A°?, Top|, tel que f, est
une équivalence faible pour tout n, alors

[T(fO]+ [T (Xo)| = [r(Ye)]

est une équivalence faible d’espaces topologiques.

Démonstration. C’est une conséquence directe de B.4.5 et B.4.6. O

On peut voir le foncteur 7 comme une sorte de remplacement cofibrant. Il est utile
pour la suite de pouvoir décrire un modele pour le foncteur 7.

Définition B.4.8. [[22], Appendice A] Soient As un espace topologique simplicial et o
un sous ensemble de {1,... ,n}. On pose :

1. An,i = SiAn-
2. An,o = ﬁieoAn,i-

3. To(As) est Uunion de de tous les sous espaces [0,1]7 x A, , de [0,1]" x A,.

La fleche 7(A,) — A, est celle qui écrase les intervalles [0, 1]7 puis qui injecte A, ,
dans A,,.
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Lemme B.4.9. Le foncteur 7 envoie les équivalences d’homotopie en des équivalences
d’homotopie.

Démonstration. Soit une homotopie h : X, x [0,1] — Y, entre ¢ et s. Par définition de

T, 0n a que
w(Xex [0,1]) = U [0,1]7 x (Xe x [0,1])0

oe{l,..n}
— U (0,1)7 x X,,, x [0,1])

oe{l,..n}
= (U 0,17 xX,,)x[0,1]

oe{l,..n}

= 7.(X,) x [0,1].

Par conséquent 7(h) : 7(X,) x [0,1] — 7(Ys) est une homotopie entre 7(t) et 7(s). O

Définition B.4.10. Une section forte d’une application continue f : X — Y est une
application continue i : Y — X telle que f oi = idy et telle qu’il exite une homotopie
entre 1o f et idx qui fire Y.

Corollaire B.4.11. Le foncteur T préserve les sections fortes.

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme B.4.9 et que 7 est un foncteur,
et donc préserve l'identité. O

Corollaire B.4.12. Si X est un espace topologique simplicial constant, alors Qx :
7(X) — X admet une section forte.

Démonstration. La section i : X — 7(X) est induite par I'identité sur X. Pour voir que
c’est une section forte, il suffit de constater que 7,,(X) = [0,1]" x X par définition. O

B.5 Monades et Comonades

Le but de ce paragraphe est de généraliser la théorie de la section 2 de l'article [7]
au cas des catégories enrichies sur Top.
Toute adjonction définit une monade et une comonade. On s’intresse au cas particulier
de 'adjonction

O — Graphr,, ;: O — Catop
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On a la monade T' = UL et la comonade F' = LU. Notons la multiplication de T" par
o TT — T et 'unité par n : id — T, la comultiplication ¢ : F' — FF et enfin la
counité ¢ : F' — id. Les T'—algebres sont exactement les graphes ayant une structure
de catégorie.

Notation B.5.1. On utilisera alternativement les notations suivantes qui s’ averent plus
parlante dans des contextes différents.

Notons par O—sCatrop la catégorie [A?, O—Catrop|, et notons par O—sGraphey,,
la catégorie des graphes simpliciaux enrichis sur les espaces topologiques, [A%, O —
Graphry,,|.

Si on note [A°?, Top| par sTop alors on a

O — SCatTop =0 — CatsTop,

et de méme

O — sGraphy,, = O — Graph

sTop*

B.5.1 Résolution simpliciale

Soit C est dans O — Catrop, Notons la composition itérée de F' par :

FF—FoF...oF.
k

La comonade F' nous fournit une résolution simpliciale de C (cf [7]) définie de la facon
suivante :

F,C = FFiC,
les faces et les dégénérescences sont données par :

£,.C F,_1C

s;=FipFk—7

F,C F1C

La catégorie des espaces topologiques compactement générés étant une catégorie
modele simpliciale (tensorisée et cotensorisée sur sSet) on a les faits suivants.

1. Dans la catégorie O — sCatpop on a le morphisme noté f : F,C — C, ou C est
vu comme un objet constant dans O — sCatm,, et fi, = ¢F L.
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2. Le morphisme f admet une section forte i : C — F,C dans la catégorie des
graphes enrichis sur sTop. La section i est induite par l'unité de la monade T,
par la formule suivante nyc : UC — ULUC;

3. L’adjonction (cf B.4.1 et B.4.2)

I—I
[A°  Top| ____ Top,
(=2
se prolonge a ’adjonction suivante :
-1
O - CatsTop — 00— CatTopa
(=2
puisque la réalisation est un foncteur monoidal.

4. Laréalisation du morphisme f dans la catégorie O—sCatop induit une équivalence
faible dans le sens ot | f| : Map z, ¢ (a,b) — Mapc(a, b) est une équivalence d’es-
paces topologiques pour tout a,b € O.

Remarque B.5.2. La réalisation |—| ne "voit” pas la structure de catégorie, seulement
la structure de graphe.

Plus généralement, pour tout C, D dans O — Catrop le morphisme suivant :
F(C)xD——=CxD

admet aussi une section forte CxD — F,C* D dans la catégorie O — sGraphr,,. En
effet la catégorie O — Graphry,, est monoidale (non symétrique) avec comme produit
X o qui est une généralisation de ([17],I1, 7). Une catégorie topologique est un monoide
par rapport a ce produit. Le produit libre C x D est construit dans O — Graphr,,
comme

o° Ue C/ Ue D/ Lo (C/ X0 Cl) Ue (D/ X0 D/) Ue (C/ X0 D/) Lo (Dl X0 Cl) e

oit C' (resp. D') est le graphe correspondant C (resp. D) sans les identités, et O° est
la catégorie triviale obtenue de I'ensemble O. Et donc la section C D — F,(C) « D
est induit par la section 2 : C — F,C et id : D — D. Par conséquent :

Mapg,p(a,b) — Map\Fi(C)*D|(a> b) = Map\Fi(C)\*D(aa b)
est une équivalence d’espaces topologiques pour tout a, b € O.

Lemme B.5.3. Soient C — D une équivalence dans O — Catyop et I' un graphe dans
O — Graphr,,,, alors le morphisme induit :

LT)xC — L(T')xD

est une équivalence faible dans O — Catmgp.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que C' = L(T'),, * C — L(I')qp * D = D’ est une
équivalence pour tout (a,b) € O x O. Si a # b, ¢’est une conséquence directe du lemme
B.2.2, olt on remplace S par () et T par X, alors Map (w, 2) = L, M& et de méme
Mapy, (w, z) = ||, ME. Mais ME& est équivalent & Mj car C est équivalente D. On
conclut que Map (w, 2) est équivalent & Mappy (w, z).

Si a = b, on note I'arréte de a vers a du graphe I' par X . Alors, on peut se ramener au

cas précédent en remarquant que C' = L(T') 4 * C est simplement le pushout suivant :

U0 —L—c

|
UX)——c

le morphisme [ envoie les deux objets de U(()) vers 'objet a de C, et donc, par le
lemme B.2.2 on a que le morphisme L(T"),, * C — L(I'),, * D est une équivalence.
Par conséquent L(I') x C — L(I') x D est une équivalence par composition transfinie
d’équivalences faibles. O

Remarque B.5.4. Plus généralement
F'(LT)xC — F'(LT) « D

est une équivalence dans O — Catmep pour tout 0 < 4, c’est a dire on a une équivalence
degré par degré : Fo(LT') x C — F,(LT") x D.

Corollaire B.5.5. Soit M est dans O — Catrep, alors FMx C — F;M % D est une
équivalence dans O — Catpop pour tout 0 < ¢.

Démonstration. 11 suffit de voir que F' = LU et d’appliquer le lemme B.5.3 en posant
r=UM. O

Lemme B.5.6. Soient C, D et M dans O — Catyop , et C — D une équivalence.
Alors
MxC —-MxD

est une équivalence.

Démonstration. On a déja vu par B.5.5 que
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est une équivalence pour tout 0 < 7. Considérons le diagramme commutatif suivant
dans O — Graph

T(Fo(M) % C)\ 7(he) 7(Fy (M) % D)\
fo Je
) F.(M)%C fe j F.(M)%D
7(s)
7(M % C) ‘T(") 7(M % D) .
f g
\1\/;* C h \M +*D

Les fleches ¢ et s sont des équivalences d’homotopie. Par B.4.4, les fleches |t| et |s|
sont aussi des équivalences d’homotopies (de graphe sous-jacents).
Les fleches 7(t) et 7(s) sont des équivalences d’homotopies B.4.11. Par B.4.4, les fleches
|7(t)| et |7(s)| sont des équivalences d’homotopies.
La fleche |7(he)| est une équivalence faible par B.4.7.
Par la propriété "2 out of 3” |7(h)| est une équivalence faible.
Les fleches f et g sont des équivalences d’homotopies par B.4.12. Donc |f| et |g| sont
des équivalence d’homotopie par B.4.4.
On conclut par la propriété "2 out of 3”7 que |h| est une équivalence faible et donc h
I’est aussi.
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