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Algorithmes de transformations de Fourier
et en cosinus mono et bidimensionnels
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Analyse

Cet article présente un algorithme rapide pour le
calcul de o wansformée de Fourier discréte et de la
iransformée en cosinus discréte, et ceci lorsque lu
longuenr de la transformation est une puissance de 2.
I atteint le nombre minimal conny d*opérations (wulii-
plications et additions} pow la transformation de
Fourier discréte de séquences réelies, complexes, symé
riques et ontisymérriques, pour lo fransformarion de
Fourier discréte impaire ainsi gue powr lo trensformarion
en cosinus discréte. Lextension mu cas bi-dimensionne!
des transformations de Fourier ei cosingy discrétes est
egalement préseniée,
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ALGORITHMS FOR THE MONO-
AND BI-DIMENSIONAL FOURIER
AND COSINE TRANSFORMS

Abstract

This paper presents a fast algorithm for the computa-
tian of the discrefe Fourier and cosine transform,
and this for transform lengths which are powers aof 2.
This approdach achieves the lowest known mumber of
operations  {mudiiplications and additions) for rthe
discreie Fourier transform of real, complex, symmerrical
and anfisymmetrical seguences, for the odd discrete
Fourier transform and for the discrete cosine ronsform.
The extepsion o the two-dimensional Fowrier and
cosine travsform s presenfed gz well,
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1. INTRODUCTION

Depuis ia publication de Palgorithme w7 de
transformation de Fourier rapide par Cooley et
Tukey [, iz recherche sur les algorithmes de ce
type s’est concentrée sur 2 types distincts de trans-
formations : d'une part, les algorithmes classigues pour
des longueurs qui sont des puissances de 2 (ou d’autres
nombres perirst ou des produits de ceux-ci ont éié
améliorés [2-5] et d’autre part, pour des longueurs
ayant des facteurs premiers enire eux, de nouvesux
algorithmes rapides ont été développés, en particulier
celui de Winograd [6] ainsi que celui de pra [7].

Récemment, les algorithmes correspondant aux
longueurs en puissances de 2 ont comnn un regain
d'interét, surtout en raison de leur structure plus
simple que celle des algorithmes basés sur une décont-
position en facteurs premiers {en particulier, l'algo-
rithme de Winograd n’a pas apporté jusquici les
amcliorations espérées une fois qu'il fut implants
{8]1. Dans cetic optique, phusieurs algorithmes ont
€t proposés récemment [9-11], et ils atteignent tous
un méme nombie d'opérations minimal connu {2,

Lalgorithme présentd dans oot article [10] résout
¢galement le probléme de la fransformation en cosinug
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discréte, dont Putilisation est fréquente en codage
de parole et d'image [12}. De surcroit, 'application
aUX séquences avec symétries est immédiate, ainsi
que cefle 4 la transformée de Fourier impaire. Comme
Palgorithme est réel, il est particuli¢rement adapté
& la transformation de séquences réelles ou hermi-
tiennes, donc # la convolution circulaire par trans-
formation de séquences réelles. L'extension aux
transformations de Fourier ¢t cosinus bi-dimension-
nelles est également proposée, compte tenu de leur
importance dans le traitement d'image [12].

L’algorithme proposé a ét¢ mis en ceuvre par un
programme d’ordinateur [13] en vue d’une implanta-
tion sur processeur de signal, et un circuit intégré
réalisant une transformation en cosinus de § points 4
120 Mbit/s a été congu [14). Ces deux applications
seront également décrites bridvement,

IL L’ALGORITHME DE TRANSFORMATION
DE FOURIER - COSINUS RAPIDE

« ... diviser chacune des difficultés & examiner en
autant de parcelles qu'il se pourrgit et qu’il serait
requis pour les micux résoudre.»

R. Descartes, « Le discours de la méthode »

Introduisons les définitions suivantes, ot x(n) est
un élément d’un vecteur réel de longueur N (N étant
une puissance de 2) avec n = 0, ..., N — | :

— la transformation de Fourier discréte {« discrete
Fourier transform», DFT) est définie par :
N1

U) DFI'(k, AN'5 x) e E X(ﬂ) erizxnkf,-‘v’

n=1

k=0, N—1, j= /=T,

~- la transformation en cosinus discréte (« discrete
cosine transform», por) :

N=1 /27 @2n - 1)k
(2) Dper(k, N, %) == 3 x(n) cos | 2rln Dk
=0 %,

k=0,..,N—1,

~ la transformation de Fourfer-cosinus {« discrete
cosine Fourier transform », COS-DFT) :

N1 [ 2muky
(3} cos-DFT(k, N, %) := T x(n) cos | =

n=g !

ko= 0,.., N—1,

~ la transformation de Fourier-sinus {« discrete
sine Fourier transform», sin-nrr)

N i

(4 sin-DFT(k, ¥, x) = 3 x(n) sin =

Les relations (3} et (4) correspondent ici simplement
aux parties rézlles et imaginaires (avec un signe moins)
de la transformation de Fourier définie en (1), D’autre
part, et alin de simplifier la présentation, le facteur
multiplicatif 1/2 pour £ = 0 a été omis dans la
définition (2) de la transformation en cosinus discréte
[15].

L’algorithme présenté ci-dzssous suit une approche
par réductions successives ol chaque transformée
est systématiquement décomposée en une transformée
de longueur moitié, plus deux transformées de lon-
gueur un quart. Cette méthods est similaire 4 celle
utilisée dans [9], et nous la présenterons ici bridvement
en nous référant a [10] pour plus de détails.

Pour évaluer une prr, on considére séparément
le caleul de sa partic réelle et d2 sa partie imaginaire.
La premiére étant une cos-DFT, et la fonction cosinus
¢tant paire, on peut récrire la cos-DFT d= longueur N
comme suif

. . NfZed {;"sztnk\\ )
(5) cos-pFT(k, N, x) = ”i‘JO (2 n) cos !\ 7Nj? -
N1 S ? !!’27:(21?%1)]6‘\

ngc ().”(2 o ]) ¢ X(N—— 2n— 1)) COs !\*47\‘,/4* """"" j’

ou, pius succinctement -

Cos-DFT(k, N, x) = cos-DFr(k, Nf2,x,) +DCT(k, Nf4, x,),
k=0 .,N—1,
avec :

(6) xi{m) = x(2n),
no= 0, .., (NJ2) —1,

Xo(n) = 228 4+ 1) - (N — 2 5 e 1),
n=0,.,(NM4) — 1.

Dans (6), on tiendra compte du fait que
COs-DFT(N — k, N, x) = cos-DFT(k, N, x) et
Der(2 N —k N, x) = — DCT(k, N, x) lorsque cela
est nécessaire.

La relation (5) permet de réduire une COS-DFT
de longueur ¥ en une cos-DFT de fongueur Nf2 et
une DCT de longueur N4, au prix d- 3 N{4 additions,
L'¢valuation dz2 la cos-DFT d2 longueur moitié peut
étre traltée par la méme méthodz, et le calcul de ia
DCT sera considéré ultéricurement.

Le calcul de Ia partie imaginaire dz Ia pFT se réduit
a celui d’une simple sin-prr, et il peut étre organisé
de la facon suivante en tirant parti du fait que la
fonction sinus est impaire

NfZ—1 / i
(D) sin-DFT(k, N, x) = % x(2n)sin | 2?{]{ |
=g VN2
A4~ 1 iy

2 2 D (N2 e 1Y sin :

w0

En notant gque :
{8}

L i a1k (2m2n4- DN fa—ky
BEY | e o ( J— E )” cos § et .
: N / N
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la relation (7) devient :

(9) sin-DrFr(k, N, x) = sin-prr(k, N[2, x} +
DO NJ4 — k, N4, x3),
k=0 .,N—1
avece o
xa(n) = (— 1 (x(2n - 1) — x(N—2n—1)).

Dans (9), on tiendra comple au hesoin du fait que
sin-prr(k, N, x) = - sin-DFT(N — k, N, x) et
per( (2 N — k), N, x} = — poilk, N, x).

On voit done que le caleul par la relation (9) permet
de réduire une sin-DFT de longueur N en une 8in-DFT
de longueur Nf2 et une DCT de longueur N/4 au prix
de 3 NJ/4 — 2 additions. Comme résultat inter-
médiaire, nous notons qu'une DFT de longueur N
se réduit 4 Pévaluation d’une DFT de longueur Ni2
et de deux pcT de longueur Nf4, plus 3 Nf2 — 2
additions auxiliaires (Fig. 1)

«

g

3

k.

N O

Frci. 1. — Evaluation d’une prT de longueur N ave¢ une DET
de NJ2 et de deux neT de Nf4 (cas N = 8).

Evaluation of a length-N pst with a DFT of N 12
and twe DCT's of Ni4 (case N = 8).

Considérons maintenant I'évaluation de la trans-
formation en cosinus discréte (peT). La DCT peut
&tre Tamende 4 une DFT en réarrangeant la séquence
d’entrée selon la méthode proposée en [16], avee ©

(10)  x4(r) = x(2 n),
sy Nmpt— D = x2n + 1,0 = 0,.., NfZ—1,

et la poT devient
Nt 2w{dn 1) kY
&N )
koe=(,..., N—1,

/2mkN
= €08 |~y | COSDFT(R, N, X,)—

AN
. | sin-pFT(k, N, X4,

iV

k=0, ., N—L

En utilisant les symétries des fonctions trigono-
métriques, fa refation (11) devient :

Avn, TeLEcoMmun., 40, p° 9-10, 1985

(12)
per{k, N, x) | €O y
pCHN—k, N, X} | 1 -
sin |
cos-rr{k, N, x4) _

per{NJ2, N, x} = cos(=f4) cos-DFT{N[2, N, x).

Comme le produit mairiciel (12) correspond i une
rotation, il peut &tre évalué au moyen de 3 muktiplica-
tions et de 3 additions [10, 17].

En utilisant toutes ces simplifications, I’évaluation
d’une DCT avee une DT réelle de méme dimension
par (12) requiert 3 N[2 — 2 multiplications et
3 NJ2 — 3 additions. Schématiquement, Ie procédé
est esquissé sur la figure 2. L'algorithme se poursuit
ensuite de facon répétitive par décomposition de la
DFT de N en une DFT de N/2 et deux pcr dz Nf4.

BETN
X, [ T
% 5 n
% S %
X 3 CS D’
X‘ C‘ D‘
% et Y
% s 5,
% E o

Fig, 2. — Evaluation d'une et de fonguenr N & 1*aide d’une
permutation, d’une prT de Vet de rofations de sortie (cas N=8).

* o WE
R : rotation.

Evaluation of a length-N DCT with d permutation, ¢ DFT of N
and output rotations (case N = &J.

I i

=0 .

= =
P PR
S
our J

Fici. 3. — Bvaluation d’une prrT de Jongueur 32
par des prT et pCT de longueurs réduites.

Evaluarion of a prr of length 32
with per’s and por's of reduced length,

Afin d'illustrer Pemploi récursif de cette méthode,
"excmple d'une transformation de Fourier discréte
de 32 points est présenté sur la figure 3. La trans-
formation est réduite en DFT et DCT de dimensions
de plus en plus petites, jusqu'a ce au’il ne reste plus

K
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que des transformations simples (de longueur 2 ou 4).
Les résultats sont alors recombinés 4 'aide de rota-
tions, de sommes et de différences afin d’obtenir
le résultat final,

1 est possible d’évaluer la complexité de calcul
qui résulte de cet algorithme en partant de trans-
formations triviales (N = 2, 4) dont la complexité
est connue, et en en dérivant la charge de calcul
pour des transformations de n'importe quelle lon-
gueur. La solution des formules de récursion [10]
donne les complexités suivantes (ot O, ] signifie
nombre d’additions réelles et Oyl ] nombre de
multiplications réefles respectivement} pour la trans-
formation de Fourier discréte d’une séguence réelle,
avec N = 2M ;

{13} OnIprT{¥, x3)]
OL[DET(N, xy)]

(N]2) (logs(N) — 3) -+ 2,
(N]2) (3 logs(N) — 5) + 4.

Pour le caleul de la pFr d’une séquence complexe,
on prend séparément la transformation de la partie
réelle et imaginaire, puis on les recombine (& 1'aide
de 2 N — 4 additions). On a ainsi pour la transformée
de Fourier discréte d’ume séquence complexe, avec

i

I

N = 2M .
{14} OyloFI(N, x)]
O4[DFT( N, x)]

N (loga(N) — 3) + 4,
3N (logy(N) — 1) + 4,

]

i

Finalement, pour la transformée en cosinus discréte
d’une séquence réclle avec N = 2%, la complexité
devient :

(15) OmipCT(N, xx)] = (Nf2) Togz(N),
OLpcr( N, x ) = (N2 3 logy(N) — 2} + L.

Afin de comparer la complexité de caleul de I'algo-
rithme FrCT que nous venons de présenter avec celle
des algorithmes couramment utilisés, on peut d’abord
considérer ’évaluation de la transformation de Fourier
d’une séquence réefle. Avec la méthode classique,
la transformée de la séquence réelle est calculée
grice 4 une transformée complexe de dimension
moitié moyennant des pré-multiplications. En utilisant
Palgorithme de Rader-Brenner [3] pour la transforma-
tion complexe, on aboutit ainsi au nombre d’opéra-
tions indiqué dans le tableau 1. On voit sur cet exemple
que Palgorithme rFrer réduit trés sensiblement le
nombre de multipiications et d’additions par rapport

Tasr. I, — Comparaison de la complexité de calcul pour la transformation de Fourier discréte d’un signal réel.

Comparison of the computarional complexity for the diserete Fourier transform of a real signaf.

411

Longueur rr1 de base 2 [18} FFCT

N muduplications additions multiplications additions

g 10 42 2 20

16 26 122 10 60

32 66 290 34 164

64 162 710 98 420

128 386 1678 258 1028

256 898 3870 642 2436

512 2050 8 766 1538 5636

1024 4 610 19 582 3586 12 804

2048 10 242 43 262 8194 28 676

TagL., II. — Comparzison de la compilexité de calcuyl pour la transformation de Fourier discréte d’un signal complexe,

Comparison of the computational complexity for the discrefe Fourier transform of a complex signal.

Longueur rrT de Rader-Brenner [3] FFCT
N multiplications additions multiplications additions
& 4 52 4 32
16 20 148 20 148
32 68 424 63 388
a4 196 1104 196 264
128 516 2720 516 2308
256 1284 6 464 F 284 5380
12 3076 14 976 1076 12292
1024 7172 34048 7172 27 652
2048 14 388 75 288 16 388 61 444

A, TiLECoMMUN., 40, n® 9-10, 1988
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Tasr, i — Comparaison de ia complexité de caleul pour la fransformafion en cosinus discréte d’un signal réel.

Comparison of the computational complexity for the discrere cosine transform of a real signal.

Longueur pct de Chen et al. {19] FFCT
N multiplications additions muitiplications additions
2 16 26 12 25
16 44 74 32 81
32 116 194 80 209
64 192 482 192 513
128 708 1134 448 1217
256 1668 2 690 1024 2817
s12 3844 6 146 2304 G401
1024 & 708 13 826 5120 14 337
2048 19 460 0722 i1 264 31745

a 'approche classique. Dans le cas de ’évaluation
de la transformation de Fourier d’une séquence
complexe (Tabl. 11}, "algorithme FrCT conduit exacte-
ment au méme nombre de multiplications gue I'algo-
rithme classique d2 Radeor-Brenner, avee une réduciion
sensible sur le nombre d’additions, Finalement,
Palgorithme usuel de calcul de la transformation en
cosinus discréte [19] est comparé & 'algorithme de
FrCT dans fe tablean 111 Tout en gardant un nombre
comparable d’additions, "algorithme de rrcr réduit
notablement le nombre de multiphcations,

Notons que les algorithmes pris en considération
dans les comparaisons étaient les algorithmes nsuels
a "époque du dévcloppement de algorithme de FreT,
Entre-temps, plusieurs algorithmes nouvcaux ont été
publiés [9, 11], et ils atteignent la méme complexité
gue celol présenté ci-d.ssus, sans toutefois lui étre
identigues.

Avec P'apparition de processeurs de traitement du
signal dans lesquels les temps d’exécution des addi-
tions et des multiplications sont sensiblement les
mémes, il est trés important de disposer aujourd’hui
d’algorithmes ayant une structure réguliére et qui
minimisent le nombre total d’opérations (multipli-
cations, additions, transferts de mémoire) plutdt que
les seules multiplications. Dans ce coniexte, les
approches de type FFCT semblent tres attrayantes
bien qu’clies conduisent & un nombre de multiplica-
tions supérieur & celui avquel on aboutit avec Palgo-
rithme de Winograd ou [algorithme pra.

TH. APPLICATIONS AUX SIGNAUX
AVEC SYMETRIES

ET A LA TRANSFORMATION

DE FOURIER IMPAIRE

Lrapplication de Palgorithme de rrocy au cas de
séguences possédant certaines svméiries présente un
intérér & Ia fois théorique et pratique.

A, TELEcoMMu,, 40, n® $-10, 1985

Dun point de vue théorique, s'if est possible de
montrer gue Pexistence d'une symétric du signal
réduit fa complexité de moitié (exactement pour le
nombre de multiplications, approximativement pour
les additions), on établit que Palgorithme est cohérent.
En effet, si 'amélioration était plus grande, on pourrait
décomposer un signal général en composantes symé-
triques, donc améliorer la complexité {multiplicative)
du cas général. Si d’autre part Pamélioration était
moindre, Dalgorithme ne tirerait pas entidrement
parti de la réduction de complexité, En résumé, un
algorithme cohérent utifisant M multiplications pour
la transformation d une séquence complexe en utilisera
M[2 pour une séguence réelle ou unc séquence
complexe symétrique/antisymétrique et M [4 pour une
séquence réelle syméfrique/antisymétrique, Pour les
additions, Pordre de grandeur sera le méme, quoique
des termes de corrections peuvent apparalitre. Notons
que ces relations ne sont pas respectées pour bon
nombre d’algorithmes proposés pour le cas réel [18]
pour le cas symétrique {20].

En ce qui concerne les aspects pratiques du caleul
de transformées de signaux symétrigues, i existe de
nombreuses applications de ce type, 'exemple connu
étant - la  transformation de Fourier inverse d'un
signal hermitien {qui est la représentation fréguen-
tielle d’un signal réel).

Nous considérerons d’abord ici le caleul de la
transformée de Fourier d’un signal symétrique. La
partie imaginaire de la transformée étant numlle, il
suffit d’évaluer une cos-prr de longueur N, La relation
{5} devient donc

MIZ~1 /473nk1
(18) cos-prr(k, N, x5) = 3, x(2#n)cos | — e
n=0 \ }J f
gt [2w(2n + ) kY

2% x(Zn -+ D cos{_

n=0
olt ¥ est une séquence telle gue
{17y xg(n) = xgdN—n), r=1, .. NZ—1,
x5(0), x(N}2) arbitraires.
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En négligeant le facteur 2 qui correspond 4 un simple

décalage, la charge du calcul reguise pour évaluer (16)

devient

(18} Oylprr(N, x)] = (N/4) (logo(N) — 3) + 1,
OADFI(N, xg)] = (N[4) (3logo(N) —T7) +

log,(N) + 3.
Lorsque la séquence est antisyméfrigue, on a :
{19} Xu{) = e X (N k), n =1 .,N2—1,
a(0) = 0, x,(N[2) = 0.

Dans ce cas, la transformation de Fourier se réduit
4 une sin-prr de longueur N, avec |

(20
NfZ-t 747 nk
sin-DFT(k, N. X} = —j & x(2n) sin k ~

n=0
Mt [2mQn = Dk
2j E x(2n + 1) sxn§~»»» 2 ﬁN—)/;‘

ne

7

En négligeant de nouveau le facteur 2, le nombre
dz multiplications est le¢ méme que dans (18), et le
nombre d’additions est donné par :

(21)  OJpFT(N, x,)] = (Nf4) (3logz(N) — T) —
log,(N) + 3.

§i la séquence xy(k) est la transformée de Fourier
d’un signal réel, elle obéit A la relation suivante :

22y xu(kY = x{{(N — k) ¥ complexe conjugué,

avec X4(0) et x,(N[2) puremsent réels. Le calcul de la
transformés d= Fourier inverse d’une séquence définie
en (22), c’est-a-dire d’une séquence hermitienne, se
réduit & évaluer une cos-prT de la partie réelle (qui
est symétrigue) et une sin-DFT de la partie imaginaire
{qui est antisyméirique} puis de recombiner la sortic
au moyen de N — 2 additions (la sin-DFT ayant
N — 2 sorties non nulles). Ceci conduit & Ia charge
ds calcul suivante pour la transformation de Fourier
inverse d’un signal hermitien de longueur N :

(23) Ou[DFT(N, %] = NJ2 (loga(N) —3) + 2,
OADFTI(N, x,)] = N2 (3loga(V) — 5) + 4.

L algorithme précédent peut étre utilisé pour évaluer
une convolution circulaire réelle par transformation.
La transformée avant est calculée avec Palgorithme
de FECT. Easuite, la convolution est évaluée dans le
domaine transformé, avec une multiplication réelle
pour chacun des points 0 et N/2, et une multiplication
complexe (3 multiplications/additions} pour chacun
des points 1, ..., N¥f2 - 1, ce qui donne une charge
totale de 3 NJZ — 1 multiplications et 3 N/2 — 3
additions. Enfin, la transformée inverse de la séquence
hermifienne résultante est calculée comme ci-dessus.
Vu "optimalité de chacune des étapes utilisées, ceci
donne un algorithme de convelution circulaire réelle
avec un nombre minimal connu d’opérations pour
une structure réguliére.

611

Considérons maintenant le cas de la transformation
de Fourier impaire, gui est une transformation de
Fourier ot seuls les éléments d'indice impair de la
séquence de sortie sont caleulés [17]. Cette transfor-
mation est définie par :

N1
(24) DFTk, N, X)i= T x(n) WEETDn [, g = 127728
o koe0,..,N—1

Nous définissons également, de fagon similaire A
(23, (3) et {(4), les autres transformations impaires .

— la transformation de Fourier~cosinus impaire
(cos-DFT,) s'éerit

2~(2k '
z " e(n)cos 3 ; =

k= 0,.., N1,

(25) cos-DFT(k, N, x) 1=

— la transformation de Fourler-sinus impaire
(sin-DFT,}

. ¥-1 2w (2k+1n
(26} sin-DFT(k, N,x) 1= 3 x{n) sin| ———— I,
n=0 4 2N Ji

k =0, .., N—1

— la transformation en cosinus impaire (DCT,)

N-1 2 24D 2n-+10

@7 pery(k, N,x): = S‘x(n)cos = - @),
#=0 N i
ko= 0., N1,

L’évaluation de (24) revient évidemment & celle de
(25) et (26). En traitant séparément les élémenis
d’indices pairs ou impairs de la séquence d’entrée,
la relation (25) devient :

Nr2-1 22k 1
(28) cos-DrTk,N.x)= T x(2r) cosf/ T(mef)lf
Nid—1 !
¥ (x(Zna}*i)—-x{NmI!nwi))X
a=G
sf?.?‘t(Zk D {2n 4+ 1)\E
cos \ 5N )

La transformation de Fourier-cosinus impaire se
décompose donc en une transformation de Fourier-
cosinus impaire de longueur mioitié et en une DCT
impaire de longueur un guart. D’une fagon similaire,
la transformation de Fourfer-sinus impaire se décom-
pose en une transformation de Fourier-sinus de
dimension moitié et en une bBCT impaire de longueur
un guart, avec :
NP1 ”’T‘(Zk*l)ﬁ

(29) sinorrk, N,x)= X x(zn)sm( N }+

b

Nig—1

L =0re2n 1)+ N—2n—1)) %
=

(27 (N2—@k+1) 2n+ D)
08 3N

Le calcul de la transformée en cosinus impaire peut
étre fraité dome facon similaire & celui de la oo,
avec un réarrangement de la séquence d'entrée

(30 My = x(2n)y, AN—n-— = —x{2n+ 1}

A, TELECOMMUN., 40, n¢ 9-10, 1983
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grice 4 laquelle la DCT, se récrit ainsi :

Nl 2m(dk-1){dn41)"
(31) DCTk, N, x)= X y(n)cos| ( e Mfs
h=0 i 8N 7
k= 0,0, N—1

Cette derniére expression peut &tre évaluée dune
facon similaire & (12).

L’approche ainsi décrite permet d’évaluer une
transformation de Fourier discréte impaire de longueur
N avec un nombre d’opérations donné par :

(32) OulbFILN, %] = (N/2) (logs¥ — 1),
OLPPT (N, xp)] = (3 N/2) (fog, N — 1).

Remarquons que si la transformation est complexe,
et que 'on appligue Palgorithme 4 la partie réelle
et complexe en recombinant & la fin, on obtient un
nombre de multiplications égat & celui de approche
Rader-Brenner [17} tout en économisant un nombre
substantiel d’additions.

Le développement ci-dessus permet également de
voir que I'idée sous-facents de 'algorithme de FrCT
(division inégale en moitié et quart) peut étre utilisée
dans d’autres cas comportant des transformations
trigonométrigues.

IV, EXTENSION
AUX TRANSFORMATIONS
BIDIMENSIONNELLES

Nous présenterons ici bridvement 'extension des
méthodes introduites précédemment aux transforma-
tions de Fourier et en cosinus discréte bidimension-
nelles, car ces derniéres présentent un intérét pratique
en traitement d’image. Les algorithmes présentés
suivent des approches connues (transformations poly-
nomiales, permutations), mais nous montrerons qu’il
est possible de diminuer sensiblement les charges de
calcul en les combinant avec les méthodes développées
dans les paragraphes II et 111

La transformation de Fourier bidimensionnelie est
définie par :

N-1 N~1

G3) Xky k) i= % 3 2y, ny) W s,

n=G ap=0
W = emj2*;':l.»\’
k4

avec Xk, k) = [X(N — &k, , N — k)]* lorsque
x{ny , ny) est réel. Lorsque &, est impair, (33) peut &tre
représenté par [17]

(34) Xk, .ky) =Xi(z) [mod(z— W&)], k,impair,

olt :
Nl
(35) Xi(2) = ¥ X2 W [mod(zM* 4 1
=
&t
Kfz-~1
(36) Xo{z) = 3 [x(ny . ng) — xlng , ny -+ NI} 27,
[P

Anw, TérfcomMmon., 40, n¢ 6-10, 1985

puisque (z — W) est un facteur de (2% + 1), done
de (z¥ — 1). Lorsque x(n, . ny) est réel, "évaluation
de (36) requiert N?f2 additions. On peut ensuite
remplacer k; par ki k, (ce qui est une permutation
valide puisque &, et N sont premiers enire eux).
Comme z = W%, il est possible de remplacer W
par z dans {35) :

N—1
(37) Xz = X Xi(@ 2z [mod(zY? + 1)),
ay =
La relation (37) définit une transformation poly-
nomiale de longueur N et de base z définie modulo
(z¥* + 1), Cette transformation polynomiale peut
étre évaluée avec un algorithme du type base-2 rFT
[17] et utilise (N?/2)]log, N additions lorsque X} a
des coefficients réels. Puisque X7,(z) est le degré
Nf2 — 1 et k, est impair (et peut donc étre éerit
comme {2u + 1)), équation (35) peut se récrire

comme !
NiZ1

(38) XkiQu+D,Qu+1) = X pk, . O) W,
1=0

ol ylky, /) est le Jéme coefficient du polynéme
X} (2). Léquation (38) correspond & Pévaluation
de N transformées de Fourier impaires de longueur
NJ2. Celles-ci peuvent étre évaluées selon la méthode
présentée dans le paragraphe précédent.

Si &k, et k, sont pairs, P'équation (33} se réduit a
une transformation de dimension N2 x N/2 sur un
signal réel défini par :

(39) X(nl eflz) "%" X(HI s Mz _F' ]\{72) —n'" X(ﬂl _?" ATIZ, n?.) *ﬁ
x(n, + Nf2, n, 4 Nf2).
Finalement, si k, est impair et &, pair, Péquation (9)
peut étre récrite de fagon similaire a (34-35), avec :
(40) Xk, 2uky) = Xiu(2) [mod(z — W )],

ob
Ni
(41) X2 = X X(2) 22" [mod(z¥'? + 1)},
=0
) =0, .., N2 —1,
et
Ni2-1
(42) anz(z) = ¥ [x(ry, ny) + xXn, 0y + Nf2) —
ny=0

x(ry + N2, ny) —x(n, + N2, n, + Nf2)] 2.

Notons que (41} est une transformation polynomiale
avec une base 2?2 définie modulo (Y — 1) qui
peut étre évaluée, de fagon identique & (37), & 'aide
de N?f2 (log, N — 1) additions. Finalement, (40)
peut é&tre réerit comme {(38), donc comme N/2
transformations de Fourier impaires de longueur
N{2.

Afin d'évaluer la complexité de la méthode décerite,
remarquons que {39) et (42) utilisent N7 additions
supplémentaires.

Done, Pévaluation d’une transformation de Fourier
discréte de N x N sur des données réelles a été réduite
au probléme de Pévaluation de 3 N/2 transformations
de Fourier impaires de longueur N/2 sur des séquences

i
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réelles ainsi que d’une transformation de dimension
N[23 NJ2, etceciau prix de 3 N2 f4 log, N* + 5 N2 /4
additions. On obtient aipsi la complexité de calcul
suivante pour une transformation de Fourier réelle
de dimension N x N, avec N = 2M .

(43)
OumIDFT(N % N, xg)] = (N?[2) log, N—(7]6) N? 4,

OAIDFT(N % N, xg)] = (SN?/2) log, N —
(13/6) N* = 56/3.

Considérons maintenant le cas de la transformation
en cosinus bidimensionnelle définie par :
N—1 Nl

@) pertk, ky, Nyx)i= Y 2 x(ng , ny)

nyp=0 py=0
, ;";273{2”1 - 1) kl\“\k ;'{27:(2772 “f“‘ 1)](2\:3
COSE*4A', ijOSs\\\ AN /‘

La séquence d’entrée peut étre réarrangée d’une fagon
similaire 2 (10), avec :

(43)  »(n, , ny) = x(2n;, 2 Rzl
s o= 0,0, N2 — 1, 5y == 0, ., NJ2—1,

Yy, m) = A2ny 2 N 2y — 1),
ny =0,y N2~ L ny = Nf2, ., N—1,

Wy, ny) = x(2N—2 my = 1.2 my),
Hy = A‘F/Z, srey JN"" l, gy o 0, “rey .2\(7“/2 e lg

Mry, ny) = xQ2QN—2n,—1,2 N—2n, — 1),
np = N2, ., N—1Ln = N2, ., N—1

La relation (44) devient alors :
N-i N

(46) pertky  ky , Ny x) = 3 Z Hny, ny) %
Hy=0 A= 0

(2Rl D RS2 + Dk

cos (\@ AN J cOs AN )

En utilisant des relations trigonométriques simples,
on peut réerire (46) comme :

{27k, k)N

(47 perlk, ky N,x) =12 [cos i G k)t

\

cos-DFTlk, , ks, N, x} —

sin xﬁ - (41N_2) ; SIn-DFT{ky, &k, , N, x) -

2)' Cos-DFT(k, , N — k, , N, x} —

SELICRTS)
sin AN

H

sin-DFr(k, , N — &k, , N, x)] ,

ol cos-brr(k, , ky, N, x) et sin-DF1(k, , k,, N, x)
sont les parties réelles et imaginaires d'une transfor-
mée de Fourier discréte & 2 dimensions qui s'écrivent
comme suit :

N—f AN~}

(48} COS-DFT{k; , ky, N, %) = = E vy, ny) X
#y=0 pa= 0

[2edink, - ako )

g DI AEEML TESeRe )

O = ;
N ;7

7

818

N—-1 N}
SIDET(Ay L hz, N X) = 8 8 30, , 1)

A =0 na=G
. [2n(mk, + n;;}cz)“;_E
sm%\ W )
Les transformations en cosinus perlky L ky, N, x),
DCHN — ki, k,, N, x), pertky , N — ky, N, x)
et DCTHN — ki, N—k,, N, x) peuvent étre dérivées
des cOS-DFT et Sin-DFT correspondantes 4 Paide de
2 rotations et de quelques additions, avec
(49)

DeT{k;  k;, N, x)

DCT(N —k\  k,, N, x)

oCrlk, , N—k;, N, x)

DCT(ZV"“*II{] 3 fvmeS-{Vs x) .

cos-Drr(k, , ks, N, x)
sin-DFT{k, , k,, N, x)
cos-DFr{k, N—k, N,x) |®
sin-pFr{k, , N—k,, N, x)

R-(ki ] kl) 02

02 R(kl E k2)

ol
00
(50) 02 == ¥
0 0
cos/ TR o Im k)
. 4N VAN )
RECRD= ey k) (27 (ks k)
smiw e f cosz‘ AN

La relation (49) doit étre évaluéde pour :
ky ky =0,.., N2 —1,

et si on tient compte de toutes les simplifications
(par exemple &k, = k,), la charge de calcul pour obtenir
la transformée en cosinus & partir d’une transformdée
de Fourier d’une séquence réelle bidimensionnelle
s'éléve & 3 N2/2 — 2 N multiplications et 5 N2 o
6 N - 2 additions.

La méthode correspondant 3 (49} peut paraitre
lourde, mais il se trouve que les post-multiplications
dominent la charge de calcul lorsque Ia transformation
est petite {comme 8 % §ou 16 » 16, des cas fréquents
en codage d’image).

En utilisant les méthodes précédentes pour P'évalua-
tion de la pFT et des post-multiplications, on obtient
la charge de calcul totale ci-dessous pour une trans-
formation en cosinus discréte bidimensionnelle de
dimension ¥ x N, avec N == ¥ .

(51) Oyloct(N < N, x)]
= (N?f2) log, N — 2 N = N%[3 1 873,
Oulper(¥ < N, x)]
= (SN2 log, N - 6 N + N2[3 = 62/3.

Dans le tableau 1V, cette complexité est comparée
avec celles obtenues par d’autres méthodes, ¢est-a-
dire
a} approche de Chen ef 4/, {19] en ligne/colonne,
by approche polynomiale de 211,

Ann. TeLtcoMMuN, 48, no 9-10, 1983
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¢) Valgorithme de FFCT en lignejcolonne,
d) la méthode pfé&?édentek V. MISE EN (FUVRE

tapL. TV. — Comparaisen de divers algerithmes de pcr bi-
dimensionnels, a) méthode [19], b) méthode 21], ¢y méthode [16],

d) méthode proposée. Afin de déterminer le domaine possible d’applica-

tion des algorithmes rFCT, deux mises en @uvre
expérimentales ont été réalisées, PPune sous forme
d’un programme destiné & un ordinateur 4 usage
général, et autre sous forme d’un circuit intégré

Comparison of varions two-dimensional DCT algorithms. a} method
{191, by merhod 121}, ©) methad [105, d) propesed wmethod.

Algorithme:  Multiplicatioas | Additions

' spécialisé.
a) gzNﬂoggNw?:z\”e»SNGN%ogsz}NZ+4N Le programme FFCT a &€ généré sous forme de
B S NTlog N SN log, N 2N code lme_aire p’roda}t autor{latiqufzment a partir d’une
: formulation récursive de 1'algorithme en langage de
€) IN*logN—2N* 2N haut niveau (Pascal). Avec une telle approche, "ordre
&) L8 §,Nf10g2.;,. dfes opérations a une influence déterminante sur la
3 ‘ vitesse d’exécution, et il n'a pas été possible de
déterminer ordre optimal, comple teiu du nombre
considérable des possibilités dii 2 la nature combina-

Asymptotiquement, le gain est de 4 pour les muiti- toire du probleme.

plications et de 1/6 pour les additions si I"on compare 1'influence du compilateur (le code linéaire étant
aux méthodes actuelles (a et b). en FORTRAN) sur lefficacité est également apparue

Eja. 4. — Schéma symboligue dun cireuit cM08 de 35 000 transistors réalisant une transformation discrite en cosinus de 8 points par
106 ns, Les donndes de 12 bifs entrent & gauche puis sont traitées dans & étages de caloul mis en « pipeline » avant de sartir & droite.,
Les grandes surfaces carrées sont des muitiplicatenss parailéies, et on peut recon najtre Pétage de rotation aux 3 multiplicateurs SUPETPOSES.

Symbolic layeut of & 35 000 fransistor CMOS circuif realizing an 8-point DCT every HIG ns. The 12 biz dava enters on the left, goes through

& pivelined stages of computations and leaves on the vight. The large square surjaces are saraitel muliipliers, and one can recognize the rotation
p 2 : Tre ] : ot
stage at s 3 superposed srulripliers.
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lors de P'inspection du code machine. idéalement,
ce dernier devrait &tre tel que les valeurs les plus
fréquemment utilisées soient stockées dans les registres
du processeur.

L algorithme de FrFCT pour des séquences complexes
a été comparé 4 l'algorithme de FFT 4 base 2 et
& base 4 (3 défaut d'un algorithms pour séqguences
réelles efficace). Du code linéaire pour une transforma-
tion de longueur 256 a été généré pour chacun des
algorithmes considérés. L’algorithme de rrct avant
moins d'opérations (— 8% de multiplications,
— 2%, d’additions) que la FFr & base 4, avait un
temps d’exécution plus grand (prés dz 109 sur vax-
780). L'explication la plus vraisemblable est que lfa
FFT & base 4, ayant une structure plus régulicre,
permet un adressage plus simple et une optimisation
meilleure du code est obtenue lors de Ia compilation.
Ceci tend & indiquer que 'algorithme FreT est proba-
blement mieux adapté au calcul de transformées en
cosinus et de transformées de Fourier de séquences
réelles qu'a "évaluation de transformations de Fourier
de séquences complexes

Notons que les algorithmes peuvent étre écrits sur
place, mais que cette propriété n’a pas été utilisée
dans le code linéaire qui a ¢té testé, La complexité
de Iécriture du code n’en a pas été affectée, puisque
le code est généré automatiquement.

Pour évaluer I'application des algorithmes rreT
dans le cadre d’une implantation matériclle, la réalisa-
tion d’un circuit intégré A grande échelle capable de
calculer une transformée en cosinus de § points &
120 Mbit/s (un échantillon de 12 bits toutes Ies 100 ns}
a ét¢ entreprise. Cette étude a fait apparaitre qu’il
était possible dans un tel contexte de= mieux assortir
Parchitecture & 'algorithme et donc de tirer un meilleur

parti de la complexité de calcul réduite de Palgorithme
FFCT. De plus, la complexité multiplicative domine
ici la complexité totale, puisque la surface d*un multi-
plicateur est égale &4 N fois la surface d’un addition-
neur, N étant la largeur de bits des mots. Comme
Palgorithme ¥rcr utilise 259 de multiplications en
moins que Palgorithme de Chen er al., on aboutit
ainsi 4 une réduction substantielle de surface avee
I'approche proposée.

Lrarchitecture choisie [14] utilise une arithmétique
paralléle 2 12 bits et permet d’atteindre un rendement
¢leve grice & un chainage des opérations (« pipeline »).
Le circuit comporte 35 000 transistors et sera intégré
en technologie cmos 2,5 um. La figure 4 montre le
schéma symbolique du circuit qui a été congu.

VI. CONCLUSION

Des algorithmes efficaces pour la transformation
de Fourier et cosinus discréte de longueur N = 2
ont ét¢ présentés. Ceux-ci ont été particularisés au
cas de séquences syméiriques et antisymétriques,
ainsi qu’a celui de la transformée impaire. La générali-
sation au cas bi-dimensionnel a également été pré-
sentée. Finalement, quelques expériences avec une
implantation logicielle (code linéaire) et matérielle
(unz puce réalisant une transformée en cosinus) ont
été présentées,

Manuscrit regu le 25 qvril 1985,
accepté le 25 juin 1983
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