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Résumé

Cette these est dédice a 'étude des coalgebres d’Alexander-Whitney (définies pour la pre-

miére fois dans [HPSTO06]), en choisissant une perspective topologique. Une coalgébre d’Alexander-
Whitney est une Z-coalgébre de chaines coassociative munie d’une structure algébrique supplémen-
taire : la co-multiplication doit respecter la structure de coalgébre & une suite infinie d’homotopies
prés (cette suite d’homotopies faisant partie intégrante de la structure de coalgébre d’Alexander-
Whitney).
Les coalgeébres d’Alexander-Whitney sont intéressantes du point de vue de la topologie parce que
le complexe des chaines normalisées C'(K) d’un ensemble simplicial K est muni d’une structure de
coalgebre d’Alexander-Whitney. Ce théoréme est prouvé pour la premiére fois en toute généralité ici
(en généralisant un résultat prouvé dans [HPSTO06]). Comme conséquence, on obtient I'espoir que
la structure de coalgebre d’Alexander-Whitney de C(K') contienne des informations intéressantes
qui puissent étre utilisées dans la résolution de problémes topologiques. Cet espoir est renforcé par
les succés obtenus dans différents travaux a caractére topologique ; ces travaux utilisant de maniére
essentielle la structure de coalgébre d’Alexander-Whitney des chaines normalisées d’un ensemble
simplicial. Parmi d’autres, on peut citer [HPST06], [HLO7], [Boy08], et [HR].

On commence cette thése par quelques rappels. En particulier, on rappelle et décortique la

définition d’un morphisme DCSH entre coalgébres de chaines coassociatives avec un luxe de préci-
sion introuvable dans la littérature. Par exemple, les signes sont déterminés avec grande précision.
Ensuite on consacre un chapitre a la définition des coalgébres d’Alexander-Whitney et a I'interét
topologique des ces coalgébres. Et c’est dans le chapitre suivant de cette thése que 'on débute
une étude conceptuelle des coalgeébres d’Alexander-Whitney. En effet, si cette structure a déja été
étudiée et exploitée par différents auteurs pour résoudre des problémes spécifiques, elle n’a encore
jamais été abordée de maniére globale.
Dans ce but, on montre que les coalgebres d’Alexander-Whitney admettent une description opé-
radique : il existe une opérade explicite AW telle que les coalgébres sur cette opérade sont les
coalgébres d’Alexander-Whitney. De plus, cette opérade est une opérade de Hopf, ce qui induit une
structure de catégorie monoidale sur la catégorie des coalgeébres d’Alexander-Whitney. Ces résultats
sont prouvés dans un cadre relativement général en associant une opérade a tout bimodule (sur
Popérade associative) d’un certain type. En choisissant bien le bimodule on obtient 'opérade AW.
Ces résultats permettent I’étude des coalgeébres d’Alexander-Whitney avec le recul que donnent les
opérades, ce qui s’est avéré étre une stratégie gagnante dans différents domaines des mathématiques,
et en particulier en topologie algébrique.

D’autre part, on développe dans ce travail une notion de modéle minimal dans le cadre des
modules a droite sur une opérade fixée (qui satisfait quelques conditions raisonnables), dans le but
d’appliquer ce résultat au cas particulier des coalgébres d’Alexander-Whitney. En effet, les coal-
gébres sur une opérade P peuvent étre vues comme des modules a droite sur l'opérade P, et la
catégorie de ces modules est au bénéfice de propriétés agréables que la catégorie des P-coalgébres
n’a pas.

L’inspiration pour cette notion de modéle minimal vient de I’homotopie rationnelle. Deux éléments
tendent & montrer que les coalgébres d’Alexander-Whitney forment un bon cadre pour y transposer
(sur anneau des entiers) des idées d’homotopie rationnelle.

A. Tl existe un théoréme qui dit qu’étudier les espaces topologiques a équivalences rationnelles prés



est équivalent, essentiellement, a étudier les coalgébres de chaines cocommutatives sur le corps des
rationnels. Ce résultat est faux sur anneau des entiers, mais les coalgébres d’Alexander-Whitney
sont, en un sens expliqué dans cette thése, "presque" cocommutatives.

B. La structure de coalgebre d’Alexander-Whitney des chaines normalisées d’un ensemble simpli-
cial pourrait étre suffisament faible pour que des calculs explicites restent possibles. En effet, il est
évident que la structure de coalgébre d’Alexander-Whitney des chaines normalisées d’un ensemble
simplicial est loin d’étre une structure de E.,-coalgébre, qui détermine (sous certaines conditions)
le type d’homotopie de I’ensemble simplicial considéré.

Le travail effectué ici sur la notion de modéle minimal dans la catégorie des modules a droite sur
une opérade inclut un théoréme d’existence du modéle minimal et une discussion sur 'unicité de
ce modéle. Dans un second temps, on construit un objet chemin explicite dans la catégorie modéle
des modules & droite sur une opérade P ; cet objet chemin étant ensuite utile dans l'investigation
de I'information topologique que I'on peut espérer tirer de ce modéle minimal lorsque 1’on travaille

sur AW.
Finalement, on présente et discute quelques problémes ouverts concernant les coalgeébres d’Alexander-

Whitney et qui semblent particuliérement intéressants. Ce qui ouvre de belles perspectives pour
des recherches futures dans ce domaine des coalgébres d’Alexander-Whitney.

Mots clés : coalgébre d’Alexander-Whitney, opérade, opérade d’Alexander-Whitney, module a
droite sur une opérade, modéle minimal, catégorie DCSH.
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Abstract

The goal of this work is to study Alexander-Whitney coalgebras (first defined in [HPST06]) from
a topological point of view. An Alexander-Whitney coalgebra is a coassociative chain coalgebra over
7, with an extra algebraic structure : the comultiplication must respect the coalgebra structure up
to an infinite sequence of homotopies (this sequence is part of the data of the Alexander-Whitney
coalgebra structure).
Alexander-Whitney coalgebras are interesting for topologists because the normalized chain complex
C(K) of a simplicial set K is endowed with an Alexander-Whitney coalgebra structure. This theo-
rem is proved for the first time here (generalising a result proven in [HPST06]). This theorem gives
the hope that the Alexander-Whitney coalgebra structure of C'(K) contains interesting information
that can be used to solve topological problems. This hope is strengthened by the sucess already
obtained in the work of several topologists. Among others, [HPSTO06], [HLO7], [Boy08], and [HR]
use the Alexander-Whitney coalgebra structure of the normalized chains of a simplicial set in an
essential way to solve topological problems.

This thesis begins with some background material. In particular, the definition of a DCSH

morphism between two coassociative chain coalgebras is recalled in complete detail. For example,
signs are determined with great precision. Next we devote a chapter to the definition of Alexander-
Whitney coalgebras and to their importance in topology. In the following chapter we begin the
conceptual study of Alexander-Whitney coalgebras. A global study of these objects had not yet
been carried out even if the Alexander-Whitney coalgebra structure has been studied and used in
order to answer some specific questions.
With the aim of studying Alexander-Whitney coalgebras in a nice setting, we develop an operadic
description of these coalgebras in the following chapter. More precisely, we show that there is an
explicit operad AWV such that the coalgebras over this operad are exactly the Alexander-Whitney
coalgebras. Furthermore, AW is shown to be a Hopf operad, so that the category formed by the
Alexander-Whitney coalgebras is actually a monoidal category. These results are proven in a rea-
sonably general framework. In fact, we associate an operad to each bimodule (over the associative
operad) of a certain type, such that we get AW if this bimodule is well chosen. In particular, these
results enable us to study Alexander-Whitney coalgebras from the standpoint of operads. This stra-
tegy is recognised to be successful in various mathematical situations, and especially in algebraic
topology.

Moreover, we develop a minimal model notion in the setting of right module over a chosen ope-
rad (which has to satisfy some reasonable conditions), with the aim of applying this result to the
special case of the Alexander-Whitney coalgebras. This is possible because coalgebras over some
fixed operad P can be seen as right modules over P. And the category of right modules over P has
some nice features which do not appear to hold in the category of P-coalgebras.

The inspiration for this part of our work comes from the notion of minimal model developed in the
framework of rational homotopy theory. The two following facts show that it is reasonable to try to
adapt some ideas of rational homotopy theory to the category of Alexander-Whitney coalgebras.

A. There is a theorem that says that studying topological spaces up to rational equivalences is, es-
sentially, equivalent to studying cocommutative chain coalgebras over the field of rational numbers.
This is false if the ring of integers replaces the field of rational numbers, but Alexander-Whitney
coalgebras are "almost" cocommutative in the sense which is explained in this thesis.
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B. It could be that the Alexander-Whitney coalgebra structure of the normalized chains of a sim-
plicial set is weak enough to allow explicit computations. At least, it is clear that the Alexander-
Whitney coalgebra structure on the normalized chains is far from being an E.-structure (such
a structure determines the homotopy type of the considered simplicial set, at least under some
conditions).

The chapter about minimal models in the framework of right modules over an operad includes
an existence theorem and a discussion of the unicity of this model. In the second part of this chap-
ter, we construct an explicit path-object in the model category of right modules over an operad.
This path-object is then used to investigate the topologically relevant information that could stem
from the minimal model in the case of the operad AW.

Finally, we present and examine some interesting open questions about Alexander-Whitney
coalgebras. These questions give a nice outlook on future research in this area.

Keywords : Alexander-Whitney coalgebra, operad, Alexander-Whitney operad, right module over
an operad, minimal model, DCSH category.
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Introduction

Les coalgébres d’Alexander-Whitney

Cette thése est dévolue a I’étude des coalgébres d’Alexander-Whitney, ces objets ayant été définis
pour la premiére fois dans [HPST06]. Commencons par donner une idée de ce qu’est une telle coal-
gebre. Une coalgébre d’Alexander-Whitney est un complexe de chaines C', sur 'anneau des entiers
Z., et muni d’une co-multiplication coassociative ¥; : C — C®C. C’est donc en particulier une coal-
gébre de chaines coassociative. Mais de plus, on exige que C soit muni d’une famille de co-opérations

L (Ceo), n>2,

telles que

e )5 soit une homotopie de chaines entre (¢4 ® 11)11 et (1@ 7 ® 1)(11 ® ¥1)1h1, ol T est isomor-
phisme qui permute deux copies de C,

e 1, avec n > 3 est une homotopie "supérieure".

Remarquons que la condition imposée sur 1y signifie que 1 est un morphisme qui respecte la
structure de coalgébres coassociatives & homotopie prés. Informellement, on peut donc définir une
coalgébre d’Alexander-Whitney avec le slogan suivant :"une coalgébre d’Alexander-Whitney est une
coalgébre coassociative telle que la co-multiplication est elleeméme un morphisme de coalgébres &
une suite d’homotopies preés".

De plus, lorsque la suite {1, }n>1 satisfait une condition de finitude locale, on peut assembler

cette famille d’homotopies pour en tirer un morphisme d’algébres de chaines QC LR QC o O),
ou  est la construction cobar. La construction cobar est un foncteur qui envoie une coalgébre

sur une algébre et qui a la propriété suivante : il existe un quasi-isomorphisme naturel d’algébres
0x

QC(X) — C.(QX), ot C,(X) est le complexe de chaines singulier de I'espace topologique X, et
o1 X est l'espace des lacets sur X. Si on compose ce morphisme 9 : QC' — Q(C'®C) avec le quasi-
isomorphisme naturel de Milgram ¢ : Q(C ® C') — QC ® QC on obtient une co-multiplication sur
QC'. A nouveau de maniére trés informelle, on peut donc aussi dire qu’'une coalgébre d’Alexander-
Whitney est une coalgébre coassociative C' telle que ’algébre QC est munie d’une co-multiplication
(au moins lorsque la condition de finitude locale, déja citée ci-dessus, est respectée).

Pourquoi les coalgébres d’Alexander-Whitney sont-elles intéressantes ?

Dans ce travail, on étudie ces coalgébres du point de vue de la topologie. De ce point de vue, les
coalgebres d’Alexander-Whitney sont intéressantes parce que C, (X)) est une coalgebre d’Alexander-
Whitney pour tout espace X. L’espoir est donc que cette structure supplémentaire donne des in-
formations supplémentaires intéressantes au sujet de ’espace topologique X considéré. Ce qui est
le cas. En effet, lorsque X est un espace 1-connexe, alors la structure de coalgébre d’Alexander-
Whitney de C.(X) induit une co-multiplication sur Q(C\ (X)) qui a la propriété supplémentaire



d’étre coassociative. L’algebre Q(C, (X)) est donc une algeébre de Hopf. D’autre part, C,(QX) est
également une algébre de Hopf. On peut se demander si le quasi-isomorphisme naturel d’algébres
QC,.(X) bx, (X)) respecte aussi la co-multiplication. Ceci n’est pas vrai, mais presque : fx res-
pecte la co-multiplication a une suite d’homotopies prés. Ce qui montre la pertinence topologique de
la structure de coalgebre d’Alexander-Whitney de C,(X). De plus, depuis ’énoncé et la preuve de
ce premier résultat dans [HPSTO06], la structure de coalgébre d’Alexander-Whitney de C,(X) a été
étudiée et utilisée plusieurs fois avec succés. On peut citer [HLOT]|, qui utilise cette structure pour
construire un "petit" modéle pour 'espace des lacets de la fibre homotopique d’une application
continue entre espaces 2-connexes. Comme cas particulier, cela permet de construire un "petit"
modéle pour C,(22X), si X est un espace topologique 2-connexe. On peut également citer [Boy08|,
qui utilise les constructions faites dans [HLO7| pour construire un modéle pour C,(Map.(Sy, X)) ;
X étant un espace 2-connexe, Sy étant une surface fermée de genre g, et Map,(Sy, X) étant I'espace
des applications continues pointées. Finalement, attirons encore lattention sur [HR], qui utilise la
structure de coalgebre d’Alexander-Whitney de C, (X) pour construire un modéle pour lapplication
"puissance r" sur 'espace des lacets libres £X, définie de maniére évidente par la concaténation
des lacets, pour X un espace topologique qui est une double suspension et pour r > 1. Ce résultat
est un élément crucial pour mieux comprendre 'homologie cyclique topologique de ’espace X, ce
qui est le projet & plus long terme des auteurs de cet article.

Description du contenu de cette thése

Maintenant, décrivons le contenu de ce travail. Mais juste avant de commencer cette descrip-
tion, notons que si jusqu’ici on s’est toujours placés dans la catégorie des espaces topologiques,
tous les résultats déja cités sont en fait énoncés dans le cadre des ensembles simpliciaux. Cela a
un sens puisque d’une part la catégorie des ensembles simpliciaux est équivalente & la catégorie
des espaces topologiques du point de vu de ’homotopie, et d’autre part la catégorie des ensembles
simpliciaux est de nature combinatoire, ce qui la rend plus aisée & manipuler. Par la suite, ¢’est donc
toujours dans la catégorie des ensembles simpliciaux que ’on se place, sauf si le contraire est indiqué.

Ce travail est divisé en deux parties, la premiére rappelant les notions utilisées dans la deuxiéme
partie et fixant le cadre dans lequel on travaille. Cette premiére partie fixe aussi les notations uti-
lisées par la suite. Les rappels sont parfois extrémement brefs, comme dans le cas des catégories
modéles, mais une littérature abondante est alors conseillée. A I'opposé, dans le cas de la catégorie
DCSH, la présentation est détaillée. Cela pour deux raisons : d’une part cette catégorie est moins
connue (surtout dans sa description opéradique) que d’autres concepts rappelés dans cette premiére
partie, et d’autre part certains des détails donnés ici n’apparaissent, semble-t-il, encore nulle part
ailleurs. En particulier, les signes sont donnés avec grande précision. Enfin, on rappelle également
la notion d’opérade, de (co)algebre sur une opérade et de module sur une opérade.

La deuxiéme partie forme le corps de ce travail. Le chapitre 4 débute avec la définition précise
des coalgébres d’Alexander-Whitney et avec le théoréme suivant.

Théoréme. Soit K un ensemble simplicial. Il existe une structure de coalgébre d’Alexander- Whitney
sur le complexe de chaines normalisées C(K) de K (C(K) joue le role de C.(X) lorsque l’on consi-
dere des ensembles simpliciaux plutot que des espaces topologiques). Muni de cette structure, on
note C(K) le complexe de chaines C(K).

Ce théoréme est une petite généralisation d’un résultat qui apparait dans [HPST06]. Ce chapitre
discute aussi l'utilité des coalgébres d’Alexander-Whitney en topologie ; discussion qui reprend les



éléments déja cités ci-dessus avec un petit supplément de détails. Et finalement, différents types de
coalgébres d’Alexander-Whitney sont discutés, puisque différentes définitions sont possibles.

Le chapitre suivant présente une description opéradique des coalgébres d’Alexander-Whitney. Plus
précisément, on donne une méthode générale pour construire une opérade a partir de tout bimodule
(sur Vopérade associative) d’un certain type. Lorsque ce bimodule est bien choisi, 'opérade AW
que 'on obtient par cette méthode est telle que les coalgébres sur cette opérade sont les coalgébres
d’Alexander-Whitney. Un peu plus précisément, c’est ’énoncé suivant qui est présenté.

Théoréme. Il existe une opérade de Hopf, notée AW, telle que la catégorie des coalgébres d’Alexander-
Whitney est isomorphe a la catégorie des coalgébres sur AW.

De plus, il existe une description explicite de cette opérade et de sa structure d’opérade de Hopf.

Rappelons trés briévement en quoi les opérades peuvent étre utiles. Chaque opérade décrit une
catégorie d’algeébres et une catégorie de coalgébres (mais pour simplifier 'exposition, on ne parle
que des algeébres dans ce qui suit). Les opérades que I’on rencontre le plus souvent sont I'opérade
associative, l'opérade commutative, et I'opérade de Lie. Comme son nom l’indique, les algébres
associées a 'opérade associative (respectivement commutative) sont les algébres associatives (resp.
associatives et commutatives). Alors que l'opérade de Lie décrit les algebres de Lie. Mais il existe
une énorme variété d’opérades intéressantes qui apparaissent dans différents domaines des mathé-
matiques. Les opérades sont utiles parce qu’elles permettent de prendre du recul par rapport aux
algébres qu’elles décrivent. Il est alors possible d’étudier les algébres de ce nouveau point de vue
donné par les opérades, pour en tirer des résultats intéressants. En particulier, les opérades sont
bien adaptées pour certains problémes homotopiques. Par exemple, on peut se poser la question
suivante : si X est un monoide associatif topologique, et si Y est un espace avec le méme type
d’homotopie que X, est-ce qu’il est possible de transférer la structure de monoide de X sur Y 7
La réponse est non, mais les opérades donnent une trés jolie maniére de contourner le probléme.
En effet, les monoides associatifs topologiques sont décrits par 'opérade associative topologique,
notée A. On peut prendre ce que 'on appelle un remplacement cofibrant de A, un tel objet étant
une opérade équivalente (dans un sens bien précis) a A. De plus, cette nouvelle opérade, que l'on
note A, a deux propriétés importantes : la catégorie des algébres sur A est une sous-catégorie de
la catégorie des algébres sur A, et le probléme du transfert énoncé ci-dessus dans le cadre des
A-algébres a maintenant une réponse positive dans le cadre des Ay.-algeébres. Avant de retourner
aux coalgébres d’Alexander-Whitney, notons que ce résultat est dit a Stasheff ([Sta63]).

Le résultat principal de ce chapitre 5 permet donc ’étude des coalgébres d’Alexander-Whitney du
point de vue des opérades, ce qui, & I'image du probléme topologique décrit ci-dessus, s’est avéré
payant dans de nombreuses situations.

Le chapitre 6 présente une notion de modéle minimal pour les coalgébres d’Alexander-Whitney.
Comme la catégorie des coalgeébres sur une opérade n’est pas aisée a utiliser (on peut remarquer
que les limites, les colimites et le foncteur co-libre des coalgébres sur une opérade ne se décrivent
pas facilement, ... si ces objets existent!), on choisit d’utiliser un foncteur qui permet de regarder
une coalgébre d’Alexander-Whitney comme un module & droite sur 'opérade d’Alexander-Whitney
AW. Cette notion de module sur une opérade a un sens évident, puisque l'on peut définir une
opérade comme étant un monoide dans une certaine catégorie monoidale. Et c’est dans ce cadre
des modules a droite sur AW que I'on étudie I'existence et les propriétés d’un modéle minimal.
La motivation pour cette étude vient de I’homotopie rationnelle. En effet, dans le cadre rationnel,
Sullivan ([Sul77]) a montré que I'on peut remplacer le complexe de cochaines singulier C*(X; Q),
qui est une algébre non-commutative (sauf cas particulier), par une algébre de cochaines commu-
tative rationnelle A*(X) qui est reliée & C*(X; Q) par un zig-zag de quasi-isomorphismes. De plus,

Sullivan a construit un quasi-isomorphisme (AV,d) = A*(X), ou (AV,d) est une algébre de co-
chaines commutative, qui est libre sur un module gradué V si 'on oublie la différentielle. Et on



exige que ce module gradué V soit le "plus petit possible". Ce module gradué a une propriété
spectaculaire : 7, (X) ® Q = V™. La raison pour laquelle il est justifié d’essayer d’adapter ces idées
d’homotopie rationnelle au cadre des coalgébres d’Alexander-Whitney sur Z est la suivante : les
deux affirmations ci-dessous sont équivalentes lorsque la coalgébre coassociative (C, A) est munie
d’une co-unité.

e A:C — C®C est cocommutative

e A est un morphisme de coalgébres

Mais une coalgébre d’Alexander-Whitney est, essentiellement, une coalgébre coassociative telle que
la co-multiplication est un morphisme de coalgébres & une suite d’homotopies prés. Par I’équivalence
ci-dessus, on peut aussi penser a une coalgébre d’Alexander-Whitney comme & une coalgébre qui
est presque une coalgebre cocommutative. De plus, sur Z, il est impossible de remplacer C*(X; Z)
par une algébre commutative comme dans le cas rationnel. Tous ces éléments font donc penser que
la catégorie des coalgébres d’Alexander-Whitney pourrait étre le bon cadre pour adapter les idées
d’homotopie rationnelle au cadre de ’anneau des entiers. Un élément supplémentaire allant dans
ce sens est Pespoir que la structure de coalgébre d’Alexander-Whitney de C(K) soit suffisement
"faible" pour que des calculs restent possibles. C’est la force de 'homotopie rationnelle : en ra-
tionnalisant, on perd une grande quantité d’informations, mais en échange on gagne en facilité de
calcul. Par contraste, il est clair que faire des calculs dans le cadre des F.-algébres (Ey est un
remplacement cofibrant de opérade commutative) est une tache extrémement difficile puisque la
structure de F.-algébre de C'(K) détermine complétement le type d’homotopie de K (au moins si
K est un ensemble simplicial qui satisfait certaines conditions).

Revenons aux coalgébres d’Alexander-Whitney. Dans ce chapitre, on développe donc une notion de
modéle minimal pour un module & droite sur 'opérade AW. En particulier on obtient le théoréme
suivant.

Théoréme. Soit K un ensemble simplicial. Il existe un quasi-isomorphisme de AW-modules a
droite de la forme :

(X 0 AW, d) = T(C(K)).

It

o T : AW — Mod gy est un foncteur qui envoie une coalgébre d’Alexander- Whitney sur un AWW-
module a droite (voir la proposition 2.12),

e X est une suite symmeétrique de modules gradués

e X o AW est le AW-module o droite libre sur X,

e d est une différentielle sur X o AW.

De plus, X vérifie une condition de minimalité.

On aborde également la question de l'unicité de ce modéle, qui reste un probléme ouvert. Fi-
nalement on donne une indication sur la maniére dont ce modéle pourrait étre utilisé pour obtenir
une information intéressante du point de vue topologique. Avec en prime la construction explicite
d’un objet chemin dans la catégorie modeéle des modules & droite sur une opérade (sur la catégorie
des complexes de chaines). Cet objet chemin est utilisé pour étudier I'information contenue dans
le modéle minimal d’'un module & droite sur une opérade, mais de maniére plus générale il est
certainement utile d’avoir un tel objet & disposition lorsque ’on travaille avec des modules a droite
sur une opérade.

Le chapitre 7, comme son titre I'indique, présente et discute quelques problémes ouverts concernant
lopérade d’Alexander-Whitney et les coalgébres d’Alexander-Whitney et qui semblent particulié-
rement intéressants.



Finalement, I'annexe regroupe des résultats qui placés dans le corps principal de ce travail au-
raient distrait le lecteur des éléments plus importants. En particulier, un grand nombre de calculs
s’y trouvent.






Premiére partie

Rappels
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Chapitre 1

Catégories modéles

Dans ce chapitre on rappelle trés briévement la notion de catégorie modéle.

Il y a une multitude d’articles et de livres traitant de ce sujet. Pour une introduction au sujet,
on peut consulter [DS95] ou [Hes00]. Pour en apprendre davantage, [Hov99] et [Hir03] sont a re-
commander. De plus, [DHKS04| donne un autre point de vue en focalisant sur les constructions que
I'on peut faire en utilisant uniquement la classe des équivalences faibles. Et finalement, indiquons
encore les notes informelles de W. Dwyer ([Dwy]).

Avant de commencer avec la définition d’une catégorie modéle, précisons que certaines défini-
tions et certains résultats élémentaires de la théorie des catégories modeéles sont utilisés dans la
suite de ce travail (y compris dans le présent chapitre) sans référence et sans qu’ils soient présentés
ici. Lorsque ceci est le cas, il n’est pas difficile de trouver tous les détails nécessaires dans 1'une des
sources indiquées ci-dessus.

La notion de catégorie modeéle a été introduite par D. Quillen dans [Qui67].

Définition 1.1. Une catégorie modéle est une catégorie M avec trois classes de morphismes : les
équivalences faibles, les fibrations et les cofibrations. On demande que ces classes soient stables sous
composition et que les morphismes identités soient contenus dans chacune des trois classes. Et les
axiomes suivants doivent étre satisfaits.

(M1) M est compléte et cocompléte.

(M2) Soit f et g deuxr morphismes composables dans M. Si deux parmis les trois morphismes f,
g et fg sont des équivalences faibles, alors le troisieme est aussi une équivalence faible.

(M3) Les équivalences faibles, les fibrations et les cofibrations sont fermées sous retracts.

(M4) Soit

c—2—=p

un diagramme dans M tel que i est une cofibration et tel que p est une fibration. St i ou p est une
équivalence faible alors il existe un relévement h : C — B qui fait commuter le diagramme.
(M5) Tout morphisme f de M admet une factorisation pi avec p une fibration et i une cofibration.
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De plus, il existe une telle factorisation avec i une équivalence faible, et il existe une (autre) telle
factorisation avec p une équivalence faible.

Evidemment, la catégorie des espaces topologiques Top est une catégorie modéle, puisque la
notion de catégorie modéle peut étre comprise comme une abstraction de certaines propriétés bien
choisies de Top.

Exemple 1.1. ([Str72]) La catégorie Top est une catégorie modéle si on choisit :
- les équivalences d’homotopie comme équivalences faibles

- les fibrations de Hurewicz comme fibrations

- les cofibrations fermées d’Hurewicz comme cofibrations.

Mais Top est aussi muni d’une deuxiéme structure de catégorie modéle, qui est d’ailleurs celle
communément utilisée.

Exemple 1.2. ([Qui67]) La catégorie Top est une catégorie modele si on prend :
- les équivalences faibles comme équivalences faibles

- les fibrations de Serre comme fibrations

- les rétracts d’inclusion de CW-complexes comme cofibrations.

Dans le cadre des espaces topologiques il est usuel de travailler & homotopie prés plutot qu’a
isomorphisme prés. Autrement dit, on travaille dans la catégorie homotopique Ho(Top) plutot que
dans Top. Une telle notion de catégorie homotopique vient automatiquement avec toute structure
de catégorie modéle.

Définition 1.2. Par Uaxziome (M5), pour tout objet X d’une catégorie modéle M il existe un
diagramme commutatif

o X

0X

ot ¢ est lobjet initial de M, ot i une cofibration, et ot p une fibration acyclique. Dans cette
situation, on dit que QX est un remplacement cofibrant de X .
Un remplacement fibrant RX pour X est défini de maniére duale.

Dans la définition qui suit et dans toute la suite de ce texte, les morphismes de X dans Y dans
une catégorie C sont notés C(X,Y).

Définition 1.3. Soit M une catégorie modéle. La catégorie homotopique de M est la catégorie
Ho(M) définie par

- Ob(Ho(M)) = Ob(M)

-Ho(M)(X,Y) =7n(QX, RY), pour tout couple d’objets X et'Y de M,

ot m(QX, RY) est l'ensemble M(QX, RY) quotienté par la relation d’homotopie.

D’un point de vue conceptuel, la topologie algébrique consiste en bonne partie en la recherche
de catégories de type algébrique telles que ces catégories sont équivalentes & une sous-catégorie
pertinente de Top. La premiére chose a définir est donc la notion d’équivalence. Dans le cadre des
catégories modeéles, c’est la notion suivante qui s’est imposée.

12



Définition 1.4. Soit My et My des catégories modéles. Soit alors
F
My <T> Mo

un couple de foncteurs adjoints. On dit que ce couple est un couple de Quillen si
e F' envoie les cofibrations sur les cofibrations
o (G envoie les fibrations sur les fibrations.

De plus, si pour tout objet fibrant A de My et tout objet cofibrant X de My on a que
[ F(A) — X est une équivalence faible
si et seulement si
f* A — G(X) est une équivalence faible, ot # fait référence a l’isomorphisme évident,
alors on dit que le couple (F,G) est une équivalence de Quillen.

Théoréme 1.1. Si (F,G) est un couple de Quillen comme ci-dessus, alors il induit un couple ad-
joint

LF
Ho(My) T Ho(Ms).

De plus, sile couple considéré est une équivalence de Quillen, alors ILE et RG sont des équivalences
de catégories inverses l'une de l’autre.

En particulier, le théoréme suivant est trés important. Toutes les notions nécessaires pour énon-
cér ce théoréme se trouvent dans [May67] ou [Jun04] qui est écrit en frangais.

Théoréme 1.2. Le couple adjoint

|-
sSet ——— Top

est une équivalence de Quillen. Ici, sSet est la catégorie des ensembles simpliciauz, | — | est la
réalisation géométrique et S est le foncteur complexe singulier.

Ce théoréeme permet d’utiliser la catégorie sSet au lieu d’utiliser Top, ce qui est fait dans la
suite de ce travail, la nature combinatoire de la catégorie sSet étant agréable.

Pour finir ce chapitre indiquons la structure de catégorie modéle dont est munie la catégorie des
complexes de chaines.

Théoréme 1.3 ([DS95]). Soit R un anneau.

La catégorie des R-complexes de chaines non-négatifs est munie d’une structure de catégorie modeéle
st on choisit

- les équivalences faibles comme étant les quasi-isomorphismes

- les fibrations comme étant les morphismes surjectifs en degré strictement positif

- les cofibrations comme étant les injections telles que le conoyau est projectif en chaque degré.

Théoréme 1.4 ([Hov99]). Soit R un anneau.

La catégorie des R-complezes de chaines (indexés par Z.) est munie d’une structure de catégorie
modele si on choisit

- les équivalences faibles comme étant les quasi-isomorphismes
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- les fibrations comme étant les surjections
- les cofibrations comme étant les injections scindées degré par degré et telles que le conoyau est
cofibrant.
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Chapitre 2

Opérades et objets associés

On se donne une catégorie monoidale symétrique fermée (M |, ® , I). A partir du chapitre 2,

on considére essentiellement la catégorie monoidale (Ch(Z), ®,7Z) des complexes de chaines (non-
négatifs) sur Z, et le lecteur peut donc déja penser a cette catégorie pour se fixer les idées.
En ce qui concerne les notations, le foncteur adjoint au foncteur — ® A est noté Hom(A, —) pour
A un objet de M ; I’ensemble des morphismes d’un objet A vers un objet B dans M étant noté
M(A, B). De plus, la transformation naturelle de symmétrie de la catégorie monoidale M est
notée 7. Finalement, on suppose que M est complet et cocomplet, méme si ce n’est pas toujours
nécessaire.

2.1 Opérades et (co)algébres sur une opérade

Dans cette section, on rappelle la définition d’une opérade et d’une (co)algébre sur une opérade.
De méme, on rappelle les résultats liés & ces objets et qui sont nécessaires dans la suite de ce tra-
vail. Pour en savoir davantage sur les opérades et les (co)algébres qui y sont liés, on peut consulter
[MSS02] et [LV]; toutes les définitions et tous les résultats donnés sans références ci-dessous pouvant
étre trouvés dans ces deux livres (ou sont évidents).

Opérades et (co)algébres sur une opérade

Commengons avec les définitions et résultats essentiels.

Définition 2.1. Une suite symétriqgue de M est une suite {X(n)}new d’objets de M telle que
X (n) est muni d’une action a droite de ¥,,, le groupe des permutations de n éléments (étant entendu
que Yo est le groupe trivial). On dit que X (n) est le niveau n de la suite symétrique X .

Un morphisme de suites symétriques f : X — Y est une suite {f(n) : X(n) — Y (n)}pen de
morphismes dans M tels que f(n) soit ¥, -équivariant pour tout n € IN.

La catégorie des suites symétriques est notée M>.

La catégorie des suites symétriques peut étre munie de différentes structures monoidales.

Lemme 2.1. Il existe une structure de catégorie monoidale symétrique (M*, ®, C) , ot

(X @Y)(n) := X(n) @Y (n),

15



avec X et'Y des suites symétriques et X (n) @ Y(n) étant muni de laction diagonale de ¥,,. Et C
est la suite symétrique définie par C(n) := 1 ; I étant muni de laction triviale pour tout n € IN.

Cette structure monoidale est appelée la structure monoidale niveau.

Lemme 2.2. Il existe une structure de catégorie monoidale symétrique (M*, ®, U), ou

X oY) X(i 112,],
(X© J;[n Y (4) s 2]

et ou

De plus, I[E,] = [] Io-
oeX,

Ces deux structures sont importantes, mais pour définir les opérades, c’est de la structure
monoidale suivante dont on a besoin.

Proposition 2.3. Il existe une structure de catégorie monoidale (M*, o, J) ou

(XoY)(n) = [[Xx(m) Y®m( ),

m>0

avec X et'Y des suites symétriques. Et la suite symétrique J est définie par

T(n) ::{ é sin=1

S1nOoI11.

11 est utile de décortiquer la définition de (X o Y)(n). On obtient

(X oY)( J;IlX ® (ne]T[ "Y n)®...®Y () g][zn])
sin >0, et
KoV)(m) =X [[([Tx0m) @ ( [T You)©...0¥ ) @ I[£.]))
m>1 Zm n€lm n "

si n = 0, sachant que

Ipn={n=(n1,....,nm)n1 + ...+ Ny =n et n; € N} (et donc Iy, = 0)
et que

Yp =20, X ... X Xy .

Remarque 2.1. Si f: A — X et g: B — Y sont des morphismes de suites symétriques, alors
fog est défini de maniére évidente.

Considérons maintenant le cas particulier de la catégorie Ch(Z). Et supposons que A (respective-
ment B) est inclu dans X (resp. Y ). De plus, supposons que f et g sont des morphismes de suites
symétriques de modules gradués. Finalement, choisissons [ et g tels qu’ils soient de degré n € Z.
Alors le morphisme fog: Ao B — X oY, de degré n, est défini par

(fog)(a®@by®...@by) = fla)@b®...@by
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F(=1D)"a@g(b1) @by ® ... by + ...
+(_1)n(a+b1+...+bm—1)a ® bl ® . ® b'm—l ® g(b'm)7

avec a @by @ ... R by, € (Ao B)(k).

Le produit o est appelé le produit de composition. Cette structure monoidale permet déja de
définir ce qu’est une opérade. Mais juste avant de le faire, notons un lemme trés utile lorsque 1’on
veut travailler de maniére moins conceptuelle.

Lemme 2.4. Soit X, Y, et Z des suites symétriques. Et soit
fo: X(M)@Y () ®...0Y(nm) — Z(n)

une famille de morphismes pour tout n € I, ,, pour tout n,m € IN. De plus supposons que les
diagrammes

Xm)®Y () ®...0 Y () —2 X(m) @Y (ng-1(1)) @ -+ . ® Y (Ng1(m))
fon
o®1 Z(n)
X(m) @Y () @...0Y(nm) T Z(n)

et

In

Xm)Y(n)®...0Y (ny,) —— Z(n)

1T ®...Q0Tm T1D...OTm

X(m) @Y () ®...0Y () — > Z(n)

commutent pour tout n € I, n, avec m,n > 0, pour tout o € 3y, el pour tout 7; € 3y, . Ici

o la permutation o, € X, est définie de la fagon suivante : on considére la partition {{1,...,n1},...,{n1+
coiF o1+ 1,00t} et oy, agit sur {1,...,n} en permutant les blocs de la partition,

o (T, ®...0T,, ) estla permutation qui agit sur {1,...,n1} par 1, sur {n1 +1...,n1 +na} par

T, et ainsi de suite,

e on = (Ng-1(1),-Mo~1(m)) € Imn-

e G est l'isomorphisme de permutation qui agit de maniére évidente sur tout objet de la forme
Ci®...0Ch.

Alors on peut assembler la famille de morphismes f, en un morphisme de suites symétriques
f:XoY —Z
De plus, cette correspondance entre famille de morphismes et morphisme de suites symétriques est

bijective.
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Et comme promis, voila la définition d’opérade.

Définition 2.2. Une opérade est un monoide P = (P,~,n) dans la catégorie monoidale
(M>, 0, 7).
La catégorie des opérades est notée Op(M), ou simplement Op.

On peut décortiquer cette définition pour obtenir une définition équivalente plus terre-a-terre.

Lemme 2.5. Une opérade est une suite symétrique P munie de morphismes
Yo : P(m) @ P(n1) @ ... @ P(nm) — P(n)
pour tout n € Iy, ,, pour tout m,n € N, et munie d’un morphisme

I —P(1)

tels que certains diagrammes d’équivariance, d’associativité et d’unité (cf. [May97]) commutent.

Plus bas, on donne une explication intuitive de ce qu’est une opérade. Mais un avant-goiit en
est déja donné par I’exemple suivant.

Exemple 2.1. Soit A et C des objets de M. On définit des suites symétriques End(A) et CoEnd(C)
en posant

End(A)(n) = Hom(A®™, A)
et
CoEnd(C)(n) = Hom(C,C®"),
3, agissant par permutation des facteurs dans la premicre (respectivement deuxiéme) variable. En

jouant avec le couple adjoint ((— ® B), Hom(B, —)) pour certains B € Ob(M) bien choisis, on
obtient des morphismes

Hom(A®™ A) @ Hom(A®™, A) @ ... @ Hom(A®" A) — Hom(A®" A)

pour n € Ip, , et un morphisme
I — Hom(A,A).

(Dans le cas des complexes de chaines, les morphismes ci-dessus ont une description explicite évi-
dente, puisque les éléments de Hom(A, B), sont alors de "vraies" applications.)

Ces morphismes munissent End(A) d’une structure d’opérade, et cette opérade est appelée ’opé-
rade des endomorphismes de A. De maniére analogue, on peut munir CoEnd(C) d’une structure
d’opérade, et cette opérade est appelée l'opérade des co-endomorphismes de C.

Une opérade vient avec différents objets qui lui sont associés. Les plus importants sont les
algébres, qui sont en fait la raison pour laquelle on s’intéresse aux opérades. Dans toute la suite de
ce chapitre, P est une opérade dans la catégorie M.

Définition 2.3. Une algébre sur P (ou une P-algebre) est un objet A de M qui est muni d’un
morphisme d’opérades 6 : P — End(A).

En utilisant le couple adjoint évident, on obtient la définition équivalente suivante.
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Lemme 2.6. Une algébre sur l'opérade P est un objet A de M muni d’une suite de morphismes

0, :P(n) @ A®™ — A, n €N,

telle que les diagrammes d’équivariance, d’associativité et d’unité appropriés commutent.

Et les morphismes d’algébres sont alors définis comme chacun s’y attend.

Définition 2.4. Un morphisme de P-algébres f : A — B est un morphisme f : A — B dans
M qui respecte les morphismes de structure ; autrement dit, le diagramme

en,A
P(n) @ A®" A
1R o™ tf
0n.B
P(n)® B — 2 > p

doit commuter pour tout n > 0. La catégorie des algébres sur P est notée P—alg.

La définition d’une algébre sur une opérade permet de dire ce que ’on pouvait déja soupgonner
aprés avoir défini 'opérade des endomorphismes : une opérade peut étre vue comme un ensemble
d’opérations génériques (au moins "moralement", puisque rien n’empéche de considérer des caté-
gories qui ne sont pas concrétes). Plus précisément, le niveau n de opérade P peut étre vu comme
un ensemble d’opérations génériques n-aires. Et la multiplication v de P code ce que 'on obtient si
Pon compose p € P(m) avec p1 ® ... Qpy, € P(n1) ®...Q@ P(ny), lorsque Pon regarde ces éléments
de P comme des opérations. Enfin, 'unité 1 de P impose la présence de l'opération identité au
niveau 1.

Mais comme le suggére 'opérade des co-endomorphismes, on peut aussi voir une opérade comme
un ensemble de co-opérations. Plus précisément, on a la définition suivante.

Définition 2.5. Une coalgébre sur P (ou une P-coalgébre) est un objet C' de M qui est muni d’un
morphisme d’opérades

6:P — CoEnd(C).

Comme dans le cas des algébres, on peut décortiquer cette définition pour obtenir une définition
équivalente moins conceptuelle et plus explicite.

Lemme 2.7. Une coalgébre sur P est un objet C' de M muni d’une suite de morphismes :
P(n)®C 25 0%, n >0,
qui font commuter les diagrammes d’équivariance, d’associativité, et d’unité appropriés.

Un morphisme de coalgébres est un morphisme dans M qui respecte la structure de coalgébre,
et la catégorie des coalgébres sur une opérade P est notée P—coalg.

Voyons deux exemples d’opérades. Ces deux opérades sont trés importantes et apparaissent
souvent dans la suite de ce travail.
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Exemple 2.2. L’opérade associative A est définie, comme suite symétrique, par

[ IE,] sin>1
A(")_{ 0 sin=0,

avec laction a droite standard de 3, sur A(n), pour n € IN. Pour définir la structure d’opérade de A,
il faut définir la permutation de "blocs”. Soitn € I, ,, et o € X,,. Alors la permutation o,, € %,, est
définie de la fagon suivante : on considére la partition {{1,...,n1}, ..., {n1+...+nm_1+1,...,n}},
et o, agit sur {1,...,n} en permutant les blocs de la partition. La structure d’opérade de A est
donnée par la composition

2] @ I[E0,]© ... @ I[Zn,] = IS X Sy X oo X By ] 25 1[5,],
ot Y(0,01,...,0m) = 0n(01 @ ... B o), pourc € X, et 0; € Ly, ((0p, & ... S 0p,,) est la per-
mutation qui agit sur {1,...,n1} par o1, sur {n; +1...,n1 4+ na} par oa, et ainsi de suite). Cette

composition définit la multiplication de l'opérade, et l'unité est donné par ’isomorphisme évident.
Finalement, il reste a justifier la terminologie. En fait, il n’est pas difficile de voir que les (co)algébres
sur A coincident avec les (co)monoides (co)associatifs (sans (co-)unité). Les détails de cette af-
firmation sont laissés au lecteur, mais on peut immédiatement remarquer que tout (co)monoide
(co)associatif vient avec une unique (a permutation des variables prés) (co)opération n-aire (n > 1).
En effet, avec une multiplication binaire associative et [’opération identité il n’y a qu’une seule ma-
niére d’obtenir une opération n-aire si l’'on ne permute pas les variables. Ce qui correspond bien a
la définition de A.

Exemple 2.3. L’opérade commutative C est définie, comme suite symétrique, par

C(n):{ I sin>1

0 sin=0.

Soit n € Iy, n. La structure d’opérade de C est donnée par
C(m) ®C(n1) ®...®Clnm) = I¥™ =1 =C(n).

L’unité est lisomorphisme évident. Et il reste & justifier la terminologie. A nouveau, il n’est pas
difficile de voir que les (co)algébres sur C sont les (co)monoides (co)associatif (co)commutatifs
(sans (co-)unité). Cela correspond bien a la définition de C, puisqu’un tel (co)monoide vient avec
exactement une (co)opération n-aire, n > 1.

Opérades par générateurs et relations

On va briévement rappeler ici quelques résultats que I'on utilise dans les chapitres suivants. Ces
résultats sont analogues & ceux que ’on peut trouver pour des objets algébriques familiers & tout
mathématicien, et ils sont donc utilisés dans la suite sans aucune référence.

Théoréme 2.8. Le foncteur U : Op — M?> qui oublie la structure d’opérade admet un adjoint
gauche, noté F', et appelé le foncteur libre.

Trés informellement, 'opérade libre sur une suite symétrique X est construite de la maniére
suivante : on regarde chaque générateur de X (n) comme étant un arbre (cf. [MSS02] ou [LV]) avec
n entrées et exactement une sortie. On définit alors F'(X)(m) comme étant engendré par ’ensemble
des arbres & m entrées et une sortie que ’on peut construire en greffant (cf. [MSS02] ou [LV]) les
arbres qui engendrent X les uns aux autres; en respectant la régle qui dit que 1’on peut greffer un
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arbre sur un autre seulement en greffant une sortie sur une entrée. La multiplication de F(X) est
alors définie par la greffe des arbres, et I'unité est I’arbre avec une entrée et une sortie.
Pour une preuve "abstraite" qui évite les arbres, on peut consulter 'annexe de [Rez96].

Ci-dessus on s’est occupé des générateurs, il reste a s’occuper des relations.

Définition 2.6. Soit (P,v) une opérade et T C P une suite symétrique. On dit que T est un idéal si

Z(m)@P(n1) @ ... P(nm) = P(n)
et
P(m) @ P(n1) @ ... @ P(ni—1) ® Z(n;) @ P(niy1) @ ... ® P(nym) - P(n)

se factorisent comme

Z(m)®@Pn1)@...0 P(nm) — Z(n) — P(n)

et comme
P(m) ® P(nl) R...Q P(ni_l) ®I(nz) ® P(ni+1) ®...Q P(nm) — I(’I’L) — P(n)

respectivement. Cela doit étre vrai pour tout n,m € IN, pour tout (ny,...,nm) € Ly et pour tout
1<1<m.

De plus, lidéal opéradique < R > engendré par une suite symétrique R C P est le plus petit idéal
opéradique qui contient R.

Proposition 2.9. Toute opérade admet une description par générateurs et relations. Autrement dit,
si P est une opérade, alors il existe une suite symétrique X et une sous-suite symétrique R C F X
tels que P = FX/ < R >, ot < R > est l'idéal opéradique engendré par R.

Exemple 2.4. Une description explicite de A par générateurs et relations est donnée par A =
FX/ < R >, ou X est la suite symétrique concentrée en niveau 2 et donnée par X (2) = Z[X2]d.
Finalement, < R > est l’idéal opéradique engendré par la suite symétrique R qui est concentré en
niveau 3 : R(3) est le Z[S3]-module libre engendré par y(6 @ (1®6)) —~v(6 ® (§® 1)), oty est la
multiplication de FX.

Pour lVopérade commutative aussi , il existe une description explicite et minimale en terme de géné-
rateurs et relations. En effet, C = FY/ < S >, o0 Y est concentré en niveau 2 : Y (2) = Zu, muni
de Uaction triviale de So. Et S est concentré en niveau 3 : S(3) = y(p®@ (1@ p)) —v(p®@ (n® 1)),
ou vy est la multiplication de FY .

Finalement, spécialisons au cas M = Ch(Z).

Lemme 2.10. Soit X une suite symétrique et (FX,d) une opérade semi-libre (i.e., la différentielle
n’est pas nécessairement librement induite par la différentielle de X ). On a alors que d est entiére-
ment déterminée par sa restriction d : X — FX.

Soit P une opérade et g : X — P un morphisme de suites symétriques. Alors le morphisme d’opé-
rades G : FX — P, induit par g, commute avec la différentielle si et seulement si le diagramme
suivant commute :



Structure de catégorie modéle sur la catégorie des opérades
Le théoréme suivant se prouve avec les méthodes développées dans [BMO03].

Théoréme 2.11. La catégorie des opérades (sur Ch(Z)) qui sont nulles en niveau 0 forme une
catégorie modele si on choisit

- les quasi-isomorphismes d’opérades comme équivalences faibles,

- les surjections (en degré strictement positif) d’opérades comme fibrations.

2.2 Modules sur une opérade

Rappellons que dans ce chapitre, P est une opérade sur la catégorie M.

Les algébres sur une opérade sont la raison méme de I'introduction de la notion d’opérade. Mais
une autre notion associée a celle d’opérade prend de plus en plus d'importance (cf. [HPSa| et [Fre09|
par exemple). C’est celle de module sur une opérade. En effet, comme une opérade peut étre définie
comme étant un monoide, on obtient immédiatement une notion de module sur une opérade.

Définition 2.7. Un module a gauche sur une opérade (P,yp,np) est une suite symétrique M qui
est munie d’un morphisme P o M 25 M tel que les diagrammes suivants commutent :

ypol

PoPoM-———>PoM

M

et
JoM

IR

npol

PoM —"— M.
Les morphismes de modules & gauche sont les morphismes de suites symétriques qui respectent la
structure de module a gauche. Et la catégorie des modules a gauche est notée pMod .

Les modules a droite sur P sont définis de maniére analogue. Et si (Q,yg,n¢) est une deuxiéme
opérade, alors les (P, Q)-bimodules sont des P-modules & gauche munis d’une structure de Q-
module & droite tels que les deux structures soient compatibles. Ces deux catégories sont notées
Modp et pModg respectivement.

Remarque 2.2. La définition de module sur une opérade donnée dans [MSS02] n’est pas équivalente
a celle donnée ici. Pour la notion de module sur une opérade au sens utilisé dans ce travail, il vaut
donc mieuz consulter [HPSa/ et [Fre09].

En fait, comme cela est expliqué dans [HPSa|, on peut voir ces modules comme des généralisa-
tions des (co)algebres sur une opérade. En particulier, cet article présente le résultat suivant.

Proposition 2.12. Le foncteur T : M — MPZ* défini par T(C)(n) = C®" est ¢ valeurs dans
AMod et peut se restreindre en un foncteur plein et fidéle T : P—coalg — 4Modp.
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Preuve : On ne rappelle pas la preuve qui n’est pas difficile, mais comme cela est important par
la suite, on rappelle la définition de la structure de .A-module a gauche de 7 (C'). Le morphisme de
structure

Am) @ C®" @ ... @ %" L %" ne I,

de T(C) est défini par

Pa®@c1®...0¢c) =0 Q...Qc,.
O

De maniére semblable au cas des modules sur un anneau, la catégorie des modules sur une
opérade admet un foncteur libre dont le but est la catégorie des suites symétriques.

Proposition 2.13.

e Le foncteur oubli U : pMod — M?* admet un adjoint a gauche, noté F et appelé le foncteur
libre. Ce foncteur est défini par F(X) = P o X, pour X une suilte symétrique, et la structure de
P-module & gauche est donnée par la multiplication de P.

e Le foncteur libre pour les modules & droite sur P est défini par F(X) =X o P.

e Le foncteur libre pour les bimodules sur P est défini par F(X) =P o X oP.

Comme dans le cas des opérades, spécialisons au cas M = Ch(Z). On a alors le lemme suivant,
qui est valable aussi pour les modules a droite/gauche sur P en faisant les modifications évidentes
dans I’énoncé.

Lemme 2.14. Soit X une suite de modules gradués. Et soit d: X — P o X o P un morphisme de
suites symétriques de degré -1. On a alors que d= (vp o 1x o vp)(dpodddp) respecte la structure
de P-bimodule de P o X o P. Et d est une différentielle si et seulement si (dpodddp)d = 0.
Réciproquement, si (P o X o P,d) est un P-bimodule semi-libre (i.e., la différentielle n’est pas né-
cessairement librement engendrée par la différentielle de X ) alors la différentielle est entiérement
déterminée par sa restriction d : X — P o X oP.

Finalement, soit g : X — M wun morphisme de suites symétriques, avec M un P-bimodule. Le
morphisme de bimodules G : P o X o P — M engendré par g commute avec la différentielle si et
seulement si le diagramme

X—g>M

d ldM

PoXoP—G>M

commute.

Limites et colimites dans la catégorie des modules a droite sur une opérade

Le théoréme suivant se trouve dans [Fre09.

Théoréme 2.15. Soit P une opérade dans la catégorie M. Le foncteur oubli U : Modp — M
crée les limites et les colimates.

Autrement dit, il suffit de trouver la (co)limite d’un foncteur quelconque G :C— Modp dans la
catégorie des suites symétriques pour obtenir la suite-symétrique sous-jacente a la (co)limite dans
la catégorie des modules a droite sur P.
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Structure de catégorie modéle sur la catégorie des modules a droite sur
une opérade

Dans le projet de livre déja cité pour le théoréme ci-dessus, B. Fresse a récemment montré que
sous certaines conditions, la catégorie des modules & droite sur une opérade fixée est munie d’une
structure de catégorie modele.

L’une de ces conditions est évidemment que la catégorie de base soit elle-méme une catégorie
modéle. On suppose donc que M est munie d’'une structure de catégorie modéle de génération
cofibrante compatible avec la structure monoidale. Le théoréme prouvé dans [Fre09] est alors le
théoréme suivant.

Théoréme 2.16. Soit P une opérade telle que P(n) est cofibrant dans M pour tout n € IN. La
catégorie Modp est une catégorie modéle si on définit les fibrations (respectivement les équivalences
faibles) comme étant les morphismes de P-modules & droite qui sont des fibrations (resp. des équi-
valences faibles) dans M en chaque niveau.

De plus, Modp est une catégorie modéle propre si M l’est.

2.3 Structure de catégorie monoidale

Les (co)algebres sur une opérade, les (bi)modules sur une opérade admettent une structure de
catégorie monoidale lorsque certaines conditions sont satisfaites. C’est ce que 1’on rappelle mainte-
nant.

Opérades de Hopf
Commengons par rappeler la définition d’une opérade de Hopf.

Définition 2.8. Une opérade de Hopf est une opérade P munie
e d’un morphisme d’opérades coassociatif A : P — P QP

e d’un morphisme d’opérade P = C qui est une co-unité pour A.
La catégorie des opérades de Hopf est notée HopfOp .

Pour que cette définition ait un sens, il faut remarquer le lemme suivant.

Lemme 2.17 ([HPSa]). Soit V, X, Y et Z des suites symétriques. Il existe une transformation
naturelle

t:(VeX)o(Y®Z)— (VoY)® (X oZ)
définie par
[’(U®x®(yl®Zl)®(y2®z2)®-"®(ym®zm)) :i(’()@yl®--~®ym)®($®zl®“-®zm)v
le signe étant déterminé par la régle de Koszul (rappelé dans l’annexe).

Et on vérifie aisément que P ® P est une opérade si P en est une (en fait, le produit tensoriel
niveau muni la catégorie des opérades d’une structure symétrique monoidale et une opérade de Hopf
est alors un comonoide dans cette catégorie). Et la proposition suivante, bien connue des experts,
donne la premiére partie de ce qui a été annoncé.
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Proposition 2.18. Soit (P,Ap,ep) et (Q,Ag,e0) des opérades de Hopf dans la catégorie M.
Alors

o (P—alg, ®, I) est une catégorie monoidale (symétrique si Ap est cocommutatif),

e (P—coalg, ®, I) est une catégorie monoidale (symétrique si Ap est cocommutatif ),

e (pMod, ®, C) est une catégorie monoidale (symétrique si Ap est cocommutatif ),

e (Modg, ®, C) est une catégorie monoidale (symétrique si Ag est cocommutatif),

o (pModg, ®, C) est une catégorie monoidale (symétrique si Ap et Ag sont cocommutatifs).
De plus, T : P—coalg — Modp respecte la structure monoidale.

Preuve : (i) Si A et B sont des P-algébres, alors la structure de P-algébre de A ® B est définie
par la composition suivante :

P A2, pop MAOME pud(A) ® End(B) L End(A® B),

ou

emy : P — End(A) (respectivement mpg) est la structure de P-algébre de A (resp. B),

e f est le morphisme que 'on construit en jouant avec le couple de foncteurs adjoints (— ®
C, Hom(C, —)) pour certains C' bien choisis.

La structure de P-algeébre de I est définie avec ep. Et (P—alg, ®, I) est symétrique monoidale
parce que (M, ®, I) Dest.

(ii) Le cas des coalgebres sur P se traite de maniére analogue au cas des algébres sur P.

(iii) Si (M, par) et (N, pn) sont des P-modules a gauche, alors la structure de P-module a gauche
de M ® N est définie comme étant la composition

(M@N)oP 222, (M@ N)o(P2P) 5 (MoP)® (NoP) LLEY, A1 g N.

La structure de P-module de C est défini avec ep et avec la structure d’opérade de C. Et (pMod, ®, C)
est symétrique monoidale parce que (M, ®, I) lest.
(iv) Le cas de Modg et de pModg se traite comme le cas des modules & gauche. O

Exemple 2.5. Soit n > 0. Définissons un morphisme de Z[%,]-modules & droite
A,
A, 2] =S 28, @ Z]5,)
en posant A, (1) =1® 1. Il n’est pas difficile de voir que si on définit un morphisme
Apg: A—- AR A

comme étant le morphisme A,, en niveau n, alors A4 munit 'opérade associative A d’une structure
d’opérade de Hopf.

Le fait suivant est également facile a vérifier. Considérons l’isomorphisme [ 2, I®I. Sion définit
un morphisme de suites symétriques

Ac:C—=C®C

comme étant le morphisme qui coincide avec A en tout niveau (sauf au niveau 0), alors Ac muni
lopérade commutative C d’une structure d’opérade de Hopf.
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Chapitre 3

La catégorie DCSH

3.1 La catégorie DCSH

La catégorie DCSH (category of Differential Coalgebras with Strongly Homotopy co-multiplicative
maps) se trouve en arriére-fond de l'idée de coalgebre d’Alexander-Whitney et on utilise donc tout
ce chapitre pour introduire cette catégorie. La catégorie DCSH est apparue lorsqu’il a été remarqué
que certains morphismes (importants en topologie) entre coalgébres coassociatives ne respectent pas
la structure de coalgébres, mais presque : essentiellement, ils respectent la structure de coalgébres &
une suite d’homotopies prés. Il a donc fallu augmenter le "nombre" de morphismes acceptés dans la
catégorie des coalgébres. C’est précisément ce que fait la catégorie DCSH. Pour en savoir plus sur
les origines et l'utilisation de cette catégorie, le lecteur intéressé peut consulter [GM74], [Mun74],
et [HS70].

Ici, plutot que de présenter DCSH comme cela est fait dans ces articles, on va utiliser un lan-
gage opéradique développé et appliqué au cas de DCSH dans [HPSa]. Toutes les idées qui suivent
sont tirées de cet article. Malgré cela, on donne & nouveau des preuves complétes de la plupart des
résultats qui sont énoncés ici. Il y a deux raisons a ce choix. D’une part, le cadre choisi par K. Hess,
P.-E. Parent et J. Scott est trés général, ce qui rend son accés difficile. En tout cas plus difficile que
pour le rappel exposé ici. D’autre part, [HPSa] ne traite pas les signes, alors que ces signes sont
déterminés avec grande précision dans le présent travail (voir la définition 3.5, la proposition 3.3,
et le théoréme 4.4). Finalement, notons que [HPSa] ne parle pas de la condition de finitude locale
qui fait la différence entre la catégorie DCSH au sens classique et la catégorie DCSH au sens
opéradique. Mais si elle est mentionnée dans ce travail, c’est sur I'indication des auteurs de [HPSa).

Soit (M, o, J) une catégorie monoidale (co)compléte (le lecteur peut penser que cette catégorie
est la catégorie des suites symétriques dans M munie du produit de composition; M étant la
catégorie utilisée dans le chapitre précédent). Commengons avec la définition de co-anneau.

Définition 3.1. Soit A un monoide dans M. Un A-co-anneau est un comonoide dans la catégorie
monoidale (4 Mod 4, o A).
Maintenant, ajoutons des morphismes a la catégorie des A-modules & droite (respectivement a

la catégorie des A-bimodules).

Définition 3.2. Soit (F,v,¢) un A-co-anneau. La catégorie Mod 4 r) est la catégorie dont les
objets sont les A-modules a droite et dont les morphismes d’un A-module & droite M wvers un A-
module & droite N sont donnés par Mod s,z (M, N) = Mod (M ° F,N).
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St O est un troisieme A-module a droite, et si f : M — N et g: N — O sont des morphismes dans
Mod 4, 7), alors la composition de f et g, notée f 1(2 g, est définie comme étant la composition

loy folr
MoF 2> MoFoF 22— NoFLoO.
A AT A A
Cette catégorie est appelée la catégorie des A-modules gouvernés par F .
Définition 3.3. Soit A et B des monoides dans M. Soit (F,1,e) un A-co-anneau. La catégorie
BMod 4 7 est la catégorie dont les objets sont les (B, A)-bimodules et dont les morphismes d’un
(B, A)-bimodule M vers un (B, A)-bimodule N sont donnés par pMod 4 r)(M, N) = pMod 4 (MZ
F,N).
La composition des morphismes se fait comme dans la définition précédente.
Cette catégorie est appelée la catégorie des (B, A)-bimodules gouvernés par F .

La proposition suivante dit que 'on a en effet ajouté des morphismes.

Proposition 3.1. Supposons que F soit co-augmenté parn : A — F, un morphisme de A-modules
a gauche. Le foncteur Mod g — Mod 4, 7) qui
e cst lidentité sur les objets
foe
e envoie un morphisme de A-modules a droite M Ny sur le morphisme M 9 F-25N
est fidele.
Comme corollaire, on a que la restriction de ce foncteur en un foncteur AModa — aMod 4 )
est également fidele.

Preuve : Soit f,g: M — N des morphismes de A-modules & droite tels que f(1 ° g)=g(1 9 €).
La co-augmentation permet alors d’écrire f = f(1 9 e)(1 9 n) =g(1 9 e)(1 9 n) =g.
]

Spécialisons au cas de la catégorie monoidale (Ch(Z)E, o, J). Considérons une opérade P et
un P-co-anneau F et rappelons que A est 'opérade associative.
Définition 3.4. La catégorie (P, F)—coalg est la catégorie dont les objets sont les P-coalgébres
et dont ’ensemble des morphismes de C vers D est 4Modp r) (T(C’),T(D)). Cette catégorie est
appelée la catégorie des P-coalgébres gouvernées par F.

Un co-anneau sur l'opérade associative joue un role trés important dans ce travail. C'est le
co-anneau d’Alexander-Whitney.

Définition 3.5. Le co-anneau d’Alexander-Whitney est le A-co-anneau Faw = (Ao X oA, d, 1), €)
o

e X(0)=0,

e X(n)=7Z[%,]xn_1 avec n > 1 et le degré de x,_1 estn —1,

e d est la différentielle définie par

n—1
d@n) =) (D)@ (i ® Tni—1) — 201 @ (1% @5 @ 197771,
i=0
ot & est un générateur de A(2),
e ) est défini par

n+1

¢($n)zz Z Tho1 @ (T, -1 ® ... @1, 1),

k=1i€lk nt1

28



ot I, py1 est Uensemble des k-partitions de n+ 1 (cf. la proposition 2.3),
o ¢ est défini comme étant nul sur x, avecn >0 et e(zg) = 1.

De plus il existe un morphisme coassociatif explicite de A-bimodules A : Faywy — Faw @ Faw -
Ce morphisme est défini par

n+1
Aa,)=> > (:ck,l @M ®...® 6““)) ® (5““) @ (TH-1®...® xik,l)),
k=1i€lg ni1

ot 6 = § et §) = y4(0 ® 6~V @ 1). Par conséquent, le co-anneau d’Alexzander- Whitney est
muni d’une structure de comonoide niveau (i.e., ¢’est un comonoide pour la structure monoidale
niveau,).

Et lextension de linclusion J — X en un morphisme de A-modules a gauche A — Faw co-
augmente Faw .

C’est de ce co-anneau d’Alexander-Whitney que I'on a besoin pour définir la catégorie DCSH.
Définition 3.6. La catégorie DCSH est la catégorie (A, Faw ) — coalg.

On décortique maintenant la définition des morphismes DCSH, mais pour faire ceci on a besoin
du lemme suivant, qui a été indiqué a 'auteur par K. Hess.

Lemme 3.2. Soit C et D des modules gradués et X une suite symétrique de modules gradués. Soit
De.p lensemble des suites de la forme f = {fn: C ® X(n) — D®"},,>; telles que f, est de degré
0 et telles que les diagrammes d’équivariance appropriés commutent, de telle sorte que l’on puisse
assembler les morphismes

fn ®---®fn7n n
@@ fn O XM1)®...0 X(Np) ZCRX(N1)®...0 C QX (ny) ——"" DO

avec n € Iy, n, en un morphisme de suites symétriques E(f) : T(C)o X — T (D). Alors & est une
bijection

De.p = AMod(7(C) o X, T (D)),
ot la structure de A-module est donnée dans la proposition 2.12.

Preuve : (i) Il est évident que £(f) est un morphisme de A-module & gauche par définition de la
structure de A-module & gauche dont sont munis 7 (C') et 7 (D).

(ii) L’injectivité de £ est assurée par le lemme 2.4.

(iil) Il reste & voir la surjectivité. Soit

f:7T(C)oX — T(D) un morphisme de A-modules & gauche. En particulier, on en extrait un
morphisme

cem ® X(nl) ®R..® X(nm) f_ﬂ) D®n1-i-...-i-nm7 Vn € Im,n-

Comme f respecte la structure de module a gauche, on a en particulier que

Iy ®®fnp,
CROX(n1)®...0CQX(ny) —— pOnat.tnm

p(1®—) =

Com@X(n)®...0 X(nn) B DO+ Anm

29



commute, ce qui entraine la surjectivité. Dans le diagramme ci-dessus, p est 'action a gauche de A
sur 7(C). O

Proposition 3.3. Soit C' et D des coalgébres (de chaines) coassociatives. Et soit € p 'ensemble
des suites {f, : C' — D®"},,>1 telles que f, soit de degré n — 1 et telles que la relation

n—1

S D" ® fag)Ao — (I @ Ap @ Td®™ 1) f 1] = fudo + (=1)"dpen fa

Jj=1

soit satisfaite pour tout n > 1.
Alors il existe une bijection DCSH(C, D) = €¢ p.

Preuve : On définit une application

DCSH(C, D) = 4Mod(T(C) o Faw, T (D)) S ¢op
en posant &(f) = {fn = fo(—®@zp_1) : C — C® X(n) — D®"},>;. Ensuite, il faut voir que
Im(§) C € p. Il est évident que f,, est de degré n — 1. Il reste a vérifier que la famille de relations

est satisfaite. Pour cela, il faut utiliser la commutativité du diagramme suivant (et ne pas oublier
la régle de Koszul, qui est rappelée dans A.1) :

C®X(n+1)f—>D®n+1

ld ldD®n+1

C®(.AOXOA)(H—|—1)4]C>D®7L+1

pour tout n > 0. D’une part, on a
dpeni fle®a,) = (=1)"dpensi fura(0),

|c| étant le degré d’un élément homogene ¢ de C. Et d’autre part on a

fdlewa) = f(de(e) @zt (-)Flewd())
= (DI fa (o) + <—1>C'f(f1<—1>i+1 [c®6® (2: ® 2nmse)
—c@ T, @ (17 @@ 197 1)]) B
D (I s o) + (1 (1 [Be) © (0 0mi0)
—cQr,1©(1¥Ri® 1®”*i*1)]> h
) (de () + (—1>c'f(f_01<—1>i+1 (368 @)

—CRTp1 ® (1®i ®RE® 1®n—i—1)])

30



(=) Cqyel=Dn g (do(e Z DD (firr @ fa-i)Ac(e)

—(-D"(1®¥ ® Ap ® 1®“ £ ()]

L’égalité (*) utilise 'isomorphisme 7 (C) 9 Faw ZT(C)o X oA Légalité (sx) utilise la notation
Ac(c)=2,¢® ¢/, Et pour I'égalité (* * x) on utilise le calcul

(- 1) ‘f(cj®x)®f(cj®xnzl)

(— 1)zlc7\+z\cﬂ+(n i—1) ‘67|f+1(cj) ® fri(c?)

_ ( 1)z|c7‘+z\cj\+(n i— 1)\c7|+(n i— 1)|¢:J|(f+1 ®fn Z)(C] ®C])
( 1)n chl( fiv1 @ fn z)(cj ®CJ)

flej® IR @api1) =

ol la premiére égalité est vraie par le lemme précédent.

Finalement, on obtient

(=)l dponi fri1(c) = (=1)1A=Dm £, L (de(e))
+Z(—1)i+1[(—1)|c‘n(fi+1 ® fa—i)Ac(c) — (-D)I"(1%" @ Ap @ 19" 717 1, (c)].

En multipliant cette égalité par (—1)"+1+°" et en faisant courir i de 1 & n plutot que de 0 an—1,
on obtient la relation voulue. Et donc Im(§) C € p.

Il reste a voir que cette fleche est bijective, et pour cela on définit une fleche

fil . GC’,D — _AMOdA(T(C) iwa,T(D))

en posant £ ({f,}n>1) = f ot f est défini comme suit : pour toute partition n € I,,, ,, on considére
la composition

1 ®.®Frm
——

CRX(n1)®...0 X(nm) = CR®X(n1)®...0 C&X(nm) DEMttnm

Et il est évident que 1'on peut assembler ces morphismes en un morphisme 7 (C) o X — 7 (D)
de suites symétriques de modules gradués. On peut évidemment I’étendre en un morphisme de
A-modules a droite 7 (C)o X oA — T (D), et f est défini comme étant ce morphisme. Par le lemme
précédent on a que f respecte la structure de A-modules a gauche, et il reste a voir que f respecte
aussi la différentielle. Autrement dit, il faut voir que

C® X(n) f—> D®n+1

ld ldD®n+1

® (Ao X 0 A)(n) —> ponti
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commute pour tout n > 0, ce qui se fait en lisant a "l’envers" la preuve précédente concernant ce
diagramme.

11 reste alors & voir que la notation pour £~! est justifiée, ce qui n’est pas difficile. O

Cette proposition donne une définition intuitive de ce qu’est un morphisme dans la catégorie
DCSH. En effet, pour n = 1, la relation ci-dessus dit que f; est un morphisme de complexes de
chaines. Et lorsque n = 2, cette relation dit que fo est une homotopie entre Ap f1 et (f1 @ f1)Ac.
Autrement dit, fi est un morphisme de coalgébres & homotopie prés. De plus, on peut comprendre
les morphismes f, avec n > 3 comme des homotopies supérieures, ce qui donne le slogan suivant :
"un morphisme dans DCSH est un morphisme de complexes de chaines qui respecte la structure
de coalgébre & une suite d’homotopies prés". Ce qui est bien ce qui a été annoncé en introduction.

Puisqu’un morphisme DCSH peut étre vu comme une suite de morphismes vérifiant certaines
propriétés, on peut se demander si on peut donner une formule en terme de suites de morphismes
pour la composition de deux telles suites. La réponse est positive. La formule suivante est donnée
dans une version préliminaire de [HLOT7].

Formule 3.4. Soit C, D, et E des objets de A — coalg. Et soit f € 42Mod 4 (T(C)Z]:AW,’T(D))
et g € 4Mody4 (T(D) ,?l}—AW’T(E)>' Alors

(gif)n: Z Z(gh@"'@gik)fk-

1<k<ni€lyn

Comme annoncé, certains morphismes importants en topologie sont dans DCSH (mais ne res-
pectent pas strictement la structure de coalgébres). L’exemple fondamental d’un tel morphisme
est la transformation naturelle d’Alexander-Whitney. Un autre exemple, qui dérive du premier,
est la co-multiplication sur les chaines normalisées C'(K) pour K un ensemble simplicial. Cette
co-multiplication est définie comme étant la composition

fr K

G900k x K) 55, 0(K) @ O(K),

O(K)

ol Ak est la diagonale de K et ol fx i est la transformation naturelle d’Alexander-Whitney. Un
autre exemple apparait par la suite.

3.2 Le co-anneau d’Alexander-Whitney d’un point de vue
conceptuel

On vient de voir que le co-anneau d’Alexander-Whitney décrit les morphismes qui respectent
la structure de coalgébre coassociative a une suite d’homotopies prés. Ce fait a une explication
conceptuelle. En effet, [HPSa] contient le théoréme suivant.

Théoréme 3.5. La co-unité € : Fqyy — A est un quasi-isomorphisme de A-bimodules.

Mais dans le chapitre précédent se trouve un autre résultat de [HPSa|; et ce résultat - la
proposition 2.12 - est également intéressant ici. Cette proposition dit en particulier que

A — coalg(C, D) = 4Mod4 (7 (C) 2‘./4, T(D)).
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Autrement dit, le A-bimodule A décrit les morphismes de A-coalgébres. Or, lorsque 'on travaille
dans un cadre opéradique, il y a un slogan qui dit que "si un certain objet O décrit une certaine
classe d’objets C, alors le remplacement cofibrant de O décrit la classe des objets qui sont des objets
de C & une suite d’homotopies prés". Il n’est donc pas surprenant que le co-anneau d’Alexander-
Whitney décrit les morphismes qui respectent la structure de coalgébre coassociative & une suite
d’homotopies prés, puisque le théoréme ci-dessus dit que ce co-anneau est un excellent candidat
pour étre un remplacement cofibrant de A comme A-bimodule. De plus, on trouve le théoréme
suivant dans [Fre09].

Théoréme 3.6. Soit Q) une opérade et P une opérade ¥, -cofibrante. Alors la catégorie pModg
est munie d’une structure de catégorie semi-modéle si on choisit

- les quasi-isomorphismes de (P, Q)-bimodules comme équivalences faibles, et les morphismes sur-
jectifs en degré strictement positif comme fibrations.

De plus, si R est nul en niveau 0, alors il suffit que 'opérade P soit Ch(Z)-cofibrante pour obtenir
la méme conclusion.

Comme ce théoréme n’intervient pas dans la suite, le lecteur est prié de consulter [Fre09| pour
les notions de catégorie semi-modéle, d’opérade 3,-cofibrante, et d’opérade Ch(Z)-cofibrante.

Ce théoréeme donne un cadre conceptuel dans lequel il ne devrait pas étre difficile de montrer
que le co-anneau d’Alexander-Whitney est effectivement un remplacement cofibrant de A comme
A-bimodule.

3.3 Comparaison entre la définition classique et la définition
opéradique de DCSH

On ouvre maintenant une parenthése dans le cours de ce travail pour comparer la définition
de DCSH que l'on a vu ci-dessus avec la définition "classique" de DCSH. En effet, et comme
déja écrit plus haut, cette catégorie a été définie de maniére différente au début des années 1970.
A cette époque, la catégorie DCSH était définie comme étant la catégorie dont les objets sont les
coalgébres coassociatives et dont les morphismes entre C' et D sont les morphismes d’algébres entre
QC et QD, Q) étant la construction cobar.

Définition 3.7. Soit (C, Ac,ec,nc) une coalgébre coassociative coaugmentée avec différentielle d.
Le co-idéal de coaugmentation JC de C' est défini par la suite exacte courte scindée

AN gLy o)

La construction cobar sur C' est l'algébre de chaines semi-libre (la différentielle n’est pas librement
engendrée) Q(C) = (T(s~1JC),dq) ot

o 571 est la desuspension (voir la remarque A.1 dans l’anneze),

ed=—s"tds+ (pc @ pc)Acic, o ic est une section de pc.

Avant de retourner a la catégorie DCSH, remarquons le fait suivant : la catégorie des coalgébres
coassociatives sans co-unité est isomorphe a la catégorie des coalgébres coassociatives co-unitaires
et co-augmentées. Par conséquent, on peut utiliser la construction cobar comme définie ci-dessus
pour les A-coalgébres.

Décortiquons la définition classique de DCSH. Pour cela prenons une deuxiéme coalgébre co-
unitaire coaugmentée (D, Ap,ep,np). Et définissons une diagonale A ¢ sur JC en posant A jo =
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(pc®pc)Acic. Evidemment, on utilise les mémes notations pour D. Et on a alors le lemme suivant,
dual du résultat que donne H. Munkholm dans [Mun74] (une preuve en est tout de méme donnée
dans I’annexe, sous forme du lemme A.6).

Lemme 3.7. [l existe une bijection entre A—alg(QC, QD) et l’ensemble des suites de la forme
{gn :JC — (JD)(gm}nZl

et qui sont telles que g, est de degré n — 1 et telles que
1.

n—1

> (=1)"[(g5 @ gn-j)Ase — (Id® ' @ Ayp @ 1d®" T ) gy 1] = gndyc + (—1)"djpengn
j=1

soit satisfaite pour tout n > 1,
2. %51 9i soit localement fini (autrement dit, cette somme est finie quel que soit l’élément de JC
sur lequel on ’évalue).

Pour comparer cette définition classique avec la définition opéradique, il est utile de noter le
lemme suivant, facile & prouver.

Lemme 3.8. On a que

e Ao est coassociative, et donc (JC,A ) est une A-coalgébre,
e po respecte la co-multiplication,

e ic ne respecte pas la co-multiplication.

Et on a alors deux résultats de comparaison.
Proposition 3.9.
(i) Soit f : T(JC) ijW — T(JD) un morphisme DCSH au sens opéradique. Et soit { fn}n>1 la

suite de morphismes qui correspond a f. Cette suite définit un morphisme DCSH selon la défini-
tion classique si la condition swivante est satisfaite : Y ., f; est localement fini.

(i1) Soit f : QC — QD un morphisme DCSH au sens classique. Et soit {fn}n>1 la suite de
morphismes qui lui correspond. Cette suite définit un morphisme DCSH au sens opéradique :
T(JC) o Faw — T(JD).

Preuve : 1l suffit de considérer lemme 3.7 et la proposition 3.3. U

Proposition 3.10.
(i) Soit f : T(C) SlfAW — T (D) un morphisme DCSH au sens opéradique. Et soit {f,}n>1 la

suite de morphismes qui correspond a f. Alors la suite

{gn = p%nfniC}nZI

définit un morphisme de la forme g : QC — QD dans la catégorie DCSH définie de fagon classique
si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1 p5"(f; ® fa—j)Acic = p5"(f; @ fa—j)ic @ ic)Aje

et
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2. Y i>19i est localement fini.

(i1) Soit g : QC — QD un morphisme DCSH au sens classique. Et soit {gn}n>1 la suite de mor-
phismes qui lui correspond. Alors la suite

{fn = i%ngan}n21
définit un morphisme f : T(C) S Faw — T(D) dans la catégorie DCSH définie de maniére

opéradique si 15" (1%7 1 @ Ayp @ 1977 I-1) f,,_1pc = (1997 @ Ap @ 18919 1po.

Preuve : (i) On a

gndyc + (_1)ndJD®”gn
= p%nfniCdJC + (_1)ndjp®np%nfn’ic

n

P (20" © ae)he — (19 © Ap @ 1979 o] i

j=1

= Z(*Unij {(p%"(fj ® froj)Acic) — (1% '@ Ajp® 1®"7j71)P%"_1fn—1ic)},

j=1

ce qui montre ce que l'on veut.
(ii) C’est un calcul analogue au calcul donné sous (i). O

Le lien entre la définition opéradique de DCSH et la définition classique de DCSH étant
éclairci, on peut retourner dans le courant principal de ce travail. Tout en précisant que la catégorie
DCSH utilisée par la suite est la catégorie DCSH au sens opéradique, puisque cette catégorie est
mieux adaptée : il n’y a pas de raison de se restreindre aux morphismes qui vérifient la propriété
de finitude locale que 'on vient de voir.

3.4 Structure de catégorie monoidale sur DCSH

Ici, on considére l'opérade associative A et le co-anneau d’Alexander-Whitney F4y, bien que
la validité de ce qui suit est plus générale.

Proposition 3.11 ([HLO7]). Les catégories (Mod (4 7, ), ®, C) et (aMod 4 7,,), ®, C) sont
monoidales symétriques.

Preuve : Soit f € Mod(4,7,,,)(M,N) et g € Mod(4,7,,)(M',N'). Alors f®g est défini comme
étant la composition

1oA
(M @ M) o Faw 2 (M@ M) o (Faw © Faw) - (M o Faw) @ (M’ o Faw) 1%, Ne N
La compatibilité entre ¢ et A (diagramme disponible dans [HLO7]) assure que ® est en effet un
bifoncteur. La coassociativité de A entraine la coassociativité de ®, et C est la co-unité par définition.

O

Corollaire 3.12. La catégorie DCSH = ((A, Faw)—coalg, ®,7Z) est monoidale.
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Et comme on I’a fait pour la composition, voila une formule pour le produit tensoriel de deux
morphismes dans DCSH. Cette formule est a nouveau tirée d’une version préliminaire de [HLOT].

Formule 3.13. Soit C, D, E et F des coalgébres coassociatives. Et soit f € DCSH(C, D) et
g € DCSH(E, F). Alors f ® g est donné, en terme de suite de morphismes, par

Fogn=0(Y Y Uue..ef)dS Vel Ve, oAl ),

k=1 i€l n

ot o, est l’isomorphisme de permutation qui remet les facteurs de D et F dans le "bon" ordre.

Remarque 3.1. La notion d’isomorphisme de permutation qui arrange [’ordre des facteurs dans
le "bon" ordre est discutée dans la remarque 4.2.
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Deuxiéme partie

Coalgebres d’Alexander-Whitney
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Chapitre 4

Définition des coalgébres
d’Alexander-Whitney

Avant de commencer ce chapitre, notons que dans toute la suite de ce texte, les modules sont
des modules sur 'anneau Z.

4.1 Définition des coalgébres d’Alexander-Whitney

Les coalgébres d’Alexander-Whitney ont été introduites dans [HPSTO06]. Ces coalgébres sont
définies a ’aide du co-anneau d’Alexander-Whitney F 4y .

Définition 4.1. Un couple (C,v) est une coalgébre d’Alexander-Whitney si

e (' € A—coalg

et

e ) € 4Mod 4 (T(C’) 3,7-"AW, T(C® C)) De plus, on demande que la structure de A-coalgébre de

C' soit compatible avec ¥ : on exige que Y(— ® xg) soit la co-multiplication de C.

Un morphisme de coalgébres d’Alexander-Whitney de (C,v¢) vers (D,yp) est un morphisme
f:C — D dans A—coalg qui fait commuter le diagramme

7(C) SlfAW Yo T(C®C)
T(Ngl T(f®f)

T(D) o Faw —*2 > T(D D).
La catégorie des coalgébres d’Alexander- Whitney est notée AW —coalg.
Comme conséquence du corollaire 3.12, on obtient le corollaire suivant.
Corollaire 4.1. La catégorie des coalgébres d’Alexander- Whitney est une catégorie monoidale.

Avant de continuer, notons que les coalgébres d’Alexander-Whitney sont appelées coalgébres
d’Alexander-Whitney faibles dans [HPST06]. Ce point est discuté dans la section 4.3.
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Comme cas particulier de la proposition 3.3, on obtient une nouvelle définition des coalgebres
d’Alexander-Whitney.

Proposition 4.2. Soit C la catégorie dont les objets sont les couples (C, 1), avec C' une coalgébre
coassociative et 1 = {1, : C — (C @ C)®"},>1, ot 1, est un morphisme de modules gradués de
degré n — 1. On exige aussi que la relation

n—1
D (1" [(th @b )1 —(Td® ' @ (1@7@1) (1 @11 )RTAE™ ™)y, 1] = Pnd+(—1)"d(cocyon tn
j=1

soit satisfaite pour tout n > 1. Et finalement on demande que C et ¢ soient compatibles : 11 doit
coincider avec la co-multiplication de C.

Les morphismes sont les morphismes de complexes de chaines qui commutent avec les morphismes
de structure.

La catégorie C est isomorphe a la catégorie des coalgebres d’Alexander- Whitney.

Cette proposition nous donne une définition intuitive des coalgébres d’Alexander-Whitney. En
effet, lorsque n = 2, la relation donnée ci-dessus dit que 1 est une homotopie entre Acgctr =
(1®@7®1)(11 @ 1)1 et (1 @ Y1)Ac = (Y1 @ 1)11. Autrement dit, 11 = Ag est un morphisme
de coalgebres & homotopie prés. De plus, on peut comprendre les morphismes v, avec n > 3 comme
des homotopies supérieures, ce qui donne le slogan suivant : "une coalgébre d’Alexander-Whitney
est une coalgébre coassociative telle que la co-multiplication est un morphisme de coalgébres a une
suite d’homotopies pres".

Il reste maintenant a noter que l’'é¢tude de DCSH faite dans le chapitre précédent (voir la
proposition 3.10) permet de dire que certaines coalgébres d’Alexander-Whitney peuvent étre vues
comme des couples (C, ), on C est une coalgébre coassociative et ou ¢ : QC — Q(C' ® C) est un
morphisme d’algébres. Lorsque cela est possible, on obtient en fait une co-multiplication sur Q2C,
puisqu’on peut alors composer 1 avec la transformation naturelle de Milgram

q:Q(C®C) = QC® 00,
qui est définie par :
e q(sHewl)) =s"te®]1,
eq(sTil®d)) =10s'¢,
e g(s7'(c®)) =0, pour tout ¢,c’ € JC.
Pour en savoir davantage sur la transformation naturelle de Milgram, qui est en fait un quasi-
isomorphisme naturel, on peut signaler "annexe de [HPS07] qui est un bon point de départ.

En résumé, une coalgébre d’Alexander-Whitney du type décrit ci-dessus est une coalgébre co-
associative telle que 2C' est une algébre de Hopf dont la co-multiplication n’est pas nécessairement
coassociative.

4.2 Pourquoi les coalgébres d’Alexander-Whitney sont-elles
intéressantes ?
Du point de vue de la topologie, les coalgébres d’Alexander-Whitney sont intéressantes parce

que les chaines normalisées sur un ensemble simplicial sont munies d’une structure de coalgebre
d’Alexander-Whitney. Plus précisément, on a le théoréme suivant, qui généralise un résultat de

[HPSTO06].
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Théoréme 4.3.
(a) Le foncteur C qui envoie un ensemble simplicial K sur les chaines normalisées se factorise
comme suit :

sSet A—coalg

X /
AW—coalg,

ou U est le foncteur oubli.
(b) Si K est un ensemble simplicial 1-réduit, alors la structure de coalgebre d’Alexzander- Whitney de
C(K) = (C(K),vK) est localement finie et vérifie la condition donnée dans la partie (i) du lemme

3.10. Donc Yy peut étre vu comme un morphisme d’algébres QC(K) YK, Q(C(K)® C(K)), et ce
morphisme est coassociatif lorsqu’il est composé avec la tranformation naturelle de Milgram.

(c) Si K est un ensemble simplicial réduit, alors C(K) est une coalgébre d’Alexzander- Whitney
quasi-stricte (cf. définition dans [HPSb]).

Pour prouver la partie (a) de ce théoréme, on a besoin de la définition d'un SDR (= Strong
Deformation Retract) d’Eilenberg-Zilber.

Définition 4.2. Le diagramme
Xz:%%iYow
est un SDR d’Eilenberg-Zilber si
- X et'Y sont des coalgebres coassociatives,
— f est un morphisme de complexes de chaines,

- V est un morphisme de coalgébres,

- [V=1x,

— ¢ est une homotopie de complexes de chaines entre Vf et 1y (autrement dit, dp + od =
Vf-1y),

- ¢V =0,

- fe=0,

- <p2 =0.

On a alors le théoréme suivant, qui est une petite généralisation du théoréme 4.1 de [GM74]. La
preuve est semblable & celle donnée dans [GM74], mais celle de V.A. Gugenheim et H. Munkholm est
plus conceptuelle et "compacte" car ils peuvent utiliser la construction cobar avec leurs hypothéses
un peu plus restrictives. Comme la preuve donnée dans ce travail est un calcul, le lecteur intéressé
peut la trouver dans ’annexe, sous la forme du théoréme A.7.
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Théoréme 4.4 (Gugenheim-Munkholm). Soit
v
<:f> YOy

un SDR d’Eilenberg-Zilber, et soit F' = { fu}nen la suite définie par

h=1rf
et »
f" = Z(il)n7i+1(fi & fn—i)A§07 pour n > 2.
1=1

Alors F est un morphisme DCSH.

Remarque 4.1. La définition de f,, donnée ici differe de celle donné dans [GM74] par le signe.
Une analyse soigneuse de la preuve de ce théoréme indique pourtant que le signe donné ici est
nécessaire.

Et maintenant on a tout ce qu’il faut pour prouver le théoréme 4.3.

Preuve du théoréme 4.3 : (a) Ce résultat est une conséquence du théoréme 4.4. En effet, rap-
pelons que

VKL

CK)®C(L) =———=C(K xL)Oyk.L

fr,L

est un SDR d’Eilenberg-Zilber si K, L € sSet, si fx 1, est la transformation naturelle d’Alexander-
Whitney, et si Vg 1, est la transformation naturelle d’Eilenberg-Zilber (des formules explicites pour
ces deux transformations naturelles sont données dans ’annexe). Enfin, ¢k 1, est ’homotopie définie
dans [EM54]. Dans le présent texte, cette homotopie est appelée homotopie d’Eilenberg-MacLane
(une définition explicite en est donnée dans l'annexe). Le théoréme 4.4 produit un morphisme
DCSH explicite

T(C(K X K)) St]:AW — T(C(K) ®C(K))7

en prenant K = L. Il suffit de composer ce morphisme avec le morphisme

(Ak))ol loe
7 (C(K)) o Faw & T(C(K x K)) o Faw S T(O(K x K))

pour obtenir une structure de coalgébre d’Alexander-Whitney sur C(K). Ci-dessus, Ak est la
diagonale de K et ¢ est la co-unité du co-anneau d’Alexander-Whitney.
(b) Ce théoréme se trouve dans [HPST06].
(c) Ce théoréme se trouve dans [HPSb].
O

Evidemment, le théoréme 4.3 donne I'espoir que la structure de coalgébre d’Alexander-Whitney
des chaines normalisées sur un ensemble simplicial K contienne une information intéressante sur
K. Une premiére question que l’on peut se poser est la suivante : si K est 1-réduit, alors QC(K)
est une algébre de Hopf par le théoréme 4.3. Mais C(GK), ot G est le foncteur "groupe des lacets
simpliciaux", est aussi une algébre de Hopf. Et il est bien connu (cf. [Szc61]) qu’il existe un quasi-
isomorphisme d’algébres

OC(K) = O(GK).
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Il serait alors trés joli de pouvoir montrer que ce quasi-isomorphisme respecte aussi la structure de
coalgébre donnée par la structure de coalgébre d’Alexander-Whitney de C(K). Ceci n’est pas vrai,
mais presque, dans le sens suivant.

Théoréme 4.5 ([HPSTO06]). Toute transformation naturelle d’algébres O : QC(K) — C(GK)
est un morphisme DCSH, pour K un ensemble simplicial 1-réduit.

Autrement dit, la structure de coalgébre d’Alexander-Whitney de C'(K) donne, essentiellement,
la structure de coalgebre de C(GK). Ce qui montre la pertinence de la structure de coalgébre
d’Alexander-Whitney de C(K).

Pour achever de convaincre le lecteur de I'interét de cette structure, attirons ’attention sur les
travaux suivants :
e Dans [HLO7], les auteurs considérent les applications entre ensembles simpliciaux 2-réduits. Si f
est une telle application, alors ils construisent une algébre de chaines A, qui est explicite et engen-
drée par un petit nombre de générateurs, et dont I’homologie est isomorphe a ’homologie de GF'.
Ici, F est la fibre homotopique de f. La structure de coalgébre d’Alexander-Whitney des chaines
normalisées est essentielle pour cette construction. Comme cas particulier, cela permet de construire
un modeéle de C(G%K) avec une structure d’algébre, si K est un ensemble simplicial 2-réduit.
e Dans [Boy08]|, M. Boyle construit un modeéle pour C.(Map.(Sy, X)) en utilisant les résultats
développés dans [HLO7|. Ici, X est un espace topologique 2-connexe, S, est une surface fermée de
genre g, Map.(Sy, X) est I'espace des applications continues pointées, et C. est le foncteur qui
associe le complexe de chaines singulier & tout espace topologique.
e Dans [HR], les auteurs commencent par considérer un morphisme de R-algébres

T:QC — A,

ou C est une coalgébre de chaines coaugmentée et connexe, ot A est une algébre de chaines aug-
mentée, et ol R est un anneau principal. A partir de cette donnée, ils construisent un complexe de
chaines H(t) qui est une généralisation du complexe de Hochschild pour une algébre associative,
mais qui est aussi une généralisation du complexe de coHochschild pour une coalgébre coassocia-
tive. Lorsque A est une algébre de Hopf de chaines, K. Hess et J. Rognes donnent des conditions
sous-lesquelles H (t) admet une application "puissance ", avec r > 1, qui étend I’application usuelle
"puissance r" sur A. En particulier, le complexe de coHochschild des chaines normalisées sur un
ensemble simplicial K qui est une double suspension, satisfait ces conditions. De plus, les auteurs
de cet article montrent que cet objet est un modéle pour I'application "puissance r" simplicial
définie sur le groupe des lacets libres sur K. D’une part cela montre la pertinence topologique de
la construction H (t), et d’autre part c’est un élément crucial pour mieux comprendre le spectre de
I’homologie cyclique topologique; ce qui est le projet des auteurs a plus long terme.

4.3 Différents types de coalgébres d’Alexander-Whitney

Avant de passer a 1’étude des coalgébres d’Alexander-Whitney, terminons ce chapitre par une
petite discussion sur les différentes définitions de coalgébres d’Alexander-Whitney possibles. En
effet, et comme déja indiqué plus haut, la définition utilisée dans ce travail n’est pas celle donnée
dans [HPSTO06]. Dans cet article, les coalgébres d’Alexander-Whitney sont de la forme (C, 1)) avec
P QC — Q(C @ C) un morphisme d’algebres. Mais surtout, il est exigé que ¢ soit coassociatif,
g étant la transformation naturelle de Milgram (et les couples (C, 1) avec qi) pas nécessairement
coassociatif sont appelés des coalgeébres d’Alexander-Whitney faibles dans [HPST06]). Cette dé-
finition est effectivement bonne, puisque le théoréme 4.3 dit que C’(K ) est une telle coalgebre
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pour K un ensemble simplicial 1-réduit. Quelle est alors la raison pour donner une définition plus
faible 7 Et bien, d’'une part, on n’attrape pas tous les ensembles simpliciaux. Mais aussi, il semble
impossible de construire une opérade telle que les coalgébres sur cette opérade soient les coal-
gébres d’Alexander-Whitney au sens de [HPSTO06]. En effet, décortiquer la définition des coalgébres
d’Alexander-Whitney au sens de [HPSTO06] ne semble pas produire un ensemble de co-opérations
qui seraient liées entre elles par des relations. Alors que pour la définition utilisée tout au long de
ce travail, I'existence d’une opérade qui code les coalgébres d’Alexander-Whitney est prouvée dans
le chapitre suivant. Il reste & discuter le cas des coalgébres d’Alexander-Whitney fortes. Celles-ci
sont définies comme suit.

Définition 4.3. Un couple (C,1)) est une coalgébre d’Alexander-Whitney forte si ce couple est
une coalgeébre d’Alexander- Whitney et si 1, vu comme morphisme de A-bimodules gouvernés par le
co-anneau d’Alexander- Whitney, est coassociatif.

En analysant cette définition, on obtient une nouvelle définition en terme de suites de mor-
phismes.

Proposition 4.6. Un couple (C,v) est une coalgébre d’Alexander-Whitney forte si ce couple est
une coalgébre d’Alexander- Whitney telle que v, vu comme une suite de morphismes, vérifie la fa-
mille de relations suivantes :

> a(@n oAl e. oW, 2 a8 )

k=1icly

> X a(@E Vev)e. 008 e,

k=1j€lkn

pour tout n > 1 (coy et B sont les isomorphismes de permutations qui placent les facteurs dans le
"bon" ordre).

Preuve : 1l suffit d’utiliser les formules 3.4 et 3.13. O

Remarque 4.2. Dans l’énoncé de la proposition ci-dessus on se contente de dire que oy et f3;
sont les isomorphismes de permutations qui placent les facteurs dans le "bon" ordre. Donner des
formules explicites n’améne rien a la compréhension, mais pour le lecteur qui n’est pas habitué a ces
isomrophismes, on donne quelques exemples. D’autant que ces isomorphismes apparaissent souvent
dans la suite de ce travail.

L’exemple fondamental est donné par les coalgébres coassociatives. En effet, soit (C,A¢x) et
(D,Ap) de telles coalgébres. Il est facile de vérifier que C @ D est encore une coalgébre coassocia-
tive si on munit ce complexe de chaines de la composition suivante :

1®T®1

L@l coceDeD 2L coDeCoD.

C®D
Dans ce cas, 1 @ T ® 1 est l'isomorphisme qui place les facteurs dans le "bon" ordre. On est forcé
d’utiliser cet isomorphisme puisque l'on veut un morphisme C @ D — (C @ D) ® (C ® D) par
définition d’une coalgébre coassociative.

On peut évidemment donner un exemple tiré de la proposition ci-dessus. Si n = 2, alors le
membre du dessus de [’égalité donnée dans cette proposition contient le terme (3 @ Ac)iby. Ce
terme apparait en prenant k = 1. L’isomorphisme de permutation oy est alors l’isomorphisme
C®6 — C®5 donné par ai(c1 @ ... ® ¢g) = FCo-1(1) ® ... @ Co1(6) = £€1 ® €2 @ €5 @ €3 D ¢4 D Cg,
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ot o = (345) € Xg. Pour comprendre pourquoi cet isomorphisme est le bon, il suffit en fait de se
rappller que (V2 @ A¢) est un des éléments du morphisme DCSH suivant :

¢®1:T(C®C)S‘IAW—>T((C®C)®C).

En effet, si on pose D = C ® C pour accentuer les roles différents que jouent les trois copies de C,
on voit que le but de (12 @ 1) doit étre T(D®C)(2) = (D@ C)®@ (D ®C). Ce qui force lutilisation
de la permutation indiquée ci-dessus. Finalement, notons que le signe est déterminé par la régle de
Koszul qui est rappelée dans ’annexe.

La notion de coalgébre d’Alexander-Whitney forte est plus forte que celle utilisée dans ce tra-
vail. Il est certainement possible de montrer qu’il existe une opérade P telle que les coalgébres
d’Alexander-Whitney fortes coincident avec les coalgébres sur P. Mais il faudrait déterminer si la
structure de coalgébre d’Alexander-Whitney sur les chaines normalisées d’un ensemble simplicial
est une structure de coalgébre d’Alexander-Whitney forte, pour que cette catégorie soit intéressante
a étudier pour un topologue. Or A. Tonks s’est rendu compte le premier que cela est faux. Ce que
montre le contre-exemple suivant, trouvé dans le cadre de ce travail.

Proposition 4.7. Soit xg12 l'unique 2-simplexe non-dégénéré de l’ensemble simplicial A[2]. Alors
a(y ® A)r(zo12) + ((1/11 ®1)® (Y1 ® 1)>1/J2(CE012)
# B(A @ o)1 (zo12) + ((1 Y1) @1l ¢1))¢2($012),

« et B étant les isomorphismes de permutation plagant les facteurs dans le "bon" ordre.
Preuve : La preuve est calculatoire et se trouve dans I’annexe (cf. la proposition A.8). O

Remarque 4.3. En utilisant les calculs effectués dans [HPS07] il ne devrait pas étre difficile
de montrer que C’(K) n’est pas une coalgébre d’Alexander- Whitney forte méme pour les ensembles
simpliciaux de la forme K := EL, ou L un ensemble simplicial et ot E est le foncteur de suspension
simplicial.

Comme conséquence, on obtient qu'un topologue ne peut pas utiliser cette notion plus forte de
coalgébre d’Alexander-Whitney, méme si un espoir demeure : pour définir la structure de coalgébre
d’Alexander-Whitney sur les chaines normalisées d’'un ensemble simplicial, on a fait le choix d’uti-
liser la formule usuelle pour la transformation naturelle d’Alexander-Whitney. Or, il est possible de
faire d’autres choix que ceux faits pour cette formule explicite, et on peut se demander s’il existe
un choix tel que la structure d’Alexander-Whitney induite sur les chaines normalisées soit forte.
Cette question n’est pas étudiée dans ce travail.
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Chapitre 5

Description opéradique des
coalgébres d’Alexander-Whitney

Dans ce chapitre on montre comment construire une opérade, appelée opérade d’Alexander-
Whitney, telle que les coalgébres sur cette opérade coincident avec les coalgébres d’Alexander-
Whitney. De plus, on va voir que la structure de co-monoide niveau du co-anneau d’Alexander-
Whitney induit une structure d’opérade de Hopf sur I'opérade d’Alexander-Whitney.

5.1 Construction de 'opérade d’Alexander-Whitney

On va donner cette construction dans un cadre raisonnablement général, et sous forme d’un
foncteur P dont le domaine est une catégorie de A-bimodules. Plus précisément, le domaine de P
est la catégorie donnée dans la définition ci-dessous.

Définition 5.1. Soit (J,dy) un couple tel que J est une suite symétrique de modules gradués et
tel que dy est une différentielle sur le A-bimodule libre Ao J o A. Alors la catégorie des bimodules
au-dessous de (J,dy) est la catégorie dont les objets sont les triples (X,d, i) avec

o X une suite symétrique de modules gradués Z[X,,]-libres en chaque degré du niveau n, pour tout
n € NN,

e d une différentielle sur Fx = Ao X o A,

e i:J — X une injection de suites symétriques telle que 1oiol: (Ao Jo A dy) — (Ao X oA, d)
respecte la différentielle.

Et les morphismes (X, dx,ix) — (Y,dy,iy) sont les morphismes de suites symétriques X — 'Y qui
respectent la différentielle et linclusion de J. Cette catégorie est notée Bimod(J,dy).

Plus précisément encore, le domaine de P est la catégorie des bimodules au-dessous de (7, 0),
ou J est I'unité du produit de composition.

Comme on veut également parler d’une structure monoidale sur les coalgébres d’Alexander-
Whitney, il faut donner une structure supplémentaire aux bimodules définis ci-dessus.

Définition 5.2. Soit (J,dj, Ay) tel que (J,dy) est comme dans la définition donnée plus haut, et
tel que Ay :(AoJoAds) — (AoJoAdy)®(AoJo A dy) est un morphisme coassociatif de
A-bimodules différentiels. Alors la catégorie des bimodules de Hopf au-dessous de (J,dy,Ay) est la
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catégorie dont les objets sont de la forme (X,d,i,A) avec

o (X,d,i) un bimodule au-dessous de (J,dy)

et

e A:(AoXoA d) — (AoXoA,d)®(AoX oA, d) est un morphisme coassociatif de A-bimodules dif-
férentiels tel que i, vu comme morphisme de A-bimodules, respecte cette structure co-multiplicative.
De plus, les morphismes de cette catégorie sont les morphismes de bimodules au-dessous de (J,d )
qui respectent la structure co-multiplicative. Cette catégorie est notée Bimod(J,dy, Ay).

Le cas particulier qui nous intéresse dans ce texte est (7,0,A7) ot A est la composition

A p0loA 4
R

AoJ oA (AA)o(JT)o(ARA) L (AoJoA) @ (Ao T o A).

Ici, A 4 munit A de sa structure d’opérade de Hopf usuelle (voir 'exemple 2.5). Et 1 est une notation
pour l'isomorphisme évident 7 =2 J ® J.

Foncteur décalage

Avant de présenter la construction de l'opérade Px = P(X,d,i) pour (X,d,i) un bimodule
au-dessous de (7,0), il faut définir un endo-foncteur dans la catégorie des suites symétriques. On
définit ce foncteur par

_ 0 sin est impair

X(n) = { X(n/2) ® Z[Sn] sin est pair,

n/2

pour toute suite symétrique X, et on l'appelle le foncteur de décalage. Ici (mais également dans tout
ce qui suit), la structure de Z[%,, »]-module de Z[,] est donnée par I'injection Z[%,, 5] = Z[%,]
définie par
e i(0)(2k)=2jsi1<k<n/2eto(k)=j
ei(0)(2k—1)=2j—-1si1<k<n/2eto(k)=].
Ce qui est une formule compliquée pour dire qu'une permutation de ¥, /5 est envoyée sur la permu-
tation qui permute les éléments de 'ensemble {1,...,n} par bloc de deux éléments. Par la suite,
on note o(? :=i(0).

Le foncteur décalage jouit de propriétés utiles par la suite; je les présente ici.
e _

Proposition 5.1. [l existe une transformation naturelle (— @ —) — (=) @ (=) .

Preuve : Soit A et B des suites symétriques. Définissons e4.p : A® B — A ® B. Pour cela, re-
marquons que

A® B(2n) = (A® B)(n) ® Z[Zon]

et que

(A@ B)@2n) = (A(n) ) Z[%2a)) @ (B(n) ® Z[Son]) = (A® B)(n) _©_ (L[L20] @ Z[Zan).

ETL X n

11 suffit de prendre a = Id : (A® B)(n) — (A® B)(n), f = A : Z[Xa,] — Z[Xa,] ® Z[Xa,], et
v=A:%, — 3%, x X, ; et de vérifier que les diagrammes suivants commutent :
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(4® f)(n) s (A® f)(n)
(A® B)(n) ~Z- (4@ B)(n)
pour tout o € X, et

Z[Ssy) ——— Z[S)

| |
A(o)
Z[EQn] X Z[Ezn] — Z[EQn} X Z[EQH]

pour tout o € 3,,. En effet, on peut utiliser le lemme A.11 dans ’annexe pour poser ¢ = Id ® A.

A
Enfin, il est clair que cette construction est naturelle, puisque si fa : A1 — Ay et fp : By — By
sont des morphismes de suites symétriques, alors le diagramme suivant commute :

€a;,B,(2n)

fa®fB fa®fs

€ay,B5(2n)

L

Remarque 5.1. Par définition, il est clair que € est "coassociatif". Plus précisément, si A, B et
C sont des suites symétriques, alors -
(1 ® 6370)6,4,3@0 = (€A,B ® 1)5A®B,C tARBRC —- AR B C.

Pour les résultats suivants, nous avons besoin de définir une notation.
Définition 5.3. Soit D : Ch(Z)” x Ch(Z)* — Ch(Z)E le foncteur défini par D(A, X) = Ao X.

Définition 5.4. Soit HD : Ch(Z)” x Ch(Z)” — Ch(Z)” le foncteur défini par HD(A, X) =
Ao X.

Définition 5.5. Soit DH : Ch(Z)” x ComonoideNiveau — Ch(Z)” le foncteur défini par
DH(X,A)=Xo A.

Evidemment, il n’y a aucune nécessité pour que A soit un comonoide niveau dans la définition
ci-dessus. 11 suffit que A soit une suite symétrique. Mais plus bas, il est nécessaire de prendre cette
hypothése.

9
Lemme 5.2. Soit A, X € Ch(Z)”. Alors il existe un isomorphisme naturel D(A, X) = HD(A,X).
Preuve : Sin>1ona:

D4, X)@2n) = (Ao X)(n) © Z[%n]

= ]_[A(m)gg (11 X(m)@ ... ®X(np) @ Z[¥2n))

m>1 m

n€lm,n -
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et

HD(A,X)(2n) = ]_[A(m)ég; ( X((2n)1) ®...®@ X((2n)m) 8 Z[Ezn])
m>1 " 2n€ L 2n 2
~ T Awm) ® ( X(n1)®...® X (nm) gZ[Ezn]>.

m>1 n€lm n -

Tl est tout aussi facile de vérifier que I'égalité D(A, X)(0) = HD(A, X)(0) est vraie. De plus
HD(A,X)(2n+1)
= [T4m e ( [T XE+1)e.. 0X(@n+1n) Z[Z%H])

Yont1

m

m>1 2n+1€ly, ont1
= 0
puisqu’une somme de nombres paires est nécessairement paire. O

Proposition 5.3. Soit X une suite symétrique et (A, A) un comonoide niveau. Il existe une trans-
formation naturelle 93 =19 : D(X,A) — DH(X,A) .

Preuve : Commengons par rappeler que

DH(X, 4)(2n) = (X 0 A)(2n) = [ X(m) ¢ ( [T A@w))®...0A(20)2m) ® Z[Egn]).

Yan
m>0 2

m L
2”612771,271 7

Définissons

X(m) @ A(n1) @ ... ® Alnn) 22 X o A,

pour n € I, ,,, en posant

1

VERa1@...0a,)=2R@A(a1)®...0 Alay,) @ (T @®...01,").

Pour que la définition soit compléte, il reste a définir 7; € o, :

e(j) =20 -1 +1si1<j<mn

et

Autrement dlt, Tl(l) = 1,TZ‘(TL1' + ].) = 2,7’1(2) = 3,7’1‘(7’1,1' +2) = 4, [N ,Ti(m) = 2711 - ].,TZ(QTLZ) = 27’1,1
(un dessin de cette permutation est fourni dans la section A.5 de I'annexe!). Il reste maintenant a
vérifier que ¥ respecte la différentielle, que les diagrammes donnés dans le lemme A.14 commutent,
et que la fléche ainsi définie est bien naturelle.

Commengons par vérifier que 9 respecte la différentielle. D’une part on a

Wd)(x®@a1®...Q am)
= ﬂ(d(x)®a1®...®am

m

+Z(—1)“’+“1+~--+“1—1x a1 ®...Q0a_1 @d(a;)@aj11®...Q am)

i=1
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= d2)@Aa)®...0 Alay,) @ (' ®...e1,1)

D (1Tt @ Alay) @ .. @ Aai1) © Ad(a;) © Aaipr) @ ... @ Alam) @71,

i=1

o7l = (Tfl @...®7,"%), comme dans le calcul suivant. Et d’autre part on a

(d)(z®a1 ®...Q an)
- d(m@A(al) ® ... Alam) ® (1 @...@T;))
dz) @ A(a1) @ ... @ Alam) @ (T @ ...,

m

+Y (1Tt tip @ Afay) ® ... ® Alais) ® dA(a;) @ A(ai11) @ ... ® Alam) @ 7.

i=1

Ce qui montre que ¥ commute avec la différentielle. Ensuite, montrons que les diagrammes donnés
dans le lemme A.14 commutent. Pour faire cela, il faut fixer quelques notations.

Soit 0 € Xpn. Sin € Ly, alors on = (Ng-1(1), -+ s Ng—1(m)) € L
Et 6 est isomorphisme de permutation qui agit de maniére évidente sur tout objet de la forme
Ci®...0C,,. D'une part on a que

Uﬂﬁaﬂ(l ® &)(1' Ra®...Q am)
(;) (*1)00'2190@(.%(830,071(1) X... ®a0_71(m))
= (—1)00@<$ ® Alag-1(1)) @ ... @ A(ag-1(m)) ® (7'(;11(1) G...P T[;ll(m))>

= (—]_)Ux X A(a(,fl(l)) ®...x0 A(aafl(m)) X (’7'0_,11(1) D...D Ta_*ll(m))(ag)m)
et

Vo@D (z®@a1 @ ... @ an)
(o ®@a1 @ ...Q am)
= 20®A(0)®...0Alay) @ (.. .o,

(—1)037 029 A(arl(l)) R...Q A(ao—l(m)) 4 (0(2))2n(7—fl b...PH 7’,;1)7

—~
*
~

on, pour les égalités (x), (—1)7 est le signe défini par la régle de Koszul. Comme
() @ @7 ) (00) P = (0P 0 @)
par le lemme A.17, on obtient ce que 'on veut.
D’autre part

(01®..@on)Uh(z®a1 @...® an)
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- (01EB...@am)<x®A(a1)®...®A(am)®(71_1€B...@T;L1)>
= 20A)®...0Aan) @ (' ® ... o )01 ®... ®om)?

et

1,100 ®..00m)(rR0a®...0an)
= N(zRao1 ®...Q anoy)
= 20A(0101)® ... @ A(amom) @ (171 @ ... & 7,0
= 2@A@)(01001)@... 0 A(an)(Om @om) @ (17 .. o1
= 2RAM)®...0A(an) @ ((01801)&...0 (0B ow)) (' &...a1,h).

Et comme le lemme A.18 assure que
¢ (01®... @0, = (052) D...08 07(3))

et
-1 _(2) _ -1 . .
o7, 0,7 =(0;®0;)7; " sont vraies, on obtient

(le... e Yo ®...00m)? = ((01 Do) ®... D (om @am))(rfl ®...on0,

ce qui permet de définir 9 & I’aide du lemme A.14.

Finalement, soit f : X — Y un morphisme de suites symétriques et g : A — B un morphisme
de comonoides niveau. Il est évident que le diagramme

9x, 4

XoA—>XoA

fog fog

Jv. B

YoB————>YoB

commute, ce qui montre la naturalité de . O

En fait, ce ne sont pas les deux transformations naturelles 97 et 5 que 'on vient de voir qui
sont, utiles par la suite, mais plutét une troisiéme qui est essentiellement définie comme étant la
composition de 11 et ¥5. Avant de définir cette nouvelle transformation naturelle, définissons le
domaine et le but de cette transformation.

Définition 5.6. On définit deuz trifoncteurs

D,G : Ch(Z)” x Ch(Z)” x ComonoideNiveau — Ch(Z)>
en posant
e D(A,X,By=AoXoB
et
e G(A,X,B)=A0XoB.

Corollaire 5.4. Soit A, X et B comme dans la définition ci-dessus. Il existe une transformation
naturelle v : D — G .
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Preuve : On définit ¥4 x p comme étant la composition

AoXoB X AoXoB 22 A0Xo0B.
O
Notation 5.1. Par la suite, on note V4, x = V4 x,A-
Et finalement, voila quelques résultats de compatibilité nécessaires par la suite.
Lemme 5.5. Soit A et X des suites symétriques et B un comonoide niveau. Le diagramme
2
AoXoB—>A0XoB
lﬁl lﬁl ol
1o -
AoXoB—>Ao0XoB
commaudte.
Preuve : Ce lemme est une conséquence immédiate des définitions de 91 et 5. O
Lemme 5.6. Soit A et X des suites symétriques. Le diagramme
V1A, A0X
AcAoX —>AocAoX
V1A0A,X
10’(91 A X
AoAoX
commute.
Preuve : La commutativité de ce diagramme est évidente par définition de ¥;. ]

Lemme 5.7. Soit X une suite symétrique et B un comonoide niveau. Le diagramme

Y2x0B,B

XoBoB— > XoBoB

Y2x,BoB
Y2 x,p0l

XoBoB

commute.

Preuve : Durant cette preuve on note ¢ = 5. De plus, I'associator de la catégorie monoidale
(Ch(Z)E7 o) est utilisé dans les calculs ci-dessous sans qu'il apparaisse dans la notation. Enfin,
rappelons que la structure de comonoide niveau de B o B est donnée par

BoB 2%, (B®B)o(B®B) % (BoB)® (Bo B),

ol A est la co-multiplication de B. Commencons par traiter le cas particulier B = A. Soit

TRU®... 00, R0 ®...0b, € X(M)@B(n1)®...0 B(ny) @ B(r1) ®...8 B(ry,)
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avecn=n;+...+n,etr=r; +...+r,. Alors
(Wxpol)ixopp(r®a1 ®...Q a4y b1 ®...Qby,)
—= (19X7Bol)(x®a1®...®am®bi®2®...®b§2(7'1_169...697'n_1))

= x®(a?2®...®a§2®(t;1@...@t;}))®(b?2®...®b§’2®(7;1@...@T,;l)>.

Notons que I'on considére en fait des classes d’équivalence. Pour justifier la suite de ce calcul, rap-
pelons que

(X oBoB)(n) =
I1 HY(Zt)gi( I1 B(mﬁ@...@B(mzﬁ%Z[EM)g@( I1 B(n1)®...®B(nm)§§Z[Zn]).

m>0 t>0 ME ot m " n€lnn -
Et donc

t®(a?®.. 0ot 'e...ot,)) e (0P?®.. 02 (' e...am, )

= 2@ (af?®...0d0%)® ((b1 ®...0b)2®...® (bnytny 1410 ... Qb))% ® (t*l)Q_Tfl),
sachant que t ' =1, @ ... © ;! et que 77 = (Tfl @ ..o 7, ). Dautre part

ﬁX,BoB (fE ® (al ® bl ®...Q0 b’ﬂl) ®...0 (am ® bn1+m+nm71+1 ®...Q bn)>
= 200 ®...00p,)%? ... @ (A Dbpytdny 1@ ... @0,)22 @ (s7 @ ... @5,
= 2@ (af’®...0ad0%) ® ((bl ®...®0,)%%2@...0 bnytny 1419 ...0b,)%2® s*1>,

ot s ' =(s7'®...®s;'). Et comme le lemme A.19 assure que I'égalité

t Dar(rte...om)=s57'0...0s,,

est vraie, on obtient ce que I'on veut.

Pour finir, il faut traiter le cas général. Il suffit en fait de remarquer que si b € B est un générateur,
alors A(b) = > b; @ b/. La preuve ci-dessus continue donc d’étre valable dans le cas général, tout
en étant bien plus simple & écrire parce qu’il n’y a pas de sommes (et donc moins d’indices) et pas
de signes provenant de la régle de Koszul, puisque tous les éléments de 'opérade associative sont
de degré 0. O

1

Lemme 5.8. Soit (A, A) un comonoide niveau et X une suite symétrique. Le diagramme

VA, A0Xo0A

AoAoXoAoA AoAoXoAoA

YAo0A, X
1019,4,)(01

AocAoXoAoA

est commutatif.
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Preuve : Les lemmes précédents et le diagramme

1o

AoAoXoAoA AoAoXoAoA AoAoXoAoA
& 1o, lo¥ 01
1°2094
AoAoXoAoA AoAoXoAoA
020
Lot 1°1 09501
AoAoXoAoA
achévent la preuve. O
Lemme 5.9. Soit A, B, X, et Y des suites symétriques. Alors
(AB)o(X®Y)—=(AoX)®(BoY)
| |
(A®B)oX®Y X®B
lloe lﬁ1®191
(A®B)o(X®Y)—>(AoX)® (BoY)

commute. Supposons maintenant que (A, A) et (B,A) sont des comonoides niveau. Alors le dia-
gramme

(X®Y)o(A®B) — (XoA)® (Y o B)

lﬂg €

X®Yo(A®B) XoA®RYoB

leol Y2 @02
(X®Y)o(A®B)—= (Xo0A)® (Y o B)
commute.

Preuve : La commutativité du premier diagramme est évidente. Et pour faciliter un peu ’écriture
de la preuve de la commutativité du deuxiéme diagramme, on note 1 = J5 et on ne tient pas compte
des signes (dans le cas A = A = B, il n’y a pas de signes). On a que

((19@19)6[) ($®y®(a1®b1)®--~®(am®b7n))
= ((19®19)6)((33®a1®...®am)®(y®b1®...®bm>)
= (19®19)((x®a1®...®am)®(y®b1®...®bm))

= (x@A(al) ®...®A(am)> 7 t® (y®A(b1) ®...®A(bm)) Q7L
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o7 = (rt@...®7,;"). Comme d’autre part

(L(eol)ﬁ)(:c@vy@(a1®b1)®...®(am®bm))

= (L(eol))(a:@)y@A(al®b1)®...®A(am®bm)) @7t

L(x®y®A(a1®b1)®...®A(am®bm))®T_1

(rea@)e. . .oA@)) o e (yeAb) e .©Abw) @7,

on obtient ce que 1'on veut. O

Lemme 5.10. Soit A un comonoide niveau, X une suite symétrique et soit Fx = Ao X o A. Alors
le diagramme

(A2 A)o(Fx @ Fx)o(A®A) ——— (Ao Fx 0 A)® (Ao Fx o A)

9 €
(AR A)oFx @Fxo(A® A) AoFxoAQAoFxoA
loeol
(AR A)o (Fx ® Fx)o (A® A) 960
109%®201

(A®A)o(fX®fX)o(A®A)L—>(Aoj—‘XoA)®(Ao}‘XoA)
commute.

Preuve : Par définition de ¥ et par le lemme 5.8, le diagramme de 1’énoncé peut se réécrire comme
dans le diagramme 1.

Et le carré du haut de ce diagramme commute par le lemme précédent, alors qu’il est évident que
les deux petits carrés du bas commutent. O

Foncteur décalage au niveau des bimodules semi-libres

Le foncteur de décalage induit un foncteur D : Bimod(7,0) — Bimod(7,0). L’essentiel de ce
résultat est prouvé dans le lemme ci-dessous. Avant de donner ce lemme, précisons que dorénavant,
le comonoide niveau considéré est 'opérade associative 4 munie de sa structure d’opérade de Hopf.
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FiG. 5.1 — Diagramme 1

(AR A)o (Fx ® Fx)o (A® A) (AoFxoA)®(AoFxoA)

2 €

(AR A)o (Fx ® Fx)o (A® A) AocFxoA®AoFxoA
lovs 91 @91

(A® A)o Fx @ Fx 0 (A® A) (AoFx o A)® (Ao Fx o A)
loeol (1o¥2)®(1oY2)

(AR A)oFx @ Fx o (A® A) (AoFxo0A)® (AoFxoA)
lo(¥1®11)01 (109101)®2

A®?0 ((AoXoA)®@(AoXo0A))oA®? — > (AcAoXoAoA)®(AcAoX oAocA)

lo(¥2®92)0l (1°%019501)®2

(A®A)o (Fx ®Fx)o(A® A) - (AoFgxo0A)® (Ao FxoA).
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Lemme 5.11. Soit X une suite symétrique de modules gradués. Une différentielle d = dx sur
Fx = Ao X o A induit une différentielle dg sur Fg = Ao X o A.

Preuve : La différentielle sur A o X o A est entiérement déterminée par sa restriction
x4 (Ao X o A).
En appliquant le foncteur de décalage on obtient un morphisme
X 4 (Ao X oA).
On peut composer ce morphisme avec la transformation naturelle ¢ 4 x pour obtenir un morphisme

X - Ao X o A.

Il reste a voir que la dérivation induite sur Fx est bien une différentielle.
Pour cela, il suffit de voir que le diagramme

d Y, x _

AoXoA AoXoA

X

dA5d5d 4 d5dod .4

YA, A0X0A

AocoAdoXo Ao A— Ao AoXo Ao A

loY 4 xol
yaoloys AoAoXoAoA
YAoloya
- Ya,x L
AoXoA Ao X oA.

commute. Mais le carré du bas commute par naturalité : il suffit d’utiliser le lemme 5.8 pour le voir.
Et on prouve la commutativité du carré du haut par calcul. En effet, d’'une part on a

(d43dodA)Iax(a@T1®...Q Ty ®a; @ ... R ay)

= (dAacZadA)(a@xl®...®xm®A(a1)®...®A(an)®(rl‘l@...@Tgl))

m

= ) ()" e e @n 1 ®dw) @i ©. .. O, @ A(a1) ©... 0 Alan) @ T

i=1

o7 ' =(r;'@...®7;"). Bt d’autre part on a

V4, 40x04040d0dA( R T1 @ ... QT @ a1 @ ... ® ay)

m

= ﬂA,AoXoA(Z(—l)“*“*“*a QT ®... QT 1 Qd(r) RTiy1 Q... QT ® a1 ® ... ay)
i=1
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m
- Za@xl®...®:ri_1®d(zi)®xi+1®...®xm®A(a1)®...®A(an)®(71_
=1

Ce lemme entraine la proposition ci-dessous, comme cela a été annoncé .

Proposition 5.12. Il existe un foncteur D : Bimod(J,0) — Bimod(J7,0) défini sur les objets
par D(X,i,d) = (X,i,dg = 0.4.xd) et sur les morphismes (X, dx,ix) ER (Y,dy,iy) par D(f) = f.

Preuve : 1l est évident que D(f) respecte I'inclusion. Il reste a voir que D(f) respecte aussi la
différentielle. C’est le cas, puisque le diagramme suivant commute :

!

X Y
CZX d_Y
lofol
AoX oA AoY o A
Ia,x DA,y
o 1of_01 0
AoX oA AoY o A.
Donc D est bien défini. Et il est évident que D est un foncteur. O

Construction de 'opérade

Soit (X, d, i) un bimodule au-dessous de (.7,0). Remarquons que I'injection J - X induit une
injection d’opérades F'.7 — FX. De plus, et comme cela est expliqué dans Pexemple 2.4, il existe
une suite symétrique R C F.J tel que A = F7/ < R >. Et via Fi, on peut voir R comme une
sous-suite symétrique de FX. Nous avons maintenant tout ce qu’il faut pour définir P(X) = Px
comme opérade de modules gradués. En effet, on pose (Px,v) = FX/ < R >. Et on peut étendre
Fi en un morphisme (injectif) d’opérade A — Px. La construction de la différentielle sur Px est
plus compliquée, c’est ce que 1'on va voir maintenant.

Comme J, FJ et A s’injectent dans X, FX, et Px, respectivement, on se permet de considérer
les éléments de J, F.J et A comme étant des éléments de X, FX, et Px, respectivement. De plus,
toutes ces injections sont notées 3.

Lemme 5.13. La composition

XL AoX oA L AoPyod % pyoPy 0Py 217, Px,
ot d est la différentielle obtenue par le lemme 5.11, induit une différentielle d = dp,, sur Px.

Preuve : Il y a deux choses & vérifier puisqu’il faut voir que la dérivation FX — Px de degré —1
induit par la flecche X — Px peut s’étendre en une fleche Py — Px. Et il faut aussi vérifier que
I’'on a bien dod = 0.
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Pour la premiére vérification, il faut montrer que d(’y [f0(1®6)] —y[d®(® 1)]) =0, si 0 est

un générateur de J. Mais comme le morphisme de A-bimodules (Ao J o A,0) dotol, (AoXoA,d)
respecte la différentielle, on a que

J X

0 d
R Tozol -
Ao JoA—> Ao Xo A
Ya,7 VA, x

— losol —
Ao J oA AoXoA

commute, ce qui entraine d(§) = 0 dans Px. On en déduit que

(6o @) =0=d(r(0e @e1)).
Ensuite, pour montrer que d ainsi défini est bien une différentielle, il suffit de voir que

v(1o7)

X — > AoX oA —L > AoPyoA—L1 5 Py oPyoPy Px

o0 i0lot 1o
AOYOA;)AOPXOA;)PXOPXOPXM)'PX

commute. Pour cela, commengons par remarquer que Px est muni d’une structure de A-bimodule
via i : A — Px. Mieux, la fleche y(yo1)(ioloi)(loiol) respecte cette structure de A-bimodule,
puisque c’est la fleche induite par 'inclusion de X dans Px. On en tire que le diagramme ci-dessus
commute si et seulement si le diagramme suivant commute :

v(1o7)

X ! AOPXOA%PXO'PXOPX

Px

010 i0loi 1o
AOYOA%AOPXOA%'PXOPXOPX%PX~

Mais il est évident que ce diagramme commute, puisque si @ € X, alors on obtient dp, (x) quel que
soit le chemin que I'on fait suivre a cet élément dans le diagramme ci-dessus. ]

On peut maintenant considérer opérade différentielle Px = (Px,d).
Proposition 5.14. La construction ci-dessus définit un foncteur P : Bimod(J,0) — Op.

Preuve : 1l reste a définir P sur les morphismes. Soit f : (X,dx,ix) — (Y,dy,iy) un morphisme
de bimodules au-dessous de (J,0). La composition

XLy Fy - Py définit un morphisme d’opérades FX P, Py . Pour voir que l'on peut

60



étendre P(f) sur Px, il suffit de vérifier que l'on a

P(H)(x[ie1@d)]) =P (e @e1)]),

0 étant a nouveau un générateur de J. Mais

P(H(xete) = w(f@)e1ee))
@ 1 (6@ (1®96))
= w(@e(@Bol)

—~
*
~

2 w(foeFoe)
() (1x (6@ (52 1)),

I
—

les égalités () étant vraies car f préserve linclusion de J. Et la fonctorialité de P se vérifie
aisément. En effet, il est clair que P préserve lidentité. Et si f : (X,dx,ix) — (Y,dy,iy) et
g: (Y,dy,iy) — (Z,dz,iz) sont des morphismes de bimodules au-dessous de 7, alors il suffit de
considérer le diagramme commutatif

v VA rz Pz
7
P(g)
X 7 Y Yy
P(f)
FX
pour voir que P(go f) =P(g) o P(f). =

Proposition 5.15. Soit (X, d, i) un bimodule au-dessous de (J,0) et C une A-coalgébre avec mor-
phisme de structure m. : A — CoEnd(C). Alors on a une bijection naturelle

{J € AModi(T(C)gFx, T(CEC) ) f(~257) = me(5)} £ {g € Op(Px, CoBnd(C))| m. = gal,

sachant que 5~V est un générateur de J tel que 6—1 = 6.

Preuve : Cette bijection va étre donnée comme composition de trois bijections.
(1) Commengons par montrer qu’il existe une bijection

{f € AModi(T(C) 5 Fx. T(C & O))[F(~ @67 = me(3)}

{g € AMod.s (Fx, CoEnd(C,C © C) )[g(5™") = me(d)};
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ici CoEnd(C,C @ C) est la suite symétrique donnée par

CoEnd(C,C @ C)(n) = Hom(C,(C @ C)®™), et la structure de A-module a gauche est donnée par
la structure de coalgebre coassociative de C, alors que la structure de .A-module & droite est donnée
par la structure de coalgébre coassociative de C' ® C. De plus, la coassociativité de C' assure la
compatibilité de ces deux structures.

Soit f € 4Mod4 (’T(C’) ° Fx,T(C ® C)) Par le lemme 3.2, f correspond & une suite de

morphismes {f,, : C ® X(n) — (C ® C)®"}, e telle que le diagramme suivant commute pour tout
n>0:

C®X(n) —I" = (Co0)En

ld )

(T(C) o X 0 A)(n) —> (C o C)®m.

De maniére analogue, g € 4Mod 4 (.7-' x,CoEnd(C,C ® C’)) est équivalent & une suite de mor-

phismes {g,, : X(n) — Hom(C, (C®C)®")},>0 telle que le diagramme suivant commute pour tout
n>0:
gn

X(n) Hom(C, (C ® C)®™)

ld )

(Ao X o A)(n) —2= Hom(C, (C ® C)®™).

Evidemment, &; est défini par & ({fu}tnen) = {gn = [ }nen, ot # fait référence a 'adjonction
évidente. Vérifions que le but de &; est bien 'ensemble qui nous intéresse. Mais le premier des
diagrammes ci-dessus peut se réecrire comme ceci, en décomposant la différentielle sur C ® X (n) :

C@ X(n) & (C®C)®n

id ld

C'® (Ao X 0 A)(n) —> (T(C) 0 X 0 A)(n) —— (C @ C)®,

ou 7 est la projection 7(C)o (Ao X oA) — T(C) S (AoXoA)=2T(C)oX oA Mais (fr)# =g,

ou g : Fx — CoEnd(C,C ® C) est le morphisme de A-bimodules induit par & ({fn}nen). En
effet, sia=a®@21® ... 2, a1 @ ... R a, est un élément de Ao X o A et si ¢ € C avec
me(a)(c) =3 ¢1 ® ... QR ¢, alors

g(a)(c)
= ([meselan) @ ... & mege(@n)][gn, (1) @ .. @ g, (@n)}me(a) ) (€)

_ ([mc®c<a1) D ... ® Mege(an)] [f(-@11) @ ... ® f(— ® xm)])(ch ®...®cm)
= (71)61(5171+‘..+1‘m)+c2(ﬂ32+~~+€L’m)+~u+6m$m Z(al ®...0a)(flc1®21)® ... 0 flem @ Tm))

_ (_1)c(x1+...+a:m)f((201 ®...®cm) RT1 Q... 0Ty, Day ®...®an)
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(—1)c@itetem) f(m(a)(c) @21 @ ... @ T @1 D ... D ay)
= (-1t (fr)(c @ a)

= (fm)*(a)(c).

On peut donc utiliser le lemme A.16 pour conclure : & est bien défini. Et il est maintenant clair
aussi que & est une bijection.
(2) La deuxiéme bijection est essentiellement un décalage. On va voir que

(] € aMod.i(Fx, CoBnd(C,C @ 0)) [£(5) = me(9)) £

{9 € aMod.s (Fx, CoEnd(C)) g(6) = m.(5)}
A nouveau, décortiquons les définitions. Comme avant,
f € aMod (fx, CoEnd(C,C & C)

est équivalent & une suite
{fn:X(n) = Hom(C,(C ® C)®™)},,>¢ telle que le diagramme

X(n) Hom(C, (C ® C)®"™)

|

(Ao X 0 A)(n) —> Hom(C, (C ® C)®™)

commute pour tout n > 0. De méme, g € 4Mod 4 (}"X, CoEnd(C, C)) est équivalent a une suite
{gn : X(2n) — Hom(C,C®?™)},,> telle que le diagramme

X (2n) o

Hom(C,C%")

i ld

Ao X o A(2n) Hom(C,C®?")
=

(Ao X o A)(2n) —= Hom(C,C®")

commute pour tout n > 0. On définit & en posant & ({fn}tnen) = {gn := &2(fn) bnen, o & (fr) est
défini dans le lemme A.12. Il faut voir que le diagramme voulu commute. En appliquant le foncteur

de décalage sur le premier des deux diagrammes ci-dessus, on obtient le diagramme :
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x(2n) — "L gom(c, oo

.

Ao X o A(2n) 0, Hom(C,C®?")

lm l_
(Ao X o A)(2n) ——= Hom(C,C®™),

ou g est le morphisme de A-bimodules induit par la suite {g,}nen. Mais dans ce diagramme, le
petit carré du haut commute par le lemme A.15. Et le carré du bas commute parce que les deux
compositions possibles envoient un élément

AT ...0Ty Qa1 ®...0a, € (Ao X oA)(n)

sur le morphisme

(md...® Tm)(mc(a1)®2 R...® mc(am)®2) (f(xl) ®R...Q f(xm))mc(a),

par définition de toutes les fleches qui se trouvent dans ce diagramme (la définition de 7; est donnée
dans la définition de 1). La seule chose a laquelle il faut faire attention, c’est que dans la définition
de & (f) on fait appel a la structure de A-module & droite de CoEnd(C ®C') donnée par la structure
de A-coalgebre de C @ C. Alors que la construction de g fait appel a la structure de A-module &
droite de CoEnd(C) donnée par la structure de A-coalgebre de C.

On en tire que & est bien défini. Et & nouveau, il est maintenant clair que & est une bijection.

(3) Et la derniére bijection est celle-ci :

{f € aModu(Fx, CoEnd(C))|£(6) = m.(6)} £ge Op (P, CoEnd(C))| me = gi}.

Soit f € sMod4 (fX,OoEnd(C’, C’)) Ce morphisme est équivalent & un morphisme de suites
symétriques f : X — CoEnd(C) tel que

X I CoEnd(C)

ld ld
(Ao X 0 A) —> CoEnd(C)
commute. Et ¢ € Op (PX,CoEnd(C)) est équivalent & un morphisme de suites symétriques

g : X — CoEnd(C), si m. = gi. De plus, pour que ce morphisme respecte la différentielle, il
faut que le diagramme ci-dessous commute :
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g

X CoEnd(C)
| ld
AoX o A——> CoEnd(C)
ly@’ (i0iod) l—
Py ——— CoEnd(C).

On peut donc définir {5 comme étant induit par I'identité. Et il reste a étudier la commutativité
du diagramme suivant :

AoX o A——> CoEnd(C)
ly@) (i0iod) l—
Py ——— CoEnd(C).

On prend un élément ¢ @1 ® ... @ Ty a1 ® ... R a, dans Ao X o A et on constate aisément que
le diagramme ci-dessus commute si et seulement si on a 1’égalité

(9i@) @ ... @ g(i(an)) (9@1) ® ... ® glam) ) gila) =

(mc(al) ®...8 mc(an)) (9(21) ® ... ® g(xm))mel(a).
Ce qui termine la preuve. O

Avant d’écrire le corollaire que ’on veut obtenir, définissons la catégorie concernée par ce corol-
laire.

Définition 5.7. Soit (X, d, i) un bimodule au-dessous de (J,0). La catégorie des coalgebres sur ce
bimodule est la catégorie dont les objets sont les couples (C, 1)), o C est une coalgébre coassociative

et ot 1) est un élément de 4)Mod 4 (T(C’)S‘fx, T(C@C’)) tel que (—®@671) est la co-multiplication

de C'; 61 étant comme dans la proposition précédente. Les morphismes entre deux telles coalgébres
(C,v¢) et (D,vp) sont les morphismes de complexes de chaines C — D tels que le diagramme
sutvant commute :

T(C) o Fx — Y L T(CeC)
T(Ngl T(fRf)

T(D) o Fx —** - T(D® D).
La catégorie des coalgébres sur (X, d, i) est notée (X,d,i)—coalg .

La proposition que 'on vient de voir dit qu’'une structure de (X, d, i)-coalgébre est équivalente
a une structure de Px-coalgébre. On peut donc se demander ce qu’il se passe au niveau des mor-
phismes, et la réponse est donnée dans la proposition suivante.
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Proposition 5.16. Soit (X,d,i) un bimodule au-dessous de (J,0).

(i) Soit f : (C,¢¢c) — (D,¥p) un morphisme de coalgébres sur (X, d,i). Alors
f:(C,&(Ye)) — (D,&E(¥p)) est un morphisme de Px -coalgébres.

(ii) Réciproqguement, si f : (C,0c) — (D,0p) est un morphisme de Px-coalgébres, alors
f:(C.100)) — (D, 71 (0p)) est un morphisme de (X, d,1)-coalgébres.

Preuve : Commengons par rappeler que si (C,1¥¢) est une (X, d, i)-coalgebre, alors ¥ est entiére-
ment déterminé par la suite de restrictions {c(n) : C® X (n) — (C® C)®"},,>¢. Ceci est expliqué
dans le lemme 3.2. Et il est clair que f : (C,v¢) — (D, 1¥p) est un morphisme de coalgébres sur
(X,d,1) si et seulement si ce morphisme de complexes de chaines fait commuter le diagramme sui-
vant :

C® X(n) —2> (C @ C)®n
lf@l l(f@f)‘x’”
D& X(n) —2 (D ® D),

pour tout n > 0.

D’autre part, une structure de Px-coalgébre sur C' est entiérement déterminée par un mor-
phisme de suites symétriques X e, CoEnd(C) qui envoie § sur un morphisme coassociatif. Ce qui
revient & se donner une suite de morphismes {0¢(n) : X(2n) — Hom(C,C®?")},,>¢ telle que O (n)
est Xop-équivariant et telle que 0o (1)(0) est coassociatif. Mais, par le lemme A.13, une telle suite
est équivalente & une suite {f¢c(n) : X(n) — CoEnd(C ®C)},>0 telle que O (n) est L,,-équivariant
et telle que O (1)(671) est coassociatif. Et comme avant, il est alors clair que g : (C,0c) — (D, 0p)
est un morphisme de Px-coalgébres si et seulement si ce morphisme de complexes de chaines fait
commuter le diagramme :

Oc

X(n) Hom(C, (C'® C)*")

o Hom(1,(f®f)®")

Hom(f,1)
B

Hom(D, (D ® D)®") Hom(C, (D @ D)®™).

Mais £({t'c(n)tnen) = {88 (n)}nen et €1 ({00(n)}nen) = {0%(n)}nen par la preuve de la
proposition ci-dessus, # et b faisant référence a ’adjonction évidente. La conclusion de la preuve
est alors claire. O

Corollaire 5.17. Soit (X,d,i) un bimodule au-dessous de (J,0). Alors la catégorie des coalgébres
sur ce bimodule est isomorphe a la catégorie des coalgébres sur Px.

Preuve : Soit G : (X,d,i)—coalg — Px—coalg le foncteur défini comme suit :
e si (C,1) est une (X, d, i)-coalgebre, alors G(C,v) = (C,£(v)),
e sur les morphismes, G est l'identité.

D’autre part, soit H : Px—coalg — (X, d,i)—coalg le foncteur défini par
e H(C,0) = (C,£71(0)) sur les objets,
e 'identité sur les morphismes.
Il est évident que Go H =1 et que H o G = 1, ce qui termine la preuve. O
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5.2 Structure monoidale

Dans le cas o Fx est muni d’une structure de comonoide niveau Ar, : Fx — Fx ® Fx,
on peut munir Px d’une structure d’opérade de Hopf. On procéde exactement comme pour la
construction de la différentielle de I'opérade Px : on commence par montrer que la structure de
comonoide niveau de Fx induit une structure de comonoide niveau sur Fg. Et finalement, on
montre que cette structure induit une structure d’opérade de Hopf sur Px. Voyons les détails.

Lemme 5.18. Soit (Fx,Ax) comme ci-dessus. Alors

JE— Ax -
Fx Fx @ Fx

Fx ® Fx
9 YR

loAxol loeol 1099201

Fix—>AoFx@FxoAd—>Ao(Fx @ Fx)o A—= Ao (Fx ® Fx)o A—L> Fy ® Fg,

commute, sachant que p est défini par la structure de A-bimodule de Fg @ Fx qui vient de la
structure d’opérade de Hopf de A (voir la proposition 2.18).

Preuve : Pour effectuer cette vérification, on découpe le diagramme ci-dessus en deux :

loAxol

Ao XoA— Ao (Fx®@Fx)o A

loAxol
Fx

AoFx @ Fx oA
et

AO(.FX(?@F)()O.A Fx @ Fx ]—"—X®§

lﬂ lﬁ@ﬁ
loeol 1099201

AoFx ® Fx o A—"> Ao (Fx @ Fx) o A" Ao (Fx @ Fx) o A ——> Fx ® Fx.

Le premier de ces deux carrés commute par naturalité, et on découpe le deuxiéme carré en petits
carrés, comme cela est fait sur la page 70. Dans ce diagramme, le petit carré en haut a gauche (du
point de vu du lecteur) commute par naturalité de v}, de méme que le petit carré en bas a droite.
Le petit carré en haut a droite commute par naturalité de e. Le carré dans la deuxiéme colonne
commute par le résultat de compatibilité donné dans le lemme 5.10. Enfin, les deux petits carrés
dans le bas de la premiére colonne commutent trivialement. U

Proposition 5.19. Tout morphisme de A-bimodules Fx Lx, Fx @ Fx induit un morphisme de

. Ax . . . ..
A-bimodules Fy —— Fx ® Fg. De plus, si le premier de ces morphismes est coassociatif, alors le
deuxiéme l’est aussi.

Preuve : On définit A ¢ comme étant le morphisme de A-bimodules induit par la composition

VA, x® A x

X2 A e S FxoFx Fx ® Fx.
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Il faut commencer par vérifier que le morphisme induit respecte la différentielle. Autrement dit, il
faut vérifier que le diagramme suivant commute :

_ Ax
X———Fx®@Fx
dg dg®1+10dyg

Ax
Fx Fx®@Fx.

Mais ce diagramme se décompose comme ceci :

b'e [ —

X Fx @Fx Fx @ Fx Fx @ Fx

d d®1+1®d d®1+1®d d

]___X Ax T o Fx }__X®}__X IRY ]__X ®}"}—( d=dz®1+1®d %
9

1loAxol JE— loeol —_— = 1o9®201

Fg —= AoFx @ Fxod—> Ao (Fx @ Fx)o A——= Ao (Fx ® Fx) o A—L~ Fx @ Fx.
Et comme le diagramme en haut a gauche (du point de vu du lecteur) commute par hypotheése, et
que les deux autres diagrammes du haut commutent car € et ¢ respectent la différentielle, on peut
conclure avec le lemme précédent.

Puis, pour voir que A ¢ est coassociative lorsque A x 'est, on peut décomposer

X Fs®@Fx

| l

FsFx —Fz0Fx@Fx

comme cela est fait sur la page 72. Dans ce diagramme, le petit carré en-haut & gauche commute
par hypothése. Les deux petits carrés adjacents a ce premier carré commutent par naturalité de e.
Et le quatriéme petit carré commute par la propriété de coassociativité de €. Finalement, les deux
derniers diagrammes commutent par le lemme ci-dessus. (]

Passons maintenant aux opérades.

Proposition 5.20. Soit (X,d, i, A) un bimodule de Hopf au-dessous de (J,0,A 7). On a alors que
(Px,~) est muni d’une structure d’opérade de Hopf.

Preuve : La proposition précédente permet de définir la composition suivante :

i0i0i)®?

X o Fx 25 Fe@ Fg 220,

) (v(107))®?

(Px o Px OPx)@('PX oPx oPx

qui induit un morphisme d’opérades A : FX — Px ® Px. Il reste a voir que 'on peut passer au

Px @ Px,
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quotient pour obtenir un morphisme Px — Px ® Px. Mais considérons le diagramme

_ ANy e pew (va(loya))®?
71T 0F — > F 0 F; ——>F7®F5 A% @ 43 s A A
i Q1 i1 Qi i°3®4°3 i®i
R N 1Y) (i0i0i)®? . 03(7(107))®2
X%‘fx(@fxﬁf)(@fx%f)?@f)?;)']))( ® Px ——— Px ® Px.

Ce carré commute puisque tous les petits carrés commutent. En effet, le premier carré a gauche (du
point de vu du lecteur) commute par hypothése. Le deuxiéme et le troisiéme carrés commutent par
naturalité de € et de 1) respectivement. Et le quatriéme petit carré commute car les deux chemins
possibles dans ce diagramme donnent l'inclusion de 7 ® F= dans Px°® @ Px°. Enfin, le dernier
carré commute car i : A — Px est un morphisme d’opérades. On obtient alors
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N&.@ wmv&.

[

K.&.@ vm.&.

vmhh@ N.&.

c@(VhoroVLh)

N®A«£\0Hovxbv

s (YhoroVA

(Vo¥XLoy)®(yoXLoy)

(=g

YoXLfoy @y oXLfoy

)

(VoXLoy)® (Y oXL£oy)

— rev)e(¥ze¥s)o(ravy)
ﬂoﬁm®m&oﬁ
Vevy)o(X£®XL)o(rey)

To%0T

YV oV)e XL XLo (VYY)

Voy)e(XL£®XL) o (VoY)

?

g owwreISel(] — G ‘DI

VyoloVy

VyoroVy

VyoroVy

VyoroVy

Vo(XL®@ X))oy

T0(zm@)oT

Vo(XL®XL)oy

To%0]

VoXL®XLoy

Vo(XL®@XL)oy
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A(V(®1®3) = Fpcars (A6 @ A1) @ A(9))
= PPy (00IR1®1I®I®IH)
= (00106 v0®1190)
= YRR 1)
= Ypxarx (A(0) ® A(S) @ A1)
= A((d®diol)).

Ce qui montre que l'on peut étendre A en un morphisme d’opérades A : Px — Px ® Px.
Maintenant, vérifions que le morphisme d’opérades A : FFX — Px ® Px respecte la différentielle.
En fait, il suffit de considérer le diagramme suivant :

X\X fX@f\

2 Px @ Px
d Ld
A

.7:5(\ X fx@ff\ d

Py 2 Py ® Px.

Le carré qui nous intéresse est le carré du devant (par rapport au lecteur). Toutes les autres faces
de ce cube commutent. En effet, le carré

Fs®@®Fgx —=Px ®Px
| |
Fx @ Fx —Px @ Px

commute par un argument déja donné dans la preuve du lemme 5.13. Et la commutativité de la face
du dessous se montre de maniére similaire. Toutes les autres faces, sauf celle du devant, commutent
pour des raisons évidentes. On en déduit que la face du devant commute aussi. Il reste alors a

considérer le diagramme
FX
\

d Px 2 Px @ Px
d d
Px 4A>’PX ® Px,
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YL@ XL @ XL <00 @ (oL @XL)oy) < LW o (XL ®XL)oy) < ML ® (Ve (XLBXL) o) <o Xar® Xy
I®1
(Vo(XL@XL)oy)® Xs o 000
(1o(8®¢)o1)®T
(Vo(XL£@XL)oy) @ XL XL RXL XL = MOILO S <o X 0 Xy
(10201)®1 QT 5 5
(VoXLr@XLoy)® XL XL XL Xy - XL XL Xy oxo XL Xy
(ToXvo1)®1 Xy®1 Xve®I Xv
YL ®Xs YT LOXL 5 L XL o '¢

¢ owwRISRI(] — €°G ‘DI
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ou 7 est la projection évidente, pour voir que A : Px — Px ® Px respecte la différentielle.
Finalement, il reste & voir que A est coassociatif. Pour cela, considérons d’abord le diagramme
suivant :

7\ A fX@J:X\
A X A Px ® Px
-
Fzx ®@Fx 2ol Fs@FxFx 1A
\ N
A®1
Px ® Px Px ® Px ® Px.

Il est clair que toutes les faces, sauf celle de devant, commutent. On en déduit que la face de de-
vant commute aussi. On peut alors considérer le diagramme suivant pour voir que A est coassociatif :

FX

Px @ Px

A AR1

Px®PXLﬂ>Px®Px®Px.

En résumé, ce qui précéde nous donne le résultat suivant.

Corollaire 5.21. Le foncteur P défini dans la section précédente s’étend en un foncteur

Bimod(7,0,A7) — HopfOp.

Et on obtient une amélioration du résultat principal de la section précédente, mais pour cela on
a besoin de la proposition suivante, qui est une conséquence de la proposition 3.11.

Proposition 5.22 ([HLO7]). Soit (X,d,i, Ax) un bimodule de Hopf au-dessous de (J,0,A7).
La catégorie des (X, d, i)-coalgébres est une catégorie monoidale.

Théoréme 5.23. Soit (X,d,i,Ax) un bimodule au-dessous de (J,0,A 7). Alors lisomorphisme
de catégories

G : (X,d,i)—coalg — Px—coalg

respecte le produit tensoriel défini par Ax.
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Preuve : Dans cette preuve, la lettre £ fait référence a la bijection de la proposition 5.15. Soit
(C,v¢e) et (D,¢p) des (X, d,i)-coalgébres. Il faut montrer que

G(C®D)=G(C)2G(D).

Comme complexes de chaines, il est évident que G(C® D) = C® D = G(C) ® G(D). 1l reste & voir
que la structure de Px-coalgebre de G(C' ® D) et G(C) @ G(D) est la méme.

Pour cela, commengons par noter qu’une structure de Px-coalgebre Px — CoEnd(C ® D) est
entiérement déterminée par sa restriction X — CoEnd(C' ® D). Ensuite, rappelons que la structure
de (X, d,i)-coalgebre de C'® D est donnée par

loAx
T(C@D)zfx L>T(C®D)j(}'x®fx) _ts (T(C)Z}—X) ® (T(D)ifx)
l¢c®¢D
T(CoC)®T(D®D)
T((C® D)®?).
Pour obtenir {(¢)cgp) il faut considérer la famille de restrictions :
C®D®X(n)— (T(C®D) ° Fx)(n) — T((C ® D)®?)(n), n € N.
Et £(Yeogp) est défini, en niveau 2n, comme étant l'extension de
X(n) — Hom(C ® D, (C @ D)®*")
en un morphisme Ys,-équivariant
X(2n) £W@oen), Hom(C ® D,(C ® D)®*"), n € N.

On en déduit que si c € C, d € D et x € X(n) sont des éléments homogenes, alors
§Woep)(@)(c®d) = (-1)"“TYogp(c®d )

= (—1)*HDa(pe @ ¢p)ilc® d @ Ax(z))
= ()" Mae @ ¢pic®d® Yz @)

= a(c® Z/JD)(Z(—I)I(CM)M“C r;d® ")

K2

= Z(—l)z<c+d>+dzia(1ﬁc(c ® ;) @ Yp(d® xl)),

%

a étant lisomorphisme de permutation évident et 1’égalité (x) étant vraie car on pose A(z) =
YT ®at, x,at € Fx.
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De maniére analogue a ce que l'on vient de voir ci-dessus, £(¢¢) est déterminé, en niveau 2n,
par 'extension
X(2n) — Hom(C, (C @ C)®*"), n € N,
de Yo (n)#. Ici o (n) est la restriction

C®X(n) = (T(C) o Fx)(n) Y T(C®C)(n), neN

et # fait référence a 'adjonction évidente. Evidemment, £(¢p) est défini de maniére similaire. La
structure de Px-coalgebre de F(C) ® F(D) est alors donnée par la composition

X 2 Py 0Py WYL, 06 Bnd(C) ® CoEnd(D) 2> CoEnd(C © D),

A étant la structure d’opérade de Hopf induite par Ax, et [ étant défini de maniére évidente. On
en déduit que si z, A(z), ¢ et d sont comme avant, alors

B(E(We) © E(Wp)) Az) (e ® d)
= B(¢(e) ©EWn)) (Y(Lo) P (i0ioi)®2 (0 ®0)Ax(z)(c® d)

_ {5(5(%) © WD) (Y(1oy) P (i0io)®2 (W e ﬁ)(z 7 ® xi)} (c®d)

7

= YD al(gwenonioioii@)(e) @ (wp)(omioioNi)(d)]

i

= Z(*l)czmrchrd;a(wC(C@xi) ®1/)D(d®l’i)),

i
ce qui permet de conclure, une fois que 'on a remarqué que I’égalité (x) est vraie puisque

&) (v(te)oioii())(e) = (-1 Yolc® ).

Eneffet,siz; =a®y1 ®...Quy, Qa1 ®...R a,, alors les deux membres de cette égalité coincident,
a signe prés, avec (Mege(a1) @ ... @ mege(ar)) (Ve (r)® (Y1) @ ... @ Yo (rm)# (ym))me(a)(c). Id

me : A — CoEnd(C) est le morphisme de structure de C' et mg. est la structure induite par m..
sur C'® C. Et le signe coincide nécessairement, puisque si x; et ¢ apparaissent dans cet ordre dans
le membre de gauche de 1’égalité ci-dessus, ils apparaissent dans I'ordre inverse dans le membre de
droite de cette méme égalité. ]

5.3 Le cas particulier du co-anneau d’Alexander-Whitney

Evidemment, on peut appliquer le théoréme ci-dessus au cas particulier des coalgébres d’Alexander-
Whitney.

Corollaire 5.24. [ existe une opérade de Hopf, notée AW et appelée opérade d’Alexander- Whitney,

telle que la catégorie des coalgebres d’Alexander- Whitney est isomorphe a la catégorie des coalgébres
sur AW.
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De plus, AW = (FX/ < R >,d), ot X est la suite symétrique qui engendre le co-anneau
d’Alezander-Whitney et ot R est la suite symétrique engendrée par v(zo ®1®xo) —v(2o @0 @ 1),
v étant la multiplication de FX. La différentielle d est donnée par

n—1

d(zn) =Y (1) [’Y(ﬂ?o ® (2 ® Tp—i—1)) — V(Tn—1 ® (1% @ 20 ® 1®”‘i‘1))}7

i=0

et la structure d’opérade de Hopf est donnée par

n+1
=3 Y (maeele.ed™)er(af @ @ e, @m,0),
k=11€l) nt1

avec x(()2) =v(xo ®1®@x0) et x(J) =v(ro®1® x(J )) pour j > 3.

La proposition suivante est importante car elle garantit (par le théoréme 2.16) que la catégorie
des AW-modules a droite est munie d’une structure de catégorie modéle.

Proposition 5.25. L’opérade d’Alexzander-Whitney AW est telle que AW(n) est Z[X,]-libre en
chaque degré, pour tout n € N. De plus, AW(0) =0, et AW(1) =

On présente cette proposition comme une conséquence de deux lemmes. Le premier lemme est
facile & prouver.

Lemme 5.26. Soit X et Y des suites symétriques de modules gradués, tels que le niveau n est
¥, -libre. Soit I, une ¥,,-base de X(m), m > 0, et J, une ¥, -base de Y (n), n > 0. Dans cetle
situation on a que

{211 @...QUm|x € Im,y1 € Jnyye s Ym € I, 1 + ...+ Ny =0}
est une X,-base de (X oY) (n).
Pour le deuxiéme lemme, on a besoin de la définition suivante.

Définition 5.8. Soit A une suite symétrique de modules gradués ¥, -libre en niveau n, et ce pour
tout n € IN. Dans cette situation il existe évidemment une ¥, -base B, de A(n) pour tout n € IN.

L’ensemble -
B=|JB
i=0

est appelé une base de A.

Lemme 5.27. Soit A une suite symétrique de modules gradués X, -libre en niveau n, et ce pour
tout n € IN. Dans cette situation, on a que l’opérade libre F'A est encore %, -libre en niveau n, pour
tout n € IN. Autrement dit, il existe une base Bra de FA.

De plus, si S est une sous-suite symétrique de F'A telle qu’il existe un sous-ensemble Bg de Bpa
qui est une base de S, alors la suite symétrique sous-jacente de l'opérade FA/ < S > est ¥,,-libre
en niweau n € IN.

Preuve : (i) En fait on peut méme faire mieux que ce qui est annoncé. En effet, on peut construire
explicitement une base pour F'A en fonction d’une base B4 de A. C’est une conséquence de la
construction de Popérade libre présentée dans Pannexe de [Rez96], et que l'on rappelle maintenant.
L’opérade libre F'A est, comme suite symétrique, la colimite de la suite suivante :
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- FWA=7

- FRA=Z]]A

FoA=Z]](Ao F,_,A)

.y

F, A étant une sous-suite symétrique de Fj,+1 A, pour n > 0. En utilisant le lemme ci-dessus, on en
tire que la colimite Br 4 de la suite d’ensembles

- Fo={1}uUByu

- F,={1}U{a®@a1 ®...Qanla € Ba, ar,...,am € Fry_1}

est une base de F'A. En particulier, F'A(n) est X,,-libre en niveau n € IN.
(ii) Déterminons une base de l'idéal opéradique < S > engendré par S. Considérons la colimite
B.s~ de la suite d’ensembles

- So=Bs

- Sh={a®a1®...0anl|a € Bs, ar,...,am € Fr_1 oua € Ba,ay,...,ay, € F,_1, avec au
moins un 1 <4 < m tel que a; € Sp,—1}

Veérifions que cette colimite est une base de < S >. Par définition d’un idéal opéradique (définition
2.6) on a que B.g~ est contenu dans < S >. Ce qui entraine < Bog~ >C< S >. On a aussi que
S C Bogs, et donec < S >=< B.g~ >. Mais par construction de B.g~ on a que vect(B<gss), la
suite symétrique engendrée par B.gs, est un idéal. Donc vect(B<gs) =< B<gs >. Finalement,
comme B.gs C Bpa a nouveau par construction de B.g~, on a que B.g~ est une base de
vect(Begs) =< S >.

11 est alors évident que FA/ < S > admet Bpa \ B<gs comme base, ce qui achéve la preuve. [J

Preuve de la proposition 5.25 : 1l reste a appliquer le lemme ci-dessus au cas de l'opérade
d’Alexander-Whitney. Dans ce cas précis, il y a une différence avec la situation traitée ci-dessus,
puisque la suite symétrique R qui engendre l'idéal par lequel on quotiente 'opérade libre F'X est
engendrée par y(zo ® 1 ® o) — (2o @ xo ® 1). Et cet élément n’est pas un sous-ensemble de la
base évidente de FX. Mais on peut certainement modifier cette base évidente de FX en une autre
base de F'X en rempalgant v(z¢ ® 1 ® x¢) par (1o ®@ 1 ® 20) — (79 ® o ® 1). Et maintenant on se
retrouve dans la situation traitée ci-dessus : on considére 'opérade FX/ < R > avec une base B+
de FX et une base B.r~ de < R > qui est incluse dans B rx- On en tire que AW est X,,-libre en
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chaque degré du niveau n, n > 1.
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Chapitre 6

Modéle minimal pour les coalgébres
d’Alexander-Whitney

Dans ce chapitre on étudie une notion de modéle minimal pour les coalgébres d’Alexander-
Whitney en suivant des idées qui viennent de ’homotopie rationnelle. Comme la catégorie des coal-
gébres sur une opérade n’est pas une catégorie agréable & manipuler en raison de ’absence d’une
belle description du foncteur co-libre (cf. [Smi03]) et des (co)limites (si tous ces objets existent !),
il est préférable de travailler dans une autre catégorie. Le foncteur 7 : AW — coalg — Mod 4y,
dont la définition est rappelée dans la proposition 2.12, permet de voir une coalgébre d’Alexander-
Whitney comme un module & droite sur AW, et ¢’est donc dans le cadre des modules a droite sur
une opérade que I'on va développer la notion de modéle minimal.

Comme il ne semble pas y avoir de gain a travailler spécifiquement avec 'opérade d’Alexander-
Whitney, on fixe une opérade de chaines (P, yp,np) telle que P(0) = 0, P(1) = Z, et telle que P(n)
est cofibrant pour la structure modéle donnée dans le théoréme 1.4, pour tout n > 0. En particulier,
le résultat de B. Fresse (cf. théoréme 2.16) assurant que Modp est une catégorie modéle s’applique.
De plus, on suppose que tous les complexes de chaines (sur Z ou sur Z[%,]) qui apparaissent dans
ce chapitre sont de type fini en chaque degré, et sauf lorsque le contraire est indiqué, les complexes
de chaines sont non-négatifs.

6.1 Modéle minimal pour module & droite sur une opérade

Le but dans cette section est de construire explicitement un modéle minimal pour tout module
a droite sur P. Plus précisément, on veut construire un quasi-isomorphisme de P-modules & droite
de la forme

(X oP,d) = M,

avec X une suite symmeétrique aussi "petite" que possible, pour chaque module & droite M. Notons
que les modules a droite sont des objets bigradués, ce qui donne I'idée de la preuve : on construit X
niveau par niveau et degré par degré en procédant par récurrence. Imaginons un instant que X (7)
soit construit, pour ¢ < n. On veut donc construire X (n), qui est un complexe de chaine sur Z[%,,];
cet anneau agissant a droite. De plus, comme cet anneau de groupe est noethérien (cf. la section
A.7), on commence par voir la construction d’'un modéle minimal pour un complexe de chaines sur
un anneau noethérien.
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Modéle minimal pour les complexes de chaines

Soit R un anneau noethérien (parfois il est supposé principal). Supposons que tous les complexes
de chaines sont des R-complexes de chaines (avec R agissant a droite).

Définition 6.1. Soit f : A — B un morphisme de complexes de chaines. Un modéle de f est un
quasi-isomorphisme f : (A® Z,d) = B tel que

— Z est un module gradué R-libre
- d étend la différentielle de A

~ f étend f.

Avec les mémes notations que ci-dessus, remarquons que f est la colimite d’une suite de mor-
phismes f,, : (A& Z<,,,d,,) — B qui est telle que

— Z<y est isomorphe a Z jusqu’en degré n et est nul en degré strictement supérieur a n
— d, étend d,,_1 et dy étend la différentielle de A

— fn étend f,_1 et fo étend f

— fo est tel que Hy(fo) est surjectif

— fn est tel que H,(f,) est un isomorphisme pour tout 0 < j < n et est surjectif si j = n.

En effet, il suffit de tronquer Z comme indiqué ci-dessus et de prendre la restriction évidente de
f et ded.

Définition 6.2. On dit que f est un modéle minimal pour f si

— pour tout module libre Yy (vu comme un complexe de chaines concentré en degré 0) qui admet
un morphisme de complexes de chaines go : (A® Yy, da) — B tel que Hy(go) est surjectif, on
a que le rang de Yy est supérieur au rang de Zg

— pour tout module libre Y; (concentré en degré i) qui admet
o une différentielle e; : A Z, DY; — AD Z; qui étend d;_1,
e un morphisme de complexe de chaines g; : (A® Z.; ®Y;,e;) — B qui étend f;_1 et tel que
H;(g;) est un isomorphisme pour tout 0 < j < i et est surjectif si j =1, on a que le rang de
Y, est supérieur au rang de Z;.

Cette définition a un sens car le rang d’un module libre sur un anneau noethérien est bien défini,
comme cela est rappelé dans la partie A.7 de 'annexe. D’autre part, notons que si ’on utilise cette
définition avec R = @, on retrouve la définition usuelle utilisée en homotopie rationnelle. Et si I’'on
utilise cette définition avec R un anneau principal, on obtient la définition donnée dans [Dup92].

Définition 6.3. Soit (Z,d) un complexe de chaines sur un anneau principal R. On dit que ce
compleze est minimal si pour tout i > 1 il existe r; € R non-inversible tel que d(Z;) C r;Z;—1.
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La proposition suivante, qui assure l’existence d’un modéle minimal pour tout morphisme de
complexes de chaines, est prouvée avec une idée qui se trouve dans [Hal92|.

Proposition 6.1. Soit f : A — B un morphisme de complezes de chaines. Un modéle minimal
f:(A® Z,d) = B eiste.

Preuve : Commengons par remarquer que f : A — B est un quasi-isomorphisme si et seule-
ment si B @ sA, le cone de f, est acyclique (la différentielle du cone est donnée par d(b, sa) =
(db+ f(a),—sda)). Plus précisément encore, remarquons que H, (B @ sA) = 0 si et seulement si
H,(f) est surjectif et H,_1(f) est injectif. Ce qui donne I'idée de la preuve. On construit mainte-
nant la suite des f, : (A @ Z<,,,d,) — B par récurrence.

On choisit Zj libre de rang minimal tel qu’il existe une surjection Zy — Hy(B @ sA). Par la
proposition A.24, on sait que Zj est de rang fini. On peut décomposer ce morphisme en :

Zo L Ker(By % 0) — Hy(B @ sA).

Et on pose fo(2) = ppp(z) et do(z) = —pap(z) = 0, ol pa et pp sont les projections évidentes. On
vérifie aisément que fo : (A @ Zp,dy) — B est tel que Hy(fo) est surjectif. La minimalité de Z; se
vérifie comme la minimalité de Z;, avec i > 0, ce que 'on fait un peu plus loin.

Supposons que l'on a construit f; : (A® Z<,;,d;) — B, 0 < j < i, avec les propriétés voulues.
Il existe donc un morphisme f;—1 : (A& Z<;_1,d;—1) — B tel que H;(f;—1) est un isomorphisme
pour tout j < i — 1 et est surjectif si 7 =4 — 1. On choisit Z; comme étant libre de rang minimal
tel qu'il existe une surjection Z; — H;(B ® s(A @ Z;_1)). Comme précédemment, on sait que Z;
est de rang fini. On peut décomposer ce morphisme en :

z; % Ker(B; ® Ai1 ® Z; 1 LB ®A_ @ Zi—3) = Hi(B®s(A® Z;_1)).

Et on pose fi(z) = ppp(z) et di(z) = —pasz,_,p(z). On vérifie aisément que H.(f;) satisfait les
propriétés voulues.

La condition de minimalité vérifiée par Z; n’est pas, du moins en apparence, la condition de
minimalité telle qu’exigée dans I’énoncé. Il faut donc voir que la condition vérifiée implique la condi-
tion voulue. Supposons que Y; est un autre module gradué R-libre en chaque degré avec la propriété
qu’il existe une différentielle e; qui étend d;_1 et un morphisme g; : (A ® Y;,e;) — B qui étend
fi—1 et tel que H;(g;) est un isomorphisme pour tout j < i et est surjectif si j = ¢. On définit un
morphisme p:Y; — H;(B® s(A® Z;_1)) en posant p(y) = [g:(y), —ei(y)]. Il reste a voir que p est
une surjection. Soit 0 # [b;,a;—1] € H;(B® s(A® Z;_1)). Comme H;(B® s(A®Y;)) =0, il existe
(bit1,ai,yi) € (B@®s(ADY]))it1 tel que (b, ai—1) = (d(biv1) + f(ai) + gi(yi), —d(a:) — ei(ys)), avec
yi # 0. On en tire que [b;, a;—1] = [9:(y:), —ei(yi)] = p(vi)-

Finalement, il suffit de prendre la colimite des f; pour obtenir le modéle minimal f. ]

Cette proposition permet la construction d’un modeéle minimal dans la catégorie des P-modules
a droite. Mais avant de présenter cette construction, discutons de 1'unicité du modéle minimal que
I’on vient de construire dans le cadre des complexes de chaines.

Unicité du modéle minimal dans le cadre des complexes de chaines

Dans [Dup92], il est montré que le modéle minimal d’une algébre de chaines associative sur un
anneau principal est unique a similarité prés. Si on se restreint a4 un tel anneau, on obtient le méme
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résultat pour les complexes de chaines (en fait, ¢’est méme plus simple dans ce cas). Commengons
par rappeler la définition de la similarité.

Définition 6.4. Soit (A @ Z1,dy) et (A D Zy,ds) des complexes de chaines avec Zy et Zy des
modules gradués libres. De plus on suppose que dy et do €élendent la différentielle du complexe de
chaines A. On dit que (A® Z1,dy) et (AD Zs,ds) sont similaires s’il existe un quasi-isomorphisme
entre ces deux complexes de chaines et si Zy et Zy sont isomorphes comme modules gradués.

Adaptons maintenant la preuve de [Dup92| au cas des complexes de chaines.

Lemme 6.2. Considérons le diagramme de R-complexes de chaines

A ! M
7 ~|Pp
(A Y,d) —2 N,

ot p est un quasi-isomorphisme, ot d est une différentielle qui étend la différentielle de A, et ou i
est l'inclusion. De plus, on suppose que Y est R-libre en chaque degré. Dans cette situation il existe
un relévement h : (A@Y,d) — M qui fait commuter le triangle supérieur et qui fait commuter le
triangle inférieur a homotopie prés.

Preuve : La preuve est la méme que celle donnée dans le corollaire 6.13. U

Lemme 6.3. ([Dup92]) Soit R un anneau principal. Soit (C,d) un R-compleze de chaines libre en
chaque degré. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

e Pour tout entier i il existe un élément r; € R non-inversible tel que d(C;) C r;C;_1,

e Tout quasi-isomorphisme de la forme (C,d) = M avec M un R-complexe de chaines libre en
chaque degré est injectif.

Proposition 6.4. Soit R un anneau principal. Soit f : A — B un morphisme de R-complezes de
chaines. Le modéle minimal pour f est unique a similarité pres.

Preuve : Soit f1: (A® Z1,d1) — Bet fo: (A® Z3,dy) — B des modéles minimaux pour f. Par
le lemme 6.2 il existe un quasi-isomorphisme ¢ : (A @ Zy,d;) = (A® Zy,ds) qui étend identité
sur A. Ce quasi-isomorphisme prend place dans le diagramme commutatif suivant :

A—ts (A® Z1,dy) —— (Z1,dy)

A—1> (A® Zy, do) —L> (Zy, do).

Les deux compositions horizontales étant des suites exactes courtes, on obtient que & est un quasi-
isomorphisme. Et & est injectif par le lemme précédent. Comme tout le raisonnement peut étre
répété en échangeant les roles de f; et de fs, on obtient que Z; = Z5 comme modules gradués. [

Notons que dans le cadre des algébres de chaines associatives sur un anneau principal, N. Du-

pont donne un contre-exemple & 'unicité & isomorphisme prés. Il ne semble pas évident d’adapter

dans ce cadre reste donc ouverte.
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En regard de I'objectif - la construction d’un modéle minimal pour les modules & droite sur une
opérade - il faut aussi noter que Z[¥,] n’est pas principal lorsque n > 2. Par conséquent, on ne
peut pas utiliser 'argument que 1’on vient de voir pour montrer que le modéle minimal est unique
a similarité prés. Il est pourtant tentant d’essayer d’adapter la définition de minimalité et la preuve
de 'unicité du modeéle minimal de [Dup92] au cas de Z[3,]. Malheureusment, cela a échoué jusqu’a
maintenant. De méme, il n’a pas été possible de trouver un contre-exemple & 'unicité & similarité
prés.

Modéle minimal pour les modules & droite sur une opérade
Ici, X une suite symétrique de modules gradués telle que X (4); est ¥;-libre pour tout 4, j > 0.

Définition 6.5. Et soit d une différentielle sur X o P telle que (X o P,d) soit un module a droite
sur P. On dit que ce module est un P-module a droite semi-libre.

Définition 6.6. Soit M un module & droite sur P. Une résolution semi-libre pour M est un quasi-
isomorphisme f : (X o P,d) = M avec (X o P,d) un P-module semi-libre.

Décortiquons cette définition. En niveau n > 0 on a

fo [T X ePomm) [T X(m).d) = M)

n—1>m>1

car P(1) = Z. Ce qui permet de donner la définition qui suit.

Définition 6.7. Soit M un P-module a droite.
Un modeéle minimal pour M est une résolution semi-libre f: (X oP,d) — M telle que

ro [T X ePomm) [T X(m).d) = M)

n—1>m>1

est un modéle minimal (au sens des Z[X,]-complezes de chaines) pour la restriction

f(n):( I X(m)®7>©m(n),d)—>M(n),nzo.

n—1>m>1
Proposition 6.5. Soit (M, p) un P-module & droite. Un modéle minimal pour M existe.

Preuve : On construit un modéle minimal par récurrence sur n. Plus précisément, on construit
un triple

o X,

ed,:X,0oP —X,0oP,

o f,:(X,0P,d,) = M,

par récurrence sur n. Et le modéle minimal apparait comme la colimite de cette suite.

(i) Soit fo : (Zo,d) — M(0) un modeéle minimal de I'inclusion de 0 dans M(0). On pose X((0) =
Zy = (Zy,d) et on définit Xy comme étant nul en niveau strictement supérieur a 0. Le P-module
a droite X o P est muni d’une différentielle librement engendrée et notée dy. Et il suffit de définir
fo: XgoP — M comme étant le morphisme de P-modules qui étend librement le morphisme de
suites symeétriques fo : Xo — M (0).

(ii) Supposons que 'on a construit X,,, d,, et f,,. Construisons X, 1, dpt+1 €t fri1.
Pour cela, considérons un modéle minimal de f,(n +1) : (X, o P)(n+ 1) — M(n + 1), noté
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fn,oc (XnoP)(n+1) ® Zy41,D) = M(n+1). On pose
Xn+1(i) = X, (4) pour i <mn+1,
n+1( +1): n+1

- Xn+1(@) =0sid>n+1.

Pour la différentielle, on définit d,,41 : Xp41 — X411 o P en utilisant d,, pour les niveaux
inférieurs ou égaux a n et on utilise D pour le niveau n + 1. Et on obtient la différentielle
dnt1 @ Xpg1 0P — X401 0P en utilisant le lemme 2.14. Ce méme lemme 2.14 montre que
dp+1 est bien une différentielle, puisque (d o 1p)d = 0. En effet, cette égalité est vraie en ni-
veau i < n car d, est une différentielle. Et en niveau n + 1, c’est vrai car D est la différentielle de
(Xn 0 P)(n+1) & Xpya(n+1).

Pour définir un morphisme de modules a droite f,,+1 : X o P — M, il suffit d’étendre librement
le morphisme fy, 41 : X541 — M qui étend f,, : X,, — M et qui en niveau n + 1 coincide avec fy, o.

Il reste & voir que ce morphisme respecte la différentielle et est un quasi-isomorphisme jusqu’en
niveau n + 1. Pour montrer que f,,+1 respecte la différentielle, il suffit de montrer que

fn+1

Xn+1

M

dnt1 d

fn+1

Xpp10P —I s g

commute. En niveau i < n+1, c’est clair puisque fp,41(7 ) fn(i). Et en niveau n+ 1, le diagramme
commute parce que fp o0 : (Xn0P)(n+1)® Zpi1, D) — M(n+1) est un quasi-isomorphisme de
complexe de chaines. Les mémes arguments permettent de dire que f,,41 est un quasi-isomorphisme
jusqu’en niveau n + 1. Ce qui achéve la construction de (X411, dypt1 €t fra1)-

(iii) En utilisant le fait que (Ch(Z)”,0,.J) est une catégorie monoidale fermée & droite on

obtient que X o P = J[ (X, oP), ou X = ][ X,. Et comme d,,1 étend d,, on obtient une
n>0 n>0

différentielle d : X o P — X o P. De méme, comme f,, 11 étend f,,, on obtient un morphisme de
P modules a droite f : (X o P,d) — M. C’est un quasi-isomorphisme et il vérifie la condition de
minimalité par construction. O

Ce qui précede peut étre généralisé.

Définition 6.8. Soit M un P-module a droite, et soit X une suite symétrique de modules gradués
telle que X (i); est ¥;-libre pour tout 1,5 > 0. De plus, soit d une différentielle sur M & (X o P)
telle que (M & (X o P),d) soit un module & droite sur P et telle que cette différentielle étend la
différentielle sur M. On dit que ce module & droite est un module o droite semi-libre relativement
a M.

Définition 6.9. Soit g : M — N un morphisme de P-modules a droite sur P. Une résolution
semi-libre pour g est un quasi-isomorphisme f : (M @& (X o P),d) = N qui étend g et tel que
(M & (X oP),d) soit un module semi-libre relativement o M.

Définition 6.10. Soit g : M — N un morphisme de P-modules a droite. Un modéle minimal pour
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g est un modele f: (M & (X o P),d) = N tel que

fo (M@ T( I X @ P ) [[X0).d] = Nw)

n—1>m>1

est un modéle minimal (dans le cadre des Z[3,]-complexes de chaines) pour

f(n) - [M(n) @( T xm ®P®m(n)),d] — N(n), n>0.

n—1>m>1
En utilisant la méme preuve que précédemment, on obtient la proposition suivante.

Proposition 6.6. Soit g : M — N un morphisme de P-modules a droite. Il existe un modéle
minimal pour f.

Remarque 6.1. Ce serait certainement le bon endroit pour y intégrer un exemple de modéle mi-
nimal. Par ezemple pour le AW-module a droite TC'(S"), pour n > 0. Malheureusement, s’il est
possible de faire quelques calculs, il est difficile de déterminer complétement le modele minimal de
TC'(S"). Pour convaincre le lecteur que ce n’est effectivement pas une tache facile, attirons l’atten-
tion sur le fait suivant : en niveau n € N, on travaille sur 'anneau de groupe Z[X,]. Cet anneau
n’est pas principal, ce qui complique les choses.

Unicité du modéle minimal dans le cadre des modules a droite sur une
opérade

Ici aussi, X une suite symétrique de modules gradués telle que X (i); est ¥;-libre pour tout
i,j > 0.

Comme 'unicité du modeéle minimal n’est pas assurée au niveau des Z[3, ]-complexes de chaines,
il est certainement prématuré de vouloir montrer l'unicité du modéle minimal au niveau des P-
modules a droite. On se contente ici de donner un résultat, familier & tout spécialiste d’homotopie
rationnelle, qui pourrait étre utile pour montrer 'unicité du modéle minimal pour les P-modules &
droite dans le futur.

Dans tout ce qui suit, i : M — (M P (Xo P),d) est I'inclusion d'un P-module M dans un
module semi-libre relativement & M.

Proposition 6.7. Soit

(M@(XoP),d) 0

un diagramme commutatif de morphismes de P-modules a droite. Et ¢ est un quasi-isomorphisme.
1l existe alors un relévement h : (M ®(Xo P),d) — N qui fait commuter le triangle supérieur et

qui fait commuter le triangle inférieur a homotopie preés.
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Pour prouver cette proposition, il faut commencer par voir que I'inclusion de P-modules & droite
M — (M & (X o P),d) est une cofibration dans la catégorie modéle des P-modules & droite. Pour
prouver cette affirmation on commence par rappeler trois résultats. D’abord, le lemme suivant, qui
est facile a prouver.

Lemme 6.8. Soit

% i in—1 i .
Zo‘[]%Zl‘1—>...—n——>Zn—n>...—>Z:C()lijZj

un diagramme dans une catégorie modele M. De plus on suppose que iy, est une cofibration pour
tout k > 0. La composition i : Zy — Z est alors aussi une cofibration.

Ensuite, un lemme qui est une partie de la proposition 1.2.5 dans [Hov99].

Lemme 6.9. Soit M une catégorie modele. Et soit A un objet cofibrant de M et f : X =Y une
équivalence faible entre objets fibrants. On a une bijection
£ m(A,X) S w(A,Y).
Finalement on rappelle une proposition qui est tirée de [Fre09].

Proposition 6.10. Un morphisme de P-modules a droite f : M — N est une cofibration si et
seulement si ce morphisme se décompose en une colimite

i i i1 in .
M =Ny >N, - ...~ N, ... > N = colimjN;

dans laquelle iy est une injection dont le conoyau est un retract d’un P-module libre Ly o P avec
Ly, une suite symétrique Z[%,]-libre en chaque degré du niveau r > 0 et munie de la différentielle
triviale.

Voila un lemme qui prépare le terrain pour la proposition qui affirme que M — (M @ (XoP), d)
est une cofibration.

Lemme 6.11. Soit X; la suite symétrique nulle en niveau strictement supérieur a i et qui coincide
avec X en niveau inférieur ou égale a i. On a que
(M & (X;_10P),d) — (M & (X;0P),d) est une cofibration, i > 0.

Preuve : On définit le Z[%;]-module gradué Zj, comme étant isomorphe au module gradué X (7)
jusqu’en degré k et comme étant nul en degré strictement supérieur a k, avec k > 0. On obtient
une suite d’inclusions de P-modules & droite

(M & (X; 0 P).d) 2 (M & (X, © Z) o P.d) = (M & (X; @ Z1) 0 P).d) > ...
. — colimy (M @& (X; ® Zx) o P,d) = (M & (X110 P), d).

Comme le foncteur — o P commute avec les colimites, il est évident que le conoyau de j,., 7 > 0, est
de la forme donnée dans la proposition ci-dessus. Ce qui termine la preuve. U

Proposition 6.12. L’inclusion M — (M & (X o P),d) est une cofibration.
Preuve : Soit X; comme ci-dessus. Le diagramme
M2 (Me (XooP),d) 2% (Ma (Xi0P),d) 2 ...
.= (M@ (X oP),d) = colim,(M @& (X o P),d)

est tel que j est une cofibration par le lemme précédent, ce qui permet de conclure avec le lemme
6.8. O
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Finalement on obtient le résultat voulu.
Corollaire 6.13. Considérons le diagramme

M— SN

g2

(M @ (X oP),d) o)
dans la catégorie des P-modules a droite avec p une équivalence faible. Il existe alors un relévement
h: (MEB(XOP), d) — U qui fait commuter le triangle supérieur et qui fait commuter le diagramme
inférieur a homotopie preés. De plus, h est unique a homotopie rel (i,g1) pres.

Preuve : Considérons la catégorie (M | Modp) des P-modules a droite en-dessous de M. Comme
expliqué dans [Hir03], cette catégorie est une catégorie modeéle si Pon choisit comme équivalences
faibles (respectivement fibrations et cofibrations) les équivalences faibles (resp. les fibrations et les
cofibrations) de P-modules a droite. L’inclusion M — (M @ (X oP), d) est un objet cofibrant dans
cette catégorie. De plus, tous les objets sont fibrants. Il suffit d’appliquer le lemme 6.9 en prenant
A=M— (M®(XoP),d) et f=p: (M5 N)— (M5 0) pour terminer cette preuve. [

Cas particulier des coalgébres (d’Alexander-Whitney)

Evidemment, tout ce qui précéde peut s’appliquer au cas des modules & droite qui proviennent
de coalgebres sur P via le foncteur 7 : P — coalg — Modp (voir la proposition 2.12). Ce qui
permet de définir et construire un modéle minimal pour toute P-coalgébre.

Corollaire 6.14. Soit C' une P-coalgébre. 1l existe un modéle minimal de la forme
f:(XoP,d) =T(0),
ot X est une suite symmétrique de modules gradués.

Ce modéle est appelé le modeéle minimal de C. En particulier, le corollaire précédent s’applique
au cas des coalgeébres d’Alexander-Whitney, puisque 'opérade AW satisfait
- AW(0) =0
-AWQ1) =7
- AW(n) est cofibrant pour n > 0
par la proposition 5.25.

Corollaire 6.15. Soit K un ensemble simplicial. 1l existe un modéle minimal
[ (X o AW, d) = T(C(K)),
avec X une suite symmétrique de modules gradués.

Ce modéle minimal est appelé le modéle minimal d’Alexander-Whitney de ’ensemble simplicial
K.
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6.2 Objet chemin dans la catégorie des modules & droite sur
une opérade

Dans cette section, on continue a travailler avec l'opérade P fixée au début de ce chapitre. De
sorte que le théoréme 2.16 s’applique.

Comme il semble qu'un objet chemin explicite dans la catégorie modéle des P-modules a droite
n’est pas encore disponible dans la littérature, on dédie cette section a la construction d’un tel
objet. Soit (M, par) un module & droite sur P avec M (0) = 0. Il faut trouver une factorisation de
la diagonale M — M x M qui soit de la forme :

M5 PM 2 M x M,

avec i une équivalence faible dans la catégorie des P-modules a droite et p une fibration dans
la méme catégorie des P-modules & droite. Rappelons que la diagonale de M comme P-module
coincide avec la diagonale de M comme suite symétrique par le théoréme 2.15; et la structure de
P-module de M x M est définie de maniére évidente. Pour construire cet objet chemin, on s’inspire
de l’objet chemin construit dans [Tan83] pour la catégorie des algébres de Lie différentielles graduées.

L’objet chemin construit ici est utile dans la suite de ce chapitre. Et plus généralement, un tel
objet chemin explicite est certainement opportun lorsque 1’on travaille dans la catégorie modéle des
P-modules a droite.

On commence par se donner un complexe de chaine €, Z-libre en chaque degré, et engendré
par 1, t et s, le degré de 1 et ¢ étant 0 et le degré de s étant -1. La différentielle est nulle sur 1
et s et envoie ¢ sur s. On munit € d’une structure de coalgébre cocommutative en définissant une
co-multiplication A par
-A) =121
SA) =ttt
-A(s) =t®s+ st
Il est clair que A est coassociative et cocommutative. Et il est clair aussi que A respecte la diffé-
rentielle.

Lemme 6.16. Soit (N, pyn) un C-module a droite. Alors M @ N est un P-module a droite.
Preuve : Le morphisme de structure p de M ® N est donné par

(M&N)oP~(M®N)o(P®C)% (MoP)® (NocC) L2222, Af g N.

Il reste a voir que les diagrammes usuels commutent. En particulier, il faut montrer que le dia-
gramme
loxy

(M®N)0PO'P (M@N)O'P

pol P
(M@N)oP—2L ~ (M®N)

commute. Ce qui se fait en découpant ce carré en petits carrés commutatifs :
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(M@N)oPoP o (M®N)oP

(M&N)o(P&C)o(PeC) — o (M& N)o ((PoP)®(CoC)) — " (M@ N)o(P&C)
olpge t L
(MoP)® (NoC))o(PeC) — (MoPoP)®(NoCoC) X207 iy o p) & (NoC)
pM®@pnol (prolp)®(pnole) PMOPN
(M®N)o(PaC) L (M oP) @ (NoC) —2 (M ®N).

En effet, il est évident que le diagramme du haut commute. Le petit diagramme a gauche (du
point de vue du lecteur) dans la deuxiéme ligne commute parce que la transformation naturelle
¢ est associative. Le diagramme & droite dans la deuxiéme ligne et le diagramme en-bas a gauche
commutent par naturalité de ¢. Finalement, le diagramme en-bas a droite commute parce que N
(respectivement M) est un C-module (resp. P-module) & droite. De maniére semblable on vérifie
que le diagramme d’unité commute :

(M®N)oJ

1R

1oA s

(M@N)o(J®J) : (MoJ)®(NoJ)

1R

lo(np®mnc) (Tonp)®(lonc)

PMAOPN

(M®N)o(P®C) : (MoP)® (Nol) M®N,

ol A 7 est défini par I'isomorphisme 7, =, Z®Z et munit J d’une structure d’opérade de Hopf. [

Ce lemme dit en particulier que M ® 7 (€) est un P-module a droite. On veut maintenant fac-
toriser la diagonale sur M de la maniére suivante :

ML MeT@) L Mx M,
avec 7 une équivalence faible et p une fibration.
Proposition 6.17. [l existe un objet chemin de la forme
M5 MeT(@E) L Mx M

dans la catégorie modéle Modp.
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Preuve : Commengons par définir i« : M — M ® 7(€). On définit 7 en niveau n en posant
i(m) = m® 19", En utilisant le théoréme de Kiinneth on voit que i est un quasi-isomorphisme. De
plus, il est clair que ce morphisme respecte l'action de X,,. Il reste & voir que c¢’est un morphisme
de P-modules a droite. Autrement dit, il faut vérifier que le diagramme suivant commute :

MoP— > (MeT(€)oP

p PM@T(C)

M

M ®T(@).

Mais si m € M(n) et ¢; € P(r;), avec 1 + ...+ 71, =7, 0n a

preT@)(io )M ®...0¢:) = puerc) (M1 @ (1 ®...®q))
= puMmMep@...0q,) ®1%"
ip(M @1 @ ... qn).

Il reste a définir p : M ® T (€) — M x M. Un élément typique de (M ® 7 (€))(n) est de la forme
T=mRr Q...Q Ty, avec z; € {1,t,s} et m € M(n). On pose

(m,m) siax;=1Vi
p(z) =< (m,0) siax; € {l,t} Viet il existe ¢ tel que z; =t
0 sinon.

Il est clair que p est une surjection (au niveau 0 il faut utiliser le fait que M (0) = 0). De méme,
on vérifie aisément que p respecte 'action de X,,. Il reste & voir que c’est bien un morphisme de
P-modules a droite. Il faut voir que

pol

(M®T(€)oP (M x M)oP

PM&T(C) PM x M

M@T@E) — > Mx M

commute. Pour vérifier la commutativité de ce diagramme, il faut faire trois calculs différents, un
pour chacun des cas donnés dans la définition de p. On va suivre le méme ordre que dans cette

définition. Et dans chacun des trois calculs, on prend t = m® 1 ® ... ® Ty, et q1, ..., g, comme
ci-dessus.
(i)

puxm@Pol)(r @1 ®...Q@q,) = prM((m,m) ®q ®...®qn)

(pM(m®Q1®-~~®Qn)apM(m®Q1®~~-®Qn))

= p<pM(m®ql ®...0¢q:)® 1®’°)
= PPueTC) (T ® ... ®qn)
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(i)
pruxu@Pol)(z@q®...®q,) = prM((m,0)®q1®...®qn)
= (pM(m®QI®~--®Qn)7O)

= p(pM(m®(I1®...®qn)®A(T1_1)(a€1)®...®A(T"_1)(xn))
= PPueT) (TR ® ... ®qn)

(iii)

puxvpol) (2@ ®...®¢,) = 0
= p<pM(m®q1®...®qn)®A(”*1)(z1)®...®A<”*1>(xn))
= PPueT) (TR ® ... ®qn)

O

En fait, ce n’est pas 'objet chemin construit dans la proposition précédente que ’on va utiliser
dans la suite de ce chapitre, mais une variante. Pour définir cette variante, on a besoin de modifier
le produit tensoriel niveau de deux suites symétriques.

Définition 6.11. Soit A et B deux suites symétriques. La suite symétrique A @4 B est la suite
symétrique définie par
(A, B)(n) = A(n) ® B(n), n >0,

ot Xy, agit sur A(n) uniquement.
Lemme 6.18. Soit (N, pn) une C-module & droite. Alors M ®4 N est un P-module a droite.

Preuve : Il suffit de vérifier que le morphisme p : (M ®4N)oP — M®,N défini dans le lemme 6.16
fait commuter les diagrammes d’équivariance du lemme 2.4. Soit n € Iy, m € M(k), n € N(k),
et p1 € P(n1), ..., pr € P(ng). Alors

op(1@G)(Mm@n@p &@...@p;) = oap(MONOPo-1(1) @ ... @ Po-1(k))
= opp(MON®Pr-1(1) ® ... @ Py-i())

= UQ(pM(m ® Po-1(1) @ - .. ®p571(k)) ®pn(n® 1®k))
= pu(M@Po-1(1) ® ... @ Po1(1))0n @ pr(n @ 19%),

et

plo@IDN(MIN@p1®...0p;) = p(mMoRnp Q...Q pk)
= pu(mMo®@p ®...®py) @ pn(n®19F),
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ce qui montre que

onp(l®6) (MNP ®...0pr) =plc@Id)(MON@p1 @ ... Q p)

puisque pps est un morphisme de suites symétriques. Il reste a vérifier la commutativité du deuxiéme
diagramme. D’une part

(M@®..0m)p(mMAINRP ®...Qpg) = (7'169...@Tk)(pM(mQ@pl®...®pk)®pN(n®1®k))
pu(mOp Q... P (T ® ... 87 @ py(n @ 19F)

et d’autre part

PlRT ®..07T)(MANAPI®...Qp,) = pMONAp1T1 Q... R PpTk)
= pu(MEpiT ® ... 0 peTi) ® pn(n @ 197),

ce qui montre la commutativité du deuxiéme diagramme. ]

Proposition 6.19. La composition M LM ®q 7T(€) L, M x M, oui et p sont définis comme
dans la proposition 6.17, est un objet chemin.

Preuve : La seule chose a vérifier est que i et p respectent I'action de ¥, au niveau n € IN. Mais
ceci est trivialement le cas par définition de i et p. ]

On a donc un deuxiéme objet chemin, et c’est celui-la que 'on utilise dans la section suivante.

Définition 6.12. Une homotopie (& droite) entre deux morphismes f,g: My — My de P-modules
a droite est un morphisme de P-modules & droite ® : My — My ®4 T (&) qui fait commuter le
diagramme suivant :

p1

N

P2

Dans ce diagramme, p; est la composition de p avec la projection sur le i-éme facteur.

6.3 Information donnée par le modéle minimal

Evidemment, la construction d’un modeéle minimal pour les P-modules & droite qui est donnée
plus haut dans ce chapitre est intéressante seulement si on peut en tirer quelque chose. Dans cette
section, on donne une idée de la direction dans laquelle on pourrait aller pour exploiter ce modéle
minimal.
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En effet, une question importante concernant le foncteur C' : sSet — AW — coalg est de déter-
miner la relation qu’il peut y avoir entre [K, L] = Ho(sSet)(kK, L) et [C(K),C(L)] = Ho(AW —

coalg)(C(K),C(L)), K et L étant des ensembles simpliciaux. La premiére chose & remarquer
est que [C(K),C(L)] nest pas un objet facile d’accés puisqu’il n’y a (encore?) aucun théoréme
qui donne l'existence d’une structure de catégorie modeéle (ou une autre structure qui permet de
faire de ’homotopie agréablement) sur la catégorie AW — coalg. Mais on peut utiliser le foncteur
T : AW — coalg — Mod 4y, et il est certainement sensé de poser & nouveau la question posée
ci-dessus, mais en remplacant le foncteur C par le foncteur TC : quelle est la relation entre [K, L] et
[TC(K), TC(L)] = Ho(ModAW)(TC'(K), TO(L)) ? Une premiére maniére d’aborder ce probléme
est de calculer ces deux objets chacun de leur coté pour certains K et L bien choisis et de comparer
ce que l'on obtient. Il s’agit donc d’établir une méthode qui permet de calculer, ou au moins de dire
quelque chose concernant [7C(K), 7C(L)]. Ce qui améne & I'un des résultats les plus spectaculaires
de I’homotopie rationnelle.

Théoréme 6.20. Soit X un espace 1-conneze tel que l’homologie H,.(X;Q) soit de type fini. Et
soit (AV,d) le modele minimal de Sullivan de X . Alors il existe un isomorphisme V™ = 7, (X) ® Q
pour tout n > 0.

Autrement dit, le modéle minimal d’un espace donne les classes d’homotopie rationnelle d’appli-
cations continues S™ — X, pour tout n > 0. On peut donc espérer que le modéle minimal développé
dans ce chapitre donne également des informations sur les morphismes entre modules & droite (bien
choisis) sur AW. On ne va pas, évidemment, donner une preuve du théoréme ci-dessus (on peut
en trouver une dans [FHTO01]), mais il est utile de comprendre pourquoi ce théoréme est vrai pour
mieux comprendre ce que 'on peut espérer tirer du modéle minimal pour les modules a droite sur
AW.

Ce que l'on fait maintenant de maniére trés informelle. On se place dans la catégorie modéle des
algebres de cochaines commutatives sur Q (voir [Hes07| par exemple). Cette catégorie est notée
CDGA. Remarquons que les algébres de cochaines commutatives sur Q "les plus simples" (mais
non-triviales) sont les algébres commutatives avec une copie de @ en degré 0 et une en degré n.
Chacune de ces algébres est notée C),. Si on fixe n > 1, alors 'algébre C), a la propriété suivante :
"testée contre une algébre de Sullivan minimal (AV,d)" elle donne V™. Plus précisément, on a
[(AV,d),C,] = V™, ou [(AV,d), C,] est une notation pour Ho(CDGAgq)((AV,d), Cy,). Mais C,, est
topologique puisqu’elle est réalisée par S™ : C,, = C(S™; Q). De plus, il y a une équivalence contra-
variante A de catégories entre la catégorie homotopique des algébres de cochaines commutatives
sur Q et la catégorie homotopique rationnelle des espaces topologiques si on se restreint aux ob-
jets 1-connexes avec cohomologie de type fini pour chacune de ces deux catégories. Par conséquent
on obtient un isomorphisme [S™, X|q = [A(X), A(S™)] = [(AV,d),C(S™)], ou [S™, X]q désigne les
classes d’homotopie rationnelle d’applications continues S™ — X. Ce qui explique V" 2 7,,(X)® Q.

Avant de retourner aux modules & droite sur une opérade P, prenons note des deux remarques
suivantes.

Remarque 6.2. Plus généralement, supposons que (AV,d) soit une algébre de Sullivan (non-
nécessairement minimale). Alors on a [(AV,d),C,] =2 Ker(d)/Im(d), Ker(d) et Im(d) faisant
référence au diagramme

Vn71 i) V’n i> V’n+1
d étant la restriction de la différentielle sur AV . Ce résultat se prouve sans véritables difficultés avec
l’objet chemin explicite disponible dans la catégorie modéle des algebres de cochaines commutatives

sur Q (voir [FHTO01] par exemple). En fait, la proposition 6.22 est inspirée du résultat rappelé ici
et se prouve de maniére semblable.
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Remarque 6.3. Soit (LW, e) le modéle minimal de Quillen d’un espace 1-connexe X tel que
I’homologie H,.(X; Q) soit de type fini. Alors on a lisomorphisme bien connu : W™ = H™"(X;Q),
n > 0. Ci-dessus on a expliqué conceptuellement pourquoi on peut lire les groupes d’homotopie
rationnelle sur le modeéle minimal de Sullivan. Un raisonnement tout-a-fait semblable dans le cadre
des algebres de Lie permet d’expliquer pourquoi le modele minimal de Quillen donne les groupes
d’homologie rationnelle.

Revenons maintenant aux modules & droite sur notre opérade P. Commencons par définir une
famille de modules & droite qui ont la propriété d’étre le "plus simple" possible.
Lemme 6.21. Soiti,j > 0. Et soit Y; ; la suite symétrique définie par

Zo sii=ketj=I1

Yi (k) = { 0

Paction de ¥; étant triviale. On peut munir Y; ; d’une structure de P-module & droite.

sinon,

Preuve : Pour définir 'action de P, p, il suffit de définir des morphismes de la forme
V(1) @ P()® 2 Yy;(i) — Yi;(i),

puisque P(0) = 0 et P(1) = Z. Evidemment, on choisit de prendre Iidentité. Il reste a voir que
cela définit bien une structure de module & droite. Il faut voir que

pol

}/;;ijPOIPH i,joP
[,
YijoP ———=Yi;

commute. En niveau différent du niveau ¢ il est évident que ce diagramme commute. Et en niveau
i ce diagramme devient

Y, @ P(1)® @ P(1)® —>Y; ; © P(1)®

Y,

Yy, © P(1)% Y;

VA

tous les isomorphismes étant les isomorphismes évidents. Donc ce diagramme commute également.
De maniére semblable on montre que

Yi;

IR

lonp

p
YijoP Yij
commute. Donc Y; ; est un P-module & droite. O

Maintenant, considérons un module & droite semi-libre (X oP, d). Ce module est cofibrant par un
résultat vu plus haut. On veut essayer de déterminer [(XoP,d),Y; ;] = Ho(Modp) ((XoP, d), Yi,j) ;
la proposition suivante n’étant pas une surprise si ’on se souvient de la remarque 6.2.
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Proposition 6.22. La différentielle d induit une différentielle sur X. En particulier, si on fize
i1>1etj>0 on ale diagramme
. d N d .
X(i)j41 = X(i); = X ()1

que l’on peut dualiser pour obtenir un diagramme de Z-modules

Modys, (X (i);-1,Z) = Modys, (X (i), Z) = Modys, (X (i);41, Z).

Alors il existe une surjection de Zi-modules

Ker(d")/Tm(d") = [(X o P, d), Yi .
Preuve : Commengons par remarquer que Modp((X o P,d),Y; ;) est en bijection avec les mor-

phismes de suites symétriques X ER Y; ; qui font commuter le diagramme suivant :

!

X ———=Y

ld ld
XopP——=Y;;.

(Dans ce diagramme, par abus de notation, on note de la méme maniére le morphisme X — Y; ; et
le morphisme X o P — Y; ; que 'on obtient par définition du foncteur libre. Cet abus de notation
sera utilisé plus loin dans des situations similaires.) Par définition de Y ;, ce diagramme commute
si et seulement si le diagramme suivant commute :

X ()41 0
£ £
(X 0 P)(i); ——= Yi;(i);-

Mais
xor)i) = [T Xtm & ([ P e.. . Pin) © Z[]),

i>m>1
et le morphisme f: X o P — Y; ; est nul sur

I I X(m) I | Pi1) Plim) © Z[%])
) Xm 2
i>m>1 1€Im i -
par construction. Ce qui entraine 'existence d’ une bijection entre Modp((X o P,d),Y; ;) et en-

semble des morphismes de Z[X;]-modules X (7); EN Y; ;(i); qui font commuter le diagramme sui-
vant :

X(i)j+1 >0
ld :
(4); Yi;(4);
Autrement dit, Modp((X o P,d),Y; ;) = Ker(d*) comme Z-modules, ou d : X(7);41 — X (7);.

On a donc établi une surjection S : Ker(d*) (X oP,d),Y; ;] de Z-modules. Il reste, pour termi-
ner cette preuve, a montrer que le noyau Ker(S) contient I'm(d*), d étant cette fois le morphisme

X
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d: X(i); — X (i)j—1. Pour cela prenons f € Im(d*), ce qui signifie que f se factorise de la maniére
suivante :

foX(i); 5 X (i) 4 Y ;(d);.

A partir de cette donnée on construit une homotopie a droite entre I'application nulle et f, vu
comme morphisme de P-modules & droite (X o P,d) — Y; ;. Pour cela, établissons la notation.
Soit ey, un élément d'une Z[%;]-base choisie de X (); et soit &; un élément d’une Z[¥;]-base choisie
de X (i);—1. Supposons que f(er) = Ay et que f(e1)) = ma, avec A\, € 7Z. De plus, posons
d(ey) =Y, e, avec 4F € Z[%;] pour tout k, 1.

On tire profit de 'objet chemin défini dans la section précédente et on définit I’homotopie

P:(XoP,d) =Y ; ®,T(¢)

entre 0 et f en posant ®(ex) = \pa ®@ (t @ 1971 et ®(g;) = (1) o ® s ® 1°71. Partout ailleurs,
on définit & comme étant nulle. Il faut vérifier que le diagramme habituel commute :

X —2>Y,;8,T(Q)
ld ld
XoP —2=Y;; ®, T(C).

Par définition, le diagramme ci-dessus commute si et seulement si il commute en niveau . Et en
niveau 4, ce diagramme commute trivialement sauf dans les trois cas suivants :

X (i) 41— (Y;1(i) @4 €®7) 114

| |
X(i); —2 (Yij(i) ©, €¥),,

X (i); — = (Yi (i) ®, €97);

ld ld

X(i)jo1 — = (Y;,1(i) @4 €)1,

X (1)1 — (Yij (i) ®, €9%);_,
L
X (i)j-2 == (Yi3(i) ® €2%); 5.

Le premier (depuis le haut) de ces trois diagrammes commute car si © € X(4);41 et que l'on note
d(z) =", erfBr, Bk € Z[¥;] pour tout k, alors

Qd(z) = ‘I’(Z exBr)

k
d (e te17h)s,
k
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— Z ()\kozﬁk ® (t ® 11-71))
k

Mais f € Im(d*) C Ker(d*). Et donc

0 = fd(x)
= fO_ erBr)

k
Z)\kaﬂk.
k

Le troisiéme diagramme commute car

d(I)(€l)

d(-1) a® s 1971
0,

par définition de ® et d. Enfin, le deuxiéme diagramme commute car

d@(ek)

d(Ara® (t®197h)
YAra ® (s ® 1971

Y (may @ s @197
l

(=17 (ma®s @197 )y,

l
(> e
l
= @d(ek),

—
*
=

(—1
(~1

légalité (x) étant vraie car f = fd entraine

Ce qui termine la preuve.

Retournons au cas ou P = AW. On peut tout de suite remarquer deux choses.

v = f(ex)
= fd(ex)

FO am)
l
ZMO&%-
l

O

e Comme le foncteur 7C' est covariant, on peut essayer de comparer le modéle pour T C’(K ) avec
[K,S"] (plutot qu’a [S™, K] comme dans le cas du modéle de Sullivan), K étant un ensemble
simplicial et S™ étant une sphére simpliciale de dimension n.
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e Il y a une deuxiéme différence avec le cas de I’homotopie rationnelle : la famille des modules a droite
sur AW qui ont la propriété d’étre aussi "simples" que possible n’est pas une famille de modules
réalisables par un ensemble simplicial. Plus précisément, il n’existe aucun quasi-isomorphisme entre
TC (K) et Y; j, quel que soit I'ensemble simplicial K et quel que soient 4,j € IN. Ce qu’il reste a
faire est donc de considérer le AW-module a droite topologique le plus simple, a savoir 7C (S™), et
de déterminer quelles informations sur [(X o AW, d),7C(S™)] on peut tirer de (X o AW, d).
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Chapitre 7

Problémes ouverts

En plus des problémes abordés dans ce travail, il y a beaucoup d’autres questions au sujet de
lopérade d’Alexander-Whitney et au sujet des coalgébres d’Alexander-Whitney auxquelles il serait
trés intéressant de pouvoir répondre. Ce dernier chapitre en présente quelques-unes qui semblent
particuliérement briilantes. La premiére section discute de la théorie de I’homotopie des coalgébres
d’Alexander-Whitney, et les trois sections suivantes traitent de questions opéradiques.

7.1 Théorie de ’homotopie des coalgébres
d’Alexander-Whitney

Pour la catégorie des algébres sur une opérade, il existe différents résultats (voir [BMO03] par
exemple) qui donnent des conditions permettant de garantir I’existence d’une structure de catégorie
modéle. Pour la catégorie des coalgébres sur une opérade la situation est tout-a-fait différente. Il
ne semble pas du tout facile de montrer que (sous certaines conditions) la catégorie des coalgébres
sur une opérade puisse étre munie d’une structure de catégorie modéle.

Pour illustrer la différence entre coalgébres et algébres sur une opérade, attirons I’attention sur

[Smi03]. Cet article montre comment construire la coalgébre co-libre sur un complexe de chaines V'
qui est R-libre en chaque degré; R étant un anneau fixé. Mais cette construction est sensiblement
plus compliquée que dans le cas des algebres. De plus, J.R. Smith explique (voir [Smia]) que le
complexe de chaines sous-jacent a la coalgébre co-libre sur V' n’est, semble-t-il, pas nécessairement
libre en chaque degré. En conséquence on n’obtient pas un couple adjoint (oubli, colibre), alors que
le résultat dual est bien connu dans le cas des algébres sur une opérade.
Le cas des (co)limites n’est pas facile non plus. L’article [Smib] peut étre un point de départ pour
étudier les colimites et surtout les limites dans la catégorie des coalgébres sur une opérade. La aussi,
la situation semble étre plus compliquée que dans le cas des algébres (voir [GJ]), illustrant le fait
que la catégorie des algébres sur une opérade P et la catégorie des coalgeébres sur P ne sont pas des
catégories duales I'une de 'autre.

Pour éviter ces difficultés, la stratégie qui a été choisie dans ce travail est de regarder les coal-
gébres sur une opérade comme étant des modules a droite sur cette méme opérade ; cette catégorie
ayant des propriétés agréables (et utilisées dans le chapitre précédent). Il faudrait évidemment étu-
dier cette idée plus en profondeur. Une premiére question que l'on peut se poser est la suivante :
est-ce que le foncteur 7C' est membre d’un couple de Quillen ?
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Proposition 7.1. Le foncteur TC n’est pas membre d’un couple de Quillen.

Preuve : Le foncteur C' des chaines normalisées sur un ensemble simplicial ne préserve pas les
limites. Par conséquent TC ne préserve pas les limites non plus.

D’autre part, 7C ne préserve pas les cofibrations. En effet, considérons la cofibration A'[2] = A[2],
ot A'[2] est la premiére corne du 2-simplexe standard A[2]. On peut appliquer 7C' a cette cofibra-
tion et l'intégrer dans le diagramme de AWW-modules & droite suivant :

TOA'[2) ———=TC(A'[2))
TC (i)

TC(A[2]) —— 0.

Il est clair (voir la proposition ci-dessous) que TC (i) est une équivalence faible, de méme qu’il est
clair que T C’(Al[Q]) — 0 est une fibration, puisque c’est une surjection. Il suffit donc de montrer
que le diagramme ci-dessus n’admet aucun relévement dans Mod 4y pour montrer que 7C ne
préserve pas les cofibrations.

Les n-simplexes de A[2] sont notés z;,, . ;.. On a que 0j(x;,, .. i,) = Ty, sij—1,854150n
suite on n’intercale pas de virgules). Au niveau 1, le carré commutatif ci-dessus devient

(dans la

C(A'[2)) ————=C(A']2])
1610

C(A[2]) ———o.
On a

C(Al [2]) =0— ZIL‘Ol D leg — ZQZ‘O D ZIEl D ZIQ

et
C(A[Q]) =0 — Zxo1a — Zxos ® Zxor D Zx1o — Zixg D Zixy & Zixs.

Et il faut trouver une retraction r : C(A[2]) — C(A'[2]). Il reste a étudier le comportement possible
de r sur le simplexe xg2, puisqu’il n’y a pas de choix sur les autres simplexes. Mais il faut que r
commute avec la différentielle, et on doit donc avoir dr(zg12) = rd(zo12). Cette égalité s’écrit

0 =212 +x01 — T(xog).

Ce qui force r(z92) = xo1 + 212. Mais pour que r préserve la structure de AW-module, il faut en
particulier que le diagramme suivant commute :
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r®l

C(A[2]) ® AW(2) C(A'2]) @ AAW (2)

P1 P1

®2

C(A2]) - C(A'[2]),

ol Y est la co-multiplication. D’une part on a

(Pro(r@l))(zoe®Id) = P1((xo1 + 212) ® Id)
A(zor + 12)
= 20®To1 +2To1 ®T1 +2T1 Qx12 + T12 ® X2

et d’autre part on a

(r®2 o) (zo2 @ Id) = 1r%%(x0 @ 202 + o2 @ 22)
= 20® (xo1 + z12) + (Zo1 + Z12) ® T2
= X9 ®To1+ 2o QT2+ To1 @ T2 + T12 D Ta.

Ce qui prouve que r ne peut pas étre le niveau 1 d’un morphisme de AVW-modules a droite.

O
Mais on a la proposition suivante.
Proposition 7.2. Le foncteur TC préserve les équivalences faibles.
Preuve : C’est une conséquence du théoréme de Kiinneth. O

Par conséquent, le foncteur 7C peut tout de méme étre utilisé pour comparer la catégorie
homotopique de sSet avec la catégorie homotopique de Mod 4yy. Le chapitre 6 présente ’ébauche
d’une telle comparaison, puisqu’on y développe des outils pour déterminer si 7C' est plein ou fidéle
au niveau de la catégorie homotopique (on peut aussi se demander comment 7 C se comporte au
niveau de la localisation en hamac (voir [DK80])).

L’étude du foncteur 7C est certainement intéressante, mais nous éloigne de Pobjectif initial qui
est de comprendre le foncteur C. Pour se rapprocher de cet objectif, il semble intéressant d’étudier
le foncteur 7. Ce foncteur est plein et fidéle, et I'on peut se demander ce qu’il se passe au niveau des
catégories homotopiques (ou des localisations en hamac). Ici, on définit la catégorie homotopique
des coalgebres d’Alexander-Whitney comme étant la localisation de AW — coalg par rapport aux
morphismes qui sont des quasi-isomorphismes.
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7.2 Relation entre 'opérade d’Alexander-Whitney et les opé-
rades associative et commutative

Par définition de I'opérade d’Alexander-Whitney, il existe un diagramme d’opérades

A\AW/C.

Comme la catégorie des opérades qui sont nulles en niveau 0 forme une catégorie modéle (voir le
théoréme 2.11), on obtient le diagramme suivant :

Ao E.
~ AW ~

A C

~

ou les fleches verticales sont des remplacements cofibrants. Tous les carrés et les triangles com-
mutent, sauf éventuellement le triangle du haut qui commute au moins & homotopie prés. De plus,
il est "bien connu" que le morphisme A, — E. est filtré par les opérades de chaines des petits
n-cubes :

Ao =F1 — Ey — ... — EL.

Il est donc naturel de se demander si Ay, — AWs et AW, — E se factorisent par E, pour
un certain n. Et de maniére plus générale, il est certainement intéressant d’étudier les relations qui
relient les opérades présentes dans le diagramme ci-dessus. Pour attaquer ce probléme, il serait bien
d’avoir une description explicite de AWy, .

7.3 Remplacement cofibrant de I’opérade d’Alexander-Whitney

Une maniére d’aborder ce deuxiéme probléme est de répondre & une autre question. A savoir,
déterminer si AW est une opérade de Koszul ou non. La premiére chose & remarquer est qu’il n’est
pas clair (du moins pour l'auteur) si cette question a un sens. En effet, la notion de "Koszulité"
(voir [LV] qui présente une généralisation de [GK94| due & B. Fresse ([Fre04])) est définie pour des
opérades quadratiques. Et s'il est clair que AW est quadratique lorsque I'on oublie la différentielle,
il n’est au contraire pas évident que AW est quadratique lorsqu’elle est munie de sa différentielle
non-triviale.
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Un autre angle d’attaque possible est de remarquer que si on oublie la différentielle sur AW, alors

AW=F(X@aY)/<R>,

ot X est la suite symétrique (usuelle) qui engendre A et ot R est la suite symétrique définie par la
relation d’associativité. Comme le foncteur libre commute avec les colimites, on obtient que

AW = A[] FY.

11 est tentant (mais certainement naif!) d’essayer de construire un remplacement cofibrant a
partir de

A [T FY-

Et terminons par une derniére question concernant AW,.. En effet, rappelons que si C est
une coalgébre d’Alexander-Whitney qui satisfait une condition supplémentaire de finitude locale,
alors QC' est munie d’une structure d’algébre de Hopf (non-coassociative). On peut se demander,
dans le cas oi C est une AW.-coalgébre (qui satisfait une condition de finitude local), si QC' est
encore une algébre de Hopf. Dans cette situation, on considére 2C' avec la différentielle induite par
la structure de As-coalgeébre sur C. Pour répondre a cette question, il faut avoir une définition
explicite des AW,,-coalgebres, ce qui renforce encore la motivation pour déterminer explicitement
un remplacement cofibrant de AW.

7.4 Le SDR d’Eilenberg-Zilber topologique

Rappelons que si K et L sont des ensembles simpliciaux, alors on a le SDR d’Eilenberg-Zilber
suivant :
VKL

C(K)®C(L) =——=C(K x L) O ¢k,

fr,L

ot fx.1, Vi1, et i 1 sont la transformation naturelle d’Alexander-Whitney, la transformation
naturelle d’Eilenberg-Zilber, et I’homotopie d’Eilenberg-MacLane respectivement. Comme 'opé-
rade d’Alexander-Whitney est une opérade de Hopf, autant C'(K)® C(L) que C(K x L) sont munis
d’une structure de coalgébre d’Alexander-Whitney. La question naturelle que 1’on peut se poser est
la suivante : est-ce que ces deux coalgébres d’Alexander-Whitney sont équivalentes dans un sens
raisonnable ? Une réponse positive permettrait d’utiliser la "petite" coalgébre C(K)® C(L) au lieu
de la "grande" coalgebre C'(K x L).

La premiére chose que 1'on peut noter est le contre-exemple suivant.
Proposition 7.3. Ni fx 1, ni Vi, ne respectent la structure de coalgébre d’Alexander- Whitney.

Preuve : 1l est évident que fx 1 ne respecte pas la structure de coalgébre d’Alexander-Whitney,
puisque cette application ne respecte pas la co-multiplication. Au contraire, Vg, respecte la co-
multiplication, et il faut aller chercher un contre-exemple plus compliqué, qui est donné dans ’an-
nexe sous forme de la proposition A.20. U

Cette proposition signifie que fx 1, et Vg 1 ne sont pas bien adaptés pour comparer la structure
de coalgebre d’Alexander-Whitney de C(K) @ C(L) avec la structure de coalgebre d’Alexander-
Whitney de C(K x L).
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Comme il est tout de méme désirable de déterminer si la structure de coalgébre d’Alexander-
Whitney de C(K) @ C(L) et celle de C'(K x L) sont équivalentes, on peut essayer de résoudre
cette question dans la catégorie des AW,.-coalgébres. Comme AW, est cofibrante par définition,
les coalgébres sur cette opérade devraient avoir de jolies propriétés homotopiques. En particulier,
il devrait étre possible de transférer la structure de AW-coalgébre (vue comme une structure de
AWeo-coalgebre) de C(K x L) sur C(K) ® C(L) a travers le SDR donné ci-dessus. De cette fagon,
C(K)®C(L) serait muni d’une structure de AWso-coalgebre, et il s’agirait alors de comparer cette
structure avec la structure de coalgebre d’Alexander-Whitney de C(K) ® C(L) qui provient de la
structure d’opérade de Hopf de 'opérade AW.
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Annexe A

Annexe

A.1 Reégle de Koszul

La régle de Koszul dit qu’'un signe apparait lorsque ’on permute deux symboles qui représentent
des éléments d’un complexe de chaines et/ou des morphismes de modules gradués d’un certain
degré. Ici, on rappelle lorigine et quelques énoncés précis de cette régle, dans le cadre de Ch(Z).
Commengons par donner ’énoncé exact de cette régle.

Régle de Koszul. Sia et b sont des symboles qui représentent des objets de degré m et n respec-
tivement, et que 'on permute ces deux symboles, alors le signe (—1)™" apparait.

En fait, l'origine de cette régle se trouve dans la définition de la structure monoidale de Ch(Z).
Commengons par rappeler la définition du produit tensoriel de deux complexes de chaines.

Définition A.1. Soit (A,da) et (B,dg) deuzx complexes de chaines. Alors
(A® B,dagp) = (A,da) ® (B,dp) est défini par

(A® B), = H A; ® B
i+j=n
et
dagp(a®@b) =da(a) @b+ (=1)a @ dg(b),

ot a est un élément homogéne de A et b un élément homogéne de B. Evidemment, |a| est une
notation pour indiquer le degré de a.

On peut vérifier facilement que la différentielle définie ci-dessus est bien une différentielle, tout
comme il est évident que la formule d(a ® b) = d(a) ® b+ a ® d(b) ne définit pas une différentielle.
Ensuite, I'isomorphisme de symmeétrie de la catégorie monoidale des complexes de chaines fait éga-
lement intervenir un signe.

Définition A.2. L’isomorphisme naturel Tap : AQ B — B ® A est défini par 74 p(a ® b) =
(1)l & g,

A nouveau, il n’est pas difficile de vérifier que 7 respecte la différentielle, alors que le morphisme
défini par 7(a ® b) = b ® a ne respecte pas la différentielle.
La structure monoidale de la catégorie des complexes de chaines est fermée, et 1a aussi un signe
intervient nécessairement.
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Lemme A.1. Le couple de foncteurs ((— ® A), Hom(A, —)) est adjoint. Ici, Hom(A, B) est le

compleze de chaines dont les éléments de degré n sont les morphismes de modules gradués de degré
n. Et la différentielle est donnée par

diroma,)(f) =dp o f = (~1)/If o dy,
ot f: A— B est de degré |f].

La plupart des autres signes qui peuvent (et doivent!) apparaitre sont des conséquences des
définitions et du lemme ci-dessus. Les deux lemmes ci-dessous en sont des exemples.

Lemme A.2. L’isomorphisme naturel Ch(Z)(A® B, A® B) => Ch(Z) (B,Hom(A, A® B)) donné
par le couple adjoint ((— ® A), Hom(A, —)) envote l'identité sur le morphisme de complexe de

chaines f : B — Hom(A, A ® B) défini par f(b) = — ® b, pour b un élément homogéne de B.
Sachant que (— ®b) € Hom(A, A ® B) est défini par (— @ b)(a) = (=1)Ila @b, otia € A est un
élément homogéne de A.

Lemme A.3. Soit C' une coalgébre sur une opérade P, les morphismes de structure étant notés
0, : C®P(n) — C®". On a alors que 0,(c @ p) = (=1)PG(p)(c) ou 6 : P — CoEnd(C) est
(aussi!) la structure de P-coalgébre de C.

Enfin, notons la remarque ci-dessous.

Remarque A.l. Le complexe de chaine sA est défini par (sA), = An,—1 comme module gradué.
Et sa différentielle est définie par d(sa) = —sda, en parfaite conformité avec la régle de Koszul,
puisque d est de degré -1 et puisque s est de degré 1. On définit le complexe de chaine s~ 'A de
maniére similaire.

On peut remarquer que le signe n’est pas nécessaire pour que d soit une différentielle, et trouver une
raison qui force la différentielle a étre comme définie ci-dessus ne semble pas évident. C’est tout de
méme cette définition qui est utilisée tout au long de ce travail.

A.2 La transformation naturelle d’Alexander-Whitney,
la transformation naturelle d’Eilenberg-Zilber,
et ’homotopie d’Eilenberg-MacLane

Soit K et L des ensembles simpliciaux. Les faces d’un ensemble simplicial sont notées d; et les
dégénérescences sont notées s;. Considérons le diagramme suivant :

Vik,L
CK)®C(L) ———=C(K x L) O ¢k,

fr,L

ot fr,r est la transformation naturelle d’Alexander-Whitney, et ot Vg 1 est la transformation
naturelle d’Eilenberg-Zilber. Ces deux transformations naturelles sont définies par

Frn(k,) = digr...dyk @ djl,
=0
avec (k,l) € (K x L), et par

Virpk@l) = Y (1" (s, .. 50k s, .. 5p,0),
(#a”)esp,q
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ot S, 4 est 'ensemble des (p, g)-battements (shuffles en anglais), ot sgn(u) est la signature de g,
etounk € K,, 1€ L,

Ces deux transformations naturelles sont bien connues (cf. [Lan63], par exemple), alors que '’homo-
topie ¢, I'est moins. Pourtant, une description explicite pour cette homotopie existe également,
méme si elle est sensiblement moins pratique & utiliser que celles existants pour fx 1, et Vg 1. L’ob-
jet principal de cette section est de rappeler la définition explicite de ¢k 1, donnée dans [EM54], et
de calculer cette homotopie en dimension 2.

Pour définir ¢k 1, qui est appelée ’homotopie d’Eilenberg-MacLane dans ce travail, il faut
commencer par expliquer ce qu’est un opérateur dérivé. Ceci est fait dans [EM53] avec tous les
détails, mais on va briévement rappeler ici ce qui est nécessaire pour définir g .

Définition A.3.

e Soit
f:Sjt...Sjldis...dil ZKn—>Km,
avec
0<ig<...<11<n
et
0<j1<...<jr <m.
Alors

f/ : KnJrl - Km+1

est défini par f'(kns1) = (Sj,41 -+ Sj+1dis41 - - - diy 1) (kng1), pour tout kni1 € Kypy.
Evidemment, on peut étendre f en un morphisme de groupe abélien F : Cp(K) — Cp(K). On
définit F' : Cpy1(K) — Cpt1(K) comme étant l'unique extension linéaire de f”.

e Soit g : L, — Ly, de la méme forme que f. Alors (f X g)' : Kny1 X Lpt1 — K1 X Lyt est
défini par (f % 9)' (knt1,lng1) = (F/(knt1), ' (Ins1))-

De maniére analogue a ce qui a €té fait ci-dessus, on peut définir l’extension

FxG:Ch(K x L) — Cpn(K x L) et Uopérateur dérivé (F x G)' : Cpy1(K X L) = Cppp1 (K x L).
o Finalement, si f1,...,fr : K, — K,, sont des applications de la méme forme que f, et si
1y 9r + Ly — Ly, sont des applications de la méme forme que g, alors (Fy + ...+ F,.) =
F{++FT/, et (Fl XG1+...+FT XGT)/ = (F1 XGl)/+...+(FrXGT),, O’ELFl,...,Fr,Gl,...,GT
sont les extensions linéaires évidentes.

On peut maintenant donner une définition explicite de 'homotopie d’Eilenberg-MacLane .

Définition A.4. On définit vk, 1, par récurrence :

0 sin=20

kn,ln) = 1
#rL{Ens Ln) {—<P’K,L(kn,ln)+(VK,LfK,L)'So(knaln) sinon.

Lemme A.4. Soit ks un 2-simplexe de K et ly un 2-simplexe de L. Alors

oK Kk (k2,l2) = —(s1k2, s2l2) + (s250daka, s1l2) — (s150d2ka, s2l2) + (Sok2, s2s1d1l2).

Preuve : On écrit ¢ = 91, f = frL. et V=V 1.
Par définition, on sait que ¢(ka,l2) = —¢'(ke,l2) + (V) so(ka,l2). Mais on sait par [EM54| que
(p(kh l1) = (Slsodlkl, Soll) + (Sok’l, Slll). Donc (pl(k’g,ZQ) = (8281d2k2, 8112) + (81]62, 8212). De phlS7

Vi(ka,la) = V(didaks ®ly + daks @ dolay + ka2 @ dodpls)
(s1s0d1daka, l2) + (s1daka, sodola) — (sod2ks, s1dola) + (K2, s150dodol2).
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Donc

(Vf),(kg, 13) = (Sgsldgdgkg, l3) + (Sgdgkg, Sldllg) — (Sldgkg, Sgdllg) + (]{37 Sgsldldllg).

En particulier, on obtient :

(V) (soka, solz)
= (s2s1dadssokz, sol2) + (s2d3soka, s1d1so0l2) — (s1d380k2, s2d150l2) + (Sok2, s251d1d150l2)
= (s2s180d1d2ks, sol2) + (s250daka, s1l2) — (s150d2ks, s2l2) + (Soka, s2s1d1l2).

On en tire que

o(ka,l2)
= —¢'(ka,la) + (V) so(ka,la)
= *(5281d2k2, 5112) - (Sle, 5212) + (525180d1d2k2, Solz) + (5250d2k2, 5112) - (8150d2k2, 5212)
+(s0ka, s251d112)

—
*
—

= —(Slkz, 3212) + (8280d2k2, 8112) - (8180d2k2, 8212) + (SOkQa 8281d152)~

L’égalité (x) est justifiee par le fait que sas1 = s181 et que $28150 = SpSpS0, Ce qui montre que
(8281d2k‘2,81l2) et <828150d1d2k2,80[2> sont dégénérés. ]

A.3 Calculs utiles dans le chapitre 2

Morphismes DCSH "classiques"

Un lemme préliminaire est utile pour prouver le résultat principal de ce paragraphe ; commengons
avec lui.

Lemme A.5. Soit C' un compleze de chaines et n > 1. Alors
d(s—lc)®n = (—I)Z(n) (871)®ndc®n5®n,
n
avec Y (n) := > i.
i=1

Preuve : On procéde par récurrence sur n.
Pour n = 1, cette égalité est vraie par la définition de la différentielle de s~*C' (voir la remarque
A.1). Pour n > 2, 0n a

(1) (7)Mo 52

= (_1)Z(n)(8—1)®n((dc ® 1®n—1> +(1® dc®n—1))8®"
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= (—D)ZM(sTHE(de @ 197159 4 ()= (sTHE (1 @ dewn-1)s"

= ()X (sH®(des @ @) + (=DM (7L @ ()2 Ldpgn—1)s®"

- (71)2(77,)4»2(77,72) (s’ldcs ® (5715)®n71) + (71)Z(n)+n (5715 ® (571)®"*1dc®n715®”’1)
= —(s'dgs® 19" + (—1)2(”_1) (1 ® (S_l)®n_1dc®n715®n_1)

= (@1 @19 + (1@ d-10)on-1)

= d(s—lc)@m.

O

Lemme A.6. Il existe une bijection entre A—alg(QC, QD) et l'ensemble des suites de la forme
{gn :JO — (JD)@m}nZl

et qui sont telles que g, est de degré n — 1 et telles que
1.

n—1

> (=1)"[(g5 @ gn-j)Ase — (Id® ' @ Ayp @ 1d®" T ) g 1] = gnde + (—1)"djpengn
=1

soit satisfaite pour tout n > 1,

2. Y i>19i soit localement fini (autrement dit, cette somme est finie quel que soit I’élément de JC
sur lequel on l’évalue).

Preuve : Soit F': QC — QD un morphisme d’algébres. Ceci est équivalent a se donner un mor-
phisme f : s71JC — QD de degré 0 qui fait commuter

s~tJC BN QD

ldszc ldSZD

0c —2= D,

ou F est le morphisme d’algébres graduées induit par f. Calculons m,dgpf et m, Fdoc, ou

7 2 QD — (s71JD)®" est la projection évidente. Pour cela, commencons par décomposer f en
[ =1 fisavec fr, =mf s 1JC — (s71JD)®" (il n’est pas difficile de voir que fj est néces-
sairement nul, car dans le cas contraire le diagramme ci-dessus ne commute pas). On obtient

Tndap f

= mudap Y f;

i>1
- ’/TndQD(fn +fn71)
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n—1
@ (=)= (sTHE"d 1 pyen O fr + Z (1®j71 @ (s @sTAps® 1®"7j71)fn—1,

j=1
Pégalité (x) étant justifiée par le lemme précédent. D’autre part
T, Fdoc = wnF( — s Y'djos+ (s_1 ® s_l)AJCS>
= mu( = s s+ (FE N @ 5T Acs)
= 7Tn< — Z fis_ldJCS + (Z fz X Z fi)(s_l ® 8_1)AJCS)

i>1 i>1 i>1

n—1
= —fasT'dyes+ (O Fi @ fasi)(sT @ s Ao
i=1

Donc

@ dapfst
= (1= sE (5B pyen s fus !
n—1
+ Z s®n (1®j*1 @ (s '@sH)Aps® 1®n*jfl)fn71871
j=1
= (—1)nd(JD)®nS®nfn871

n—1
D (19 g Ayp @ 18I )5 !
j=1

puisque (—1)2M+X (=1 — (_1)» Et

n—1

¥, Fdocs™ = —s®"fus 'dye + Z(S@ ®@ s (fi ® fuoi)(sT @ 5T A
=1

n—1
= =¥ fus T Mye + Y ()P fisT @ 5T s T A

i=1

En posant g, = s®"f,s~ !, pour tout n > 1, on obtient

n—1
S®n7TndQDf571 = (—1)”d(JD)®ngn + Z(—l)niju@jil®AJD®1®nij71)gn—1
=1
et
n—1
s maFdocs™ = —gndso + (1) (9 @ gu—i)Asc-
i=1
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Finalement, on obtient 1’égalité

n—1

gndso + (=1)"d(spysngn = (1) ((gj ®gn-j)Asc— (1% @A) ® 1®"_j_1)9n71>~

Jj=1

Enfin, > ;. g; est localement fini puisque >, f; est localement fini par définition de la construc-
tion cobar. -

O

A.4 Calculs utiles dans le chapitre 4

Théoréme de Gugenheim-Munkholm

Théoréme A.7. Soit
v
X <:f> YOop
un SDR d’Eilenberg-Zilber, et soit F' = { f,}nen la suite définie par

h=f

et
n—1

fn= Z(_l)n7i+1(fi ® fn_i)Ap, pour n > 2.

i=1

Alors F est un morphisme DCSH.

Preuve : Dans cette preuve, on utilise la notation fy = 0. Il est évident que f,, est de degré n — 1,
il reste & montrer (par récurrence) que

n

S DS @ farag) Ao — (1d¥1 @ Ap @ 1d®" ) fu] = fagado + (—1)" dpenss fayr-
j=1

Pour n =1 et n = 2, c’est évident, et pour n > 3, on a
fn-i-ld"' (_1)n+1fn+1

(V" ® Far)pd + ()" (Y1) @ faric)Ap)

i=1
n

( )n Z(ﬁ & f71+1 Z)AQOdJF n+1 Z n Z dfv & f71+1 z)AQP

H'M:
)

I

©
Il
-

n+lZ n 1 fz®dfn+1 Z)ASO

= D (D" ® fap1-i)Apd
i=1

# ([

i=1
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i—1
SEDH(fr @ fii)A = (Id*F e A fd@i_k_l)fi—l]} ® fn+1z') Ap

k=1

D ()" fariad

VMU @ fariio)A = (% @ A 1) £ ) )Ag

el
I
—_

Z )" Z (fi ® fny1-:)Apd

n+1

D (e

i—1

Y ([0 @ fo] @ i) A
i=1

(=1 i(—l)”‘i ([0 0 & A6 1)) @ furri) A

k=1

+Z f1 nilfnJrl zd])ASO

+ zn: (fz ® [ni(_l)k(fk ® fn+17¢7k)A})Acp
1=1 k=1

@
Il
—
=~
I
-

Z(il)nil(.ﬂ ® f7l+1—i)A<Pd
i=1

+ Z(—l)n_i(fi ® fr+1-i)(d ®1)Ap

=1
n t—1
n+1zz n z+k fk®fz k®fn+1 )A(Q)tp
i=1 k=1
n i—1
SO I @ A @ 1d ) (fi © fuin-)Ag
=1 k=1

n

+Z )" ® fas) (1@ d)Ag

n n—i

+ZZ fz®fk®fn+1 i— k)A()
i=1 k=1

+ZZ k 1 d®z+k 1®A®[d®n i— k)(f ®fn Z)
k=1

i=1
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n

= D (“1)"Hfi ® fas1-i)Alpd + dip)

i=1

n 1—1
+1 Z n z+k fk ®fl X ®fn+1 z)A(z)QP
=1 k:l
+ Z Z(*l)k(fi @ fr ® fn+1—i—k)A(2)<p
1=1 k=1
n i—1
n+lzz n+1 z+k d®k: 1®A®Id®n k)(f 1®fn+1 1)A(,0
i=1 k=1
+ZZ(—1)k71(1d®i+k71 QAR Id®n7i7k)(fi ® fnfz)ASﬁ
=1 k=1

= > (-D"fi @ fap1-) AV = 1)

=1
n

.

—
|
el

n

(1 (e ® f; @ farr—j-r) AP

+

Bl
Il
—
S <
Ll
S

(—D*(fi ® fu ® fari—imr) AP

+
iM-
i

i
L

+
M@.

(_1)—i+k—1(1d®k—1 ® A ® Id@n—k)(fi ® fnfz)AQP

<
Il
—_
3 =
[
S

-

IS AT g A IR (@ fui)Ap

Il
—
=~
Il
_

3
n

= > (D" ® fagro)A

i=1

—
*
=

n n—1
+ D (=1)"HIAT @ A@ 1dP ) Y (1) @ fasi) Mg
k=1 =1

= D DA ® fapo)A
i=1

+ D (D)RIE @ A Td R £,
k=1

= DT fan)A - (14 @ A 1) ).

i=1
L’égalité (x) est vraie car
n n

DD @ fap1—) AVE = D (=1)"7Hfi @ frsr1-i) (V@ V)AS

i=1 =1

~.

b
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puisque n > 3 implique i > 2oun+1—1i > 2. Et fyV =0si k > 3 car ¢V = 0 par définition d’'un
SDR d’Eilenberg-Zilber. O

Coalgébres d’Alexander-Whitney fortes : contre-exemple

Ici, K est un ensemble simplicial, et C'(K) = (C(K), 1)) est la structure de coalgebre d’ Alexander-
Whitney sur les chaines normalisées de K. Les faces de K sont notées d; et les dégénérescences de
K sont notées s;.

Le résultat principal de cette sous-section est la proposition suivante.

Proposition A.8. Soit xg12 l'unique 2-simplexe non-dégénéré de l’ensemble simplicial A[2]. Alors
(A @ Y)Y (zo12) + ((1 Y1) (1 wl))l/)z(afom)
# B2 @ A)vr(zo12) + ((1#1 ®1)® (Y1 ® 1))1/12(90012)~

(Comme d’habitude, o et B sont les permutations qui placent les facteurs dans le "bon" ordre. Et
c’est aussi leur travail dans la prewve ci-dessous.)

Mais pour prouver cette proposition, on a d’abord besoin de deux lemmes préliminaires.

Lemme A.9. Soit ki un 1-simpleze de K. Alors

wQ(kl) =dik1 ® k1 ® k1 ® dok;.

Preuve : La deuxiéme égalité du calcul ci-dessous est justifiée par la formule pour ¢(kq, k1) rap-
pelée dans la preuve du lemme A.4 et par le fait que (s1sod1k1, sok1) = so(sod1k1, k1) = 0 puisque
I’on travaille avec les chaines normalisées.

Yo (k1)
= (f®f)Arxxe(ki, ki)

= (f® f)Axrxx(sok1,s1k1)
= (f®f)fxxr(soki,siki, sok1, s1k1)
= (f® [)ldida(sok1, s1k1) @ (sok1, s1k1)] + (f @ f)[da(s0ki1, s1k1) @ do(sok1, s1k1))]
+(f @ l(sok, s1k1) ® dodo(sok1, s1k1)]
= (f® f)l(dik1,d1k1) ® (sok1, s1k1) + (sodiki, k1) ® (K1, sodok1) + (sok1, s1k1) @ (doky, doki)]
= (dik1 ® di1k1) ® [dy1dasoks ® s1k1 + dasok ® dosi1ki + sok1 @ dodgsy k]
+[d1sod1ky ® ki + sodiky @ dok:] @ [diky @ sodok1 + k1 @ dosodokr]

+ldidasokr @ s1ki + dasokr ® dosikr + soki ® dodosiki] ® (dokr ® doka)
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= [(dlkl X dlkl) X [dlkl [=9] Slkl -+ Sodlkl X Sodokl -+ Sokl (24 dok‘l]
+[dik1 ® k1 + sodik1 @ dok1] ® [dik1 ® sodokt + k1 ® doki]
+ldik1 ® sik1 + sodik1 @ sodok1 + sok1 @ dok1] ® (dok1 ® dokn)]

= dik1 ® k1 ® k1 ® doky.

Lemme A.10. Soit ko un 2-simplexe de K. Alors

Yo(ke) = —didoks ® ko @ doke @ dodoke — doks @ doks ® doks ® dodoks
+didoks ® doks ® doks ® doks — didoks ® ko ® doks ® dodoks
—|—d1d2k2 [024] d1k2 ® k2 ® d0d1k2~

Preuve : Dans ce qui suit, on note f = frx x, ¢ = vx K, et A = Ac(xxK)-
En utilisant le lemme A.4 pour la derniére égalité, on obtient :

o (kz)
= (@ Aok xr)pC(AK)(kz2)
= (f@ HAcmxr)plk, k)

= (f®fAcxxxk) ( — (81ko, 52k2) + (s250d2ka, s1k2) — (s150d2k2, s2ka) + (s0ka, 8281d1k2))~

Pour terminer, il reste a calculer f®2Ac(K><K)(k3,lg), ou k3 et I3 sont des 3-simplexes de K.
En fait, on a

(f @ f)Acxxk) (ks 13)
= ([®)fxxk.rxk|(ks,l3), (ks,l3)]

= (fef) (dldeB(kSa I3) @ (k3,13) + dads(ks, 3) @ do(ks, 13) + d3(ks,13) ® dodo(ks, [3)
+(ks, 13) ® dododo(ks, l3))
= (f® f)((d1d2d3k3, didadsls) @ (ks,l3) + (dadsks, dadsls) @ (doks, dols)
+(dsks, dals) @ (dodoks, dodols) + (ks, Is) & (dododoks, dododols) )
= (didadsks @ didadsls) ® [didadsks @ I3 + dadsks ® dols + dsks @ dodols + ks @ dododols]
+[d1dadsks & dadsls + dadsks ® dodadsls)
®[didadoks @ dols + dadoks @ dodols + doks @ dododols]

+[d1d2d3]€3 ® dslz + dodsks @ dodsls + dsks ® dododglg]
®[d1d0d0k3 ® dodpls + dodpks & dododolg]
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+dydadsks @ I3 + dadzks ® dols + dsks @ dodyls + k3 @ dododols] @ dododoks @ dododols.

De sorte a simplifier un peu le calcul qui va suivre, on peut remarquer que si
k3 S {Slk‘g, SQSodgkg, Slsodgkg, SQkQ} et si l3 S {82]{12, Sle, Szkg, 8281d1]€2}, alors /{53, 13, d3k‘3, et d0l3
sont dégénérés. Donc

Yo (k2)
= 0-— |:d1d2d3$1]€2 & d2d382k2 + d2d3$1]€2 (9 d0d2d382k2:| ®

[d1d2d081k’2 ® dosaky + dadosika ® dodosaka + dosiks @ dodod052k2]
- {dldgdgslk‘g ® d3soks + dodzsike @ dodzssaks + dzsiks & d0d0d352]€2] ®

[d1d0d051k2 ® dOdOSQkQ + d0d051k2 ® d0d0d082k2:| +0

+0+ [d1d2d38280d2k2 ® dodssike + dodzsasodaks ® dodgdgslkz} ®
[d1d2d08280d2k2 X doslkg + dgdoSQSonk‘Q X d0d051k2 + d08280d2k2 X d0d0d081k2:|
+ [d1d2d3825042/€2 ® d3si1ks + dadssasodake @ dodssika + dgsasodaka @ d0d0d351/€2] &

[d1d0d08280d27€2 ® dodosika + dodosasodaka ® dododosﬂfz} +0

+0 — [d1d2d38180d2k‘2 ® dadszsoke + dodssisgdaks ® d0d2d382k‘2:| ®
[d1d2d08180d2/€2 ® dosgka + dadysisodaks ® dodosaka + dosisodaks ® dododossz}
— {dldzdgslsodgk'g ® d352k2 + dzdgslsodgk'g ® d0d352k2 + d35150d2k2 ® dodongQkQ] ®

[d1dod081 sodaks @ dodosaks + dodosisodaks @ d0d0d052k2} +0

+0 + |:d1d2d380k2 ® dodzsasidiks + dodssoks ® d0d2d38281d1k2} ®
[d1d2d080k2 ® dos2s1diks + dadosoks ® dodysesidiks + dosoks ® dod0d08281d1k2}
=+ [dldgdgsokg (9 d38281d1]€2 + d2d380/€2 & d0d38281d1k2 + d380]€2 & dodonggSldle} ®

[dldodosokg X deQSQSldl ]CQ + dodoSOkg & d0d0d08281d1k2:| +0

= —[dydaks ® doks + doka ® dodaks
®|didoks ® s1doka + sodidoks ® sododoka + sodoks ® dodoks]

— [drdaks @ ky + daks @ doks + s1daks @ dodoka| @ |didokz © sododoks + dokz © dodok]
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+[didaks ® daks + sodidaks @ dodzkz}
X |:d1d2k2 ® Sodokz + dgk‘g ® dOkQ + Sldgkg ® d0d0d081k2:|
+ [d1d2]€2 ® s1doks + sodidoks ® sododoks + sgdoks ® d0d0d381k’2:|

® [dodzk‘z ® doks + sododaks ® dodoks]

—[didaky ® daky + sodidaky ® dodzkz}
® {d1d2k‘2 ® s1doks + sodidaks @ dodosaks + sodaks ® dododysaks]
— [dldgkg X kg + 80d1d2k2 (24 dongng + 81$0d1d2]€2 (24 d0d0k2:|

® {dlkoZ @ sododoka + daks @ dodoks)

=+ [d1d2k2 @ dika + sodidaks ® dody kz}
® {d1d2k2 ® s1s0dodi ks + dake @ sodody ks + k2 ® dodiks]
+[didaks ® s1diks + sodidaks @ sododika + sodaks ® dod1k2}

X [dldgkg (24 Sododlkg + dokg (24 dodlkg]

—[d1daks @ dake + doke @ dodaks] @ [0+ 0+ 0]
—[d1daks & ko + doks @ doko + 0] ® [0 + doke ® dodpks]

+[d1doks ® doks + 0] ® [0 + doke @ doks2 + 0]
+[0+ 0+ 0] ® [dodaka @ doka + 0]

—[d1daks ® daks + 0] @ [0+ 0 + 0]
—[dydaks @ ko + 04 0] ® [0+ doks @ dodoks]

+[didaky ® diks + 0] @ [0 4 0 + ko @ dody k2]
+[0+ 0+ 0] @ [0+ doks ® dody k2]
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= —didoks ® ko ® doka ® dodoks — daks ® doka ® doks @ dodoks
+didaks ® doks @ doks & doks
—dydaks @ ko @ daks ® dodoks
+didoke @ diko @ ko @ dodyks.

Et maintenant on a tout ce qu’il faut pour prouver la proposition énoncée plus haut.

Preuve de la proposition A.8 : Malheureusement, on a I'égalité

a(A @ a)a(kn) + (10 2) @ (10 0) (k) = Bt ® A)pn (k) + (W ©1) @ (1 © 1) Jalk)

pour tout 1-simplexe k1 € K, et il faut donc aller chercher un contre-exemple en dimension 2.

Sachant que par le lemme A.10 on a

o )y(ko) = —didako @ ko ®@doks @ dodoks — doka @ doko @ doka ® dodoka 4 didaks @ daky @ daks @ doks
—didoks ® ko ® doks ® dodokse + didoks @ diks ® ko @ dodyiks
et que par le lemme A.9 on a

o o(ky) = dik1 @ k1 ® k1 ® doky,
on obtient

(A @ o)1 (k2)
= (A ®o)(didoks @ ky + daky @ doka + ko @ dodoks)
= A(didzks) ® Ya(ka) — A(d2ka) ® Ypa(doks)
= didoks ® didaks ® [ — didoks ® ko ® doks @ dodoks — dokos @ doks & doks @ dodoks

+didoks @ doks @ doks ® doks — didaks ® ko ® doke @ dodoks + didaks @ diks @ ko ® dod1k‘2}
—[didaks @ dako + daky ® dodaks] @ [didoks @ doka @ doka @ dodoks]

= —dydoky ® dydoky ® dydaky ® ky @ doks @ dodoks
—dydoky ® dydoky @ dyky ® doks ® doky @ dodoks
+didoky @ didoks @ didako @ doks @ doko @ doka
—dyidako @ didako @ didaka @ ky @ daka ® dodoka
+didoks @ didoks @ didoks ® diks ® ko ® dodq ko
—dydoks ® doks ® didoks ® doke ® doke ® dodgko
—daks ® dodoks @ didoks @ doks ® doka @ dodoks.

Donc

a(A @)1 (ke) = —didoks @ didoks ® ko ® didoks ® doks @ dodoks
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—dydoks ® doks ® doks ® dydaky © doks © dodoks
+didoky @ didaks @ doky @ didoks ® dake ® doks
—dydoks ® didaks ® ke ® didake @ doke @ dodoks
+didoks ® didoks @ diko @ didoks ® ko ® dydy ks
—dydaks @ didoks ® doks @ daka @ doka @ dodoks
—daoks ® dydpke @ doks ® dodaks ® doko @ dodoks.

CEIDEREEMENCE

((1 RY1)®(1® 1/11)) [* drdaks @ ko ® doke ® dodoks — doks @ doka @ doka ® dodoks
+didoks ® doky ® doko @ doke — didaks ® ko @ daka ® dodoks
+didoks ® diks ® ko ® d0d1k2i|

= —didaks ® P1(k2) ® doke @ Y1 (dodoks) — daka @ 1 (dok2) ® doka @ 1 (dodokz)
tdidaky ® 1 (d2kz) ® doka ® 1 (doks) — didaks @ P1(ke) ® daka ® 1 (dodok2)
+didaks @ Y1 (diks) ® ko ® Y1 (dodiks)
= —didaky ® [didaks @ ko + doks @ doka + ko ® dodoks] ® doks ® dodoks ® dodoks
—doks ® [didoks ® doks + doks ® dodoks] ® doka ® dodoks ® dodoka
+dydoks ® [didoke @ doks + doks ® dodaks] @ doks @ [didoke @ doks + doks ® dodoks]
—dydoks @ [didoks @ ko + doks & doka + ke @ dodoks] @ daks @ dodoks @ dodoks
+didoks @ [didike @ dika + dika ® dodiks] ® ke @ dodike @ dodika
= —dydoks ® dydoks ® ko ® doks ® dodoks @ dodoks
—didaky @ dako ® doks @ doko ® dodoks ® dodoks
—didaks @ ko @ dodoks @ doke ® dodoks @ dodoks
—doks ® didoks @ doks ® doke ® dodoks ® dodoks
—daky ® doky ® dodoks ® doks @ dodoks @ dodoks
+didaks @ didaks @ doks ® doks ® didoks ® doks
+didoks ® didoks ® doko @ doke ® doks ® dydgks
+didaky ® doky @ dodaky @ doks @ didoks @ doks
Fdydoks @ doky @ dodaks @ doks @ doky ® dodgks
—didaky ® didaks ® by ® daks ® dodoks ® dodoks
—didaky ® doks @ doks ® daks ® dodoks ® dodoks
—dydoky @ ky ® dodoky ® daky @ dodoks ® dodoks
+didoks @ didi1ks ® diks @ ko ® dodiks @ dodq ks
Fdidoks ® diks ® dodika @ ko ® dodi ke ® dody k.

De maniére analogue on a

(b2 @ A)pi(ka) = (Yo @ A)(didzks @ ko + daks @ dokz + ko @ dodoks)
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= Pa(daka) ® A(doks) + V2(k2) @ A(dodokz)

= didoky ® doky ® doko @ dodaks @ doka ® dodoka
+didaky @ doko @ doks ® dodaks ® didoks ® doks
—dydoka ® ko ® doka @ dodoks @ dodokz @ dodoka
—doks ® doko ® doko ® dodoks ® dodoks @ dodpks
+d1doke @ daks ® daks @ doks & dodoks ® dodoks
—drdoks ® ko ® doks ® dodoks ® dodoks @ dodoks
+didake @ dika @ ka ® dodi ks ® dodoks @ dodoka

ce qui entraine

B2 @ A)pi(ke) = didoks ® doky @ doky @ daky @ dodaks @ dodoks
+didaks @ doky ® didoks ® daks @ dodaks @ doks
—didoks ® ko ® dodoks ® doke ® dodoks @ dodoks
—doky ® doks @ dodoks ® doks ® dodoks @ dodoks
+didoks @ doks @ dodoks @ doks @ doks ® dodoks
—didaks ® ko ® dodoks ® doks ® dodoks ® dodoks
bdydoks @ diky @ dodoks @ Ky ® dody ks @ dodoks.

Et finalement

(Wrene @ et =

((wl ®1)® (1 ® 1)) [* didaks @ ko @ doks ® dodoks
—daka ® doks ® doks ® dodoka + didaks ® daks @ daks @ doks
—m@b®b®@b®%%@+m@b®mb®b®%¢M

= —p1(didaks) ® ko ® Y1 (doka) ® dodoka — 11 (d2kz) ® doks @ 1 (doks) ® dodoks
+ip1 (didaks) ® doko @ 1Py (daka) @ doky — 1 (didaka) @ ky @ 11 (doka) @ dodoks
+ip1 (didaks) @ diks @ ¢ (ka) ® dody ko
= —didoky ® didoks ® ko @ [didoks @ doka + doks ® dodoka] @ dodoks
—[dydake @ daks + dake ® dodaks] @ doke @ [didoke @ doka + doka ® dodoks] ® dodoks
+dydoks ® dydoks @ daks ® [didoks @ doks + daks ® dodaks] ® doks
—dydoky ® didoks ® ko @ [didaka @ doky + daks @ dodaka] @ dodoks
+didaky @ didaky @ diky @ 11 (k2) ® dodiks
= —didoky ® didaky ® ko @ didoks @ doka @ dodoks
—dydoky @ dydaks @ ky ® doky @ dodoks ® dodoks
—dydaks ® doks ® doks @ didoks ® doks ® dodoks
—didaks ® daks ® doks ® doks @ dodoks @ dodoks
—dyky ® dodaky ® doky ® dydoky ® doks ® dodoks
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—daky ® dodaks ® doks @ doka ® dodoks ® dodoks
+didaks ® didaks @ daka @ didaks @ daks @ doks
+dydoks ® didaks ® doky @ daks @ dodaks @ doks
—didoks @ didoks @ ko ® didoks ® doks @ dodpko
—dydaks @ didaks ® ka2 @ daks @ dodaks @ dodoks
+didake @ didaks @ diks @ didaks @ ko @ dody k2
+didaks @ didsaks @ dike @ dake @ doke @ dody ko
+didoks ® didoks @ diko @ ko ® dodoks ® doydiks.

Maintenant, prenons ko = xg12. Il est clair qu’aucun des simplexes suivants n’est dégénéré :
2012, djT012,did;jx012, V0 < j <2 et VO < < 1. 11 suffit de constater que

(A ® a)ih1(wo12) + ((1 Y1) (1 w1)>w2(z012) est une combinaison linéaire (avec tous les
coefficients égaux a 1 ou a -1) de 21 éléments de la base évidente de (C’(A[2])®6)37 et que 5(¢2 ®
A1 (zo12) + ((1/)1 ®1)® (1 ® 1))1/)2(33012) est une combinaison linéaire (avec tous les coefficients

égaux a 1 ou a -1) de 20 éléments de la méme base, pour conclure. O

A.5 Lemmes utiles pour la construction de ’opérade
d’Alexander-Whitney
On regroupe ici un certain nombre de lemmes utilisés dans la construction de 'opérade d’Alexander-

Whitney. Tous ces lemmes sont élémentaires ; mais dans le souci de ne pas utiliser trop souvent des
phrases du type "il est évident que ..." on intégre tout de méme ces résultats dans cette annexe.

Lemme A.11. Soit G - H un morphisme de groupes. Soit encore A un G-compleze de chaines a
droite, B un G-complexe de chaines a gauche, C' un H-complexe de chaines a droite et finalement,
soit D un H-compleze de chaines a gauche. De plus, soit «: A — C et §: B — D des morphismes
de complexes de chaines qui respectent l’action des groupes H et G. Autrement dit, les diagrammes
sutvants commutent :

pour tout g € G, et

B—1-p

B B
v(9)
D——=D
pour tout g € G.
Alors le morphisme a @ B: AR B — C ® D s’étend en un morphisme a® : A B — C® D.
G H

Preuve : 1l faut voir que (a® 3)(ag®@b) = (a® [)(a® gb), pour a € A, b € B et g € G. Mais ceci
est évident. O
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Lemme A.12. Soit A un Z[¥,]-complexe de chaines (a droite) et B un Z[¥a,]-complexe de chaines
(a droite). Alors on a une bijection

§2 _
Ch(Z[2.])(4, B) = Ch(Z[E2,])(A, B),
sachant que A = A ® Z[¥2,] et sachant que 'action de ¥, sur B est donnée par l'inclusion
Zn

Yn — Yo qui envoie une permutation sur la permutation qui permute les éléments de {1,...,2n}
par blocs de deux éléments.

Preuve : Ce lemme est un cas particulier de la proposition de "changement de 'anneau de base"
(cf. [BKOO] par exemple), qui est aisée & prouver. O

Lemme A.13. Soit A et B des suites symétriques. Alors la donnée d’un morphisme de suites
symétriques A — B est équivalente a la donnée d’une suite de morphismes

{fn : A(n) — B(2n)|f, est X,, — équivariant},c.

De plus, considérons l’ensemble {g,, : C(n) — D(2n)|g, est ¥, — équivariant},en et deuz mor-
phismes de suites symétriques a: A — C et B: B — D. Alors le diagramme

A(n) —I"~ B(2n)

P

C(n) —= D(2n)

commute st et seulement si

Ae2n) T2 B(2n)

_ g(2n)
C(2n) —= D(2n)
commute.

Preuve : La premiére affirmation est évidente avec le lemme précédent. Et il n’y a aucune difficulté
pour prouver la deuxiéme affirmation. ]

Lemme A.14. Fizonsn > 1 et soit A, B et C' des suites symétriques. De plus, soit

A(m) ® B(n1) @ ...® Blnm) 22 C(2n)

un morphisme de Z--complexes de chaines pour n € I, ,,. Enfin, supposons que le diagramme

A(m) ® B(nl) ®...0 B(nm) &) A(m) & B(na—l(l)) ®...0 B(na—l(m))

lfm

o®1 0(271)
A(m) ® B(n) @ ... ® B(nm) fa C(2n)
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et le diagramme

A(m) ® B(n)) @ ... ® Blny,) —=

C(2n)
1®01®...Q0m 01D...00m

A(m) @ B(m1) ® ... ® B(ny) — > C(2n)

commutent, sachant que o € ¥, et 0; € X,,. La famille des morphismes f,, s’étend alors de

maniére unique en un morphisme de Yo, -modules A o B(2n) EN C(2n).

Preuve : On peut assembler et étendre la famille {f,, }ner,, ., en un morphisme de Z[¥, ]-modules

m,n

IT I Am)@B(n)@...® B(n,) @ Z[E,] — C(2n).

m>0 n€ly, n

Et comme les deux diagrammes donnés ci-dessus commutent, on peut passer a la colimite et obtenir
un morphisme de Z[%,,]-modules

(Ao B)(n) I C(2n).
Le lemme A.13 permet de conclure. ]
Lemme A.15. Soit A et B des ¥,,-modules (a droite). Et soit C' un Yo, -module (a droite) que l'on
peut aussi voir comme un X,-module via 'inclusion ¥, — Yo, donnée dans le lemme A.12. Soit
f+A—=C, g: B— C des morphismes de 3, -modules gradués et soit dy : A — B etdc : C — C

des morphismes de modules gradués de degré —1 sur 3, et Yo, respectivement. Dans cette situation,
on a que le diagramme

A

e

da de

-

sy

——
commute si et seulement si le diagramme

i

jjﬁ

commute,  étant défini comme dans le lemme A.12.

H

Q<—Q

Preuve : La preuve est une vérification aisée. ]

Lemme A.16. Soit A, B, C, et D des modules gradués avec B C D. Soit aussi f : AQ B — C et
g:A® D — C des morphismes de modules gradués tels que g est une extension de f. Finalement,
soitdy: A— A, dp:B— D etdc:C — C des morphismes de degré —1. Alors le diagramme

AeB—1>0

ldA@JB ldc

Ao D—L>
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commute si et seulement si le diagramme suivant commute :

f#
B —— Hom(A,C)

lds ldHom(A,C)
#

D2~ Hom(A,C);

dagB et dpgom(a,c) €tant définis de maniere usuelle. De plus, # fait référence a I’adjonction évi-
dente.

Preuve : A nouveau, la preuve est une vérification aisée : le premier des diagrammes ci-dessus
commute si et seulement si de f(a ® b) = g(da(a) ®b) + (—1)*g(a @ dp(b)), Va € A, Vb € B. Et le
deuxiéme de ces deux diagrammes commute si et seulement si

(—1)2t=Vg(a®dp(b)) = (—1)%dc fla®b) — (1) f(da(a) ®b), Va € A, Vb € B, ce qui donne le

résultat annoncé. O

Lemme A.17. Soit (ny,...,n,) une partition de n. Et soit
o0 EX,,
o T, €Yoy, m>12> 1.

Alors (7';11(1) S...0 7';,11( )(00)? = (6@)gp(rit .. oTY).

m)
Preuve : Commengons par remarquer que (0,)?) = (0(?))y,. Plus précisément, chacune de ces
deux permutations permute les éléments de I'ensemble {1,2,...,2n — 1,2n} en partitionnant cet
ensemble en

H1,2,...,2n0 — 1,200}, .., {2000 4+ oo+ 1) + 1,200+ oo+ 1) + 2,0, 20 — 1,20} }

et en permutant les blocs de cette partition.
D’autre part, chacune des permutations 7; est définie pour agir sur le bloc

{2(7L1 +.. ‘—|—n1-,1)—|—1,2(n1 +.. .+ni,1)—|—2, .. .,2(n1—|—. ] —|—n1)—1,2(n1 +...+ni —|—n1)}

Finalement, comparer la permutation (7'0_,11 1@ o Ta_,ll (m))(oﬂ)@) avec la permutation

(6@ )gu (7t @ ... @1, revient & comparer

- la permutation qui permute d’abord les m blocs par ¢ et qui agit ensuite sur chaque bloc par le
"bon" 7;1,

avec

- la permutation qui permute d’abord chaque bloc avec le "bon" 7'[1 et qui ensuite permute les m

blocs par o.

Il est évident que ces deux permutations sont les mémes. ]
Lemme A.18. Soit (ny,...,n,) une partition de n. Et soit
® 0, € Eni;

o T; € Yoy, défini comme dans la définition 5.3. Alors

e (01 ®..00,)?=(0Pa.. s
et

° 7';10'1(2) = (0, @ o)1 L.
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Preuve : La premiére égalité est évidente. Pour la deuxiéme égalité, au lieu de faire un calcul
formel pas nécessairement trés parlant, on donne une preuve "par dessin". Pour cela, on utilise la
bijection entre I’ensemble

INQni = {1, 2, ce ,2711' - 1, 277,1}

et I’ensemble
En - {]-noirv ]-bleuv 2noir7 2bleu7 ey (ni)noira (ni)bleu}

donnée par l'ordre dans lequel les éléments apparaissent. Par exemple, cette bijection fait corres-
pondre 2 avec 1pe,,. Considérons d’abord la permutation (o; @ oi)Tfl. La situation de départ est la
ligne A de la page 126. Faire agir Ti_l sur cet ensemble ordonné produit ’ensemble ordonné exposé
dans la ligne B. Finalement, faire agir (o; @ 0;) produit 'ensemble ordonné donné dans la ligne
C, sachant que k; := o, L Et on étudie la permutation Ti_lal@) de la méme maniére dans la figure
donnée en-dessous de celle que 1’on vient de considérer. Il est alors clair que ces deux permutations
sont les mémes.

O

Lemme A.19. Soit t; € Yop,, 7; € X, et s € Zg(rnk_1+1+,ﬂnk_1+2+m+rnk) les permutations
définies dans le lemme 5.7. Alors

tile...otNu(mle...on) =1t @8,k
Preuve : Les permutations (t;' @ ... ®t s (17 '@ ... @7, ) et 571 @ ... @ s, sont des per-
mutations dans Yo, our =711 4+ ...+ 7, et ol n =ny + ...+ n,,. Par définition, la permutation
s;'@... @ s, découpe ensemble
{1,2,...,2r}

en m blocs,

(1,2, 2 42, + 120, + 2,200, + )] JTH2(0m 4 4 ) + 1, 2],

et agit sur le i-éme bloc avec s;. Il suffit de montrer 1’égalité que ce lemme énonce sur chaque bloc
pour que cette égalité soit prouvée. Mais la situation de chaque bloc est semblable, et il suffit donc
de montrer ’égalité sur un seul bloc. Pour faciliter la notation, on choisit de considérer le premier
bloc : {1,2,...,2r,, }. On utilise une bijection analogue a celle utilisée dans le lemme précédent, et
la figure A.1 (page 127) donne effet de s;* sur ce premier bloc. D'un autre coté, la figure A.2 (qui
utilise la notation Ry = 2( 37, 7;)) décrit en deux temps leffet de (¢t ' @®. .. @t o (17 ' .. .07, 1)
sur le premier bloc, et la comparaison des deux "dessins" montre que 1’égalité considérée ici est
vraie. O
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A.6 Calculs utiles dans le chapitre 7

Proposition A.20. La transformation naturelle d’Eilenberg-Zilber ne respecte pas la structure de
coalgébre d’Alexander- Whitney.

Preuve : Dans cette preuve, on note ¢ = {1;};>1 la structure de coalgébre d’Alexander-Whitney
de toutes les coalgébres de ce type qui apparaissent. De plus, on note V au lieu de Vg 1, et les faces
sont notées d;.

On choisit le 1-simplexe non-dégénéré zo; € A[l] et on montre que

YoV (201 ® z01) # (Vo (z01 ® 201).

D’abord calculons

YoV (z01 @ o1) © —(x001, Zo11) + (To11, Too1)

()
= dida(moor, zo11) ® (€001, Tor1) ® do(Zoo1, zo11) © dodo (001, Zor1

( )
+daz (001, To11) ® do (001, Zo11) @ do(Zo01, To11) ® dodo(Too1,To11)
—didz (001, %011) ® d2(x001, To11) ® d2(Z001, Zo11) @ do(Zoo1, To11)
+dida (w001, To11) @ (To01, Zo11) @ da(Zoo1, To11) @ dodo(Too1, To11)
—d1dz (001, 7011) @ d1(To01, To11) ® (Too1, Zo11) @ dody (2001, To11)
—d1da(z011,%001) @ (011, To01) ® do(Zo11, Too1) ® dodo (X011, T001)
—da(xo11, To01) ® do(o11, Zoo1) ® do(xo11, Zoo1) ® dodo(zo11, Too1)
+dida (w011, To01) @ da(To11, Zoo1) ® da(Zo11, Too1) ® do(To11,Too01)
—d1dz (011, To01 (w011, 001) ® d2(xo11, Zoo1) ® dodo(To11,To01)

( )

)®
+dyda (011, Zoo1) ® d1(xo11, Too1) @ (Zo11, Zoo1) & dodi(xo11, Toot

= +(z0,20) ® (zoo1,To11) ® (o1, 211) @ (1,21

+ (00, To1) ® (o1, 711) ® (To1,211) @ (21,21

z0,Z0) @ (200, To1) @ (Too, To1) ® (o1, T11
+(z0,0) @ (Too1, To11) ® (To0, To1) @ (21,21
$0,$0) (170179001) (900017117011 (3317 X1

(

To11, Too1) ® (11, To1

—_— — ~— ~—

Zo1, Zoo) ® (211, 201) ® (T11,T01) @ (21, 21
Xo,To ) (%1@00) ($01,5€00) (1’11,5601
20, To) @ (2011, Too1) @ (To1, Too) @ (@1, T1

x0,20) @ (o1, To1) ® (To11, Too1) @ (x1,21).

( )
( )
—( )
( )
—( )
—(20,0) ® ® (z1,71)
—( )
( )
—( )
( )

+

L’égalité (x) étant vraie par définition de V et I'égalité (s*) étant vraie par le lemme A.10.
D’autre part, on obtient

(V®4)¢2($01 ® o1)
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—
Z

(V¥ [( 1ere1) (1@ ¢1)¢1) ® Y2 + 12 ® ((¢1 ® 1/)1)1#1)} (zo1 ® To1)

(VY { ( 1lor1) () @ 7/’1)1/)1> (o1) ® Y2(xo1) + P2(T01) ® <(¢1 ® wlwl)(xol)]
(V®4)a[(xo®xo®xo®$01 + 2o ®xp1 @ T @ x1 + 2o ® T QT ® Ty

+201 ® 1 @ X1 ®£U1) ® o ® To1 ® To1 ®$1]

+(V®4)a[z0 ® xp1 @ To1 ® X1 ® (:1:0 ® xo ® X9 @ o1 + To @ Top @ To1 ® X1

20 ® To1 ® 1 ® T1 + To1 ® T1 ® 21 ®$1)}

—(V®4)a<xo @ ® T To1 ® To @ X1 @ To1 ® X1
+20 @ x01 @ T @ 21 ® To @ o1 @ To1 @ X1
+20®r1 @ X1 ®T1 @ To @ xp1 ® To1 ® X1
+201 ® 21 Q@ T1 @ 21 ® 2o @ o1 @ To1 ®x1)

+(V®4)O¢<$0 Q201 ®To1 QT QTo R To® T & X1
29 @ X1 ® X1 ® X1 Ty ® xo @ To1 @ X1
+xo ® 201 @ To1 ® X1 ® To X To1 ® L1 ® 21
+xo ® To1 Q@ To1 ® X1 ® To1 @ T1 @ X1 ®931)

_(V®4)(m0®9€0®9€0®$01®$o®xo1®$01 ® 21
+To ® To @ To1 Q To1 ® Top Q To1 ® T1 & T
—20 @ X ® X1 ®xp1 @ Xp1 QXo1 ®T1 QT

+201 ® 2y ® X1 ®xp1 ®T1 @ To1 ® X1 ®$1)

+(V®4) (350 Q20 ® X1 @ Lo @ To1 @ To @ T1 @ To1

+20 @ xo @ To1 @ To @ To1 @ To1 ® T1 ® X1

—Zo @ To ® To1 ® To1 ® To1 ¥ T1 QT1 QX1

+20 ® To1 ® To1 @ X1 @ To1 @ X1 ® X1 ®$1)
—(20,0) ® (oo, To1) ® (oo, To1) @ (To1,71)
—(20,20) ® [(o11, Zoo1) — (Zoo1, To11)] ® (Z00, To1) @ (T1,21)
(20, 70) @ (211, 701) @ [(T011, To01) — (001, T011)] ® (T1,271)
—(201,700) @ (211, 201) ® (T11,%01) ® (21, 71)

+(20,70) ® (To1,T00) ® (To1, Too) ® (211, Zo1)

+(20,70) ® (To1,T00) @ [(To11, To01) — (Too1, To11)] @ (71, 21)
—( [
( ) ®

+

x0,%0) @ [(To11, Zoo1) — (Zoo1, Zo11)] ® (zo1,211) ® (21, 21)

+(Zoo @ o1 (o1, 211) ® (To1,211) ® (21, 21)

= —(z0,%0) ® (00, T01) @ (x00, To1) ® (To1,T11)
—(z0,20) ® (zo11, Zoo1) @ (Zoo, To1) @ (T1,21)
+(20,z0) @ (2001, Zo11) ® (Too, To1) @ (21, 21)
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—~ 0 ® ®
&
8

+(z0,20) ® (711, Z01) ® (To11, Too1
%0, o) ® (211, T01) @ (To01, To11
To1,200) @ (711, T01) @ (T11,To1
70,20) ® (To1, Too) @ (To1,Zoo) @
0,%0) ® (To1, Too) @ (To11, Too1

® (o1, To0) ® (Too1, To11
x0,20) ® (To11, Zoo1) @ (To1,T11
x0,0) ® (Zoo1, To11) ® (To1, 11

®

+(x00, 01) ® (To1,211) ® (o1, 211

+

+
8

(
—(
—(
(
(
—(
—(
(
(

— — — — ~—

Ci-dessus, 'égalité (x) est justifiée par le corollaire 5.24 qui donne la structure d’opérade de Hopf de
AW ; cette structure d’opérade de Hopf définissant la structure de coalgébre d’Alexander-Whitney
du produit tensoriel de deux coalgébres d’Alexander-Whitney. L’isomorphisme « est I'isomorphisme
de permutation qui ordonne les facteurs dans le "bon" ordre. Et I’égalité (xx) est vraie par le lemme
A.9 et parce que

(Y1 ® Y1)1zo1
= (Y1 ®@vY1)(r0 ® zo1 + 201 @ 21)
= 2o ® o ® [To ® To1 + To1 ® 1] + [To ® To1 + To1 ® 1] ® 1 ® 21
= To®To®To®xo1+ To@To@To1 @21+ 2o QTp1 ®T1 QT+ To1 ®T1 QT X7.

11 suffit de comparer les deux résultats obtenus pour voir que V ne respecte pas ts. L

A.7 Quelques propriétés de Z[%,]

Dans cette section, on "rappelle" que 'anneau de groupe Z[%,,] est noethérien. De plus, on ex-
plique qu’il y a une notion de rang pour tout X,-module libre de type fini, ce qui n’est pas évident
pour les anneaux non-commutatifs.

Commengons par rappeler la définition d’un module noethérien. Pour cela on a besoin de la propo-
sition suivante.

Proposition A.21. Soit M un module sur un anneau R. Les trois conditions suivantes sont équi-
valentes.
(a) Toute suite de sous-modules

MyCcMy,C...CM

se stabilise. Autrement dit, il existe n € IN tel que M; = M,, pour tout i > n.

(b) Toute famille non-vide de sous-modules de M admet un élément mazimal (pour la relation
d’ordre donnée par l'inclusion).

(¢) Tout sous-module de M admet un systéme de générateurs fini.

Cette proposition (¢lémentaire) et bien d’autres résultats et définitions concernant les anneaux
et modules noethériens sont disponibles dans [GWO04].
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Définition A.5. Un module M sur un anneau R est noethérien si l'une des trois conditions données
dans la proposition ci-dessus est satisfaite.

Définition A.6. Un anneau R est noethérien a gauche (respectivement & droite) si R est noethérien
comme R-module a gauche (resp. a droite). Un anneau R est noethérien s’il est noethérien & gauche
et a droite.

La proposition suivante assure que Z[%,] est noethérien pour tout n € IN.

Proposition A.22.
(a) Tout anneau principal est noethérien.
(b) L’anneau de groupe R[%,] est noethérien si R est un anneau principal.

Preuve : L’affirmation (a) est évidente. Et Paffirmation (b) est vraie car si N est un R[¥,]-sous-
module a gauche (respectivement a droite) de R[X,] alors N est également un R-sous-module de
R[%,] vu comme R-module via le morphisme d’anneau R — R[Y,]. Autrement dit, N est un sous-
module d'un R-module libre de type fini. Comme R est principal, on en tire que N est engendré,
comme R-module, par une partie finie. Mais une partie R-génératrice est certainement aussi une
partie R[Y,]-génératrice, ce qui montre que N est de type fini comme R[Y,]-module. O

La proposition suivante est donnée en exercice dans le chapitre 0 de [Coh85].

Proposition A.23. Soit R un anneau noethérien. Alors le rang de tout R-module libre de type fini
est bien défini. Autrement dit, si R™ = R™, alors n = m.

Proposition A.24. Soit R un anneau principal. Soit M un R[X,]-module de type fini. Et soit N
un sous-R[X,]-module de M. Alors N est de type fini.

Preuve : Via l'inclusion d’anneaux R — R[Y,], on peut voir M comme un R-module. Comme
R-module, M est encore de type fini. Et comme N est aussi un sous-R-module de M, il est de type
fini comme R-module. Mais toute partie génératrice de N comme R-module est aussi une partie
génératrice de N comme R[%,]-module. O
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F, 20, 23 Ix.L, 42, 106
Hom(—,—), 15, 106 sMod 4, 7y, 28
I[%,], 16 M, 15

Ly, 16 M= 15
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algebre (sur une opérade), 18
anneau noethérien, 131

bimodule (au-dessous d’un bimodule semi-libre),
47
bimodule (de Hopf au-dessous d’un bimodule

semi-libre muni d’une co-multiplication),

47
bimodule (gouverné par un co-anneau), 28
bimodule (sur une couple d’opérades), 22

catégorie homotopique, 12

catégorie modéle, 11

co-anneau, 27

co-anneau d’Alexander-Whitney, 28
coalgebre (gouvernée par un co-anneau), 28
coalgebre (sur une opérade), 19
coalgébre d’Alexander-Whitney, 39, 43
coalgébre d’Alexander-Whitney faible, 39
coalgébre d’Alexander-Whitney forte, 44
coalgébre sur un bimodule, 65
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cofibration, 11
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couple de Quillen, 13
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modeéle minimal (d’un morphisme de complexes
de chaines), 80

modéle minimal (d’une coalgébre sur une opé-
rade), 87

modeéle minimal (pour un module & droite semi-

libre), 83
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modéle minimal d’Alexander-Whitney, 87

module (gouverné par un co-anneau), 28

module & droite (sur une opérade), 22

module & droite (sur une opérade) semi-libre,
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module a droite (sur une opérade) semi-libre
relativement & un module & droite,
84

module & gauche (sur une opérade), 22

module libre, 23

module noethérien, 131

module semi-libre, 23

niveau (d’une suite symétrique), 15
niveau (structure monoidale), 16

opérade, 18

opérade associative, 20, 21

opérade commutative, 20, 21

opérade d’Alexander-Whitney, 75
opérade de Hopf, 24

opérade des co-endomorphismes, 18
opérade des endomorphismes, 18
opérade libre, 20

opérade par générateurs et relations, 21
opérade semi-libre, 21

résolution semi-libre (pour un module & droite
sur une opérade), 83

résolution semi-libre (pour un morphisme entre
modules & droite sur une opérade),
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régle de Koszul, 105

remplacement cofibrant, 12

remplacement fibrant, 12

SDR d’Eilenberg-Zilber, 41
similaire (complexes de chaines), 82
suite symétrique, 15

transformation naturelle d’Alexander-Whitney,
106

transformation naturelle d’Eilenberg-Zilber, 106

transformation naturelle de Milgram, 40

un modeéle minimal (pour un morphisme de
modules a droite), 84
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