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Abstract

The Uniformization Theorem due to Koebe and Poincaré implies that every compact Riemann
surface of genus greater or equal to 2 can be endowed with a metric of constant curvature —1.
On the other hand, a compact Riemann surface is a complex algebraic curve and is therefore
described by a polynomial equation with complex coefficients. The uniformization problem is
then to link explicitly these two descriptions.

In [BSO5b], Peter Buser and Robert Silhol develop a new uniformization method for compact
Riemann surfaces of genus two. Given such a surface .5, the method describes a polynomial
equation of an algebraic curve conformally equivalent to S. However, in this method ap-
pear a complex number 755 and a function fzg which is holomorphic on the unit disk, both
being characterized by some functional equations. This means that 7gg, fzg are given impli-
citly. P. Buser and R. Silhol then approximate them numerically by a complex number 7 and
a polynomial p using the approximation method developped in [BS05a]. In cases where the
equation of the algebraic curve is known, they notice that these approximations are very good.

In this thesis we prove a convergence theorem for the approximation method of P. Buser and
R. Silhol, and we propose an adaptation of their method that allows to solve some of the
numerical problems to which it is prone. Moreover, we generalize this uniformization method
to hyperelliptic Riemann surfaces of genus greater than 2, and we give some examples of
numerical uniformization in genus 3.

Keywords : Riemann surfaces, algebraic curves, numerical uniformization, conformal geo-
metry.






Résumé

Le Théoréeme d’uniformisation de Koebe et Poincaré implique que toute surface de Riemann
compacte de genre plus grand ou égal a 2 peut étre munie d’une métrique de courbure
constante —1. D’autre part, une surface de Riemann compacte est une courbe algébrique
complexe, et est donc décrite par une équation polynomiale a coefficients complexes. Le pro-
bleme de I'uniformisation est de lier explicitement ces deux descriptions.

Dans [BS05b], Peter Buser et Robert Silhol développent une nouvelle méthode d’uniformisa-
tion des surfaces de Riemann compactes de genre deux. Etant donné une telle surface S, cette
méthode décrit une équation polynomiale pour une courbe algébrique conformément équiva-
lente a S. Dans cette méthode apparaissent toutefois un certain nombre complexe 7s¢ et une
certaine fonction fgs holomorphe sur le disque unité, tous deux caractérisés par certaines équa-
tions fonctionnelles. La donnée de 73g, frs est donc implicite. P. Buser et R. Silhol approchent
alors numériquement 7gg, fgs par un nombre complexe 7 et un polyndéme p respectivement
via la méthode d’approximation développée dans [BS05a]. Dans des cas ou I’équation de la
courbe algébrique est connue, ils observent que ces approximations sont de trés bonne qualité.

Dans cette these, nous démontrons un théoréme de convergence pour la méthode d’approxima-
tion de P. Buser et R. Silhol et nous proposons une adaptation de cette méthode permettant
de remédier a certains des probléemes numériques auxquels elle est sujette. De plus, nous gé-
néralisons cette méthode d’uniformisation aux surfaces de Riemann hyperelliptiques de genre
supérieur & 2 et nous donnons des exemples d’uniformisation numérique en genre 3.

Mots-clé : surfaces de Riemann, courbes algébriques, uniformisation numérique, géométrie
conforme.
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Introduction

Le sujet du présent travail de thése se situe a 'intersection de la géométrie conforme et des
surfaces de Riemann, et s’intéresse a la problématique de 1'uniformisation des surfaces de
Riemann compactes, qui est la suivante : une conséquence du Théoréeme d’uniformisation des
surfaces de Riemann simplement connexes (Koebe, Poincaré, 1907) est que toute surface de
Riemann compacte de genre plus grand ou égal a 2 peut étre exprimée comme le quotient
du disque de Poincaré D par un groupe G d’applications biholomorphes de D agissant pro-
prement discontiniiment et sans points fixes. Les applications biholomorphes du disque de
Poincaré étant exactement ses isométries, toute surface de Riemann compacte de genre plus
grand ou égal a 2 peut ainsi étre munie de la métrique hyperbolique de courbure constante
moins un via la projection canonique 7 : D — D/G. Par ailleurs, toute surface de Riemann
compacte est aussi une courbe algébrique sur C. Le probléme de 'uniformisation est de lier
explicitement ces deux descriptions.

Dans le présent travail, nous nous intéressons au probléme de I'uniformisation inverse, qui est
de trouver une description algébrique correspondant a une description géométrique donnée.
Plus précisément, nous nous intéressons a la méthode d’uniformisation conforme développée
par Peter Buser et Robert Silhol dans [BS05b] pour les surfaces de Riemann compactes de
genre 2. En genre 2, toute surface de Riemann compacte S est hyperelliptique. Par conséquent,
S peut étre décrite comme le quotient D/G, ot G est un groupe d’isométries de D qui admet
comme domaine fondamental un octogone hyperbolique O possédant une symétrie centrale
et dont les isométries identifiant les cOtés opposés engendrent G. D’autre part, la courbe
algébrique C conformément équivalente a S peut étre décrite comme un revétement double F :
D — C au-dessus de la sphere de Riemann C avec les points de ramification 0, 1, 0o, a1, ag, as,
ol ai,as,as € C \ {0,1, 00} sont deux a deux distincts. Autrement dit, la courbe algébrique
C est décrite par I’équation polynomiale

y? = z(x —1)(x — a1)(z — a2)(x — as).

Pour une surface de Riemann compacte S de genre 2 donnée par un octogone O admettant
une symeétrie centrale et son groupe d’isométries G' engendré par les isométries identifiant les
cOtés opposés de O, i.e. S = D/G, la méthode d’uniformisation de Buser-Silhol donne explici-
tement les coefficients a1, as, ag du polyndme associé a une courbe algébrique € conformément
équivalente a S, via l'introduction d’un nombre complexe T3¢ et d’une fonction holomorphe
impaire fgzg : D — C caractérisés par certaines équations fonctionnelles, appelées relations de
périodicité. Une des idées essentielles de 'approche de P. Buser et R. Silhol est de ramener le
probléme a celui du genre 1, résolu depuis le XIX®*™ siecle, via 75 et fgs. Mentionnons que le
tore dont il est question est donné par C/A,, ou A, C C est le réseau engendré par 2 et 275.

TBS



2 TABLE DES MATIERES

Puisque 7g5 et fgs ne sont donnés qu’implicitement par les relations de périodicité, le probleme
est alors d’estimer 7¢ et fgg. La fonction fzg étant holomorphe et impaire, elle possede un
développement en série de Taylor fps(z) = Z‘;‘;l bszJ ~! convergeant localement uniformé-

ment sur . P. Buser et R. Silhol approchent alors 7gs et fzs par un nombre complexe 77

n

et un polynéme impair pﬁ/l de degré 2n — 1, obtenus comme solutions au sens des moindres
carrés d’un systeme surdéterminé d’équations linéaires basé sur ’évaluation en 4M points des
relations de périodicité caractérisant msg et fgs. Dans des cas ou I'uniformisation est connue
explicitement, P. Buser et R. Silhol observent que les approximations numériques obtenues,

via le code Maple développé dans [BS05a], sont des approximations de trés bonne qualité de
Tos et fps.

La méthode d’approximation de P. Buser et R. Silhol pour 'estimation de 755 et fgg souffre
toutefois des deux problemes suivants :

A. Bien que la méthode d’approximation produise des estimations de haute qualité dans des
cas ou I'uniformisation est connue, il n’y a pas de preuve mathématique de sa convergence.

B. En général, un octogone fondamental O admet des sommets euclidiennement proches du
bord de D dans C (i.e. leur valeur absolue est proche de 1). Dans de tels cas, de nom-
breuses expérimentations numériques montrent que la méthode d’approximation perd de
son efficacité de maniére significative. De fait, les approximations numériques de 735 et fg
s’averent alors trés mauvaises, voire inutilisables.

Les principaux résultats de la theése sont les suivants :

1) Développement d’un modele d’analyse fonctionnelle dans lequel nous démontrons un théo-
reme de convergence pour la méthode d’approximation de Buser-Silhol.

2) Généralisation de la méthode d’uniformisation de Buser-Silhol (y compris la méthode
d’approximation) aux surfaces de Riemann hyperelliptiques de genre plus grand ou égal a
3.

3) Développement d’une méthode de décomposition du polygone fondamental (e.g. 'octogone
O) en polygones hyperboliques plus petits et couplage de celle-ci avec la méthode d’ap-
proximation de Buser-Silhol, dans le but remédier a la mauvaise qualité des approximations
issues de cette derniere lorsque le polygone fondamental est mal conditionné numérique-
ment.

Le présent travail est structuré comme suit.

Nous débutons le Chapitre 1 par quelques rappels sur les surfaces de Riemann, les courbes
algébriques et le Théoréeme d’uniformisation (Sections 1.1 et 1.2). Nous présentons ensuite
la méthode d’uniformisation développée par P. Buser et R. Silhol pour les surfaces de Rie-
mann compactes de genre 2 (Section 1.3) ainsi que leur méthode d’approximation et plusieurs
exemples numériques (Section 1.4).

Dans le Chapitre 2, nous rappelons quelques éléments de la théorie de 'approximation com-
plexe et développons une conséquence du Lemme de Schwarz (Section 2.1). En seconde partie
de ce chapitre, nous rappelons quelques éléments de la théorie des formes différentielles sur les
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surfaces de Riemann et donnons les propriétés d’une forme différentielle harmonique construite
a partir de la fonction fgg (Section 2.2). Les outils et les résultats développés dans ce chapitre
sont fondamentaux pour notre étude de la méthode d’approximation de Buser-Silhol pour
Tgs, fas au chapitre suivant.

Le Chapitre 3 contient les résultats principaux de notre étude de convergence de la méthode
d’approximation de Buser-Silhol. Nous commencons par introduire un modele d’analyse fonc-
tionnelle permettant de caractériser le nombre complexe 755 et la fonction fzg (Section 3.1).
BS BS
Ensuite, dans la Section 3.2, nous démontrons la convergence d’une suite d’approximations
de 7 ; issue d’un processus de minimisation d’une certaine norme sur des domaines par-
BS»y JBS
ticuliers. Dans la Section 3.3, nous discutons 'existence et la convergence d’une suite d’ap-
proximations de Tgg, fzg issue, elle, d’un processus de minimisation d’une certaine norme sur
des arcs de courbe particuliers, inclus dans le bord de I'octogone. Nous nous intéressons, dans
9 )

la Section 3.4, a une suite d’approximations de Tgg, fgg issue d’un processus de minimisation
d’une semi-norme sur des arcs de courbes (les mémes qu’a la section précédente). Nous ter-
minons ce chapitre par une discussion d’une suite d’approximations issue d’un processus de
minimisation d’une semi-norme sur des domaines, en particulier via des e-nets (Section 3.5).
Un schéma mettant en relation la convergence (démontrée ou conjecturée) des diverses suites
d’approximations de Tgg, fzs est illustré dans la Table 3.8 en page 94.

Dans le Chapitre 4, d’une part, nous généralisons aux surfaces de Riemann hyperelliptiques
de genre supérieur a 2, les définitions et les résultats décrivant la méthode de Buser-Silhol
pour 'uniformisation conforme des surfaces de Riemann hyperelliptiques de genre deux (Sec-
tion 4.1) et, d’autre part, nous présentons deux uniformisations numériques d’une surface de
Riemann hyperelliptique de genre trois (Section 4.2).

En général, plusieurs des sommets de 'octogone O sont euclidiennement tres proches du bord
de D. Ce mauvais conditionnement numérique a pour conséquence la tres mauvaise qualité
des approximations issues de la méthode d’approximation de Buser-Silhol. Dans le Chapitre
5, nous proposons une adaptation de cette méthode a une décomposition de I'octogone O en
polygones hyperboliques plus petits dans le but de remédier a certains des probléemes numé-
riques auxquels est sujette la méthode d’approximation de Buser-Silhol.

Dans le dernier chapitre de cette these (Chapitre 6), nous présentons quelques remarques et
questions relatives a nos recherches actuelles et futures. Certaines sont bien avancées, d’autres
méritent encore d’étre miries et mieux formulées. Nous nous intéressons, en particulier : a la
démonstration de la Conjecture 3.52 (Section 6.1); a des aspects numériques de la méthode
d’approximation de Buser-Silhol (Section 6.2); & de probables liens entre 75, fgs €t une cer-
taine fonction méromorphe sur C, obtenue via la dérivée schwarzienne des inverses locaux de
la fonction uniformisante F : D — C et dont I’expression est explicite, dans une certaine
mesure (Section 6.4); au module conforme de quadrilatéres dont le domaine est O et fzs(O)
(Section 6.5); & ce que devrait - et pourrait - étre une bonne notion de domaine canonique
décrivant une surface de Riemann hyperbolique et, en particulier, permettant de construire
un bon domaine fondamental P pour 'uniformisation a la Buser-Silhol de la surface hyperel-
liptique associée (Section 6.3) ; et, finalement, au développement d’applications informatiques
dans le but d’effectuer des expérimentations numériques sur les surfaces de Riemann (Section
6.6).






Chapitre 1
Préliminaires

Ce premier chapitre a pour but d’introduire le sujet du présent travail et de fixer les notations.
Les Sections 1.1 et 1.2 sont dédiées au rappel de quelques éléments de la théorie des surfaces
de Riemann. Nos références principales pour cette partie sont les ouvrages de R. Miranda
[Mir95], de H. Farkas et I. Kra [FK92|, et de G. Jones et D. Singermann [JS87]. Nous pré-
sentons ensuite la méthode d’uniformisation conforme des surfaces de Riemann compactes de
genre 2 développée par Peter Buser et Robert Silhol dans [BS05b] (Section 1.3) ainsi que leur
méthode d’approximation décrite dans [BS05b] et [BS05a] (Section 1.4). Nous terminons le
chapitre par quelques exemples numériques illustrant certaines des possibilités et des limites
de cette méthode d’approximation (Section 1.5).

1.1 Surfaces de Riemann et courbes algébriques

Une surface de Riemann (abstraite) S est un espace topologique de Hausdorff connexe muni
d’une structure conforme, 7.e. d’un atlas maximal de cartes (Uy, ¢q), avec U, C S un ouvert
et ¢q : U, — C un homéomorphisme, tel que les changements de cartes

$30¢n" : Pa(Ua NUg) — ¢3(Ua N Ug)

sont des fonctions holomorphes.

Les trois surfaces de Riemann simplement connexes que sont la sphére de Riemann C =
CU {oo} munie de Patlas {(C,id¢), (C\{0}, z — 1)}, le plan compleze C muni de {(C,idc)}
et le disque unité D = {z € C||z| < 1} muni de {(D,idp)}, jouent un role particulier dans la
théorie des surfaces de Riemann, role que nous rappelons plus bas. Les groupes d’automor-
phismes conformes de ces surfaces de Riemann, 7.e. les applications biholomorphes, sont :

Conf(C) = {z —> ZZZIS |a,b,c,d € C, avec ad — be # 0},

Conf(C) ={z——az +b|a,b € C, avec a # 0},

Conf(D) = {z +— £ {a,b € C, avec [a]* — b]* = 1}.
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Courbe affine plane

Notons C[z, w] 'anneau des polynémes en z, w a coefficients complexes. La courbe affine plane
X 4 associée & un polynéome A € C[z,w)] est 'ensemble des zéros de A dans C2

X4 = {(z,w) € C?*| A(z,w) = 0} .

Rappelons que la non singularité d'un polynéme A € C[z, w] signifie que pour tout (zq,wg) €
X 4 les dérivées %(zo, wp) et %(Zg, wp) ne sont pas toutes deux nulles.

Théoréme 1.1 Si A € C[z,w] est un polynome irréductible et non singulier, alors la courbe
affine plane X 4 est une surface de Riemann.

Preuve. L’irréductibilité de A implique la connexité de X 4. La preuve de cette implication
nécessite des outils de géométrie algébrique, voir par exemple [Sha94, Ch. VII]. La non sin-
gularité de A permet la définition d’un atlas conforme pour X4 a l'aide du Théoreme des
fonctions implicites. Nous en donnons la construction ci-apres. Considérons 7, m,, les projec-

tions
X4
C C

définies par 7, (z,w) = z et mu(z,w) = w, (z,w) € X4. Soit (zp,wy) € X 4. Puisque X4
est non singuliére, %—‘g(zo,wg) # 0 ou g—ﬁ(zo,wg) =% 0. Supposons que %(Zg,wo) # 0. Par le
Théoréeme des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert U C X4 de (29, wp) et une

fonction holomorphe g : 7,(U) — C tels que

{(2,9(2)) |z € m(U)} C Xa,

autrement dit, dans le voisinage U, X 4 est localement le graphe de g. La projection 7, |y est
donc un homéomorphisme sur son image. Nous obtenons ainsi une carte (U, 7,|y) de X4 au
voisinage de (2, wp). Si %(zo, wp) = 0 et %(zo, wp) # 0, nous définissons de maniére similaire
une carte de X 4 au moyen de la projection m,,. Les changements de cartes de ’atlas ainsi dé-
fini sont bien holomorphes. En effet, si deux cartes issues de 7, (resp. m,) ont une intersection
non vide de leurs domaines, alors le changement de cartes est donné par la fonction identité
sur cette intersection. Si une carte est issue de 7, et 'autre de m,, avec une intersection non
vide de leurs domaines, considérons (zy, wp) un point appartenant & cette intersection. Sup-
posons que dans un voisinage U C X4 de (zp,wp) nous ayons {(z,9(2)) |z € m.(U)} C Xa,
avec une fonction holomorphe g : 7, (U) — C; alors le changement de cartes est donné
par m, o (7)1 (2) = mw(z,9(2)) = g(2), 2z € m,(U). Par conséquent, m,, o (7,|y)~* est ho-
lomorphe. X 4 est ainsi bien muni d’un atlas conforme, qui induit une structure conforme. [

Remarque 1.2 La courbe affine plane X4 associée & un polynéome A € C[z,w] n’est pas
compacte. En effet, X4 C C? n’est pas bornée, car pour tout zg € C il existe w € C tel que
A(zp,w) = 0.



1.1 SURFACES DE RIEMANN ET COURBES ALGEBRIQUES 7

Surface de Riemann hyperelliptique

Une classe importante de surfaces de Riemann compactes est constituée des surfaces de Rie-
mann hyperelliptique. Une surface de Riemann S est ainsi nommeée s’il existe une fonction
holomorphe 7, : § — C surjective de degré 2. La fonction 7, est alors appelée projection
hyperelliptique. Si S est une surface de Riemann hyperelliptique et 7, : S — C la projection
hyperelliptique associée, 'application biholomorphe ¢y : S — S définie par

@) ' oua’ # x, avec mp(2') = mp(x) si x n’est pas un point de ramification de 7,
PrlT) =

x  six est un point de ramification de my,

est appelée involution hyperelliptique.

Nous décrivons a présent une méthode classique de compactification d’une courbe affine plane
produisant une surface de Riemann hyperelliptique.

Soient n > 0 un entier et A € C[z,w] le polynéme défini par
A(z,w) = w? — h(z)

ou h € C[z] est un polynéme de degré 2n + €, avec € € {1,2}, dont les racines sont deux a
deux distinctes. Nous posons

h(z) =(z—a1)(z —a2)...(z — aznt1)(z — a2p+2) (1.3)
avec ap, . .., a2,+1 € C deux a deux distincts. Si le degré de h est pair, nous avons agp+2 € C
distinct de aq,...,a2,+1 et sile degré de h est impair le terme (z — agy,42) est omis et nous

posons agy,+9 = 00. Les racines de h étant deux a deux distinctes, A est un polynéme irréduc-
tible et non singulier, et par conséquent X4 est une surface de Riemann (Théoréme 1.1). Le
coefficient devant le monome de plus haut degré de h peut étre supposé égal a 1, sans perte
de généralité. En effet, les courbes affines planes X4 et X ; associées aux polynomes

Alz,w) =w? — (z —a1)(z — ag) ... (2 — agns1) (2 — Gonga),

Alz,w) = w? —c(z — a1)(z — a2) ... (2 — azns1)(z — agni2)
respectivement, sont conformément équivalentes via ’application biholomorphe

XA—>X"AV

(z,w) — (z,w\/c).

Dans toute cette section, nous supposerons que le polynéme h a la forme donnée dans (1.3).
Nous procédons a présent a une compactification de X4 en une surface de Riemann hyperel-
liptique S4. Considérons Uy l'ouvert de X4 défini par

Ua=A{(z,w) € Xa|z#0}.

Notons que X4 \ Ua contient un ou deux éléments, selon que le degré du polynéme h est
impair, respectivement pair. Soit B € C[x,y] le polyome défini par

B(z,y) =y° — k(=)



8 PRELIMINAIRES

olt k € C[z] est défini par k(z) = 22"*2h(L1). Le polynome k est de degré 2n+¢, avec € € {1,2},
et ses racines sont distinctes puisque celles de h le sont. Soient encore Xp la courbe affine
plane associée a B et U 'ouvert de Xp défini par

Up ={(z,y) € Xp|z #0}.
Finalement, considérons la fonction biholomorphe 1) : Uy — Up définie par
Yz, w) = (2, Zgr), (2w) €Us.
En recollant X4 et Xp le long de U4 et Up via 1 nous obtenons la surface

Spa = (XaI1YA)/.

Proposition 1.4 S4 est une surface de Riemann hyperelliptique de genre n. La projection
7w, : X4 — C définie par m,(z,w) = z s’étend alors en la projection hyperelliptique de S4
oS4 — C. Les points de ramification de m, sont les racines de h (et le point oo si h
est de degré impair). De plus, Uinvolution hyperelliptique @y, : S4 — Sa est donnée par

en(((z w)]) = [(z, —w)].

Preuve. Nous reprenons essentiellement la preuve donnée dans [Mir95, p.61]. L’union dis-
jointe de X et Y quotientée par 1, dénotée (X4 11Y4)/1, nous donne une surface topologique
fermée. La compacité de S4 vient du fait que S4 est homéomorphe a la réunion des boules
fermées (dans C2)

Ba={(zw) e Xallz[ <1} et Bp={(x,y) € Xpl[z[ <1}

quotientées par I’homéomorphisme 12 : 0By — OBp définie par 1; = 1|op, ou 0B, est le bord
de B, dans C2. La structure conforme de S4 est issue de l’atlas conforme construit & Paide
des atlas conformes de X4, Xp et des inclusions naturelles 14 : X4 <— Sa, tp : Xg — S4.
Ces inclusions naturelles sont alors holomorphes.

La projection 7, s’étend de maniere naturelle en une application 7, : S4 — C définie par

{ z  si(z,w) € Xa

Wh([(Z,U))D = 1/2, si (ij) € Xp

avec la convention habituelle 1/0 = co. L application 7, est bien définie puisque pour (z,w) €
Uy =7, (Up), il vient

m([Y(z,w)]) = mu(((2, 750)]) = 2 = m(((z,w)])

Par construction, 7, est holomorphe sur t4(X 4). Il reste a vérifier que 7, est holomorphe au
voisinage de tp(Xp \ Up). Pour cela, considérons (0,w) € Xp \ Up. Puisque %—E(O, w) # 0,
le Théoreme des fonctions implicites garantit 1’existence d’un voisinage ouvert V C Xp de
(0, w) et d’une fonction holomorphe g : m, (V) — C tels que {(g(w),w)|w € m,(V)} C X5.
L’expression de 7, dans les cartes (V,my|y) de Xp et (C\ {0}, ) de C, avec ¢(z) = L est

6 om0 (mulv) " (w) = ¢ o m(g(w), w) = ¢ (515) = g(w)
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qui est holomorphe. Ainsi 7w, : S4 — C est holomorphe. Par construction, 7, est de degré
2. La préimage d’un point de C contient soit deux points de multiplicité 1, soit un point (de
ramification) de multiplicité 2. Les points de ramification de 7, sont au nombre de 2n+ 2. Ce
sont les 2n + 2 zéros de h si h est de degré pair, ou les 2n + 1 zéros de h et le point au-dessus
de oo si h est de degré impair. La formule de Riemann-Hurwitz relie alors les genres ng, de
Sa et ng = 0 de C comme suit :

2ng, —2 = deg(m)(2nz —2) + Y (multy(ms) — 1) = 2(—2) +2n+2.
pESA

Ainsi, la surface Sy est de genre ng, = n et la proposition s’ensuit. [
De fait, toute surface de Riemann hyperelliptique est issue de la construction ci-dessus.

Théoreme 1.5 Soit S une surface de Riemann hyperelliptique de genre n > 0. Il existe
alors un polynome A € Clz,w] de la forme A(z,w) = w? — h(z) avec h € C[z], un polyéme
du type (1.3) de degré 2n + €, € € {1,2}, tel que S et Sx sont conformément équivalentes.

Preuve. Voir par exemple [Mir95, Proposition 4.11, p. 92]. O

Proposition 1.6 Deux surfaces hyperelliptiques S et Sp associées aux polynémes

o —

Az, w) = w? = (2 = a1)(z — az) - (2 — azus1)(z — aansa),

B(Iay) = y2 - (I - bl)(x - b2) U (LU - b2n+l)(x - b2n+2)7

avec n > 0, sont conformément équivalentes si et seulement s’il existe une application biho-
lomorphe g € Conf(C) et une permutation 6 de l’ensemble d’indices {1,2,...,2n + 2} telles
que

g(ag(i)):bi, i:1,...,2n+2.

Preuve (esquisse). Notons W}’? 1S — C et ﬂf :Sp — C les projections hyperelliptiques
de S4 et Sp respectivement. Supposons que S et Sp sont conformément équivalentes via
une application biholomorphe g : S4 — Sp. Puisque ﬂ,]f 0g: Sy — C est aussi de degré

~

2, il existe une application biholomorphe g € Conf(C) telle que le diagramme suivant commute

SA—g>SB

W |
C---C
De plus, les points de ramification de 77,1? og sont les mémes que ceux de ﬂ';? (voir par exemple
[FK92, Théoreme I11.7.3, p. 101]). Réciproquement, supposons qu’il existe une application bi-
holomorphe g € Conf(C) et une permutation 6 de I’ensemble d’indices {1,2,...,2n+2} telles
que g(ag)) = b, i = 1,...,2n+2. Les applications de revétement (ramifié) gmr;? :S4 —C
et 77,? : S5 — C sont alors toutes deux de degré 2, les images de leurs points de ramification

sont identiques et elles ont la méme monodromie. Il existe ainsi (voir par exemple [Mir95, p.
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92]) une application biholomorphe g : S4 — Sp telle que le diagramme suivant commute

Sa--"->9p

La proposition s’ensuit. [

Corollaire 1.7 Soit S4 la surface de Riemann hyperelliptique associée au polyndome

o —

A(z,w) = w? = (z = a1)(z — az) -+~ (2 = aza41)(2 — azn42) ,
avecn>1, et g € Conf(@) Uapplication biholomorphe définie par

g(azn) =0, g(azny1) =1, g(aznt2) = 0.

Alors S4 est conformément équivalente d la surface de Riemann hyperelliptique Sp associée
au polynome
B(z,y) =y* —x(x — 1)(z — by)(x — ba)--- (x — bap_1)

avec by = g(a;), 1 =1,...,2n + 2.

Preuve. Conséquence immédiate de la Proposition 1.6. [J

Remarque 1.8 Le Corollaire 1.7 est (trivialement) vérifié dans le cas n = 0, en adaptant
la notation.

Ainsi, toute surface de Riemann hyperelliptique de genre n > 0 est conformément équivalente

N

Ca={(z,w) e CxC|A(z,w) =0} = X4 U{(c0,00)},

pour un polynéme A € C[z,w] de la forme
Alz,w) =w? —2(z = 1)(z —a1)--- (2 — agn_1)

avec ai,...,o,_1 € C deux a deux distincts, muni de la structure conforme induite par ’atlas
conforme composé de I'atlas de X4 et de la carte (Uy, ¢pno) de C4 au voisinage de (oo, 00)
définie comme suit : considérons les applications

ea\{(0,00y X Xz = C

(zw) = (L) —
ou ¢ (o0, 00) = (0,0), B € Clz, y] est le polynéme défini par

B(z,y) = y? — x2”+2h(%) =y? - r(1—-2)(1 —ax) - (1 —ag,_17)
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et Xp est la courbe affine plane associée a B. Puisque %—5(0, 0) = ajay...a,—1 # 0, il existe,
par le Théoréme des fonctions implicites, un voisinage ouvert U C Xp de (0,0) et une fonction
holomorphe g : m,(U) — C tels que {(9(v),vy) |y € m,(U)} = U C Xp. Soient € > 0 tel que
Uso = {(2z,w) € Cal|z| > L} vérifie ¢(Us,) C U, et oo : Usx, — C l'application définie par
boo(z,w) = Ty oh(z,w) = —neT - Par construction ¢ est un homéomorphisme sur son image
et (Uso, o) complete I'atlas de X 4 en un atlas conforme de C4.

Définition 1.9 C4 est appelée la courbe algébrique (hyperelliptique) associée au polyndéme
Alz,w) =w? —2(z = 1)(z —a1) - (2 — agn_1).
Nous terminons cette section par le résultat suivant.

Théoréme 1.10 Toute surface de Riemann compacte de genre n < 2 est hyperelliptique.

Preuve. Voir par exemple [FK92, Proposition II11.7.2, p. 100]. O

1.2 Uniformisation des surfaces de Riemann

A toute surface de Riemann hyperelliptique S correspond une courbe algébrique € conformé-
ment équivalente a S. La structure conforme de € nous donne un ensemble de paramétrisations
locales de C. Il est alors naturel de se poser la question de 'existence d’une paramétrisation
uniforme de C, i.e. d'une paramétrisation globale de C,

P.:X —C,

dont le domaine X est simplement connexe. La réponse est affirmative et I'existence d’une
telle paramétrisation uniforme est donnée par le Théoreme d’uniformisation des surfaces de
Riemann, dii a Paul Koebe et Henri Poincaré.

Le Théoréme

Théoréme 1.11 (Théoréme d’uniformisation, Koebe, Poincaré, 1907) Toute surfa-
ce de Riemann simplement connexe est conformément équivalente a la sphére de Riemann C,
au plan complexe C ou bien au disque de Poincaré D.

Une preuve de ce résultat fondamental se trouve par exemple dans [Ahl73]. Notons toutefois
que nous pouvons aisément nous convaincre que ces trois surfaces ne peuvent par étre confor-
mément équivalentes. D’une part, au vu de sa compacité, la sphere de Riemann C ne peut
étre homéomorphe ni & C, ni a ID. D’autre part, le plan complexe et le disque unité ne peuvent
étre conformément équivalents puisque toute application holomorphe de C vers D est bornée
et donc constante par le Théoréeme de Liouville.
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A présent, soit S une surface de Riemann arbitraire.

Soit 7 : S — S le revétement universel de S. La structure conforme de S se reléve en une
structure conforme de S de sorte que la surface simplement connexe S devient une surface de
Riemann et 'application de revétement m une application holomorphe Grace au Théoreme
d’uniformisation, nous pouvons supposer S = X pour un X € {C,C,D}. Notons Deck(S) le
groupe des applications de revétement de S, i.e. le groupe

Deck(S) = {g : X — X biholomorphe |7 o g = 7}.

Ce groupe d’automorphismes conformes agit proprement discontiniiment et sans points fixes
sur X, et nous obtenons ainsi une équivalence conforme entre les surfaces de Riemann S et
X /Deck(S).

Corollaire 1.12 Toute surface de Riemann S est conformément équivalente au quotient
X/Deck(S) ou X € {C,C,D} est le revétement universel de S.

Nous traitons brievement les possibilités pour Deck(S) selon que le revétement universel X
de S est la sphere de Riemann, le plan complexe ou le disque unité. Si X = @ nous avons
Deck(S) = {idz} puisque tout automorphisme conforme de C admet au moins un point fixe
et que Deck(S’) agit proprement discontintiment et sans points fixes. Par conséquent, S est
conformément équivalente a C.Si X = C, les seules possibilités pour Deck(.S) sont

{idc}
Deck(S) =¢ (2 z+w) w e C\ {0} donné
(zr—z+w, 22— 24ws)  wi,wg €C\ {0} tels que &L ¢ R donnés

Par conséquent, S est conformément équivalente respectivement a C, & un cylindre ou bien &
un tore. Le dernier cas X = ID est celui des surfaces non exceptionnelles. Nous avons dans ce
cas le fait remarquable que les automorphismes conformes de ID sont exactement les isométries
du disque de Poincaré, i.e. le disque unité D muni de la métrique hyperbolique

2
e =
Par conséquent, S peut étre munie de la métrique hyperbolique via 7w, devenant ainsi une
surface hyperbolique. Mentionnons encore que les éléments de Conf(DD) sont classifiés par
leurs points fixes dans 'adhérence de D dans C, a savoir : g € Conf(D) est g elliptique (un
unique point fixe dans D), g paraboliqgue (un unique point fixe sur le bord de D) ou bien
hyperbolique (deux points fixes sur le bord de D). Le groupe Deck(S) ne contient donc aucun
élément elliptique. De plus, si S est compacte alors Deck(S) ne contient que des éléments
hyperboliques et son genre est ng > 2.

Le Probléme classique

Soit .S une surface de Riemann compacte de genre ng > 0. D’une part, S est conformément
équivalente a la surface de Riemann d’une fonction algébrique A € Clz,w]. D’autre part, le
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Théoréme d’uniformisation de Koebe-Poincaré implique que S est conformément équivalente
a la surface quotient X/Deck(S) avec X € {C,C,D}. Le probléme classique de 1'uniformisa-
tion des surfaces de Riemann est alors de lier explicitement ces deux descriptions.

Dans le présent travail, nous nous intéressons au cas ou S est hyperelliptique. Pour une telle
surface, donnée comme le quotient de son revétement universel X par ’action de son groupe
d’applications de revétement Deck(S), nous nous intéressons & la description explicite d’un
polynéme A € C[z, w] tel que sa courbe algébrique associée €4 soit conformément équivalente
a S, ainsi qu’a la description explicite d’une paramétrisation uniforme P : X — Cy4.

Sing =0, S admet C comme revétement universel et est conformément équivalente a C. Le
probléme de 'uniformisation est dans ce cas trivialement résolu.

Sing =1, S admet C comme revétement universel et Deck(S) correspond - & automorphisme
conforme de C pres - au réseau

Ar={n+m7r|n,meZ} CC

pour un 7 € H = {x + iy € C|y > 0}. Ainsi, S est conformément équivalente au tore C/A.
Dans ce cas, la fonction p : C — C de Weierstrass associée au réseau A, et définie par

1 1 1
p) =5+ > (72——2>, zeC,
2 oy \Fw) W

nous donne explicitement une courbe algébrique €4 conformément équivalente a S ainsi qu’une
paramétrisation uniforme P : C — C4. Nous obtenons

Ca = {(z,w) € Cx C|A(z,w) = 0}
ou le polynéme A € C[z,w] est défini par
A(z,w) = w? —4(z — ay)(z — az)(z — a3)

avec

ar=p(z),  a=p(F), a=p(H).

Une paramétrisation uniforme de €4 est donnée par I'application A, -équivariante
P:C — €y
z — (p(2), ' (2))

ou ¢ est la dérivée de .

Sing > 2, alors S admet D comme revétement universel et Deck(.S) est un groupe d’éléments
hyperboliques de Conf(DD) agissant proprement discontiniiment et sans points fixes sur D.
La méthode d’uniformisation conforme de Buser-Silhol s’applique aux surfaces de Riemann
compactes de genre ng = 2, genre pour lequel toutes les surfaces de Riemann compactes sont
hyperelleptiques. Nous considérerons des a présent que de telles surfaces sont toujours munies
de la métrique hyperbolique.
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1.3 Méthode d’uniformisation conforme de Buser-Silhol

Dans cette section, nous présentons la méthode développée par Peter Buser et Robert Silhol
pour 'uniformisation conforme des surfaces de Riemann compactes de genre 2. Cette section
est essentiellement basée sur 'article [BSO5b]. Mentionnons toutefois que nous avons quelque
peu adapté les énoncés des résultats de P. Buser et R. Silhol & nos notations et définitions.

Etant donné une surface de Riemann S compacte de genre 2, nous désirons trouver un poly-
néome A € Clx,y] tel que la courbe algébrique C4 associée soit conformément équivalente a
S, ainsi qu’'une paramétrisation uniforme P : D — €4. La méthode de Buser-Silhol donne
explicitement un tel polynéme et une telle paramétrisation via I'introduction d’une fonction
holomorphe fzg et d’'un nombre complexe 735 donnés implicitement.

Définition 1.13 Un octogone géodésique hyperbolique O C D est appelé octogone admis-
sible pour la méthode d’uniformisation de Buser-Silhol si :

i) il est non dégénéré (i.e. ses angles internes sont tous strictement positifs),

ii) la somme de ses angles internes vaut 27,

)
iii) il admet une symétrie centrale par rapport a lorigine 0 € D,
)

iv) deux de ses cotés opposés ont leur milieu hyperbolique sur le segment | — 1,1[ C D.

Le groupe G engendré par des isométries hyperboliques g1, ..., g4 identifiant chacune deux
cOtés opposés de O est appelé groupe d’isométries associé a O.

Soient O un octogone admissible et G son groupe d’isométries associé.

Nous notons consécutivement dans le sens trigonométrique positif my, ..., mg les milieux hy-
perboliques des cotés de O, en commengant par m; € ]0,1[, ainsi que s1,..., ss les sommets
de O, en commencant par s; le sommet compris entre m et mo le long du bord de O. Afin
que la notation des isométries hyperboliques g1, ..., g4 soit uniquement déterminée, nous les
définissons de sorte que g;(m;14) = m;, i = 1,...,4. La situation est illustrée par la Figure
1.1. Notons que tous les éléments du groupe G sont hyperboliques et que les fleches de la
Figure 1.1 sont portées par les axes des générateurs g1, ..., g4.

Lemme 1.14

a) Soit S une surface de Riemann compacte de genre 2. Alors il existe un octogone admissible
O tel que S soit conformément équivalente a D/G, ou G est le groupe d’isométries associé
a 0.

b) Soit O un octogone admissible et G son groupe d’isométries associé. Alors O est un do-
maine fondamental pour l'action de G sur D, et D/G est une surface hyperbolique fermée
de genre 2.

Preuve. Le point a) est un résultat classique qui remonte & Fricke et Klein (cf. [FK65]).
Le point b) est un cas particulier du Théoréme du polyedre de Poincaré (voir par exemple
[Bea95, Théoreme, 9.8.4]). O
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F1GURrE 1.1. Octogone admissible O C D et générateurs gy,...,g94 de son groupe
d’isométries associées G.

Remarque 1.15 Soit O un octogone admissible et G son groupe d’isométries associé. La
multiplication par —1 dans D est un relevement de I'involution hyperelliptique ¢, de D/G.
Autrement dit, nous avons le diagramme commutatif suivant.

(-1)

D D
D/G—2>D/G

Soient O un octogone admissible et G son groupe d’isométries associé. Soient encore h; :
D — D le demi-tour autour du point milieu m;, i = 1,...,8, et G’ le groupe engendré par
les éléments g1, g3 et ho, hy, hg, hg. Le groupe G’ est appelé groupe auziliaire d’isométries de
0. Un fait crucial dans la méthode d’uniformisation de Buser-Silhol est que non seulement
loctogone O est un domaine fondamental pour l'action de G sur D, mais c’est aussi un
domaine fondamental pour 'action de G’ sur . La situation est illustrée par la Figure 1.2.

Définition 1.16 Soient O un octogone admissible, G' son groupe d’isométries associé et G’
son groupe auxiliaire d’isométries. Le triplet (O, G,G’) est appelé une donnée pour l'unifor-
misation a la Buser-Silhol d’une surface hyperelliptique de genre 2.

u i T r i i ruir ratique, u nné
Nous mentionnerons dans la prochaine section comment construire, en pratique, une donnée
pour 'uniformisation a la Buser-Silhol d’une surface hyperelliptique de genre 2.

Théoréme 1.17 (Buser-Silhol) Soit (O, G, G") une donnée pour l'uniformisation a la Buser-
Silhol d’une surface hyperelliptique de genre 2. Alors il existe un unique Tgs € H et une unique
fonction holomorphe fgg: D — C tels que :

1) fas est impaire,
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FIGURE 1.2. Octogone admissible O C D et générateurs g1, go, ho, ha, he, hg de son
groupe auxilliaire d’isométries G'.

it) fas est conforme sur D sauf sur les G-orbites (ou G'-orbites) des points mo;, i =1,...,4,
et fas(z) — fas(mo;) est exactement d’ordre 2 aux points moy;,

ii1) fes(91(2)) = fos(z) +2 sur D,
) frs(g3(2)) = fes(2) + 27ps sur D,
v) fos(h2i(2)) = fas(z) surD, i=1,...,4.

Preuve. Cf. [BS05b, Lemma 1.1]. O

Définition 1.18 Le quintuplet (O, G, G'; fzg, T5s) est appelé une uniformisation a la Buser-
Silhol d’une surface hyperelliptique de genre 2, et les six relations iii),iv) et v) du Théoreme
1.17 sont appelées les relations de périodicité associées a (O, G, G'; fss, Tas)-

Remarque 1.19 Soit (O, G, G’; fss, Tss) un élément pour I'uniformisation & la Buser-Silhol
d’une surface hyperelliptique de genre 2. Du Théoréme 1.17 et de sa preuve découlent les
remarques suivantes.

1) D/G’ est une surface de Riemann compacte de genre 1 conformément équivalente & C/A
ou A, C C est le réseau engendré par 2 et 2735. En réalité, la fonction fgzs n’est autre
que le reléevement de la projection canonique 7 : D — D/G’ au revétement universel
conforme 7y : C — D/G’ vérifiant f54(0) = 0. Nous avons donc le diagramme commutatif

suivant.
~ 7 (C
fBS 7
Ve
s 2
/

/ !
D D/G

1
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2) La fonction fgg n’est pas un polynéme. En effet, I’ensemble {¢"(0) |g = hy o hy et r € Z}
admet une infinité d’éléments distincts, chacun annulant fgg. Si fgg était un polynome, fgg
devrait donc étre identiquement nulle.

3) La fonction fzg vérifie
st(O) =0, st(ml) =1, st(Sl) =1+7p et st(mZi) = Tgs -
4) Les points de Weierstrass (points fixés par I'involution hyperelliptique) sont

7(0), 7(si), m(m1), m(m2), T(ms), 7(m4)
oum:D — D/G est la projection canonique.

Pour le calcul d’approximations numériques de (7gs, fzs), P. Buser et R. Silhol utilisent la
caractérisation de (7gg, fps) suivante.

Théoréme 1.20 (Buser-Silhol) Soit (O,G,G’; fss, Tas) un élément pour l'uniformisation
a la Buser-Silhol d’une surface hyperelliptique de genre 2. Considérons une fonction holo-
morphe f définie sur un voisinage ouvert D de l'octogone O. S’il existe T € C tel que les
conditions suivantes soient vérifiées :

i) f est impaire,
i) f(g1(2)) = f(z
ii) f(g3(z)) = f(z
i) f(hei(2)) = f(2) sur lUarc géodésique [s2;—1, S2i|p, pour i =1,2,

+ 2 sur larc géodésique [s4, S5)h,

\/\/

+ 27 sur larc géodésique [sg, S7]h,

alors ]?: fes|lp et T = Tpg .

Preuve. Cf. [BS05b, Lemma 1.2]. O

Avant d’énoncer le résultat de P. Buser et R. Silhol (Théoreme 4.11) qui décrit un poly-
noéme dont la courbe algébrique associée est conformément équivalente a la surface de Rie-
mann compacte de genre 2 associée a un octogone admissible donné, nous introduisons encore
quelques déﬁntions nécessaires. Soient A, C C le réseau euclidien engendré par 2 et 273, et

T, :C— C une fonction méromorphe paire A, -périodique. P. Buser et R. Silhol ont choisi
la fonction définie par

TBS

T C2k+2w)2

TBb

W = (w— CQk)(l—
——E]:[ ZE(C,

Czk—i—l) (1 _ C2k+1w)2 ’

o o . - . - 00 (1+¢)2 4 . .
ou ¢ = exp(mitgs), w = exp(miz) et K = 4[5, (W) . Cette fonction est normali-
sée de sorte que T,.(0) = 0, T, (1) = 1 et T, (7s) = oo. Cette fonction-la a été choisie
car une approximation suffisamment précise de T, est obtenue en tronquant les produits
apres quelques dizaines de termes. Théoriquement toutefois, n’importe quelle autre fonction
méromorphe paire A, -périodique aurait fait I'affaire, comme par exemple la fonction g de
Weierstrass.

TBS

Théoréme 1.21 (Buser-Silhol) Soient (O, G, G'; fus, Tas) une uniformisation a la Buser-
Silhol d’une surface hyperelliptique de genre 2 et Fgs : D — C la fonction méromorphe
définie par Fys = Ty, o fgs. Alors :

B



18 PRELIMINAIRES

1) Fgs est G-équivariante.
1) La surface hyperbolique fermée de genre deur D/G est conformément équivalente d la
courbe algébrique C4 associée au polynome A € Clx,y] défini par

Az, y) =9° —z(z — 1)(z — a1)(z — az)(z — a3)
ot a1 = Fys(s;), ag = Fps(ma) et ag = Fys(my).
iti) L’application
P:D — €y
z — (2(2),y(2))
ot les fonctions méromorphes G-équivariantes x,y : D — C sont définies par

z(z) = Fus(2),

y(z) = \/FBS(Z)(FBS(Z) — 1) (Fps(2) — a1)(Fus(2) — a2)(Fps(z) — as)
est une paramétrisation uniforme de la courbe algébrique C4.

Preuve. Cf. [BS05b, Proposition 1.4]. O

Remarque 1.22

a) La fonction Fgg est un relevement de la projection hyperelliptique 7. Autrement dit, nous
avons le diagramme commutatif suivant.

D fos
\ FBS L
g Trq
D/G — ¢
Th,

b) Dans le Chapitre 4, nous reviendrons en détail sur les démonstrations des résultats de P.
Buser et R. Silhol énoncés ci-dessus lors de la généralisation de ceux-ci aux surfaces de
Riemann hyperelliptique de genre n > 2.

1.4 Méthode d’approximation de Buser-Silhol

Soit (O, G, G"; s, fus) une uniformisation & la Buser-Silhol d’une surface de Riemann hyper-
elliptique de genre 2. Le nombre complexe 755 et la fonction fzg étant donnés implicitement
(Théoréme 1.17), le probleme est alors de les estimer. Nous présentons dans cette section la
méthode d’approximation pour 75 et fzs développée par P. Buser et R. Silhol et décrite dans
[BS05b] et [BS05a].
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Donnée de (O, G, G)

Pour la donnée explicite d’un octogone admissible (via ses sommets sq,...,sg), P. Buser et
R. Silhol utilisent les parameétres de longueur I; et de twist tw; de Fenchel-Nielsen

(ll,twl,lg,twg,l3,tw3) S (Rj_ X R)g

associés a la partition d’'une surface de Riemann compacte S de genre 2 en deux pantalons
(topologiquement deux spheéres auxquelles trois disques disjoints ont été enlevés) dont les
bords a1, as, a3 sont des géodésiques fermées simples non séparantes (i.e. S\ a; connexe) et
deux a deux disjointes. Ils construisent alors deux octogones admissibles O; (type Octol) et O
(type Octo2) pour les mémes parameétres de Fenchel-Nielsen. Soient G; le groupe d’isométries
associé a O; et m; : D — D/G; la projection canonique. Notons 5& U &% la préimage de ay
dans Oq, 54% U &% celle de as et a3 celle de a3, et notons de maniére similaire les préimages
dans Os. La situation est illustrée dans la Figure 1.3.

FIGURE 1.3. Octogones admissibles de type Octol et de type Octo2 correspon-
dant aux paramétres de Fenchel-Nielsen (3,0.4,2,—0.3,2,—0.1) et préimages de
aq, g, a3 dans les octogones respectifs.

Nous avons en particulier

Wl(&%) = 71'1(&%) = o, Wl(&% U&%) = g, 7T1(063) = a3,

m(BUBY) =1,  m(BiUBE) =0z, m(Bs) = as,
et
) = (@) = 5 fo(aF) = o (B)) = to(BY),
Uaz) = lp(@h) = tp(@5) = tn(F) = (53),
I3 = 10(as) = L tp(as) = L p(Bs),

ou /(.) est la longueur hyperbolique dans S = D/G; = D/Gs et /p(.) la longueur dans le
disque de Poincaré.

D[

L=

D[

Iy =

Pour les détails de la construction, a partir des parameétres de Fenchel-Nielsen, d’un octogone
admissible O, des générateurs de son groupe d’isométries associé G et des générateurs de son
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groupe auxiliaire d’isométries G', se référer a [BS05b, Section 2] (et pour un exposé général
sur les parameétres de Fenchel-Nielsen voir par exemple [Bus92, Section 1.7 et Chapitre 3]).
Une discussion détaillée sur différentes descriptions d’un octogone admissible et de ’espace
de Teichmiiller des surfaces de Riemann compactes de genre 2 est présentée dans article
d’Aigon-Dupuy, Buser et al. [ADBCT05].

Probléme de minimisation

P. Buser et R. Silhol utilisent la caractérisation de (7gg, fgs) par les relations de périodicité
(Théoreme 1.20) et le fait que la fonction holomorphe impaire fzg : D — C possede un dé-
veloppement en série de Taylor fgs(z) = Z?‘;l bszj ~! convergeant uniformément localement
sur . Ils approchent 755 et fgg par un nombre complexe T,]LW et un polynéme impair p,j‘f € Cl¢]
de degré 2n — 1 qui minimisent la quantité

M

M - RN () ) =) {Ipfy(gl(Z%c)) = on! (200) = 2% + I’ (ha(23%) — po’ (22%)
k=1

+lph (95(:4%)) — AT (24%) — 27" P + [ph! (ha(244)) — ph! (A1}

Le choix des points oM = {{z%}fk\/lzl}le sera expliqué au prochain paragraphe. (Nous revien-
drons en détail sur la fonctionnelle RN, & la Section 3.4). En posant p (2) = i b;u 22—t

cela revient & dire que (7, pM) est solution au sens des moindres carrés du systéme linéaire
surdéterminé a 4M équations et n + 1 inconnues

Asrrx(n41)bnr1yx1 = danrxa

avec A, b, d définis dans la Table 1.4. Pour la résolution de ce systeme, P. Buser et R. Silhol ont
développé un package Maple (cf. [BS05a]) utilisant une routine standard pour la résolution
au sens des moindres carrés du systéme linéaire surdéterminé donné ci-dessus (a savoir, la
méthode de décomposition en valeurs singuliéres de la matrice A, voir par exemple [TB97]).

Remarque 1.23 En réalité, P. Buser et R. Silhol incorporent aussi les six conditions sui-
vantes dans leur probleme de minimisation

st(ml) =1, st(Sl) =1+ 7gs, st(32) =1+ 7gs,
st(mB) = Tgs, st(SB) = —1+ g, st(54) = —1+ 7.

Nous ne les incorporons pas dans le modele d’analyse fonctionnelle que nous développons a
la Section 3.4, car ces conditions découlent des relations de périodicité et donc leur influence
décroit lorsque M croit.

Sélection des points sur les arcs

Les points {{zM}M 11, du systeme linéaire donné ci-dessus sont choisis sur les cotés de
loctogone O. Plus précisément, le choix est tel que {z%},ﬂil Cv,t=1,...,4, ou les v; sont
les arcs géodésiques suivants

Y1 = [sa, M5, v2 = [s1,maln, 3= [s6,m7]n, a4 = [S3,mun,
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TABLE 1.4. Eléments du systéme linéaire Ab = d, ot
posantes de d sont égales a 2.

seules les M premiéres com-

A — b bl bl bl
-2 g3(z37) — Z:)],\,J1 93(23,1)3 - (zé\/[l 5
=2 g3(230) — Z:yM 93(23)% — (Zé\,/[M)g
0 ha(zy5) — z% h4(z%)3 — (,2'4]1\741 3
0 ha(z)ly) — z4hy ha(zihy)® — (245)°
T
bo= (7 b By o)

gl(z%)2n—l _ (Z{W )Qn—l
g1(2h)* 7 = ()t
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avec [z,y|p dénotant le segment hyperbolique reliant = et y. Ces quatre arcs sont illustrés
dans la Figure 1.5.

FIGURE 1.5. Arcs géodésiques 1, ... ,v4 (trait gras) portant les points sur lesquels
repose le probleme de minimisation.

Sur chaque arc ;, M points sont choisis de la maniere suivante. Pour ¢ € D, notons g. :
D — D lisométrie hyperbolique définie par
z—c
z)= ——, z € D.
9¢(2) —cz+1

Remarquons en particulier que g. envoie ¢ sur 0, et envoie tout arc géodésique passant par c
sur un segment euclidien passant par 0. L’ensemble {z{wk}fyzl est, en fait, la subdivision de
I’arc v, obtenue comme l'image par g;é de la subdivision euclidienne réguliere du segment
[0, gims (S4)]n. Autrement dit, cette subdivision est donnée par

_ k
Z{\,ch:gmi, <Mgm5(84)> , k=1,...,M.

La Figure 1.6 illustre cette construction. Les subdivisions des arcs 79,73, v4 sont construites
de maniere similaire (cf. Figure 1.7).

Quelques remarques sur 1’aspect numérique

Dans des cas ot le polynéme associé a une courbe algébrique conformément équivalente a D/G
est connu, la méthode d’approximation de Buser-Silhol donne des approximations numériques
trés précises (cf. [BS05a]). Toutefois, lorsque 1'octogone admissible possede des sommets trés
proches de 0D, ces approximations deviennent en général tres mauvaises, voire inutilisables
(cf. Section 1.5). Suite aux nombreuses expérimentations numériques effectuées, nous dirons
qu’un octogone admissible est mal conditionné numériquement pour la méthode d’approxi-
mation de Buser-Silhol s’il posséde des sommets de valeur absolue supérieure a 0.99. Les
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gmg (ms5) =0

FIGURE 1.6. Construction de la subdivision {21} }4L, de l'arc 1 (cas M = 10).

FIGURE 1.7. Subdivision des quatre arcs sur laquelle repose le probléme de mini-
misation (cas M = 10).

conséquences de ce mauvais conditionnement numérique semblent provenir de la conjugaison
des trois facteurs suivants.

Le premier facteur est lié a la maniere d’approcher fzs. En effet, la méthode d’approximation
de Buser-Silhol est basée sur le fait que la fonction holomorphe fzs admet un développement
en série de Taylor fps(z) = >°7° ijQj ~1 qui converge uniformément localement sur ID. Lorsque
I’octogone posséde des sommets trés proches de 0D, nous ne pouvons donc pas nous attendre,
a priori, & une convergence rapide de cette série sur D tout entier et en particulier au voisinage
de OD.

Le deuxieme facteur est inhérent a un phénomene lié aux applications conformes et est ap-
pelé crowding (notion introduite par Menikoff et Zemach dans [MZ80]). Le phénomene de
crowding apparait lorsque 'application conforme distord de maniére importante le bord du
domaine, ce qui présente le risque d’une perte significative de la précision de son approxima-
tion numérique. Ce phénomeéne peut aussi apparaitre lorsque le domaine est mince et alongé.



24 PRELIMINAIRES

Dans notre cas, la restriction de fgg & l'intérieur de 'octogone O est conforme et, par défi-
nition, fgzs distord fortement 9O au voisinage - entre autres - des points ms, my (les points
fixes de hg et h4 respectivement), dont les images par Fpg nous donnent les coefficients ag, as
du polynome associé a la courbe algébrique conformément équivalente & D/G (cf. Théoréme
4.11). La fonction fzg est donc sujette au phénomene de crowding, et ses approximations, a
ses conséquences numeériques.

Le troisieme facteur est le nombre de chiffres significatifs utilisé par I'arithmétique a virgule
flottante du logiciel d’expérimentation numérique, dans notre cas le logiciel Maple, ainsi que
le compromis a faire entre la précision voulue et le temps de calcul nécessaire.

En plus de démontrer des résultats de convergence de la méthode d’uniformisation de Buser-
Silhol (Chapitre 3), le but de ce travail de these est de proposer une méthode de décomposition
d’octogones et d’adapter en conséquence la méthode d’approximation de Buser-Silhol afin de
remédier, dans une certaine mesure, a l'altération de la qualité des approximations (Té\/l , pﬁ/l )
due au mauvais conditionnement numérique général des octogones admissibles (Chapitre 5).

1.5 Exemples numériques

Dans cette section, nous présentons plusieurs exemples numériques illustrant certaines des
possibilités et des limites de la méthode d’approximation de Buser-Silhol. Etant donné une
uniformisation & la Buser-Silhol (O, G, G’; g, fas) de la surface hyperelliptique de genre 2
D/G, nous calculons une approximation (77, pM) de (7gs, fss), avec 7M € C et pM € 73121;1; L
ainsi qu’une approximation a,as,ag € C des coeflicients a1, as, ag du polynéme

Alz,y) = y? — z(x —1)(z —a1)(x — ag)(x — a3) ,

de sorte que la courbe algébrique associée Cy4 soit conformément équivalente & D/G. Rappe-
lons que les coefficients aq, az, ag appartiennent a C\ {0, 1,00} et sont deux & deux distincts.

Pour juger de la qualité des approximations Té\/l , p,j‘f , a1, as, ag, nous utilisons trois indica-
teurs. Le premier est le résidu normalisé, RN, défini comme le résidu, issu de la résolution au
sens des moindres carrés du probléme de minimisation décrit ci-dessus, divisé par la racine
carrée de M. Intuitivement, plus RN est petit, plus 'approximation (Té\/l ,pf‘f ) devrait étre
proche de (7gg, fzs). Une justification plus précise apparaitra a la Section 3.4. Le deuxiéme
indicateur, présenté sous forme graphique, est la taille de la valeur absolue des coefficients b;u

du polynéme d’approximation
M
M M _2j—1
Dy (z):ij 297
=1

Cet indicateur nous donne des informations sur la stabilité de 'approximation polynomiale.
Une information concernant cette stabilité - information certes plus grossiere - nous est don-
née par I'image p}(O). Comme troisiéme indicateur, nous utilisons les invariants d’Igusa et
le résultat (cf. [Igu60, Corollary, p. 632]) qui affirme que deux courbes algébriques (sur C) de
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genre 2 sont conformément équivalentes si et seulement si leurs invariants d’Igusa sont égaux.

Les approximations sont calculées a l'aide de 4M points (M par arc) et de n fonctions de
base, ici la base de Pfg; L constituée des n mondmes {z,23,...,22""1}. Nous avons utilisé le
code Maple développé par P. Buser et R. Silhol dans [BS05a] en ayant toutefois adapté la
partie concernant le calcul de I'approximation (7,pM) & nos besoins (cf. Remarque 1.23).
Les approximations des invariants d’Igusa sont calculées via la routine Maple développée par
P. Buser et R. Silhol dans [BS05a]. Tous nos calculs ont été effectués avec Maple 11 et Maple
13 (avec arithmétique a virgule flottante a 12 chiffres, soit Digits := 12) sous Windows XP
Pro principalement sur un Lenovo X61 avec un Intel Core 2 Duo a 2 GHz et 0.97 Go de RAM
et aussi sur un Dell Dimension 8300 avec un Pentium 4 a 2.8 GHz et 512 Mo de RAM et un

Dell Dimension 5150 avec un Intel Pentium D a 2.8 GHz et 0.99 Go de RAM.

Nous avons effectué 1'uniformisation numérique sur des représentants de deux familles de
surfaces hyperelliptiques de genre 2 qui ne sont pas conformément équivalentes. Nos approxi-
mations sont basées sur 4M = 400 points et n = 200 fonctions de base. Pour chaque surface,
nous présentons une figure de I'octogone admissible O et de son image p (0;), une table
contenant les approximations numériques de Tgg, a1, ao, az accompagnées du résidu normalisé
RN, et un graphique représentant la valeur absolue des coefficients de I’approximation p
de fgg. Pour chaque surface, nous notons C la courbe algébrique conformément équivalente
obtenue via I'uniformisation (O, G, G’; 73, fus)-

Pour la premiere famille, nous considérons :

1) L’uniformisation (O1, G1, G}; Tss, fas) avec O1 l'octogone de parametres de Fenchel-Nielsen
(2,0,2,0,2,0) obtenu via la décomposition de type Octol. La surface D/G; est la surface
a 24 automorphismes conformes et, dans ce cas particulier, nous connaissons explicitement
Tps €t a1, az, a3 (cf. [BS05b, p. 131] et [BS05a]). Nous avons

Tos = 1, ay = 2, as = 1.5, az = 3.

2) L’uniformisation (Oq, Gy, GY; Tgs, fas) avec O = O1, Gy = G1, mais nous prenons gi, go
pour les isométries hyperboliques qui entrent dans la définition du groupe auxiliaire GY.
Ainsi, G, # G'. Nous avons

Tgs = 1 + w1, ap = —2, ag = —0.5, az = —1,
ou z € R est un nombre (conjecturé étre) algébrique que nous n’avons pas encore déter-
miné.

3) L’uniformisation (O3, Gs, G%; Tss, fus) avec O3 Poctogone de parametres de Fenchel-Nielsen

(2,0,2,0,2,0) obtenu via la décomposition de type Octo2. Nous avons explicitement

Tps = 0.5 + 0.5, ap = 0.5, as = 2, az = —1.

Pour la seconde famille, nous considérons :
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4) L’uniformisation (O4, G4, GYj; Tas, fus) avec Oy l'octogone régulier. Nous avons explicite-
ment
TBS:ia (11:27 a2:1—|—i, adzl—l

5) L’uniformisation (Os, G5, G§; Tss, fzs) avec Os 'octogone obtenu & partir de Oy en ayant
effectué certaines opérations sur les générateurs de Gj4.

6) L’uniformisation (Og, Gg, G%: Tss, fas) avec Og l'octogone obtenu - & nouveau - & partir de
6,96, U6, ) 2
Oy en ayant effectué certaines opérations sur les générateurs de Gy.

TABLE 1.8. Approzimations des invariants d’Iqusa de Cq, Cq, C3.

Il I2

C; | 2133333.33334 — 1.09553161823 x 107154 | 28765.6821559 — 7.56774343035 x 10174
Gy | 2133333.33335 — 7.16888107949 x 107144 | 28765.6821563 — 1.92212250200 x 10154
C3 | 2133333.33333 — 6.89339542096 x 107144 | 28765.6821565 — 1.21990069543 x 10154

I3 1y

Gy | —2.11449839158 — 2.66044969068 x 10719 | —3658674.16563 — 9.05399817030 x 10~ 144
Gy | —2.11449838609 — 1.10007083632 x 10718 | —3658674.16326 — 9.07575978226 x 107144
C3 | —2.11449839068 — 3.16358242111 x 10718 | —3658674.16538 — 1.12977076250 x 107124

TABLE 1.9. Approzimations des invariants d’Iqusa de Cy4,Cs, Cg.

I, )

Ca | 49999.9999996 — 0.0000000260331660508 ¢ | 5932.61718760 — 0.00000000683804704909 ¢
Cs | 49999.9999988 — 0.00000129892300550 % 5932.61718760 — 0.000000100313452807 ¢
Ce 49956.2811629 + 4.88245981609 7 5929.16630648 + 0.430092179991 ¢

13 I4

Cs | —12.2070312539 — 3.83318287108 x 10~1i | —216120.970458 + 0.000000170722612556 4
Cs | —12.2070312522 — 0.000000000447530206418 % | —216120.970452 + 0.00000434965241779 ¢
Cs —12.2176366137 + 0.00145912519914 ¢ —215946.510671 — 20.2460080456 ¢




1.5 EXEMPLES NUMERIQUES

Uniformisation numérique de la surface associée a O,,G).

FIGURE 1.10. Octogone O1 C D et son image pM(O;) C C.

TABLE 1.11. Approzimations basées sur l’octogone O1 et le groupe auxiliaire G .

M 1 2.61809795246437416 x 1012 4 1.00000000000322520 i
@ | 2.00000000001 — 1.14590985727 x 10114

Gy | 1.50000000001 — 8.34568784396 x 107124

as | 2.99999999992 — 2.42759771043 x 107114

RN | 2.67437496945 x 1011

u'.‘
SN,
e e <. AR
. * .. .
DR

e

Valeur absolue |b |

rd

T T T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Indice du coefficient b/ devant 22/~ 1,

FIGURE 1.12. Graphique de la valeur absolue des coefficients du polynome d’ap-
proximation pﬁ/l.
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Uniformisation numérique de la surface associée a Oy, Gj,.

=

FIGURE 1.13. Octogone Oy C D et son image pM (Os) C C.

TABLE 1.14. Approzimations basées sur 'octogone Oy et le groupe auxiliaire GY.

M 10.99999999998148336 + 1.17015937725873996 i
a1 | —1.99999999966 — 0.000000000141761679232 ¢
az | —0.499999999988 — 1.15798301644 x 10114
a3 | —0.999999999974 — 2.79170209322 x 10~ 14

RN | 2.86868420783 x 101!

2
1

|
J

Valeur absolue |h
8
I

lo-la

10744

2‘0 4'0 6b 8‘0 160 I‘ZO ]4'10 I%O léO 260
Indice du coefficient h/ devant 22/ 7!

FIGURE 1.15. Graphique de la valeur absolue des coefficients du polynome d’ap-

proximation pﬁ/l.
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Uniformisation numérique de la surface associée Os, GGj.

FIGURE 1.16. Octogone O3 C D et son image pM (O3) C C.

TABLE 1.17. Approzimations basées sur l’octogone Os et le groupe auxiliaire Gf.

M 10.499999999970428876 + 0.500000000019169000 i
ai | 0.500000000065 — 4.19501989812 x 10~ 114

az | 1.99999999995 — 0.000000000399452383089 i

as | —1.00000000014 + 1.85773256052 x 107124

RN | 4.34301997981 x 101!
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FIGURE 1.18. Graphique de la valeur absolue des coefficients du polynome d’ap-
proximation pﬁ/l .
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Uniformisation numérique de la surface associée a O, G;.

M
!
_— °
0 1

FIGURE 1.19. Octogone Oy C D et son image pM (0,) C C.

TABLE 1.20. Approzimations basées sur l’octogone Oy et le groupe auxiliaire G'y.

M | —7.63576620680502648 x 10~ 4 1.00000000008038948 i
ai | 2.00000000035 + 0.000000000334208265439 i

daz | 0.999999999944 + 1.00000000009 i

as | 0.999999999701 — 0.999999999604 i

RN | 1.14329527590 x 10~ 1!
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Indice du coefficient l;/ devant 227/ 71,

FIGURE 1.21. Graphique de la valeur absolue des coefficients du polynome d’ap-
proximation pﬁ/l.
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Uniformisation numérique de la surface associée a Os, G=.

FIGURE 1.22. Octogone O5 C D et son image pM (Os) C C.

TABLE 1.23. Approzimations basées sur l’octogone O et le groupe auxiliaire Gf.

7, | —1.36680997243896084 + 0.930296570970263303 ¢
a1 | 0.00000544550550774 — 1.00000240154 7

az | 0.500001468807 — 0.4999994376771

az | 1.00000247251 — 0.999994756952 %

RN | 0.000000000429133975568
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FIGURE 1.24. Graphique de la valeur absolue des coefficients du polynome d’ap-

proximation pﬁ/l .
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Uniformisation numérique de la surface associée a Og, G§,.

FIGURE 1.25. Octogone Og C D et son image pM (Og) C C.

TABLE 1.26. Approzimations basées sur l’octogone Og et le groupe auxiliaire G.

M | —1.63672698106216696 + 0.938303270470989824 i
a; | 1.02393495815 — 1.023466353171

as | 0.980584182433 + 1.02307943265+¢

az | 2.01947553054 + 0.0257389167762¢

RN | 0.00000215774657765

wadatt L o f‘i..“.,.:',‘..
RTINS AME X S AL TN
o e et STies T e
100 A T D
FET AL IS
P
loﬁA
=
P 104
e
£
L 1004
3
s
>
10
lolA
100 .
.

T T T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Indice du coefficient h] devant 22/~ 1.

FIGURE 1.27. Graphique de la valeur absolue des coefficients du polynome d’ap-
proximation pfy .



Chapitre 2

Rappels et résultats préparatoires

Dans ce deuxiéme chapitre, nous rappelons des éléments de deux théories classiques dont nous
aurons besoin au prochain chapitre, a savoir des éléments de la théorie de I'approximation
complexe (Section 2.1) et des éléments de la théorie des formes différentielles sur la surfaces de
Riemann (Section 2.2). Ces rappels sont accompagnés de résultats préparatoires spécifiques
a nos besoins.

2.1 Eléments de la théorie de ’approximation complexe

Dans le Paragraphe 2.1.1, nous commencons par rappeler deux résultats généraux d’analyse
fonctionnelle sur la méthode d’approximation au sens des moindres carrés dans les espaces
de Hilbert. Nous présentons ensuite des résultats plus spécifiques a la théorie de I’approxima-
tion complexe. Nos références principales pour ce paragraphe sont les ouvrages de D. Gaier
[Gai87], P. Davis [Dav75] et V. Trenogin [Tré85]. Sauf exceptions, nous ne donnons pas les
démonstrations des résultats énoncés, mais une référence précise est a chaque fois mentionnée.

Dans le Paragraphe 2.1.2, nous développons une conséquence importante du Lemme de
Schwarz.

2.1.1 Theéorie classique

Soit X un espace de Hilbert complexe. Notons (., .) son produit scalaire et ||.| sa norme induite.
Rappelons que la norme sur X est une fonctionnelle non linéaire continue sur (X, (.,.)).
Soit £ C X un sous-ensemble. E est appelé un systeme orthonormal dans X si pour tout
u,v € E, nous avons (u,v) =1 si u=wv et (u,v) =0 siu#v.E est dit fermé si 'ensemble
des C-combinaisons linéaires d’éléments de E est dense dans X. Si {z};>; est un systéme
orthonormal dans X et y € X, les coefficients (y,x}), i > 1, sont appelés coefficients de
Fourier (ou de Galerkin) de y relativement a {z}}.

Théoréme 2.1 Soient X un espace de Hilbert complexe et {z}}i>1 un systéme orthonormal
dans X. Alors :



34 RAPPELS ET RESULTATS PREPARATOIRES

i) Propriété de minimalité des coefficents de Fourier : pour y € X et n > 1, la quantité
ly — 20, b; 2F|? est minimale si et seulement si b; = (y,z¥) , et ce minimum vaut |y|* —
i bl
it) Le systéme orthonormal {x}} est complet si et seulement si

n

lim |y — > (v 27) a}

n—00 :
=1

=0

pour tout y € X.

Preuve. Voir par exemple [Gai87, pp. 24-25]). O

Théoréme 2.2 Soit (X, |.|x) un espace vectoriel normé sur C. Soient y € X et n éléments
linéairement indépendants x1,...,x, € X. Alors il existe des scalaires ay,...,a, € C tels que

ly — (a1 + ... 4+ anxy)|x = glé% ly — (cnx1 + ... 4+ anzp)| x -

K3

De plus, si la norme ||.|x est strictement conveze, alors les scalaires ay,...,a, € C sont
uniquement déterminés.

Preuve. Voir par exemple [Dav75, p. 137, Théoréme 7.4.1] pour lexistence et [Dav75, p. 142,
Théoréme 7.5.3] pour l'unicité. O

Remarque 2.3 La norme induite par un produit scalaire est strictement convexe. En effet,
soient x,y € X deux éléments distincts avec |z| = |y| = 1. Puisque la norme est induite par
un produit scalaire, I'identité du parallélogramme est vérifiée. Nous avons donc

o +yl* = 2o + 2y|* — o —y* = 4 — o — y|*.

Puisque = # y, nous avons |z — y| > 0. Par conséquent, |z + y| < 2 et la norme est ainsi
strictement convexe.

Nous passons a la partie plus spécifique a la théorie de 'approximation complexe.

Soit D C C un domaine de Jordan. Nous définissons les espaces suivants
L*(D) = {f : D — C| f holomorphe et Ip[f] < oo},
L§(D) = {f € L*(D)| f(0) = 0},
Liup(D) = {f € L*(D) | f impaire}

P" = {p € C[z] | p polynéme de degré < n},

pn—l — {pe P=lp impair} ,

imp
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ot Ip[f] = [[p|f(2)]? dzdy, avec z = x + iy, est bien déﬁnie (voir par exemple [Gai87, pp.
2-3]). Puisque D est borné, I'ensemble des mondmes {1, z,22,...} est inclus dans L?(D) et
ainsi, nous avons les inclusions

Potc Pl CLA(D) et PEo'C L

imp imp imp

(D) c L3(D) Cc L*(D).

Le lemme suivant est un résultat fondamental pour la théorie de 'approximation complexe
et sera utilisé a de nombreuses reprises.

Lemme 2.4 (Lemme fondamental) Soit f € L?(D), zg € D et d(z,0D) la distance
euclidienne entre zg et 0D , le bord de D. Alors

_ VIplfl
\/_d(ZO,aD)
Preuve. Nous reprenons essentiellement la démarche provenant de [Dav75, pp. 210-212].

Montrons tout d’abord que pour une fonction f holomorphe dans une boule fermée B, centrée
en un point zy € C de rayon r > 0 et admettant un développement en série de Taylor

[/ (z0)] <

> JE—
= an(z—20)", 2z € B,

nous avons 1’égalité
2n+2

// P dady =73 Janf? T . (2.5)

n=0

En effet, puisque le développement en série de Taylor de f converge absolument dans B,,

// |2dxdy—// ( (z — 20) )(i )

Z A, Oy, // z—20)"(z — Zp)" dxdy .

n,m=0

Avec le changement de variable z = 2z + pe’®, nous obtenons

2T rr .
//_ (z —20)™(z — 2p)" dady = /0 /0 P L= g df |

Si m # n, la double intégrale est nulle. Si m = n, nous obtenons 7=—— + . D’ou ’Egalité (2.5) .
Nous montrons & présent 'inégalité du lemme. Soit r un réel tel que 0 < r < d(zp,0D). Nous
avons alors

w8l = wlaaPr? 2 [[ 1P dedy S [[ 17 dedy = 1015

ot 'inégalité () vient de 'Egalité (2.5) et I'inégalité (+x) vient du fait que B, C D . Puisque
ceci est vrai pour tout r €]0,d(zp,0D)[, le lemme s’ensuit. [
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Remarque 2.6 L'exemple D = D, f = 1 et 2z = 0 démontre que l'inégalité du Lemme
fondamental est optimale.

Proposition 2.7 L’application (.,.)p : L?(D) x L*(D) — C définie par
(oo = [[ 129 dady,  f.g€ LD,

ot g(z) dénote le conjugué complexe de g(z), est un produit scalaire sur L?(D). Muni de
(.,.p, L*(D) est un espace de Hilbert.

Preuve. Voir par exemple [Gai87, pp. 4-5] ou [Dav75, pp. 207-213] (preuve tres détaillée).
Mentionnons tout de méme que le Lemme fondamental permet de montrer, dans cette preuve,
que (L?(D),{.,.)p) est complet. [

Remarque 2.8 Pour f € L?*(D), nous avons donc la norme | f|p = v {f, f)p = VIp[f]

Corollaire 2.9 L2(D),L?, (D) et P, P21 n > 1, sont des espaces de Hilbert pour les

imp imp
restrictions respectives de (.,.)p.

Preuve. Découle du fait que ces espaces sont des sous-espaces vectoriels fermés topologique-
ment dans (L?(D),(.,.)p). O

Remarque 2.10 Soient U,V C C des domaines (i.e. ouverts connexes) non vides. Des
définitions découlent alors les propriétés naturelles suivantes.

i) SiU Cc V, alors L?(V) Cc L*(U).
ii) SiUC Vet feL?(V),alors |flv > |flu-

A présent, soit v : [a,b] — D un chemin continiment différentiable par morceaux. Pour
f,g € L?(D), nous définissons

(.9 = [ 1@l = [ 160 TR 0] d

1/2
I = U, Y2 = ( [iser |dz|) .

Grace au Lemme fondamental, (.,.), est un produit scalaire et |.|, une norme bien définis
sur L2(D).

Le théoreme d’approximation suivant (voir [Gai87, p. 17]) justifie l'utilisation de polynémes
pour approcher une fonction appartenant & L?(D).

Théoréme 2.11 (Farrel, Markushevich - 1934) Si D C C est un domaine non vide,
borné, simplement connexe et dont le bord 0D est aussi le bord d’un domaine non borné,
alors les polynémes sont denses dans L?(D).

Le théoréme suivant (voir par exemple [Gai87, p. 26]) illustre le bon comportement des poly-
ndémes d’approximation au sens des moindres carrés dans L?(D).
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Théoréme 2.12  Soit {¢} }i>1 un systéme orthonormal complet dans L*(D). Soit f € L?(D)
et 2 (f, ¢F)p &F son développement en série de Fourier. Alors :

i) La limite de |f — Y i1 (f, ®})p &} |p lorsque n tend vers oo vaut 0.

it) La série de Fourier Y ;2 (f, ¢¥)p ¢ converge vers f uniformément localement dans D .

Notation. Soit f € L?(D). Pour tout entier r > 0, nous notons ) 1 pieme qérivée de f,
avec la convention f(© = f.

Le point ii) du Théoréme 2.12 peut étre quelque peu généralisé de la maniere suivante.

Lemme 2.13 Soient D C C un domaine non vide borné simplement connexe dont le bord est
une courbe fermée simple continiment différentiable par morceaus et f € L?(D). Supposons
qu’il existe une suite de fonctions {fn>1 C L*(D) telle que lim, oo |f — falp = 0. Alors,

pour tout entier r > 0, la suite {fff)}nzl converge vers f") uniformément localement dans
D.

Preuve. Soient K C D un compact, € > 0 un réel et » > 0 un entier. Soit encore KcD
un_compact vérifiant d(K, OK) > 0, ot d(K,0K) est la distance euclidienne entre K et
OK. En particulier, K contient strictement K. Notons C le bord de K que nous orientons
positivement. Puisque | f — f,|p converge vers 0, il existe un entier N, tel que

2732 d(K, C)'+?
If — fnlp < T r';(é) ) £, pour tout n > N,

ol E(C~') est la longueur euclidienne de la courbe C. Pour tout z € K et tout n > N¢ ., nous
avons alors

FOE) - £ Hw) = fnlw) du

_Zr—i-l

\f (w)]
/ |w z\“rl [dwl
!

< 2 (mag 1) — ) 19

d(K,C)r+1

() 1l |f —falp_ UC)
T 2m gY24(K,C) d(K,C)rt!

<e,

ou l'égalité () vient de la Formule intégrale de Cauchy et I'inégalité (xx) vient du Lemme

fondamental. Autrement dit, { fg)}nzl converge vers (") uniformément sur K et le lemme
est démontré. [

Pour terminer ce paragraphe, nous rappelons quelques notions et résultats sur les suites de
fonctions holomorphes.
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Le Principe d’identité des fonctions holomorphes, disant que deux fonctions holomorphes
égales sur un ensemble admettant un point d’accumulation sont égales sur 'intersection de
leurs domaines de définition, sera utilisé sans étre mentionné.

Une suite de fonctions holomorphes {f,},>1 dans une partie ouverte non vide D de C est
dite localement bornée si tout point w € D posséde un voisinage ouvert V,,, C D tel que

sup{\fn(z)||z€Vw,n21}<oo.

Les deux résultats suivants joueront un role essentiel dans le prochain chapitre. Leurs preuves
se trouvent par exemple dans [Cha97b, pp. 483-484].

Théoréme 2.14 (Théoréme de Montel) Soit { f, }n>1 une suite de fonctions holomorphes
localement bornée dans une partie ouverte non vide D de C. Il existe alors une sous-suite qui
converge uniformément localement dans D, vers une fonction holomorphe dans D.

Théoréme 2.15 (Critére de convergence de Montel) Soit {f,}n>1 une suite de fonc-
tions holomorphes localement bornée dans une partie ouverte non vide D de C. Si f est une
fonction holomorphe dans D telle que toute sous-suite {fy, }i>0 qui converge uniformément
sur toute partie compacte de D posséde f comme limite, alors {fn} converge vers f unifor-
mément localement dans D.

2.1.2 Une conséquence du Lemme de Schwarz

Dans ce paragraphe, nous développons un résultat (Lemme 2.23) qui est crucial pour la
démonstration du théoréeme principal (Théoréme 3.17) et qui est une conséquence du Lemme
de Schwarz. Nous commencons par rappeler ce dernier.

Lemme 2.16 (Lemme de Schwarz) Soit f : D — C une fonction holomorphe avec
f(0) =0 et f(D) C D. Alors |f(2)] < |z| pour tout z € D et avec inégalité stricte pour
tout z € D\ {0} sauf si f(2) = €2 pour un certain 6 € R. De plus, |f'(0)] < 1, avec égalité
seulement si f(z) = €2 pour un certain 0 € R.

Pour a € C et r > 0, nous notons B;(a) C C la boule euclidienne de rayon r centrée en a.

Corollaire 2.17 Soita,b e C,r1,r2 >0 et f : By, (a) — By, (b) holomorphe avec f(a) = b.
Alors,

T2
[f(2) = b < =]z —al
1
pour tout z € By, (a). En particulier, f(Bay,(a)) C Bar,(b) quelque soit o €]0,1].

Preuve. Soit f: D — C la fonction holomorphe définie par

f(z):M’ 2 cD.

2
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Nous avons ainsi f(0) = 0 et f(D) C D. Le Lemme de Schwarz implique alors
1F()|<|zl, z€D <= |fla+7r12)—b <mlz|, z€D
= |fx)-b<2lz—al, z€B(a).
1

D’ou le corollaire. [

Remarque 2.18 L’inégalité du corollaire est optimale, car il s’agit d’une égalité dans le cas
ol a=b,r =ryet f est I'identité sur B, (a).

Remarque 2.19 Nous mentionnons, au passage, une version harmonique du Lemme de
Schwarz due a E. Heinz : Soit f : D — C une fonction harmonique vérifiant f(0) = 0 et
f(D) c D. Alors

4
I1f(2)] < - arctan(|z|), z € D.

De plus, cette inégalité est optimale pour chaque z € D. Une preuve se trouve dans [Dur04,
p. 77] ou dans l’article original de Heinz [Hei59).

Remarque 2.20 Soient a € C et r > 0. Le groupe des automorphismes conformes de B;.(a)
est alors donné par
Conf(By(a)) = pta,r o Conf(D) o M;}a

ol fiq,r : C — C est 'automorphisme conforme défini par g, = a +rz, z € C.

Lemme 2.21 Soient M > 0, « €]0,1], a € C, b € By(a)\{a} et g € Conf(Bys(a)) vérifiant
g(a) =b. Pour R>0, on a

M? —|b—al?

B, B > Ryyin = a——————.
g (Ban(a)) C Bgr(b) = R>R aM—a|b—a|

Preuve. La valeur de R devant étre indépendante de a, il suffit de traiter le cas a = 0. Soit
g € Conf(Bps(0)) vérifiant g(a) = b. Au vu de la Remarque 2.20, nous pouvons prendre g
défini par

Nous avons alors
Rmin = |g(l’) - b‘

ot x est un point tel que |g(z) —b| = max,cp_,,(0) [9(2) —b|. Puisque g(Baa(0)) est une boule
strictement convexe, un tel point x est unique et puisque le centre de cette boule sur trouve
sur le segment [b,0], un calcul élémentaire donne

b

r=—-aM—.
d

La situation est illustrée dans la Figure 2.1.



40 RAPPELS ET RESULTATS PREPARATOIRES

B (0) B (0)

9(Banm(0)) C B, (b)

FIGURE 2.1. lllustration pour la preuwve du Lemme 2.21 (cas o = %) Les zones
grisées représentent Bon(0) et son image par g.

Nous calculons d’abord

—aM®P +b —aM
g(z) = M2—— _ b zeM b
“aMB 4 M2 ] —alo] + M
Ainsi
b —aM + |} ‘ ‘ —aM + |b| M2 — |b|?
Romin = oy = | T O )y T Ty = g T
l9(x) = bl o] —alb| + M T r—an

Et le lemme s’ensuit. O

Corollaire 2.22 Soient Q C C un domaine borné, f : Q — C une fonction continue qui est
holomorphe sur Q, a' € Q, b= f(a') et a €]0,1]. Nous avons alors les inclusions suivantes :

f (Bar(a)) C Bg,,, (b) C Br(b)

M? — |b)? 20
MEZIE - o 2% (), M = max|f(2)]

:deuc /7 Qa min — ) =
r 1(a’,09), R aM—a\b\ & na

Preuve. Soit g € Conf(B;(0)) tel que g(0) = b. Puisque la fonction holomorphe g~ o f|q :
Q — C vérifie g1 o f(B,(a')) € Bas(0), le corollaire du Lemme de Schwarz (Corollaire 2.17)
implique que

g o f(Bar(a)) C Baa(0).

En appliquant g a cette inclusion ainsi que le Lemme 2.21, nous obtenons

f (Bar(d)) C g(Ban(0)) C Bg,,, (b)
avec M2 [bf?

Rmin - .
M — o]
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971 © f(Bozr(a/)) C BaM(O) C BM(O)

B (0)

f(Bar(a)) C g(Bar(0)) C Br,,, (f(a')) O

FIGURE 2.2. lllustration pour la preuwve du Lemme 2.22 (cas o = %) Les zones
grisées représentent By,.(a') et ses images par g1 o f et f respectivement.

La situation est illustrée dans la Figure 2.2.

Il reste a démontrer que R > R,,;,. Nous avons successivement

M?— b2 M+ 2M 20

M —a o -y M < e M P =5

(M —1b]) -

Le corollaire est ainsi démontré. O

Lemme 2.23 Soient Q C C un domaine borné, h : Q@ — C une fonction continue (non
constante) qui est holomorphe dans Q2 et qui posséde un zéro, noté b', dans Q, a € 9Q avec
|h(a)| = max, 5 |W(2)] = M, a' € Q et v C Q un chemin rectifiable d’extrémités o' et b'. Si
e > 0 est tel que

|h(a) — h(d')] < e

alors
M < 3l

ou | = [L2O ] 41 et 7 = deya(y,09).
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FIGURE 2.3. Situation de l’énoncé du Lemme 2.23. (Noter que h(0Q) n’est pas
dessiné.)

Preuve. Soient a° = d’,a',a?,...,a' =V € v vérifiant |a’ — a7 < r/2,i = 1,...,L
La démonstration consiste alors a appliquer a plusieurs reprises le Corollaire 2.22 avec r =
eyer(7,00) et a = % Notons que dans ce cas, 2% = 2. Puisque

» T—a
M — [h(d")| < [h(a) — h(ad")] <&,
le Corollaire 2.22 donne

z € B, o(d) == |h(a") — h(z)] <2- (M — |h(d)]) <2-¢
= |h(a) = 1(2)] < |h(a) — h(a")| + [n(a") — h(2)| <3¢
= |h(a) — h(a')] < 3e.
L’application du Corollaire 2.22 a cette derniere inégalité donne
z € Byja(a') — |h(a') — h(2)] <2 3¢

= |h(a) = h(2)| < |h(a) — h(a')| + |A(a") = h(z)] < 9e

2

= |h(a) — h(a?)| < 3%.
Et ainsi de suite. Par conséquent, pour chaque ¢ = 1,...,[, nous obtenons
z € Br/Q(ai_l) = |h(a™Y) — h(z)| < 2-37 1

— [h(a) = h(2)| < |h(a) = h(a" )| + |h(a"") = h(z)| < 3'e
== |h(a) — h(a")| < 3'e.

Ainsi,
|h(a) — h(a')| < 3e.
Puisque a' = V' et que par hypothese h(b') = 0, il vient finalement

M = |h(a)| = |h(a) — h(a")| < 3e.
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D’ou le lemme. O

2.2 Eléments de la théorie des formes différentielles sur les
surfaces de Riemann

Dans le Paragraphe 2.2.1, nous rappelons le formalisme des formes différentielles sur les sur-
faces de Riemann, ainsi que des résultats dont nous aurons besoin au paragraphe et au chapitre
suivants. Nos sources principales sont les ouvrages de référence de H. Farkas et I. Kra [FK92],
et de J. Jost [Jos06]. Lorsqu’ils ne sont pas donnés, les détails des notions et les preuves des
résultats développés dans ce paragraphe se trouvent dans [FK92, 1.3-4, 11.4, I11.1-2] et [Jos06,
2.3, 5.1-2].

Dans le Paragraphe 2.2.2, nous construisons, a partir de la fonction de Buser-Silhol fzg :

D — C, une forme différentielle harmonique sur M = D/G’ et nous en donnons les propriétés
principales.

2.2.1 Theéorie classique

Soit M une surface de Riemann et

z=x+ 1y

un systeéme local de coordonnées conformes. En coordonnées complexes, nous avons

dz = dz + idy
dz = dx — idy
Nous définissons les opérateurs
o_1 (ﬁ _ iﬁ)
dz  2\0r Oy
o _1 (ﬁ ﬂ)
oz 2\oz oy

Nous notons encore f, = 8%7 etc, p. ex. df = fydx + f,dy pour une fonction f € C1(M,C).
Avec ces notations, une fonction f € C!(M,C) est holomorphe si et seulement si fz = 0
(réécriture des Equations de Cauchy-Riemann). Pour f € C}(M,C) et un changement de
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coordonnées z — w(z), un calcul donne

of _9f ow
0z Ow 0z’
of _of ouw
0z  ow 0z’
af _of
0z 0z’
af _of
0z 0z’
De plus,
du| _|om| _|dv| _ jdul
0z| |0z| |dz| |dz|’

Nous rappelons la notation complexe ainsi que les égalités ci-dessus, car ils permettent de
simplifier grandement les divers calculs a faire.

Une métrique riemannienne g sur M est dite conforme si elle est localement donnée par
g9 = p?(2)dzdz = i (2)(d2” + dy?)

ol p > 0 est une fonction a valeurs réelles de classe C*° définie dans le domaine du systeme
de coordonnées locales. Pour un changement de coordonnées w — z(w) et g = n?(w)dwdw,
une telle métrique vérifie alors la formule

n?(w) = ,LLQ(Z)% %z dwdw. (2.24)
w

En effet, nous avons
dz = zydw + zgdw
dzZ = Zydw + Zydw.

Or, z étant une fonction holomorphe en la variable w, il vient zi = 0 et Z,, = 0. D’ou la
formule (2.24).

Proposition 2.25 Toute surface de Riemann peut étre munie d’une métrique riemannienne
conforme.

L’idée de la preuve est la suivante. Puisque toute surface de Riemann est paracompacte, tout
recouvrement ouvert possede une partition de l'unité {¢;};c; qui lui est subordonnée. Une
métrique riemannienne conforme peut alors étre définie localement par

02 (2)dzdz.

Deés a présent, nous supposons que M est munie d’'une métrique riemannienne conforme g
donnée localement par p?(z)dzdz. La forme volume associée, notée dMyg, est définie localement
par

dM, = p2dz A dy.
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Puisque
dz N dz = (dx + idy) A (dx —idy) = —2idx A dy,

nous avons aussi (en notation complexe)
—1 i
dM, = p*dx A dy = on pldz A dz = 3 p2dz A dz.
2

L’opérateur étoile de Hodge, noté x = x4, est défini comme suit sur les 0-, 1-, 2-formes
différentielles mesurables (i.e. leur(s) coefficient(s) exprimé(s) dans un systéme de coordonnées
locales muni de la mesure de Lebesgue sont des fonctions mesurables). Pour une 0O-forme
différentielle f, la 2-forme différentielle xf est définie localement par

xf = fdMy = fpide A dy = f% pidz A dz.
Pour une 1-forme différentielle w donnnée localement par
w = fdr 4 gdy = udz + vdz,
la 1-forme différentielle xw est définie localement par
*w = —gdx + fdy = —itudz + ivdz.

Notons que les fonctions f, g, u,v sont reliées par les identités

f=u+v } {u:%(f—ig)
g=1i(u—wv) v:%(f+ig).

Ajoutons encore que si h = u 4+ iv est une fonction holomorphe et que w = du, alors xw = dwv.

Pour une 2-forme différentielle 2 donnée localement par
Q= fdx Ndy = udz A dz,
la, O-forme différentielle {2 est définie localement par

2
*() = iz = - % .
p2ip
Notons de plus que xQdM, = ).

Remarque 2.26 Nous rappelons les propriétés suivantes, ou « est une k-forme différentielle
et 3 une [-forme différentielle :

1) dod=0.

2) aNB=(-1D*3Aa.

3) dlaAB) =daAB+(—1)Fandb.

4) Jxa = (—1)ka.

5) Les opérateurs d, A\, x sont des opérateurs réels, i.e. ils commutent avec la conjugaison
complexe. (Dans le présent travail, 'opérateur d n’est défini que pour des formes différen-
tielles de classe C'. Lorsque 'on écrit de il est donc toujours sous-entendu que « est de
classe C1.)



46 RAPPELS ET RESULTATS PREPARATOIRES

Pour £ =0,1,2, espace des k-formes différentielles sur M de carré intégrable est défini par
AZ(M) = A2(M, g) = {[a} \a k-forme différentielle sur M, mesurable et // aAxa < oo}
M

ou [a] est la classe d’équivalence des k-formes differentielles mesurables sur M telle que deux
k-formes différentielles représentent le méme élément dans A2 (M) si et seulement si elles sont
localement identiques sauf éventuellement sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.

Il est intéressant de calculer I'expression de o A x@ en coordonnées locales complexes. Pour
une O-forme différentielle f, nous avons

fAXf= ﬁ%,ﬁdz Adz = | f|2dM,.
Pour une 1-forme différentielle w, nous avons
wA*w = (udz + vdz) A\ *(udz + vdz)
= (udz + vdz) N\ (—ivdz + iudz)
= i(jul* + [v[*)dz A dz

[ul + [vf?

—9 dM,.
(1 g

Pour une 2-forme différentielle €2, nous avons
QA*Q = (udz A dz) Ax(udz A dz)
= (udz N dz) A *(—udz N\ dZ)
2 —u

= (udz NdZ) - —
(udz Z)i,u2

Ces quelques calculs montrent que pour k = 0, 1,2, Papplication (.,.)as : A2 (M) x AZ(M) —
C définie par

(al,ag)M://Mal/\*a_g, 1,009 E.A%(M)
est définie positive. De plus, il est aisé de vérifier qu’elle est bilinéaire et que
(a2, a1)m = (a1, 02)m

(cette derniere égalité provenant de 'égalité oy A xay = ag A *a1 obtenue grace aux calculs
ci-dessus). Par conséquent, (.,.)ys définit un produit scalaire complexe sur chaque A7 (M).

Nous notons |.|ar = (., )}\f la norme induite. Le produit scalaire (.,.)s est en fait complet.
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Théoréme 2.27 Pour k = 0,1,2, l’espace vectoriel complexe des formes différentielles de
carré intégrable A2(M) muni du produit scalaire compleze (.,.)pr est un espace de Hilbert.

Pour une preuve détaillée de ce théoréeme, voir par exemple 'ouvrage de G. Springer [Spr57,
Chap. 7).

Puisque «x = (—1)F et oy A xag = ag A *ay, il est aisé de vérifier que

(Oél, OéQ)M = (*041,*062)]\/[

pour tout ay, s € A2(M). L'opérateur  : A2 (M) — A3_, (M) est ainsi une isométrie.
Remarque 2.28 Nous rappelons encore que l'opérateur étoile de Hodge est un invariant
conforme sur A3(M), i.e. ; = x5 pour toute métrique riemannienne § sur M conformément

équivalente a g. En particulier, I'opérateur étoile de Hodge commute avec le pullback, par
fonction holomorphe, sur les formes différentielles de A%(M).

La valeur absolue de o en p € M est la fonction |.|, : AZ(M) — R, définie par

lalp = |algp = 1y *(a A\ *@).

Un petit calcul montre que la valeur ||, ne dépend pas du systéme de coordonnées locales
choisi. Avec cette fonction, nous avons ainsi

kalp = laly, o A= |af2dM, et ||am://MaA*a://Mm\ngg.

La Remarque 2.28 implique que la valeur absolue |.|, = |.|4, et, par suite, la norme .| =
|.lg,p sur A3(M) ne dépendent pas directement de g, mais seulement de la classe des mé-
triques riemanniennes sur M conformément équivalentes a g. Enfin, puisque pour o € A% (M)
|at|, est égale a la valeur absolue de o au point p € M, nous omettrons parfois I'indice p.

La métrique riemannienne g étant conforme, un calcul donne

fz 2 + fE 2
jgrad 2 = 2l LV e

pour tout f € AZ(M)NC. Ainsi,
lgrad f|2dMy = |df |?dMy = df A xdf.

En particulier, la quantité
J Veradsizant, = jar;

dépend uniquement de f et de la classe des métriques riemanniennes sur M conformément
équivalentes a g, i.e. c’est un invariant conforme.

Nous rappelons encore quelques définitions et résultats centraux dans la théorie des formes
différentielles sur les surfaces de Riemann.
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Théoréme 2.29 (Stokes) Soit U C M un domaine dont 'adhérence est compacte et dont
le bord (si non vide) est une réunion de courbes fermées simples continiment différentiables
par morceaus. Siw est une 1-forme différentielle de classe C' au voisinage de l'adhérence de

U, alors
/ w :/ dw.
U U

Dans le cas ou M est compacte, le Théoréme de Stokes nous donne l'identité suivante. Soient
ke{0,1}, o € AZ(M)NC' et € A7, (M) NC. Alors nous avons

(o, xdxB)p = —(daov, B) - (2.30)

En effet, nous avons successivement

(Mﬂmz/MwAﬁ

:/ d(a Axf3) — // a A dx3

— / aAxf3— // a( kd*ﬂ (Théoreme de Stokes)
OM=0(
= — // a A Fxdx3
M
= —(Oé, *d*ﬂ)M

Si f € C3(M,C), le Laplacien de f par rapport a g, noté A,f, est défini par
Ay f = —xdxdf.
En coordonnées locales, nous avons donc

Jox +

A,f = _%,

ot fp = Of 0z, fur = O f/0x2. La propriété importante suivante (Formule de Green) est un
cas particulier de 'Identité (2.30) avec = f et S =df :

(Agf, Par = (df,df)u, [ eCH(M,C). (2.31)

Une fonction f € C?(M,C) vérifiant Ayf = 0 est dite harmonique. Notons qu'une telle
fonction est alors nécessairement de classe C*°. Une 1-forme différentielle est dite harmonique
(resp. holomorphe) si elle est exprimée localement par df avec f une fonction harmonique
(resp. holomorphe). Nous avons la caractérisation des formes différentielles harmoniques tres
utile suivante.

Lemme 2.32 Une I-forme différentielle w est harmonique si et seulement si elle est fermée
et co-fermée, i.e dw = 0 et dxw = 0.
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Dans les définitions ci-dessous la limite est & prendre au sens de la norme de A%(M).
C3°(M,C) = {f : M — C de classe C* avec support compact }
E = {w e A}(M)|il existe une suite {f,} € C5°(M,C) avec w = lim df,}
L= {we A(M)|(w,df)y =0 pour tout f € C°(M,C)}
E*={we M
={we A}(M

|il existe une suite {f,} C C3°(M,C) avec w = Jim *dfn}

)
)
)| xw € B}
)

L ={we AX(M) | (w,*df)pr = 0 pour tout f € C°(M,C)}

H=ErnEg
Théoréme 2.33 (Décomposition de Hodge) Nous avons la décomposition orthogonale
A} M)=Fo E* @ H.

De plus,
H = {w e A}(M)|w est harmonique}.

En particulier, tout w € H est de classe C*°.

La démonstration de la deuxieme partie de ce résultat n’est pas triviale et fait intervenir le
Lemme de Weyl. Ce dernier établit qu'une fonction de carré intégrable sur le disque unité D
qui est une solution faible de I’équation de Laplace sur C§°(ID) est nécessairement harmonique.

Corollaire 2.34

1) Pour tout w € A3(M), il eviste une unique décomposition w = wg @ wg= O wy avec
WE EE, WE* EE*,WH € H.

2) L’adhérence, dans A3(M), de l’ensemble des 1-formes différentielles de carré intégrable
fermés, resp. co-fermée, est E ® H, resp. E* & H.

3) L’ensemble des 1-formes différentielles de carré intégrable de classe C* est dense dans
A3(M).

4) L’ensemble des 1-formes différentielles de carré intégrable de classe C*° a support compact
est dense dans A2(M).

Nous nous intéressons a présent aux surfaces de Riemann compactes. Soit M une surface de
Riemann compacte de genre g > 1 munie d’une métrique riemannienne conforme. Une base
canonique d’homologie de M, notée {Ry,... Ry, }, est une base du premier groupe d’homologie
de M a coefficients entiers Hq(M,Z) dont la matrice d’intersection est la 2g x 2g-matrice

0 I,
~1, 0
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ou I, est la g x g-matrice identité. Nous notons alors a; = N;, b; = N, pour i = 1,...,g.
(Nous dénoterons parfois par la méme lettre une courbe fermée et sa classe d’homologie.) Un
exemple de base canonique d’homologie est illustré dans la Figure 2.4.

M

=3 &

ai a2
FIGURE 2.4. {a1,a2,b1,ba} est une base canonique d’homologie de M.

Théoréme 2.35 L’espace vectoriel complexe H des formes différentielles harmoniques d’une
surface de Riemann compacte M de genre g > 1 est de dimension (compleze) 2g.

Corollaire 2.36 Etant donné une base canonique d’homologie {X1, ..., Nog } de Hi(M,Z), il
eziste une unique base {1, ..., s} de H, appelée base duale a la base canonique d’homologie
donnée, vérifiant
/O[j:(sij, i,jzl,...,Qg.

N.

7

De plus, les formes différentielles harmoniques o sont réelles.

Corollaire 2.37 L’espace vectoriel complexe H des formes différentielles holomorphes sur
M est de dimension (complexe) g. De plus, si {a1,..., a5} est la base duale a une base
canonique d’homologie {N1,...,Nog} de H1(M,Z), Uensemble {wi, ... ,wy}, avec w; = a; +
ixaj, est une base de H.

Nous donnons encore deux formules classiques qui nous serons utiles par la suite.

Proposition 2.38 (Relations bilinéaires de Riemann) Si 0 et 6 sont deux formes diff-
érentielles fermées sur une surface de Riemann compacte M de genre g > 1, alors

//MaAézi{/aieéié—/bie/%é} (2.39)

ot {ai, bi})_, est une base canonique d’homologie de M. En particulier, si 0 est une forme
différentielle harmonique sur M, alors

||9%”:§:1{/M9/bi*§_/bi9/ai*§}' (2.40)

Nous terminons ce paragraphe par le calcul d’identités (Lemme 2.41) relatives aux périodes
et a la norme des éléments de la base duale d’'une base canonique d’homologie d’un tore.
Soient donc M une surface de Riemann compacte de genre 1 et a,b deux représentants d’une
base canonique d’homologie de M. Nous préciserons la donnée des courbes fermées a,b au
prochain paragraphe. Soit encore «, (3 la base duale a {[a], [b]}. Les formes harmoniques réelles
«, B vérifient donc
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/aozzl, /bazo,
Aﬂ:& Aﬂzl

Dans cette base, les formes conjuguées xa, x3 sont ainsi données par :

*a:a/a*a+ﬁ/b*a
*ﬂ:a/a*ﬂ—l—ﬁ/b*ﬂ

Lemme 2.41 Nous avons les identités suivantes :

ol = [ <.

181 = — [ +5.

o=
/m/w—kmmw%

( ) = —1+ |al3,1813;,

( ) = —1+ [af3, 1813

Preuve. Pour les Identités (2.42) et (2.43), nous avons respectivement

o2, 2 /m—/ /m—/m
1613, *=” /ﬁ/?ﬂ /ﬁ/?ﬂ——[}ﬂ

Pour 'ldentité (2.44), nous calculons :

(o, B) = // a/\*ﬂ /a/b*ﬂ
a):/Mﬂ/\*a@i /aﬂ/b*a—

(2.42)
(2.43)
(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)



52 RAPPELS ET RESULTATS PREPARATOIRES

et nous notons que (a, 3) = (8, «) = (5, @) puisque les formes différentielles a, B sont réelles.
De manieére similaire, nous avons pour I'Identité (2.45) :

() = [[ wansp® /*a/*ﬂ Jxa [+ E [xa [ 50+ 1aliilet
(B, *a) = // ﬂ/\**a—/ BA(— 9)—/ﬁ/ba—|—/bﬁ/a:1

ainsi que (xa, ) = (8, *xa) = (5, *«). Les Identités (2.46) et (2.47) découlent toutes deux des
Identités (2.44) et (2.45), et le lemme s’ensuit. [

2.2.2 Définition et propriétés de la forme différentielle harmonique wg

Avant d’introduire la forme différentielle harmonique wgg, nous faisons une remarque impor-
tante.

Remarque 2.48 Dans la preuve de l'existence (et de 'unicité) de 155 € H et de fzs €
L?mp(f?) (Théoréme 1.17), donnée par P. Buser et R. Silhol, apparaissent un tore conforme
C/A+,,, ou A, C C est le réseau euclidien engendré par 2, 2734, et 'application biholomorphe
t: M =D/G — C/A,, telle que ¢(7(0)) = 7.,,(0), ot 7, : C — C/A,,, la projection
canonique. Ces deux applications permettent alors de ramener la métrique euclidienne sur M.
Des a présent, nous supposerons donc que M est muni de la métrique euclidienne via ces deux
applications. Nous utiliserons, en particulier dans la preuve du Théoréme 3.33 au prochain
chapitre, que la forme volume dM, sur M est définie localement par (v o m,1)*(dz A dy) avec

z=ux+1iy € C.

TBs

A présent, soient fss = ugs + ivgs : D — C la fonction holomorphe et 7455 € H le nombre
complexe issus du Théoréme de Buser-Silhol (Théoréme 1.17). Les fonctions ugg, vpg sont donc
harmoniques réelles. Nous considérons les différentielles harmoniques réelles définies sur D :

Wps = Re(des) = dugs,
*wBS = *duBS == dUBS == Im(deS)

Puisque la fonction fgg satisfait les relations de périodicité, les formes différentielles dfgg, dugsg,
dvgs sont G’-invariantes. Par conséquent, ces trois formes différentielles sont de classe C*° et
harmoniques sur le tore M = D/G’. Nous pouvons donc utiliser sans ambiguité la méme
notation pour dénoter ces formes différentielles tantot sur D tant6t sur M.

Nous donnons au tore M, une fois pour toute, ’orientation qui est induite par I’orientation po-
sitive de D via la projection canonique 7 : D — M = D/G’, et nous considérons la base cano-
nique d’homologie [a], [b] de Hy(M,Z) définie par les courbes orientés a = 7(a),b = 7(b) € M
avec @ = [ms, my]p,b = [m7, ms], et ol les segments hyperboliques [.,.], sont orientés par
lordre d’apparition des extrémités (cf. Figure 2.5).
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FIGURE 2.5. Relévements a = [ms, m1]p, b= [m7,m3]n, C O des représentants de
la base canonique de Hi(M,Z).

Les périodes de wgg, *wgg sont alors données par :

/WBS =2, /*WBS =0,
a a
/Z;WBS == QRG(TBs), /Z;*WBS = QIm(TBS)

En effet, a I'aide des relations de périodicité, nous avons :

JLews= [ s = hm) — wssms) = Re( fs(o1ms)) ~ fsms)) =2
/*WBS = : } dvpg = UBs(ml) - UBS(WS) = Im(st(gl (ms)) - st(m5)> =0,
/was = /[ . dups = UBS(WS) - UBs(m7) = Re(st(QB(”W)) - st(m7)> = QRe(TBS)a

/b*wss = : } dvpg = UBS(WS) - UBs(m7) = Im(st(QB(”W)) - st(m7)> = 2Im(TBs)-

Notons que ces quatres intégrales ne dépendent que des classes d’homologie de a,b et non
pas du représentant puisque wgg est en particulier une forme différentielle fermée. Nous avons

donc
Wps — 20( + 2Re(7‘Bs)ﬁ,
*wBS - QIm(TBs)/B.

Nous exprimons les liens entre 755 et la base {a, f} de H dans le résultat suivant.
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Lemme 2.49 Nous avons les identités suivantes :

*Q
Re(TBs) = ”IET,
M

1
Im(TBS) = W,
M
|Tas| = W_
18121

Preuve. Notons que

*wpg = 2% + 2Re(Tg)* .

Nous avons respectivement

1
025 /a*wBS

:/Q*a—i-Re(TBs)/Q*ﬂ
- /Q*OK—Re(TBS)”ﬂH%J

1
Im(TBS) = 5 /b*wBS

= /b*a—FRe(TBS)/b*ﬁ

/a*a/b*ﬁ

= lali; + =t —

1813

1 — [al3, 1513,
= a3, +
1813
1

R

(/a*a)m

181

_ loB8B
181,

ol

18I

‘7'133‘2 =

D’ou le lemme. O

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(grace a (2.43))

(grace a (2.42),(2.50))

(grace a (2.45))

(grace a (2.50), (2.51))

(grace & (2.46))



Chapitre 3

Sur la convergence de la méthode
d’approximation de Buser-Silhol

Dans ce deuxieme chapitre, nous étudions divers types de convergence de la méthode d’ap-
proximation de Buser-Silhol. Nous commencons par développer un modele théorique dans
lequel nous étudierons cette méthode d’approximation (Sections 3.1). Dans la Section 3.2,
nous démontrons un des résultats principaux de ce travail de these, a savoir la convergence
des approximations issues d’un processus de minimisation de norme sur des domaines. En-
suite, nous discutons la convergence d’approximations issue d’un processus de minimisation de
norme sur certains arcs de courbe (Section 3.3), d’un processus de minimisation de semi-norme
sur ces mémes arcs de courbe (Section 3.4) et finalement, d’un processus de minimisation de
semi-norme sur des domaines (Section 3.5).

3.1 Modele théorique

Nous développons, dans cette section, le modele d’analyse fonctionnelle dans lequel nous
étudierons la méthode d’approximation de Buser-Silhol pour 'uniformisation conforme des
surfaces de Riemann hyperelliptiques de genre 2.

Les diverses définitions et notations introduites dans cette section seront conservées jusqu’a
la fin de ce chapitre.

3.1.1 Définitions et notations

Soit (O, G, G’; Tgs, fzs) une uniformisation a la Buser-Silhol d’une surface hyperelliptique de
genre 2. Rappelons que le groupe G est engendré par les isométries g1, 92,93, g4 (cf. Figure
1.1 page 15) et le groupe G’ par les isométries g1, g3, ha, ha, he, hs (cf. Figure 1.2 page 16).

Pour un nombre réel § > 0 et un sous-ensemble E C D donnés, nous notons

Ns(E) = {z € D | dpyp(2, E) < 5}
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le §-voisinage (hyperbolique) de E. Soient

5> 0,
D= N;(0), (cf. Figure 3.1),
Binin — NS([S4,m5]h) C 15’ (Cf Figure 32),

Dmm Ng([81,m2]h) C ]5,

)

I

Dmm = NS([SG,m7]h) C

Dmm = NS([Sg, m4]h) C D.

FIGURE 3.1. D est le §-voisinage de l'octogone O (5 =0.5).

Nous définissons ensuite les espaces suivants
X =Cx Ly, (D),
Y = L*(DI"™) x L*(D§™) x L*(D3™) x L*(Dy™).

Munis respectivement des produits scalaires

(. ).ED) =7+ D5, HEHeX

4
<(f1af27f37f4)’(f17f27f37f4 > Z fkafk Dmma (flaf?af3af4)a(flafZaf3af4) ey

les espaces X et Y sont des espaces de Hilbert. Cela découle du fait que C lep(D), L2(l~)}€nin)
sont complets pour leurs produits scalaires respectifs (Proposition 2.7). Nous notons ||.|x =

(.. >1/2 et |.|y = (., >;/2 les normes induites.
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FIGURE 3.2. Les quatre §-voisinages D™, Dyin Dmin_ pmin 5 — 0.5) entrant dans
la définition de Y dans le cas X = C x L%mp(f?). (1l n’est pas nécessaire que ces

quatre domaines soient deuzr-a-deur disjoints.)

3.1.2 Approximation dans ’espace de Hilbert X

Nous débutons ce paragraphe avec deux lemmes qui regroupent des arguments utililisés a
plusieurs reprises par la suite dans différentes preuves.

Lemme 3.1 Soit {(7n, fn)}n>1 C X une suite bornée. Alors il existe une sous-suite

{(Togs fri) Y1 de {(7n, fn)} qui converge vers un élément (1, f) € X de sorte que la suite

{Tni Jk=1 converge vers T € C et la suite { fn, }r>1 converge vers f € L3, (D) uniformément

localement dans D.

Preuve. Soit ¢ > 0 une constante telle que | (7, f)|x < ¢ pour tout n > 1. Nous commengons

par montrer que la suite {f,} C L?mp(D) est localement bornée dans D. Soient w € D et

r = d(w,dD)/2, ot d(w,dD) est la distance euclidienne de w & D. Pour tout z appartenant

N

a B(w,r), la boule euclidienne de rayon r centrée en w, et pour tout n > 1, le Lemme
fondamental donne

Y L. - RN (G5 P

= /7md(z,0D) ~ Jmd(z,0D) ~ VEr

Nous obtenons donc

Cc

NZXE

Autrement dit, la suite { f,,} est localement bornée dans D. Par le Théoréme de Montel (Théo-
réme 2.14), il existe une sous-suite {fy, }x>1 de {fn} qui converge uniformément localement
dans 15, vers une fonction holomorphe f : D — C. De plus, la suite {7, }x>1 est bornée car,
pour tout k > 1, nous avons

sup{|fn(2)| |2z € B(w,r), n > 1} < < 00.

‘Tnk‘ < H(Tnk7fnk)”X <c.
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I existe donc une sous-suite {7, };>1 de {7, } qui converge vers un certain 7 € C. Montrons
que (7, f) appartient & X = C x L?mp(D). Pour cela, il reste a vérifier que la norme | f|7 est

finie. Puisque, pour tout [ > 1, nous avons

1 fre |5 < 1Ty fri))x <,
il vient (prendre pour cela une exhaustion de D par des sous-ensembles compacts)

Ifl5 <e.

Ainsi, (7, f) € X, {(Tny,, fny,) }1>1 est la sous-suite de {(7p, f5)} cherchée et le lemme est
démontré. [

Lemme 3.2 Soient (1, f) € X et {(mn, fn)}n>1 C X une suite telle que limy, oo [ (T, fn) —
(1, f)lx = 0. Alors, la suite {Ty}n>1 converge vers T et, pour tout entier k > 0, la suite

{fék)}nzl converge vers f %) uniformément localement dans D.
Preuve. Découle immédiatement de la définition de la norme |.|x et du Lemme 2.13. O

Le résultat suivant fourni une suite d’approximations de (7gs, fgs), issues de la méthodes des
moindres carrés dans (X, |.|x).

Proposition 3.3 Il existe une unique suite {(7y, Pn) tn>1 C X, avec py, € 7?3;;1 pour chaque
n > 1, telle que

| (s, fas) — (?naﬁn)”%( = min{H(TBSast) - (T,p)Hg( ’ (1,p) € C x 731‘25;;1} .

De plus,
Jim (s, Fos) = (FsBo)lx =0,

et ainsi {Tp}n>1 converge vers Tps et, pour tout entier k > 0, {ﬁ%k)}nzl converge vers féls)
uniformément localement dans D.

Preuve. Puisque D = N 5(O) est un domaine de Jordan, C[z] est dense dans L2(D) (Théoréme

2.11) et par suite Cimp[2] = {p € C[2]|p impair} est dense dans L?mp(f?). Ainsi, la famille
2

imp

{22"=1},51 est fermée dans L2 (D) et la famille {z,,},>0 définie par

Ty = (170)a T = (O,Z), X9 = (0’23)’ ceey Ty = (O’ZQn—l)’

est fermée dans X = C x Lizmp(f?). En appliquant le Procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt, nous obtenons un systéme orthonormal fermé {z} },,>0 C X tel que, pour tout n > 1,
zy, = (25,1, 752) € C X Pizrgp_l . Posons a présent

TBS Si 'l — 0

bi:<(7357st)a$:>X: (fos, o) = sii>1
Y2/ D -

(FasDn) = D _bix} n=0,1,2,...
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Les coefficients b; sont donc les coefficients de Fourier de (7sg, fas) relativement au systeme

orthonormal fermé {z}} C X. Pour chaque n > 1, (7,,, p,) appartient a C x Pizr;‘p_ ! Les Théo-

remes 2.1 et 2.12 ainsi que le Lemme 3.2 permettent alors de conclure. [

Notation. Tout au long de ce chapitre, nous écrirons p,, pour un polynéme impair de degré
deg(pn) < 2n—1,ie. p, € P21 au lieu de la notation habituelle po,_1 et cela afin d’alléger

imp
un tant soit peu la notation.

3.1.3 L’opérateur vy et la fonctionnelle @y

Soient opérateur ¢ : X — Y et la fonctionnelle ¢y : X — R définis respectivement par
w(T,f):(f091—f,thg—f,fogg—f—QT,th4—f),

SOY(Ta f) = ||¢(7-7 f) - (27 07 07 0) H%/
avec (7, f) € X. La motivation de la construction de v et py est le fait qu’ils caractérisent

Iélément (7gs, fzs). Pour (7, f) € X, le résultat de P. Buser et R. Silhol (Théoreme 1.17) nous
donne en effet I’équivalence

1#(77 f) = (2a 0,0, 0) — (Ta f) = (TBSa fBS) ) (3'4)

et, par suite, I’équivalence

ey (1, f) = [(7, f) = (2,0,0,0)[3 = 0 = (7, f) = (Tos, fos) -

Avant de passer a I’étude de 'opérateur v, nous rappelons qu’'un opérateur linéaire entre deux
espaces de Banach est dit borné s’il est borné sur la boule unité dans I’espace de départ, ainsi
que le résultat d’analyse fonctionnelle suivant (voir par exemple [Tré85, pp. 126-128]).

Remarque 3.5 Pour un opérateur linéaire T entre deux espaces de Banach, les trois pro-
priétés suivantes sont équivalentes

i) T est continu au point 0,
ii) T est continu en tout point,

iii) T est borné.
Pour un opérateur borné T': A — B, nous posons

ITlas = sup {|T(@)|5 |a € At fala <1} < oo.

Lemme 3.6 Soient U,V C D des domaines non vides, f € L*(V) et g une transformation
de Mébius de D . Si g est telle que g(U) C V', alors

If o gltr < oI fIF (3.7)

0l ¢g = supyeqr |(971) (w)[* < 00
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Preuve. Notons z = x + iy et w = g(z) = u + iv. Nous avons alors

I o gl —// £ (9(2)) Pdady
=[], )Pl )P
S G // w)|?dudv

< el fIF -

Et le lemme est démontré. O

Corollaire 3.8 1 existe une constante cy, > 0 telle que

[9(r, Ay < ey (7, Flx

pour tout (7, f) € X. La constante cy, peut étre choisie égale a la racine carrée de
max{16m, 2(cy, + Cp, + g5 +cn, +5)}.
Preuve. Soit (7, f) € X. Nous avons successivement
2
+ 1013

< 1677 + 2(cg, + chy + gy + cny +5) If 5

ol nous avons utilisé I'inégalité dans les espaces normés a + bJ* < 2([a]* + [b]?) & plusieurs
reprises, I'inegalité | f| 5um < |f] 7, le Lemme 3.6 et 'inégalité 1] 5, = Airegye (D) < 7.

i 3
Le corollaire est ainsi démontré. [

Remarque 3.9 a) Nous avons
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b) Comme P. Buser et R. Silhol, nous allons approcher fgs par des fonctions impaires. Ainsi,

il n’est pas nécessaire d’inclure explicitement les relations de périodicité f o hg = f et
fohg = f dans la définition de 'opérateur 1, car nous avons respectivement hg = hohohg
et hg = hohshg, ou hg est le demi-tour de centre 0 € D, i.e. hy(z) = —z. Par le Lemme
3.6, nous avons aussi :

”f Ogl - f - 2||h5(5T1n) S Ch5 Hf S g]. - f - 2H5inin7
”f o h‘2 - thQ(Bgnm) S ChQ Hf o h‘2 - f||5£nin7
”f ©g3 — f - 27—||h7(5§nin) S Ch7 Hf ©gs — f - 27—“5§nin7
||foh4_fH Dmm <Ch4Hfoh4_f||Dmm7
”f ohg — thO(ﬁénin) = ”f ohgy — f”ﬁénin?

”f ohg — thO(ﬁinin) = ”f ohy — f”ﬁinin'
Pour l'inégalité avec g, nous avons utilisé les égalités

faihs — fhs = fhohshs + fhohs = —f + fo

qui découlent du fait que f est supposée impaire et que g1 = hghs. De méme pour I'inégalité
avec g3 = hohr. Pour les deux égalités avec hg, hg, il suffit de noter que |dizhg(z)\ =1 sur
D .

Si nous n’approchons pas fzs par des fonctions supposées impaires, nous devrions ajouter,
a la définition de v, les (5°™¢ et 6°™°) composantes fohg— f et fohg— f qui sont définies sur
N; 5([55, m6] ) et Nj([s7,msg]n) respectivement. De plus, nous devrions étendre les domaines
Diin et DIin 3 N5([s4,s5]n) et N5([s6,s7]n) respectivement (cf. Figure 3.3).

Lemme 3.10 L’opérateur ¢ : X — Y est linéaire, continu et injectif.

Preuve. Commencons par montrer que l'opérateur ¢ est bien défini. Soit (7, f) € X. Pour
chaque i = 1,...,4, la i®™*-composante de (7, f) définie bien une fonction holomorphe sur
15;“1“ a valeurs dans C, comme composition et addition de fonctions holomorphes (7 est vu
ici comme la fonction constante z —— 7, qui appartient bien & LQ(B?M)). Le Corollaire 3.8
implique alors que chaque composante appartient & L? (ZN?;m“) et nous permet ainsi de conclure
que 'opérateur v est bien défini.

Linéarité de 1. Soient o € C et (7, f), (7, f) € X. Nous avons alors les égalités suivantes :

Y(alr, f) + (7. ) = vlar +7,af + )

= ((af+Hog—(af+ ...
(af + f)ogs — (af + ) —2(ar +7), ...

= (alfeg—H+Foq—Foy
a(f°g3—f—27)+(f0g3—f—2%),...)

:Ozl/J(T,f)—l-l/J(%,f)
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FIGURE 3.3. Les siz d-voisinages (0 = 0.5) entrant dans la définition de Y dans le
cas X = C x LE(D).
D’ou la linéarité.
Continuité de 1. Puisque 1 est linéaire, il suffit de montrer que v est un opérateur borné

(Remarque 3.5). Soit (7,f) € X avec |(7,f)|]x < 1. Par le Corollaire 3.8, nous avons
[o(T, f)ly < cy. Autrement dit, ¢ est borné.

Injectivité de 1. Soit (7, f) € X. Pour (19, fo) € ker(+), la linéarité de v et I'Equivalence
(3.4) donne l'implication

w((TB& st) + (7'07 fﬂ)) = 1/’(7'1337 st) +0= (2707 0,0)
— (Tos + 70, fos + fo) = (Tus, fos) -

Ainsi, 79 = 0 et fj est la fonction identiquement nulle. Par conséquent, v est injectif et le
lemme est démontré. [

Corollaire 3.11 L’opérateur ¢ : X — Y est borné, i.e. la quantité

Wy = sup {[6(r, Dy | (./) € X et |(r, f)lx <1}

est finie.

Preuve. Découle du Lemme 3.10 et de la Remarque 3.5. [

Corollaire 3.12 La fonctionnelle non linéaire oy : X — R4 est continue.

Preuve. Découle du Lemme 3.10 et de la continuité de la norme |.|y sur Y. O
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Corollaire 3.13 La suite d’approzimations {(Tn,pn)}tn>1 C X de (7ss, fos) (issue de la
Proposition 3.3) vérifie
Jim_ @y (Tn, pn) = 0.

Preuve. Puisque ¥ est borné (Lemme 3.10), nous avons pour chaque n > 1

@y (Tn, Dn) = (2,0,0,0) = ¥(Tn, Pn) |y < |¥]x,y [(T8s, fos) = (7, Pn) [ x -

Le corollaire découle alors de la Proposition 3.3. [J

Remarque 3.14 Si lopérateur inverse 1/J|1;(1X) : (X)) — X avait été bornée, ce qui n’est

pas le cas, nous aurions pu conclure a la convergence de la suite {Tg tn>1 vers Tpg et, pour

(

tout entier k > 0, & la convergence localement uniforme dans D de la suite {qu k)}nzl vers

fé];), et cela comme suit. Pour tout n > 1, nous aurions eu
[(7os, fos) = (7 s o2 )5 < 107 5 x 102,0,0,0) = (s o) 5
= [0 Rx v (s om)
< [ R x @y (Tas ) -
Or, puisque limy,, o0 @y (T, Pn) = 0 (Corollaire 3.13), nous aurions obtenu
nILHC}O | (7o, fis) = (73 o0 )l x = 0.

Le Lemme 3.2 nous aurait alors permis de conclure. Toutefois, cet opérateur inverse n’étant
pas borné, nous avons développé une stratégie alternative pour démontrer une convergence
de la suite {(7,Y, p¥)}n>1, & I'aide d’outils plus géométriques.

3.1.4 La fonctionnelle ¢,

Soit ||.|« : Y — R une norme sur Y et notons ¢, : X — R la fonctionnelle définie par

90*(73 f) = “(27()’070) - w(Ta f)Hia

avec (7,f) € X. Tout comme ¢y, la fonctionnelle ¢, caractérise I'élément (7gg, fs) € X
puisque v le caractérise et que |.|. est une norme sur Y. Pour (7, f) € Y, nous avons alors
I’équivalence

ou(1,f) =0 — (7, f) = (Tos; fos) -

Proposition 3.15 Si la norme |.|. : Y — R est strictement conveze, alors, pour chaque

entier n > 1, il existe un unique élément (1,;,pr) € C x 731-272;1 vérifiant

(1, ph) = min{ep.(,p) | (1,p) € C x P!

De plus, la suite {@«(75;,p},) In>1 C RY est convergente. Si la norme |.|« est continue dans
Y, |-ly), sa limite vaut 0.
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Preuve. Soit n > 1 un entier fixé. Puisque (1,0), (0, 2), (0,23),...,(0,2?"~!) € X forment une
famille linéairement indépendante, il découle de la linéarité et de l'injectivité de 'opérateur
1 (Lemme 3.10) que les n + 1 éléments

¥(1,0),9(0,2),9(0,2°),...,4(0,2*" ") €Y

sont linéairement indépendants et engendrent ¢ (C x Pfg; D). A présent, nous cherchons des
coefficients ag, aq,...,a, € C tels que

pi(ag, a1z + ... +a, 22" = (2,0,0,0) — (ag, a1z + ...+ a, 22" Y2
= [(2,0,0,0) — (ao¥(1,0) + a19(0, 2) + ... + anp(0, 2*"1))|?

soit minimum. Le résultat classique de la théorie de l'approximation linéaire dans les es-
paces vectoriels normés rappelé au chapitre précédent (Théoreme 2.2) assure 'existence et
I'unicité des coefficients ag, a1, ...,a, € C qui réalise ce minimum. Autrement dit, il existe
un unique élément (7, pk) € C x Pfg; ! minimisant s sur C x 73121:; ! De plus, puisque
C x Pfg; lcCx P?g; ! la suite de réels positifs {@. (7%, p%)}n>1 est décroissante, et donc
convergente.

Finalement, si la norme |.| est continue dans (Y, |.|y), la fonctionelle @, 'est aussi. Ainsi,
puisque limy, o0 @y (Tn,Pn) = 0 (Corollaire 3.13), nous avons aussi lim, . @«(7,5,p5) = 0.

n
Or, par minimalité de (7.7, p}), nous avons ¢, (7,5, p}) < @« (Tn, Pn) pour tout n > 1. La pro-

position est ainsi démontrée. [

3.2 Approximation par minimisation de norme sur des do-
maines

Nous commencons cette section par une premier résultat.

Proposition 3.16 [l existe une unique suite {(T};,p};)} o C X telle que, pour chaque
n>

n>1,
(ra.py) € Cx Pont et oy(ry,py)=min{py(r,p)|(r,p) € Cx P!
De plus, la suite {(Tz,pg)} . vérifie
n_
. Y Y
Jim oy (7, ,p,, ) = 0.

Preuve. Puisque la norme |.|y provient d’un produit scalaire, elle est strictement convexe
(Remarque 2.3). La proposition découle alors de la Proposition 3.15. [

A présent, nous souhaiterions démontrer que la suite {7} n>1 converge vers Tzg €t que, pour
9 n = S )

tout entier k > 0, la suite {p{(k)}nzl converge vers félg) uniformément localement dans D.
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Ceci est 'objet du théoreme principal (Théoreme 3.17) énoncé au prochain paragraphe et
démontrer dans les paragraphes suivants.

3.2.1 Théoreme principal et stratégie de démonstration

Soit {(Tn, fn)tn>1 € X = C x L, (D) une suite vérifiant

imp
nh—>nc>lo SOY(Tna fn) =0.

Nous voudrions démontrer que {7, },>1 converge vers Tz et que, pour tout entier k > 0, la

suite { fék)}nzl converge vers féls) uniformément localement dans D. En posant t, = T, — Tas
et hp = fn — fas, il vient

Hw(tna hn)H% = ||¢(TTL — TBs» fn - fBS)”%/ = Hw(Tna fn) - (2707 070)“% = QOY(TTU fn)

pour tout n > 1. Il est ainsi équivalent de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.17 (Théoréme principal) Si {(t,, hn)}n>1 C X est une suite vérifiant
Titn [b(tn, ) [} = 0,

alors la suite {tp}n>1 converge vers 0 € C et, pour tout entier k > 0, la suite {h%k)}nzl

converge vers 0 € L?mp(D) uniformément localement dans D.

Il vient alors immédiatement :

Corollaire 3.18 La suite {TX}nZl converge vers Tgg et, pour tout entier k > 0, la suite

{pg(k)}nzl converge vers félg) uniformément localement dans D.

La stratégie générale de la démonstration du Théoreme 3.17 est la suivante.

Premiérement, nous démontrons la convergence de la suite {t,},>1 C C vers zéro (Théoréme
3.37). Pour cela, nous allons construire des formes différentielles {w"},>1 sur M = D/G" a
partir de du,,, ou u,, est la partie réelle d’'une approximation f,, = u, + v, de fgs = Ups+ TUgg
dans le sens lim,,_,o ¢y (7, fn) = 0, et nous allons en calculer les intégrales sur certaines
courbes fermées dans M (Paragraphe 3.2.2). Avec les relations obtenues (Théoréme 3.33),
accompagnées des identités relatives aux périodes de la base duale d’une base canonique
d’homologie d’un tore (Lemme 2.41) et a celles de la forme harmonique wgg = dugg sur M
(Lemme 2.49) obtenues via les Relations bilinaires de Riemann, nous allons conclure a la

convergence recherchée (Paragraphe 3.2.3).

Secondement, dans le Paragraphe 3.2.4, nous démontrons la convergence uniforme locale dans

D vers zéro de la suite {hy, }n>1 C L?mp(D), et de ses dérivées (Théoreme 3.38). Pour cela, nous
utiliserons la conséquence du Lemme de Schwarz développée au chapitre précédent (Lemme

2.23) ainsi que le fait que la suite {t,},>1 est en particulier bornée.
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3.2.2 Définition et propriétés d’une suite de formes différentielles {w"},>1

Nous commengons ce paragraphe par remarquer que la carte (7(0),7|5'), ot 7: D — M
est la projection canonique, est une carte de la structure conforme du tore M. Pour chaque
n > 1, nous notons

™ € C,
fn =uy +iv, € Lg(f)),

des approximations de Ty, fas vérifiant lim,, o @y (7, fn) = 0. Les fonctions harmoniques
Up, Un étant définies au voisinage de O, les suites de formes différentielles

{(xlo") dun = (5" ) Re(df») |

n>1’
{*(@l0!) dun = (wl0")* (xdun) = (nl6") dvn = (x| ) Im(df) | _

olt nous avons utilisé la commutativité de x et de (7|,")* (Remarque 2.28), sont bien définies
sur M et sont de carré intégrable sur M. Autrement dit,

{(715") dun}ns1, {*(7]5") dun}nz1 C AF(M).

Toutefois, puisque du,,*du, ne sont en général pas G'-équivariantes (car f, ne vérifie pas
exactement les relations de périodicité), (7|5')*duy, *(7|5')*du, ne sont pas continues sur
M, bien qu’elles soient harmoniques sur M \ 7(90O). Pour chaque n > 1, nous considérons les
fonctions holomorphes suivantes qui expriment la déficience des approximations f, a satisfaire
les relations de périodicité :

el = fnogi— fn—2 sur N3([s4, s5)n) = D™ U hg(DPM),

e2 = foohy — f sur Bénin,

€ = fnogs— fn— 27 sur N3 ([sg, s7]5) = D™ U hy(DY™), (3.19)
et = fpohy— f sur DI

eg = fnohg— fn sur — Eénin,

€S = foohg — fn sur — ﬁflnin.

Nous notons e;;"¢, e;;*" les parties réelle et imaginaire de e;,. Dans le cas ou les approximations
fn sont supposées impaires, nous avons les relations

€S = hoe2hyg et S = hoelhy.
En effet, puisque hg = hghohg, il vient
€6, = fuhe — fo = fahohaho — ho fuho = ho(fuhaho — faho) = hoenho.

L’égalité pour €5 s’obtient de maniére similaire.
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La remarque suivante suggére alors que les intégrales de (7|5')*du,, *(7|5')*du, sur les repré-
sentants a = w([ms,m1]p), b = w([m7,ms]s) de la base canonique d’homologie de M définie
au paragraphe précédent tendent (lorsque n — 00) vers les périodes de wpg, xwpg sur cette
méme base.

Remarque 3.20 Soient @, C @ deux courbes orientées de classe C' par morceau dont
seules les extrémités respectives ajy € [s4, 55]n, @) = g1(ah), by € [s6,s7]n, by = g3(bly) appar-
tiennent & O. En particulier, @,V sont des relevements de courbes appartenant respective-
ment aux classes d’homologie [al, [b] € H1(M,Z). Alors

[ dun =24 ebre(ab), [ xdun = ek @),

a a
[y = 2Re(r) + €370 E), [ wdun = 2m(m,) + €5 E),
24 /

pour tout n > 1. En effet, grace aux relations (3.19), nous avons

[ = a1 @) = wn(@h) = 2+ Re(eh @),
[ = [ v = va(1(@)) = v (@) = (el (@),

;, dun = un(g3(6p)) — un (b)) = 2Re(7y) + Re(e, (b)),

[ witn = [ dvn = vng ) — 0a(B5) = 21n(r,) + (el E))
b b

La Décomposition de Hodge de (7|5")*du, € A?(M) donne
(mlo") dun = ((7l5") dun)E @ (7l5")*dun) g+ ®((7]5") dun) 1r-

= ((nlg")*dun) 1

En montrant d’une part que

[((7lo") dun) o I3 = 1((wlo" ) dun) pl3s + 1(7]6") dun) 534

converge vers zéro lorsque n tend vers l'infini et d’autre part que les fonctions holomorphes
e, convergent vers zéro, nous pourrions montrer, a 'aide des périodes de wgs, *wgg sur [al, [b],
la convergence de {7, }n>1 vers Tgs.

Afin de controler les parties exactes et co-exactes de (7T|(_91)*dun nous souhaitons utiliser les
majorations données dans le résultat suivant.

Proposition 3.21 Soient S une surface de Riemann compacte munie d’une métrique rie-
mannienne conforme g et une forme différentielle w € A%(S) N CL. Alors

|dw|?

A1(9)

w5 <

Jdxwl%
A1(S)

|lwsl§ <



68 SUR LA CONVERGENCE DE LA METHODE D’APPROXIMATION DE BUSER-SILHOL

ot A\1(S) est la premiére valeur propre non nulle du Laplacien sur S.

Preuve. Nous démontrons la premiere inégalité. La deuxiéme en découlera immédiatement
puisque, par unicité de la décomposition de Hodge, 'opérateur étoile de Hodge est une iso-
métrie de E dans E* et de H dans H, et par conséquent

*(WE) = (*w)E*.

Nous souhaitons majorer la composante co-exacte de w, i.e. la composante de w appartenant
a E*, Padhérence dans A?(S) de I'ensemble constitué des éléments xdf avec f € C§°(S,C) =
C>(S,C) (S est compacte). Soit donc f € C*°(S, C) une fonction vérifiant |xdf|s = 1. Puisque
nous nous intéressons a

*df = *d(f + constante),

nous supposons en outre que la fonction f est de moyenne nulle, i.e. [fg fdS, = 0. Nous allons
calculer le produit scalaire (w, *df)s. Nous avons successivement

|(w>*df)5‘2 = ‘(wa*d**f)5'|2

= |(dw, xf)s|* (Formule (2.30) avec a« = w et 3 = xf)
< |dwl|? - |xf1% (Inégalité de Cauchy-Schwarz dans .A3(S))
= ldwl - [ f1%-

La fonction f étant de moyenne nulle, le Quotient de Rayleigh (voir p. ex. [Lax02, Ch. 28])

donne
)\1(5) < (Agfazf)s
1 fls

ot \1(.S) est la premiére valeur propre non nulle du Laplacien sur S. Or, avec la Formule de
Green (Formule (2.31)), nous obtenons

(Agf, P)s = (df df)s = |df % = |xdfl3 =1,

par hypothese. Ainsi,
1

A(S)

1£15 <

A laide de cette majoration, nous obtenons alors

dw|?
w, xd 2 < H S
Et par suite, il vient
dw)|?
s _ el
‘(wﬂa)5| > )\1(5)7

pour tout a € E* vérifiant |a|s = 1. A l'aide de cette inégalité pour

WE

o =
lwe+ls
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et en remarquant que

WE~* WE*
(w, —) _ (wE*, —) — |wse]s,
[omls ) [omls ) s

il vient finalement

Et le théoréeme est démontré. O

La forme différentielle (7|5")*du,, n’étant pas de classe C* sur M (elle n’est méme pas conti-
nue), nous ne pouvons donc pas majorer ses parties exacte et co-exacte a 1’aide de la propo-
sition ci-dessus. Nous allons alors construire une forme différentielle w™ sur M de classe C' &
partir de "morceaux" de (ﬂ\@l)*dun "recollés" via une partition de 'unité. Nous donnons cette
construction dans un cadre quelque peu plus général, mais au préalable nous démontrons le
résultat suivant dont nous aurons besoin.

Lemme 3.22 Soient S une surface de Riemann compacte munie d’une métrique rieman-
nienne conforme g, U C M un ouvert, ¢ une fonction de classe C' définie au voisinage de
Uadhérence de U et w € A2(S). Alors

lde A wlo < ldeloovlwlu

ot [dploo,r = suppeys |dplp-

Preuve. 1l s’agit d’une Inégalité de Holder généralisée. En coordonnées locales au voisinage
d’un point p € U, nous avons

do = ppdx + oydy,
w = fdx + gdy,
g = p*(da® + dy?),
Sy = pldx A dy.
Nous avons alors
do AN w = (ppdax + ydy) A (fda + gdy) = (pzg — @y f)dz A dy,

|dp A w|]22 =% ((dgo Aw) A *(de A w))

. 2
:*<ww fMIMA@O

,u
_ |90xg - Soyf|2
[
2 2 2 2
< [oal” + leyl” 1S+ lg] (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
I 1

= |dgl; - |wlp-
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Ainsi,
g Al = [ do nal2dS, < el [[ 1w dS, = lagt plwl?.

D’ou le lemme. O

Soient S une surface de Riemann compacte munie d’une métrique riemannienne conforme
g et U = {U1,...,U;} un recouvrement d’ouverts connexes de S tel que toute intersection
constituée d’éléments de U soit une réunion finie d’ouverts connexes. Soient encore w1, .. .,w;
des formes différentielles de A7(S) telles que w;y, soit de classe C' et wilg\p, = 0, et & =
{¢1,-..,¢} une partition de I'unité de S subordonnée au recouvrement . Posons

l
w = Zﬁpiwi S .A%(S) ﬁCl.

i=1

Notons que la forme différentielle w est bien de classe C' sur S, car d'une part ¢; est une
fonction de classe C*° sur S de support compacte inclus dans 'ouvert U; et d’autre part w;
est une forme différentielle de classe C' sur U;.

A présent, notons

l
ny  le nombre de composantes connexes de S\ U ou;,
i=1
!

{V]};Zl les composantes connexes de S\ U ouU;,
i=1

I; le sous-ensemble maximal de {1,2,...,1} vérifiant V; C ﬂ Us,
iGIj

k;  T'élément maximal de I;.

Nous obtenons ainsi

ny nu_
Uvics e |JVi=65
j=1 Jj=1

Lemme 3.23 Si chaque w; est fermée (resp. co-fermée) sur U;, alors la norme |dw|s (resp.
|d*w|s) est magjorée par

ny
e, Y wi—wgly,

j=1 iGIj\kj

oi cg = max [dpifoc,s < oo,

i

Preuve. Supposons donc que chaque w; est fermée sur U;. Sur Vj, nous avons alors
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dw|Vj = Z d(piw;)
1€l

= E dp; N w; + (—1)0% A dw; (w; fermée)
: Ny’
’LEIj -0

sz%/\wi

1€l

= Z dp; \w; + Z dg&l /\wk
i€L;\k; i€L;\k;

= Y dpi A (wi —wp))

iEIj\k‘j

ou l'avant-derniere égalité vient de 3 ;cr dp; = 0 car ) ;cr i = 1 sur Vj. Or, pour tout
i € Ij, nous avons (Lemme 3.22)
ldepi A (wi = wi)lv; < |d@iloo,v; |wi = wi; v,
< ldgilloo,vilwi = wi; Iv;

< cp|wi — wi; v, -
Ainsi,
ldwlv, <ca > Jwi —wi;lv;-
i€l \k;
Et par suite,
ldw]s = Z ldwlv, < co Z > ws — wiy ;-
J=1liel;\k;

Dans le cas ot chaque w; est co-fermée sur U;, nous appliquons I'inégalité ci-dessus et utilisons
le fait que l'opérateur étoile de Hodge est une isométrie sur A%(S). Dot le lemme. [

Nous passons & présent & la construction des formes différentielles w™ de classe C' sur M.
Notons py; = w(my;) € M =D/G’, i =1,...,4, les images des points milieu my; € JO par
la projection canonique 7 : D — M. Nous allons définir un recouvrement 4 de M obtenu
comme 'image par m d’un recouvrement de l’adhérence d’'un domaine fondamental (pour
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laction de G’ sur D) différent de O. Soient

0 € }0,5[ N ]0,% n;likndhyp(mi,sk) ,

U, = O\ Ny (90), (cf. Figure 3.5)
ﬁgi = Ng([SQi_l,in]h), 1= 1, . ,4, (Cf Figure 36)
Us = Ni([s4, ms]1), (cf. Figure 3.7)

Us = Ni([ms, s5]n),
Ur = Ns([sg, m7]n),
Uy = Ns([mr, s7ln),
ou
§ €10,0",
8" tel que sinh¢” = sin 9“‘% sinh ¢ (cf. [Bus92, p. 454, Formule 2.2.2(iii)]),
Omin = mkin O,
0, = angle intérieur du sommet s, € 00,

afin que maxy, dhyp(ﬁl, sk) < d, et par suite max,e50 dhyp(ﬁl, 2) < ¢. Les définitions de ¢, §”
ont pour but de s’assurer de la construction, en fonction de §, d’un recouvrement convenable
d’un domaine fondamental pour I’action de G’ sur D.

FIGURE 3.4. §-voisinage Ns(O). (En traitillé ON5(O).)
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FIGURE 3.5. Domaine (71 c D.

FIGURE 3.6. Domaines (72, (74, (76, (78 c D.

Relevons aussi les inclusions suivantes qui sont immédiates (car § < 5), mais qui seront
cruciales dans la preuve du Théoréme 3.33 afin de pouvoir appliquer le Lemme fondamental :

Us cc DM, U, cc D™ U; cc D™, U, cc DP», (3.24)

Puisque O = -0, nous avons Us;+4 = —Uy; pour ¢ = 1,2. Nous notons

U={U,..., U},

U= {Ul,...,Ug} avec Ul = W(Ul)

Puisque U recouvre I'adhérence d’un domaine fondamental pour I'action de G’ sur D, U est
bien un recouvrement de M. De plus, la restriction 7| O est un homéomorphisme pour
2i—1
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FIGURE 3.7. Domaines (73, (75, (77, (79 c D.

1=1,...,5, et la restriction 7T|52_\N6 est un homéomorphisme pour i =1,...,4.
1

(m2;)

Soient ® = {¢1,...,p9} une partition de 'unité subordonnée au recouvrement U et @; :
D — R, le relevement dans D de ; : M — R. Notons que @; est G'-équivariante. Nous
définissons, pour chaque n > 1,

*

-1

P duy, sur Uy_q .
W1 = < U2i—1> ’ 1=1,...,5,
0 ailleurs,
* *

_ dun+hs, duy, (3:19) - ;

7r\~1 H+“ = 7r\~1 (dun + %deff’m) sur Uy, )
why; = Usi Us; 1=1,...,4.
0 ailleurs,

Une remarque s’impose concernant la définition de wsy;, car la restriction de m a la boule
hyperbolique Ns(mo;) C Us; centrée au point me; n’est pas bijective. Par conséquent, écrire
71"51_ est un abus de notation, abus qui se justifie toutefois comme suit. Soient p € w(Ns(mao;))\

27
{p2i} et p1,P2 = hoi(p1) les deux préimages de p dans Ns(mo;). Nous avons

duy, + hyduy, _ hiduy + duy,

_ du, + h3;duy,
Jain () = 2t e et

h; (hai(p1)) = 5 (P2)-

Ensuite, soient ‘N/l, ‘72 = hgi(‘N/l) des voisinages ouverts de p1, po respectivement qui sont inclus
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dans Ng(me;) et sur lesquels la restriction de 7 est bijective. Nous obtenons ainsi

* du,, + hi.du * dun + hidu
—1 n 205N~ N —1 * n 210N o~
() e ) = (w5 ) gy S

_1\ " duy, + R3duy,
= <h2i o 7T‘~/21> +(p1)

* du,, + hi.du
_ —1 n 21 N/~
= (wlp!) R ),

Au point p = pg; = w(my;), la forme différentielle w}; s’annule car

du, + h3;duy,

5 (mg;) = 0.
En effet, nous avons en ce point
(h3;dun),,,. = d(un © ha;)ms,
=y, (hai(ma;)) - hg; (ma;) - dzms,
= —ul, (ma;) - dzm,, (hoi(ma;) = ma; et hb;(may;) = —1)

= —dUpmy, -

Ainsi, wy; est bien définie et I’abus de notation se justifie.

Mentionnons encore que, par la Remarque 2.28 et puisque *du,, = dv,, (ou f, = u, + ivy,) et

*xde2ire = de?l“m, nous avons pour chaque n > 1,

* *
-1 -1
* | |~ du, = | 7|~ dv,, sur Us;_q )
*ng—l = ( U2i—1> ( U2i—1> ’ 1=1,...,5,

*0 =0 ailleurs,

* *
_ dup+h* du, (3.19) [ _ -
* 7r\~1 M = 7r\~1 (dvn + %de%“”") sur Uy,
*wh. = Us; Uz;
2i

*0=0 ailleurs,

Finalement, nous posons

9
W= Zgoiw? c AA(M)nct.
i=1

Rappelons que la forme différentielle w™ ainsi définie est bien de classe C!, car ; est de classe
C> sur M et w? est de classe C' dans U; qui contient le support de ¢;.

Nous développons a présent quelques calculs concernant w™. Au vu de ce qui précede et de la
Remarque 2.28, ces calculs seront aussi valables pour xw™ en remplacant toutefois I’expression
parties réelles par parties imaginaires et du, par dv, = *du,.
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Nous allons calculer I'expression de w” dans la carte (7(0),7|5') de M, autrement dit le
pullback de w™ dans O via 7T|(_91. Nous calculons tout d’abord

—1
(7T|O )*wgz’—l = Z 1g—1(ﬁgi,1)ﬂ(9g*du”’
geG’

(%)

- Z 1971(52i71)ﬂ(9(du” + ang)’ (3.25)
geG’!

()

=1 7= (Uzi— 1)ﬂodu"+ Z - (Ui 1)OOF”79’
geG’

(rlpt) Wl = Z 1 (T |,]Og (dun+%de?f’re)

geG
Z L1 @m0 (@tn + Fag) + 5 Z Lyt @,nn09 *de2ire (3.26)
geq’ gEG’

(%) .

= 1,.- L(Ugi)N (’)dun + Z 1 _ U2 )QOF”Q + = Z 1 U2 )mog*deiz,re'

geG’ gEG”

ou l'égalité () vient, grace aux relations (3.19), de la décomposition

g du, = duy, + Fy, 4

avec I}, ;, une somme de pullbacks de formes différentielles, prises parmi les parties réelles de

1 73 7.2 74 7.6 7.8
de,,,de, , de,,, de, , de, ,de,,

par une composition d’éléments de {gil,ggﬂ, ho, hy, hg, hg}. L'égalité (*x), quant elle, vient
du fait que > e 1971 @) = 1 sur 7=1(U;) N O. Notons encore que les sommes ci-dessus
n’admettent qu'un nombre fini de termes non nuls, que F, ; = g*du,, — duy, = d(uy 0 g — uy,)
et que F}, ;4 = 0.
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Ainsi, nous obtenons

9
(mlo")'w" = (nl5")* (Z sozw?>
i=1
9

=2 (@) e~ (mlg')wy

i=1

n

9
= " Gilo- (xlg")*w]
=1
9
;Z modun—FZstZl 1U|"10 7g+ Zlezl
i=1 = geG’ ged”

.—. dun|(9+290121 -1 QOF”Q—’_ Z‘PQ@Zl 1(Us) no9 “de;,
geqG’

— geq’

2i,re

L(Ua)n09 “dey

2i re

ot égalité (e) vient d’une part des Egalités (3.25), (3.26), et d’autre part du fait que U; € O
L’égalité (ee) vient du fait que @;1 -1 (,)n0 =

et Fp ;g = 0 et donc que } v 19_1(51) = 151.
@i|o car l'intersection du support de @; avec O n’est autre que 7~ (U;) N O. Nous obtenons

ainsi
(7T|(_91) dUn\o—I-ZcpzZl RYA Fog+ = 2@2121 B0 deZzTe
= geG’ geG’
(3.27)
(7T|(_91) ( = dvn\o +Z(Pz Z 1 ~1( QO*F gtz 29021 Z 1 o o9 de?llm
= geG’ geq’
(3.28)

A présent, soit ¥ C O une courbe de classe C' par morceau dont seules les extrémités, notées
0,71 = g(3) avec g € G', appartiennent & 9O. En particulier, 4 est un relevement de la

courbe fermée v = 7(%) sur M. Nous obtenons alors

(3.29)
geG’

9
/wn :[dun +Z/ 901 Z 1 —1 5 n,g + Z/ 8021 Z 71(52i)g*de$ll "
Y ol i=2 geG’
/*w _/dvn—l—Z/golZl @y gt 5 2/902121 @9 den ™. (3.30)
geq’

geG’
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Exemple 3.31 Nous calculons I'intégrale de w™ sur la courbe a = w(a) avec a = [ms, mq]p.

(71" 1)* n‘a_dun‘a—l—zwzzl 1~_ & ng

1=2 geG’
= dun\a + Z 901 71( Fan &de#re‘
1€{3,5}
Par conséquent,
/ /dun -+ Z /@7, —1 del re
i€{3,5}
= un(91(@0)) — un(do) + 3 / el (G0 = ms)
ie(as)or (U)Na
=2+ eb(ag) + Z / L~ P debre (grace a (3.19)).
ie{3,5 791 (Uana

Les Formules (3.29), (3.30) avec la Remarque 3.20 donnent alors le résultat suivant.

Lemme 3.32 Soient @',b/ C O deux courbes orientées de classe C* dont seules les extré-
mites, notées dly € [s4,85)n, @, = g1(ah), by € [se,57)n, 0y = g3(bh), appartiennent a dO.
En particulier, @', sont des relévements de courbes fermées appartenant respectivement auz
classes d’homologie [al,[b] de M. Alors

Lo =2 + (@)
w(a) o
+ Z/,(Pzzl -1(0) Fng + Z 902121 151 *de2zre
i=2 gea 250 e

Lo = ek (ap)
s
B D IR

al geG’

N | =

4
Z/ 2121 1~ *de2zzm
i=1

geG’
[owm = 2Re(m) + )
o

TL
9 14 .
F L LA g g3 [ B T L el
=1

geqG’
/ W = 2m(r) + M)
T

1< -
+ Z/B, Pi Z 19—1(ﬁi)*Fn7g + 521/ D9 Z 1 @ *dei“m,

geG’
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pour tout n > 1.

Théoréme 3.33 Soit une suite d’approzimations {(7n, fn)}n>1 C X = C x L?mp(f)) telle
que limy, o0 9y (T, fn) = 0. Alors il existe des courbes a’ € [a], b € [b] et des suites

{ena tnz1, {Eh a tnz1, {Eny tnz1s {65y Inzt, {ema nz 1, {En tnz 1, {empy Inz1, {endy tnz1 C R

convergeant vers 0 telles que

/lwn - 2+€7‘L7a'7
a

/ w" = 2Re(7,) + Eny,

n _ 1
//wHJ' = En,a’s
a

n 1
// WL = 6'n,b’a

Preuve. Nous commencons par noter que
SOY(Tna fn) = Hl/J(Tn, fn) - (27 07 07 O)H%/

:6*

n,a’»

T
>*
&

3

xw" = 2Im(7,) + €, 15

S

n _ _1x
I*LQHJ_ = €n’a/,

o

AW = 5#[),.

S

pour tout n > 1.

+ ”fn 0 g3 — f'ﬂ - 2Tn||2vmin + an © h4 - fn”g'mln
3 4

(3.19)
=" lenl% + e % -

4

32
min + HegLH%mm + Hen ||~

min
1 2 3

Gréce au Lemme fondamental, les fonctions holomorphes el, €2, e e} convergent vers zéro lo-
calement uniformément dans ﬁinin, f)glin, ﬁgnin, ﬁffin respectivement. De plus, par la Formule
intégrale de Cauchy et le Lemme fondamental, les dérivées e}L(k), e%(k), ei(k), ei(k) convergent
aussi vers zéro localement uniformément dans lNDini“, ﬁéni“, l~)§ni“, ﬁff‘i“ respectivement, pour
tout £ > 1 (Théoreme de Weierstrass). Par conséquent, au vu des inclusions (3.24) et de
la Remarque 3.9.b), nous obtenons, pour les dérivées premieres el’ e’ e3’ et/ €S/ e/ les

convergences suivantes

. 17/ _ . 2/ o . 3/ o
nh—>n<}o ”671 ”007[73U65 =0, nh—>nolo Hen Hoo,UQ =0, nh—>nolo Hen Hoo,U7UU9 =0, (334)
T el =0 dm |5 =0, lm ]z =0,

N g/ o R . s 4o s . ,
ou |e, HOO’U = sup, g |e(2)]. Autrement dit, ces premiéres dérivées convergent uniformé-
ment vers zéro sur 'adhérence des domaines respectifs ci-dessus.

Nous démontrons tout d’abord la partie concernant les quatre premieres égalités, i.e. les quatre
égalités concernant w”, *w"™, et ensuite la partie concernant les quatre égalités avec les parties
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non harmoniques de w"”, *xw".

Partie des quatre premieres égalités. L’idée pour cette partie de la démonstration est d’utiliser

le Lemme 3.32 et les Egalités (3.34). Soient donc @, C O deux courbes orientées de classe
C! dont seules les extrémites, notées ay € [s4, s5n, a7 = g1(ag), by € [s6,57]n, 01 = g3(bp),
appartiennent a dO. En particulier, w(a’) € [a], 7(0') € [b]. Nous définissons alors les suites

{ena tn>1, {ena tn>1, {gn,B'}nzla {‘5;5/}7121

par
9
O o KD SL T WS S of (N5 SR RRPE 10
=2 a’ geqG’ i=1 a’ geG’
) 9
L A CONETED O =D D RIS W —z/ B 31 1, 0",
=2 a geG’ a geG’
- 14
eniy = e () + Z/%Zl @yt 52/1,55%219 YR
geG’ =1 geG’
8;’5, = e%lm(l%)) + Z/ i Z 1, [71 *F, ng T —Z/ 9021 Z 1 Y g de?llm
geG’ geG’

Or, ces quatre suites convergent vers zéro. En effet, d’une part, au vu des Egalités (3.34), les

dérivées premieres el’ €2’ e3’ et! 8/ €8/ convergent, en particulier, ponctuellement vers zéro

(sur leur domaine respectif). D’autre part, pour tout j € {1,2,3,4,6,8} et tout g € G’, nous
avons

g del, = g*del"® + ig*del,'™,
g'del, = d(e, 0 g) = e}/ 0 g- ¢'dz.
Par conséquent, les coefficients des formes différentielles g*de2i7¢, g*de2™ et F, 4 convergent,

sur leur domaine respectif, ponctuellement vers zéro. Le Lemme 3.32 permet ensuite de
conclure que les quatre premiere égalités du théoreme sont bien vérifiées.

Partie des quatre dernicres égalités. L’idée pour cette partie de la démonstration est d’utiliser
la Proposition 3.21 et le Lemme 3.23 afin de montrer que la partie non harmonique de w”
converge vers zéro dans A%(M ). Ensuite, nous démontrons que supposer inexistence de
courbes a’ € [a], b/ € [b] telles que

Timy, o / W= 0,  limg_o / 'l =0,
a’ a’

lim whe =0 lim *wh . = 0.
n—0o0 ” HL ) n—0o0 b HL

mene a une contradiction avec lim |wf . |a = 0.
n—oo
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Une égalité utile. Soient o € A3(M) et U C M un ouvert. Nous avons 1'égalité
lofo = 17"l 1w, (3.35)

oum:D — D/G’ est la projection canonique. En effet, nous avons

ol = [[ ansa
U
= // T (o A\ *@)
= o AT (*Q)
//wol(U)

= // ) T A *Tr (grace a la Remarque 2.28)
|,

_ * 112

- HW O‘Hﬂ-‘al((])'

Convergence vers zéro de la partie non harmonique de w". Puisque w™ € A2(M)NC! et que
chaque wj' est harmonique sur U;, i = 1,...,9, nous pouvons appliquer la Proposition 3.21 et
le Lemme 3.23. Il vient alors (avec la notation introduite juste avant le Lemme 3.23)

2
|dw™|3
Jwhk |3 < N (M Af § Céz > fwp —wilv | s

J=liel;\k;

2
T Ll
ol < SR < 5 WY, 3 Il ol |

J=1liel;\k;
ol cp = max |deiloo,nr < 0.
Or, pour tout j = 1,...,ny et tout i € I; \ kj, les Egalités (3.35), (3.25), (3.26) et (3.34)

donnent

i Jwf — W Iy, = Tim [(rlg!) ef — (rlo") wf Lz, = 0.

n—0oo

Par conséquent, nous obtenons

. 2 . 2
Jim o Iy = i (gl + lwp3,) = 0.

A présent, nous allons démontrer qu’il existe des courbes a’ € [a], b € [b] telles que
limn_mo/ Wi =0, limn_mo/ *wi =0,
a’ a’

lim whe =0 lim *wh . = 0.
n—00 b HL ) n—00 b HL
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Nous démontrons lexistence d'une telle courbe ' € [a]. La démonstration pour l’existence
d’une telle courbe V' € [b] est similaire. Nous procédons par ’absurde. Supposons qu'’il existe
e > 0 et une sous-suite d’indices {n;};>1 C N tels que
/ *Wp L
a/

W™
a’ Ht

pour toute courbe a’ € [a] et tout ¢ > 1.

e< ou e <

Construction d’une contradiction. Rappelons que ¢ : M = D/G — C/A
biholomorphe telle que «(7(0)) = 7.,(0) ot A, C C est le réseau euclidien engendré par
2, 2755, que 7., : C — C/A,,, est la projection canonique et que M est muni de la métrique
euclidienne a ’aide de ces deux applications (Remarque 2.48). Soient

s €st I’application

n €10,1],
B={z=s+tms|s€]0,1[,t €] —n,n[} CC,
I' : B— D/G" lapplication holomorphe définie par I' = o T s -

Notons que T'|p est biholomorphe et qu’ainsi (I'(B),T|3') est une carte de la structure
conforme de M dans laquelle la forme volume s’exprime par dx A dy, avec z = z + 1y € B. De
plus, I" est une variation de courbes telle que I'([0, 1] + t7ss) € [a] pour tout t € [—n,n].

Nous notons f(z)dx + g(z)dy, avec z = x + iy, I'expression locale de wf,, dans la carte
(T'(B),T|5"). Pour tout t €] —n,n[ et tout n > 1, nous avons alors

= F*Wn 1
/]—1,1[+tTBs H

—|[ s+ gy
|—1,1] +t7ss

n

/r(}_1,1[+ms) e

(z =x+1y)

= /_11 (f(s+trss) - 14 g(s + tTss) - 0)ds

(avec s —— z = s + t7Tpg)

1
< [ 15(s+tras)lds

1
< [ 18+ tm)l + lgls + trs) P ds

1
= /_ ) (W [D(s+e) A8 (car T*dM, = dz A dy).

De maniere similaire, nous obtenons

1
< [ 1= gls+ tras)ids
-1

*W
/r(]_1,1[+ms) H

1
< /1|wgl‘F(s+tTB5)d‘9'
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Ainsi, pour tout i > 1 et tout ¢ €] — 7, n[, nous avons par hypothése

1
.
e< /1 WL (s tms) A5

Et par suite,

n ol _
2n-e < / /1 ‘WZ;J_ |F(s+tﬂ35)d8dt
—nJ—

1/2

n 1 1/2
< (/ / dsdt) (/ / |wh; ‘1“ (5-+t755) dsdt) (Cauchy-Schwarz)
—nJ-1
1/2
=v4 (/ / [ |F (s+t7ns) det> :

Or, pour tout n > 1, nous avons

lwire H%( = D*wlh. % (arguments identiques & ceux pour (3.35))

= //B |WZJ~‘%(z)daj N dy (car I'"dMy = dx A dy)

= Tm(73s) - /_ : /_11 W1 B (ot s,
ou la derniere égalité vient du changement de variables
(s,t) — z = s+ tTps = (s + tRe(7ss)) + itIm(7ss),
avec (s,t) €]0,1[ x| —n,n[, dont le déterminant de la matrice jacobienne est

J(s,t) = det (Re(ers) Im(OTBS)> = Im(7ys) > O.

Ainsi, pour i > 1, nous obtenons finalement

P .
0<e< —=——|wy.lrm

VIm(7gg)

Mais cela est une contradiction avec limy, oo |w}, . |3 = 0. L’existence d’une courbe o’ € [a]
ayant les propriétés recherchées est ainsi démontrée.

Finalement, notons que nous pouvons supposer que les courbes a’, b’ satisfont les hypotheses
du Lemme 3.32. Ainsi, le théoréme est démontré. [

Remarque 3.36 5Si les approximations f, de fps ne sont pas supposées impaires (i.e. fn €
L3(D) au lieu de f,, € L (D)) et que les espaces X, Y, opérateur 1) et la fonctionnelle oy

imp
sont adaptés selon la Remarque 3.9.c), alors la conclusion du Théoréme 3.33 reste valable.
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3.2.3 Convergence de la suite {t,},>1

Nous reprenons les définitions et notations du paragraphe précédent, et rappelons que {a, 8}
est la base de H duale a la base canonique d’homologie de M formée par [a], [b]. Soit n > 1.
Il existe alors des coefficients ¢, o, ¢, g € C tels que Wi = ¢, o+ ¢, g8 Puisque a, 3, w" sont
des formes différentielles réelles, ¢, , ¢, g sont aussi réels. Nous avons alors les décompositions

w" = Cn,a + Cn,ﬂﬂ + W?ILa

*W" = Cp ok + Cp g3+ *WH L

Rappelons que, par hypothése, la suite {(t,, hn)}n>1 € X = C x L2, (D) vérifie

imp

nh_{go W(tn, hn)H%f = 0.

Théoréme 3.37 La suite {ty,}n>1 C C converge vers 0. De maniére équivalente, la suite
{Tn =ty + Tus}n>1 C C converge vers Tps.

Preuve. Nous commengons par exprimer les coefficients ¢, o, c, g et ensuite nous démon-
trons que lim,,_,o, Re(7,) = Re(7gs), limy,— o0 Im(7,) = Im(7ss), ce qui équivaut & démontrer
la convergence de {t, },>1 vers zéro. Nous partons des identités du Théoréme 3.33 ainsi que

des décompositions de w™, xw™ données ci-dessus.

Calcul de ¢y o

Enya’ + 2 :/ w" = cpa +/ WIZJ—
a’ a’

Cn,a = 2+ (gn,a’ _/ W?]L)
a/

lim ¢, o = 2.
n—oo

I

I

Calcul de ¢, 3.

5;"“1/:/*w”:cna/*a—i—cng/*ﬂ—i—/*w?{l
’ a’ ’ a’ ’ a’ a’
— Cn,3 (—/ *ﬂ) :c,w/ *a+(/ *wIZL—a;"la)

a’ a’ a’ ’

,x P*RWE —Er
Cn,B = Cn,a fa 204 fa HLQ L (grace a (2.43))
1813 1813

—

— lim c,, 5 = Qﬂaﬂ’za = 2Re(7ys) (grace & (2.50))
n—oo M
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Calcul de lim,, .~ Re(r,).

2Re(my) + eny = / Ww'=cpp +/ Wit
1% 1%

1 1 1
= Re(m,) = 3 st g /b’ WhL — 5 En
. fa/ *Q A .
= lim Re(7,) = 7%5— = Re(7gs) (gréace au calcul ci-dessus)
n=o0 1815,

Calcul de limy,— oo Im(7y,).

/*w":cna/*a—i—cng/*ﬂ—k/*w%L
/ ’ b ’ b b

2Im(7'n) + €Z7b/

1 1 1 1, A
e Im(Tn) = 5 Cn’a”OéH%M —+ 5 Cn’ﬁ /b/ *ﬁ —+ 5 /1;/ *(J)}_ZIL — 5 €n’b/ (grace a (242))
/ / ].
— lim Tm(r) = |a]2, + 222 {b 0 _ — = Tm(7pe) (grace & (2.45), (2.51))
=00 1813, 1813,

Par conséquent, la suite {7, },>1 converge vers 75 et le théoreme est démontré. [

3.2.4 Convergence de la suite {h,},>1

Par hypothese, la suite {(t,, hn)}n>1 € X = C x L?mp(D) vérifie donc
Timn_ (b, )3 = 0.

Avant d’énoncer le résultat de convergence relatif a {h,}n>1 et de développer les résultats
intermédiaires menant a sa démonstration, qui se trouve en fin de paragraphe, il nous parait
utile de rappeler que

[ (s k)15 = 10 © g1 = bl 550 + Vi © B2 = B[,

1 2

min + th o h4 - hn ||2vmin

3 4

+ th ©g3 — hn - 2tn”2~

(3.19

)
=" lenl i + lenlBpin + len szém + lenl

min *

4

Théoréme 3.38 Pour tout entier k > 0, la suite {h%k)}nzl C L%mp(ﬁ) converge uniformé-

ment localement dans D vers 0.
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Notons que la convergence uniforme locale dans D = N 5(O) est équivalente aux convergences
uniformes locales dans N35(O) pour tous les § €]0,4[. Soient donc

d €10,9],

151 = N5([84, m5}h) CcC Binin,

52 = N(;([sl,mg}h) CcC ﬁénin,

153 = N§([86,m7]h) CcC ﬁénin,

Dy = Nj([s3,ma]p) CC D™,

Lemme 3.39 Il existe une suite {e,}n>1 de réels positifs avec lim, . e, = 0 et vérifiant

|hn 0 g1(2) — hn(2)| < en
|fin 0 ha(2) — hn(2)] < én
|hn 0 g3(z) — hn(z) — 2t,| < en
|fon 0 ha(2) — hn(2)] < én
|hp 0 hg(2) — hn(2)| <
|hp 0 hg(2) — hn(2)| < e

pour tout n > 1.

sur Ns([s4, s5]n) = Dy U h5(1~)1),
sur 52,

sur Ni([se, s7]n) = D3 U hz(D3),

sur Dy,
sur — Do,
sur — Dy,

Preuve. Application des hypotheses sur {(t, h,)}n>1 et sur D;, de la Remarque 3.9.b) et

du Lemme fondamental. O

Corollaire 3.40 Pour tout n > 1, nous avons

|hn(51) - hn(52)| < &n,
|hn(s3) — hn(s4)] < &,
|hn(51) = hn(s4)| < en,

|hn(s1) — tn| < 2ep,.

Pour chaque i = 1,...,8, nous avons donc les équivalences

{tn}n>1 est convergente (resp. bornée) <= {h,(si)}n>1 est convergente (resp. bornée).
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Preuve. Les trois premieres inégalités découlent du Lemme 3.39 et, respectivement, de s; =
ha(s2), s1 = g1(84), s3 = hy4(s4). Pour la quatriéme inégalité, nous avons

12k (s1) = 2tp| < |hn(s1) — Bn(s4)| + [hn(s4) — ha(s3)]
+ [hn(83) = 2ty + hp(s2)] 4+ | — hn(s2) + hp(s1)]

<en+en+| = hn(sr) = 2tn + hn(g3(s7))| +en

< 4e,.
La deuxieme inégalité découle du Lemme 3.39, de s3 = —s7, de U'imparité de h, et de
so = gs(s7). Et la derniére inégalité, a nouveau du Lemme 3.39. Les équivalences pour
1 =1,...,4, découlent immédiatement des inégalités et sont aussi valables pour i =4,... 8,

car h, est impaire. [
Soit {ap}n>1 C INs(O) et {M,}n>1 C Ry deux suites vérifiant

M, = max |h,(2)|= max |h,(2)] = |h,(a,)]|.
o ()| = _max 1n(2)] = lha(an)

L’existence de ces deux suites est assurée par le Principe du maximum pour les fonctions
holomorphes et par le fait que h,, est défini sur N3(O) DD Ns(O).

Lemme 3.41 [l existe une suite {a},}n>1 C O et un entier K indépendant de n tels que

|hn(an) = hn(ay,)| < K(en + 2[ts])
pour tout n > 1.

Preuve. Soit n > 1. Puisque O est un domaine fondamental pour l'action de G’ sur D, nous
pouvous ramener a,, € ONs(O) dans O a l'aide d’éléments Ty, Ty, ..., T}, € {g%l,ggﬂ, ho, hy, he, hs}.
Autrement dit, T}, - - - ToT1 (ar,) € O. De plus, ces éléments T peuvent étre choisis de sorte que
pour tout I =1,2,...,k:

Ty ---Ti(an) € N5(O),
Apyp(TiTi—1 -+~ Ti(an), O) < dpyp(Ti-1 - Ti(an), O) (pour I > 1),
Ahyp(T7 - - - T1 (an), G's;) = dhyp(Qn, G's;) (car G'sy = ... = G'sg),

ol G’z dénote la G’-orbite de z € D. Notons k, le nombre minimal de ces éléments T} et
ay, € O un point vérifiant Ty, - - - 1211 (a,) = a, pour un certain choix d’éléments 71, ..., Tk
Nous avons alors

n*

|hn(an) — hn(a%)| < |hn(an) = hn(Ti(an))| + [ha(Ti(an)) — ho(ToTi(an))| + . ..
+ ‘hn(Tkn—l tee Tl(an)) - hn(TknTkn—l e Tl(an)”

— !
=a,

Chacun des k,, termes a droite de I'inégalité étant majoré par €, +2|t,| (Lemme 3.39), il vient
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|hn(an) — hn(ay,)| < kn(en + 2|tn])-

Puisque N§(O) peut étre recouvert par un nombre fini de domaines fermés g(0), avec g € G',
la suite {ky, }n>1 est bornée. Nous posons alors K = sup,,>1 ky et le lemme est démontré. [

Remarque 3.42 Notons que la constante K du Lemme 3.41 dépend en fait du nombre de
cotés du polygone fondamental pour Paction de G’ sur D, ici huit. (Cette remarque prendra
tout son sens lorsque nous généraliserons la méthode d’uniformisation de Buser-Silhol aux
surfaces de Riemann hyperelliptique de genre > 3 dans un chapitre ultérieure.)

Proposition 3.43 Pour tout n > 1, nous avons

M, < 3VK(e, +2|t,|)

r

ou L = [ PmestO] 41 et = deys(O, ON5(0)).
Preuve. Soit n > 1. Puisque
hn(an) = hn(ay )| < K(ep + 2[tn)
pour un certain entier KX (Lemme 3.41), nous avons la majoration (Lemme 2.23)

M, < 3"K (e, + 2|ta|)

T

avec l, = [ww +1= [ﬂ%W +1. Puisque a}, € O et que O est symétrique par rapport
a 0, 2|a),| est majoré par le diametre (euclidien) de I'octogone O et la proposition s’ensuit. [

Proposition 3.44 Si la suite {hy}n>1 est localement bornée dans Ns(O), alors {t,}n>1
converge vers 0 et {hy}n>1 converge uniformément localement dans Ns(O) vers 0.

Preuve. Par le Théoréeme de Montel (Théoréme 2.14), il existe une sous-suite {hn;};>1
convergeant, uniformément localement dans Ns(O), vers une fonction holomorphe impaire
h: N5(O) — C . Or, pour tout n > 1, nous avons (Lemme 3.39)

‘hn]‘ (93(m5)) - hnj (m5) - 2tn]| < Enj-

Puisque g3(ms) = m; = —ms, il vient ainsi

=0

hm —hnj (m5) - tnj
J—00
et par suite
lim t,; = —h(ms) =: t.

J—0
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La fonction holomorphe impaire fgs + h : N5(O) — C vérifie donc

(fes +h)ogr = fas+h+2 sur sy ss]n,

(fes +h)oha = fas +h sur [s1, s2]n,

(fes +h)ogs = fos+h+2(mss +1) sur [ss,seln,
(fas +h)ohy = fes+h sur [ss3,s4]p.

Par conséquent (Théoréme 1.20, page 17), fas + h = fas sur Ns(O) et donc h = 0 et t = 0.
Ainsi, toute sous-suite {hy, };>1 convergeant uniformément localement dans Nj;(O) converge
vers 0. Par le Critére de convergence de Montel (Théoréme 2.15), il vient alors que {hy, }n>1
converge uniformément localement dans N5(O) vers 0 et par suite, {t,},>1 converge vers 0.
D’ou la proposition. [

Nous terminons ce paragraphe par la preuve relative a la convergence de la suite {hy, },>1 et
complétons ainsi la preuve du théoréeme principal (Théoréeme 3.17).

Démonstration du Théoréme 3.38. Puisque la suite {t,}n>1 est convergente (Théoréme
3.37), et donc en particulier bornée, la suite {h,}»>1 est aussi bornée (Proposition 3.43). Le
théoréme découle finalement de la Proposition 3.44. [

3.3 Approximation par minimisation de norme sur des arcs

Dans cette section, nous nous intéressons au probléeme de minimisation lorsque celle-ci se fait
via une norme définie sur certains demi-cotés de 'octogone O.

Soient

Y1 = [s4,ms]n C Elfﬁn = Ns([84,m5}h),

Yo = [s1,ma]p C D™ = Nj([s1,ma]p),
V3 = [s6, m7ln, C D™ = N ([s, m7]n),

Y4 = [s3,m4], C D™ = Nj([s3,malp) ,

les quatre demi-cotés de l'octogone O sur lesquels sont sélectionnés les points du probléeme
de minimisation de la méthode d’approximation de Buser-Silhol (cf. Figure 1.5, page 22).
Soient encore I' = v, U ... Uy et, pour chaque ¢ = 1,...,4, une fonction continue non
négative p; : v; — Ry vérifiant 0 < [ pi(2)|dz| < oco. Nous appellerons fonction poids
sur I' la fonction p : I' — Ry définie par p|,, = p;. La justification de I'introduction d’une
telle fonction apparaitra a la prochaine section dans laquelle nous étudierons le probleme de
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minimisation lorsque celle-ci se fait via la minimisation d’une semi-norme sur I'. Pour chaque
i =1,...,4, nous définissons un nouveau produit scalaire sur L?(D™M) (et donc aussi sur

Lfmp(D?in)) comme suit

o= P = [ TOTE izl f.F € (D).

0

Sur Y, nous définissons alors le produit scalaire suivant

4
<(f17f27f37f4)7 (f17f27f3af4)>r = Z<fla.fl>% 3 (flaf?af3af4)7 (flaf?af3af4) ey

i=1

Muni de ce produit scalaire, Y est un espace préhilbertien qui n’est pas complet. On note |.|r
la norme induite.

Nous allons maintenant comparer les deux normes sur Y que sont |.|y et |.|r.

Lemme 3.45 Pour tout y € Y, nous avons l’inégalité

lylr < Ver lyly
Py;

ou cr = cr, = Max;—1,__ 4 wd QVEC Py; = f% pi(z)|dz| > 0 et d, > 0 la distance euclidienne
k3

entre y; et DM,

Preuve. Soit (f1, fa, f3, f4) € Y. Pour chaque i = 1,...,4, nous avons les inégalités
Py
18, = [ 5P p@ldel < max £ [ peldel < L 1l

ou la derniere inégalité découle du Lemme fondamental. Nous obtenons ainsi,

H(flaf?afdaf4 ”F _Z”fl”'yZ < Z p’Yz ||f’L||D1 <cr ||(f17f27f37f4)HY

D’ou le lemme. O

A présent, considérons la fonctionnelle ¢r : X — R, dépendante de la fonction poids p,
définie par

SDF(T’ f) = “(27()’070) - w(Ta f)HlZ—‘a

avec (7, f) € X. Tout comme yy, la fonctionnelle ¢r caractérise I’élément (73g, fps) puisque 9
le caractérise et que |.|r est une norme sur Y. Pour (7, f) € Y, nous avons alors I’équivalence

or(r, f) =0 — (7, ) = (T8s, fas) -

Remarque 3.46 De manieére analogue a la Remarque 3.9.c), si nous prenons les approxi-
mations de fzg dans LQ(D) au lieu de L?mp(D), nous devrions modifier, en conséquence, la

définition de l'opérateur v, de la réunion de courbes I' et de la norme |.|r.
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Tout comme a la section précédente, notre intention est de démontrer I’existence, pour chaque

n > 1, d'un élément (7.,pl) € C x PiQI;lp_ ! minimisant ¢p sur C x Pizr;‘p_ U et de démontrer

que la suite {(7%,pL)}n>1 converge vers (ug, fas). Nous présentons une démonstration de
la premiére partie (Proposition 3.51). Pour la deuxiéme partie, nous ne sommes toutefois
qu’en mesure d’énoncer une conjecture (Conjecture 3.52), qui sera commentée dans le dernier
chapitre (Section 6.1). Au préalable, nous donnons quelques corollaires utiles du Lemme 3.45.

Corollaire 3.47 Pour tout (7, f) € X, nous avons l'inégalité
or(r, f) <crey(r, f). (3.48)
Preuve. Soit (7, f) € X. Le Lemme 3.45 nous donne alors
pr(r, ) = 1(2,0,0,0) — o(r, f)IE < er[(2,0,0,0) = (7, NI = erev (7, f)

et le corollaire est démontré. O

Corollaire 3.49 La quantité

¥l = sup {le(r, Nl | (7, £) € X et |, Plx < 1)

est finie. Nous avons en particulier

[¥lxr < Ver [dlxy -

Preuve. Ce résultat découle immédiatement du Lemme 3.45. O

Corollaire 3.50 La norme |.|r : ¥ — R est continue sur (Y,|.|y) et la fonctionnelle
or : X — R est continue sur (X, |.|x)-

Preuve. Soit {y;};>1 C Y une suite convergeant dans (Y, |.|y) vers un élément y. L’inégalité
triangulaire de la norme |.|r et le Lemme 3.45 nous donnent

yile = lylr| < lyi —ylr < Ver |lyi —yly

Par conséquent, |.|r est continue. La continuité de ¢ (Lemme 3.10) implique alors celle de
or et le lemme s’ensuit. U

Proposition 3.51 1[I existe une unique suite {(T};,pg)} o C X telle que, pour chaque
n
n>1, B

(T pn) €Cx Piit et pr(ry,py,) = min{pr(r,p) | (r,p) € C x Pt

imp imp

De plus, cette suite vérifie
. r T
Jim or(7, , pn) = 0.
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Preuve. Puisque la norme |.|r : Y — R est issue d’un produit scalaire, elle est strictement
convexe (Remarque 2.3). De plus, elle est continue (Corollaire 3.50). La proposition découle
alors de la Proposition 3.15. [

Conjecture 3.52 La suite {75}@1 converge vers Tgg €t, pour tout entier k > 0, la suite

{pg(k)}nzl converge vers félg) uniformément localement dans O.

Remarque 3.53 Nous ne sommes pas certains quune convergence uniforme dans O de
{pg(k)}nzl vers féls) soit possible. Toutefois, au vu de nos expérimentations numériques, la
convergence sur 0O semble étre relativement bonne, car lorsque 'octogone admissible n’est
pas mal conditionné numériquement nous obtenons des approximations numeériques de tres
bonne qualité des coefficients a1, as,az € C, dont les préimages dans O sur trouvent sur 90O.

3.4 Approximation par minimisation de semi-norme sur des
arcs

Nous nous intéressons, a présent, au probleme de minimisation lorsque celle-ci se fait via une
semi-norme sur la réunion I' de demi-c6tés de I'octogone O. Nous rappelons que

I'= Y1U...Uy = [84,m5]h U [Sl,mQ]h U [Sﬁ,mﬂh U [83,m4]h.

Nous appelons subdivision de T ¢ 4M points un ensemble o = { {zj,k},]y:l }§=1 avec {zj,k},]y:l C
7; pour chaque j = 1,...,4. Il n’est pas nécessaire d’avoir le méme nombre de points sur
chaque arc +v;, mais nous faisons tout de méme cette hypothese afin de ne pas allourdir
plus la notation. Pour une subdivision o de I' a 4M points, nous définissons la fonctionnelle
|-lo - Y — Ry par

M
[y fos f3 f)lo = 4| D (\fl(zl,k)|2 + | falzo,6)|? + [ f3(23,6) > + \f4(24,k)\2> ;

k=1

avec (f1, f2, f3, fa) € Y. Nous définissons ensuite la fonctionnelle ¢, : X — R par

900'(7-7 f) = ||¢(7-7 f) - (270707 O)Hg
M
= > {I£(91(z10) = fz18) = 21 + |f(ha228)) — f(22) 2
k=1

+f(g3(z.0)) = fzap) = 271 + | f(ha(2a)) — f(Z4,k)|2}

avec (7, f) € X, et ou nous rappelons que ¥ (7gs, fas) = (2,0,0,0). Finalement, nous définissons
la fonctionnelle RN, : X — R, appelée résidu normalisé (relatif a ’élément (735, f5s) et la
subdivision o de I' & 4M points), par

RNy (7, f) = \/ 37 %0(7: )

avec (7, f) € X.
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Remarque 3.54 Soit ¢ une subdivision de I' a 4M points.

a) La fonctionnelle |.|, est une semi-norme (renuméroter la somme et utiliser 1'Inégalité de
Minkowski). De plus, elle est continue. En effet, la convergence dans Y au sens de la norme
|.]y implique la convergence uniforme locale dans D™ de chacune des composantes.
Cette derniere implique, en particulier, la convergence ponctuelle sur ﬁ;nin de chacune des
composantes. La continuité de ¢, découle alors de celle de 'opérateur ¢ (Lemme 3.10).

b) 11 est important de noter la différence cruciale entre les deux fonctionnelles py, pr et la
fonctionnelle ¢,. Alors que les premieres caractérisent I’élément (7ss, fas), cette derniere
n’a pas cette propriété, du moins pas dans X = C x L?mp(f?). Cela vient du fait que la
fonctionnelle |.|, n’est pas une norme sur Y, mais seulement une semi-norme. Si (7, f) € X
vérifie ¢, (7, f) = 0, nous ne pouvons pas conclure que (7, f) = (7gs, fus)- En effet, il est
aisé de construire un polynéme p de degré suffisamment élevé (le degré 8 M suffit) tel que

vs(0,p) = 0.

Dans la méthode d’approximation de Buser-Silhol, une famille o = {0}, de subdivisions
ol = {{Z;‘,k}]k\/il}?:l de I' & 4M; points, avec M; = 1, est donnée. La résolution numérique du
probléme de minimisation, pour des entiers n > 1 et ¢ > 1, avec M; = ¢ suffisamment grand

relativement & n, produit un élément (7,,,p) € C X Pizr;‘p_ ! qui minimise numériquement,

donc approximativement, la fonctionnelle RN : sur C x PiQI;lp_ ! Dans des cas ot le polynéme
de la courbe algébrique conformément équivalente & /G est connu, nous observons qu’en
augmentant le nombre n de fonctions de base (i.e. le degré du polynéme d’approximation
pM) et le nombre de points M; = 4, 'élément (7, pM) obtenu s’approche de plus en plus de

I’élément recherché (7gg, fas)-

Il semble clair, du moins a priori, que le succes de la méthode d’approximation de Buser-
Silhol et son efficacité dépendent du choix de la famille o = {0}, de subdivisions de T
Notre intention est de démontrer que pour un type de famille de subdivisions, type auxquel
appartient la famille de subdivisions utilisée par P. Buser et R. Silhol, les approximations
issues de la méthode d’approximation de Buser-Silhol convergent vers 1'élément (7gss, fzs)-
Etant donné une telle famille de subdivisions o = {0?}2,, notre stratégie est de démontrer
que pour chaque entier n > 1, il existe un indice i,, telle que pour tout ¢ > 4, I’existence d’'un
8lément (72, pl) € C x Pﬁ; ! minimisant RN, sur C x 73121;1; ! est garantie (Proposition 3.59).
Ensuite, nous montrons que pour chaque n > 1 la suite {(75, p%,) }i>i, converge vers (7, ph),
I'unique élément minimisant ¢r sur C x 73121;‘; ! (Lemme 3.69). Si la Conjecture 3.52 est vraie,
cela nous permettrait alors de conclure que pour toute suite de couple d’indices {(nj,m;)};>1
vérifiant la condition m; > i,; pour tout j > 1, la suite d’approximations {(T;Z;j ,pzljj)}jzl
converge vers ’élément recherché (7gs, fzs) (Corollaire 3.72).

Notre stratégie est résumée dans la Table 3.8 dans laquelle les fleches traitillées reposent sur
des conjectures non encore démontrées, mais essentiellement sur la Conjection 3.52.

Nous nous intéressons a présent a un type de subdivision de I' trés convenable pour notre
étude et basé sur une subdivision euclidienne réguliére de l'intervalle [0, 1]. Pour chaque entier
M > 1, notons {t}1}42 la partition réguliere euclidienne de I'intervalle [0, 1], i.e.

t!

F
=
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TABLE 3.8. Schéma des résultats et conjectures de convergence devant mener d la
démonstration de la convergence de la méthode d’approximation de Buser-Silhol.

(7ns Pn)

Proposition 3.3

Y Y n—oo
T, T
(T Pp) Théoréme 3.16 S BS) fBSl R
- - ~
n—oo_. ~ N \Corollaire 3.71
~ 7 Conjecture 3.51 n—oeo~
- ~
M -7 T~
M M — Iy I Mn Yz
T, T, T,
(7" P’) Proposition 3.70 (7o Pn) (' ™)
Pour chaque j = 1,...,4, soit v; : [0,1] — D une paramétrisation réguliere de l'arc v;, i.e.

v; est différentiable et |¥;(t)| > 0 pour tout ¢ € [0, 1]. Pour chaque M > 1, nous obtenons une
subdivision o™ = {{Z%C}Q/lzl }j—1 de I en posant

M M .

Zj,k‘:fy‘?(tk)’ kzl,,M, ]:1,,4
Une telle subdivision est appelée subdivision conforme de I' a 4M points associée aux pa-
ramétrisations ~i,...,74. Nous obtenons ainsi une famille de subdivisions conformes o =
{o™}ar>1.

Exemple 3.55

a) La famille de subdivisions conformes utilisée par P. Buser et R. Silhol est définie par

Z%c:fyfs (%)Zg;zi (ﬁgTH5(S4))J k:]-a"'aM7
ol Gy : D — D est défini par

Z — M5

——— ZED
—m5z—|—1

Gms (Z) =

Les subdivisions pour les arcs s, y3, 74 sont définies de maniére similaire.

b) La famille de subdivisions conformes euclidienne est donnée par
M l .
Zj’k:fy;uc <%>’ k:l’...’M’ ]:1’___’4’

ou ’y;“d : [0,1] — D est une paramétrisation de ; a vitesse euclidienne constante.
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Soient 7q,...,7v4 : [0,1] — D des paramétrisations régulieres de 71, ...,74 respectivement
(nous faisons donc I’abus de notation habituel entre une courbe et sa trace) et o = {oM} p/>;
la famille de subdivisions conformes associée. L’introduction de la fonction poids p : I' — R
dans la définition de ||.|r (page 90) est justifiée par le lemme suivant.

Lemme 3.56 La fonction poids p : I' — R définie par

!
)

pi(7i(t)) . tel0,1], i=1,...,4,

vérifie, pour tout (7, f) € X,

lim RNO-2M(7-7 f) = SOF(Ta f) .
M—o0
Preuve. Pour (7, f) € X, nous avons

or(r, f) =[(2,0,0,0) — (r, f)HlQ“
= [ @) = 1G) = 2@l + [ 170(2) = S pa2) i

2

+ [ 1f(93(2)) = f(2) = 27Ppa(2)lde] + | |f(ha(2)) = f(2)Ppa(2)ldz]

3 Y4

= [ {15 ®) - a0~ 2P n @) )
H1F(2(0) ~ FOaO) P2 5e(0)
+1f(g3(13(1) = F(3(1)) — 27 ps (33(8)) 33 (1)]

+ [ f(ha(ra(8))) = F(3a()) | palya(®)) [ 3a (D)] }dt-

En prenant comme fonction poids la fonction p : I' — R, définie par

1
IO

pi(i(t)) te0,1],

il vient

o, 1) = [ {IHaGn ) ~ FOr0) — 2 + £ (0) - TP

+1£(93(3(1))) = F(3(8)) = 27 + [ f(ha(7a(1))) — f(a(®))]? }dt-
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Puisque pour tout M > 1, nous avons la somme de Riemann

RNQM (7-7 f) =

g

1
MSO M(Taf)
M

= Y {IF(g1(:%) = F1%) = 2P + | F(ha(32) — F(=30)

x>
—_

+ [ F(g3(250)) = F(4%) = 202 + | F(ha(42) — F(:A0) 12} - %

S

=) {If(gl('h(tk ) = Fn (i) =2 + [f(ha(v2(t"))) — f(r2(t2")I

x>
—_

+ [ F(gs(s(811)) — F(s(t35) — 272
+ £ (ha(ra(5))) — FOu@R)IP} - HL, — 51,

nous obtenons finalement
Jdim RNZu (7, f) = or(r. ).

D’ou le lemme. O

Exemple 3.57 Nous reprenons les notations de I’Exemple 3.55.
1) Les fonctions poids p2* : [0,1] — Ry associées a la famille de subdivisions conformes
utilisés par P. Buser et R. Silhol sont définies par

1

W, t €[0,1].

py(t) =

Pour pt, il vient
1
[(gms)" (tgms (54)) Gy (54)]

P () = , telo1].

Nous avons des expressions similaires pour les fonctions p5°, &%, pifs.

2) Les fonctions poids pe“d [0,1] — R4 associées a la famille de subdivisions euclidiennes

sont définies par
1 1

FEr) ~ Tonaty) <O

pSel(t) =

eucl

Notons que les fonctions p;"~ sont constantes.

Remarque 3.58

a) Le Lemme 3.56 montre que la suite {RNgM }ar>1 de fonctionnelles sur X converge ponc-
tuellement vers la fonctionnelle ¢r : X — R.. Ainsi, pour (7, f) € X et M donnés, la
quantité RNgM (7, f) est une approximation de ¢r(7, f). Toutefois, nous n’avons aucune
information quant a la qualité de cette approximation.
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b) Soient n > let {p*}x>1 C P" une suite de polynémes. Pour chaque k > 1, notons p*(2) =
SP yaFzi. Alors la suite {p*}r>1 est bornée au sens de la norme |. |5 si et seulement,
pour chaque ¢ = 0,...,n, la suite {az ti>1 est bornée. Cela découle du fait que toutes
les normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes (et que D est un
domaine borné). Dire que {p* }k>1 est bornée est donc sans équivoque.

A présent, soit o = {oM} 3>1 une famille de subdivisions conformes de T.

Proposition 3.59 Pour chaque entier n > 1, il existe un entier M,,, dépendant de n, et une
suite {(tM, pM )} ar>ar, € C x Pfgpl tels que, pour tout entier M > M, I’élément (M, p)
vérifie

RN(EM(T{,]L\/[,pf,\L/[):min{RNgM(T’p)H ) GCX'P2n 1}'

imp

Preuve. Notons tout d’abord que nous ne pouvons pas directement appliquer la Proposition
3.15 car la fonctionnelle |.|,a : Y — R4, et par suite la fonctionnelle M- RN2,, : X — Ry,
n’est qu’une semi-norme sur Y et non pas une norme. Fixons un entier n > 1. Pour chaque
entier M > 1, soit {(r}%,p2%)}iz1 € C % P21 une suite telle que

imp
lim RNZy ()% pif) = inf {RN2u(r.p)| (7,p) € Cx P21 (3.60)

Par définition de cette suite, il existe une constante C), »s telle que
M - RNZy (T%,p%) < Cunm pour tout i > 1. (3.61)

Pour démontrer la proposition, il suffit de démontrer qu’il existe au plus un nombre fini d’en-
tiers M > 1 tel que les suites {p%}izl ne sont pas bornées. En effet, pour M > 1 donné, si
la suite {p};}i>1 est bornée, alors I'Inégalité (3.61) implique que la suite {715 }i>1 Uest aussi.
Par conséquent, la suite {(7,1%, p3%)}i>1 est bornée et possede donc, par le Lemme 3.1, une
sous-suite convergeant vers un élément (7, pM) € C x P21 qui minimise alors PyM SUr

imp
2n—1
CxPip -

FEtape 1 : pour chaque M > 1, construction d’une suite auxiliaire bornée {(?%,ﬁ%i)}izl.
Supposons que la suite {p%}izl ne soit pas bornée. En notant

n

pr%(z) = Z ar]‘fi,kzzk_l , z2€D,
k=1

pour chaque 7 > 1, cela signifie que les suites {a% pti>1, kK = 1,...,n, ne sont pas toutes
bornées. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que la suite {Oz }1>1 C R, définie

par af‘f = max{\an il -y |a inl}, est strictement positive. De plus, nous avons
lim a% = 00.
y k)
71— 00
Nous posons alors
v _ L
Tn,i - OéM Tn,ia

n,t

1 n M
~M _ TH 2k—1
pn,i(z) - OKM pnz Z M ’ zeD.
k=1 nz

T,
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La suite {ﬁ%}izl ainsi définie est donc bornée. Plus précisément, chaque polynéme ﬁrj‘fi pos-
séde (au moins) un coefficient de module complexe égal & 1, les autres coefficients étant de
module plus petit ou égal & 1. Par 'Inégalité (3.61), la suite {ﬁ%}izl est aussi bornée.

FEtape 2 : une égalité pour la suite auziliaire bornée {(i‘%, ﬁ,ﬂfi)}izl. Etant bornée, cette suite

posséde une sous-suite qui converge vers un élément (7M,pM) € C x P?gp_ ! (Lemme 3.1).

Puisque I'Inégalité (3.61) implique, pour tout i > 1 et tout k = 1,..., M, la majoration

M M M/ M
Pn.i(91(21%)) — Pni(21k)] <24 Cnor s

il vient 940
M M M (M M
‘pn,i(gl(zl,k)) _pn,i(zl,k)| < 7]\;
an,i
En passant a la limite ¢ — oo, nous obtenons
M M M (M
P (gl(zl,k)) — DPn (Zl,k)\ =0 (3.62)
pour tout k=1,..., M, car lim a,% = 00.
1—00 ’

Etape 3 : démonstration par labsurde de la proposition. Supposons quil existe une suite,
strictement croissante, d’entiers {m;};>1 C N, telle que, pour chaque m;, il existe une suite
non bornée {(T;n;,p:?i)}zzl Cc Cx Pfg;l vérifiant 'Egalité (3.60). Pour chaque j > 1, la
construction ci-dessus (Etape 2) nous donne un élément (7,7, pn°) € C x 7312131; . La suite
{7, pn? )}j>1 ainsi définie est, par construction, bornée. Elle possede donc une sous-suite,
que nous notons aussi { (77, pn” )}j>1 pour simplifier I’écriture, qui converge vers un élément
(720,p5°) € C x P?gp_ ! (Lemme 3.1). Cet élément vérifie, par conséquent, la relation fonc-
tionnelle po° o g1 = po° sur arc ;. En effet, pour z € ~; il existe une suite {zin,i] }i>1 avec
zT,ij € 0" et vérifiant lim;_ zT,i] = z. Pour des raisons de continuité et de convergence,

nous avons alors, d’une part
72 01(2) ~ X ()] = lim (g 1) — )
= lim Jim |7 (91 (<17,) 7 1)
et d’autre part
1Pr(91(2)) =’ (2)] = lim [ (91(2)) — " ()|
lim Tim 57" (g1 (%)) — B (7).

- l—00 j—00

D’ou
(1 (2) — 5 ()| = Y 5 (a1 (214,)) — 747 (14| = 0.

=0 par (3.62)

Par holomorphie, la relation fonctionnelle po° o g1 = po° est vérifiée sur D tout entier. Puisque
P2°(0) = 0, cette relation implique que les éléments de 'ensemble {g7(0) | € Z} sont des zéros
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(distincts) du polynéme po°. Le degré de ps° étant plus petit ou égal a n, po° doit étre alors
identiquement nul. Ceci est une contradiction avec le fait que po° possede, par construction,
un coefficient de module complexe égal & 1. Ainsi, une telle suite {m;};>1 n’existe pas et la
proposition est démontrée. [

Remarque 3.63 Pour n > 1 donné, la valeur de M,, est liée au rang de la 4M x (n + 1)-
matrice A donnée dans la Table 1.4. En général, le rang de A est égal & max{4M,n + 1}.
Suite aux expérimentations numériques effectuées, nous avons constaté, tout comme P. Buser
et R. Silhol, qu’il semble que M,, = WLTHL ou [.] signifie la partie entiére supérieure.

Proposition 3.64 Pour chaque entier n > 1, la suite {(tM, pM)}yr>ns, © C x P21 est

imp
bornée dans (X, (.,.)x).

Preuve. La démonstration de cette proposition est décomposée en trois assertions. Soit un
entier n > 1 fixé. Soient M,, un entier et {(7}, p2)}rr>n, une suite comme définis dans la

Proposition 3.59 ainsi que (7'71; , pg) I'unique élément de C x Pﬁ; ! qui minimise la fonctionnelle

or sur C x P21 (Théoréme 3.51).

imp
Assertion 1 : deux inégalités. Soit M > M,,. Par définition de (7,pM), nous avons
RNZy ()", ph") < RNZwi (73, py).
De plus, nous avons (Lemme 3.56)
Jim RN (7, pn) = or(my . 00)
Il existe ainsi une constante C,,, dépendante de n mais indépendante de M, telle que

RNZ%, (rM pMy < C2. (3.65)

Par définition du résidu normalisé RN_ m, cette inégalité implique que

M
> (1 (=1%) — oy (21%) — 2P < M- C7.
k=1

Il existe donc au moins Iy = L%j termes de cette somme qui sont majorés par C2, ot
|.] signifie la partie entiére inférieure. Autrement dit, il existe des nombres ky,...,k;,, €
{1,2,..., M} tels que

! (91 (20%)) = pu' (51h,) =21 < Cuy =1,
ou encore, tels que

\p%(gl(z%i)) —p%(z%fiﬂ <C,+2, i=1,...,l. (3.66)

Assertion 2 : si la suite {pM}arsar, C 77%;1 est bornée, alors la suite {7} pr>nr, C C lest

aussi. En reprenant le méme argument que ci-dessus, de I'Inégalité (3.65) découle I'existence,
pour tout M > M,,, d'un nombre ky; € {1,2,..., M} tel que

M M M/ M M
|pn (93(23,kM)) — Pn (ZB,kM) - 2Tn ‘ < CTL
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La borne C,, étant indépendante de M, il vient que la suite {77 }5/>s, doit étre bornée.

Assertion 3 : la suite {pn >, est bornée. Nous procedons par I’absurde. Supposons donc
que la suite {p}} 11>z, n’est pas bornée. Soient {pn” },;>1 une sous-suite de {pM 11>, telle
que

lim sup |py” (2)| = o0

7 e

et {a?};>1 la suite définie par o/ = max{|a,}|,...,|ann|}. Puisque lim; .. o/ = oo, nous
pouvons supposer, sans perte de généralité, que o/ > 0 pour tout j > 1. Notons

n
m;  2k— 1
Z nkz ZED,

mj

_m; L m, N Ank o
P’ (2) = —pn’(2) =) —=2""", 2€D.
87 =1 87

Pour chaque j > 1, les coefficients de pn? sont tous de module complexe plus petit ou égal

a 1, et au moins un de ces coefficients est de module complexe égal ¢ 1. La suite {;ﬁnm'}pl

étant alors bornée, elle posseéde une sous-suite qui converge vers un polynome po° € Pfgp

uniformément localement dans D (Théoréme de Montel).

Pour chaque j > 1, I'Inégalité (3.66) implique I'existence d’au moins Iy = |4 | points de
I’arc ~; vérifiant
- : Ch+2 .
n (g1(2, % e ) — pn” (zf?,;ﬂ < na, , oi=1,... 0. (3.67)
J

Notons qu’ici I'important est que le nombre de points z;n,i vérifiant 'Inégalité (3.67) augmente
lorsque j augmente, i.e. lorsque m; augmente. Grace a IInegahte (3.67), a la convergence
uniforme locale dans D O Dmln DD 71 d’une sous-suite de {pn }J>1 et & I’holomorphie, le
polynéme po° vérifie la relation fonctionnelle pS° o g1 = po° sur D tout entier (cf. Lemme 3.68
ci-apres). Puisque p2°(0) = 0, cette relation fonctionnelle implique que les éléments de Ien-
semble {g](0)|r € Z} sont des zéros (distincts) du polynéme po°. Le degré de pi° étant plus
petit ou égal a n, po° doit étre identiquement nul. Ceci est en contradiction avec le fait que
P possede, par construction, un coefficient de module complexe égal a 1. Par conséquent,
la suite {pM} s>, doit étre bornée et ainsi la suite {(7M,pM)}ar>ar, Pest aussi grace a
I’Assertion 2. D’ou la proposition. [

Lemme 3.68 Pour chaque entier n > 1, le polynéme p;° (provenant de la preuve ci-dessus)
vérifie la relation fonctionnelle po° o g1 = py° sur D tout entier.

Preuwve. Soit un entier n > 1 fixé. Nous reprenons la notation de la preuve précédente ainsi
que les définitions de tﬁ/l (page 93) et des paramétrisations ~; (page 95). Par holomorphie,
il suffit de montrer I’existence d’un ensemble ayant un point d’accumulation sur lequel cette
relation fonctionnelle est satisfaite. Sans perte de généralité, et pour ne pas allourdir plus la
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. 9 l . ~M 5 . ~00 f 4
notation, nous pouvons supposer que c’'est la suite {pn }3821 qui converge vers p,~ unitforme
ment localement dans D. Posons

n = {1 Nt € [0,1] |y (t) vérifie I'Inégalité (3.67) }  [0,1], j>1,

E, = {s €[0,1] il existe {s"k };>1 vérifiant s™ € E,7* et klim sk = s}.
— 00

Notons que dans la définition de E,, la suite d’indices {m;, };>1 est une sous-suite de {m;};>;.
Rappelons que l'ensemble E,? posséde au moins L%j éléments (cf. Inégalité (3.67) avec
zinli = 71(t,”) ). Nous allons d’abord montrer que I'ensemble E,, est non vide et posséde un
point d’accumulation (Assertions 1 et 2) et ensuite que la relation fonctionnelle p2° o g = po°
est vérifiée sur v, (E,) (Assertion 3).

Assertion 1 : l’ensemble E, contient une infinité d’éléments. Tout d’abord, notons que ’en-
semble E,, est non vide car toute suite {t/};>1 avec t/ € En” C [0, 1] est bornée et possede
donc une sous-suite convergeant vers un point t € [0,1] et ainsi t € E,,. Maintenant, démon-
trons par 'absurde que E,, posséde une infinité d’éléments. Supposons que E,, = {s1,..., 5}
possede exactement r > 1 éléments. Pour chaque ¢ = 1,..., 7, nous définissons 'intervalle

I'=]s; — &, s+ =[N 0,1].

Notons que, pour chaque i = 1,...,r, 'intervalle I* est ouvert dans [0, 1], de longueur au plus
% et contient s;. Il est possible que certains intervalles I s’intersectent, mais cela ne géne
aucunement, 'important étant que

1
bewa(T'U...UT") < 5
Ainsi,

leuar([0,1]\ (TP U...UTT)) >

N | =

Pour tout entier m; > 2r, I'ensemble En” \ (I'U...UI") est par conséquent non vide car les
intervalles I* sont ouverts et de longueur % Nous pouvons construire une suite {t" }mj >
telle que t™ € E,” \ (I'U...UI"). Etant bornée, une telle suite admet une sous-suite conver-
geant vers un point ¢ € [0, 1] et ainsi t € E,. Or, t # s; pour tout ¢ = 1,...,r, ce qui est une
contradiction. L’ensemble E,, possede donc une infinité d’éléments.

Assertion 2 : l’ensemble E, posséde un point d’accumulation. Puisque E, est inclus dans
I'intervalle [0, 1] qui est compact, il suffit de démontrer que E,, est fermé. Soient donc {¢;};>1 C
E,, une suite convergeant vers un point ¢ € [0,1] et, pour chaque | > 1, une suite {t;nl’k}kzl
telle que t;m’k € Ep et limp oo t;nl’k = t;. (Pour chaque [, la suite {my;}r>1 est donc une
sous-suite de {m;};>1.) Montrons que ¢t € E,,. Pour cela, nous construisons une suite {s, },>1
convergeant vers t. Posons s; = tT“ et pour chaque entier r > 2

My k.
Sp = 1r

tel que

1
ltr — 8| < . et My, > Mp_1 g, -
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Nous avons, en particulier, s, € Ey ™. A présent, soit ¢ > 0. Il existe alors un entier R, > 2
tel que, pour tout r > R,,

S 9
‘t—tr‘<§ et |t7~—$7~|<§.

Pour tout entier r > R, nous obtenons ainsi
[t —sp| < |t —tp| + |t — 5] < €.

Autrement dit, la suite {s, },>; converge vers ¢. La construction de la suite {s, },>1 implique
alors que t € F,. L’ensemble FE,, est ainsi fermé et posséde donc un point d’accumulation.
D’ou I’assertion.

Assertion 3 : la relation fonctwnnelle P o g1 = po est vérifie sur v1(E,). Soient s € E, et
{s™ik }>1 avec s"k € Ep nIk et limyg_,o, ™ = 5. Notons z = v1(s) et 2™k = 41(s™k). Pour
des raisons de continuité et de convergence, nous avons d’une part

1Py (91(2)) — 07 (2)]

lim |5 (g1 (2% ) — B (2" )
k—o0

= lim lim [pn” (g1(z"%)) = pu " (75|

k—oo l—o0

et d’autre part
57 (91(2)) = P (2)] = lim [pn " (91(2)) — B (2)]

= lim lim [ (g1(z")) — pn " (z79)]

l—00 k—00

Ainsi, nous avons
772 (91(2)) = ()] = Jim [ (g1 (™)) = (27)] = 0

ou la derniére égalité est due a 1'Inégalité (3.67) de la page 100. Ainsi, la relation fonctionnelle
poC o g1 = pol est vérifiée sur v1(E,), Iassertion est démontrée et le lemme s’ensuit. [

Lemme 3.69 Pour chaque entier n > 1, la suite {(tM, pM)}apr>nr, € C x P?gp ! posséde un

unique point d’accumulation dans (X, {.,.)x). Ce point d’accumulation est (11, pL).

Preuve. Puisque la suite { (7, pM)} yr> 11, est bornée dans X (Proposition 3.64), elle posséde
une sous-suite {(7",pp'¥)}p>1 convergeant vers un élément (7,,,p,) € C X Pfr;lp ! (Lemme

3.1). D’une part, par le Lemme 3.56 et la continuité de RN?, sur X (Remarque 3.58.a)), nous
avons

SOF(Tnapn) = Lh—rgo RNU2L (Tnapn)

= hm lim RNZ, (70, k) .

L—o00 k—o0
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D’autre part, la continuité de ¢r (Corollaire 3.50) et le Lemme 3.56 nous donnent

o1 (Tn, pn) = lim or (7", pp'*)
k—o0

. . 2 m m
= Jim_ Jim RNgw (™)

Nous obtenons ainsi
lim RNgzmk ("% pt*) = @r(Tn, Dn) -

k—oo

Si nous montrons I’égalité

SOF(Tnapn) = ‘PF(T};PZ) )

ott (71, pl') est I'unique élément réalisant le minimum de la fonctionnelle ¢r sur C x P?gp_ !
(Théoréme 3.51), alors (7,,,pn) = (71,pL) et le lemme est démontré. Or, d’une part, nous

avons

o1 (Tn, Pn) > r (T, ph)

par définition de (7., pL). D’autre part, par minimalité de (7%, p™ ), nous avons, pour tout
k>,
RNgmk (T*, ™) < RNgmk (Tg,pg) .

A la limite k — oo, nous obtenons (Lemme 3.56)

@F(Tnapn) < @F(Tg,pg)-

D’ou I'égalité
o1 (Tn,pn) = r(Ty . p)) -

Ainsi, toute sous-suite convergente de {(7,pM)} s>, converge vers (71, pl) et le lemme
est démontré. [

Proposition 3.70 Pour chaque entier n > 1, la suite {(tM,p)}ar>n1,, converge, au sens

de la norme |.|x, vers (tL,pl) € C x 77%;1. En particulier, la suite {TM} yr>nr, converge
Vers 7‘5 et, pour tout entier k > 0, la suite {p%(k)}MZMn converge vers pg(k) uniformément

localement dans D.

MM vr> ., est bornée (Proposition
3.64) et ne posséde qu’un unique point d’accumulation (Corollaire 3.69), & savoir (7., pl),
elle doit étre convergente car sinon elle posséderais un deuxiéme point d’accumulation. La
deuxieme partie de la proposition découle alors du Lemme 3.2. [

Preuve. Soit n > 1 un entier fixé. Puisque la suite {(7,M

Théoréme 3.71  Soit {(7,"",pp™) tn>1 C X une suite vérifiant

My, > My,

(ri ) € € x P!

mp
RNyonn (7, ) = min { RNgma (7,p) | (7,p) € C x P,

pour tout n > 1. Si la Conjecture 3.52 est vraie, alors la suite {7, }n>1 converge vers Tgs €t,

pour tout entier k > 0, la suite de polynomes {pnm”(k)}nzl converge vers féls) uniformément
localement dans O.
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Preuve. Soient des entiers n > 1 et k > 1. Alors, les inégalités
n n T T
[T = Tas| < |7 = T |+ | — Tasls

i ®) — £ < e () — pPRY| | ph) _ p(B))

9

la Conjecture 3.52 (supposée vraie) et la Proposition 3.70 démontrent le théoreme. [

Corollaire 3.72 Si la Conjecture 3.52 est vraie, la méthode d’approximation de Buser-
Silhol pour l'uniformisation conforme des surfaces de Riemann hyperelliptiques de genre 2
est convergente.

Remarque 3.73 Lors de leurs expérimentations numériques, P. Buser et R. Silhol observent
qu’environ le premier quart ou le premier tiers des coefficients des approximations polyno-
miales sont relativement proches des coefficients de Taylor de fzs (cf. [BS05b, Remark 3.3]).
Si la Conjecture 3.52 est vraie, ce phénomene serait, peut-étre, expliqué par la convergence
simultanée de {p]'" },>1 vers fgg, c’est-a-dire la convergence de {pnm"(k)}nzl vers félg) pour
tout k£ > 0.

3.5 Approximation par minimisation de semi-norme sur des
domaines

Dans cette derniere section, nous nous intéressons a approcher, pour n > 1 donné, (Y, p¥)

(et par suite (7gs, fzs)) par des éléments (77 ,p7 ) € C x Pfg; ! obtenus via la minimisation

des fonctionnelles RN, sur C x Pfg; Lot 0 = {0'};>1 est une famille d’ensembles o° de
4M; points relativement uniformément répartis sur un domaine D, et non pas sur des arcs de
courbes comme a la section précédente, et devenant de plus en plus dense dans D lorsque i
augmente. Par relativement uniformément répartis, nous entendons avoir un certain controle
sur les distances minimale et maximale entre un point donné de ¢® et ses plus proches voisins

dans o’. Cette notion est formalisée dans la définition ci-apres.

Soit D C C un domaine de Jordan dont le bord est différentiable par morceaux.

Définition 3.74 Soit € > 0. Un e-net de D est un ensemble de M, points 0° = {z,i};y:sl cD
tel que les boules euclidiennes ouvertes de rayon e centrées en o° recouvrent D et que les boules
euclidiennes ouvertes de rayon § centrées en les éléments de o° soient deux a deux disjointes.
Autrement dit,

M.
D C U B(zj,¢) et B(z,5) N B(zf,5) =0 pour tout k # I,
k=1

ou B(zf,e) = {# € C||z; — 2| < €}. Un point z € 0 est appelé un bon point de o° si
B(z,5) C D sinon z est appelé un mauvais point de o°.
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Remarque 3.75

a) Pour ¢ > 0 fixé, deux e-nets d’un méme domaine peuvent avoir des densités relativement
différentes (cf. Figure 3.9).

FIGURE 3.9. Deux e-nets d’un méme domaine (avec € fizé).

b) Pour un domaine D donné, nous supposerons toujours que ¢ et o¢ sont choisis tels que o¢
contienne un bon point. La justification de cette hypothése apparaitra plus bas.

c) La notion d’e-net est définie plus généralement pour un sous-ensemble d’un espace mé-
trique, mais nous en avons restreint ici la définition a nos besoins. La notion d’e-net
permet, en quelque sorte, de généraliser aux espaces métriques la notion de réseaux eucli-
diens. Mentionnons encore que pour tout € > 0 et D arbitraire, 'existence d’un e-net est
assuré (démonstration a l’aide du Lemme de Zorn).

Soient € > 0 et 0 un e-net de D. Nous nous intéressons aux relations entre e, M., Aire(D)
et Long(0D), ou Aire(D) est l'aire euclidienne de D et Long(0D) la longueur euclidienne du
bord de D. Les boules de rayon € centrées en ¢° recouvrant D, nous avons

M_me* > Aire(D). (3.76)

Puisque les boules de rayon 5 centrées en o° ne sont pas nécessairement toutes contenues

dans D, D'inégalité M.m(5)? < Aire(D) n’est, en général, pas garantie. Nous avons néanmoins
g

un certain contole sur la proportion des boules de rayon § non entierement contenues dans

D, et cela comme suit. Notons ]\f/.vliE le nombre de mauvais points de ¢°. Nous avons alors
(M. — M.) 7 <§> < Aire(D). (3.77)

Nous cherchons & majorer le nombre de mauvais points M.. Pour trouver une telle borne,
nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 3.78 Dans le plan euclidien, un chemin intersectant trois boules euclidiennes fer-
mées de rayon r > 0 dont les intérieurs sont deux o deux disjoints est de longueur euclidienne

supérieure ou égale a
2<\/5—2\/§—1>7«.
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Remarque 3.79 La borne énoncée dans le Lemme 3.78 est optimale, comme le démontrera
la preuve ci-apres. En fait, seule ’existence d’un telle borne positive est essentielle pour notre
argumentation ultérieure. Toutefois, il nous est apparu intéressant d’obtenir explicitement
cette borne optimale car, a notre sens, sa valeur n’est pas immédiate, méme si sa démonstra-
tion ne requiert que des arguments de géomérie euclidienne élémentaire.

Preuve du Lemme 3.78. Soit r > 0. Pour chaque configuration de trois boules euclidiennes
B1, By, B3 C R? de rayon r donné, il existe un chemin minimal (i.e. de longueur minimale)
par continuité de la fonction (R?)* — R, définie par

(a,b,e,d) b~ alge + [ —blgz + |d — clgz,  a,b,c,d €R?,

et la compacité de 9B x 9By x OBy x 0B3 C (R?)*. (Il est clair qu'un chemin minimal est un
chemin polygonal.) Puisque l'intersection des adhérences des trois boules est vide, un chemin
minimal est nécessairement non constant et donc de longueur strictement positive. Nous di-
rons qu’un chemin est optimal s’il n’existe pas de configuration de trois boules admettant un
chemin minimal de longueur strictement inférieure. Nous appellerons configuration optimale
la configuration (a isométrie euclidienne pres) obtenue lorsque les trois boules fermées sont
deux a deux non disjointes (cf. Figure 3.10). Nous démontrons le lemme via deux assertions.
Nous montrons d’abord que seule la configuration optimale admet un chemin optimal (As-
sertion 1), et ensuite que la longueur d’un chemin optimal est la borne de ’énoncé du lemme
(Assertion 2).

Assertion 1 : un chemin optimal ne peut étre réalisé que dans la configuration optimale. Nous
montrons, via les Etapes 1 & 4 ci-dessous, qu'une configuration différente de la configura-
tion optimale peut toujours étre perturbée de sorte qu’un chemin minimal de la nouvelle
configuration soit de longueur strictement inférieure & la longueur d’un chemin minimal de
la configuration initiale (i.e. avant perturbation). De plus, apres les 4 étapes successives ci-
dessous toute configuration non optimale est ramenée a la configuration optimale.

B3

B, Y By

Ficure 3.10. Configuration optimale de trois boules.

Soient donc une configuration non optimale de trois boules By, Bo, B3 C R? de rayon r cen-
trées en c1, co, c3 respectivement et a un chemin minimal dans cette configuration. Les trois
boules sont numérotées consécutivement le long de a. Nous dirons qu’une boule de la confi-
guration est une boule libre si son bord est disjoint des deux autres boules fermées.
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Apres chaque étape, les boules By, Bo, B3 sont renommées et le chemin « est supposé minimal
dans la nouvelle configuration.

Etape 1. Si la boule B; de la configuration est une boule libre, alors nous effectuons une
translation de B le long de « (cf. Figure 3.11) jusqu’a ce que le bord de Bj intersecte le bord
d’une des deux autres boules. Nous obtenons alors une nouvelle configuration et un nouveau

FIGURE 3.11. Etape 1 : translation de la boule libre By le long de «.

chemin o/ C « reliant les trois boules et vérifiant Long(a’) < Long(«). Notons que le chemin
o/ n’est pas nécessairement minimal pour la nouvelle configuration. La nouvelle configuration
admet alors zéro ou une boule libre.

Si la boule Bj est libre nous (re)faisons 'Etape 1 avec cette boule et nous considérons la
nouvelle configuration.

Aprés PEtape 1, nous pouvons supposer que les boules B; et Bz de la configuration ne sont
pas libres.

FEtape 2. Si la boule By est libre, alors nous effectuons une translation de Bs le long de la
bissectrice de I’angle formé par o en p € 0By (cf. Figure 3.12), jusqu’a ce que le bord de By
intersecte le bord d’une des deux autres boules. La nouvelle configuration n’admet aucune
boule libre.

bissectrice

FIGURE 3.12. Etape 2 : translation de la boule libre By le long de la bissectrice de
l’angle formé par a au point de contact avec 0Bs.

Aprés I'Etape 2, nous pouvons supposer que la configuration n’admette pas de boules libres.
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Etape 3. Si le chemin « intersecte By en deux points p, ¢, alors, par minimalité, o est le
segment de droite réalisant la distance entre les boules By et Bs. Dans ce cas, nous effectuons
la rotation de By autour ¢y jusqu’a ce que le chemin o réalisant la distance entre les boules

extrémités soit tangent & By en un point p’ (cf. Figure 3.13).

FiGURE 3.13. E’tape 8 : rotation de la boule By autour de cs.

Aprés I'Etape 3, nous pouvons supposer que la configuration n’admette pas de boules libres
et que le chemin « n’intersecte B2 qu’en un unique point.

Etape 4. Si le chemin minimal « intersecte OB en un unique point p, alors nous effectuons
une rotation de Bj autour de ¢o jusqu’a ce que son bord intersecte 0B3, autrement dit, jus-
qu’a ce que les trois boules soient dans la configuration optimale (cf. Figure 3.14). Notons p’

le point appartenant a l'intersection de 0By et de la bissectrice de l'angle Zcjcacs, et o le

chemin reliant les trois boules défini par d(p', B}) = d(p/, Bs) = 3 Long(c). Nous obtenons

alors Long(a/) < Long(a).

FIGURE 3.14. Etape j : rotation de la boule By autour de cs.

Il suit de 'Etape 4 qu'un chemin optimale ne peut étre réalisé que dans la configuration

optimale et I’Assertion 1 est démontrée.
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Assertion 2 : la longueur d’un chemin optimal est 2 ( /5 — 2v/3 — 1) r. Dans la configuration

optimale, nous considérons le triangle équilatéral T, ,., de coté de longueur 2r et le chemin
polygonal « (trait continu gras sur la Figure 3.15) de longueur 2¢ porté par le périmetre du
triangle isocele Ty, c,,. La hauteur du triangle isocele T, issue de p est h = (/3 — 1)r. Le
triangle rectangle Tq@ , nous donne alors 1’égalité

2+ (V3 -1)%2 = (r+10)>2.

En résolvant cette équation pour ¢, nous obtenons ainsi la longueur du chemin «

Long(a):2£:2(\/5—2\/§—1)r.

FIGURE 3.15. Un chemin minimal (trait continu gras) dans la configuration opti-
male. Ce chemin est porté par le triangle isocele Tt c,p-

Il est clair qu'un chemin o’ candidat au titre de chemin optimal doit avoir au moins une de
ses extrémités qui intersecte orthogonalement le bord d’une des trois boules, disons la boule
de centre ¢; (cf. Figure 3.16). Pour montrer que Long(a) < Long(c/), il suffit de montrer
que le périmetre du triangle Tt ,, est strictement inférieur au périmetre du triangle T, .,y .
Puisque la hauteur »’ du triangle T, .,,s issue de p’ est strictement supérieure a h, 'aire du
triangle T, ., est strictement supérieure & l'aire du triangle T¢,c,p. Soit p” € Bs tel que le
triangle T, ., soit isocele et de méme aire que le triangle Ty ¢,y (A" = 1'). Or, parmi les
triangles ayant la méme base et la méme aire, c’est le triangle isocele qui possede le périmetre
le plus petit. Par conséquent, nous avons les inégalités suivantes sur les périmetres

Perimetre(Tt, c,p) < Périmetre(Tt, cppr) < Périmetre(Ty,c,pr) -

D’ott Long(a) < Long(a’). L’Assertion 2 est ainsi démontrée et le lemme s’ensuit.  [J
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FIGURE 3.16. Un chemin non minimal (trait continu gras) dans la configuration
optimale. Ce chemin est porté par le triangle non isocéle T, .,y .

Corollaire 3.80 Soit e > 0. Le nombre de mauvais points d’un e-net de D vérifie

—~ L D
M. < ; ong(0D) 4 (3.81)
V5 —2v3 -1 c
et la proportion de mauvais points
M. 3 Long(0D) 3 9
— . 3.82
M. = s —auz_1 Aire(D)  Aire(D) " (3:82)

Preuve. Notons By,...,B i les boules de rayon 5 centrées en les mauvais points de I’e-net

et numérotées successivement le long du bord dD. Pour relier chaque triple de boules fermées

consécutives Bsp_9, Bsg_1, B3, k= 1,..., L%j, un arc de 3D d’une longueur d’au moins

( 5—2V3— 1) ¢ est nécessaire (Lemme 3.78). Par conséquent, nous avons la majoration

{@J - 1 Long(0D)
31 s-2v3-1 ¢

et I'Inégalité (3.81) s’ensuit. L'Inégalité (3.82) découle alors des Inégalités (3.76) et (3.81). [

L’'Inégalité (3.82) montre en particulier que plus ¢ est petit, plus la proportion de mauvais
points d'un e-net de D est petite. Les Inégalités (3.76) a (3.82) nous seront utiles un peu plus
bas.
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A présent, soient 6 > 0, § € 10, ) [ et les d-voisinages hyperboliques suivants :
A1 = Nj([s4,ms]p) cC D" C D,
Ay = Ns([s1,ma]p) CC D™ C D,
A3z = Ns([sg, m7]n) cC D¥™ C D,
Ay = Nj([s3,m4]p) cC D™ C D,
A=A1U...UA,.

Soit pa : X — Y la fonctionnelle définie comme @y en remplagant ZND}nin par Aj. Au vu des
inclusions ci-dessous, nous avons donc pa < @y.

Définition 3.83 Soient D C C un domaine de Jordan et F = {ej,...,e,} C D un ensemble
fini de points. Pour k = 1,...,r, la cellule de Dirichlet-Voronoi de e, dans D est définie par

Vi ={z2€ D||z—ek| < |z —e| pour tout e € E}.
L’ensemble {V}};_, est appelé famille de cellules de Dirichlet-Voronoi dans D subordonnée
a b
Remarque 3.84

a) Une cellule de Dirichlet-Voronoi est donc I'intersection d’un nombre fini de demi-plans et
de D. Elle est fermée et peut étre non connexe.

b) Une famille {V;}};_; de cellules de Dirichlet-Voronoi dans un domaine D vérifie les deux
propriétés suivantes : U;_, Vi = D et Aire(V;NV;) = 0 pour tout k # [. Ces deux propriétés
sont cruciales dans la définition ci-apres (cf. Remarque 3.86).

c¢) Lorsque la famille de cellule de Dirichlet-Voronoi est subordonnée & un e-net, nous avons un
certain contrdle sur I'aire de chaque cellule, & savoir Aire(V}) < me? pour tout k =1,...,7.

Définition 3.85 Soient ¢ > 0, 0° = {{zjk}igf 1, un e-net de A et {{ka},]\fzjf HEEE!
famille de cellule de Dirichlet-Voronoi subordonnée a of. Nous notons Z,e : X — R la
fonctionnelle non linéaire continue définie par

My e

Toe (r.f) = D_{IF (9120 0)) — f(2i ) — 2° Aire(Vi,)
k=1

M2,e
+ ) | (ha(25)) — f(25,6) [P Aire(Vsy)
k=1

M3 e

+ Y [f(93(25k)) — f(25) — 27[* Aire(V5),)
k=1

My .

+ ) | (ha(2] ) — f(2.0) [P Aire(Vig),

k=1

avec (7, f) € X.
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Remarque 3.86 Pour (7, f) € X donné, Z,-(7, f) est une approximation de ¢a (7, f) dans
le sens suivant : pour tout € > 0, il existe € > 0 tel que

lea(r ) = Toe (7. f)| < 2

pour tout e-net o° de A. Cette inégalité exprime le fait que U'intégrale donnée par @ (7, f)
peut étre approchée avec un précision arbitraire par une somme de Riemann Z, (voir par
exemple [Cha97a, Proposition 5.2.14, p. 251] pour le résultat général). Toutefois, pour (7, f) €
X et 0f donnés, nous ne savons rien de la qualité de cette approximation.

A présent, soient {¢;};>1 une suite de nombres réels strictement positifs avec lim; . &; = 0,
o = {0'}i>1 ot 0" est un g;-net de A et M;; le nombre de points de o* N A;, j =1,...,4.
Considérons finalement {{V;k}ﬁﬁf ?:1 la famille de cellules de Dirichlet-Voronoi dans A
subordonnée a o, i > 1.

Remarque 3.87 Nous adaptons la définition du résidu normalisé aux ¢;-nets o’ :

My ;
1 : . .
RN(7, f) = Y Yo 1f (=) — fz ) — 2
k=1
1 Mo ; . .
L. Do 1f(ha(zhy)) = F(250)17
k=1
1 Msi . .
L > 1f(gs(z8 ) — f(Z4) — 27
k=1
1 My ; . .
vy Do (ha(zig) — £
k=1

avec (7, f) € X.

Lemme 3.88 Les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) Pour tout (1, f) € X, nous avons

lim Z: (7, f) = pa(T, f).

1—00
1) Pour tout i > 1 et tout j =1,...,4, nous avons
T2 o 44 i 2
26 < ire(Vy)) < me;
ot l'inégalité de gauche est valable pour tout k =1,...,M;;, excepté pour au plus

3 Long(0A;)

Vb —2v3 -1 c

de ces indices, et l'inégalité de droite est valable pour tout k =1,..., M;.

+3
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iti) Pour tout (1, f) € X et tout i > 1, nous avons
Zys(r, f) < er RNGi(7, f),

\ . M, ~ .
ot 7 = 4max;j_1,_ 4 {Azre(Aj) SUp;>1 ﬁ} < oo et Mj; est le nombre de mauvais
Jt Jt

points de o' N Aj.

Preuve. La propriété i) découle de la Remarque 3.86. La propriété ii) découle de I'Inégalité
(3.81). Démontrons la propriété iii). Soient (7, f) € X et i > 1. Rappelons que, par hypothese

(cf. Remarque 3.74.b)), nous avons M;; — M;; > 0 pour j = 1,...,4. Par la propriété ii) et
I'Inégalité (3.77), nous avons successivement

My ; ) ) Ma,; . .
L,i(7, f) < me} (Z 1F(91(21 1)) — f(zip) — 217 + D 1f (ha(z5)) — f(zhp)I?
k=1 k=1

Ms; My ;
+ 20 [floa(z50) = F(250) = 27 + D | (hal2iy) — f(zzil,k)Z) :

k=1 k=1

My ;

A S {1 () — F(z ) — 22
k=1

1
< 4Aire(A — -
B ( 1)M1,i —My,; My

M. 1

2 ; 2
—_— | f(ha(251)) — f(25)]
My; — Ms,; Ma ,;1

+ 4Aire(A2)

M3 ;

y } Z ‘f(g3(z3’k)) — f(z3,k) _ 27_|2

1
+ 4Aire(A3) —
Ms; — Ms,; Mszq =

My ;

My, 1 Z ‘f(h4(zzi1,k)) - f(zzix,k)\Qa

ni— My, M [

+ 4Aire(Ay)

M. .
<4 max < Aire(Aj)sup ——2—— 3 - RN,i(7, f) .
j=1,...4 i>1 Mj,i - M;;

De I'Inégalité (3.82), il vient lim;_, %“ = 0. Les suites {]\/\/[77;2}91, j=1,...,4, sont
I, da— Mg T

donc convergentes vers 1, et ainsi la constante ¢z est bien définie. La propriété 7ii) est donc

démontrée et le lemme s’ensuit. [

Lemme 3.89 Pour chaque n > 1, il existe un entier i, garantissant pour tout i > iy

. 771 7 3 3 —_ . . . . —
Vezistence d’un élément (13 ,pg ) € C x P?gp Y qui minimise RN,: sur C x Pfgp L

Preuve. Similaire a la preuve de la Proposition 3.59. [

Le résultat suivant nous permettra d’obtenir une inégalité cruciale pour la démonstration que
la suite {(77",pZ ) }i>i, est bornée pour tout n > 1 (Lemme 3.91).
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Lemme 3.90 Soit v = {{wj,k}iél};*:l C A un ensemble fini de points. Alors, pour tout
(1,f) € X, nous avons

RNE(Ta f) < CA SOY(T’ f) )
ol cp = man:LmA(W dQAj)_l et dAj > 0 est la distance euclidienne entre A; et le bord
dD = ON;(0).

Preuve. Nous avons successivement
RN (7, f) < max |f (g1 (wir)) = f(wir) = 2 + max | (ha(wa)) — f(war)?

+ max |F(g3(ws k) — Flwsy) — 27> + max |f(ha(wag)) — flwae)]?

< sup |f(g1(w)) — f(w) = 21> + sup |f(ha(w)) — f(w)]?

wEA] wEAg
+ sup [f(gs(w)) = f(w) — 27> + sup |f(ha(w)) — f(w)]?
wEA3 wEAy
Fom—r =21, Ifoh—fl5,,
< +
- 7Td 7Td
. fom—1- 2l \Fohs— PP
7rdA3 7TdA4

<ea(lfom—f =2 +1f o2 = f3,
2 2
+1f 095 = = 27 + 1f 0 Bt — 1)
3 4

=capy (T, f).

L’avant-derniere inégalité vient du Lemme fondamental (Lemme 2.4). Le lemme est ainsi dé-
montré. [

Lemme 3.91 Pour tout n > 1, la suite {(77,p% )} izs, € C x P21 est bornée.

imp

Preuve. Similaire a la preuve de la Proposition 3.64. L’ inégalité clé, similaire a 'Inégalité
(3. 65) est obtenue ici & I'aide de la constant C,, = capy (7Y, pY ). En effet, par la minimalité
de (72°,p9") et le Lemme 3.90, nous avons

D’ou le lemme. O

Nous nous intéressons maintenant, pour n > 1 fixé, a la question de la convergence de la
. ot ol . : . . ,

suite {(79 ,pZ )}i>i,. Au contraire des approximations de (7gg, fas) issues d’un processus de

minimisation sur une famille de subdivisions conformes (cf Section 3.4), nous ne pouvons

pas garantir la convergence des approximations {(7J",p )}i>i, issues, elles, d’un processus
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de minimisation sur une famille d’s-nets. Dans le cas d’une famille de subdivisions conformes
(sur des arcs ou des domaines), la convergence des approximations repose sur deux éléments
(cf. preuve du Lemme 3.69). Le premier est que la suite {RN? };>1 de fonctionnelles sur X
converge vers une fonctionnelle continue ¢ : X — R. Le deuxiéme est qu’il n’existe quun
unique élément de C x 73121;1; 1 qui réalise le minimum de cette fonctionnelle ¢ sur C x 73121;1; L
Dans le cas d'une famille d’e-nets, en général, la suite { RN?Z (7, p’,)}i>i, n'est que bornée,
mais pas nécessairement convergente. Cela peut étre expliqué par un phénomene de différence
de densité entres des sous-familles d’e-nets au sein de la famille d’e-nets. Une illustration de
ce phénomene est donnée par une famille «clignotante», par exemple une famille d’e-nets telle
que les e-nets d’indices impairs sont du type de la figure de gauche de la Figure 3.9 et les

e-nets d’indices pairs sont du type de la figure de droite de la Figure 3.9.

Proposition 3.92 Pour chaque n > 1, il existe une sous-suite convergente {(Tglk ,p%ik)}k21
vers un élément (17,p7) € (Cfoggl telle que, pour tout k > 1, élément (15", po'* ) minimise

la fonctionnelle ¢ i, sur C x Pfggl. De plus, la suite {1 }n>1 converge vers Tgs et, pour tout

entier r > 0, la suite {pz(r)}nzl converge vers fég) uniformément localement dans Ng5(O) .

ot

Preuve. Pour chaque n > 1, la suite {(7, ,pf)}izl étant bornée (Lemme 3.91), elle possede

n

. i i . s _
une sous-suite {(79",p2"*)}x>1 qui converge vers un élément (77,p7) € C x PiQI;lp ! (Lemme

3.1). Gréace au Théoréme principal (Théoreme 3.17) et a son corollaire, il suffit alors de
démontrer que

Jim_ o (7, p7) =0
pour conclure. Pour démontrer cette égalité, pour chaque n > 1, nous démontrons tout
d’abord (Assertion 1)

T (t35,05")) < creapy(ry ,py)  pour tout k > 1,

ot (), pY) provient de la Proposition 3.16, et ensuite (Assertion 2)

im T, (75°,05") = oa(tS,05) .

k—oo

Nous aurons ainsi

SOA(Tg,pZ) <cz CA SOY(ng/apg) ) pour tout n > 1.

Le fait que lim, .o @y (7, ,pY) = 0 (cf. preuve du Théoréme 3.16) nous permettra alors de
conclure.

Démonstration de I’Assertion 1. Soit k > 1. Le Lemme 3.88.ii7), la minimalité de (Tglk ,p%ik)
et le Lemme 3.90, nous donne successivement

Lo (17 07" ) < er RNZ, (77" 07")

<cg RN0-2% (Tg,p};)

<czca SOY(T}[,]?{) .
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Démonstration de I’Assertion 2. Dune part, le Lemme 3.88.7) et la continuité des fonction-
nelles Z_; nous donnent
ol

palry,pr) = lim Lo (77, pf) = lim lim Zos (77, p7")

D’autre part, la continuité de ¢ et le Lemme 3.88.7) nous donnent

T . ) ol ol
= Jlim lim Zo. (727

ENGH AR TRONCANTA

Ainsi, la deuxiéme assertion est démontrée et la proposition s’ensuit. [

Remarque 3.93 L’utilisation d’une famille de subdivisions conformes de A, obtenue par
exemple comme I'image conforme d’une famille de subdivisions euclidiennes régulieres du carré
]0,1[+ 4]0, 1[, meéne a une version similaire du Théoréme 3.71. Réciproquement, 'utilisation
a la Section 3.4 d’une famille d’e-nets pour les arcs de courbes au lieu d’une famille de
subdivisions conformes méne a une version similaire de la Proposition 3.92.



Chapitre 4

Généralisation de la méthode
d’uniformisation de Buser-Silhol

Dans ce chapitre, nous généralisons aux surfaces de Riemann hyperelliptiques de genre > 3, la
méthode d’uniformisation conforme des surfaces de Riemann compactes de genre 2 développée
par P. Buser et R. Silhol dans [BS05b]. Dans la Section 4.1, nous généralisons les définitions et
les résultats introduits a la Section 1.3, et dans la Section 4.2, nous donnons une uniformisation
numérique pour deux surfaces de Riemann hyperelliptiques de genre 3.

4.1 Généralisation des définitions et résultats

Un 4n-gone géodésique hyperbolique P C D est dit admissible pour la méthode d’uniformi-
sation de Buser-Silhol si :

i) il est non dégénéré (i.e. ses angles internes sont tous strictement positifs),

ii) la somme de ses angles internes vaut 27,

)
iii) il admet une symétrie centrale par rapport a lorigine 0 € D,
iv) deux de ses cOtés opposés ont leur milieu hyperbolique sur le segment | — 1,1[ C D.

Le groupe G engendré par des isométries hyperboliques g1, . .., go, identifiant chacune deux
cOtés opposés de P est appelé groupe d’isométries associé a P.

Soient P un 4n-gone admissible et G son groupe d’isométries associé.

Nous notons consécutivement dans le sens trigonométrique positif my, ..., myy les milieux hy-
perboliques des cotés de P, en commengant par m; € |0, 1], ainsi que s, ..., S4, les sommets
de P, en commencant par s; le sommet compris entre my et mo le long du bord de P. Afin
que la notation des isométries hyperboliques g1, . . ., g2, Soit uniquement déterminée, nous les
définissons de sorte que g;(m;12,) = m4, i = 1,...,2n. La situation est illustrée par la Figure
4.1. Notons que tous les éléments du groupe G sont hyperboliques et que les fleches de la
Figure 4.1 sont portées par les axes des générateurs g1, ..., gon.



118 GENERALISATION DE LA METHODE D’UNIFORMISATION DE BUSER-SILHOL

FIGURE 4.1. 4n-gone admissible P C D (n = 3) et générateurs gi,...,gan de son
groupe d’isométries associé G.

Lemme 4.1

a) Soit S une surface de Riemann hyperelliptique de genre n > 2. Alors il existe un 4n-
gone admissible P tel que S soit conformément équivalente ¢ D/G ou G est le groupe
d’isométries associé a P.

b) Soit P un 4n-gone admissible (n > 2) et G son groupe d’isométries associé. Alors P est
un domaine fondamental pour action de G sur D et D/G est une surface hyperbolique
hyperelliptique de genre n > 2.

Preuve. Le point a) est un résultat classique qui remonte a Robert Fricke et Felix Klein (cf.
[FK65]). Le point b) découle du Théoréeme du polyedre de Poincaré (voir par exemple [Bea95,
Théoreme, 9.8.4]) et du fait que ’hyperellipticité de la surface hyperbolique fermée D /G vient
de l'invariance de P, et de son schéma d’identification, par rapport a la multiplication par —1
dans . Une démonstration alternative de ce lemme est donnée dans ’article de A. Costa et
A. Porto [CP04, Theorem 2.4]. O

Remarque 4.2 Soit P un 4n-gone admissible et G son groupe d’isométries associé. La mul-
tiplication par —1 dans D est un relévement de 'involution hyperelliptique ¢ : D/G — D/G.
Autrement dit, nous avons le diagramme commutatif suivant.

(-1)

D D
D/G->D/G

Soient P un 4n-gone admissible, G son groupe d’isométries associé et h; : D — D le demi-
tour autour de 0, pour ¢ = 0, et autour du point milieu m;, pour ¢ = 1,...4n. Fixons, jusqu’a
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la fin de cette section, k; € {2,3,...,2n} et posons g, = gi.. Soit finalement G’ le groupe
engendré par les éléments g1, g, et h;, i € I' = {1,...,4n}\{1,k;,2n+1,2n+ k; }. Le groupe
G’ est appelé groupe auziliaire d’isométries de P. La situation est illustrée par la Figure 4.2.

Un fait crucial dans la méthode d’uniformisation de Buser-Silhol est que non seulement le
4dn-gone P est un domaine fondamental pour l'action de G sur DD, mais que c’est aussi un
domaine fondamental pour I'action de G’ sur D. Nous définissons la surface de Riemann
compacte S’ = D/G’. La caractéristique d’Euler de S’, calculée via une triangulation du
4n-gone donné, vaut 0. Autrement dit, S’ est de genre 1.

FIGURE 4.2. 4n-gone admissible P C D et générateurs g1, gr,h;,i € I', de son
groupe auziliaire d’isométries G' (n =3, k; =4).

Remarque 4.3
a) Les générateurs g;, i = 1,...,2n, peuvent s’exprimer comme g; = h;hg = hohan4;.

b) Les sommets si, So,...,S4, d'un 4n-gone admissible sont des représentants de la méme
classe d’équivalence, tant dans D/G que dans D/G".

Définition 4.4 Soient P un 4n-gone admissible (n > 2), G son groupe d’isométries associé
et G’ son groupe auxiliaire d’isométries. Le triplet (P,G,G’) est appelé une donnée pour
Puniformisation a la Buser-Silhol de la surface hyperelliptique S = D/G.

Théoréme 4.5 Soit (P,G,G") une donnée pour luniformisation a la Buser-Silhol d’une
surface hyperelliptique de genre n > 2. Alors il existe un unique 75 € H et une unique
fonction holomorphe fgs: D — C tels que :

i) foso g1 = fas +2 surD,
i1) fas 0 gr = fus + 27ps sur D,
i1i) faso hi = fas surD, i e I,
iv) fes(0) =0.
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De plus, fgs est impaire, et conforme sur D, sauf sur les G-orbites (ou G'-orbites) des points
my, 1 € I', et fzs — fas(my;) est exactement d’ordre 2 aux points my;, i € I'.

Les relations i) — 7i) du théoréme sont appelées les relations de périodicité de (P,G,G’) (ou
de frs).

Preuve. Nous reprenons essentiellement les arguments de la preuve de [BS05b, Lemma 1.1],
en les détaillant toutefois quelque peu. Puisque que S’ = D/G’ est une surface de Riemann
compacte de genre 1, il existe 735 € H et une application biholomorphe ¢ : D/G' — C/A,,,, ou
A, est le réseau engendré par 2 et 275, tels que I'image de [—1,1] C C (resp. [—Tss, Tas] € C)
par la projection canonique (revétement universel) o : C — C/A,,, soit dans la méme classe
d’homologie de C/A,,, que I'image par tom; du segment hyperbolique [may, 11, m1]p C D porté
par l'axe de l'isométrie g1 (resp. [manik,, Mk, |n C D porté par 'axe de I'isométrie g.), avec
71 : D — D/G’ est la projection canonique. L’application biholomorphe ¢ est déterminée de
maniére unique en imposant la condition additionnelle

(71 ([mansr, maln 0 [mang madn) ) = ma (=1, 1] 1 (=7, 7s))

i.e. 1t(m1(0)) = m2(0) € C/A,,,. En notant

TBs *

a = m1([mant1,m1ln), b= m1([Mmantk,» Mk, ]n),

nous avons alors les égalités suivantes dans H1(C/A,,.,Z)

(t(@)] = [m([=L,1D],  [0)] = [m2([—Tss, Tus])]- (4.6)

Définition de la fonction holomorphe fgs. Soit fgs : D — C le relevement de ¢ o m; dans C,
vérifiant fps(0) = 0. La situation est résumé dans le diagramme commutatif suivant.

__»C

—
Jos _ =~
—

-~

— 2
D= D/G’

1

C/A
Autrement dit, nous avons ms o fgg = ¢t o m1. Puisque my est localement biholomorphe, la fonc-
tion fps est égale a la composition de fonctions holomorphes, définie localement, w5 Lorom.
Par suite, fgs est holomorphe.

B TBS

La fonction fgg est impaire. La multiplication par —1 dans DD induit, via ¢ o7y, une involution
¢ sur C/A,,,. Autrement dit,

TBs
(tom)ohy=¢o(tom) sur D.
Nous obtenons alors, premierement,

(ma 0 fugs)ohg = (tom)ohy=po(Lom) sur D.

Puisque le point ¢(71(0)) = m2(0) € C/A,,, est fixé par cette involution ¢, elle est aussi induite
par la multiplication par —1 dans C. Autrement dit,

mo 0 hg = p omy sur C.
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Deuxiemement, puisque par construction mg o fzg = ¢ 0 71, nous avons
(my 0 hp)o fegs=¢@omao fgs = o (Lom) sur D.

D’ou I'égalité

T2 0 fags 0 hg = M2 0 ho o fps sur .

Or, mo étant localement biholomorphe, nous obtenons fzg o hg = hg o fgs au voisinage de
0 € D. Par le Principe d’identité des fonctions holomorphes, fzs : D — C est donc une
fonction impaire.

La fonction fgs est (souvent) conforme. D une part, 7 est localement biholomorphe. D’autre
part, ¢ o my est localement biholomorphe sauf sur les G’-orbites des points m;, ¢ € I, points
en lesquels elle est ramifiée d’indice 2. Ainsi, fig : D — C est conforme sur D, sauf sur les
G’-orbites des points m;,i € I'; et la fonction fzs — fgs(m;) est d’ordre 2 en m;.

Relations de périodicités de la fonction fgs. Par construction de fgg, il existe, pour tout
g € {91,9:} Uicr hi, un élément A\, € A, tel que fygs 0 g = fos + Ag. Autrement dit, la
différentielle dfps est G'-équivariante sur D. Par suite, (7] 1)*deS est une forme différentielle
holomorphe sur S” = D/G’. Par ailleurs, la différentielle dz est A, -équivariante sur C, et
ainsi (75 ')*dz est une forme différentielle holomorphe sur C/A,,. Nous obtenons ainsi

TBs

)‘91 = st(gl (m2n+1)) - fBS(m2n+l)

= dfss (g91(m2py1) = mq)
[mant1,miln

= fasdz

[mant1,m1]n

= dz

fos([man+t1,m1]n)

= (15 1) *dz (grice a mp 0 fys = 1o m)
vor ([man+1,m1]n)

_ / (5 1) dz (gréce & (4.6))
m2([=1,1])

Avec les mémes arguments que ci-dessus, nous obtenons

Ag, = fos(gr (Mamsn,+1)) — Fos(Mansk,41) = / dz = 2.

[_TBS)TBS}
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Finalement, soient i € I’ et ¢; C P une courbe dont seules les extrémités, notées cjg,ci1 =
hi(cio), appartiennent & 9P. Par conséquent, 71 (¢;) est une courbe fermée de D/G’, homologue
a zéro. Il vient alors

A, :/ deS:/( )(ﬂl_l)*dfgs:/[0](7r1_1)*deS:O, iel.
Cj mT1(Cq

Les relations de périodicité sont ainsi vérifiées, et le théoreme est démontré. [

Définition 4.7 Le quintuplet (P, G, G’; fss, Tss) est appelé une uniformisation d la Buser-
Silhol de la surface hyperelliptique D/G.

Remarque 4.8 Soit (P,G,G’; fgs, Tss) une uniformisation & la Buser-Silhol d’une surface
hyperelliptique de genre > 2. Du Théoréme 4.5 et de sa preuve découlent les remarques
suivantes.

1) La fonction fgg n’est pas un polynoéme. En effet, pour tout i,j € I’ avec i # j, 'ensemble
{(hj o hy)"(0)|r € Z} admet une infinité d’éléments distincts, chacun annulant fgs. Si la
fonction fyg était un polyndéme, elle devrait donc étre identiquement nulle.

2) La fonction fzg vérifie
fes(0) =0, fas(my) =1, fes(s1) =14 7ss et fos(mp, )= Tas.
3) Les 2n+2 points de Weierstrass de D/G (points fixés par 'involution hyperelliptique) sont
7(0), m(s;), m(m;), i € I',
oum:D — D/G est la projection canonique.

Proposition 4.9 Soit (P,G,G'; fgs, Tss) une uniformisation a la Buser-Silhol d’une surface
hyperelliptique de genre n > 2. Considérons une fonction holomorphe f définie sur un voisi-
nage ouwvert D de l'adhérence du 4n-gone P. S’il existe T € C tel que les conditions suivantes
sont vérifiées :

i) fogi = f+2 sur larc géodésique [S2n, S2n+1]n,
ii) fo gr = f—l— 27 sur larc géodésique [Son+tk, » Son+k,+1)hs

ii1) fohi=f surlarc géodésique [$i—1, Si|n, pour tout i € I,

i) f(0) =0,

alors f: fes|lp et T = 1ss. En particulier, f est impaire.

Preuve. Nous donnons une preuve alternative a celle de [BS05b, Lemma 1.2] a I’aide de la
théorie des formes différentielles sur une surface de Riemann compacte. Au vu des Relations
de périodicité i) — iii) satisfaites par f , la différentielle d f est G'-équivariante et par suite,
(my 1)*d f est une forme différentielle holomorphe sur S’ = D /G'. Or, la dimension de I'espace
de Hilbert complexe H, constitué des formes différentielles holomorphes sur S’, est égale au
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genre de ' ([FK92, Proposition I11.2.7.]), i.e. 1 ici. Donc, il existe A € C tel que df = Adfss.
Puisque sur la courbe fermée a = m1([map+1, m1]p), nous avons

/(Wfl)*df = : | df = f(g1(mans1)) — f(mans1) = 2,
/(Wl_l)*des = /[ ] dfps = fBS(gl(m2n+l)) - fBS(m2n+1) =2,

et il vient A = 1. Autrement dit, df = dfgs. Or, f(0) = 0 = fus(0), ce qui implique que
f = fss|p. Le Théoréme 4.5 permet alors de conclure que 7 = 7. Notons encore tout de
méme que

/(ﬂfl)*df = df = f(gr(mansr, 1)) — f(Montr, +1) = 27,
b [m2n+k7—+17mk7—+1}

/(Wl_l)*des = / dfps = fBS(gT(m2n+kT+1)) - fBS(m2n+kT+l) = 27ggs,
b [Monthkr+1Mkr+1)h

oub= ﬂl([m2n+kT+1,ka+1]h). D’otu le théoréme. ]

Remarque 4.10

a) Au lieu des 4n—4 = |I'] é i) de la Proposition
4.9, il est équivalent de n’en exiger que 2n — 2, qui sont deux a deux non conjuguées par
ho, et d’exiger que f soit impaire.

b) Nous avons encore une preuve alternative de la Proposition 4.9. Cette preuve utilise le
résultat suivant qui décrit la forme trés particuliere du relevement dans C d’une application
holomorphe entre deux tores conformes (voir [Mir95, Proposition 1.11, p. 63]) : Soient
Ay, Ay C C deux réseauz. Alors, toute application holomorphe v : C/Ay — C/Ag entre
les tores associés aux deux réseaur est induite par une application p : C — C de la
forme u(z) = az+ B, z € C, ot « est une constante telle que aAy C Ag. De plus, la
constante 3 peut étre prise égale a zéro si et seulement si v(0) = 0. Dans ce cas, v est un
homomorphisme de groupe.

Avant d’énoncer la généralisation du résultat de P. Buser et R. Silhol (Théoreme 4.11) qui
décrit un polynéme dont la courbe algébrique associée est conformément équivalente a la
surface de Riemann hyperelliptique de genre n > 2 associée a un 4n-gone admissible donné,
nous rappelons encore quelques définitions nécessaires. Pour (P,AG, G’; fss, Tas) donnée, A, C

TBs
C est le réseau euclidien engendré par 2 et 273, et Tr, : C — C est la fonction méromorphe
paire A, -périodique définie par

TBs

E ﬁ (w o C2k)2(1 o C2k+2w)2

K w— (R = (B2 C,

T’TBS (Z) = - (
k=0

k
ou ( = exp(mites), w = exp(miz) et K = 4][32, ( 1_1;2)(2),? 1) Rappelons aussi que cette

fonction est normalisée de sorte que 17, (0) =0, T, (1) = 1 et 17, (7ss) = 0.

TBs
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Théoréme 4.11 Soient (P,G,G'; fss, Tas) une uniformisation a la Buser-Silhol d’une sur-
face hyperelliptique de genre n > 2 et Fgg : D — C la fonction méromorphe définie par
FBS — TT s @) st. AZOTS J

1) Fgs est G-équivariante.
1) La surface de Riemann D/G est conformément équivalente a la courbe algébrique C4
associée au polynome A € Clz,y] défini par

Ala,y) =y —a(z - (@ —a) [] (@ - a)

el
Oll‘L CL]_ — FBS(Sj)7 CLrL’ — FBs(mi), 'l e I,/ — {2,3, P ,2n} \ {kT}
i1i) L’application
D — Gy
z — (2(2),y(2)),
ot les fonctions méromorphes G-équivariantes x,y : D — C sont définies par

z(z) = Fys(2),

y(z) = \/FBS(Z)(FBS(Z) — 1)(Fgs(2) — a1) H (Fps(2) — ai)

ie[”
est une paramétrisation uniforme de la courbe algébrique C4.
Preuve. Nous reprenons essentiellement les arguments de la preuve de [BS05b, Proposition

1.4], en les détaillant toutefois quelque peu.

Point i). Par construction, Fgg est paire et G’-équivariante et donc, en particulier, Fygo g1 =
Fys et Fggog, = Fgg. Rappelons que, pour tout ¢ = 1,...,2n, nous avons g; = h;hg = hohonti.
Ainsi, pour tout ¢ € I’, nous avons

FBsgi = FBShOh2n+i = FBsth—i-i = FBs-

Par conséquent, Fyg est G-équivariante.

Point ii). Rappelons que
st(O) =0, st(ml) =1, st(Sl) =1+ 7gs, st(ka) = Tgs-

A présent, remarquons que Fyg est précisément ramifiée au-dessus des points 00,0, 1, aq (les
points de ramification de T, ) et a;, i € {2,3,...,2n}\{k;} (les points de ramification induits
par fgs). Puisque qu’elle est G'-équivariante, la fonction Fgg : D — C est un relévement de
la projection hyperelliptique 7, : D/G — C. Autrement dit, Fzg = 7 o ™ et nous avons le
diagramme commutatif suivant
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Par conséquent, la surface de Riemann D/G est conformément équivalente & la courbe algé-
brique €4 associée au polynome A € C[z,y| de I’énoncé.

Point #ii). Une paramétrisation uniforme de la courbe algébrique €4 s’obtient comme suit.
Nous cherchons une application

D — Gy

z — (2(2),y(2))-

Pour la coordonnée x, nous prenons la fonction méromorphe G-équivariante x : D — C
définie par x = Fgg. Pour la coordonnée y, nous considérons préalablement la fonction Pg :
D — C définie par

Ps(z) = Fps(2)(Fs(2) — 1)(Fps(2) — a1) H (Fes(z) —a;), z€D.
ie[//
Par constuction, Ps est une fonction méromorphe, G-équivariante et paire. Considérons les
ensembles

Ey=GO0UGm UGs; U | Gmy,
iEI//
Ey = Gkaa

E=FEyU Ey,

ou Gz est la G-orbite de z € D. Par construction de Pg, chaque z € Ey est un zéro de Pg
d’ordre 2 et ainsi, chaque z € Eo, est un pole d’ordre 2 - (3 + |I”]) = 4n + 2. Par conséquent,
une racine carrée de Pg peut étre localement définie sur D\ E. Puisque Ps est paire, la conti-
nuation analytique d’une détermination locale d’une racine carrée de Pg le long d’un chemin
quelconque dans D\ E meéne a une fonction holomorphe univaluée dans un voisinage de ce
chemin. Ceci est en particulier valable pour les chemins non homotopes & zéro dans D\ E.
Nous pouvons ainsi définir une fonction racine carrée de Pg, notée \/Pg, qui est univaluée
et holomorphe sur D\ E. Par construction de Pg, la fonction /Ps s’étend en une fonction
méromorphe sur D\ Ey dont les pdles, a savoir les éléments de Eo,, sont tous d’ordre 2n + 1.
De plus, cette fonction v/Ps étant bornée sur tout voisinage pointé V/ =V, \ {z} de z € Ey,
avec V, C D un voisinage ouvert suffisamment petit (p. ex. tel que V. N E = {z}), elle se
prolonge en une fonction holomorphe sur D\ Ey, en posant \/Ps|g, = 0 (Critere de la sin-
gularité artificielle). Nous obtenons ainsi une fonction racine carré définie, méromorphe et
G-équivariante sur D. Finalement, pour la coordonnée y de la paramétrisation uniforme de
C4, nous prenons la fonction méromorphe G-équivariante y : D — C définie par y = \/Ps.
Le théoréme est ainsi démontré. [

4.2 Exemples d’uniformisation numérique en genre 3

Dans cette section, nous présentons deux exemples numériques dont I'uniformisation conforme
est connue.
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Etant donnée une uniformisation & la Buser-Silhol (P,G, G’ ; Tgs, frs) de la surface hyperel-
liptique de genre trois ID/G, nous calculons une approximation (7, pM) de (7gs, fss), avec
™M e Cet pM ¢ 73121;1; 1 ainsi que des approximations ap, s, as, a4, a5 € C des coefficients
ai, a9, as, a4, as du polyndéme

Alz,y) =y — z(z — 1)(z — a1)(z — az)(z — a3)(z — as)(z — as),

de sorte que la courbe algébrique associée € 4 soit conformément équivalente a D/G. Rappelons
que les coefficients ay, as, as, as, as appartiennent a C\ {0, 1,00} et sont deux a deux distincts.

Les approximations numériques ci-dessous sont basées sur 6/ = 600 points et n = 200 fonc-
tions de base.

Exemple 1

Nous considérons 1'uniformisation (P1, Gy, G}; Tes, fas) de la surface hyperelliptique de genre
trois D/Gy lorsque le polygone admissible P; est le dodécagone régulier et que les deux
éléments hyperboliques entrant dans la définition du groupe auxiliaire d’isométries G} sont
g1, 9 = g4. Il est alors connu que

Tes = 1,
ap =2,
ag =1+ %3,
az =1+ /3,
a4:1—\/§i,

a5:1—§i.

Le polygone admissible P; et son image pM(P;) sont illustrés dans la Figure 4.3. Les ap-
proximations numériques obtenues sont excellentes et sont donnnées dans la Table 4.4 et la
valeur absolue des coefficients de pT]‘f est représentée graphiquement dans la Figure 4.5. Le
polygone admissible n’étant pas mal conditionné numériquement, nous nous attendions a une
telle qualité de nos approximations.

Exemple 2

Nous considérons 1'uniformisation (Pa, G2, Gh; Tgs, fas) de la surface hyperelliptique de genre
3 D/Gs dont le groupe d’automorphismes est isomorphe au groupe Dg, lorsque les deux
éléments hyperboliques entrant dans la définition du groupe auxiliaire d’isométries G sont
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S

FIGURE 4.3. Dodécagone régulier P; C D et son image pM(Py) C C.

TABLE 4.4. Approzimations basées sur le polygone Py et le groupe auziliaire GY.

M | —2.05590431013067950 x 10~ + 0.99999999996464328 i
ar | 1.99999999985 + 8.99844487209 x 107114

az | 1.00000000002 + 0.577350269147¢

az | 1.00000000001 + 1.73205080757%

as | 0.999999999912 — 1.73205080766 ¢

as | 0.999999999993 — 0.577350269201 4

RN | 5.57563740340 x 10~ 11

g1, 9r = ga. 11 est alors connu que

Tps = —1 + 1,
ar = —1,

as = —1-+v2,
a3:—3—2\/§,
a4:3—|—2\/§,
a5:1+\/§.

Notons que la courbe algébrique associée a D/Gy est dans la méme classe conforme que
la courbe algébrique associée & I’équation y?> = z® — 1. Le polygone admissible Py et son
image pM(Py) sont illustrés dans la Figure 4.6. Les approximations numériques obtenues
sont donnnées dans la Table 4.7, et la valeur absolue des coefficients de pT]‘f est représentée
graphiquement dans la Figure 4.8.
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FIGURE 4.5. Graphique de la valeur absolue des coefficients du polynome d’approxi-
mation pM (pour Py, GY).

cC.

FIGURE 4.6. Polygone Py C D et son image p (Py)

TABLE 4.7. Approzimations basées sur le polygone P avec le groupe auziliaire GY.

M

a

az

as

a4

as

RN

—0.998993936830 — 0.0000669314363203 ¢
—2.41253556461 + 0.000687392543147¢
—5.82494495090 + 0.00182804362172 1
5.82574055486 — 0.00187754216600 %
2.41333906641 — 0.000741012972728 %
0.0000000314143397292

—1.00001531470242844 + 0.999770074216569826 ¢
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FIGURE 4.8. Graphique de la valeur absolue des coefficients du polynome d’approxi-

mation pM pour Po, GY.






Chapitre 5

Méthode d’uniformisation via
décomposition du polygone
admissible

Soit (P, G, G’; Tgs, fzs) une uniformisation a la Buser-Silhol d’une surface de Riemann hyper-
elliptique de genre n > 2. En général, le 4n-gone admissible P est mal conditionné numérique-
ment, i.e. possede plusieurs sommets de valeur absolue supérieure a 0.99. Afin de remédier,
du moins partiellement, & certains des problémes numériques pouvant limiter la vitesse de
convergence des approximations de g, fgs, tel le phénomeéne de crowding, nous avons déve-
loppé une méthode de décomposition du polygone admissible, couplée avec une adaptation
de la méthode d’uniformisation de Buser-Silhol. Dans la Section 5.1, nous décrivons notre
méthode de décomposition et I’adaptation en conséquence de la méthode d’uniformisation
de Buser-Silhol. Dans la Section 5.2, nous traitons un exemple d’octogone mal conditionné
numériquement a l’aide de notre méthode de décompositon en deux et trois domaines.

5.1 Cadre théorique de la méthode

Soit (P, G, G’; Tgs, fzs) une uniformisation a la Buser-Silhol d’une surface de Riemann hyper-
elliptique de genre n > 2 tel que le 4n-gone admissible P est mal conditionné numériquement.

Notre méthode est constituée de deux étapes principales : la décomposition du polygone P en
plusieurs polygones hyperboliques et le calcul d’approximations de 75 et d’approximations
non polynomiales de fgs.

Tout d’abord, nous décomposons le polygone P en une famille {Q; fil de polygones hyper-
boliques ayant chacun approximativement le méme diametre hyperbolique. Le diametre est
choisi de sorte que les polygones Q;, une fois ramenés au centre de D a ’aide d’une isomé-
trie hyperbolique, ne soient pas mal conditionnés numériquement. Pour chaque i = 1,..., N,
nous choisissons alors un point ¢; € Q; de sorte que le polygone centré g.,(Q;) n’est pas mal
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conditionné numériquement, ou g., : D — D l'isométrie hyperbolique définie par

zZ— C;

9e: (2) , z2€D.

C1-7z
Ensuite, sur chaque polygone centré g.,(Q;), nous calculons une approximation polynomial p
de la fonction holomorphe f; = fgs o g L. D — C, a 'aide d’une adaptation de la méthode
d’approximation de Buser-Silhol. La fonction p o g. nous donne alors une approximation non
polynomiale de fgs. Le fait d’approcher fzs par p o g. permet de réduire 'apparition du phé-
nomene de crowding au voisinage de P (voir par exemple [DV98]). De plus, puisque fzs o g. "
admet un développement en série de Taylor en 0 € D, la convergence des approximations po g,
devrait - nous utilisons le conditionnel car cette convergence dépend de la démonstration de
la Conjecture 3.52 - étre meilleure, au voisinage de P qu’une approximation polynomiale du
développement en série de Taylor de fig en 0, si 0 est choisi suffisamment petit. Notre méthode
a pour but de réduire le résidu normalisé RN (dont la définition est étendue ci-apres) et de
stabiliser (7.e. réduire leur taille) les coefficients des polynémes d’approximation des f; afin
d’améliorer la qualité des approximations de (7gs, fgs) €t, par suite, la qualité de 'approxima-
tion des coefficients aq, a9, ..., ao,11 € C caractérisant une courbe algébrique conformément
équivalente a la surface de Riemann hyperelliptique /G de genre n > 2.

Mentionnons encore que notre méthode approche simultanément les fonctions fi,..., fxy via
certaines équations fonctionnnelles, a savoir des relations de périodicité (couplées et non cou-
plées) ainsi que des conditions de recollement couplant les fonctions f;, f; si leurs polygones
Q;, Q; sont contigus.

Soient ¢ € D et k; € {2,...,2n}. Nous définissons les fonctions biholomorphes sur D suivantes
Jle=9c0g100; et gre=gcogr 09,
et pour tout j € I' ={1,2,...,4n} \ {1, k-,2n + 1,2n + k, },
hjec=gcohjco gc_l.

Lemme 5.1 Soit (P,G,G';Tss, fus) une uniformisation da la Buser-Silhol d’une surface de
Riemann hyperelliptique de genre n > 2 et ¢ € D. S’il existe une fonction holomorphe f :
9c(U) — C, avec U un voisinage ouvert de l’adhérence de O, et un nombre compleze T € C
vérifiant les conditions suivantes :

i) f(9c(0)) = f(=¢) =0,
i) fogie=f+2,
ii) fogre=f+21,
) fohi.=f pouriel
alors f o g|lu = fes|lu et T = Tes.

Preuve. Puisque la fonction f o g. vérifie les conditions de la Proposition 4.9, nous avons
fogelu = faslu et 7 = 7gs. D’ott le lemme. O

A présent, nous décrivons plus précisément notre méthode d’uniformisation via décomposition
du polygone admissible dans le cas ou le polygone admissible est un octogone (n = 2) et la
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décomposition se fait en deux domaines. Nos arguments restent, néanmoins, les mémes pour
les 4n-gones admissible avec n > 2.

Soient (O, G, G’; Tgs, fzs) une uniformisation a la Buser-Silhol d’une surface de Riemann hy-
perelliptique de genre 2. Considérons les polygones hyperboliques Q1, Qo caractérisés par

Q]_ U QQ - Oa Q]_ N QQ :}m37m7[h7 Ql = _Q27 Ql 2> ms,
des points ¢; € Q1, co € Qs et les arcs géodésiques suivants
11 = [m3, mz]p, Y2 = Ger ([54,85]n), 13 = Ger ([S5,86]n), V4 = gei ([s6, m7]1),

Y5 = Ger ([83,84]n), V6 = gen ([51582]0), V7 = geo([m7,57]0), 78 = Gen ([57, 58]n)-

La situation est illustrée dans la Figure 5.1.

FIGURE 5.1. Décomposition d’un octogone en deur domaines avec co = —cq.

Notre méthode d’approximation via la décomposition en deux domaines repose sur le lemme
suivant.

Lemme 5.2 Soient (O,G, G'; s, fas) une uniformisation a la Buser-Silhol d’une surface de
Riemann hyperelliptique de genre 2 et ¢; € Q;, t = 1,2. Supposons qu’il existe deuzx fonctions
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holomorphes f; : gc;(U) — C, avec U un voisinage ouvert de O, i = 1,2, et un nombre 7 € C
tels que les conditions suivantes soient vérifiées :

Conditions de base sur f1 et fo :
i) fi(9e,(0)) =0, i =1,2,
Condition de recollement de fi et fo :
i) f10gey = f20ge, sUT Y1,
Relation de périodicité couplant f1 et fo :
iii) foogr = f1+2 sur vy,
Relations de périodicité de f1 :
) fiohe1 = f1 survs,
v) fiogsy = fi+21 sur vy,
vi) fiohay = f1 sur s,
Relations de périodicité de fa :
vii) f20ha2 = fo sur e,
viii) fa0g32 = fa+ 21 sur -z,
iz) faohsa = f2 survs.
Alors, T = Tgs €t fioge,|lu = fosly, i = 1,2.

Preuve. Notons tout d’abord que la condition de recollement est vérifiée sur U tout en entier
(Principe d’identité des fonctions holomorphes). La fonction f; vérifie encore les trois relations
de périodicité suivantes :

i)

D) _ -
fiogii=fi0gao0g109." = faogmoqiogy, =faod = fi+2,

Ve

—1 %) - - ) —1 %)
frohay = froge ohzogy! = froge,0hzogyl = faohazoge, 000" = f209e, 09, = fu,
floh&l:---:fl-

Par le Lemme 5.1, nous avons ainsi 7 = g et f1 0 g, | = fas|y. La démonstration pour fo
est similaire et le lemme s’ensuit. [

Remarque 5.3 Dans le cas ¢; = —ca = ¢ € 9y, il découle de la condition de recollement %)
que fi = faoh_¢, olt hy, : D — D est le demi-tour (hyperbolique) autour de zp € D.

A présent, soit § > 0 et D = N3(O) le d-voisinage de l'octogone O. Nous définissons les
espaces suivants :

LAD) = {f € L*(9¢(D)) | f(9c(0)) = f(~¢) = 0},
Pe =A{p € P"[p(ge(0)) = p(—c) = 0},

X.=Cx L2 /(D) x L%/(D).
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Notons I' = L. . .Lyg la réunion disjointes des arcs «; définis plus haut. Soient o = {oM} M>1,
ot oM = {7 k} L1 }3_1 est une subdivision conforme de I' & 8M points, et RN,
R, la fonctlonnelle définie par

coM P Xe —

RNZ (7, ) = Z{\f Jer (200)) = F(gea (A1) + 1 (G1.(22%)) — f (=20

) )

+\f(h6,1(2:%)) FERP + 1f (93,1 (=1%)) — f(22%) — 27

1

+ 1 (hap(z5) = (220 P 4 | (h22(285%)) — f )1

) )

+1F(g32(27%)) = F20) 1P + 1 F(hs2(28)) — Flzs0) )

)

avec (7, f, f) € Xe.

En reprenant la méme démarche et les mémes arguments que ceux développés dans le Section
3.4, nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 5.4 Pour chaque entier n > 1, il existe un entier M,, et une suite
M M M
{(Tn apl,nap2,n)}M2Mn cCx Pgl X Pg;

tels que, pour tout entier M > M,,, I’élément (7™, p}! ‘> D2 n) vérifie

RN, ,u (Ty,p{\{n,pé\{n) = min{ RN, ,u (7,p1,p2) | (T,01,p2) € C X Py x P2 }.

Conjecture 5.5 Soit {(1;",p1"n,pam)n>1 C X une suite vérifiant, pour tout n > 1,
My, > My,
(T s Pam) € C X Poy X Pey,y
RN mn (Tﬁ"”,pfg,pg’?g) = min { RNgmn (1,p1,p2) | (T,p1,p2) € Cx PL X P} .

Alors, la suite {1, }n>1 converge vers Tgs et, pour tout entier k > 0, la suite de polynomes

{p;f;f(k)}nzl converge vers (fas ogc_il)(k) uniformément localement dans g,(Q;), pouri =1,2.

Remarque 5.6

a) La démonstration de la Conjecture 5.5 repose essentiellement sur la Conjecture 3.52 (et le
Théoreme 3.71).

b) Au vu de la preuve du Lemme 5.1 qui illustre la transmission des relations de périodicité
par les conditions de recollement et au vu du Lemme 5.2, la méthode d’approximation
via la décomposition de l'octogone en deux domaines présentée ci-dessus se généralise a
N domaines comme suit : soit {Qi}i]\il C O une famille de polygones hyperboliques telle
que Uz—l Q; = O, l'intersection Q; N Q; pour tout ¢ # j est soit vide, soit un sommet ou
un coté commun aux deux polygones, et soit {cl} ~1 C O un ensemble de points tel que
chaque ¢; appartient & D'intérieur de Q;. Alors, 'ensemble de fonctions {f; = fuso go' }Yy
est caractérisé par ’ensemble des conditions suivantes :
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i) les conditions de base f;(g.,(0)) =0,
ii) les conditions de recollement f;o g., = f; o ge;» © # J, si lintersection Q; N Q; est un
cOté commun aux deux polygones,
iii) les relations de périodicité couplant f; et f;, i # j, si Q; et Q; ont des points identifiés
par gi, g3, h27 h47 h67 h87
iv) les relations de périodicité pour f; si Q; a des points identifiés par g1, g3, ho, hq, hg, hs.
¢) La méthode de décomposition se généralise aux 4n-gones admissibles mal conditionné
numériquement, n > 2.

5.2 Exemples d’uniformisation numérique via décomposition

Nous considérons I'uniformisation (O, G, G’; g, fas) avec O octogone de paramétres de
Fenchel-Nielsen (2+/5,0, %, i, 2+/5,0) obtenu via la décomposition de type Octo2. Les deux
éléments hyperboliques entrant dans la définition du groupe auxiliaire G’ sont ¢, et g, = g3.
Nous avons les valeurs absolues des sommets de O suivantes

|s1] = 0.99802634702, |s2| = 0.70190340283, |s3| = 0.79656261821, |s4| = 0.97669272951.

Puisque [s1] > 0.99, I'octogone O est mal conditionné numériquement. L’octogone O est illus-
tré dans la Figure 5.2.

FI1GURE 5.2. Octogone admissible O C D.
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Nous avons calculé, avec M = 100 points (par arc) :

D1. Une approximation sans décomposition avec n = 200 fonctions base, i.e. avec une ap-
proximation polynomiale de fzg de degré 2n — 1 = 399.

D2. Une approximation via décomposition de 'octogone en 2 domaines (voir Figure 5.3) avec
n = 400 fonctions de base, i.e. avec une approximation polynomiale de fgg 0 gc_l_1 de degré
n = 400, i = 1, 2. Nous avons pris le milieu hyperbolique du segment [0, m5];, pour ¢; = —cs.

D3. Une approximation via décomposition de 'octogone en 3 domaines (voir Figure 5.4)
avec n = 400 fonctions de base, i.e. avec une approximation polynomiale de fzg o g, L de
degré n = 400, ¢ = 1,2,3. Nous avons pris, pour ¢; = —c3, le milieu hyperbolique du seg-
ment hyperbolique d’extrémités mj et le milieu hyperbolique du segment [ss, s¢]p, et ca = 0.

Nos résultats numériques sont présentés dans les tables ci-dessous. Il est en particulier in-
téressant de constater que ’approximation des coefficients a1, as, ag sans décomposition de
I’octogone sont excellentes sauf pour le coefficient a; qui est 'image du sommets mal condi-
tionné sj.

FIGURE 5.3. Décomposition de l’octogone en 2 domaines.



FIGURE 5.4. Décomposition de l’octogone en 3 domaines.

TABLE 5.5. Approximations de ai,as,as.

aj

az

as

D1
D2
D3

1.3376380300 4 0.41535774633 ¢
1.1141922727 4 0.33629371832¢
1.1141922723 4 0.33629371757¢

0.93768527700 4 0.0072901939973 ¢
0.93767237051 4 0.0072979797424 1
0.93767237057 + 0.0072979797835 ¢

0.87867756244 + 0.15345438778 %
0.87867539410 4 0.15344581862 %
0.87867539402 + 0.15344581856 %

TABLE 5.6. Résidus normalisés et approrimations de Tgg.

RN

i

D1
D2
D3

0.000811666286546057232
1.31934395880899193 x 1011
1.32592686119657418 x 10~ 11

—0.211203750223653591 + 0.750071079885001546 %
—0.211201375504448591 + 0.750071503530920114 ¢
—0.211201375407580744 + 0.750071503109388082 %




TABLE 5.7. Approxzimations des invariants d’Igusa de C.

I,

)

D1
D2
D3

2821990.5162 + 1815339.1453 %
—366676.27232 + 70653.932314 %
—366676.26668 + 70653.929650 4

—468858.60523 4+ 10867505.880 %
—940559.96599 — 594767.16636 ¢
—940559.95816 — 594767.16066 ¢

I3

1y

D1
D2
D3

68438538.813 + 146132694.96 ¢
—1174068.1347 — 1102271.8121 ¢
—1174068.1299 — 1102271.7813 %

—635115303.50 + 761260499.08 7
90541.616751 + 149512.01607 %
90541.625889 + 149512.02286 ¢







Chapitre 6

Commentaires et perspectives de
recherche

Les sujets pour lesquels nous avons actuellement beaucoup d’intérét et auxquels nous pré-
voyons d’étendre nos recherches sont principalement en relation avec le probléme de 1'unifor-
misation des surfaces de Riemann hyperelliptiques et avec la géométrie des surfaces hyperbo-
liques.

6.1 Sur la Conjecture 3.52

Au moment d’écrire ces lignes, la Conjecture 3.52 n’a pas encore pu étre démontrée, bien
qu’un certain nombre d’éléments suggere sa véracité mathématique ainsi que sa démonstra-
tion.

Rappelons que la Conjecture 3.52 affirme essentiellement que la suite {T}; }n>1 converge vers
Tps €t que la suite {pg}nzl converge vers fgg uniformément localement dans O. Notons qu’il
n’y est pas fait mention de la convergence de la suite {pL},,>1 sur 90O, le bord de O. Néan-
moins, comme déja mentionné dans la Remarque 3.53, cette convergence semble devoir étre
suffisamment bonne car, hormis 0, les préimages dans O des points de Weierstrass de la sur-
face hyperelliptique D/G de genre 2 appartiennent a 0O.

Un probleme préalable a la démonstration de la Conjecture 3.52 est sa formulation, en parti-

culier I'espace auquel appartient la suite {p}, },>1, & savoir L?mp(f?). Un meilleur espace pour

I’étude du processus de minimisation de norme sur des arcs - les arcs de I' - semble étre le
suivant

imp

A2 (00) = {f 0 —C ’ f continue, impaire, f|o holomorphe et / |f(2)*dz| < oo}.
00

Muni du produit scalaire (.,.)s0 : Ai?mp(a(’)) x A2 _(00) — C défini par

imp

(f,9)00 = /8 FEIENEL fig € A,00),

2ap(00) est un espace préhilbertien (voir par exemple [Hen86, Section 18.4]). Nous
2
imp

I'espace A

notons |.|go la norme induite. Par suite, lespace X = C x A2, (A0) muni du produit scalaire



142 COMMENTAIRES ET PERSPECTIVES DE RECHERCHE

(., >)~( = (,,.)c + (., )a0 est un espace préhilbertien.
Comme conséquence immédiate de la Formule intégrale de Cauchy, nous obtenons une version
similaire au Lemme fondamental, comme suit.

Lemme 6.1 Soient f € A2 (00), z € O et deye(z,00) la distance euclidienne de z au

imp
bord de O. Alors )

V27 deyel (2, 00)

Corollaire 6.2 Soient {f,}n>1 C A%,,(00) et f € A2, (0O) telles que

mp imp

If(2)] < |flao-

lim |, — floo = 0.
n—oo
Alors, la suite {fy,}n>1 converge vers f uniformément localement dans O.

Notons que nous ne pouvons pas étendre la convergence uniforme du corollaire & O.
Par le Théoréme 2.2, il existe alors une unique suite {(7,X, pX ) }p>1 C X telle que

pX e P,

imp
(75, 22) = (s fos)l g = min {[(7,) = (s, fus)| 5 | (m,p) € C x PEY

Nous souhaiterions alors comparer les quantités suivantes

[ (7, pn) = (2,0,0,0) [0, (73, %) — (Tess fos) | 5

[0 (75 p0) = (2,0,0,0)[r, (7, p) = (7os, fus) 55
afin de pouvoir démontrer que

: r . r
nh_{{.lo |7, Pn) — (71357st)“3( = 0.

Au vu du Corollaire 6.2, la Conjecture 3.52 serait alors démontrée.

6.2 Aspects numériques de la méthode d’approximation de
Buser-Silhol

Une fois démontrée la Conjecture 3.52, il serait intéressant d’obtenir des résultats sur la vi-
tesse de convergence des approximations polynomiales de fgs.

Un facteur réduisant, a priori, la vitesse de convergence des approximations polynomiales de
maniere générale, mais en particulier lorsque le 4n-gone admissible P est mal conditionné
numériquement, semble étre le choix des monémes 1, z, 22, ..., 2" comme base de I'espace des
polyndémes de degré au plus n. L’expérience dans le domaine de I'approximation numérique
d’applications conformes montre que ce choix est trés souvent mauvais (voir par exemple
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[Dri]). 1l serait donc intéressant de mener des expérimentations numériques avec d’autres
classes de polyndmes de base (p. ex. les polynémes de Chebyshev), voire avec d’autres classes
de fonctions plus & méme de capturer la géométrie du disque de Poincaré.

Afin d’améliorer la vitesse de convergence des approximations d’une part, et de limiter le phé-
nomene de crowding d’autre part, nous avons développé une méthode de décomposition de
4n-gones admissibles et adapté en conséquence la méthode d’approximation de Buser-Silhol
(Chapitre 5). Il serait intéressant d’automatiser cette méthode de décomposition de sorte que,
par exemple, le nombre de sous-domaines de la décomposition de 4n-gones admissibles croisse
avec le mauvais conditionnement du 4n-gone donné. Un travail préalable semble devoir étre de
définir une mesure du mauvais conditionnement numérique (moins arbitraire que le critére du
0.99) et de développer un algorithme permettant d’améliorer le conditionnement numérique
d’un 4n-gone admissible pour la méthode d’uniformisation de Buser-Silhol, i.e. permettant
de faire un choix numériquement judicieux de g1, g;.

Pour remédier au phénomene de crowding, une autre approche serait d’essayer d’utiliser,
moyennant une certaine adaptation, la méthode numérique développée par L. Banjai (voir
[Ban03], [Ban08]). Cette méthode a été développée pour le calcul d’application conforme d’un
domaine polygonal ayant de multiples regions allongées, et donc fortement sujette au crow-
ding, dans un domaine canonique, comme le disque unité, sans devoir recourir & une méthode
de décomposition du polygone.

6.3 Domaines canoniques

1l serait intéressant d’adapter la méthode d’approximation de Buser-Silhol afin que I’on puisse
lui donner comme input, par exemple, des surfaces a petits carreaux sur lesquels travaille R.
Silhol et des surfaces données via le formalisme point-matrice développé par A. Aigon-Dupuy,
P. Buser et K.-D. Semmler dans [ADBS05] (voir en particulier les Sections 6.4, 6.5 et le
Théoréeme 6.17 qui devrait se généraliser sans probléme aux 4n-gones admissibles) avec lequel
travaillent actuellement K.-D. Semmler et A. Arnold.

D’une maniere plus générale, il serait intéressant et utile de trouver, pour la donnée d’une
surface hyperbolique, une bonne notion de domaine canonique devant faciliter quelque peu la
lecture du groupe d’automorphisme de la surface ainsi que la résolution des deux problémes
que sont celui de 'uniformisation et celui de la détermination si deux surfaces hyperboliques,
données par deux polygones fondamentaux, sont isométriques ou non. Le formalisme point-
matrice est peut-étre une piste.
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6.4 Dérivée schwarzienne et fonction uniformisante

Soit €4 une courbe algébrique hyperelliptique, comme définie dans le Chapitre 1. Dans
[Wag01], M. Wagner, suivant une approche classique développée par Henri Poincaré, construit
une fonction méromorphe S : C — Ca partir de la dérivée schwarzienne des inverses locaux
de la fonction uniformisante 7 : D — C. L’expression de S est explicite avec, toutefois, des
parametres inconnus, les paramétres accessoires. Hormis une dépendance analytique (réelle),
peu de choses sont connues sur ces parametres accessoires. En particulier, leur interprétation
géométrique n’est actuellement pas connue.

Puisque la fonction uniformisante 7 ne differe de la fonction uniformisante Fpg = 1%, o fis :
D— C provenant de la méthode d’uniformisation de Buser-Silhol que par une transforma-
tion de Mobius, il serait des alors intéressant d’étudier le lien entre S et 7gg, fos (ainsi que
leurs approximations) et, en particulier, d’obtenir des estimations qualitatives a priori des
coefficients de Taylor de fzs. Par exemple, ces coefficients sont-il bornés ?

De plus, nous pourrions essayer d’estimer et étudier le comportement des parametres acces-
soires apparaissant dans cette approche. Pourrions-nous ainsi obtenir une certaine interpré-
tation géométrique des parametres accessoires ?

6.5 Module conforme de quadrilateres

Rappelons brievement la notion de module conforme d’un quadrilatere. Un domaine de Jor-
dan @ C C avec quatre points marqués consécutifs a, b, ¢, d € 9Q est appelé un quadrilatére et
est noté (Q;a,b,c,d). Le Riemann Mapping Theorem implique qu’il existe un unique nombre
réel h > 0 et une unique application conforme de ) sur le rectangle R, = {z +iy € C|z €
10,1[, y €]0, h[} qui envoie les points a, b, c,d sur 0,1,1 + ih, ih respectivement. Le nombre h
est appelé le module conforme du quadrilatere (Q;a, b, c,d).

A présent, soient P un 4n-gone admissible P et (P,G,G’; Tgs, fzs) une uniformisation a la
Buser-Silhol. Le nombre 735 € H joue un rdle central dans la méthode d’uniformisation de
Buser-Silhol et, tout comme fgg, ce parameétre accessoire est inconnu. Dans la méthode d’ap-
proximation de Buser-Silhol, ce parametre est estimé en le posant simplement comme une
inconnue dans le systeme linéaire surdéterminé décrit au Chapitre 1 (Table 1.4, page 21).
Toutefois, au vu du role crucial que joue Tz5 dans ce processus d’uniformisation, il semble
justifié de vouloir I’étudier ou I'estimer de maniere indépendante.

Basée sur la notion de module conforme de quadrilatéres ayant pour domaine le 4n-gone
P, notre idée est d’obtenir des informations a priori sur |7gs|,arg(7ss). Nous remarquons
que Tpg est fortement lié & la géométrie de fgg(P) (cf. Théoreme 4.5) et, au vu des symé-
tries de fgs, la géométrie fps(P) est fortement liée a celle du parallélogramme de sommets
1—7gs, 14755, — 14755, — 1 —7gs. De plus, fgs étant une application conforme dans P, le module
conforme d’'un quadrilatere (P;a, b, c,d), avec a,b,c,d € OP, est égal au module conforme du

quadrilatere (fas(P); fas(a), fas(b), fas(c), fas(d)).
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Une étape intermédiaire de notre approche est I’étude de la famille de parallélogrammes de
sommets 0,1,1 + x + iy, x + 4y, paramétrisée par x,y € R}, de module conforme constant.
La quantité |z + iy| en fonction de arg(z + iy) €]0, 5[ est étudiée en particulier.

, 5] — Ry telle que

soit de module conforme

Lemme 6.3 Pour tout réel h > 0, il existe une unique fonction Ay, :]0
la famille de parallélogramme de sommets 0,1,1 + \p,(0)e®, A\, (0)e®
constant égal a h. De plus, Ay, est continue, \p(5) = h et

- st h <1, A\, est une fonction décroissante,

— st h =1, A\, est la fonction constante égale d 1,

- st h > 1, Ay est une fonction croissante.

La démonstration de ce résultat utilise des applications de Schwarz-Christoffel (voir par
exemple [DT02]) et des changements de variable judicieux dans des intégrales impliquées,
sauf pour le cas h = 1 qui est établi pour des raisons de symétrie. Nous conjecturons que
limg_o Ap(f) = 1 quel que soit h > 0, que A, est concave si h < 1 et convexe si h > 1,
ainsi qu'une dépendance analytique réelle de A\, par rapport a h. Un note sur ce travail de
recherche est en préparation [Aub].

L’étude de cette fonction de longueur A\ sur des familles de parallélogrammes euclidiens ini-
tie, peut-étre, une méthode d’approximation alternative de 7z5. Nous allons étudier le lien
entre 7gg et le module conforme de quadrilateres dont les domaines sont le 4n-gone admissible
P. En particulier, nous recherchons une éventuelle caractérisation du 4n-gone admissible P
donné a ’aide du module conforme de quadrilatéres dont il est le domaine.

Notre motivation pour cette étude vient aussi des observations effectuées lors de nos expéri-
mentations numériques. En particulier, lors du calcul d’approximations de familles {(7tg, fis)}+
associées & une famille de 4n-gones admissibles {P;}; qui est continue par rapport un para-
metre réel ¢ (i.e. les sommets de P! sont des fonctions continues en t), nous avons observé
certains phénoménes de monotonie liant des quantités dans D et leur image, par fgs, dans
C, parmi lesquelles : les valeurs absolues {|mj,_|}; et les valeurs absolues {|7s|}¢, les angles
{£(mf{0om], )}; et les angles {arg(rlg)}; ou encore les longueurs euclidiennes de cotés de P?
(avec i € I') {leya([st, st 1]n}e et les longueurs de slits {Ceuer(fLs([sh, stii]n)) }e-

Finalement, mentionnons encore que 1’étude de la fonction )\, se veut aussi un peu dans
I’esprit des expérimentations computationnelles sur le module conforme de quadrilatéres po-
lygonaux que A. Rasila et M. Vuorinen ont effectué (cf. [RV06], [RV07]).

6.6 Développement d’applications informatiques

L’idée est de développer des applications informatiques utilisant C++/Fortran et des lan-
gages de plus haut niveau afin d’effectuer des expérimentations numériques sur les surfaces
de Riemann, en particulier relatives a : des polygones hyperboliques fondamentaux pour des
surfaces de Riemann hyperelliptiques, la méthode d’uniformisation de Buser-Silhol (et sa gé-
néralisation aux surfaces de Riemann hyperelliptiques de genre supérieur a 2), des méthodes



146 COMMENTAIRES ET PERSPECTIVES DE RECHERCHE

de décomposition de polygones fondamentaux hyperboliques et le module conforme de paral-
lélogrammes. L’objectif est de rendre ces applications librement accessibles aux chercheurs et
étudiants des Universités afin de mener des expérimentations.

Mentionnons qu’un certain nombre de formules computationnelles ont déja été développées,
par exemple dans [BS96], [ADBC'05] et [ADBS05].
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