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Notations

Nous ferons les conventions suivantes
e A(n) désigne la fonction de Von Mangolt,
e w(n) est le nombre de facteurs premiers distincts de 'entier n,
e ¢(.) désigne la fonction exp(2i7.),
e pour 7,5 deux entiers (7, s) est leur plus grand diviseur commun,
e si (r,s) =1 on note 7 I'inverse de r modulo s,
e si x est un entier on note 7,(n) =Yg, 4.—n 1, €t T(n) = T2(n),
e n ~ N signifie N <n < 2N,

e si (\,,) est une suite finie de complexes on note |[A(M)|| := (X,<m Am]?)"?

sa norme L? | et de méme [A(M)] :=>,,<ps |Am| sa norme L,
e pour i entier positif > 0, sym;(#) désigne la fonction sin((i + 1))/ sin 6,

e La lettre € est une commodité de notation pour désigner un réel positif suffi-
sament petit, dont la valeur peut varier d’une ligne a 1’autre.

e La lettre €, en revanche, est une variable “fixe”.

e Dans toute la suite, la lettre p indicée ou non, sera réservée pour la désignation
d’un nombre premier.
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1 Introduction

Pour [,m,q > 1 des entiers, on désigne par S(l,m;q) la somme de Kloosterman

Kil,mg) = ¥ o2tk

kmodq q
(k,q)=1

Rappelons que c’est un réel non nul et pour (Im,q) = 1 on définit 'argument 8, ,,
par la formule:

KI(l,m;
08 Oy im = M;

' w(q) \/g

La majoration de Weil implique que 0 ,,, est un réel bien défini modulo 7. Rappelons
que la conjecture de Sato-Tate prédit I’équirépartition sur [0, 7] des argument 6, ,,
relativement a la mesure de Sato-Tate,

2
psr(0) == = sin® 0d6,
T

a m fixé et p décrivant ’ensemble des nombres premiers. Dans [Mi], nous expliquions
comment les Théoremes de Deligne sur les Conjectures de Weil (duement complétés
par ceux de Katz), mélés a des arguments de crible donnaient des éléments sur la
répartition des arguments 0,,,, » quand p; et py décrivent I’ensembles de nombres
premiers. Ici nous développons une autre approche, plus analytique. Dans un
premier temps nous traitons du probleme suivant qui est un affaiblissement de la
conjecture de Sato-Tate:

Probleme. — Trouver un o < 1 le plus petit possible tel que, pour toute suite
de nombres complexes (\,,) on ait, pour tout k entier non nul,

Do Am 2 symy(fpm) = or(||AMP)]]

1<m< P p<P
(p,m)=1

P1+a/2
log P

).



Comme les fonction sym,, 6 forment une base orthonormale, pour [0, 7] muni de la
mesure (157, on voit que pour o = 0, on retrouve la conjecture de Sato-Tate. D’autre
part, si (A,,) est la suite constante égale a 1, le probleme admet pour solution tout
a > 1/2 (c’est une conséquence de la Proposition 2.8 de [Mi] rappelée au Lemme

2.8).

Dans cet article, ce probleme ne sera résolu que pour le premier "moment” k = 1:
on montrera dans la section 3 le

Théoréme 1.1 . — Soient o et 3 des réels tels que 16/17 < B < 1 et 1/203 <
a < 1/32(1 = ). Soit (A\,,) une suite le complezxes vérifiant pour tout € positif,

IAM)| > MPP=A(M)].

Alors, pour tout € > 0 assez petit, on a

Ki(1,m; _
S o, RULmR) e P
1<m<Pe (pS;'il 2\/23

La condition imposée a la suite ()\,,) signifie que cette derniere est assez bien répartie,
et elle est vérifiée par toute fonction caractéristique d’une suite d’entiers assez dense.
La valeur a = % apparait une fois encore comme une barriere, qu’il est possible de
franchir au prix de quelques concessions: par exemple, remplacant la variable p par
un nombre presque premier. On peut jouer avec le crible pour détecter des entiers
avec peu de facteurs premiers; ainsi le Théoreme 1.1 admet la variante suivante

(qu'on ne démontrera pas):

Variante. — Soient a et 0, deux constantes vérifiant

0<0< -, etl/3+0<a<l

=

et (Am) des nombres complexes, on a

Kl(1,m;n .
S oAy KL e e
mSPO‘ nSP‘9 \/ﬁ
P/ [n—p’>P0
(n,m)=1
pour tout € assez petit.
Remarque. — Notons — et ¢’est un peu décevant — que le terme 2 est absent

du dénominateur dans I’expression précédante, ainsi, quand n a beaucoup de facteurs
premiers, les termes KI(1,m;n), sont sommés avec un poids trop important.



Pour montrer ces deux théoremes, on a recours a des identités combinatoires
de type crible, ou encore l'identité de Heath-Brown sur les nombres premiers. De
telles identités ont déja étés utilisées avec succes par Patterson et Heath-Brown
[H-B-P] pour le probléeme de I’équidistribution des sommes de Gauss cubiques, et
beaucoup plus recemment par Duke, Friedlander et Iwaniec, qui ont pu démontrer
"équidistribution uniforme des arguments des sommes de Salié ([D-F-1]). Grace a
ces identités, on se ramene a majorer des sommes de type I et de type II; Pour
traiter les sommes de type I, on doit considérer (pour le premier moment au moins)
des expressions de la forme
(1) 3 Kl(l\,/T,rs).
<5 rs

On doit a Kuznetzov d’avoir su pour la premiere fois majorer de fagon significative
une telle somme ([Ku]): grace a la formule des traces qui porte maintenant son
nom, il a pu prouver pour r = 1, une majoration de (1) en O.(S?3*¢). Rappelons
que la formule des traces de Kuznetzov est basée sur la décomposition spectrale
des séries de Poincaré dans le demi plan supérieur, ainsi il pourrait y avoir un
lien entre la conjecture de Sato-Tate et la théorie des formes modulaires. Cette
méthode, a ensuite été fructueusement développée par Deshouillers et Twaniec, pour
déboucher sur de nombreuses applications arithmétiques. Ici encore, nous utilisons
les Théoremes de Deshouillers et Twaniec ([D-I]) pour traiter nos sommes de type
I. Faute d'une formule des traces adéquate impliquant des produits de sommes de
Kloosterman, il nous semble difficile, pour l'instant, de traiter les moments plus
grands (les symy(6,.,), k > 2) ou de majorer des sommes de type II par la théorie
des formes modulaires. Nous obvions a cette derniere difficulté en utilisant une ma-
joration récente sur les sommes de sommes de Kloosterman, due a Fouvry, Twaniec
et Katz ([F-I-K]), et qui provient de la géométrie algébrique: apres des manipula-
tions élémentaires mais non triviales des variables, ils se rameénent a une somme
d’exponentielle qui est majorée, en appendice, par Katz a I’aide des théoremes fon-
damentaux de Deligne [D]. 1l est a noter qu’il est possible d’appliquer le méme
traitement aux sommes de type II correspondantes aux moments supérieurs; c’est
ce fait que nous allons exploiter dans la cinquiéme partie.

Dans la section 4, nous démontrons une généralisation aux autres moments (les
symy(0pm), k > 2) de la majoration de Fouvry, Iwaniec et Katz utilisée dans la
partie IT . Cette généralisation permet de préciser le comportement probabiliste des
angles des sommes de Kloosterman 6 ,,, (dont on notera la grande régularité puisque
dans le théoreme ci-dessous on obtient des équivalents !), pour s un nombre sans
facteurs carrés; ainsi on montrera le

Théoréme 1.2 . — Soient (\,,),, une suite de nombres complexes ; Soient R, S, M >
1, onposex = RS, R=2% S =2'"% M = 2 et on suppose vérifiées les conditions



suvantes:
1/2<60<2/3, et 1 -0 <A< 1.

Alors, pour tout k > 1 on a l’égalité
KIl(1,m;rs
Z Z Z MQ(TS) ( )

m<M r<R s<S 220r9)\/1's

(m,rs)=1

2%
= CxMRS(log R)*2~!(log S)*2~1(14+0(

),

log x

ot C}, est une constante positive et oo = f[o,27r] cos?* Qusr(0) < 1. De méme, pour
tout € positif assez petit, on a ’égalité

KIi(1,m;rs)
mgM T’SZR SSZS 2w(rs) /rs

(m,rs)=1

2k+1
) = onanp .

Les constantes implicites dans les symboles dépendant de €, 6, X et k.

L’intérét de ce théoreme réside d’'une part dans la petite taille de la variable m < M
par rapport & RS = x; en effet le méme résultat avec \,, = 1 et M > z'/2t€ gerait
une conséquence de la proposition 2.8 de [Mi]. D’autre part , comparant avec la
majoration de Weil: |KI(1,m;rs)| < 2°09),/rs, ce Théoreme renforce I'intuition (
exploitée pour la premiere fois chez Hooley [Hol) selon laquelle, il existe des com-
pensations liées a la taille des sommes de Kloosterman; mais celles-ci sont limitées
(noter que 'on obtient un équivalent et non une majoration) , il apparait que la
conjecture de Linnik-Selberg devrait étre conséquence des variations du signe des
sommes de Kloosterman: on a fourni ici quelques éléments de réponse a une re-
marque de Sarnak [Sa| précédemment suggérée par Serre. Il faut remarquer que la
restriction aux r, s sans facteurs carrés est innocente: pour v > 2 les sommes de
Kloosterman S(1,m;p”) se calculent tres explicitement (cf. le Lemme 2.3), on en
déduit que les puissances de telles sommes s’écrivent encore comme combinaisons
linéaires de sommes de Kloosterman (pour les sommes de Salié et v = 1, on a le
méme phénomene, ce qui explique en partie le succes de [D-F-I]); a partir de ces
remarques, il est possible de généraliser le Théoreme 1.2 au cas r, s quelconques, et
il est alors possible (et nous ne le ferons pas) de montrer le :

Théoreme 1.3 . — Sous les mémes hypotheses et notations que précedemment,
on a les égalités suivantes:

KI(1,m;rs)|?* , . . 1
e Skt R — M 1 0,2k 1 0,2k 1
gM?; 2 ‘ o) s CLM RS (log R)™2 (log §)°0#~ (1401 —).

(m,rs)=1
ot C}, est positive et pour tout € > 0 assez petit,

KI(1,m;rs)\2+! _
A (Corr ) = Ol ),

(m,rs)=1



De fagon plus immédiate, on peut aussi donner des Théoremes de type Sato-Tate
en moyenne, pour des modules p presques premiers:

Théoréeme 1.4 . — Soient (\,) et (u,) deux suites de nombres complexes, et
a, [ des réels vérifiants les inégalités suivantes

o

(1.2) 1/3<a<1/2, et > 1 .
Soient ky, ko des entiers vérifiant ki + ko > 0.

Pour tout p1, on note Py := p‘f/(l_a) et M = p?.

Alors, pour tout € > 0 assez petit on a la majoration suivante

S X b, Oy ) ey B rs) < [IND (B[22

po <Py m<M
p1=py (M.P1p2)=1

Ce Théoreme donne donc 'équidistribution dans [0, 7] x [0, 7] des couples d’ angles

{ (epl mpz2s epz,mp_12 ) }m,pz )

quand p; tend vers l'infini, et comme corollaire, celle des angles {6, m} sur [0, 7]
muni d’une mesure adéquate. Ici encore, la taille de la variable m est petite par
rapport a celle de la variable pipy: 1/3 < logm/log pips < 1/2, et on passe le seuil
fatidique 1/2 obtenu dans la proposition 2 de [Mi]. On se rapproche de la conjecture
de Sato-Tate pour les nombres composés.

Je tiens a remercier le Professeur E. Fouvry, mon directeur de these, pour m’avoir
mis en contact avec la conjecture de Sato-Tate, et pour toutes les suggestions qu’il
a faites au long de ce travail.



2 Lemmes et notations

Pour tout entier n,

e 1’ est le produit de 22 et des facteurs premiers impairs de n dont la valuation
est impaire et > 3, par exemple (22 x 3 x 53)" = 22 x 5,

o nf est n divisé par 2U2(") et par ses facteurs premiers impairs de valuation 1,
par exemple (22 x 3 x 53)* = 53,

Le premier lemme est une identité combinatoire due a Heath-Brown [H-B]

Lemme 2.1 . — soit J > 1 et n < 2x. Alors on a [’égalité
J o J
An)=>(=17C) > ..> uls1)...pls)) > Y log(ey).
j:l .] 81,...,8j§$1/'] C1....C5.81....8;="n
Lemme 2.2 . — Soit k < 1/2 et R > 1, alors on a la magjoration

S ()" <. Rlog(2R).

r~R

Preuve. — On a l'inégalité,
(rbrﬁ)n 1 1 1 +p2n71
< 14+ -+ =) < log(2R),
= 1 — or-1 pgR p | pre_1

d’apres la formule de Mertens.

O

Nous énoncons maintenant quelques propriétés classiques des sommes de Kloos-
terman:

Lemme 2.3 . — On a les propriétés suivantes

1. la magjoration conséquence des travaux de Weil
|KI1(1,m;n)| < (I, m,n)?nt/?240),
2. la propriété de multiplicativité croisée , ie: si (r,s) =1

Ki(l,m;rs) = KI(l,m3*r)KI(l, m7%; 5);



10

a

3. st.q =0 on a les égalités
|KU(L,m;p*)| = p(p")?, si plm

2
Ki(1,m;p") =p* Y e(—x), si (m,p)=1eta>1.
pa

z(mod p®)

z2=m(mod p®)

Le lemme suivant est une généralisation du Théoreme 2 de [F-I-K]; ce Théoréme y
était démontré avec les contraintes supplémentaires: “r sans facteurs carrés, (r,s) =
17.

Lemme 2.4 . — Soient a, r deuz entiers premiers entre euzx, et (\,,) une suite
de complexes. Alors, pour tout € positif, on a l'inégalité

2) Y1 Y AnKl(a,mrs)]P < |AMM)||PMS? e x

s<S m<M

(rb1/4rﬁ1/6(r1/4 + T1/45*1/2) + SMl).

Cette généralisation du Théoreme 2 de [F-I-K]|, quoique tres élémentaire, est
pénible, et sa longueur semble disproportionnée par rapport aux contraintes dont
on veut s’affranchir (r sans facteur carré); aussi, nous en reportons la preuve en
appendice.

Remarque. — Ce lemme est intéressant quand r > 1, r < S, S < M.

Le Lemme précédent provient pour sa partie la plus difficile de la géométrie
algébrique ( en caractéristique fixée); le suivant est de nature modulaire. C’est une
version légerement améliorée du Théoreme 10 de [D-I]: on tient compte, ici, d'un
éventuel “défaut de platitude” — mesuré par le parametre Z — de la fonction C*> de
pondération, g(m,n,r,s,c).

Lemme 2.5 . — Soient (ay,), (bnrs) des complexes, soit Z > 1, et soit g(m,n,r, s, c)
une fonction C* a support compact dans [M,2M] x [N,2N] x [R,2R] x [S,25] x
[C,2C] , telle que pour tout vy, vy, V3, vy, v entiers vérifiant 0 < vq,...,vq < 2,
1<v <2,
aV1+V2+V3+V4
|8”1m8”2n8”37’8”4sg(m’n’r’s’cﬂ < Mvi Nv2 Rvs Sva’
8V1+...+V4+l/ Z v—1 1
d — .
/[C,2C]|8”lm. . .8”438ch(m’ n, 7,8, 0)lde < (C) Mvi Nvz Rvs Sva
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Soit la somme

L*(C,M,N,R,S) = S ambngs

r~R,s~S m~ M, n~N
(r,s)=1

Z g(m,n,r, s, c)S(mF, £n; sc);
(e,r)=1

alors, pour tout € > 0, on a la majoration

L*(C,M,N,R,S) <. (CMNRS)Z*L(C,M,N,R,S)|a(M)||.|[b(N, R, S)||;
ou on a noté
L(C,M,N,R,S)*=  (C*S*°R*Z

S2RC? + MN + SMC?)(S?RC? + MN + SNC?)
S2RC? + MN

+ S2C*\/(SR + N)RM.

+ SR(

Les lemmes suivant seront utilisés dans les preuve du Théoreme 1.2.
Le premier dit que pour la plupart des entiers n, le produit des petits facteurs
premiers de n est petit. Plus précisément, on a le

Lemme 2.6 . — ([Tel]) Pour2<u<wv <z, ona

1
{n <z [ p">v} <zexp(—c o8 v

p<u,p”|n

),

0
logu
ol ¢y est une constante positive absolue.

Le deuxieme est un lemme trigonométrique

Lemme 2.7 . — Pour tout entier k > 1, on a

k
cos* 0 = Z o sym,(6),

1=0

ot les a; . sont des rationnels positifs ou nuls, et aor = [ 5 cos™(0) sr(0)

Preuve. — On a 'identité
1 [(k+1)/2] E+1
cos" g = o S (7. )ceos((k+1—2i)8) + Constante
=0 g

Le lemme s’en déduit en dérivant cette égalité.
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O

Soit 7 un entier, pour toute fonction f complexe de Z/rZ, on définit sa trans-
formée de Fourier additive, fonction de Z/rZ, par la formule

Flfam = Y fe=h)
z€Z/rZ

(si f est seulement définie sur (Z/rZ)*, comme par exemple sym, (6, ,,), on la pro-
longe par zéro sur Z/rZ.)

Pour la fonction f(m) = sym,(6¢,,), on rappelle le corollaire de la proposition
2.8 de [Mi]
Lemme 2.8 . — Pour tout entieri > 0, pour tout j € Z/pZ, et pour tout caractere

additif non trivial ¢ de Z/pZ, on a la majoration

Fsymy(02 ), 5;p)| < (i + 1)p"/2.

Nous aurons aussi recours au lemme d’analyse suivant, qui précise le comporte-
ment en moyenne de certaines fonctions arithmétiques (dont les fonctions diviseurs)
a partir des propriétés de leur série de Dirichlet: c¢’est la méthode de Selberg-Delange.
Tenenbaum lui a donné une forme treés générale ([Te2] T.II Chap. 5.3 Thm. 3), dont
nous présentons une version simplifiée.

Lemme 2.9 . — Soient « € C, ¢g > 0,0 < § <1, H > 0. Soit F(z) =
F(o+it) =%, a,n™* une série de Dirichlet a coefficients positifs. On suppose que
la fonction

Ga(2) = F(2)C(2)"7,

est prolongeable en une fonction holomorphe dans le domaine
Re(z) =0 >1—cp/(1 + max{0,log|7|}),
et qu’elle satisfait dans ce domaine, a la majoration
|Gal2)] < HL+ 7)™

on dira alors que F(z) a la propriété P(a;co, 0, H). On a alors, pour x — +00,
I’égalité

S = #(log2)* (Ga(1) + O(HR())).

n<x

avec

R(z) = exp(—cilog"? ) + ez

La constante positive ¢y et la constante implicite dans le symbole de Landau dépendent
au plus de cq, O et a.
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3 Preuve du Théoréeme 3.1

3.1 Découpage des variables .
Par une partition dyadique de l'intervalle [1, P] en O(log P) sous-intervalles, de
la forme [P’,2P'],on est conduit & majorer les sommes typiques

1mp)
Am
PO Y

(m,p)=1
e La contribution des P’ < P est en O(|\(P¥)|P'¢) (2.3(1)).

e Dans les sommes restantes (P'™¢ < P’ < P/2), on supprime la condition
(m,p) = 1 au prix d’'un terme d’erreur en O(|\(P%)|PY2+%) (2.3(3))

Pour simplifier, on fera la majoration pour P’ = P, les autres termes fournissent
la méme majoration a un facteur P¢ pres. Notre somme s’écrit alors
A(n) KI(1,m;n)

S SN =% 3 R o)

p~P 1<m< P« \/_ n~P 1<m<P~

KIi(1,m;p)

Z > A Aln) @Kl(l,m;n)

VP = 1<m< P log n\/n
O(|A(P*)|PV/?F9),

le terme d’erreur provenant de la contribution des puissances > 2 de nombres pre-
miers.

On applique le Lemme 2.1 avec J = 4 sur les n. On découpe l'intervalle de
sommation de chacune des 8 variables s; et ¢;, 1 < i < 4 créées, en sous intervalles
de la forme [S;, S;(1+Y 1], [C;, C;(1+Y~1)]. Par le Lemme 2.3(1), le terme d’erreur
créé en rendant les 8 variables indépendantes, est en

oPUP,

Finalement, on en est réduit a traiter O(Y®log P) sommes de la forme: (j < 4)

S(SlS]|ClC]) =

1 log ¢ VP
— > w(sy) ... p(sy) > A KIU(1,m;s1...¢)).
VP s iy og(cy...85) JC1---8; 4 J

¢ €1C;,C;(1+Y — 1))

Pour chacune d’elles, nous allons obtenir une majoration de la forme

1S(Sy ... 8;|Cy...C)| <o IN(P)| P2
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Notons maintenant,
S; = P% C; = P,
les exposants o; et y; vérifient les conditions suivantes:
jg 4,0§O’1 S ...SO’j S 1/4, OS’}/Z, 0'1—|——|-O']—|-’)/1—|——|—’)/J21
On va décomposer chacun des produits

S;...8C,...C;=P

en deux blocs pour appliquer au mieux de nos intéréts les Lemmes 2.4 ou 2.5.

3.2 Sommes de type I .
Supposons par exemple que y; > 0. Soit

e 7 > (0 un parametre réel a fixer;

f(c1), une fonction C*, & support dans [Cy(1 — Z71),C1(1+ Y1) + C1 271,
qui vaut 1 sur Uintervalle [Cy,C1(1+Y1)];

g, une fonction C*, & support dans [P~ /2 3P'™] qui vaut 1 sur
[P 2P de sorte que la somme S(S; ... S;|C...C;) n'est pas changée
quand on multiplie le terme intérieur par g(ca...s1...5;).

on applique a la variable m une partition C* de 'unité, en O(log P) fonctions
h;, C*, & support dans [2¢, 2771] telles que

VieR, W) <, 27"

La somme S(S;...S5;|Cy...C};) est somme de O(log P) termes de la forme

1
P1/2

> > Amp(s1) ... p(si)g(m,ca. . sp, ) KU1, ms s1 ... ¢j),

sj€[8;,8;(1+y—1h)] m
¢ €[04, 0 (1+Y ~1)]

avec

glm, s, 1) = 284 */J_Dﬂcl)g(s)hi(m)-

~ log(c18) \/c15

Les termes ¢; contenus dans les intervalles

[Ci(1—Z Y, culcii+Y Y, 01+ Y H+C 271,

contribuent, d’aprés le Lemme 1, par un O(|A(P%)|P'™Z~1): on oublie donc la
condition ¢; € [Cy,C1(1 + Y Y] Tl ne reste plus qu’a appliquer le Lemme 2.5,
en donnant aux parametres C, S, N, Z, R et M respectivement les valeurs C1,



15

Cy x...xS;, P, Z,1et 1. En vérifiant que la fonction g(m, s, c;) satisfait les
hypotheses du Lemme 2.5 on obtient:

‘)\(Pa)‘PH_E
Z
+P€Z4||/\(Pa)”(P3/27'yZl/2 + Plf'y/2+a/2 + P5/47'y/4 + P1+a/4)’

(3) S(51 .5 |Cy .. ) <

pour tout v € {71,...,7;}.

3.3 Sommes de type II .
On traite, ici, la somme S(S;...S5;|C;...C;) comme une somme de type II.
On applique le Lemme 2.4 en regroupant certains des o; et des 7;; notons 7 leur
somme, s le produit des ¢; et s; correspondant et r le produit des termes restants,
de sorte que 7 ~ P77 et s ~ P7: la somme se réécrit comme

S(SlS]|C'1 i Z ﬁrSZA Kllmrs)

SNP'Y
7‘~P1

ou (. est une fonction de r et s majorée par 75(m)7s(n) < P° . L’inégalité de
Cauchy-Schwarz, le Lemme 2.4 et le Lemme 2.2 conduisent a la majoration

S(Sy...8;|C...Cp) < —Z(Zwm )ﬂ(@;xmma,m;m)ﬁ)lﬁ

1 ri/8
ri/8 + P/A

1

P1/2p7/2+ez AP ||pa/2pv+(1 w)/2( b1/8 ﬁ1/12(

< ) + P’y/2—a/2)

< H)\(Pa>|‘P1+a/2+€<P(771)/8 + P(173'y)/8 + P(“/*CV)/Z);
et ensuite a l'inégalité
(1) S(S1. S|y .. Cy) < [A(P)[[PHHo/2ee(PODIS 4 PO/ . plaellz)

3.4 Conclusion .

La fin de la preuve est purement combinatoire:
on choisi Y = Z = P*.
Il s’agit de montrer que ( € a changé !, cf Notations)

(5) S(Sy...85|Cy...C)) < |NPY)|PF

sous les hypotheses
(6) ACO> X2 IMXI,

(7) B >16/17, 1/(20) < a < 1/(32(1 = 3))
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Note. — Pour alléger I'exposition, on omettra d’écrire les “c” en remplacant
toutes les inégalités de la forme a +& < b (resp. a > b+ ¢) par 'écriture a < b (resp
a>b).

D’apres (3) et (6), I'inégalité (5) est vérifiée des que ~y est I'un des v; et que

) -
9 1= a(l- )
(10) v+ 1-2ap
(11) =

Par (7) on remplace la condition (8), par la condition plus forte:

1
12 -
(12) (el

et les conditions (9), (10) et (11) sont inutiles. Ainsi si un des 7; > 1/4 on applique

(3).

Si y; < 1/4, pour tout i, on utilise (4): d’apres (4) et (6), I'inégalité (5) est

vérifiée des qu’on a simultanément les inégalités

(13) v =<ap
(14) v - % + %a(l —3)
(15) v <1—4a(l—0)

Par (7), on remplace la condition (13), par la condition plus forte:

(16) v <

| —

et la condition (15) devient superflue. Enfin compte-tenu de (7) on voit que

1 1 4 2 4
17 -+ -+ -a(l-08)< - —-a(l-75).
(17) T+t sal=B) <~ Za(l-p)
Soit 7 la plus grande des sommes formées de o; et de v;, inférieures a %—!—%Oz(l —0).
D’apres (17) n’'importe lequel des v, ou o qui ne participe pas a la somme 7 vérifie

1 4 2 4
§+§a(1—5)<7+a<§—§a(1—5);

on applique (4) avec v = inf{r + 0,1 — (7 + )} < 1, qui satisfait les conditions
(16) et (14).
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Il apparait que, dans notre traitement des sommes de type I (Lemme 2.5), nous
sommes essentiellement limités par les termes provenant des inégalités de type grand
crible (voir [D-1]) et que la contribution des valeurs propres exceptionnelles du lapla-
cien est minime, par conséquent la conjecture de Selberg pour les groupes de con-
gruences n’apporterait pas d’amélioration a notre méthode.

4 Une généralisation de la Proposition de Fouvry,
Iwaniec et Katz

Comme on I’a vu le traitement des sommes de type I repose sur la formule des traces
de Kuznetzov, et faute d'une formule similaire impliquant les puissances symétriques
des sommes de Kloosterman, on ne peut traiter les sommes de type I pour les
fonctions sym; (¢ > 2). Pour les sommes de type II en revanche, le Lemme 2.4 se
généralise pour les autres moments sous la forme du Théoreme suivant, qui était
implicitement démontré dans [F-I-K].

Soit 7 = pips...pr un entier sans facteurs carrés, on note pour ¢ = 1...k,
pi=r1/pi.

Pour tout caractere additif modulo r, v, d’ ordre n, on note, KI¥(l,m;r), la
somme de Kloosterman relative a ce caractere:

KlV(L,msr)y = > (le +ma);

o=t
si ¢ est le caractere e(—) on l'écrira simplement KI(l,m;r). Si (m,r) = 1, la
majoration de Weil 2.3(1), permet de définir 'angle de la somme de Kloosterman
0Y,,, par la formule

KI¥(1,m;

cosf¥ == —< ,m,r);
) 2w(r)\/;

Par multiplicativité croisée cette formule se réecrit

cosf?¥ = cos Gwl_g ...cosOv* —
rm ~ ~ )
’ p1,p1 m Pk,Pk ™M

ou v; désigne le caractere mod p; définit par ¢;(m) = ¥ (p;m).

Théoréme 4.1 . — Pour tout entier s, soit fs une fonction sur Z/sZ a valeurs
complexes dont le module est majoré par une fonction f(s) croissante. Soit (A\,) une
suite de complezes et iy, ..., i des entiers > 1, et ¢ un caractére de Z/rZ d’ordre
r, alors on a la majoration

A= > > fi(m)A,sym,, (6 =) ...sym; (0

o= —g
P1,mS"Py Pk,mMS" Pk
s<S m<M

(rys)=1 (m,r)=1

2

2)
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< 2O RIAM)EMS log SF(S)H—— + T 1 5
r 0g 4 T gz T )

avec

C(r) = 65" ﬁ(ij +1)%

j=1
De plus, la constante impliquée dans le symbole de Landau est absolue.

On notera que ce théoreme est intéressant pour
r>1, S*2>r, M >S.

Preuve. — La preuve s’inspire de la démonstration du Théoreme 2 de [F-I-K],
rappelons la brievement: on commence par faire un découpage dyadique sur la
variable s, ce qui fournit O(log.S) sommes du type ci-dessous, et on introduit un
poids continu pour s € [S,4S]

w(s) =min{s/S —1,1,4—5s/S}
alors par Cauchy-Schwarz,

A< X el XGPS Ansvan 0, ) sy 6, o)l

s, (s,r)=1 b mod s (r;zfrb)(i)l
< Sf(S)? ( z): 1 w(s) Z( | Ay Ay SYI,, (9p17m1§2ﬁ—12) Sym;, (thmg%—lz) .
S, )= mi1=mo(s

(mymg,r)=1

Les termes m; = my contribuent par
k
ASF(S)* [T + 1)
j=1

oll on a posé A = |[A\(M)||®2. Pour les autres termes, on choisit comme nouvelle
variable de sommation ¢, définie par
|my —me| =st, 1<t<T=M/S,

ce qui nous mene par le méme chemin que dans [F-I-K] & la majoration:

A< SFSPS A +0ASF(S)? T (5 +1)%,

t<T j=1..k
ou,
T [m1 — m|
A= T Aoy oy (=21
_ _ t
(mq—mg,tr)=t
(mymg,r)=1
sym, (0 — 2 o)sym. (0 — 2 9)...
y “( pl,ml(ml—mz)/t2ﬁ12) y ’1( p17m2(m1—m2)/t2ﬁ12)
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

M

(18) AP <A1+ —

—) ) Ao [V (1m0, g 1),

mp=my (t)
my#mg (mpmg,r)=1

ou l'on a posé pour tout caractere additif, ¢/, mod r, d’ordre r,

V¥(my, me;r) = sym, (6 L)sym, (07
(i, ;) tr)gr) L lzlk Y ZJ( pjmi(mi—z) tQﬁi) Y Z’( )% (ml—z)/tQﬁ?)

(z my,tr)=t

(z—mg,tr)=t

¥; ¥
X sym,; (67 S 07
Y ZJ( pj,ma(ma—2)/t pJ) v J< pj,z (m2—z)/t pJ)

Proposition 4.2 . — Si my = my (mod t) et (r,mims) = 1, alors on a la

magjoration
V¢(m1,m2;r) < C(T)<m1 _ mQ’T)l/Zrl/Q.

Nous reportons la preuve de cette Proposition a la fin de cette section. D’apres cette
proposition et (18), on a

.At2 < A2(1+%) Z (Z,T)1/2<t,7’)1/20(7’)7“1/2

s

[\ M2
A, <<A(1—l— E)C(T)l/QT(T)l/Q(t, )1/4 e 7‘1/4,

et finalement

1/2 3/2 1 rl/t
;At < C(T> ( ) AM( r1/4 51/2)7
ici on a eu recours aux inégalités classiques
r)1/A
St )< Tr(r), et Z < 7(r)logT.
t<T t<T
O

Preuve. — (de la Proposition 4.2) Si r = 17y (nécessairement (rq,72) = 1), par le

Théoreme des restes chinois, on a 'égalité
V¥ (my, ma;r) = V¥ (my, ma; r) VY2 (g, ma; o),

ou 1 et 1y sont deux caracteres modulo r; et ry respectivement. On est donc
ramené au cas k = 1, r = p, iy = i (comme dorénavant, dans cette démonstration
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le caractere ¢ (mod p) est fixé, on ne I’écrira plus); si p = 2 ou 3 ou que p|m; — my
par sommation triviale on a,

V= V(my,ma;p) < (i +1)%p.

Sinon, apres le changement de variable z = my + (m; — mgy)/(xz — 1), la somme
V' devient

V= Z Symi<9p7m1(x—1)2) Symi(ep,(mfl)(mwfmz))
Aty O

X symy(Op my@—1)2) SYM; (0p (7-1) (maz—m1) ) -

La contribution du terme x = mom; est < (i + 1)%, dés lors on peut supposer que
dans la sommation, x vérifie la condition supplémentaire (m;z — mgy,p) = 1. Un
peu de géométrie algébrique est nécessaire: reprenons les notations de ’appendice
de [F-I-K], soit X, l'ouvert de P! ® F,

1

Xp = SPEC(Fp[T7 T(T o 1>(m1T — m2)

D)= P! ® F, —{0,1,my/my, 00},

et on considere les 4 morphismes de G,, ® F, = P' @ F, — {0, 00} — X,,:

On considere le Q,-faisceau de Kloosterman, Kl et on forme les quatres faisceaux
lisses sur X,

Kl = fr(Kl), j=1...,4,
puis les faisceaux ‘
Kl := Sym,(Kl;),

obtenus par composition des représentations Kl; avec la représentation puissance
symétrique i-eme de S Ly (on rappelle qu’elle est irréductible de dimension i+1). Par
définition, la trace du frobenius de K% en un point fermé z de X, est sym, (6, ¢, ),
Si bien que la somme V' est associée au faisceau

F=Kl @ Kl ® Kl @ K,

qui est lisse sur X, de rang (i + 1)* pur de poids 0. Par la formule des traces de
Lefschetz, et les travaux de Deligne [D], il suffit donc de montrer que le groupe de
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monodromie géomérique associé, Ggeom(F?), agit irréductiblement, et de majorer
|XC(XP ® Fp, F.

Considérons sur X, le faisceau lisse, F = Kl; ® Klo ® Kl3 ® Kls; en appendice de
[F-I-K], Katz a montré (Lemme 3) en utilisant le critere de Goursat-Kolchin-Ribet,
I'égalité

Ggeom(‘/r) = SLQ X SL2 X SL2 X SLQ

Comme Sym, (stds) @ Sym; (stds) ® Sym; (stdy) @ Sym; (stds) est une représentation
irréductible de G geom (F) = SLy X SLyx SLy x SLy de dimension (i+1)*, Ggeom(F?)
agit irréductiblement. D’autre part, d’apres le Théoreme 1 de cette appendice
Ixe(X, ® F,, F)| < 64, on trouve donc a l'aide de la formule de Grothendieck-
Ogg-Shafarevitch

Xe(Xp @F,, F)| < (i + 1)*|xe(X, @ Fp, F)| < 64(i + 1)%;
et on a finalement
V < 64(i; + 1)*p" 2 + (i + 1)* < 65(iy + 1)*p*/?;

cela conclut la preuve de la Proposition 4.2.

5 Premieére application

Nous montrons, dans cette section le Théoreme 1.2

5.1 Extraction du terme principal .
On considere, pour k entier, la somme,

<w> S § s (M)

m<M r<R s<S
(m,rs)=1

avec la convention que \,, vaut constamment 1 si k est pair .
D’apres le Lemme 2.7 (appliqué avec j = 0), cos* ,,, vaut en moyenne

Qg = /[ ]COSk Ousr(0) < 1
0,7

(on rappelle que les sym, forment une famille orthonormale sur [0, 77| pour la mesure
de Sato—Tate); 'objet du Théoreme 1.2 est de faire apparaitre cette quantité dans
un terme principal de la somme (19).

On désignera par un indice
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e -, un nombre dont tous les facteurs premiers sont < log” z, (B sera fixé par
la suite).

e -, un nombre dont tous les facteurs premiers sont > log” z;

ainsi, tout nombre r se factorise de maniére unique sous la forme r = ry7y (avec
éventuellement ro = 1); on pose également X = exp(logl/ ® x). On rappelle qu’on se
trouve sous les hypotheses suivantes:

(20) R=ua", S=a""" M=2* 1/2<p<2/3, 1-p<A<1;

par une majoration triviale, on peut supposer que l'entier rs vérifie en plus la mi-
noration rs > X.

On commence par faire , sur la variable r, le découpage suivant

SN WErs) Y. Amcost O, = >

r<R s<S m rira<R
rs>X (m,rs)=1
=2 2 T X
T‘1§X T1T2§R ri>X T1T2§R
- 21 -+ 22.

La somme 35 est majorée grace au Lemme 2.6:

1 1/3
(21) y < AM)[SHr < Ry > X} < [AM)||M 2z exp(—co( B) 2

log, x

ce qui est admissible.
Reste ¥;: par multiplicativité croisée, cette somme vaut

Kli(1 kr KI(1, mrs% k
)3)IPIECTINE pPW G L L UL LA
Ty r1 s m<M 2wins V718 2w V/Fg

avec les conditions de sommations

(22) logPz <ry <R, s<8, <X, rro <R, rirys > X, (m,riras) = 1.
On rappelle que si p|ry, on note p = r5/p; on a les égalités

=3 pP(riras Z A cos® (0, m72) T (o + COSk(ep,mrlspQ) — o)

ro T1,8 plra

(23) ¥ = Zofodkm)zlz (risry Z)\ cos” (0ry5,m72)

1,8

Zu r2) Y agv ™ Ry(dy)),

da|rg
do#1
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et ou Ry (dy) est un terme d’erreur et désigne la quantité

Ri(ds) = > |Z)\ cos® (0, m72) H(cosk(ﬁp m?ﬁz) — o)l

s/<min{SX, z/rg} p‘dQ ’
(r2’5/):l

D’apres le Lemme 2.7, en notant w = w(ds), et do = p;...p,, on a

k k
II--=> - Z Qi o - - - Qi o SYM, (ephmﬂQ) . 'Symiw(epw,ms/ﬁf)’
i1=1 w=1

pld2

et donc Ry(dy) est majoré par

k k
Z . Z Qi k- - Qi o Z |Z Am cosk(93/7m;§) sym;, (0..)...sym; (6.)],
i1=1 ] m

(dans le Lemme 2.7, les «;j sont positifs ou nuls). Par application de 'inégalité de
Cauchy-Schwarz, du Théoreme 4.1, de (22) et compte tenu du fait que dy > log”
(car dy # 1), on obtient la majoration:

1 R1/8 (Xs)l/Q

127
Rk(dZ) < ”A( )HM - log x(IOgB/gfL‘ + 51/4 + M1/2 ) X

(651/4.2) Z Z iy o plin + 1) . (i + 1)

11=1 =1

< [|A(M )HM”QT (log x)*#/%(65'/1.2(1 — o)),

d’apres (20) et la relation
k
> i+ Dagy, = 1.
i=0
On en déduit facilement que le deuxieme terme de (23) est majoré par

T

w(rg/d2) 1/2
Z,LL T2 Z aO Rk d2) < H)\( )HM (logx)B/8_1_651/4'4(1_0‘0”€).

da|rg
do#1

5.2 Le cas k impair .

Cette manipulation est inutile si k est impair, en effet ag; = 0: il n’est plus
nécessaire de découper la variable r en r = rirq, le premier terme de (23) est nul, le
second se réduit a >, p?(r) Ry (r) et

1 RI/S 51/2
R1/8 + g1/4 + M1/2

Ri(r) < IA(M)[| M2 )(2.65Y/4)«;

donc, d’apres (20) on a montré la deuxieme partie du Théoreme.
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5.3 Le cas k pair .
On suppose maintenant que k est pair (que l'on réécrit 2k) et donc que A, = 1.
Traitons le premier terme de (23): on commence par relacher la contrainte
(m,ry) = 1 en notant que

om0 (m.72) # 1) € ) o

ce qui est acceptable.
En développant en série de Fourier la somme sur m, on obtient:

1 ris—1

. jm
- F 2k 4 . .
s ]z:;] (COS ( rls,—TQQ)vjﬂrls) m§§M: e<7“1$)
7\{ 1 ris—1
=—F kg ). 0; — E
1S (COS ( rls,_rf)v 7T15) + s 5 ’

Dans la définition de la transformée de Fourier ci-dessus, on impose — en dépit de
Pégalité Ki(1,0;p) = —1 I— cos® (0, mm2) = 0 pour (m,r1s) # 1; de ce fait, la
condition (m,r;s) = 1 disparait dans la transformée de Fourier.

Le premier terme de > se réécrit sous la forme

S0 Y risra) 3 ot (0r,m)
T2

1,8

= Z,u T9) ag(;,f (MTP(r2) + TE(rs)),

ou TP(ry) correspond au terme j = 0 du développement en série de Fourier et
constitue le terme principal:

N 1T 25 2k . .
Z COS (97’15,_52)7 07 T18>,
r1s
1 ris—1
alors que 7 &(ry) correspond aux termes — Z ..., et est un terme d’erreur:
TS i —
7j=1

rls 1

M
ZM rirzs) > Fleos™(0r5, 552), 3im15/d) 3 e

18

).

S

Majoration des termes d’erreurs .
Par application du Théoreme des restes chinois, et des Lemmes 2.7 et 2.8 ;| on
obtient la majoration (pour s’ sans facteurs carrés)

[F(cos™ (O ), 33 8)| < (5, ) 26772,
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avec ¢ > 1 ne dépendant que de k; on trouve alors que 7 &(ry) est majoré par

7_(8 )C:(S ) (s'=1)/2 ) 23/
.
TE(r) < —iz > (j, s/2=
1<s/<2SX =2 J
J

72(s)ci" log(s")

<5SX Z 1/2
1<s/<25X S
< 33/2+6.
et donc s
(25) S apSPTE(r) < RTSY* < aM 7

T2

Ce terme est donc admissible compte tenu de l'inégalité M > S1+e,

Traitement du terme principal .

Le terme principal 7P (rq), est traité de maniére analogue: par application du
Théoreme des restes chinois, et des Lemmes 2.7 et 2.8 (avec j = 0), on obtient
Iégalité

F(cos™ (0,5 752), 0s718) =115 [] (w02 + Rp),

plris

et donc

= pP(risra) I[ (coor + Rp)

1,8 plris

ou R, un terme d’erreur ne dépendant que de p et non de ro vérifiant
Ry < (1= aoar)p™ "+ agap™" <p~'/2
Remarquons également que

(26) 0 < pagor +pR, = Z cos%(ﬁpm) < p.

m (mod p)
(m,p)=1

En sommant la variable r, on forme le terme principal de (23)

TP=M ) u2(r1r25)a°007(2r,f) IT (c02k + Ry);

T1,72,8 plris

tenant compte de la définition de 74 (p|ry = p > log® z), on voit que

Qw(m)

w(ra)

Qo2 — H(O‘O,% + Ry — )| S B
ks (2\/—) /
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et donc que 7P se réécrit sous la forme :

TP =M Z uQ(rlrgs) H (oo + Ry) + O(M

r1<X pl|riras
rirgs>X

(log z)B/2=4"

Par une nouvelle application du Lemme 2.6 et par une majoration triviale, on sup-
prime, a un terme admissible pres, les contraintes r; < X et rs > X, pour finalement
obtenir une forme plus sympathique de 7P

(27) TP =M)> p?(rs) [[(ao2 + Rp) + O(M

r<R rs
<5 |

S
(log z)B/2=47

5.4 Application de la méthode de Selberg-Delange .
On estime maintenant le terme principal 7P grace au lemme 2.9.
On commence par évaluer séparément la somme

S(S) = > p(s)[[(coor + Ry).

s<8, (r,s)=1 pls

Soit, F,.(z), la série de Dirichlet, a coefficients positifs (26)), définie par

+R
Fi(z) = [T+ =22,
pAT p
par (26) la série de Dirichlet
+R
F() [T+ =22

plr

vérifie la propriété P(agox; co, d, H), pour certaines constantes 0 < ¢o < 1/2, 6, H,
qu’on n’explicitera pas, et, (cf les notations du Lemme 2.9), G, ,, () ne s’annule
pas au point 1. D’apres (26), on a, pour tout n > 0 et pour Rez > 1 —¢q , la
minoration

gk + R —wlr

I+ == (L) ™,
Pl

Il s’ensuit que F,(2) vérifie également P (v ax; o, 6, (1+1)“" H') et par application

du Lemme 2.9, on a

w(r)
aogg)%“ + Ok<%>>%,%<l> [1a+

plr

ook + R

Si(9) = 5

)~

Pour conclure, il reste a estimer la somme suivante, sur la variable r,

Z w2 (r) H(ao,zk + R,)(1+ M)—l.

r<R p|r p
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On le fait, grace a une derniere application du Lemme 2.9, et on obtient
1
TP = C,MRS(log R)** ! (log $)** (1 + Op(—5—))-
log" "z

Il suffit de choisir B assez grand, puis de réunir (21), (23) , (24), (25), et cette
derniere estimée. Cela acheve la preuve du Théoreme 1.2.

6 Seconde application

On va se contenter, ici, d’esquisser la preuve du Théoreme 1.4.
Soient (A,,) une suite de complexes, x > 0 un réel, et a, 5 des réels vérifiant les
inégalités:
1/3<a<1/2, et a<p.

Pour des raisons de densité, il suffit de prouver, pour tout € > 0, assez petit, I’égalité,

D 2 A symi(B ) symy (0 5em) = Oc([A(M)]|27/2F179),

prl ol g<a™ m<zﬁ
p#q (m,pq)=1
pour tout couple d’entiers ¢, 7 > 0 vérifiant ¢ + 7 > 0.
On peut supposer que les variables p et ¢ satisfont p ~ 217%/2 ¢ ~ 2%/2 (on se
ramene a ce cas par découpage).

e Si ¢ > 0, on utilise le Théoreme 4.1 en choisissant r = p, s = ¢, et fs(m) =
symj(Hq@zm).
e Sii=0,7 >0, on applique Cauchy-Schwarz pour obtenir

|Z )‘ Zsym q,p° m < H)‘ ”2 Z Z Symj<9q1,§2m> Symj<9q2,§2m>'

41,92 m<zB
(m,q1q2)=1

On traite trivialement le cas q; = ¢o, autrement, on fait un développement en
série de Fourier, sur la fonction de Z/qiq2Z, sym;(0,, 52,,) sym;(0,, z2,,,). Le
théoreme des restes chinois et le Lemme 2.8 permettent alors de montrer que

Z)\ Zsym 2m) <K H)\(a:ﬁ)HxO‘*ﬁ/Q(:c’o‘/Q—i—x(a’m/Q log x);

on conclut la preuve grace a nos hypotheses.
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7 APPENDICE: preuve du Lemme 2.4

On aura besoin du résultat général suivant qui est une généralisation facile au cas
des fractions du lemme 2 p.38 de [H-B2] (nous n’en donnerons pas de démontration):

Lemme 7.1 . — Soit P(x), Q(x), € Z[x1,...,x,] et A un sous-ensemble de
(Z/pZ)", qui ne contient pas les zeros de () (mod p). Pour tout caractére additif,
d’ordre p! modulo p’, v, soit

V=3 ¥(PQX).

X mod pf
XecA

Pour plus de simplicité, on écrira pour x défini modulo p’

F(x) := Plx) = P(x)Q(x)

et soit
B={xmod(p?): x€ A, p? | VF(x) }
(VF désigne le gradient de F'), alors

|SY| <p"IPEB (si f =29 >2)

[SUL < pH 23T pt TR (sif =29+ 12 3)
XEe B

ot r(x) est le rang de la forme quadratique Qx sur F,, représentée par la matrice

1 0PF
261‘281‘] ij=1..n

(si p=2 on pose r(x) =0).

On commence par prouver le résultat intermédiaire suivant (cf la PROPOSI-
TION de [F-I-K], mais ici r n’est plus sans facteurs carrés):

Proposition 7.2 . — Soient my, mo, r, t, a des entiers non nuls tels que: my, =
me (mod t) ie mqy —mg =tk et (r,amyms) = 1. Alors, pour tout caractére additif
modulo r, d’ordre r, v, posons

Vimmyr) = Y K@ ) K1Y (@ ey

z/(mod tr)
(2 —=mq,ts)=t
(2! —mag,tr)=t

— ! ! ) e
Klw(amQt = mpa=E ) KV (a2 2/ M2 ),
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on a la magjoration
VY (my, ma;r) e fra(r)r®*te

et f est la fonction multiplicative définie comme suit: si p’||r on pose, pour toute la
suite t =p™t', (t',p) =1, k=p°K, (K'.p)=1 ,et g=[f/2], alors,
Fra(2)) =272 puis si p # 2
fea(p) = (p,p* 7)1/ si f=1
Fea@) =pU=292  sif>2et3a+8<g

foa@) =p'? sif>2et3a+8>g

7.1 Preuve de la Proposition 7.2 .

Preuve. — par multiplicativité, il suffit de prouver ce lemme pour r = p/ avec
p # 2 (sip=2, on somme trivialement la variable z en appliquant la majoration
de Weil 2.3(1). On pose alors

2 =my —tz, my=my —tk

VV(my,mais) = Y 3 V(F (w1, 22, T3, 24, 2))

z(mod pf) zq1...x4mod pf
(2(z—k),p)=1 (zyw2x324,p)=1

ou F(xq,x9, 3,14, 2) est la fraction

ary my ary mi —tz
—t—t— +—
z 2T z 229
ars my — tk ary my — tz

z—k+(z—k)x3+z—k+(z—k’)x4

e Si f =1 on tombe sous le coup de la proposition p.274 de [F-I-K].

e Si f > 1 on applique le lemme 7.1, alors
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On cherche donc le nombre de solutions mod p? de I’équation
VF =0

c’est a dire les solutions du systeme:

(28) CWU% =my
(29) ari =my —tz
(30) axy =my — tk
(31) ari =my —tz
(32) ZL(JH +a9)* + L(l’g +14)? =0
222y (z — k)2xy

(33) (2(z — k)r1z92324,p ) = 1
dont on déduit

(34) a(r? —x3) =tz

(35) a(xt —x3) =tk

Quitte a poser z; = t'z et k; = t'k, on peut pour résoudre ce systéme, supposer que
t' = 1. Nous ferons un usage abusif du fait suivant:

considérons ’équation
2 +axr+b=0 (p)

si A :=a® —4b # 0(mod p) cette équation a autant de solutions que celle modulo p,
soit au plus 2 solutions. On en déduit tout d’abord que notre systeme a en général

au plus O(p?) solutions (mod pY); ce n’est pas suffisant et dans la discussion suivante,
on va affiner cette estimation.
Soit (z1, T2, x3, T4, z) une solution, alors

To = :i:l‘4
de plus 2% = 3 mod p® mais pas mod p**?
o Sixy = x4, (32) devient

(36) (z — k) (21 + 22)? + 22(23 + 22)* = 0 (mod p?)

o Sixy = —uy, (32) devient

(37) (2 — k)* (21 + 22)? — 2%(23 — 22)* = 0 (mod pY)
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Cas (z1 +x2,p) =1 .
Dans ce cas, on a (3 + x4,p) = 1 et on sépare encore en deux sous-cas:

e Si x9 = x4, alors si —1 n’est pas un carré mod p7, il n’y a pas de solutions.
Sinon de (36) on déduit

(38) (2 — k) (21 + 22) = iz(x3 + 22) (mod p?)

ol ¢ est un racine de —1, puis on multiplie les deux membres par t, et par (34)
et (35) on obtient

(r3 — 22) (23 + @) (1 + T2) = 1(x1 — 22) (21 + T2) (23 + 72) (mod p?)
il est alors permis de simplifier par (z3 + x2)(z1 + x3) pour obtenir

{.’,171—373
To = —=—7—
1 —1

et z est alors bien déterminé: si @ = 0 on utilise le lemme 2.3 , si @« > 1 on
utilise (38) (on a en effet x; = x3 mod p, et i # 1). En conclusion, on a au
plus O(1) solutions.

e Si maintenant xo = —x4, (37) devient:
(39) (z — k)(x1 + 22) = £2(25 — z2) (mod pY);
en faisant la méme manipulation que précédemment, on en déduit que:

— s0it 79 = ¥5%, mais alors comme (p,z3) = 1 on en tire o = 3 = 0, et 2
est déterminé par (29).

— soit w3 = —z1(mod p?) mais ceci n’est possible que si
g<la+p<3a+p

et on a alors O(p?) solutions.

Remarque. — le cas (z1 + x2,p) = 1 englobe completement le cas (¢,p) = 1.
Cas x; + 2 = 0(mod p) .
La méthode est toute différente. Notons d’abord par (32) que
x3 + x4 = 0(mod p)

et nécessairement o > 1, ce qui permet d’ utiliser ce lemme de développement limité:
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Lemme 7.3 . — Soient 1 < a < g deux entiers et x1,x9,z € Z/pIZ vérifiant

(25511‘2717) = 1;
12 =22 — p®z et de plus x5 = x1(mod p),

alors, il existe B € Z/p9Z tel que

zpa 22p2a
To =1 — — —
2, 83

+ Bp** (mod p?)

Dans la suite, on suppose g > 3a + (3 dans le cas contraire on majore le nombre
de solutions par O(p?).

e Sixy = 1y, par le lemme 7.3 on a
xo = —x1 (mod p), 9= —x1+ % + Bp?®,
z3 =1z (mod p), a3 =11 — ’;’%f + B'p**,

et (36) devient

(2 — K + By = —22(C32 4 Bp)? (mod p7)

(40) (2 — /’{:)(ﬁljL Bp*) = fz((%f) +23§’p0‘) (mod p9=29).
Ce qui implique 1’égalité
z - (2 —k
(z — k)Q—xl = zz( oo )(mod D),
qui est impossible.
e Sixy = —uxy4, d’apres le lemme 7.3, on a

Ty = —x1 (mod p)  x9 = —x1 + Yop®

x3 = —r1 (mod p) x5 = —z1 + ysp®
avec . e
Yo =g -+ 8—5?1) + Bp™® (mod p?~%)
ys = Qixl + 225; + B'p*** (mod p?~*),
et (37) prend la forme suivante
(41) (2 = k)%y5 = 22(y2 — y3)? (P72

Comme 75 # 0 (mod p) on a donc

(z — k)y2 = £2(y2 — y3) (mod p?~>*)
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(43

—” on a alors

(z — k)
21,

— Si c’est le signe

2z

=0 (mod p)

ce qui est impossible d’apres (33).
— Si c’est le signe “+7, on obtient ky, = zy3 (mod pI=2*), soit
22 k2
kS—:ﬁ’ + Bp*tP = ZS—ﬁ’ + B'p**% (mod p?=3).
Si maintenant = 0,le terme de moindre valuation fournit
z—k=0 (mod p%).

Si # > 0, le terme de moindre valuation est k’;% qui doit etre nul
1

(mod pnf(@+A:20.9-32)) = Dans les deux cas on rencontre une absurdité
du fait que a > 1 et 'hypothese g > 3a + 5.

Ceci démontre la proposition dans le cas ou f = 2¢g est pair. Si f = 29+ 1, la
matrice héssienne calculée aux points solutions de 'équation VF = 0 et vérifiant
(33) vaut

20 0 0 0
0 2 0 0 %
0 0 2 0 0 ,
0 0 0 2 P

et son rang est minoré par 4. D’ apres le lemme 7.1 cela termine la démontration
de la proposition 7.2.

7.2 Fin de la preuve .

Remarquons d’abord qu’il suffit de montrer 'inégalité (2) quand on impose la
condition de sommation supplémentaire sur les s: (r,s) = 1. en effet, posons rs =
rT181 avec r18y = §,11 | r™, (r,s1) = 1 alors

Z \Z )\,,LKl(l,m;fr’s)\2 = Z Z |Z )\mKl(l,m;rlsls)\Q;

1<s<S m<M r1|r° 1<s1<S/r1 m<M
r1<S  (ryrrp)=1

on applique (2), et on utilise la majoration facile

821/47,?1/6
>~ = Oclog(R)s%),
rifree T

r1<S
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pour conclure.

Des lors, il suffit de reprendre verbatim [F-I-K]| & partir de la page 274 (9) (voir
aussi le début de la preuve du Théoréme 4.1).

Par la Proposition 7.2, on a la majoration:

M
A <M +==) 0 X P AV, mai )|

mi1=mg (mod t)

M
< MAE+=) > P PV (ma, masn)|

mi1=mso (mod t)
2 M. 5iove 12
< NP+ Dyt S g )
1<k<L/t

le premier terme de cette derniere expression est évalué comme dans [F-I-K];
quand au second, apres sommation sur la variable ¢, on applique l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, ainsi, on aboutit a la majoration,

> A< XM M S)+

1<t<T
€ 1 2 1/2
YN 1+ POCOY S
1<t<T t<T 1<k<M/t

on remplace le produit 1 < kt < M par une variable m au prix d’un terme en M€,
et on majore la fonction fy.(s) par la fonction fi4:(s). On obtient finalement (on
rappelle la notation g = [f/2]):

m(7 1
Z f ( )<< Ls,r,bl/Q % H( 71)
1<m<M r p<M I—p
plf
1
X H<1 _ p—1/2>

plr

Y 4 Y o

pf“?" 0<n<g/3 p g/3<n

< (MT)eTbI/ZTﬁ1/3’

ce qui conclut la preuve du Lemme 2.4.
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