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ABSTRACT

The m = 1 mode of a plasma column is represented by means of a mechanical
set up which shows the helical shape displayed by a linear screw pinch

with fixed axial boundaries.



I. INTRODUCTION

Le mouvement d'une colonne de plasma confinée par un champ magnétique

a été étudié 3 maintes reprises 4 1'aide de la MHD idéalisée. (Voir liste
de références dans [1,2,3] ). On considére un plasma cylindrique sans
résistivité, dont les profils de densité et de courant sont diffus. Le
résultat révéle un grand nombre de modes possibles, obéissant 3 des re-
lations de dispersion distinctes, ou couvrant un spectre continu. Parmi
ces modes se détache le kink dont la relation de dispersion exacte est
trés similaire 3 celle obtenue par une théorie beaucoup plus.simple,
analytique, appliquée & un profil de densité rectangulaire et un courant
de surface {},5,6] . Le mode m = 1 est aussi le plus instable, c'est
pourquoi on y porte le plus d'attention, tant expérimentalement que théo-
riquement. Il se trouve pourtant que le probléme des conditions aux
limites n'a jamais été& exposé clairement dans le cas d'un screw pinch

amarré, c'est-a-dire fixé aux électrodes.
Le but de ce travail est devisualiser le mode m = 1 3 1'aide d'un montage

mécanique, la corde élastique en translation, et de montrer de fagon tan-

gible les conditions régnant aux points d'amarrage.

II. DEFINITION DES GRANDEURS

La déformation de la surface d'un screw pinch de profil rectangulaire est

décomposable en une série de modes normaux

fj, = a + :E::- jfn'nq (L)
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On ne considére ici que le mode m = 1. Pour v <X a la déformation se
résume en un déplacement latéral en bloc, la colonne de plasma gardant
sa section circulaire de rayon a. Il suffit alors de considérer unique-
ment le mouvement de son axe:
[(- /)”Z +a/n[-)
jn =) € (3)

On donne 3 1'exponentielle une signification vectorielle: - hnz +tht
est 1'azimut du déplacement v L'expression ci~dessus représente donc
une hélice tournant avec la fréquence angulaire +a)n . L'hélice est
gauche si hn est positif, et droite si hn est négatif. Flle se déplace
avec la vitesse de propagation vn=¢b;/hn. L'expression (3) est une onde
polarisée circulairement. Elle obéit i une relation de dispersion, dont

la forme approximée pour de grandes longueurs d'ondes est trés simple:

ot = 25 fam)-2)]
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q désigne le facteur de sécurité qu'il est convenu d'écrire comme suit:

7’ = - X h¢1 (6)



Le dernier terme du membre de droite de (4) est un terme dispersif. En
son absence ¢J serait proportionnel 3 g, la vitesse de propagation serait

indépendante de la longueur d'onde. D'aprés (4) la vitesse de phase est

() 2
V = — = =V, &/*2 -g) - — (7
et la vitesse de groupe
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11 existe une limite inférieure pour q au-dessous de laquelle & devient
imaginaire: c'est la limite de Kruskal-Shafranov. La condition de stabi-

lité de la colonne de plasma s'écrit donc

(9)
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A la limite de K-S la vitesse de phase s'annule et la vitesse de groupe

tend vers 1'infini. A cette limite, le rapport maximum des champs magné-

tiques est

5y = bl a (2-4) (10)
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I1I. LE SCREW PINCH FIXE AUX EXTREMITES

L'expérience montre que la colonne de plasma est fixée aux extrémités,

3 1'endroit des électrodes. Un seul mode ne suffit donc pas pour décrire
une telle situation. Par contre, avec une superposition de deux hélices
de méme amplitude et de pas différent, il se forme des noeuds & interval-

les réguliers. En placant deux noeuds aux extrémités, on impose les



conditions aux limites voulues. De plus, la résultante des amplitudes
aux extrémités doit rester nulle en tout temps, donc la fréquence des

deux ondes doit &étre la méme.

Une troisiéme condition nous est fournie par des considérations énergé-

tiques. L'énergie d'une onde se propage a la vitesse de groupe. Or, dans
un mouvement stationnaire, il ne peut y avoir de propagation d'énergie,

ce qui impose une vitesse de groupe €gale et de sens contraire pour les

deux ondes. (Les ondes possédent la méme densité d'énergie si leur fré-

quence et leur amplitudes sont pareilles). Ceci dit, le mouvement est

constitué de deux modes (3) superposés

"(_/)’z +—w[’) [(-hzz +wl.")
e

+ ye (11)

D'aprés (8) on doit avoir

(2-8)9, -1 = -[(z-/e)%-f (12)

Les quantités 9 et 9, sont donc symétriques envers une valeur centrale

(13)

Ainsi 1'on peut écrire
9 =9, + Aq et 9 =9 -ag (14)

La fréquence et les vitesses de groupe deviennent

c.12=7c‘Qz [AZI’] ()
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Aprés substitution des nombres d'ondes -h_ = ql/Ota et ~h. = qz/o(a dans

1 2
(11), le déplacement de la colonne s'écrit
. zZ
- aa A9z
Dn=2ye Cos —— (17)

Ainsi la colonne prend la forme d'une sinusoide inscrite sur une surface
hélicoidale. Les conditions aux limites imposent la relation entre A g

et o, soit

aqgl r— (18)

(On ne considé@re pas les harmoniques). La grandeur qC/OCa désigne 1'héli-

cité dénommée ho. L'expression (17) devient

e
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En pensant a (18) 1'hélicité est

b, = 2
y lag

(20)

Elle est positive, 1'hélice est droite.

L'expression (15) nous révéle une nouvelle condition de stabilité

A7’ zZz (21)



La limite de Kruskal pour un pinch fixé aux extrémités est maintenant
Aq=1/(2 -8 ). D'aprés (18), le rapport maximum des champs magnétiques

vers cette limite devient

mnay

l

Par analogie avec (10) on voit que la longueur [ du pinch fixé corres-
pond a la demi-longueur d'onde d'un pinch libre (ou 3 la demi-circonfé-

rence d'un pinch toroidal).

La longueur d'onde des deux modes s'obtient d'aprés (6), (13) et (14):

(23)

et "1 =

Ceci fait, a4 la limite de stabilité, "l =Z et ,X = 00,
Le mouvement décrit jusqu'ici représente un pinch tournant avec la fré-
quence angulaire € . Le sens de rotation ne joue pas de role; une solu-—
tion plus générale est la superposition de deux mouvements rotatoires
dans le sens opposé. Ce dernier devient purement oscillatoire si les

deux amplitudes sont égales.

IV. LA CORDE ELASTIQUE EN TRANSLATION

Si l'on imprime une perturbation rotatoire, une onde polarisée circulai-
' = > ' >
rement se propage le long d'une corde élastique tendue. L'expression

mathématique du mouvement est identique i 1'une des composantes de 1'ex-



pression (11). Pour obtenir 1l'analogue au mouvement du screw pinch amarré,
il est nécessaire d'exciter deux ondes de polarisation circulaire se
propageant en sens contraire 3 des vitesses différentes. La différence
des vitesses est réalisable en entrainant la corde dans un mouvement

de translation. On crée ainsi un effet Doppler. Le screw pinch peut &tre

visualisé au moyen du montage mécanique suivant:

Une corde élastique sans fin, guidée par deux filiéres, est mise en mou-
vement de translation par un systéme de poulies. Une troisiéme filiére
excentrique, dont 1'axe de rotation est aligné sur les deux premiéres,
entraine la corde dans un mouvement de rotation. Par un éclairage stro-
boscopique on pourra voir en perspective la forme semi-hélicoidale gou-

vernée par 1'équation (19).

Dans le systéme du laboratoire, la vitesse de phase @2/h des deux ondes

est égale a:

wl wl
Vv = — v, = + (24)
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Dans le systéme de coordonnées de la corde, les deux vitesses sont égales
en grandeur. La vitesse de translation w produisant cette situation est
égale, selon la théorie de l'effet Doppler, i la moyenne arithmétique de

v, et v soit:
1 2?

wl g /Aq (25)
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La vitesse de propagation dans le systéme de la corde u = vyt W est alors

W =

wl (26)
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Cette derniére est déterminée Par la tension de la corde. Pour les bescins
de notre démoustration mécanique, la valeur de u est sans importance,

il suffit de représenter (24) et (25) relatif a u, soit

- _ _ 7 _ k3 _ 3
i = “( 47) yi‘“/’+4q) w‘“ZZ,’ (27)

I1 est alors nécessaire d'ajuster la fréquence de rotation 3 la valeur

T u w2
w = T(/-b—‘-z-) (28)

A la limite de Kruskal, qc/4m1= 1 la vitesse de translation w devient
égale 3 la vitesse de propagation relative 3 la corde u. De plus, w

s'annule et (19) devient

[Tz
n = 2y¢€ ¢ cos -2 (29)

Le temps n'intervient plus: la déformation de la corde reste fixe dans

1'espace. On répéte dans ce cas, une expérience de cours bien connue.

Les photographies stroboscopiques ci-dessous montrent le modéle mécanique
en fonctionnement. La longueur du "pinch" est de 60 cm. La Figure 1
montre le mode fondamental, et dans la Figure 2 1'harmonique n = 2 est
excitée. Vue de 1'observateur, la corde tourne dans le sens positif,
c'est-a-dire contraire aux aiguilles d'une montre, i raison de 3, respec—
tivement 6 tours par sec. Elle recule vers 1'observateur avec une vitesse
d'environ 10 m/sec. L'onde progresse dans le sens contraire 4 la transgla—
tion, quelque soit le sens de rotation. Comme la vitesse de translation
choisie est négative, 1'hélice est gauche, a l'inverse de ce qui a été

admis dans le texte.
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Fig. 1 Mode fondamental n = 1

Fig. 2  Premiére harmonique n = 2
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