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1. Einleitung

Vor kurzer Zeit haben Takeda et al. [1] die Methode der finiten Elemente [2]
als Handwerkszeug zur Berechnung von magnetohydrodynamischen Instabilitaten
vorgeschlagen. Die Autoren vergleichen analytische Resultate von Shafranovtﬂ
mit ihrem numerischen Resultaten. Sie finden gute Uebereinstimmung in der Zu-—
wachsrate der Instabilitat. Leider wird die Instabilitat selbst, das heisst

der instabile Eigenmodus des Plasmas, schlecht wiedergegeben.

Ein solches Resultat kann einen kaum befriedigen. Will man eine magnetohydro-
dynamische Instabilitat, deren Zuwachsrate man kennt und fur gefahrlich
erachtet, verhindern, so muss die dazugehorige Plasmabewegung verlasslich
bekannt sein. Es wurde deshalb in dieser Arbeit unternommen, ein einfaches
physikalisches System, das analytisch vollstandig beschreibbar ist, aber

keine Instabilitat aufweist, mit der Methode der finiten Elemente zu behandeln.
Dabei zeigt sich, dass mit dieser Methode durchaus auch die Plasmabewegung

beschrieben werden kann. Das zum Teil merkwurdige Verhalten der numerischen



Losung fur die Plasmabewegung kann allerdings erst nach Parameter-und Konver-

genzstudien am gesamten Spektrum von Eigenschwingungen verstanden werden.

. Vereinfachter linearer Theta-pinch

Das einfache physikalische System besteht aus einem zylindrischen Plasma
grosser Lange oder mit periodischen Randbedingungen in longitudinaler Rich-
tung. Es liegt in einem konstanten longitudinalen Magnetfeld Bz, hat kons-
tanten Druck und Dichte und ist unendlich gut leitend (0 = =), Es soll als
nur ein Gas betrachtet werden und Bewegungen ausfuhren, deren Frequenzen w
weit unterhalb der Ionenzyklotronfrequenz liegen. Im weitern sei es nicht
magnetisch, sondern rein hydrodynamisch eingeschlossen (Normalgeschwindigkeit

am Rand Vo= 0). Es werden nur Eigenschwingungen der Form

> L(wt+mO-Rk2
g(r)e ( ) 1)

. > .. . . .
gesucht. Hier bedeutet & die Auslenkung eines Gaselementes aus seiner Gleich-
-
gewichtslage und (r, 9, z) sind die Zylinderkoordinaten. Nimmt man lg] als
klein gegen die Systemdimensionen an, so wird die Plasmabewegung durch fol-

gende lineare dimensionslose Gleichungen beschrieben [4] :
1 kol V. &
- = - S .
W'k, iks" v-¥
- > 5 * . - .2 (2)
-wtE = (1+61) v (7-E) + th(VE, +LRE))

A das Verhaltnis der Schallgeschwindigkeit zur Alfven-

geschwindigkeit. &, r und k sind mit dem Plasmaradius R normalisiert, w mit

Hier ist s = ¢ /c
S

cA/R..L bezeichnet die Vektoren, die senkrecht zum longitudinalen Magnetfeld

Bz stehen. Die Randbedingung lautet

gr (!‘:1) = O (3)



Die LOsungen von (2) und (3) zerfallen in drei Klassen. Eine Klasse enthalt
die inkompressiblen Alfvenschwingungen (Klasse A). Die Inkompressibilitat

(3 . 3 = 0) hat in (2) 52 = 0 zur Folge und damit (k2 - wz)g; = 0. Der Eigen-—
wert wz = k2 ist unendlich entartet, da zu jedem Er, das die Randbedingung

. o .
(3) erfullt, mit V * £ = 0 ein ge berechnet werden kann.

Die andern zwei Klassen werden durch Besselfunktionen beschrieben. Die Glei-

> »
chungen (2) lassen sich unter der Bedingung V + & # O schreiben

§e=—\tb I E;.L (4)

i
{ d_d 2 m?
Lersg o (K- Ir)8 =0
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b (hoRie) (k)
wt + w? st - kst

(5)

Die Gleichungen (4) werden von

EZ- =C jm (kr) (6)

geldst, das am Ursprung endlich bleibt. Die Randbedingung (3) J%(K) =0
stellt die Dispersionsrelation der gesuchten zwei Klassen dar und lautet

nach wz aufgelost

1 .4
wFsl

Rt + L st k*
(h. +b&m‘“)(“+sz) 1z 1-(4+$1),_ h.7'+x':;‘°< (7)



Hier ist Yo o die a. Nullstelle der Funktion J&. Das Pluszeichen in (7)

>
gilt fur die sogenannten "fast waves" (Klasse F), das Minuszeichen fur die
2 . . . .
"slow waves'" (Klasse S). Wy stelgt monoton mit «, das heisst mit der Anzahl
. . . . 2 .
Schwingungsknoten der Eigenfunktion (6), wohingegen W monoton sinkt und dem

Haufungspunkt szkz/(l + sz) zustrebt.

. Numerische Methode

Sei
> a2
~wE = F(E) (8)

Die Abkurzung fur (2), wo ¢ die Randbedingung (3) erfullt. Man beachte, dass
(8) reell ist, wenn Er = igl gesetzt wird. In (8) sind wz und ein ''genugend
- . . . . g . . .
regulares” nicht identisch verschwindendes £ gesucht., Dieses differentielle

Problem 2. Ordnung ldsst sich als halb schwaches variationelles formulieren
1

-t '?ZE rdr = & (.?2»2) (9)

. > . oq . . . . . .
Hier ist n eine beliebige "gentigend regulare' Funktion von r, die die Rand-
. . > >, . . eq . .
bedingungen (3) erfiullt. a(n,£) ist die symmetrische Bilinearform, die durch

partielle Integration aus
]

S?z.F (§) rdr

°
erhalten wird [4] . Diese Formulierung ist jener bei Takeda et al. [1] aqui-

valent, wo das Integral der zu (8) gehorigen Lagrangefunktion minimisiert

wird.

Zur numerischen Behandlung wird (9) gleich wie bei Takeda er al.[l] mit der

Methode von Ritz (5] diskretisiert.



n

E(r) = Z ;L € () (10)
(-0

Die Basisfunktionen e; sind definiert im Intervall [O, 1] und sind gegeben

durch Dreiecke

(0 or  o<rar L>0
r“‘rt_| -
— ur . N
o, # 7}_‘<.r‘<.r; L >0
(11)
e.(r)={ wy-r . .
L ) AL a}ur r<r<r,, ten
Vi~ N
“ t‘-(h-
Lo Jar o, <r<d
wo 0 =1 <T < ... <r = 1 gilt. Fur die gesamte Arbeit wurden aqui-

. . A .
distante Intervalle angenommen. Setzt man nun fur n in (9) der Reihe nach
die Basisfunktionen (l,0,0)ei, (O,l,O)ei, (0,0,l)ei ein und integriert
unter Berucksichtigung der Randbedingung (3), so reduziert sich (9) auf ein

algebraisches Eigenwertproblem

gv/u u = S; HJ’)* " V=i ..., 3043 (12)

3N+
—wt
)A

wo die Indizes v und u die Vektorkomponenten und die Raumpunkte i von X,
numerieren. A und B sind symmetrische Matrizen. (12) eignet sich zur Losung
auf dem Computer. Fur die vorliegende Arbeit wurde immer das Jacobische Ver-
fahren [6] angewendet, da alle Eigenwerte und -vektoren studiert wurden. Ist
man im allgemeinen Fall nur an einem einzelnen Modus interessiert, zum Bei-

spiel an einer Instabilitat, so ist eher das Verfahren der Vektoriteration

[6] angebracht.



Bis jetzt wurde ein wesentlicher Punkt ausser acht gelassen. Der Operator.g
hat eine Singularitat r_2 am Ursprung, die ohne eine Umformulierung des Pro-
blems nur mit Bastelarbeit numerisch behandelt werden kann. Da die Singula-
ritit mit der Zylindergeometrie eingefuhrt wurde, wird sie durch regulares
Verhalten der Losungsfunktionen am Ursprung unschadlich gemacht. Ein Vektor-

*
feld V(x,y), das mit

s (W) S [am®) ime
V(xv‘a) Ve(r,e) - "gm bm (r) e, (13)

entwickelt wurde, muss

Gy (0) = by (0) Yar |m) 4 4

. (14)
Q’t1 (0) + L‘Qi“ (D) =0

befriedigen. In der vorliegenden Arbeit wurde Uber die Regularitat hinaus
. . . . 2 2
zusatzlich die Struktur von (2) am Ursprung unter der Bedingung k= # w be-
-
nutzt. Es wurde eine neue Variable £ definiert, deren Komponenten am Ursprung

weder Null werden noch divergieren.

poim-1] o 0\ ( E,

poim-tl-28 g, pim-d-25my 0 §e (15)
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“ng;
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§ bezeichnet das Kroneckersymbol. Sei U die Transformatiomsmatrix in (15),

so lasst sich (9) schreiben:

i
->
A
)

“t | U E e s (U, UE) 2207, 8)

0

(16)
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Der Ansatz (10) wird nun fir £ und n gemacht. Da (15) unter der Bedingung
2 2 . . . . .
k® # w” hergeleitet worden ist, verlangt man damit fur die Alfven-Klasse
2 2 . . . ..
(k = w°) bei m > 1 zuviel. Die Klasse A braucht nur (14) zu befriedigen.Es

wird also nicht erstaunen, wenn die Klasse A fur m > 1 in (12) schlechter
reprasentiert wird als fur m = O, 1. Zur Integration von (16) wurden U_lT'U_1
und die Koeffizienten der Bilinearform & linear zwischen r. und T approxi-
miert. In einem komplexeren System als (2) kann diese Approximation aller-
dings schlecht sein. Es muss dann entweder quadratisch approximiert oder (16)

mit Simpson [7] integriert werden.

Resultate

4.1. Spektrum

" . . . 2
Der Parameter s wurde fur die gesamte Arbeit mit 6 s = 0.5 festgelegt. Das
ist gleichbedeutend mit B = 0.1, wenn B das Verhaltnis des thermischen Gas-
druckes zum magnetischen Druck bedeutet. Es wird im Abschnitt 4.4 erwahnt

werden, wie sich die Resultate mit s andern.

Fig. 1 zeigt, wie das Spektrum wZ des algebraischen Eigenwertproblemes (12)
bei steigender Anzahl n von Intervallen (11) gegen das exakte analytische
Spektrum (rechts am Rand) konvergiert. Es ist der Fall m =1, k = 0,5 ge-
zeigt. Die Modi wurden anhand der Anzahl Nullstellen identifiziert. Die Aus-
lenkung gr(r) des ''"fast modes" F3 hat im Intervall [O, 1] 3 Nullstellen.

Diese Identifikation ist ausser bei der Klasse S praktisch immer durchfuhrbar,
und zwar bis zu den hochsten Modi. So hat zum Beispiel der mit n = 16 gerade

noch darstellbare Modus F._ 16 Nulldurchgange in £,

16
Es ist in Fig. 1 zu beachten, dass die Klasse S im gewahlten Darstellungs-—
massstab sowohl analytisch wie numerisch als entartet erscheint. Das Spektrum
der Klasse S wird weiter unten separat studiert werden. Die Entartung der

Alfven-Klasse A wird numerisch nicht wiedergegeben. Die Eigenfrequenzen der



numerischen Modi Ai’ die {ibrigens Winkel- oder Besselfunktionen ahnlich sind,
konvergieren aber gut gegen den analytischen Wert. Der Grund fur die Auf-
hebung der Entartung im numerischen Fall ist in der Wahl der Elemente (11)
zu suchen. Das Charakteristikum der entarteten Alfven—-Klasse (? ~'3 = Q) ist

mit (11) nur angenahert darstellbar.

Die Klasse F wird sehr gut wiedergegeben. Man beachte aber, dass sich nahe-
liegende Modi gegenseitig storen. Dieses Phanomen wirkt sich nur schwach auf
den Eigenwert aus, hingegen sehr stark auf die Eigenfunktion. Lagen ein wi
und ein w§ exakt aufeinander, so wurde das eine zweifache Entartung bedeuten,
und die entsprechenden Modi A und F waren gemischt, weil trotz Entartung

zwei zweinander orthogonale Eigenvektoren konstruiert werden.

4.2. Eigenfunktionen der Klasse F

Fig. 2 zeigt die prozentuale Abweichung des numerischen vom analytischen Wert
von Er in Funktion des Ortes r fur die ersten drei '"fast modes”. Es sind die
Resultate fur 2, 4, 8 und 16 Intervalle (11) gezeigt. Auch hier ist gute Kon-
vergenz bei steigendem n feststellbar. Offensichtlich ist der Ursprung r = O
der kritische Punkt. Das zeigt sich noch deutlicher in Fig. 3, wo Er des Mo-

dus F6 in Funktion des Radius mit n = 16 dargestellt ist.

Diese Schwierigkeit am Ursprung ist dem Fall m = 1 charakteristisch, weil

nur hier gr und Ee auf der Achse ungleich Null (14) sein konnen. Deshalb sind
die Resultate fur m # 1 besser. In Tabelle 1 sind die prozentualen Abweichun~—
gen vom analytischen Wert fur w2 (obere Zahl) und.g (untere Zahl der ersten

6 Modi F fur m = O bis 6 angegeben. Als Abweichung von g wurde immer die Ab-

weichung im grossten Wert von 6r oder Ee genommen.

Es ist instruktiv, die Konvergenz der Modi F fur m = 1 auf der Achse r = 0

zu studieren. Fig. 4 zeigt die prozentuale Abweichung vom analytischen Wert

1
Die Spitzen bei n = 4,7,10

von Er auf der Achse in Funktion der Anzahl Intervalle. Es sind die Modi F_,

F. und F_ dargestellt. Man betrachte zunachst F

3 5 1’



und 14 konnen im Vergleich mit Fig. 1 erklart werden: Jedesmal liegt der
Eigenwert eines Alfven-Modus in der Nahe von wil. Ebenso hat F3 eine starke

11 bei n = 10. Bei F3 und F5 zeigt sich noch ein weiteres

Phanomen, das ubrigens allgemein gilt. Verbindet man in Fig. 1 alle An

Wechselwirkung mit A
+1
(n=2,....., 16), das heisst die hochsten mit einer gegebenen Anzahl Inter-
valle n beschreibbaren Alfven-Modi, so entsteht ein Polygon, das man etwa
als "Alfven-Geburtslinie' bezeichnen konnte. Ein Modus F. hat auf der Achse
einen Fehler von ungefahr 100 % (Fig. 4), solange die Alfven-Geburtslinie in

Fig. 1 den Eigenwert des Modus F. noch nicht Uberstiegen hat.

Damit ist nun das Konvergenzverhalten der Klasse F beschrieben. Aus Fig. 1
wird entnommen, dass die Eigenwerte problemlos konvergieren, aus Fig. 4 so-
dann, dass die dazugehorenden Eigenfunktionen ebenfalls angegeben werden
konnen, wenn nur darauf geachtet wird, dass beim gegebenen n kein Alfven-
Modus in der Nahe liegt, und dass die Alfven-Geburtslinie den gesuchten Mo-

dus F. schon uberstiegen hat.

4.3 Klasse S

Es ist noch das Verhalten der Klasse S zu studieren. Die Eigenwertgleichung
(12) gibt bei n Intervallen n + 1 Modi der Klasse S wieder. Die analytische
Losung (7) ergibt fur Slwz = 1.9326 - 10_2 und fur den Haufungspunkt

w2 =1.9231 - 10_2. Die Eigenwerte aller Modi Si (Fig. 1) sollten also
zwischen diesen zwei Grenzen liegen. In der numerischen Losung wird der
Haufungspunkt nie unterschritten (n = 2,..... ,16), hingegen wird die obere
Grenze uUberschritten. Bei n = 16 sind der kleinste und der grosste Wert
durch w2 = 1.9233 - 10_2 und w2 = 1.9479 - 10_2 gegeben. Die Eigenfunktionen
haben im allgemeinen nichts mit der physikalischen Losung (6), (4) gemein-
sam, da das numerische Eigenwertproblem (12) fast entartet ist. Fig. 5 zeigt
die einzigen zwei als physikalische Modi identifizierbaren Eigenfunktionen
S1 und S2 im Vergleich mit der analytischen Losung (6). Es ist die Komponente

Ez, welche in der Klasse S als einzige wesentlich von Null verschieden ist,

dargestellt. Man beachte, dass sich schon fur S, die Entartung des alge-

2
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braischen System (12) auswirkt. Der funfte Punkt von links liegt um Hunderte
von Prozenten ausserhalb der analytischen LOsung. Die Eigenwerte dieser zwei

identifizierbaren Modi haben die richtige Ordnung wzl > mzz.

Das Verhalten der Klasse S kann in einem Spezialfall besser verstanden wer-
den. Es wurde der Fall m = 0, k = 5.4 und 6s2 = 0.5 gewahlt. k = 5.4 hat
beim gewahlten s zur Folge, dass die Bandbreite in w2 etwa achtmal grosser
ist als im vorhergehenden Fall. Fir m = O sind dann alle Modi Si(i=1,...,n+1)
anhand der Nullstellen von gz identifizierbar. Zusatzlich ist bei m = O noch
der Modus SO moglich. Er entspricht einer Translation der gesamten Plasma-
saule in longitudinaler Richtung. Fig. 6 zeigt die Konvergenzstudie (analog
zu Fig. 1) fur den erwahnten Spezialfall. Man beachte, dass nicht die Fre-
quenz wzi, sondern die Abweichung vom Haufungspunkt wzi - wiwaufgetragen

ist. Es ist nur die Klasse S dargestellt. Die andern zwei Klassen werden ohne
Schwierigkeiten beschrieben, da die Klasse A fir m = O auch im System (12)

exakt entartet ist (entkoppelte Gleichungen).

Das eigentumliche Konvergenzverhalten erklart die schlechten Funktionen, die
im vorhergehenden Fall (Fig. 5) gefunden wurden. Die Klasse § hat immer Wech-
selwirkung mit sich selbst. Werden die zu Fig. 6 gehorenden Funktionen stu-
diert, so stellt man fest, dass erst dann, wenn die Eigenfrequenz des Modus

Si unterhalb derjenigen von Si+ liegt, auch die Komponenten gr und ge die

1
physikalisch richtige Anzahl Nullstellen besitzen.

4.4 Variation der Parameter

Es bleibt das Verhalten der numerischen Losung zu studieren, wenn die Para-
meter s und k verandert werden. Es wurde bei m = 1 einenteils bei k = 0,5,

s = 0.01, 0.1, 1, 10, 100 und andernteils bei 652 = 0.5, k = 0.00l, 0.01, 0.1,
1, 10, 100, 1000 gewahlt. Bei der ersten Parameterreihe andert das Spektrum
seinen Charakter nur in der Alfvenklasse. Die Alfven-Modi haben fur kleine s
die gleichen Werte und das gleiche Verhalten wie in Fig. 1, werden aber fur

. . 2 .
grosse s sehr schlecht beschrieben. So hat A1 ein w- = 31 anstatt 0.25 beil
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s = 100 und n = 16.

Die zweite Parameterreihe zeigt, dass es sich hier um Diskretisationsfehler
handelt. Auch fur beliebig kleines k unterschreiten namlich die Frequenzen

1 A2 und A3 nie die Wert; 0.0030, 0.0340 und 0.0948, obschon der
analytische entartete Eigenwert k= ist, also gegen Nullstreben sollte. Offen-

wz von A

sichtlich fuhrt man in der Alfvenklasse mit der Diskretisation einen fur
einen bestimmten Modus konstanten Fehler ein. Das bestatigt sich, wenn man

zu grossern k-Werten geht. Bei k = 0.1 sind die drei ersten Alfven-Frequenzen
0.0130, 0.0440 und 0.1048. Werden die oben erwahnten Diskretisationsfehler

davon subtrahiert, so wird der richtige Wert 0.0l erhalten.

Die Klasse F wird fur alle k gut beschrieben, obschon bei grossen k die re-
lative Differenz in w2 zwischen sich folgenden Modi minim wird. Bei k = 1000
und F 3-10_5. Die Eigenfunktionen der Klasse S, de-

1 2
ren Eigenwerte bei grossen k ahnlich kleine relative Differenzen zelgen,

betragt sie zwischen F

werden fir steigende k sogar besser beschrieben. So findet man bei k = 1000
zehn Eigenwerte und -funktionen in der richtigen Reihenfolge. Im Gegensatz
dazu waren es in Fig. 6 nur deren funf. Bei kleinem k sind Spektrum und

Funktionen dem Fall k = 0.5 ahnlich.

Folgerungen

Es wurde an einem einfachen Modell gezeigt, dass die Methode der finiten Ele-
mente sich eignet, dynamische Probleme der Magnetohydrodynamik vom Typ Eigen-
wertproblem zu beschreiben. Spektrum und Eigenfunktionen haben gut verstand-
liche Eigenschaften. Sie konvergieren einzeln gegen die exakten analytischen
Werte. Al1fallige gegebene Wechselwirkungen verschwinden beim Verandern der

Intervallzahl, mit der die Diskretisierung stattfindet.

Den Herren Prof. Dr. E.S. Weibel und Prof. Dr. J. Descloux danken wir fur

wertvolle Diskussionen.
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Zusammenfassung

Die Eigenschwingungen eines zylindrischen homogenen Plasmas
konnen analytisch untersucht und in drei Klassen eingeteilt
werden. Die Eigenwerte der ersten Klasse sind gut getrennt,
jene der zweiten haben einen Haufungspunkt, und der Eigen-
wert der dritten Klasse ist unendlich entartet. Es wird
untersucht, wie und unter welchen Bedingungen die Eigenwerte
und -funktionen des mit finiten Elementen diskretisierten

Problems gegen die wahre Losung streben.

Abstract

The eigenmodes of a cylindrical homogeneous plasma may be
calculated analytically. There are three classes of solu-
tions. The eigenvalues of the first class are well separated,
those of the second class have a point of accumulation. The
eigenvalue of the third class is infinitely degenerated.The
eigenvalues and eigenmodes of the corresponding discrete
finite element problem tend towards the true solution. The

convergence properties are discussed.
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Fig. &4
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Fig. 6
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Bildlegenden

2 . . .
Das Spektrum w der drei Klassen S, A und F in Funktion der Anzahl
Intervalle n. Am rechten Rand ist die exakte analytische Losung an-

gegeben,

Prozentuale Abweichung A der numerisch gefundenen radialen Plasma-

)/ € |

in Funktion des Radius. Die ersten drei Modi der Klasse F wurden mit

n =16 ¢ ), n =8 (-———- Y, n = 4 (—---- Yund n = 2 (..... ) ge-

bewegung von der analytischen A = (& - £

r num. r anal. r anal. max

rechnet.

Analytische ( ) und numerische (©) Losung fur gr des Modus F

6
in Funktion des Radius.

Konvergenzverhalten der radialen Plasmabewegung auf der Achse. Es
ist die prozentuale Abweichung A vom analytischen Wert fur die Modi
Fl (—), F3 (————- Y und F_ (..... ) in Funktion der Anzahl Inter-

valle n gezeigt.

Analytische ¢ ) und numerische (°) Losung fur die longitudinale

Auslenkung gz der Modi S1 und 82 in Funktion des Radius.

2 . .
Das Spektrum sz =w - szkz/(l + 52) der Klasse S in Funktion der

Anzahl Intervalle n. Am rechten Rand ist die exakte analytische

Losung angegeben.
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Tabelle 1

o = 0 1 2 3 4 5 6
-1 -1 -1 _ -7 -1.0 1.2

F
0 1.8 7 6 3.6 4.6 6.6
6 -5 3 -3 -6 ~.9 “1.2

F,
1 7.5 4.0 1.0 2.6 1.1 3.1
1.9 -3 1.2 6 2 -1 _

Fq
1.2 18.5 8.3 1 4.7 5.9 2.9
3.9 4 2.7 2.1 1.7 1.3 9

A
1.1 10.6 5.2 8 5.9 3 9.7
6.5 3.3 5.0 4.2 3.7 3.2 2.6

Fy
6.2 | 145.8 9.4 7.5 7.9 26.6 13.6
9.8 17.2 7.2 7.6 6.1 5.5 4.6

Fe
16.3 | 100.1 56.1 16.5 13.0 22.0 11.7

Prozentuale Abweichung der numerisch berechneten Werte fur wZ (obere Zahl)
und gmax (untere Zahl) von der analytischen. Es sind die Resultate fur die

ersten 6 Modi Fi mit den untersten 7 azimutalen Wellenzahlen m angegeben.
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