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I. Introduction

On considére un pinch hélicoidal rectiligne, dont les extrémités
sont maintenues de fagon rigide par les électrodes. Seuls les mo-
des m = 1 (kink mode) sont étudiés, dans les approximations sui-
vantes: diamétre du plasma petit, comparé aux longueurs d'ondes
et au diamétre de la paroi extérieure, plasma parfaitement con-

ducteur, équations du mouvement linéarisées.

La méthode consiste en une analyse de Fourier de la déformation

du plasma, ainsi que de la force de rétroaction projetée dans un
référentiel hélicoidal. Les questions de déphasage et de couplage
sont discutées. Le premier mode longitudinal est stabilisable loin
au-dessus de la limite de Kruskal-Shafranov, et on verra qu'il
existe une structure magnétique permettant la stabilisation si-

multanée de deux modes.



2. Description du plasma

2.1 Définition de la perturbation

LVéquilibre d'un pinch hélicoidal rectiligne devient instable
lorsque 1'hélicité du champ magnétique dépasse une certaine va-
leur définie par la condition de Kruskal-Shafranov. Le mode de
déformation m = 1 (kink mode), que l'on se propose de stabiliser
au moyen de conducteurs hélicoIdaux alimentés par rétroaction,
peut &tre analysé sous un point de vue purement mécanique. Dans
ltapproximation des grandes longueurs d'ondes, le plasma se dé-
place comme une colonne incompressible de section circulaire. On
admet que les deux extrémités de la colonne sont maintenues de
fagon rigide par les électrodes. En outre, le plasma est supposé
parfaitement conducteur. L'équation du mouvement est linéarisée

et 1'on ignore l'effet de la paroi extérieure.

La déformation du plasma est décomposable en une somme de modes

normaux de la forme
1.(”1 é'thl ""')Né)
r=a f-zv e (1)

Pour m = 1 et jyﬂf &1 cette

7 AN 6Q expression représente simplement
a W un cercle (voir figure ci-contre)
‘ i de rayon a, déplacé d'une valeur
\\\\\\ / !le dans la direction de 1l'azi-
~ 4 mut 6, défini par

G, thyz -yt rarg(yy)=0  (2)

Il est donc judicieux, pour le calcul, d'introduire le déplace-



ment de l'axe et de lui attribuer les coordonnées Gd et z com-

me suit ;
. /o0
} ([-araliu)=hyz <t
$=hvle (3)
On remarquera que le signe de l'exposant a changé.

L'expression (3) est appelée mode de base du mouvement de 1'axe

du plasma.

Le nombre azimutal m est défini positivement (m = + 1) et le
nombre d'onde h” est négatif. Par conséquent, le plasma forme
une hélice de sens droit, tournant d'un seul tenant avec la fré-

quence angulaire + &Jy .

Soit maintenant un domaine - 172 < z <« &/2 aux limites du-
quel le plasma est maintenu de facon rigide r(* é72) =a . Une

déformation quelconque sera représentée par une série de Fourier

(& o
r=a+e (o )Z “tent sin(niz +7n/2) (4)

On se limite & des coefficients Yy, réels, et Wy est le méme pour
les deux indices N = Nc +Nn et N = NC - N , en raison des con-
traintes aux extrémités. Chaque harmonique d'indice h est consti-
tuée d'une somme de deux ondes, dont les vecteurs sont H (h£+h)K'
et [ﬁ/-")}< . La grandeur NC représente 1'hélicité de la colonne,
c'est-a-dire la surface hélicoIdale sur laquelle la perturbation

est inscrite. Les conditions aux limites imposent

W

H= -7 (5)

Chaque composante Fourier de 1l'expression (4) contient deux modes

normaux explicités comme suit

(8 + MKe+nKz)-ce b + == ”’

r,=a+ “‘ €
2!
]

20

I(e*NKz—HKZ)—lwt"‘“—'n (6)



La premiére exponentielle représente une onde progressant avec

la vitesse de phase &%/Yﬂé+ﬂ)f( . La seconde représente 1l'onde
réfléchie & 1'extrémité du pinch, sa vitesse de phase est u%/ﬁké-q»(
Vues d'un référentiel hélicoidal & = -Aﬁz‘(z les deux vitesses
sont égales et de sens contraire ;§c~%/%ﬁ(. Dans le systéme hé-

licoIdal considéré, il y a donc réflexion simple aux extrémités

du domaine [l] .

L'expression (4) ne contient que les modes n tournant dans le
sens +w), . Le cas général s'obtient par addition d'une expres-
sion similaire avec les w), négatifs, mais il ne sera pas néces-

saire d'en tenir compte.

Le passage & la représentation du mouvement de 1l'axe du plasma
s'effectue selon le schéma précédent: On supprime 8 et 1l'on chan-
ge le signe des exposants, ce qui conduit &

. } T ) ¢
Zg/e—‘{"/c‘"ﬂ(z* "“‘zj(/”'f) e-c'[/&/‘*-n)ffz - -—f(/’?“)
=2

1) (W, &
+ e
(7)

L'ordre des termes a été interverti pour des raisons de conve-
nance. En outre, l'imaginaire i a été transférée dans les expo-
sants, tout en profitant de placer le signe + devant les expo-
nentielles. Les modes de base possédent de la sorte un coeffi-
cient positif (et réel). L'expression ci-dessus, mise sous forme
compacte,
..[Aé/(i-riu%f
S, = Y€ J/'n(nh’z f—l_l-ﬂ/Z) (8)

s'appelle un mode propre. Une déformation quelconque de 1l'axe

équivaut & une somme de modes propres

§ = ;§: f; (9)



I1 est entendu que ni(ﬁ doit rester trés inférieur 3 l'unité.
Les nombres NC ne sont pas nécessairement égaux pour tous les
modes propres, mais on verra qu'il n'y a qu'un seul NC en 1'ab-

sence de rétroaction.

2.2 Relation de dispersion

On se référe & un traitement rigoureux du probléme [2} , [3] s
[4] pour déduire la relation de dispersion adaptée & notre ap-

proximation. Les forces de rappel du plasma (forces dues a 1la

déformation du champ causée par le plasma) se calculent comme

suit:

En 1'absence de déformation, le champ dans 1'espace vide exté-

rieur, écrit en coordonnées r, ©, z est

BV = (0) —Q—Bo ;X Bo) (10)

r\

A 1'intérieur du plasma on a
BT = (0 0 %:8) (11)

a%_et <xp sont des constantes, et Bo est le champ azimutal régnant
& la surface du plasma. A ces champs s'ajoutent les perturbations
dBY et offBP causées par la déformation. Le champ extérieur peut

étre dérivé d'un potentiel scalaire

( MK
@ = Lr)e (6+4Kz) (12)



(La dépendance du temps est omise). Donc

v 2L " L ¢ {9 +NKZ}
JB = -;-;—} ;.—L) tN/(L)e (13)

La solution en géométrie cylindrique est

Ler) = C L(VKr) + C K (VKr) (14)

ou Il et K1 sont les fonctions de Bessel et de Hankel modifiédes.
Pour de petits arguments, c'est-a-dire lorsque la longueur d'onde
est grande comparée au rayon b du tube, il est 1légitime de dé-
velopper ces fonctions et de ne garder que le premier terme. La

fonction de Hankel se résume a

— A
K, (NKr) = A

Si par surcrolit, le rayon du tube est trés supérieur au rayon a
du plasma, on peut ignorer la fonction de Bessel, car sa contri-
bution est de 1l'ordre de a2/b2. Cela revient 3 dire que la paroi

est sans effet.

~

La constante C2 egt déterminée par la condition & la surface du
plasma, exigeant que le champ doit &tre paralléle & celle-ci,
c'est-a-dire (m - B)r = 0. Pour un mode normal

(O NKz)
r=a=+ye (15)

le vecteur perpendiculaire & la surface est donné par

- (6 +NKz)
n = gradfa +y € -r

( Y (@ +NKHz) ‘ p ,'(91-/\//(:)) (16)
- €

7. TE ) Ly



En annulant les termes de ler ordre du produit scalaire, la cons-

tante devient

2

[

—

¢ . ,
7.2‘_ -—67;.,/30"\/’(& (f"/V:i) (17)

avec

9= ~-% Ka (18)

La perturbation du champ extérieur devient

v YNBoa' _ ;(9*”"{2) .
J B ‘—'—"‘;‘{“‘(’ ’Vq)e (‘, 7 ’V’(") (19)

Ainsi 1'on obtient la pression magnétique
v ,2 vie
2/“¢/,DV= (8 +0r3) - (,B) (20)

A la surface du plasma, c'est-a-dire pour r donné par (15), elle

est égale &
1
7y, Bo N7
Q/‘(o

a'{a + A’ﬁEJ
(Vg -2)e (21)

/PV =

La partie réelle représente la valeur physique de la pression.
Cette derniére est maximale pour 6 + NKz = 0, donc la force résul-

tante sera alignée dans la direction

6? = - MKz (22)

Par intégration selon &, on trouve la force agissant latérale-
ment sur le plasma
-(NKz
v T . ot - ‘
F/= oWy (2-Hle (25)
o



comprise par unité de longueur. L'exponentielle exprime la di-

rection de la force.

Le champ intérieur se déduit également d'un potentiel scalaire,
dans 1l'approximation des grandes longueurs d'ondes (NKa <L l).

Sa valeur est donnée par

o ¢ 91’/‘/}(2)
/BP:con;t.yrad/I,(NKf)e (24)

En procédant de la méme manidre, le champ intérieur devient

(8 +NKHz
JEP::)I”BO«P/VKP( ' K)(

{ -f V) (25)
De la condition d'équilibre de pression découle la relation
e N2
“~
(xpKa) = (1-4)(~ Ka) (26)

valable aux grandes longueurs d'ondes. La variation de pression

due & ce champ se trouve &tre égale a

y B:‘(’/_/g 2 ('{§+/VKZ)
JPF = - ud )(/’v?) € (27)

d/((o

et la force latérale par unité de longueur

~ 2, ., ~VHz
FI'om - w8 (1-8)(Vg) e (28)

Pinalement, la somme des forces de rappel sfécrit

- _(‘IVKZ 'f"l’w/vé'

T o2 [, \ A
o= % Nq[(?*ﬂ)”? -2fwe (29)



- 10 -

ot 1l'on a réintroduit la dépendance du temps. La force FN est

donc proportionnelle au mode de base

_{NK2+5mwt
Sy = Iv € (30)

Cela implique que la force de rappel est paralléle & 1l'élongation
du mode considéré. En vertu du principe d'orthogonalité, la force
totale sera la somme des forces causées par tous les modes de ba-

se, soit

F=—2 AV gy

(31)

A (N) est une fonction quadratique du nombre d'onde:
A(N) = EBJIV?[(QW‘N? -2f (52)
[4

Appliquée & un seul mode propre, la formule (31) devient:

[y = (M) o 5 (o) i(Neon) - E(ng)] St

f=- 2 [ Al » AN rre (55)

L'expression entre crochets représente la somme vectorielle de
deux forces. Le point important de notre développement réside en
ce que la somme des forces doit étre orientée dans la méme direc-
tion que l'azimut du déplacement. Si tel n'était pas le cas, il y
aurait apparition d'une force transversale, qui ne pourrait étre
mise en équilibre avec la force centrifuge du mouvement tournant
exprimé par (8). Il faudrait alors que d'autres modes non compris
dans (8) apparaissent. L'état stationnaire n'est possible que

dans la condition suivante

A(M*U - prfﬁ (34)
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Cela revient & dire que la force projetée dans le systéme d'héli-
cité N (c'est-a-dire Fy divisé par exp(- iN, Kz + ieJ, t) est

réelle.

De la condition (34) on déduit la valeur de Nc particuliére &

cette situation, que 1l'on appellera hélicité d'équilibre

7
N, LA
(2-4) ¢

It

(35)

Elle est indépendante de l'indice n grice au fait que A est une
fonction quadratique de N. On a dés lors avantage & introduire

une nouvelle grandeur

T8%q
g = */;:;\7;" (36)

2 v/
En utilisant la vitesse dite d'Alfvén v, = -4 //‘(gf et la mas-

1
e k3 o~ - 3 . . -
se linéaire f1::u & f£ 1la signification de g ressort comme suit

P
.7//A1 = ;az/f' (2-4) (37)
La grandeur A(N) prend maintenant la forme

Av) = (’Vz"zwvf)y (38)

ANcxn)= (0"~ )5 (39)

Finalement, la force de rappel projetée dans le systéme Nc de-

vient
N Kz =l b ,
Fe ™ S B) cinlnna e mnla)

: 40
= -y, g(nt=H})sin(nAz rTn/2) o
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Par la méme occasion on a introduit le coefficient de Fourier

(F)n de la force.

La force d'inertie due au mouvement de l'axe du pinch est une
force centripéde paralléle & 1'élongation, donc réelle dans le

référentiel Nc
. < ¢ 1 . . —~
(F;)n S:n(’nh’z -rﬂ”n/’z) = Me, Y Sm(/nt(z + 7 n/jz) (41)

Dans 1'état stationnaire, cette force de d'Alembert est en équi-

libre avec la force de rappel
(F), = Fl, = © (42)

De cette équation d'équilibre, on tire la fréquence angulaire du

mode en question
2 J ;2 2
CpJn = '-)—4—-("7 - /VC ) (43)

L'égalité obtenue est une relation de dispersion. Il y a stabili-
té lorsque N02'< n2. En particulier, pour le mode fondamental

n = 1 la condition requise est

(2-4)9 > 1 (44)

Cette derniére expression représente la condition de Kruskal-

Shafranov appliquée & un pinch fixé aux extrémités.

D'aprés la définition de q, formule (18), 1'hélicité du champ ma-
gnétique régnant & la surface du plasma est égale 3 1/9. A la 1li-
mite de stabilité et pour '8 = 1, on remarque que la colonne de

plasma s'oriente parallélement au champ.
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3. Analyse de Fourier de la déformation et des forces

3.1 Hélicité hors d'équilibre

La force de rétroaction modifiera la valeur de 1'hélicité 4'équi-
libre. Il y a donc intérét & examiner le comportement d'un plasma
dont la torsion est légérement différente de Nc’ Soit une hélici-

té imposée
N = NC ‘i‘/l. (45)

au temps t = 0. L'addition de/M a comme effet d'incliner 1'axe
du plasma en le faisant tourner dans un plan perpendiculaire au
rayon. Soit un cas plus général, formé par la superposition d'une
déformation perpendiculaire 3 la précédente, exprimée par un fac-

teur exp(- €Kz). La perturbation initiale est alors

(M X S (Erem)x
€

f=ye sin(sx +55/2)

(46)
avec x = Mz et /£+;'/u/ <&

Pour effectuer 1'analyse de Fourier dans le systdme hélicoTdal
N on divise au préalable la perturbation par exp(- i N, x). Les
composantes de Fourier sont dés lors égales &

+7/2
2 + N,

—;/je x::'n(nx rTnf2) dx = yoc(erip) (47)
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Le développement s'écrit:

=€ x[wf"(sxm/?)+Zys6(e"rw)5"'(w+ﬁn/z}/ (18)

ngs

dont les coefficients c¢ valent

Fns
= W(n’—sz)z (49)

c

La somme ne contient que des termes

S+ n impair .

L'expression (48) contient donc un terme principal sin(sx + Ts/2)
(par exemple cosx pour s = l), et des harmoniques dont les ampli-
tudes constituent des vecteurs ysc(i'+ i/u). Ces derniers pos-
sédent tous le méme azimut au temps t = 0. Il s'agit de vérifier
si ces vecteurs peuvent tourner indépendamment, et dans l'affir-
mative, de déterminer leurs fréquences de rotation. Cela expli-

quera aprés coup la raison d'étre de la combinaison & + ;/c .

3.2 Analyse des forces

De méme que la déformation, la force de rappel est composée d'un
gpectre de Fourier. Il s'agit d'équilibrer les termes avec ceux
de la force d'inertie. Soit de nouveau la perturbation (46) mise

sous une forme adéquate

O . F,
- (M b =5 -5 X+——Z(S'1) AN+ -c&'+5)x-?(5‘f)
f=—§_’—/e ;("’“ Jr o il (50)
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La formule (31) est applicable ici gréce au fait que la relation
de dispersion est encore valable pour les nombres d'ondes com-
plexes. La variable de la fonction A(N) prend les deux valeurs

(N + 4 - ig 3 s), ce qui donne, d'aprés (38)
c T H
. 't % 7'—.. *
A[A/(+/¢,¢g;5) = 3[5 -, Faus t 2t£5/ (51)

La force se calcule aisément, en faisant usage de (31)

C i, o~
KL e e - Fe] -
Fe-2ee™ (51""4)[9 il A

. . i . . ﬁ’ - / (52)
_zs(/“—c‘:)[é‘-‘(/“%_s)“T(S-t)-—e.‘f/“_':”)x‘ T 7/2

L'analyse de Pourier de ceci, dans le systéme NC, est de la

forme

(5], = (), sinfoxr35tt) + T Esin(msins) oy
4 g Fs

Le terme principal s devient

F), = —9% (s*= 47

( s 3 s\ 4 (54)

Le calcul des autres termes conduit au résultat
) 142 ; , .
(F), = = grc(n=M2)(e u)  pour  srnimpaie (55

On retrouve les mémes coefficients (49). Il n'y a pas de termes
s + n pair dans notre approximation. Les composantes Fourier des
forces, que l'on vient d'obtenir, possédent une phase nulle a
l'instant t = 0. Il est évident que ces forces doivent tourner

gsynchrone avec les modes propres.
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Si par anticipation 1'on admet que les harmoniques de (48) tour-

nent, leurs forces d'inertie seront

Ié

(F‘)s = Mw: 2 et (F)” = Hw;’ Yo (e+pm) (56)

L'équilibre prescrit par (42) est réalisé lorsque les fréquences

valent

wp = (5PN

i

(57)

i

“n 712- (" _Mz) (58)

On constate que le résultat est identique & celui obtenu précé-
demment, formule (43), si les modes existant & 1'instant t = O
tournent effectivement & la fréquence voulue. Le développement

(48) doit donc &tre doté des facteurs temporels:

_3‘/VX b’“"ih § re f y
s=e “Iree ‘:,‘n(mm/z)+2r,,e "5”’(’”‘*7’."/2)/ (59)

n#ES

avec

Yo = Y€ (erim)

La transformée inverse de cette expression ne reproduit évidem-
, ] Gt
ment plus la perturbation initiale (46) multiplide par e’ St,

sauf pour t = O.

On en tire la conclusion suivante: Une perturbation d'hélicité
hors d'équilibre NC +/u ne peut pas tourner d'un seul tenant.
Sa modification au cours du temps est le résultat d'une superpo-

sition de modes propres possédant tous 1'hélicité d'équilibre NC.
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I1 convient d'examiner maintenant le mouvement d'une colonne
de plasma que l'on maintiendrait artificiellement sous une
forme hélicoidale différente de 1'hélicité d'équilibre Nc’ en
lui afférant une certaine rigidité. Soit NC + M la torsion

imposée. La force de rappel est alors )
. n
;SX#?(f"f)

+
Y
+A[,A/C+/«K.rs)e-c5x--z~($ 7)/ (60)

Fo_oX e‘{{we DA (N, T4, =5) €
2

Aprés avoir projeté cette force dans le systéme NC‘+ /ZC, ce qui
revient & chasser 1'exponentielle mise en évidence, on procéde

4 l'analyse de Fourier. Le terme principal s'avére &tre égal 3
1 2 i
(F) = -3y (s"- % ’“/“‘) (61)

La fréquence propre

w = 7;—(51"’\/‘2 */“cz) (62)

est plus grande qu'auparavant, en raison de la contrainte fictive.
En relachant lentement cette dernidre, c'est-i-dire en faisant ten-
dre S Vers zéro, le systime mécanique évolue de fagon adiabati-
que. Son énergie reste par conséquent proportionnelle & la fré-
guence cds. Une fois le systéme abandonné 3 lui-méme, il aura at-
teint la valeur minimale de 1'énergie, conformément 2 (62). Le sys-
téme se stabilise donc & l'endroit de 1'hélicité d'équilibre NC.
Comme 1'indice s n'a pas été spécifié, chaque mode tend vers son

hélicité d'équilibre.
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4. Rétroaction

Notre méthode consiste & projeter la force de rétroaction dans
un systéme hélicoIdal adéquat, et d'effectuer 1l'analyse de

Pourier. Puis on examine le comportement des différents termes.

4.1 La force extérieure

Le champ de rétroaction est créé au moyen d'une couche de cou-
rant dont 1'intensité varie sinusoidalement dans le sens azimu-

tal, et possédant un profil axial. Elle est de la forme

. . f/é"?’*‘héx “«}#} .
F=fee Fix) (63)
Soit N, son hélicité. L'angle ¥ désigne l'azimut mesuré entre
le maximum du courant et la phase du dispositif de détection. js
est proportionnel au signal de détection supposé &tre amplifié

linéairement et sans retard de phase.

La couche de courant peut &tre approximée par le systéme de con-
ducteurs indiqué dans la figure ci-contre. Avec N spires parcou-
rues par un courant J,l'in-

tensité équivaut environ &

St NJ
$s = T4

Le profil est réalisable par
exemple au moyen de spires de
longueurs appropriées, ou bien
en faisant varier d, ou encore
en superposant deux bobinages

d'hélicités différentes. Avec
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un dispositif semblable décalé de 900, on assure le contrdle du

mouvement pour les deux degrés de liberté.

Le calcul du champ et des forces se fait selon la méme méthode
utilisée pour déterminer le champ propre au plasma. Le champ di
a2 la couche de courant prend la valeur suivante & la surface du
plasma:
(8- P+ N, x —esit)
~ . /2 l( F S
sz-/dcj‘(f—d/é)ﬁ[)()[% f) N;Ka]t? (64)

Il engendre une pression

. (0~ P rHx = wst)
Pe = "Q&("ﬂ”/é}(/ﬂ"é)’({"} el( oo (65)

et la force latérale de rétroaction devient:

C(P=Npx + e ¢)

F = - Gy, Flx) e (66)

La force ne dépend pas de la déformation au premier ordre, celle-
ci n'engendre que des termes non linéaires qui sont négligeables
si a2 <L d2

mode n'entraine pas de variation du courant jg- Pour une rétro-

et Nf Ka << 1. On admet en outre que la présence d'un

action linéaire, il y a proportionnalité entre Ff et Yy soit
' 2/;2
ﬁa&fs("“dﬁ)("ﬁ%) = =g ) (67)

Gs exprime le gain de l'amplificateur, défini positivement. Cette

grandeur vient d'étre introduite dans 1l'expression (66).
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On détermine & nouveau les composantes de Fourier de Ff, et on

les porte dans l'équation d'équilibre

(F“)n * (F)n M (F)n = 0 (68)

Par la suite, on considére deux profils particuliers: le profil

sinusoIdal

Fix) = $in (5x+'175/2) (69)

et un profil test

2
Fix) = Fe (/8 5 (sx+7s/2) (70)

La gaussienne a comme effet de localiser la force de rétroaction

dans la région médiane du pinch.

4.2 Rétroaction parfaite

Soit P =0 et N

des conducteurs coincide avec celle du plasma en l'absence de

= Nc' Le défaut de phase est nul et 1'hélicité

rétroaction. D'aprés (66), la force projetée dans le systéme N,

est simplement

Foo= -Gy sim (sx +75s/2) -

L'analyse de Fourier ne produit qu'un seul terme n = s

(FF)S = *CJ)/S (72)
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L'équation d'équilibre (68) conduit & une fréquence modifide,

donnée par

Mol = ¢ "5’{A42~-S?
) : (73)

L'amplification minimale pour un régime stable est donc égale

Cas = 9 (’ch - 51) (74)

Les modes satellites n # s ne sont pas affectés par la force de

rétroaction.

4.3 Rétroaction avec défaut de phase

Soit ¥ £ 0 et Nf = Nc‘ Dans le cas d'un déphasage entre le point
d'action et de détection, il y a transfert d'énergie de 1'amplifi-
cateur au plasma. L'amplitude varie selon un taux de croissance

ré que l'on exprime par une fréquence complexe:

L'expression de la force d'inertie (Fi)S = MﬁSEi Y reste vala-
ble pour 04 complexe. La composante de Fourier de la force de
rétroaction (72) est encore & multiplier par exp(i P ). Ainsi le

résultat (73) se modifie comme suit

MR = et - g (-5 (76)
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Les parties réelles et imaginaires s'écrivent

M(w;-{;‘} = C;S;ia,s‘F —j’[/‘V(z'Sz)
2 Mw, r = *555"”99 (77)

Pour i(Pi <& 1 le taux de croissance est donné par

£ ~
. = - ’ (78)

“s 2(’_605/65)

J/s et c,.)s sont de signe contraire si ¥ est positif, donc le

taux de croissance est plus grand que zéro si le mode tourne dans
le sens négatif. Pour P négatif, l'amplitude augmente si le mode
tourne dans le sens positif. Le systéme considéré jusqu'd présent

est donc instable pour 90 £0 .

On peut y remédier en corrigeant la fonction de transfert de 1l'am-

plificateur.

Il est en effet toujours possible, au moyen d'un amplificateur
opérationnel, de multiplier Gs par un facteur d'avance de phase
symbolisé par (1 + TP ), ol P désigne la variable de Laplace,
et T une constante de temps. On peut interpréter (76) comme
étant une équation du mouvement si 1'on substitue .Q 2 y, par
- dzys/d’c2 . L'équation caractéristique est alors:

Mp? - 5(/\4‘—5‘) + G (’/*TP)él’O = 0 (79)

Le taux de croissance J’s = Re(P) devient, dans l'approximation

Pl << 1

Gs | ¢ | (80)
= ‘)

w'-
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La condition nécessaire de stabilité est donc

[wilT > |l (81)

4.4 Stabilité de la rétroaction

11 existe des conditions dans lesquelles le systéme peut devenir
instable vis-a-vis d'un changement spontané de 1'hélicité. Soit

/us la variation de la torsion 4d'un mode s définie comme suit
N = Nc + M (82)

De plus, on admet un écart d'hélicité entre les conducteurs et

N
c

aN = N, - ¥, (83)

On suppose ¥ = 0. La force de rétroaction (66) projetée dans le

systéme N devient:

Y ¢ ~al )X
FF € g =z - (;:)'s € (/“s ) 5"”6" * 775/2) (84)

L'analyse de Fourier conduit au terme principal suivant

sin Z(/AJ-AN)
Fe), = -Gy = -
P - B
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dont 1l'approximation pour de petits écarts est
~ z — — — i
(FF)S =~ 65’75/’ '/.;(/“J ’A/V)] avec 4 = 24 #st  (86)

Ce terme, ainsi que la force de rappel déja calculée, formule
(61), sont & reporter dans 1'équation d'équilibre (68). On en

déduit une frégquence modifiéde
d R APPLI A P S Yy &
M e :g(S' c"'/“s)‘*‘ 5[7‘ :(/”J"“) (87)

La figure ci-dessous représente cette derniére égalité.

l / ~
-~
~ - _ -
/Z/e terme

~_p — E

Pour 1'étude de la stabilité on peut faire le raisonnement sui-
vant: La force de rétroaction est du type harmonique, il est donc
possible de faire dériver formellement cette force d'un potentiel.
Cela permet de considérer 1l'ensemble plasma-amplificateur (idéalisé)
comme un systéme fermé. En supposant une variation lente du para-
métre /48, le mode en question change de fagon adiabatique, auquel
cas la fréquence reste proportionnelle & 1'énergie. Si le para-
métre varie dans le sens d'une diminution d'énergie, le surplus se
retrouve dans d'autres modes. En fait ce sont les couplages de mo-
des qui permettent le passage de l'énergie. Dans le cas d'un mini-

mum, le surplus est limité, et par conséquent le systéme est stable,
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& condition toute fois que le minimum de q)g reste positif. La
condition de stabilité stipule donc dzwi/dz,u.s > 0, ce qui
équivaut a

(A'/cz‘sl)(?:d:s/cos < ’

(88)

Dans ce cas, la position d'équilibre est donnée par
T 2] -
Ms = (/Vc "5){(’/“-‘ AN)CS/Cos (89)

On remarque que /aé et AN sont de signe contraire, ce qui est

plausible en raison de l'action répulsive des conducteurs.

Comme la marge de gain GS/GOS est supérieure a l'unité, par défi-
nition, la condition (88) est équivalente 3 N, < 2,7 pour le ler
mode. Ou bien, si 1l'on se place & la limite de stabilité NC= 2

du 2e mode, l'amplification GS doit rester inférieure & 2,06 Gos'

Avec 1l'emploi du profil test mentionné plus haut, formule (70),
la condition s'avére moins restrictive. Le calcul de la composante

de Fourier conduit & une nouvelle expression de (86)
-~ 2 2
(Ff‘)s = -C,)’,[/"{ (/“5""”)] (90)

(cette formule n'est pas applicable pour & supérieur a4 0,4 envi-

ron). La condition de stabilité devient en lieu et place de (88)
1 1 2
(N'-$)f G /6, < 1 (91)

Le gain admissible est maintenant limité vers de plus grandes va-
leurs. Pour L = 1/4 par exemple, la limite est atteinte vers

5,3 Gos' Aingi le danger de "flambage" se trouve fortement réduit.
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I1 convient de mentionner ici, un phénoméne tendant 3 affaiblir
la stabilité [6] . Dans la définition du gain, formule (67),
le facteur 1 - qN, est en fait égal & 1 - Nf/(Z - A )N. Si N
varie, la force de rétroaction peut diminuer, et au point

Nf/N = 2 -’ﬁ , correspondant au mode d'interchange, la force
de rétroaction disparalt complétement. L'étude de ce mécanisme

reste en suspens.

4.5 Action simultanée sur deux modes

Pour un profil sinusoIdal et aligné selon la torsion d'équilibre
Nc’ les composantes de Fourier autres que la fondamentale sont
nulles. Ce n'est plus le cas dés que les hélicités changent. La
rétroaction d'un mode s perturbe un autre mode n lorsque la tor-
sion de ce dernier s'écarte de 1l'équilibre. Soit Mo cet écart.
D'aprés (84), la force de rétroaction du premier mode s, proje-

tée dans le systéme Nc +/un devient

.éﬂn"AA4)x

-G, ¥s e sin(sx+7s/2) (92)

ol A)Ns se référe a la premiére structure magnétique. Le terme

n de l'analyse de Fourier s'avére &tre égal 3

(Fe), = Gy my-ah,) (93)

pour s + n impair. On ne considérera que le cas s = 1 et n = 2.
Le mode n, dont la fréquence propre est aon, se trouve perturbé
par la force (93) répondant & la fréquence W, En langage ma-

thématique, on aura une équation différentielle

%y,

0 + Mw:yn —I‘CCS (/“n‘5Ns) Js = 0 (94)

M
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dont les variables sont de nouveau affectés du facteur temporel

exp(iw t).

D'une fagon réciproque, l'application d'une force de rétroaction
au mode n conduit & un terme de Fourier d'indice s qui équivaut
s

Fels & iGne(m-am) (55

Gn est le gain du deuxiéme amplificateur, et A la variation
d'hélicité du ler mode. Les grandeurs ANS et ANn représentent
1'écart de torsion (83) des deux bobinages par rapport 2 NC.

L'équation différentielle analogue devient

2
d”y
at?

M r Mawlyl - t'CCﬂ{,us—A/Vn)yh = 0 (96)

La fréquence &) est encore & préciser; en pensant a (87) il

vient:

Mwnl = 5("1“A/cz*/“nz) * Cn [’“[" ‘//“"_A/v")zj (97)

(94) et (96) sont des équations différentielles simultanées, avec
termes de couplage. Leur solution générale consiste en une super-

position de deux états stationnaires, dont l'un est décrit par les

fonctions

Wi = a"e/'a};f o = &“ei'w‘-f‘ (98)
et l'autre par

Ysie = kellwﬁ Yok = b, et'wﬁ (99)
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avec les nouvelles fréquences

2 M(w‘:-)z = M(ws"-;-w:') z Vﬂz(wf"wﬁz}l - Q-CIC;C”/«S/{”

(100)
Les amplitudes correspondent entre elles par les relations
k8 % z i
~ aly = C g e T %
b = (a; M — b= ca M ———— (102)

(C,,/“S CC»/‘S

La présence des AN ne modifiant pas essentiellement le compor-
tement du systéme, on les a laissés de cd6té. Les forces de cou-
plage sont représentées dans la figure ci-dessous, pour /ts et

M, positifs, et wi > wi
choisi une hélicité NC nulle.

. Pour faciliter le dessin, on a

bk
>
/ Fa
z;

cltal i etal k

Selon les mémes raisons exposées plus haut, il y a stabilité
lorsque les surfaces représentées par co i et <;)§ dans 1l'es-
pace U , /“n possédent un creux. On va montrer que tel n'est
pas le cas, les deux surfaces possédent un col, donc le systéme
n'est malheureusement pas stable. En procédant au changement de

variables

Upg = Ppcesec et Vi, = P Sinx (103)
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l'expression des fréquences prend la forme

R 2 2 x‘z 2('1 - T
. ) 1y
avec D‘ = g(’Sz-—/\éz) +CS D, = 7{”1—/\/(} +6G,

L(z:j‘{f«cs Vz:.?‘éan

Le critéere de stabilité d2 c:uz/dj:’2 > 0 devient (au voisinage
de p=0)
2G5 G,
¢ M5 “n .
{ 1 lcosaoe —~ ‘ SNz~ > O (105)

On voit aisément qu'il existe toujours une direction & pour la-

quelle 1l'négalité ci-dessus n'est pas satisfaite.

4.6 Moyens de stabiliser deux modes

Rétroaction non linéaire [7] . Il importe en premier lieu d'atté-

nuer la cause d'instabilité. Le facteur placé devant sin 26 en
est responsable. On peut le faire diminuer en passant du profil
sinusoIdal & un profil plus ramassé, définit par (70). Le coef-
ficient c2 devient 3 fois plus petit, pour un i d de 1/4 par exem-
ple. En outre, les grandeurs !s et fn sont & remplacer par J/z,

ce qui rend les facteurs u et v plus avantageux.

Par le choix d'une dépendance plus forte que linédaire des forces

suivant leurs variables, les amplitudes a; et bi (de méme que ay
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et bk) ont tendance & plafonner vers des valeurs égales. Au vu
des relations (102), les grandeurs M, et deviennent alors
dépendantes 1l'une de 1l'autre. L'angle o ne pourra plus prendre
n'importe quelle valeur, et 1'inégalité (105) sera peut-8tre
satisfaite. Mais notre raisonnement vient d'&tre fait sur la
base de formules provenant d'une théorie lindaire, et toute con-

clusion valable exige un calcul rigoureux.

Emploi d'une détection de 1'hélicité. On peut imaginer un systéme

de détection capable de fournir un signal proportionnel au pro-
duit de Vg et du décalage d'hélicité /us. 3i 1l'amplificateur n
réagit partiellement & ce signal, il produira une force addition-
nelle se manifestant sous forme d'un terme supplémentaire dans
1'équation (94). Par un choix convenable des coefficients, 1l'équa-
tion s'écrira

H

i/ .
M dt‘: # /‘1&):)'” - ¢ 65 //“.. ‘*/“.r)yj = 0 (106)

A 1l'aide d'une action symétrique sur 1l'autre mode, on peut s'ar-
ranger a ce que 1l'équation (96) prenne la forme

2

4"’ Mwl -4 - = o
7% r Mg s ¢ Gp (/“J‘ /“”)YH (107)

M

Le signe des termes est valable pour coi >¢~Ji , et ne dépend pas
du sens de rotation. La solution du systéme d'équations est sem-
blable & la précédente (104), sauf que sin 2 doit &tre rempla-
cé par 2 cos 26« . La méme substitution est 3 effectuer dans
(105), et il se trouve maintenant que 1'inégalité est satisfaite

pour n'importe quel angle pourvu que

2
< CJ C" < ’ et D;>Dn (108)
UV/D:'-Dn/
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La stabilisation simultanée de deux modes est en principe pos-
sible, mais la condition ci-dessus devient tres restrictive lors
d'un dépassement de la limite de Kruskal supérieur & 2,5, ainsi

que le montre un calcul numérique.

Ce travail a été financé par le Fonds National Suisse de la Re-

cherche Scientifique.



- 32 -

Références

1. F. Troyon. Communication privée.

2. R.J. Tayler. The influence of an axial magnetic field on
the stability of a constricted gas discharge. Proc.
Phys. Soc. (London) B 70, (1957), p. 1049.

3. B.B. Kadomtsev. Hydromagnetic stability of a plasma. Reviews of
Plasma Physics, M.A. Leontovich, Vol. 2, p. 153, (1966).

4. P.K.C. Wang. Feedback stabilization of highly conducting plas-
mas. Physical Rev. Lett. 24, 362, (1970).

5. R. Wilhelm and H. Zwicker. Experimental investigations on a
toroidal screw pinch. Z. Physik 240, 295, (1970).

6. F.L. Ribe and M.N. Rosenbluth. Feedback stabilization of a
high- B, sharp-boundaried plasma column with helical fields.
Phys. Fluids 13, 2572, (1970).



