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STABILITE D'UNE COLONNE DE PLASMA.
MODELE DES PARTICULES LIBRES.

F. Troyon

Abstract

The stability of a field-free homogeneous column of plasma
confined by an axial static field and the sum of an alternating
and static Bg field is considered. The chosen model is the
free-particle model. Conditions for the existence of a positive
average restoring force are derived and it is shown that for

small deformations the column is stable for high enough frequency.
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Stabilité d'une colonne de plasna.

Modele des particules libres

F. TROYON

I. Introduction

Le probleme de la stabilité d'une colonne cylindrique homogéne de
plasma sans champ & l'intérieur, suffisamment chaude, de fagon que

le plasma puisse &tre assimilé & un gaz sans interaction, a déja &té
étudié par E. Weibel 1>. Dans cet article, le courant axial est pure-
ment oscillant et la stabilité est prouvée pour les modes de déforma-
tion de la surface & longueurs d'onde bornédes inférieurement. Le méme
probléme est considéré ici, avec l'addition d'une composante continue
au courant alternatif axial., Un nouveazu critére de stabilité est donné

pour les courtes longueurs d'onde, complétant ainsi la preuve de (l).

La colonne de plasma de rayon a est entourée d'un tube concentrique de
rayon b, parfaitement conducteur. Le champ magnétique & l'extérieur

du plasma est donné en coordonnées cylindriques par

G P = FO +J§1Fl cos w t

=0 (1)
a

F; ho <L 1

La fréquence est suffisamment basse pour que le courant de déplacement
soit négligeable. La pression magnétigue 3 la surface P, est donnée
par
L (g2 2 2 J2! Lgpo

P, =3 (G + Py +Fl)+ 2 B F) coswt + 5 F < cos 2wt (2)
On voit que p, posseéde un terme oscillant aux frégquences w et 2w.
Sous l'effet de cette force la surface exécutera une oscillation aux
mémes fréquences. Nous admettons comme en réf. 1) que ce mouvement
est suffisamment petit pour que 1l'on puisse lindariser les dquations,

Ce terme oscillant apparaltra alors comme un terme forgant dans les

équations du mouvement de la surface.

Considérons une petite déformation de la surface du plasma Sp



gr = £ (3, 6, t) Sraa (3)

Introduisons les modes normaux par la double transformée de Fourier

+ o + oo . .
LA3+ ih 8

£(3,8,) = Z g dh e En (h, £) (4)

—_—

Le probléme est linéarisé A partir de maintenant.

La modification de la pression magnétique & la surface pour chaque

mode est calculée en 1> :

o (ha 2 T € lh)
gf’"("'b):[%ﬁ‘wem—h’] € /:B (5)

La dérivée est prise par rapport a a et
Un g;,,@-_:msﬁ{ k(b8 T, (hla) = I‘,f‘ (W) Ki) (!Ma)} (6)

Kn et In sont les fonctions de Bessel modifides de deuxiéme espéce.

Introduisons l'impédance acoustique normale du plasma, définie par

~$pn(h, iw)
R, (b lw)= -
n (hiiw) Cw &, (hiw) (7)

ol gpn (h, iw) et € (h, iw) sont les transformées de Fourier de

Spn (h, t) et €, (h, t) respectivement. R (h, iw) est analytique
dans le demi-plan Jmw £ O. La transformée de Leplace R (h, s) de
la fonction de réponse du plasma Rn (h, t) est donc identique au pro-
longement analytique de 1'impédance acoustique, ce qui justifie 1l'em-
ploi de la méme fonction eh (7). Admettant que le systéme soit en

équilibre initialement, on a
b [ 4
Spn (h,&):_-—g Ri(h, E-E1)E, (b, &) AL (5)

Remplagant Sﬁn (h, t) par son expression (5), on a l'équation du mou-

vement de la surface.



Nous =zllons montrer gqu'il existe des conditions telles que cette
dquation admette des solutions stables pour tout n et h. Le terme
forgant pour n = 0, h = 0 n'intervient pas dans la question de la

stabilité et sera donc ignoré pour le moment.

Le probléme mathématique de la stabilité des équations du type (8)

est traité dans une publication séparée (réf. 2). I1 suffit donc de
montrer que les fonctions Rn (h, t) et 5pn (h,t) satisfont aux condi-
tions suffisantes énoncées dans pour que l'on soit assuré de l'exis-

tence d'une fréguence & au-dessus de laquelle tous les modes sont stables

Ces conditions seront précisées dans les sections II et IIT au fur et
& mesure qu'elles seront montrées é&tre satisfaites. La section IV

contient une discussion de l'influence du terme forgant et une tenta-
tive d'extraire les facteurs importants gui interviennent dans la dé-

monstration.

IT. Propriétés de la force de rappel magnétigue

Remplagant dans (5) F par son expression donne pour Spn (h, %)
Spn(hey=ZBL Iy (1), )y cwt + Ba(Wcosaut §
Yo (Y= (524 F) 60 0= + G gn (1) 2 2. B/ m (R OB )

An ()= 2V2'F { Fo (50 D=1 £ Gogn (3 fu () }
B, ()= F*(n(W)-1)

n }1 = _ni%" (}‘/a‘)
5- (3 a %n,[)’/a>

gn ()= b gn (hya)
(jn'(h/ a’)

Les signes dans Xn (h) et An (h) sont les mémes que le signe de nh.

Xn (h) est la force moyenne de rappel. La premidre condition a

assurer est
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Xn(h) > © (10)

Xn(h) peut &tre récrit

K (0 =Coln NG tB) + Fln(iy-l) —F2 (11)

Pour n = 0, 1la condition s'écrit

2 2
F.‘D‘Fo

< 9, (o) (12)
GOZ ﬁ

Pour [nl;;[ montrons d'abord que Xn(h) atteint son minimum pour n = 1.

Le long d'une ligne g% = N = constante, on a

Xn (h):*;n(k){F,z-f—(%ei—Fo)z}— I (13)

Or le long d'une ligne N = constante, fn(h) est une fonction monotoni-
quement croissante de n . La preuve en est donnée en Appendice. On

a donc

Xo (W) > X, (&) (14)

Une condition nécessaire pour que Xl(h) > 0 est

Fo Fo
7<’C’(QGJ - )

Cette condition nécessaire étant satisfaite, la condition suivante

est suffisante

'Fl' + ’F¥’
(G|

< ah (16)

hm étant défini par

_g_l (;‘m): F,,"q- F,"- (17)
F>

Les conditions suffisantes (12), (15) et (16) peuvent &tre exprimées



de la fagon suilvante

Fl + B~ )+ IR)
F < gt( O\,/Goj ) <18>

Fol’f‘ F;L (]_9)

Ces conditions peuvent 8&tre représentées graphiquement (fig. 1).

A B

7]

Go(0) 35,

Figure 1

Le cercle représente la courbe limite pour la condition (19) et la
"lemniscate" celle de la condition (18). La région ol Xn(h) > 0 cer-
tainement, est hachurée. Les grandeurs respectives du cercle et de la
lemniscate sont représentées correctement pour g < 10. Pour g plus

grand 1l n'est pas connu s'il en est de méme.

De leurs définitions (9) et du théordme de 1'Appendice on voit que
Xn(h), An(h) et Bn(h) croissent indéfiniment lorsque n —> le long
de toute ligne n/h = constante. Ceci se révele génant car on a égale-

ment pour certaines valeurs de n/h

[An] + 18n]
An

>.[ lorscue hy, N ~—>» o° (20)
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Cependant il sera possible d'utiliser une sutre propriété, cvidente

sur la formule (5) de la force de rappel magnétique

SPulh) o _ (Rl 421D (21)
Enlh t) “

Cette inégalitdé montre que lorsgue la force de rappel magnétigue est

déstabilisante, elle est bornde uniformément en h et n.

B résumé, nous avons montré gu'il existe des conditions telles que
Xn(h) s50it positif pour tout n et h et gue la force de rappel satisfait
4 1'inégalité (21). ©Nous pzssons maintenant & 1'examen des propriétés

utiles de 1l'impédance du plasma.

III. ©Propriétés de 1'impédance normale du plasma

Pour la fonction de réponse du plasma dans le modele des particules li-

bres asvec distribution maxwellienne, L. Weibel 1) a trouvé

Ru (h8) =2 L2 506) + b s, 2o YO + B2 Qu(h,2E)

V= }_<___7:.‘: S g o n ou ’1#0
me mh = / n=h=o

Qn (k%)= 53 cep(- 1) . Z( IS (22)

A=
8
2
8 / 2 z
‘\ dof cos oA cos (2nha) P/;cp{—- 2 4054/}‘) —2 8,4
-
2
on mi"est la masse des ions. Le terme de réponse retardée des élec-

trons a été négligé. Une autre forme utile pour Qn(h,'}) est obtenue

en effectuant 1'intégrale



_ ke 2 SV
= d* 28, (23)
QY= ¢ JWZ %) ;,

-

ue l'on peut récrire en utilisant une représeniation intégrale 5)
aq g

Qulh, })—Fc %‘::} {éu: (“’ {Z _z_ﬂl@} ~28. "

b
PH)= Xx"—1¥x3+ |05 X - /05)( + do2
2 d
On voit qus le comportement de Qn(h,}) pour }~¢nf dépend de h,
Pour h # 0, Qn(}% ¥ ) décroit comme une gaussienne. Introduisant la

transformée de Laplace Rn(h, s)

4 -st
Rn(%,s>==(R,, (e At (25)

on en déduit que Rn(h, s) est une fonction entidre de s pour h £ 0.

Pour h = 0, n % 0, le comportement pour }-%r? dépsnd du comportement

de 1'intégrant de (24) pour % petit. Dans un domaine fini autour de

t =0, la série en A, qui est une série de Kapteyn, sst analytique et

peut donc 8tre développée en série de puissances de +t. Ltintégration

donnera une série de puissances de l/} qui est aussi convergente au-

tour de } =P . Ayant établi ainsi la régularité autour de } =o° , On

peut utiliser 1'expression (25) pour trouver le terme dominant. On trous

- £
n=1,2,3,§

QH(‘D)S)’V <26>

2{-n)
) n> ¥
Pour n = 0, la série en (24) est une série de Schdmlich et on ne peut
pas développer en puissances de t. Il est montré en réf. 1) que

Qo(o,})-——» o pour F-w o .

De (22), (25) et (26), on déduit les propriétés suivantes

a) Rn(h, 5) analytique dans le demi-plan Res > 0

b) Re Rn(h, s) > o pour Re s > o (cf. réf. l>) (27)



c) Rn(h, S)-—;J%;_Eﬂ pour s -» 4 dans Res > o et sur l'axe
v

imaginaire.

a) T Rn(h,iy) borné dans le voisinage de y = o

e) Qn(h” }) est & variation bornée, uniformément pour tout
n et h.

Le terme en th est absorbé dans Xn(h). Comme ce terme est positif,

il n'entraine aucune modification des propridtés mentionndes en section

II. Les propriétés (27) sont les seules requises dans la démonstration

de la stabilité en réf. 2>.

Iv. Critéres de stabilité et discussion

L'équation compléte s'éerit

{J%—? —535,,;, + Xnlh) + A (h)coswk + B, (h) szwz"} ff%‘é'? + (28)

£
+ § Ru (b, E= ) €, (h ¢y at” = 0

Introduisons les notations

|
(= (29)
I Xyt St SR (o
et.VYKM(kED;xmr désigner la variation totale de la fonction
Qn(h,f ) comme fonction de }.

Les propriétés (10)et (27 a-d) sont suffisantes (rérf. 2)) pour qu‘til
existe une fréquence ¢ au-dessus de laquelle toutes les solutions de

(28) sont stables. Le critére est

[)Anlh>l+ B, (A))Tl%) g(s+iw)]<a’  wya (30)

Lorsque n et h tendent vers 1'infini, ce critére devient inapplica-

ble en raison de (20).
2)

tionnelles (21) et (27 e) permettent a'établir un autre critére pour

Cependant il est également montré en réf. que les propriétés addi-



1a fréquence stabilisatrice @. Il s'ecrit

VLG (hy 3)] ecp § (Fol+ ) Fil) /s ot (51)

- Xn (h)
e -— Nl
1 pi- 2

a -k

PV

Ce critére ne peut &tre satisfait gque lorsque

n*=

Ve (hPl< —>—<-f‘,;?3-) (32)

or pour n, h —> o V[a (n, ¥ )) —> o et X (h)—>& . Cebte
condition finit donc toujours par étre satisfaite. TUtilisant (%30) et
(%1) on peut donc trouver une fréquence & valable pour tout n et h.

Qeci est le résultat cherché.

Le terme forgant dans 1l'équation du mode (OO) ne produit gqu'un mouve-
ment périodique de la surface. Il ne peut pas produire d'instabilité,
vu que les criteres suffisants utilisés assurent 1'intégrabilité du

module de la résolvante (cf. réf. 2>).

Revenant aux propriétés de la force de rappel magnétique et de 1l'im-
pédance acoustique, on peut essayer d'en dégager 1l'interprétation
physique. Xn(h> > o0 assure que la force moyenne de rappel magneti-
que est opposée au déplacement. Le fait que la force magnétique ins-
tantande soit bornéde lorsqu'elle est déstabilisante, (21), n'est pas
toujours nécessaire et peut-&tre méme pas toujours suffisante. 3Son
utilité dans ce cas-ci est lide au comportement asymptotique de 1'im-
pédance acoustique & haute fréquence (27 ¢) qui devient constante et
purement resistive. L'analyticité de Rn(h, s) signifie que le gaz
est stable vis-a-vis de perturbations dans la masse du gaz.

Ye rR(n, s) > o, (27 v), signifie que le plasma est dissipatif pour
toutes les fréquences. La condition (27 i) n'est pas nécessaire dans
tous les cas. Elle n'as pour but gue d'assurer que g(s) soit borné a

l'origine. On pourrait prendre ceci comme condition.

En conclusion, les conditions utilisées, a part (27 ¢), peuvent &tre

considérées comme indépendantes du modele particulier utilisé. ILa



- 10=

condition (27 ¢), elle, ne se retrouve pas dans le modele acoustique

par exemple. Or le critere (31) dépend de cette propriété.

Toutes les tentatives d'éviter 1'utilisation de 1la propriété (27 ¢)
en la remplagant par la condition que Rn(h, S ) — S°< avec
2>d 20, ont échousd.

Afin de voir si les conclusions subsistent avec un autre modéle,
les calculs seront répétés en utilisant pour le plasma le moddle

acoustique avec viscosité.
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Appendice

Un théoreme sur gﬂ(h) et ﬁngh)

Ce théoreme est une modificstion triviale du théoreme 3 de l'appen-
1)

dice en réf.
Théoreme

gn(h) est une fonction monotonicuement croissante de |n) () ) le

long d'une ligne % = constante. Il en est donc de méme de fn(h).

Congidérons les deux fonctions yn(h,r) et YN(H,r) qui satisfont aux

équations

ji;(r‘lj,nj(h)r)>— (kzr + -?:)’7;: 0’)"): &

A(1)
4 (Y () = (W + )Wulhr) = 0 A(2)

et aux conditions aux limites

?n{};/ b) = YN(H,ID>=
A(3)

! (hyb) = Yn (H,b)= 0

Ce choix des conditions revient & fixer la constante dans (6).

Multiplions A(l) par HgYN(H,r) et A(Z) par hzyn(h, r) et soustrayons

[H Yy'- b2Y'y ] - r(h= F’)Yy———/H NEDyY=0 a4

Intégrant entre a et b, on obtient



b
B Q[HIYZGS ?l(ar)“ h*Y' ‘ﬂa.)} = (W~ L»"){ry)l/dr +

b
+ (W42 L“N‘)f Y% 4
(=2 I

b

. H
51 N — n

on a

b
—HYRYE)+EY &)y k) = (HEh*) FYYde >0 <8 H25h?

Divisant par y'(a) Y'(a) qui est positif, on obtient
N /71)> st H1> * *’i:.ll.
?/ ?héh> t J‘ J N i

ce gul prouve le théoreéme.

A(5)

4(6)



