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Abstract

This work deals with the study of projective Mackey functors. Mackey func-
tors are algebraic structures with operations which behave like induction,
restriction and conjugation in group representation theory. These objects
have properties which generalize many constructions such as, for example,
group cohomology, the Burnside ring or algebraic K-theory of group rings.

In the first part we concentrate on extension groups of degree 1 between
simple Mackey functors for a group G. The calculation of these groups is a
very important tool in determining the Loewy series of projective Mackey
functors. We determine extension groups between simple Mackey functors
indexed by normal subgroups of G. We next study the conditions under
which it is possible to restrict ourselves to that case, and we give methods
for calculating extension groups between simple Mackey functors which are
not indexed by normal subgroups. We also study the case of extension groups
between simple Mackey functors indexed by the same subgroup. In that case,
every extension group can be embedded in an extension group between mo-
dules over a group algebra, and we describe the image of this embedding. In
particular, we determine every extension group for simple Mackey functors
for a p-group and for a group which has a normal p-Sylow subgroup.

Next, we focus on extension groups of higher degree between simple Mac-
key functors for a group with a p-Sylow subgroup of order p. We calculate
explicitly the minimal projective resolution of a simple Mackey functor for
the group C), x C¢, where e divides p — 1 and C, acts faithfully on C),. This
allows us to prove that every simple Mackey functor for a group whose order
is not divisible by p? has a periodic (or finite) minimal projective resolution.

Next, we examine the socle of a projective Mackey functor for a p-group
P. We prove that simple subfunctors of a projective functor indexed by a
subgroup H of P are indexed by normalizers in H of subgroups of H. In
particular, this implies that in the case where P is abelian, every simple
subfunctor of our projective functor is indexed by H. We then study the



socle of a specific projective Mackey functor, namely the Burnside functor
BP, and we focus on the case where P is abelian. In particular, we calculate
it in the case of a cyclic p-group, an abelian p-group of rank 2 and an ele-
mentary abelian p-group of rank 3. This enables us to determine the socle
of an indecomposable projective Mackey functor indexed by a subgroup of
P isomorphic to one of the previous groups.

We end this work by providing an explicit formula for the Cartan coefficients
of the Mackey functors for a p-group.

Keywords : Mackey functor, Mackey algebra, group representation, Burn-
side ring, extension groups.



Résumé

Ce travail porte sur I’étude des foncteurs de Mackey projectifs. Les fonc-
teurs de Mackey sont des structures algébriques possédant des opérations
qui se comportent comme l'induction, la restriction et la conjugaison dans
la théorie des représentations des groupes. Ces objets ont des propriétés
qui généralisent de nombreuses constructions comme, par exemple, la coho-
mologie des groupes, 'anneau de Burnside ou la K-théorie algébrique des
anneaux de groupes.

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux groupes d’extension de
degré 1 entre foncteurs de Mackey simples associés a un groupe G. La
détermination de ces groupes est en effet un outil trés important pour obte-
nir la série de Loewy des foncteurs projectifs. Nous déterminons les groupes
d’extension entre des foncteurs de Mackey simples indexés par des sous-
groupes normaux de G. Puis nous étudions a quelles conditions il est pos-
sible de se restreindre a ce cas et nous donnons des méthodes pour calculer
les groupes d’extensions entre foncteurs simples qui ne sont pas indexés par
des sous-groupes normaux. Nous nous intéressons ensuite au cas des groupes
d’extension entre foncteurs simples indexés par le méme sous-groupe. Dans
ce cas, chaque groupe d’extension s’envoie de maniere injective dans un
groupe d’extension entre modules sur une algebre de groupe. Nous décrivons
alors I'image d’un tel monomorphisme. En particulier, nous déterminons
tous les groupes d’extension pour des foncteurs de Mackey simples associés
a un p-groupe et a un groupe possédant un p-sous-groupe de Sylow normal.

Nous étudions ensuite les groupes d’extension de degré supérieur entre des
foncteurs de Mackey simples, associés a un groupe possédant un p-sous-
groupe de Sylow d’ordre p. Nous calculons explicitement les résolutions
projectives minimales des foncteurs de Mackey simples associés au groupe
Cp % Ce, ot e divise p — 1 et ou C, agit fidelement sur C),. Cela nous permet
alors de montrer que tous les foncteurs de Mackey simples associés a un
groupe dont 'ordre n’est pas multiple de p? posséde une résolution projec-
tive minimale périodique (ou finie).



Nous nous intéressons par la suite au socle des foncteurs de Mackey projec-
tifs, associés & un p-groupe P. Nous prouvons que les sous-foncteurs simples
d’un foncteur projectif indexé par un sous-groupe H de P sont eux-méme
indexés par des normalisateurs dans H de sous-groupes de H. En particulier,
ce résultat montre que dans le cas ou P est abélien, tous les sous-foncteurs
simples de notre foncteur projectif sont indexés par H. Nous nous intéressons
alors au socle d’un foncteur de Mackey projectif spécifique, a savoir le fonc-
teur de Burnside BY, essentiellement dans le cas abélien. En particulier, nous
déterminons ce socle dans le cas d’un p-groupe cyclique, un p-groupe abélien
de rang 2 et un p-groupe abélien élémentaire de rang 3. Cela nous permet
de déterminer le socle d’un foncteur de Mackey projectif indécomposable
indexé par un sous-groupe de P, isomorphe a I'un des groupes précédents.

Nous terminons en donnant une formule explicite pour déterminer les coef-
ficients de Cartan des foncteurs de Mackey associés & un p-groupe.

Mots clés : foncteurs de Mackey, algebre de Mackey, représentation des
groupes, anneau de Burnside, groupes d’extension.
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Introduction

Le cadre global de ce travail est celui de la théorie des représentations des
groupes finis. Une représentation d’un groupe G sur un corps k est un ho-
momorphisme de groupes de G dans GL(V'), ou V est un k-espace vectoriel
de dimension finie, ou, de maniere équivalente, une représentation est un
kG-module V| de type fini. Le but de cette théorie est d’obtenir des infor-
mations sur la structure d’un groupe fini, a partir de ses représentations.

La théorie des représentations a été développée, a la fin du XIX®™e siecle,
par Ferdinand Georg Frobenius et, indépendamment, par William Burnside.
Ils ont introduit, d’une part, le concept de représentation p d’un groupe fini
G sur le corps C des nombres complexes, autrement dit p est un homomor-
phisme de G dans GL,,(C), et d’autre part, le caractére x associé a cette
représentation, qui est défini par x(g) = Trace(p(g)) pour tout élément g
de G. Cette derniere définition généralisait ainsi la notion de caractere d’un
groupe fini abélien, déja connue a cette époque. En particulier, Frobenius
a écrit de nombreux articles fondateurs de cette théorie, dont I'un des plus
brillants était une analyse détaillée des relations entre les représentations,
toujours sur C, d’un groupe G et les représentations d’un sous-groupe H
de G. Cet article marque les origines de la théorie des représentations in-
duites, qui associe & une représentation (respectivement a un caractere) d’un
sous-groupe H de G, une représentation (respectivement un caractere) de G.

A partir de 1a, de nombreux résultats ont révélé la puissance et I'utilité de
la notion de représentation induite. Par exemple, Emil Artin a démontré,
en 1931, que tout caractere de G est une combinaison linéaire a coeffi-
cients rationnels de caracteres induits par des caracteres de sous-groupes
cycliques de G. Un autre résultat analogue est dia a Richard Brauer, qui
a prouvé, en 1947, que tout caractere de G est une combinaison linéaire a
coefficients entiers de caracteres induits par des caractéres de sous-groupes
élémentaires de G, ou un sous-groupe FE est dit élémentaire s’il est pro-
duit direct d’un groupe cyclique C d’ordre premier & p par un p-groupe,
pour un nombre premier p. Brauer a été, par ailleurs, le fondateur de la
théorie des représentations modulaires, c’est-a-dire des représentations sur



Introduction

un corps k dont la caractéristique divise I'ordre de G. En effet, jusqu’alors,
la théorie des représentations se faisait sur le corps des complexes, ou, par
le théoreme de Maschke, toute représentations se décompose en somme di-
recte de représentations irréductibles, qui sont elles-mémes en nombre fini
et dont la plupart des propriétés sont décrites a 'aide de leur table de ca-
racteres. Dans le cas ou la caractéristique de k est divise 'ordre du groupe,
Palgebre kG n’est plus semi-simple et la classification des kG-modules de-
vient beaucoup plus ardue. Brauer s’est alors attaqué a ce probleme, dans
le but premier d’obtenir des informations sur les tables de caracteres dans
le cas complexe.

La théorie des représentations induites semblait, comme nous ’avons dit,
mener a de nombreuses applications dans différents cadres, c’est ce qui a
conduit Tsit-Yuen Lam & introduire une premiere formulation axiomatique
de ces techniques, pour pouvoir utiliser les représentations induites et, en
particulier les formules de réciprocité établies par Frobenius, dans plusieurs
situations comme, par exemple, pour I'étude de différents groupes de Gro-
thendieck.

Toutefois, des développements plus poussés de cette théorie ont révélé I'im-
portance des théoremes de Mackey dans I’étude des représentations, et plus
particulierement de la formule de Mackey qui décrit le procédé d’induction
de H & G, puis de restriction & J, en termes de restriction de H & HNgJg™ !,
suivi d’induction a J, ou H et J sont des sous-groupes de G et g € G. Cette
formule permet donc de mettre en relation I'induction a G et des construc-
tions concernant uniquement les sous-groupes propres de G. En 1971, James
Green a introduit, dans [Gre71], la notion de G-foncteur, qui sera appelé par
la suite foncteur de Green, afin d’obtenir “un cadre général pour une partie
de la théorie des représentations des groupes finis, celle qui comprend la
théorie des vortex des représentations modulaires et la théorie des groupes
de défaut d’un bloc”. Un G-foncteur A pour un groupe fini G, sur un anneau
commutatif R, associe a chaque sous-groupe H de G, une R-algebre A(H),
ainsi que des applications d’induction, notées IZ, de A(K) dans A(H), de
restriction, notées R de A(H) dans A(K), et de conjugaison, notées cg,
de A(H) dans A(gHg™') pour tout sous-groupe K de H et tout élément g
de G. De plus, ces applications doivent satisfaire plusieurs conditions, dont
des conditions de transitivité, I’axiome de Frobenius, ainsi que ’axiome de
Mackey. Lorsque les objets A(H) posseédent seulement une structure de R-
module, A est appelé foncteur de Mackey.

Parallélement & cela, Andreas Dress a introduit, en 1973, dans [Dre73], les
notions de foncteurs de Mackey et de foncteurs de Green, a I'aide d’une
définition équivalente a celle de Green, mais qui part d’'un autre point de
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vue visant a faire ressortir les similitudes entre la théorie des représentations
induites et certains aspects de l’algebre homologique. Soit A une petite
catégorie, contenant des sommes finies, des produits finis et des produits
fibrés. Dress a défini alors un foncteur de Mackey comme un couple de fonc-
teurs (M, M*) de A dans la catégorie B des R-modules a gauche (ou R
est un anneau commutatif) qui coincident sur les objets et tels que M,
est covariant et transforme les sommes finies de A en produits finis de
B, M* est contravariant, et tels que M, et M™* satisfont une condition
supplémentaire sur les produits fibrés. Lorsque la catégorie A est la catégorie
des G-ensembles finis, les définitions de Dress et de Green coincident. En
particulier, la condition sur les produits fibrés de la définition de Dress cor-
respond a I'axiome de Mackey dans la définition de Green.

A partir de 1a, s’est posée la question naturelle de classifier les foncteurs
de Mackey simples. La réponse complete a ce probleme a été donnée par
Jacques Thévenaz et Peter Webb, dans [TW90], en 1989, qui ont démontré
que ces foncteurs simples sont paramétrisés par un sous-groupe H de G, pris
a conjugaison pres, et par un kNg(H)/H-module simple V, pris a isomor-
phisme pres. Les deux mémes auteurs ont ensuite écrit un article, [TW95],
qui décrit la structure des foncteurs de Mackey, et qui est centré plus parti-
culierement sur les foncteurs de Mackey projectifs, en utilisant une troisieme
définition de ces foncteurs. Thévenaz et Webb ont en effet introduit une R-
algebre de rang fini, appelée I'algébre de Mackey. Un foncteur de Mackey
devient alors simplement un module sur cette algebre. Cette définition est
tres utile, car elle permet d’utiliser les constructions et les résultats stan-
dards de la théorie des modules comme, par exemple, ’existence de couver-
tures projectives, ou le théoreme de Krull-Schmidt. De plus, lorsque R est
un corps, la paramétrisation des foncteurs de Mackey simples nous donne
alors immédiatement une paramétrisation des foncteurs de Mackey projec-
tifs indécomposables.

L’article de Thévenaz et Webb a également mis en lumiere le fait qu’il y a
encore beaucoup a découvrir sur la structure des foncteurs de Mackey pro-
jectifs. Ce sont donc justement ces foncteurs projectifs, associé a un corps
R =k, qui vont nous intéresser dans ce travail.

Dans le premier chapitre, nous donnerons les différentes définitions de fonc-
teur de Mackey, ainsi que plusieurs résultats et définitions liés aux représen-
tations des groupes finis, dont nous aurons besoin pour la suite. Nous expo-
serons également la classification des foncteurs de Mackey simples, obtenue
par Thévenaz et Webb, et nous donnerons plusieurs propriétés des foncteurs
de Mackey projectifs.
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Le deuxiéme chapitre traite des groupes d’extension de degré 1 entre fonc-
teurs de Mackey simples. La détermination de ces groupes est un outil ma-
jeur pour déterminer la série de Loewy d’un foncteur de Mackey projectif.
Nous calculerons explicitement ce groupe lorsque les foncteurs simples cor-
respondants sont indexés par des sous-groupes normaux distincts, et nous
verrons a quelles conditions il est possible de se restreindre a ce cas. Dans
le cas ou cette restriction n’est pas possible, nous obtiendrons des infor-
mations sur ces groupes a l'aide de foncteurs, appelés foncteurs T', que
nous étudierons, dont la définition est analogue a celle des foncteurs simples
construits dans la classification, a la différence prés que les modules qui les
indexent ne sont plus simples. Ces foncteurs 1" nous permettrons alors d’ob-
tenir des conditions pour lesquelles les groupes d’extension entre foncteurs
simples sont triviaux et ils nous permettront également de restreindre les
calculs a des sous-groupes propres de notre groupe de départ. La derniere
section de ce chapitre sera consacrée au cas, plus délicat, ou les foncteurs
simples apparaissant dans les groupes d’extension sont indexés par le méme
sous-groupe. Nous montrerons alors que dans le cas d’un p-groupe, ou p est
la caractéristique du corps k, ainsi que dans le cas olt notre groupe possede
un p-sous-groupe de Sylow normal, les groupes d’extension de degré 1 sont
isomorphes a des groupes d’extension entre modules sur des algebres de
groupes, du moins dans le cas ol p est impair.

La question qui se pose ensuite naturellement est de savoir ce qu’il en est
des groupes d’extension de degré supérieur. Cette question est d’autant plus
intéressante qu’elle est directement liée au probleme de la détermination de
résolutions projectives minimales de foncteurs simples. Nous nous intéres-
serons donc a ce probleme, dans le chapitre 3, et nous nous placerons alors
dans un cas ou la structure des foncteurs de Mackey projectifs indécompo-
sables a été déterminée explicitement (dans [TW95]), a savoir le cas ou
le groupe G posseéde un p-sous-groupe de Sylow d’ordre p. Dans un pre-
mier temps, nous déterminerons les résolutions projectives minimales des
foncteurs simples associés au groupe cyclique d’ordre p. Dans un deuxieme
temps, nous les utiliserons afin d’obtenir des résolutions projectives de fonc-
teurs simples associés a un groupe G possédant un p-sous-groupe de Sylow
normal C, lorsque le foncteur simple en question est indexé par C, et & un
groupe G' = Cj, x C¢, ou e divise p— 1, lorsque le foncteur simple en question
est indexé par le groupe trivial. Nous survolerons ensuite le cas des exten-
sions entre foncteurs de Mackey cohomologiques, c’est-a-dire satisfaisant la
condition que IR est égal & la multiplication par l'indice [H : K] pour
tous sous-groupes K < H < G. Nous démontrerons que les extensions de
degré 1 entre foncteurs de Mackey simples cohomologiques sont les mémes
que dans le cas standard, puis nous verrons, par des exemples, que ce n’est
plus le cas lorsque les foncteurs ne sont pas simples ou pour des extensions
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de degré supérieur.

Le quatrieme chapitre sera consacré a la question du socle des foncteurs de
Mackey projectifs. Dans le cas des modules sur l'algebre de groupe kG, ce
probleme est inintéressant car le socle des modules projectifs indécompo-
sables est toujours simple, et isomorphe au plus grand quotient simple du
module en question. Par contre, ce résultat n’est plus vrai pour les fonc-
teurs de Mackey associés & un groupe dont 'ordre est divisible par p?. La
détermination du socle de ces foncteurs devient alors un probléeme ardu.
Nous nous placerons dans le cas ou notre groupe G = P est un p-groupe et
nous montrerons que les sous-foncteurs simples d’un foncteur de Mackey pro-
jectif Py 1, indexé par un sous-groupe H de G, sont eux-mémes indexés par
des normalisateurs dans H de sous-groupes de H. En particulier, il s’ensuit
que dans le cas d’'un groupe abélien, tous les sous-foncteurs simples de Pp
sont indexés par H. Nous focaliserons alors notre attention sur le cas abélien
et nous verrons qu’il suffit de comprendre le cas du foncteur de Burnside,
qui correspond, dans le cas d’un p-groupe, au foncteur de Mackey projectif
Ppj. Les sections suivantes seront consacrées a I’étude du nombre de sous-
foncteurs simples, forcément isomorphes a Spy, du foncteur de Burnside,
dans le cas abélien. Les résultats obtenus nous permettront de calculer le
socle d’'un foncteur de Mackey projectif indécomposable Ppj, dans les cas
ou H est un sous-groupe cyclique, abélien de rang 2 ou abélien élémentaire
de rang 3 d’un p-groupe quelconque P.

Le cinquiéme et dernier chapitre traite des coefficients de Cartan des fonc-
teurs de Mackey, qui donnent la liste des facteurs de composition d’un fonc-
teur de Mackey projectif indécomposable. De nouveau, nous nous placerons
dans le cas d’un p-groupe P, et nous donnerons alors une formule explicite
pour déterminer les coefficients de Cartan des foncteurs de Mackey associés
a P. Nous terminerons ce chapitre par quelques exemples.






Chapitre 1

Rappels

Notations

Tout au long de ce travail, G désignera un groupe fini, R un anneau com-
mutatif et k£ un corps qui sera supposé algébriquement clos, a partir du
deuxieéme chapitre. Nous noterons H < G (respectivement H < G, H < G,
H<G) si H est un sous-groupe de G (respectivement un sous-groupe propre,
un sous-groupe normal, un sous-groupe normal propre). De méme, K <g H
(respectivement K < H) signifie que K est conjugué, par un élément de G,
a un sous-groupe de H (respectivement a un sous-groupe propre) et, pour
tout ¢ € G, nous poserons IYH = gHg ' et HY = g-'Hg. Si H, K < G,
nous noterons [G/H| (respectivement [H\G]) un ensemble de représentants
des classes & gauche (respectivement & droite) modulo H et [K\G/H| un
ensemble de représentants des doubles classes K gH. Nous noterons N¢g(H)
le groupe Ng(H)/H, pour tout H < G, ot Ng(H) = {g € G|gHg ' = H}
est le normalisateur de H dans G. Si H et K sont des sous-groupes de G,
le transporteur de H a K, a savoir {g € G|9H < K}, sera noté T (H, K).
Finalement, si A est un anneau, les A-modules seront, par convention, des
modules & gauche et de type fini.

1.1 Foncteurs de Mackey : définitions et exemples

Nous allons commencer par rappeler les différentes définitions des foncteurs
de Mackey. Il y a, en effet, quatre définitions équivalentes : I'une en termes
d’application qui associe a chaque sous-groupe de G un module, la deuxieme
en termes de G-ensembles, la troisieme comme un foncteur d’'une certaine
catégorie dans les modules et la quatrieme en termes de module sur une cer-
taine algebre. Cette diversité nous permet donc d’aborder les problémes liés
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a ces objets de plusieurs points de vue et, par exemple, d’utiliser la théorie
des modules ou celle des G-ensembles selon les besoins.

La premiere définition est due & Green (voir [Gre71]) :

Définition 1.1.1. Un foncteur de Mackey, associé a un groupe fini G, sur
un anneau commutatif R, est un ensemble de R-modules {M(H)|H < G},
pour chaque sous-groupe H de G, munis d’applications R-linéaires

. M(K)— M(H) (induction)
RE. M(H)— M(K) (restriction)
cg:  M(H)— M@FH) (conjugaison)

pour chaque sous-groupe K < H et pour tout g € G, satisfaisant les condi-
tions suivantes :
i) I, RE ¢, : M(H) — M(H) sont égauz idps(my pour tout H < G et
tout h € H,
i) RERIL = RY et IRII = I pour tout J < K < H,
iii) cgch = cgn, pour tout g, h € G,
i) R:chg = chg et Ij{;fcg = chII;I pour tout K < H et tout g € G,

v) (axiome de Mackey)

R?Illg = Z Ifmchfol(ﬂch
z€[J\H/K]

pour tout J, K < H, ou [J\H/K] est un ensemble de représentants des
doubles classes JgK .

Les foncteurs de Mackey associés a un groupe fini G forment une catégorie,
notée Mackr(G), dans laquelle un morphisme f entre des foncteurs de Mac-
key M et N est une collection de morphismes de R-modules

f(H): M(H) — N(H)

qui commutent avec les applications d’induction, de restriction et de conju-
gaison.

Un sous-foncteur N d’un foncteur de Mackey M est un ensemble de R-sous-
modules N(H) C M(H), pour tout sous-groupe H de G, qui est stable par
induction, restriction et conjugaison.

Si N est un sous-foncteur de M, le foncteur quotient M /N est défini par
(M/N)(H) = M(H)/N(H), muni des applications de restriction, transfert
et conjugaison induites.
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Remarquons de plus que, vu les axiomes i) et iii) de la définition, si M
est un foncteur de Mackey, alors, pour tout * € Ng(H), les applications
¢, définissent une structure de R[Ng(H)/H]-module sur M(H). En parti-
culier, M(1) est un RG-module. En fait, la catégorie des RG-modules se
plonge dans Mackr(G), via le foncteur point fixe (voir ’exemple 2, page
14).

La deuxieéme définition, donnée par Dress (voir [Dre73]), utilise la notion de
G-ensembles :

Définition 1.1.2. Un foncteur de Mackey pour G sur R est un foncteur
bivariant M = (M, M*) de la catégorie des G-ensembles finis dans celle
des R-modules (autrement dit, M, est un foncteur covariant, M* est un
foncteur contravariant et, pour tout G-ensemble X, M,(X) = M*(X), qui
sera ainsi noté M (X)), avec les propriétés suivantes :

i) Les applications X XX LY P Y définissent un isomorphisme
de M(X)® M(Y) dans M(X | |Y) via M,.
i) Soit
X——=Y
|,k
z—4>T
un produit fibré de G-ensembles finis, alors M, (b)M*(a) = M*(d)M,(c).

Ces deux définitions sont équivalentes. En effet, si M est un foncteur de Mac-
key pour la deuxiéme définition (Dress), on lui associe le foncteur de Mac-
key M pour la premicre définition (Green) en posant M(H) = M(G/H).
De plus, si K < H et si 7if : G/K — G/H est I'application quotient, on
prend [ = M, (WII}'), RE = M* (7‘(‘113) et ¢g = M,(7z), ot Papplication
ve : G/H — G/®H est définie par v,(yH) = yr~1(*H). En particulier,
I’axiome sur les produits fibrés est équivalent a ’axiome de Mackey de la
premiere définition.

Réciproquement, si M est un foncteur de Mackey pour la premiere définition,
on lui associe le foncteur M pour la deuxiéme en posant

(%) = (@ M)

ou G, = {g € G| gz = x} est le stabilisateur de x dans G, et ou G permute
les composantes de la somme directe via son action sur X, et via les appli-
cations ¢g ., : M(Gz) — M(Gyy), pour tout g € G et x € X.
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De plus,si f: X =Y est une application de G—ensemb{es, alors pour tout
élément u = (uy)zex de M(X), 'élément M,(f)(u) de M(Y') est défini par

M Py = > I (ug)

z€[Gy\f " (y)]

pour tout y € Y, ot [G,\f1(y)] est un ensemble de représentants des or-
bites de f~!(y) sous I'action de Gy, le stabilisateur de y dans G. De maniere
analogue, si v = (vy)ycy est un élément de M(Y'), 'élément M*(f)(v) de

M(X) est défini par M*(f)(v), = Rgi(x)vf(x) pour tout z € X.

La troisieme définition, due & Lindner (voir [Lin76]), décrit un foncteur de
Mackey comme un foncteur, au sens usuel, d’une certaine catégorie Qr(G)
que nous allons expliciter, dans la catégorie des R-modules. Cette définition
est élégante et justifie I'utilisation du terme de foncteur, toutefois nous n’al-
lons pas beaucoup l'utiliser dans ce travail.

Soit w(G) la catégorie dont les objets sont les G-ensembles finis et ou les
morphismes de X dans Y sont les classes d’équivalences de diagrammes de
G-ensembles X «— V — Y. Deux tels diagrammes sont dits équivalents s’il
existe un diagramme commutatif

ol o est un isomorphisme de G-ensembles. Soient X «— V — Y, un mor-
phisme de X dans Y, et Y «— W — Z, un morphisme de Y dans Z, la
composition de ces deux morphismes s’obtient en construisant le produit

fibré :
U
\% W
X Y Z
qui définit un diagramme X «— U — Z, autrement dit un morphisme de X

dans Z. L’ensemble des morphismes Hom,, (g (X, Y’) posséde une structure
de monoide, de la maniére suivante :

XeEvEivirx2vly) = (xyvuy 2y

10
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L’élément neutre est I'ensemble vide. Comme la réunion disjointe de G-
ensembles est & la fois un produit et un coproduit, la catégorie w(G) de-
vient alors une catégorie additive si 'on applique la construction usuelle de
Grothendieck & Hom,, () (X,Y) de sorte a en faire un groupe abélien. La
catégorie Qr(G) est alors définie de la maniére suivante : ses objets sont les
G-ensembles finis et 'ensemble des morphismes de X dans Y est le R-module
Homg ) (X,Y) = RHomg)(X ,Y'), obtenu par extension des scalaires a
I'anneau R. En particulier, Qr(G) est une catégorie additive.

Nous pouvons alors définir un foncteur de Mackey comme un foncteur R-

additif M : Qz(G) — R-mod.

Cette définition est équivalente a la deuxieme définition. En effet, si M
est un foncteur de Qr(G) dans R-mod, on définit le couple de foncteurs
(M, M*) de la maniere suivante : sur les objets, cela coincide avec M et si

f: X — Y est un morphisme de G-ensembles, M, (f) = M (X dx Y) et

M*(f)=M(Y L xd X). La condition que le couple (M,, M*) préserve
les coproduits est équivalente a celle qui demande que M soit additif, et
I’axiome sur les produits fibrés est inclus dans la définition de la composi-
tion des morphismes dans w(G).

Finalement, la quatrieme définition permet de considérer les foncteurs de
Mackey comme des modules sur une certaine algebre, appelée algebre de
Mackey, et notée pur(G). Cette définition est particulierement utile dans la
mesure ou elle permet d’utiliser les constructions et les résultats standards
de la théorie des modules, comme, par exemple, les couvertures projectives
(définition 1.2.14) ou le théoreme de Krull-Schmidt (théoréme 1.2.11).

L’algebre de Mackey a été introduite par Thévenaz et Webb dans [TW95].
Elle est définie de la maniere suivante :

Définition 1.1.3. L’algébre de Mackey pur(G) est la R-algébre engendrée
par les éléments T2, RIL et cg pour tout K < H < G et g € G, avec les
relations suivantes :

- pour tout H < G et touthe H, I = Rl =¢}, et >, IH =1,
- les relations ii) a v) de la premiére définition,
- tous les autres produits sont nuls.

Un foncteur de Mackey est alors un module sur l’algébre de Mackey.

11
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Remarque : Cette définition nous permet alors de voir les foncteurs de
Mackey comme des modules sur une R-algebre. Nous utiliserons donc in-
différemment la dénomination de foncteur et celle de module pour désigner
ces objets.

La quatrieme définition de foncteur de Mackey est équivalente a celle de
Green. En effet, si M est un foncteur de Mackey pour la premiere définition,
on lui associe le pgr(G)-module M = @ M(H).

H<G
Réciproquement si M est un pr(G)-module, on lui associe un foncteur de
Mackey pour la premiere définition en posant M(H) = I# M.

Donnons ensuite deux propriétés importantes de cette algebre. D’une part,
le fait que pr(G) est un R-module libre de dimension finie :

Proposition 1.1.4. L’algébre ur(G) est un R-module libre, possédant la
R-base suivante :

{IicgRY' | H, K < G, g € [K\G/H], L <(yrnxs) HNK}.
Preuve : voir [TW95], propositions 3.2 et 3.3.

D’autre part, comme pour les algébres de groupes (voir le théoreme 1.3.1),
lalgebre py(G) est semi-simple si la caractéristique de k ne divise pas l'ordre
du groupe :

Théoreme 1.1.5. Si k est un corps de caractéristique premiére a l’ordre de
G, alors uk(QG) est une k-algébre semi-simple.

Preuve : voir [TW95], théoreme 3.5.

Remarquons encore qu’il existe une notion de dualité pour les foncteurs de
Mackey sur un corps k. En effet, si M € Macky(G), le dual de M est le
foncteur de Mackey M*, ou M*(H) est le k-module dual

M*(H) = Homy (M (H), k)
pour tout sous-groupe H de G, I} = (RI)*, Rit = (If)* et ¢y = (cy-1)*,

ou les termes de droite sont les applications induites sur les espaces duaux
a partir des applications de restriction, induction et conjugaison de M.

12
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Cette dualité peut s’interpréter du point de vue de l'algebre de Mackey :
tout d’abord p(G) possede un anti-automorphisme, noté = — Z, et défini
sur les éléments de la base de i (G) par

H K
Ig[[(/CgR[I/{ = IL CgfleL.

Si M est un ui(G)-module, on définit alors M* = DM®P, ou DM est égal
a Homy (M, k), le k-dual du module M, et ou M°P est le pp(G)-module a
droite possédant les mémes éléments que M, et tel que max = Tm pour tout
x € up(G) et m € M (pour plus de détails, voir [TW95], chapitre 4).

Nous allons terminer cette section en donnant quelques exemples impor-
tants de foncteurs de Mackey, qui seront présentés a l’aide de la premiére
définition.

1) Le foncteur de Burnside
Rappelons tout d’abord la définition suivante :

Définition 1.1.6. L’anneau de Burnside, B(G), associé d un groupe
fini G, est le Z-module libre de base les classes d’isomorphisme de G-
ensembles finis, quotienté par les relations [SUT| = [S]+[T], pour tous G-
ensembles S et T'. La multiplication est définie par [S|[T] = [S x T, puis
est étendue par linéarité. En particulier, B(G) est un anneau commutatif,
dont l’élément unité est la classe de ’ensemble formé d’un seul point.

De plus, si § est un systeme de représentants des sous-groupes de G, a

conjugaison pres, alors B(G) = EB Z(G/H) ou Z(G/H) est le groupe
HeS

libre de rang 1 ayant comme base la classe du G-ensemble G/H (voir,

par exemple, [CR87], corollaire 80.6).

Le foncteur de Burnside, noté B¢, associé au groupe G, est défini par
BY(H) = R ®z B(H) pour tout sous-groupe H de G. Le R-module
BY(H) sera souvent noté simplement B(H). De plus, les éléments de la
base de B(H), & savoir les classes d’isomorphisme des H/K, ou K par-
court les sous-groupes de H a H-conjugaison pres, seront généralement
notés simplement H/K.

Les applications de restriction, d’induction et de conjugaison proviennent
des opérations correspondantes pour les G-ensembles, vu que ’anneau de
Burnside posséde une base formée par les G-ensembles transitifs. Expli-
citement, si K < H < @G, ces applications sont définies pour les G-
ensembles de la maniere suivante :

13
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Restl: H-ens — K-ens
X — X

(restriction de l'action de H a K). En particulier,

Resit(H/J)= || K/Kn9J
g€[K\H/J]

pour tout H-ensemble transitif H/.J.

Ind?: K-ens — H-ens
X — HxgX=HxX/~

ou (hk,z) ~ (h,kz), pour tout h € H, k € K et x € X. En particulier,
Indf(K/J)=H/J
pour tout K-ensemble transitif K/.J.

cg: H-ens — 9H-ens
X — 9xX

ol 9X est égal a X comme ensemble et ou I'action de 9H est donnée par
9hx = hx, pour tout h € H et tout x € X. En particulier,

cg(H/J) = 9H/ 9]

pour tout H-ensemble transitif H/.J.

Les foncteurs point fixe et quotient fixe

Soit V un RG-module. Le foncteur de Mackey point fixe, F'Py, est défini
par
FPy(H)=VH = {veV|h =wv pour tout h € H}

autrement dit, c’est le plus grand sous-module de V sur lequel H agit

trivialement.

Si K < H < (G, la restriction R% : VH — VK est I'inclusion, induction

I VE — VH st la trace relative, c’est-a-dire I (z) = Z hz, et
he[H/K]

la conjugaison, ¢4, est la multiplication par g.

Le foncteur de Mackey quotient fixe, F'Qy, est défini par
FQ\/(H) =Vy :V/(v—hv|v eV, he H>

autrement dit, c’est le plus grand quotient de V' sur lequel H agit trivia-
lement.

14
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Si K < H < @, l'induction I[Ig : VE - VH est la surjection canonique,
la restriction R : VH — VE est définie par RE (z) = Z hz, et la

he[K\H]
conjugaison, ¢4, est la multiplication par g.

Remarquons qu’un homomorphisme V' — W de kG-modules induit des
morphismes de foncteurs de Mackey F Py — FPy et FQy — FQyw.
Ainsi FP et F(Q sont des foncteurs (fideles) de la catégorie des kG-
modules dans la catégorie Macky(G).

Les foncteurs Gy et K

Le foncteur Ky fait correspondre & un sous-groupe H de G, le groupe
de Grothendieck de la catégorie des RH-modules projectifs. Le foncteur
Gy fait correspondre a H, le groupe de Grothendieck de la catégorie des
RH-modules de type fini (pour plus de détails, voir la page 22). Les fonc-
teurs Gg et K sont alors des foncteurs de Mackey associés a G sur Z, ou
sur un anneau R, si 'on étend les scalaires a R.

Dans les deux cas, si K < H, I'induction I II}[ envoie un module M sur le
module RH ®prr M, la restriction R% est donnée par la restriction de
l'action de H a K et la conjugaison fait correspondre au module M, le
module conjugué ¢, (M) qui est égal & M comme R-module et ot I'action
de YH est donnée par %hm = hm (voir aussi la définition 1.3.5).

Les foncteurs de cohomologie

Fixons un ZG-module V. Les foncteurs de cohomologie des groupes,
H"™(H,V), qui font correspondre & un sous-groupe H de G le n®™¢ groupe
de cohomologie de G, a coefficients dans V', sont des foncteurs de Mackey
pour GG sur Z, ou sur un anneau R, si I'on étend les scalaires & R. La
restriction correspond a la restriction des foncteurs de cohomologie et

I’'induction & la corestriction.

Ces foncteurs de cohomologie possedent en outre la propriété que la com-
position de la restriction et de la corestriction a un sous-groupe H de G
revient a multiplier par I'indice du sous-groupe en question. Cela nous
amene a définir un nouveau type de foncteurs de Mackey qui forment
une sous-catégorie pleine de Mackpr(G) :

Définition 1.1.7. Un foncteur de Mackey associé a un groupe G est
dit cohomologique si pour tout K < H < G, on a I[IgRg = M.k, OU
myp.x| est la multiplication par Uindice de H dans K.

La catégorie de ces foncteurs cohomologiques est notée Comackp(G) et
peut étre considérée comme la catégorie des modules sur l'algebre de

15
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Mackey cohomologique, copr(G), qui est le quotient de ur(G) par I'idéal
engendré par les éléments T2 R — |H : K|I pour tout H < G.

5) Le dernier exemple que nous allons donner provient de la théorie des
nombres. Le but de cet exemple est de montrer que les foncteurs de Mac-
key apparaissent également en dehors de la théorie des représentations ;
nous n’expliciterons donc pas les notions en jeu. Soit L/E une exten-
sion galoisienne de groupe de Galois G = Gal(L, E) ou E est un corps
de nombres. Pour tout H < G, soit Oy 'anneau des entiers du corps
de points fixes L¥. On a alors un foncteur de Mackey M, associé & G
sur Z, qui associe a H le groupe de classes d’idéaux, Cl(Op) (pour les
définitions d’extension galoisienne, corps de nombres, anneau des entiers
et groupe de classes d’idéaux, voir [Lan94]).

La restriction est donnée par l'inclusion des points fixes et I'induction est
donnée par la norme.

1.2 Modules sur une k-algebre de dimension finie

La quatrieme définition de foncteurs de Mackey nous permet de voir ces ob-
jets comme des modules sur une R-algebre de dimension finie. Par la suite,
nous nous concentrerons sur le cas ot R = k est un corps. Dans cette op-
tique, nous allons donc rappeler quelques résultats importants de la théorie
des modules sur une k-algebre de dimension finie.

Fixons une algébre A de dimension finie sur un corps k. Nous allons supposer
ici que tous les modules sont des A-modules & gauche et sont de type fini.

Définition 1.2.1. Le radical de l'algébre A, noté Rad(A), est l'intersection
de tous les idéaux a gauche maximauzr de A.

Le radical de A est un idéal, qui possede, en particulier, les propriétés im-
portantes suivantes :

Théoreme 1.2.2. Le radical de A est égal a chacun des ensembles suivants :

i) le plus petit sous-module a gauche M de A, tel que A/M est semi-
simple,

i1) le plus grand idéal bilatére nilpotent de A.

16
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Preuve : voir [Thé95], théoreme 1.13.

En utilisant, en particulier, les résultats précédents, nous obtenons une
méthode pour étudier la structure des modules qui ne sont pas semi-simples,
en les décomposant en couches de modules semi-simples :

Proposition 1.2.3. Soit M un A-module, alors les ensembles suivants sont
égauzr :

i) Rad(A)M,

i) le plus petit sous-module N de M, tel que M/N est semi-simple,

ii1) Uintersection de tous les sous-modules mazimauz de M.

Preuve : voir [Thé95], lemme 5.7.

Définition 1.2.4. Le sous-module de M défini dans la proposition précé-
dente s’appelle le radical de M et il est noté Rad(M).

Comme Rad(M) est aussi un A-module, nous pouvons considérer son radi-
cal, qui est noté Rad?(M) = Rad(Rad(M)). On définit ensuite par récurrence
Rad"(M) = Rad(Rad" *(M)). De plus, comme Rad(A) est un idéal nil-
potent, il existe un entier 7 minimal tel que Rad"(M) = 0. Nous obtenons
ainsi une suite de modules :

M D Rad(M) D Rad*(M) D --- D Rad" (M) =0

appelée série de Loewy ou série des radicaux, dont les quotients sont des
modules semi-simples. Cela nous permet de décomposer le module M en
couches de modules semi-simples, oti la n®™¢ couche de la série de Loewy de
M est le quotient Rad™ (M) /Rad™(M), pour n = 1,...,7.

Définition 1.2.5. Le module M /Rad(M) est appelé la téte de M et il est
noté HA(M). C’est le plus grand quotient semi-simple de M, par définition
du radical.

Il existe une autre maniere de décomposer le module M en couches de mo-
dules semi-simples, en partant du plus grand sous-module semi-simple de M
et en remontant. Nous avons tout d’abord le résultat suivant, analogue a la
proposition 1.2.3 :

Proposition 1.2.6. Soit M un A-module, alors les ensembles suivants sont
égauzs :

i) l'ensemble des éléments m € M tels que Rad(A)m = 0,
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i) le plus grand sous-module semi-simple de M,

ii1) la somme de tous les sous-modules simples de M.

Preuve : voir [Lan83], lemme 3.2, chapitre 1.

Définition 1.2.7. Le sous-module de M défini dans la proposition précé-
dente s’appelle le socle de M et il est noté Soc(M).

Comme précédemment, M/Soc(M) est un A-module, donc il est possible
de considérer son socle, et on note Soc?(M) le sous-module de M tel que
Soc?(M)/Soc(M) est le socle de M /Soc(M).

Par récurrence, Soc™(M) est défini comme étant le sous-module de M tel
que Soc™(M)/Soc™ 1(M) est le socle de M/Soc™1(M). 1l existe un entier
s minimal tel que Soc®(M) = M et nous obtenons ainsi la suite de sous-
modules suivante :

0 C Soc(M) C Soc*(M) C --- C Soc*(M) = M

appelée série des socles, dont les quotients sont des modules semi-simples.
La n®™¢ couche de la série des socles de M est, par définition, le quotient
Soc™(M)/Soc™ (M), pour n = 1,...,s.

Il existe des A-modules M dont la série de Loewy et la série des socles
coincident et tels que leurs seuls sous-modules sont exactement ceux qui ap-
paraissent dans la série de Loewy. Ces modules sont dit unisériels et sont
justement les modules qui satisfont les propriétés équivalentes de la propo-
sition suivante :

Proposition 1.2.8. Si M est un A-module, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) Le module M posséde une unique série de composition.
ii) Les quotients successifs de la série de Loewy de M sont simples.

i11) Les quotients successifs de la série des socles de M sont simples.

Preuve : voir [Alp86], proposition 5, section 4.

Nous allons nous intéresser ensuite aux modules projectifs sur l'algebre A.
Rappelons qu’un module P est dit projectif s’il est facteur direct d’un mo-
dule libre, ou, de maniere équivalente, si pour tout homomorphisme surjectif
f M — N et tout homomorphisme g : P — N, il existe un homomorphisme
Gg: P — M tel que fg=g.
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De maniere analogue, un module I est dit injectif si pour tout homomor-
phisme injectif f : M — N et tout homomorphisme g : M — 1, il existe un
homomorphisme g : N — [ tel que gf = g.

Définition 1.2.9. Soit A une k-algébre de dimension finie. L’algébre A est
dite auto-injective si tout A-module de type fini est projectif si et seulement
s’il est injectif.

Remarquons au passage que, si A = kG est Palgebre d’'un groupe fini G,
alors A satisfait cette propriété :

Proposition 1.2.10. Soient G un groupe fini. L’algébre kG est auto-injective.

Preuve : voir [Alp86], théoreme 4, section 6.

Les modules projectifs se décomposent, de maniere essentiellement unique,
en modules projectifs indécomposables, vu le théoreme ci-dessous ; et ce sont
donc ces modules projectifs indécomposables qui vont nous intéresser :

Théoréme 1.2.11. (Krull-Schmidt)
Soit A une k-algébre de dimension finie et M un A-module de type fini.

i) Il existe une décomposition M = EBMZ de M en somme directe finie
iel
de A-modules indécomposables.

ii) Pour toute décomposition en somme directe finie de A-modules indé-
composables M = @MJ/, il existe une bijection o : I — J et un
JjeJ
automorphisme A-linéaire ¢ de M tel que ¢(M;) = M;(Z.) pour tout
1el.

Preuve : voir [Lan83], théoréeme 5.2, chapitre 1.

L’ensemble Proj(A) des classes d’isomorphisme de A-modules projectifs indé-
composables est en bijection avec I’ensemble Irr(A) des classes d’isomor-
phisme de A-modules simples. Avant d’énoncer le résultat précis, rappelons
la définition suivante :

Définition 1.2.12. Un idempotent d’un anneau A est un élément e € A tel
que e? = e.

Deuzx idempotents e et f sont dits orthogonauz si ef =0 et fe =0. Ils sont
dits conjugués s’il existe u € A, inversible, tel que f = ueu™". Un idempotent
e est dit primitif si e # 0 et si chaque fois que e = f + g ou f et g sont des
idempotents orthogonauz, alors soit f =0, soit g = 0.
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Proposition 1.2.13. Soit A une k-algébre de dimension finie.

i) Un A-module projectif est indécomposable si et seulement s’il est iso-
morphe a Ae pour un idempotent primitif e de A.

ii) Deuzx A-modules projectifs indécomposables Ae et Af sont isomorphes
st et seulement si les idempotents primitifs e et f sont conjugués dans

A.

i11) La correspondance de ii) induit une bijection entre Proj(A), l’ensemble
des A-modules projectifs indécomposables de type fini, et I’ensemble des
classes de conjugaison d’idempotents primitifs de A.

iv) Un A-module projectif indécomposable Ae posséde un unique sous-
module maximal, qui est Rad(A)e, et, par suite, un unique quotient
simple Ae/Rad(A)e.

De plus, Ae = Af si et seulement si Ae/Rad(A)e = Af/Rad(A)f.

v) La correspondance de iv) induit une bijection entre Proj(A) et Irr(A),
l’ensemble des classes d’isomorphisme de A-modules simples. De plus,
si k est algébriquement clos, dans une décomposition du A-module A en
somme directe de sous-modules indécomposables, chaque classe d’iso-
morphisme de modules projectifs indécomposables apparait autant de
fois que la dimension du simple qui lui correspond.

Preuve : voir [Lan83], lemme 1.2, théoréme 3.12 et 3.14 et corollaire 3.15,
chapitre 1.

La bijection entre Irr(A) et Proj(A) associe a un A-module simple S, un
module projectif indécomposable P, tel que S est un quotient de P. Cette
notion se généralise a un module quelconque. Plus précisément, nous avons
la définition suivante :

Définition 1.2.14. Un homorphisme de A-modules f : M' — M est dit
essentiel si f(M') = M et si f(M") # M pour tout sous-module propre M"
de M. Une couwverture projective d’un A-module M est une paire (P, f) ou
P est un A-module projectif et f : P — M est un homomorphisme essentiel
de A-modules. Une couverture projective du module M sera souvent notée

Py

La premiere question qui se pose est de savoir si une couverture projective
d’un module existe toujours et si elle est unique. C’est 'objet de la propo-
sition suivante :

Proposition 1.2.15. Soit A une k-algébre.

i) Tout A-module M de type fini posséde une couverture projective de
type fini, qui est unique a isomorphisme pres.
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n
ii) Si P; est une couverture projective de M;, pouri =,1...,n, alors EBB
=1

n
est une couverture projective de EBMZ

i=1

iii) Si P est un A-module projectif et si E est le plus grand quotient semi-

simple de P, alors P est une couverture projective de E.

Preuve : voir [Ser78|, proposition 41.

Remarques :

i)

ii)

iii)

Vu la proposition précédente, tout module possede une unique couver-
ture projective, ce qui nous permet désormais de parler de la couver-
ture projective d’'un module.

Si (P, f) est la couverture projective d’'un module simple S, alors P
est un module projectif indécomposable et S est son unique quotient
simple, par la proposition précédente et la proposition 1.2.13. De plus,
si g: P — N est un homomorphisme surjectif, alors N possede un
unique quotient simple, qui est S. En effet, si T' est un quotient simple
de N, alors il existe un homomorphisme surjectif h : N — T, et la
composition hg permet de voir T' comme un quotient simple de P.
Comme 'unique quotient simple de P est S, il s’ensuit que T'=S.

La couverture projective d’'un A-module M est égale & la couverture
projective du A-module M/Rad(M). En effet, si (P, f) est la couver-
ture projective du module M/Rad(M), alors il existe un homomor-
phisme ¢ : P — M tel que po ¢ = f ou p est la surjection de M sur
M/Rad(M). Par conséquent, ¢o(P) + Rad(M) = M donc ¢(P) = M
par le lemme de Nakayama ; autrement dit ¢ est surjective. D’autre
part, Ker(¢) C Rad(P). Par suite, si @ est un sous-module de P tel
que ¢(Q) = M, alors P = Q + Ker(p) = Q + Rad(P), donc P = @ de
nouveau par le lemme de Nakayama. Il s’ensuit que P est la couverture
projective de M. Ainsi, pour déterminer la couverture projective d’un
module, il suffit de calculer la téte de M, Hd(M), puis de prendre la
couverture projective de Hd(M).

Comme A est une k-algebre de dimension finie, tout A-module M de type fini
possede une série de composition, autrement dit une suite de sous-modules :

O=MyCM C---CM,=M

telle que chaque quotient successif M;/M;_1 est un A-module simple. Ces
quotients simples sont appelés les facteurs de composition du module M et
ils sont indépendants du choix de la série de composition, vu le théoreme
suivant :
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Théoréme 1.2.16. (Jordan-Hdolder)

Supposons que le module M posséde deuz séries de composition. Le nombre
de facteurs dans chaque série est alors le méme. De plus, il est possible de
définir une bijection de 'un des ensembles de facteurs sur lautre telle que
les facteurs correspondants sont isomorphes.

Preuve : voir [CR81], théoreme 3.11.

En particulier, le nombre de facteurs de composition de M qui sont iso-
morphes & un module simple S donné est indépendant du choix de la série
de composition de M. Ce nombre est appelé la multiplicité de S comme
facteur de composition de M.

Vu la proposition 1.2.13, les classes d’isomorphisme de modules projectifs
indécomposables sont en bijection avec les classes d’isomorphisme de mo-
dules simples. Plus précisément cette proposition nous dit qu’a P, un A-
module projectif indécomposable, correspond le A-module P/Rad(P), qui
est 'unique quotient simple de P. Donc, par la proposition 1.2.15, iii), P est
la couverture projective de P/Rad(P). Autrement dit, un module simple S
correspond & sa couverture projective Pg, via la bijection précédente.

Définition 1.2.17. Si [S], [T] € Irr(A) sont des classes d’isomorphisme de
A-modules simples, Uentier de Cartan csr est, par définition, la multipli-
cité du module S comme facteur de composition du module projectif Pr. La
matrice carrée (cs,r) s’appelle la matrice de Cartan de A.

La matrice de Cartan peut s’interpréter comme la matrice d’une applica-
tion linéaire entre deux groupes de Grothendieck. En effet, appelons Ky(A)
le groupe de Grothendieck de la catégorie des A-modules projectifs. Plus
précisément, Ky(A) est le groupe abélien libre engendré par les classes
d’isomorphisme [M] de A-modules projectifs, puis quotienté par la rela-
tion suivante : [M] = [M'] + [M"] 'l existe une suite exacte courte :
0 — M — M — M" — 0. En étendant les scalaires au corps k, on fait
de Ko(A) un k-espace vectoriel. Celui-ci possede alors une k-base formée
des classes d’isomorphisme des A-modules projectifs indécomposables.

Appelons ensuite Gy(A) le groupe de Grothendieck de la catégorie des kG-
modules de type fini, autrement dit Go(A) s’obtient par une construction
analogue a celle de Ky(A), en partant des A-modules de type fini. Vu comme
k-espace vectoriel, via I’extension des scalaires a k, Go(A) possede une k-
base formée des classes d’isomorphisme des A-modules simples.
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1.2 Modules sur une k-algébre de dimension finie

Comme nous 'avons vu, la bijection donnée dans la proposition 1.2.13 fait
correspondre a [S], ou S est un module simple, la classe [Ps], ou Pg est
la couverture projective du module S. Par conséquent, nous pouvons or-
donner les bases de Ky(A) et de Go(A), afin d’obtenir deux bases, B et B’
respectivement, de méme cardinalité, telles que le i®™ élément de B soit la
couverture projective du 7™ élément de B'.

L’homomorphisme de Cartan ¢ : Ky(A) — Go(A) associe a chaque A-module
projectif P sa classe dans Gp(A), qui est alors la somme des classes de ses
facteurs de composition. Si l’on exprime ¢ en fonction des bases B et B, nous
obtenons alors la matrice de Cartan, définie ci-dessus, dont les coefficients
donnent les multiplicités des facteurs de composition des modules projectifs
indécomposables.

La matrice de Cartan donne donc la liste des facteurs de composition d’un A-
module projectif indécomposable. Toutefois, cela ne suffit pas pour connaitre
la structure du module en question : il faut encore savoir comment ces
facteurs de composition s’organisent les uns par rapport aux autres. Par
exemple, si un A-module M posséde deux facteurs de composition S et T,
alors il peut soit étre semi-simple, autrement dit M = S @ T, soit posséder
un unique sous-module simple, disons S, et un unique quotient simple T
Pour déterminer la structure d’un module, nous allons utiliser les groupes
d’extension entre modules simples. Rappelons donc de quoi il s’agit.

Définition 1.2.18. Une résolution projective d’un module M est une suite
exacte
= PP —>FPh—>M—0

dans laquelle chaque P; est un module projectif.

Théoreme 1.2.19. Tout module M posséde une résolution projective.
Preuve : voir [Rot79], théoréme 3.8.
Soient L un A-module et

-HPgﬁPlﬁPoﬂMHO
une résolution projective d’'un A-module M. En appliquant alors le foncteur
Hom4(_, L) au complexe Py : -+ — Py 2 P 24 Py — 0, nous obtenons le
complexe de groupes additifs suivant :

0 — Homu(Py, L) 2 Homu(Py, L) 2 Homu (P, L) — . ..
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ol ¥3(f) = fe; pour tout f € Homa(Pj—1,L) et tout j. En particulier, par
exactitude de la résolution projective, nous obtenons Im(¢}) C Ker(¢j, ;)
pour tout j > 1. Nous pouvons donc définir le groupe d’extension de degré
n de L par M (appelé aussi le n®™¢ groupe d’extension de L par M) :

Exty (M, L) = Ker(py; . 1)/Im(p},)

pour tout n > 1, et Exty (M, L) = Homa (M, L).

Remarquons que dans le cas ou I'algebre A est commutative, les A-modules
deviennent des (A, A)-bimodules et donc chaque groupe Hom(_, ) est
équipé d’une structure de A-module. Par conséquent, les groupes Ext"; (M, L)
héritent d’une structure de A-module. Plus généralement, pour une k-algebre
A non nécessairement commutative, les groupes Ext’y (M, L) possedent une
structure de Z(A)-module (ot Z(A) est le centre de I’algebre A) et donc, en
particulier, ce sont des k-espaces vectoriels.

Un outil tres utile pour calculer les groupes d’extension sont les suites exactes
longues induites a partir d’une suite exacte courte donnée entre modules.
Plus précisément, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.2.20. Soient 0 — M’ — M — M"” — 0 une suite ezacte de
A-modules et N un A-module. Il existe alors deux suites exactes longues :

0 — Hom 4 (N, M") — Hom4 (N, M) — Homu (N, M") —

Exty (N, M) — Exty (N, M) — Exty (N, M") — Ext}(N,M') — ...

et
0 — Homs(M",N) — Hom (M, N) — Homu(M’', N) —

Exth (M”,N) — Ext}y (M, N) — Ext}y(M’,N) — Ext}3(M",N) — ...
Preuve : voir [Rot79], théorémes 7.3 et 7.5.

Nous allons nous intéresser plus particulierement au groupe d’extension de
degré 1, dont les éléments peuvent étre interprétés comme des suites exactes
courtes entre modules. En fait, plus généralement, les groupes d’extension
de degré n peuvent étre interprétés comme des suites exactes de longueur
n + 1. Commencons par la définition suivante :

Définition 1.2.21. Soient M et L des A-modules. Une extension de degré
n de M par L est une suite exacte de A-modules

¢&:0—-L—-FEy 41— —FE—M-—D0.
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1.2 Modules sur une k-algébre de dimension finie

Une extension de degré 1 est appelée simplement une extension.
Soient & et &', deux extensions de degré n de M par L ; on dit que £ est en
relation avec &', sl existe un diagramme commutatif :

§:0——=L——FEp Ey M 0
idLL @n—ll @O\L id]v][
¢:0—=L——E/_,; E} M 0

Puis, on compléte cette relation en une relation d’équivalence en prenant sa
cloture symétrique et transitive. L’ensemble des classes d’équivalence d’ezx-
tension de degré n de M par L est noté E"(M,L). Sin =1, EY(M, L) est
simplement noté E(M,L).

Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 1.2.22. L’ensemble E™(M, L) est en bijection avec le groupe
Ext (M, L). En particulier, E(M, L) = E'(M, L) posséde une structure de
groupe, dont l’élément neutre est constitué des extensions scindées de M par
L.

Preuve : voir [Ben91], section 2.6.

Nous allons nous intéresser, dans le cadre des foncteurs de Mackey, aux
groupes d’extension entre foncteurs simples, car cela va nous permettre de
déterminer la deuxiéme couche de la série de Loewy d’un foncteur de Mackey
projectif indécomposable P, c’est-a-dire Rad(P)/Rad?(P) :

Proposition 1.2.23. Soient A une k-algébre, S, S’ des A-modules simples

et P la couverture projective de S. Alors

Ext} (S, S") = Hom4(Rad(P)/Rad?(P), S").
Preuve : voir [Ben91], proposition 2.4.3.

Pour comprendre pourquoi ce résultat nous permet de connaitre la seconde
couche de la série de Loewy d’un foncteur projectif indécomposable, & partir
des groupes d’extension entre foncteurs simples, rappelons le lemme clas-
sique suivant :

Lemme 1.2.24. (Schur)
Soient k un corps, A une k-algebre de dimension finie et S, S” des A-modules
simples. Alors :
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i) Hom4(S,S") =0 si S et S’ ne sont pas isomorphes.

ii) End4(S) est une algebre a division. En particulier, si k est algébrique-
ment clos, alors Enda(S) = k.

Preuve : voir [Thé95], lemme 1.8.

Si P est la couverture projective d’'un A-module simple S, ou A est une
k-algebre de dimension finie et k est un corps algébriquement clos, la di-
mension sur k& de Hom 4 (Rad(P)/Rad?(P),S’) est donc égale au nombre
de fois ot le module simple S’ apparait comme facteur direct du module
semi-simple Rad(P)/Rad?(P). Il nous suffira donc de connaitre la dimen-
sion, comme k-espace vectoriel, des Exth(S, S’) pour tout A-module simple
S’, pour connaitre le module Rad(P)/Rad?(P).

Nous allons, dans la section suivante, nous concentrer sur le cas des algebres
de groupe, kG, pour un groupe fini G. Ces algebres sont en particulier des
k-algebres de dimension finie, ce qui nous permettra d’utiliser les résultats
de cette section.

1.3 Les algebres de groupe

Dans cette section, nous allons donner quelques résultats spécifiques aux
algebres de groupe. Tout d’abord, le théoreme qui suit nous donne un critere
pour déterminer quand I'algebre kG, pour un groupe fini G, est semi-simple :

Théoréme 1.3.1. (Maschke)

L’algebre kG est semi-simple si et seulement si la caractéristique de k est
nulle ou qu’elle est égale a un nombre premier p qui ne divise pas 'ordre du
groupe G.

Preuve : voir [Alp86], théoreme 1, section 3.

Pour le reste de cette section, fixons un corps k de caractéristique p. Le
résultat suivant nous permet de déterminer le nombre de kG-modules sim-
ples :

Théoreme 1.3.2. Le nombre de kG-modules simples est égal au mombre

de classes de conjugaison de G d’éléments d’ordre non divisible par la ca-
ractéristique de k.
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Preuve : voir [Alp86], théoréeme 2, section 3.

Pour tout groupe fini G, il existe un kG-module simple canonique, qui est
le kG-module trivial k. Ce module est un k-espace vectoriel de dimension
1, muni de l'action triviale de G, autrement dit, g - A = A, pour tout g € G
et tout X € k. Vu le résultat précédent, ce module est méme le seul module
simple dans le cas des p-groupes :

Proposition 1.3.3. 5i G = P est un p-groupe, alors le module trivial k
est le seul kP-module simple. De plus, kP est le seul kP-module projectif
indécomposable et c’est la couverture projective du module trivial k.

Preuve : voir [Thé95], proposition 21.1.

Vu la proposition 1.2.13, v), si k est un corps algébriquement clos, alors dans
une décomposition du kG-module kG en somme de sous-modules indécom-
posables, chaque classe d’isomorphisme de kG-modules projectifs indécom-
posables apparait autant de fois que la dimension du kG-module simple
correspondant. Ce résultat donne déja des conditions sur la dimension des
modules projectifs indécomposables, si 'on connait la dimension de tous les
kG-modules simples. La proposition qui suit, associée au résultat précédent,
nous donne alors des conditions supplémentaires sur la dimension de ces
modules et permet, dans certains cas, de déterminer explicitement ces di-
mensions :

Proposition 1.3.4. Si un p-sous-groupe de Sylow P d’un groupe G est
d’ordre p®, alors tout kG-module projectif est de dimension divisible par p®.

Preuve : voir [Alp86], corollaire 7, section 5.

Rappelons les notions de module restreint, induit et conjugué, qui per-
mettent de passer d’'un module pour un groupe, a un module pour un sous-
groupe, un groupe plus grand, ou un groupe conjugué, respectivement :

Définition 1.3.5. Soit G un groupe et H < G.

i) Soit V un kG-module. Le module V restreint de G ¢ H, noté Res$ (V)
est le module V' vu comme kH-module par restriction de laction de

kG a kH.

i) Soit U un kH-module. Le module U induit de H & G, noté Ind§ (U),
est le kG-module kG Qg U, ou laction de kG est donnée par

gr@u) =gr®u

pour tout g € G, x € kG etu e U.
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iii) Soit M wun kH-module. Si g € G, le module conjugué, noté IM ou
cg(M), est le k9H -module dont la structure de k-espace vectoriel est la
méme que celle de M, et Uaction d’un élément ghg™' € 9H est donnée
par l'action de h pour l’ancienne structure de M.

Les modules restreints, induits et conjugués satisfont, entre autres, les pro-
priétés suivantes :

Proposition 1.3.6. Soient H, J < G, V un kH-module et U un kG-module.
Les assertions suivantes sont vérifiées :

i) si'V est projectif, le kG-module Ind$ (V) est projectif.
i) U @y, IndG (V) 2 Indf (Res§(U) @5, V).
iii) (Théoréme de réciprocité de Frobenius)
Homyg (Ind5(V),U) = Homyp (V, Res$;(U)),
Homyc (U, Ind% (V)) = Homyy (Resf(U), V).

iv) (Théoréme de Mackey)

Resf(Indf(V)) = @5 Indfru (Resfhon(cs(V))) .
s€[L\G/H]

Preuve : voir [Alp86], lemme 5, lemme 6 et lemme 7, section 8.

Théoréme 1.3.7. (Clifford)
Si U est un kG-module semi-simple et N est un sous-groupe normal de G
alors Res$(U) est semi-simple.

Preuve : voir [Alp86], théoreme 4, section 3.

Remarque : Dans le cas ou le groupe G possede un p-sous-groupe N normal,
alors N doit agir trivialement sur tout £G-module simple. En effet, vu le
théoreme précédent, si V est un kG-module simple, Res%(V) doit étre semi-
simple. Or, par la proposition 1.3.3, le seul kN-module simple est le module
trivial, par conséquent, Res%(V) doit étre une somme de copies du module
trivial. Donc 'action de N sur V est triviale.
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1.4 Foncteurs de Mackey simples

Nous allons donc pouvoir appliquer les résultats des sections précédentes aux
foncteurs de Mackey et, dans cette optique, nous allons supposer désormais
que R = k est un corps.

Un foncteur de Mackey M est dit simple si ses seuls sous-foncteurs sont M
et 0. Cela correspond & un module simple sur l'algebre p(G). Dans [TW90],
Thévenaz et Webb ont classifié les foncteurs de Mackey simples. Cette classi-
fication est tres importante pour ’étude des foncteurs de Mackey projectifs.
En effet, vu la section 1.2, les ux(G)-modules projectifs indécomposables
sont en bijection avec les py(G)-modules simples. De plus, pour étudier ces
foncteurs de Mackey projectifs, il faut comprendre quels sont leurs facteurs
de composition (qui sont des foncteurs simples), et comment ils s’organisent
les uns par rapport aux autres.

Nous allons donc donner ici la classification des foncteurs de Mackey simples
ainsi que plusieurs constructions indispensables a leur compréhension :

Proposition 1.4.1. Soient S un foncteur de Mackey simple pour un groupe
G et H un sous-groupe minimal de G tel que S(H) # 0. Les propriétés
suivantes sont vérifiées :

i) la classe de conjugaison de H est l'unique classe de conjugaison de
sous-groupes minimaux K tels que S(K) # 0,

ii) le kNg(H)-module S(H) est simple.
Preuve : voir [TW90], proposition 2.3.

Soit 2 Pensemble des couples (H,V) ou H est un sous-groupe de G et V
est un kN g (H)-module simple, & isomorphisme pres. Le groupe G agit par
conjugaison sur 2. Notons alors /G l'ensemble des orbites. Vu la proposi-
tion précédente, 'application

® :  {foncteurs de Mackey simples pour G} — Q/G
S — (H,S(H))

ou H est un sous-groupe minimal de S tel que S(H) # 0, est bien définie.

De plus, cette application permet de classifier les foncteurs de Mackey simples ;
autrement dit :

Théoréme 1.4.2. L’application ® est une bijection.
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Preuve : voir [TW90], théoreme 8.3.

Pour déterminer les foncteurs de Mackey simples, il nous faut donc com-
prendre l'inverse de Papplication ® : & chaque couple (H, V) correspond un
foncteur de Mackey simple, noté Sg -, que nous voulons décrire. Dans ce
but, nous avons besoin de plusieurs constructions présentées ci-apres.

Induction

Soit H < (. Le foncteur d’induction, T%, permet de passer de la catégorie
des foncteurs de Mackey associés a H a celle des foncteurs de Mackey associés
a GG. Précisément,

1% : Macky(H) — Mack,(G)

est défini de la maniére suivante : si M € Macky(H) et si K < G, alors
M 1% (K) = @ M(H N KY). En l'occurrence, la définition de Dress
gE[K\G/H]

de foncteur de Mackey permet d’exprimer l'induction de maniere tres natu-
relle par M 14 (X) = M (Resg(X ), pour tout G-ensemble X ; autrement
dit, M Tg est obtenu en composant le foncteur M : H-ens — R-mod et
le foncteur de restriction Resg : G-ens — H-ens. Rappelons que ce dernier
foncteur est défini dans ’exemple traitant de 'anneau de Burnside, a la page
13.

Les applications d’induction, de restriction et de conjugaison intrinseques
au fonc‘%eur M 1% sont alors données, pour L < K, z € M 1% (K) et
y € M15 (L), par :

15 b mMENL) - B mENK)
z€[L\G/H] 9€[K\G/H]

Wleemnem = (D TS ()

u€[L\K/KN9H] 9EIK\G/H]

RE . b MHENEY) — B MENLY)
gE[K\G/H] ze[L\G/H]
(Yg)gelr\c/H) = (REAE 9) aerpaym
Cs b MmMHENEY) - P MENCK)?)
9E[K\G/H] ge[*K\G/H]
Wa)getrcra/ = (Uerg)gepmaym
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1.4 Foncteurs de Mackey simples

(voir [TW90], proposition 4.3).

Remarque : Pour que les formules ci-dessus aient un sens, il faut donner
les représentants des doubles classes que nous avons choisis.
Si [K\G/H] = {a1,...,a}, alors on prend

[L\G/H] ={Bja; |1 <i<n,1<j<s}

ol les 3; sont des représentants des classes a droite de K modulo L.

Avec ces choix, si u € [L\K] et g € [K\G/H], alors ug € [L\G/H], donc
I'induction est bien définie. De méme, si x € [L\G/H], alors x = (o, avec
Bj € K, donc = correspond a l'unique élément «; de [K\G/H], ce qui nous
permet de bien définir la restriction ci-dessus. Nous pouvons ensuite choi-
sir P K\G/H] = {saq,...,sa,} et par conséquent, si g € [*K\G/H], alors
571§ € [K\G/H], donc la conjugaison est bien définie. Remarquons finale-
ment que la formule de la conjugaison ci-dessus est donnée a ’aide de ces
représentants des doubles classes. Donc si s normalise K, il faut garder ces
deux systemes de représentants distincts, méme si *K\G/H = K\G/H.

Restriction

Soit H < (G. De maniere analogue a l'induction, le foncteur de restriction,
l%, permet de passer de la catégorie des foncteurs de Mackey associés a G
a celle des foncteurs de Mackey associés a H. Précisément,

1% : Macky,(G) — Macky (H)

est défini de la maniere suivante : si M € Mack,(G) et si K < H, alors
M |% (K) = M(K). De nouveau, la définition de Dress permet d’exprimer
la restriction de maniere trés naturelle par M |§ (X) = M (Indg (X)), pour
tout G-ensemble X ; autrement dit, M l% est obtenu en composant le fonc-
teur M : G-ens — R-mod et le foncteur d’induction Ind%; : H-ens — G-ens.
L’induction entre G-ensembles est également définie dans 'exemple traitant
de 'anneau de Burnside, a la page 13.

Cette fois, les applications d’induction, de restriction et de conjugaison in-
trinseques au foncteur M l% sont les mémes que celles du foncteur M.

Les foncteurs d’induction et de restriction entre catégories de foncteurs de
Mackey sont liés par des conditions d’adjonction :
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Proposition 1.4.3. Le foncteur d’induction est l’adjoint a gauche et a
droite du foncteur de restriction. En particulier, ces deux foncteurs somt
exacts.

Preuve : voir [TW90], proposition 4.2 pour les propriétés d’adjonction et
[Rot79], théoreme 2.13, pour l'exactitude.

Remarquons que dans la catégorie des G-ensembles, le foncteur d’induction
est I’adjoint a gauche, mais pas a droite du foncteur de restriction.

Conjugaison

Soient g € G et H < G. 1l existe naturellement un foncteur de conjugaison
de la catégorie Macky(H) dans Macky (9H ), défini pour M € Macky(H) et
K < H, par IM(K) = M(KY). Les applications d’induction, de restriction
et de conjugaison s’obtiennent en conjuguant les applications de M corres-
pondantes.

Pour finir, il existe des constructions qui permettent de passer des foncteurs
de Mackey définis pour le groupe quotient G/N, ou N est un sous-groupe
normal de G, a ceux définis pour le groupe G, et vice-versa.

Inflation

Soient N < G et M un foncteur de Mackey pour le groupe G/N. Le foncteur
d’inflation de Macky(G/N) dans Macky(G) est défini, pour K < G, par
0 siN£K
G _ ;
Inf )y M(K) = { M(K/N) sinon.

Par ailleurs, le foncteur d’inflation peut s’exprimer, a l'aide de la définition
de Dress, de la maniére suivante : Infg nM (X)=M (X N ), pour tout G-

ensemble X, ot X désigne les points N-fixes de X.

Le foncteur d’inflation posséde un adjoint & gauche, noté =, et un adjoint &
droite, noté ~, qui sont définis, pour L € Macky(G) et K/N < G/N, par

LT(K/N) = /Z IF(L
j;ﬁ

“(K/N)= () Ker(R
J <K
#
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1.4 Foncteurs de Mackey simples

Proposition 1.4.4. Le foncteur * est l’adjoint a gauche et le foncteur ~
est 'adjoint a droite de Infg/N. En particulier, le foncteur d’inflation est
exact.

Preuve : voir [TW90], proposition 5.1 pour les propriétés d’adjonction et
[Rot79], théoreme 2.13, pour l'exactitude.

Avant d’aller plus loin, nous allons donner deux résultats sur des questions
d’adjonction liées en particulier aux foncteurs de Mackey point fixe et quo-
tient fixe (définis a la page 14) vus comme foncteurs de la catégorie des

kG-modules dans Mackg(G) :

Proposition 1.4.5. Soit E le foncteur d’évaluation de Macky(G) dans la
catégorie des kG-modules, qui envoie un foncteur de Mackey M sur son
évaluation en 1, M(1). L’adjoint a droite de E est F'P, le foncteur point
fize, et son adjoint a gauche est F'Q, le foncteur quotient fixe.

Preuve : voir [TW90], proposition 6.1.

Proposition 1.4.6. Soient M un foncteur de Mackey associé a un groupe
G, H un sous-groupe de G et V un kNg(H)-module. Si M(K) = 0 pour
tout sous-groupe propre K de H, alors il existe une bijection :

Ng(H ~
o : Hom,,, (¢ (M, <Infﬁz((H))FPV) TgG(H)) 5 Homyy gy (M(H), V)

donnée par ’évaluation en H.

De plus, si o : M(H) — V, alors ¢~ (o) = (¢(K))k<a, ou5(K) =0 si K
ne contient pas de conjugué de H et sinon, 5(K)(a) = (0(cpRi.(a)))
ou T =[Ng(H)\Tc(H,K)/K] et a € M(K).

Preuve : Vu les propositions 1.4.3, 1.4.4 et 1.4.5, nous obtenons les bijec-
tions suivantes :

Hom,,, () <M, <Inf%z((?)va> T%G(H)>

~ G Ng(H)

= Homyy, (v (1)) (M 15y TENE ) FPY )
+

~ G

= Hom,, w7 (m) ((M lNG<H>) , P V)

Jr
= Homy g () ((M 1Som) (1)7V> :
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i
Or (M lgG(H)) (1) = M(H)/S,_ IH(M(J)) = M(H) vu I'hypothese
sur M.

Finalement, pour déterminer I’application ¢!, il suffit de suivre les preuves
des propositions ci-dessus, ou les adjonctions sont construites explicitement

(voir [TW90)).
O

Nous pouvons a présent définir le foncteur de Mackey simple Sg v, ou H < G
et o V est un kN g(H)-module simple.

Tout d’abord, si V est un kG-module simple, nous pouvons définir le foncteur
de Mackey simple suivant :

Définition 1.4.7. Soit V un kG-module simple, le foncteur simple Sy v,
noté également va, associé a G, est le sous-foncteur du foncteur point fize
FPy défini par S1v(K) = IE(V); autrement dit, c’est l'image de la trace
relative de V' dans VE qui est définie par I (v) = va.

zeK

Pour montrer que le foncteur Sy est simple, il suffit de vérifier qu’il est
I'unique sous-foncteur minimal de F Py . Pour cela, considérons 0 % M, un
sous-foncteur de F'Py . Il existe alors K < G, tel que M (K) # 0, et comme
la restriction R¥ : VK — V est une inclusion, il s’ensuit que M(1) est un
sous-kG-module non nul du module V. Par simplicité de V', M (1) =V et,
par conséquent, pour tout J < G, M(J) 2 I{(M(1)) = I{ (V) = S1.v(J),
donc Sy est un sous-foncteur de M.

Pour chaque kG-module simple V, il existe un foncteur de Mackey simple
S1,v, dont le sous-groupe minimal H, tel que Sy y(H) # 0, est le sous-
groupe trivial H = 1. Nous pouvons a présent utiliser les constructions
précédentes, et plus précisément l'inflation et 'induction, pour obtenir de
nouveaux foncteurs de Mackey possédant un tel sous-groupe minimal H non
trivial.

Définition 1.4.8. Soit V. un kNg(H)-module simple, le foncteur Suyv,
noté également ng, associé o G, est défini par

Ng(H) ~Ng(H
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1.4 Foncteurs de Mackey simples

Remarquons que cette construction a du sens, car, comme V est un kN g (H)-

module simple, S{V v () et un foncteur de Mackey simple associé au groupe

Ng(H), vu ce qui précede ; puis, I'inflation et 'induction permettent d’en
faire un foncteur de Mackey associé au groupe G. De plus, vu le lemme
1.4.11, c’est un foncteur simple.

Définition 1.4.9. Soient M un foncteur de Mackey associé & un groupe
G et x un ensemble de sous-groupes de G. Soit E(H) un sous-ensemble
de M(H), pour tout H € x. Le sous-foncteur de M engendré par E, noté
(E), est égal a lintersection de tous les sous-foncteurs N de M tels que
E(H) C N(H) pour tout H € x. On définit de plus I, M = (M (J)|J € x).
C’est donc le sous-foncteur de M engendré par ses valeurs en les éléments
de x.

Ces foncteurs engendrés peuvent étre décrits explicitement a l'aide de la
proposition suivante :

Proposition 1.4.10. Soit M un foncteur de Mackey pour G. Soit x un
ensemble de sous-groupes de G, fermé par conjugaison et tel que st H < K
et que K € x, alors H € x. Pour tout X € x, firons un R-sous-module
E(X) de M(X), de sorte que X (E(Y)) C E(X), que RY(E(X)) C E(Y)
et que cg(E(X)) C E(9X) pour tout Y < X € x et tout g € G. Pour chaque
sous-groupe H de G, on a alors

(E)H)= Y I(EX).

Xex, X<H

Preuve : voir [TW95], proposition 2.4.
Les S,y sont bien des foncteurs de Mackey simples, par le lemme suivant :

Lemme 1.4.11. Soient H un sous-groupe d’un groupe fini G et V un
EN ¢ (H)-module simple. Le foncteur

_ Ng(H) G
M = (mfm (H)FPV) o

posséde alors un unique sous-foncteur minimal, engendré par M(H) = V.
De plus, ce sous-foncteur minimal est isomorphe a Sy .

Preuve : voir [TW90], lemme 8.1.

De plus, les Sy, correspondent a I'image réciproque par ® des paires (H, V)
(voir page 29 pour la définition de ® et voir [TW90], théoréme 8.3 pour le
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résultat). En particulier, de par sa définition, Sg,yv (K') est nul & moins que
H <g K. De plus, en utilisant les propriétés des constructions précédentes,
nous obtenons

Suv(H) = P Inf%z((lé))SLV(NG(H) NHY) =S y(1) =V.
gE[H\G/Ng(H)]

Dans le cas ot G = P est un p-groupe et ou le corps k est de caractéristique
D, les Sy deviennent particulierement simples, au premier sens du terme.
Tout d’abord, comme le module trivial & est le seul kN p(H)-module simple
pour tout H < P (voir la proposition 1.3.3), ces foncteurs ne sont indexés
que par les sous-groupes H de P et de plus, ils s’annulent presque partout.
Plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 1.4.12. Soit H un sous-groupe d’un p-groupe P. Si J est un
sous-groupe de P, alors

koosiJ=cH,
SH,k(J):{ ' si G

sinon.

Preuve : C’est une conséquence directe du lemme 15.1 de [TW95].

Remarque : Le résultat précédent nous permet, en particulier, de déter-
miner plus facilement les facteurs de composition d’un foncteur de Mackey
M associé a un p-groupe P. En effet, dans ce cas, le nombre de facteurs de
composition de M isomorphes a Sy 1, pour H < P, est égal a la dimension
sur k de M(H). Pour démontrer cela, considérons la classe [M] de M dans
Go(Macky(P)) (voir la définition 1.2.17 et ce qui suit). Alors

[M]= > As[S] =D As[Ssal
S simple J<P

est la somme de ses facteurs de composition. Par conséquent, si H < P,
[M(H)] = Z)\J[SJJC(H)] = Apg - [k], vu la proposition précédente.
J<p

1.5 Foncteurs de Mackey projectifs

Dans ce travail, nous allons étudier certaines propriétés des foncteurs de
Mackey projectifs indécomposables. Comme ces foncteurs s’identifient & des
sous-modules de l'algebre de Mackey, qui est une k-algebre de dimension fi-
nie, ce sont des py(G)-modules de type fini. Nous pouvons donc appliquer les
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1.5 Foncteurs de Mackey projectifs

résultats de la section 1.2, qui nous disent, en particulier, que les foncteurs
de Mackey projectifs indécomposables sont en bijection avec les foncteurs
de Mackey simples.

Plus précisément, & Sp y, un foncteur simple, correspond (& isomorphisme
pres) un unique module projectif indécomposable, noté Pp - ou ng, qui
est la couverture projective de Sy . En particulier, Py possede un unique
sous-foncteur maximal Rad(Pp,v) et Py, /Rad(Pp,y ) est isomorphe a Sgy .

Le premier exemple de foncteur de Mackey projectif est le p(G)-module
régulier, autrement dit pi(G). Ce module n’est évidemment pas indécom-
posable. En particulier, par définition de ’algebre de Mackey, on a la relation

Z I =1 dans 4 (G), qui exprime ’élément unité comme somme d’idem-
H<gG
potents deux a deux orthogonaux. Cela nous donne donc la décomposition
suivante :

we(G) = @ m(G)-Iff

H<gG

ot les 1 (G) - Il sont donc des px(G)-modules projectifs. En fait, ces fonc-
teurs de Mackey projectifs sont isomorphes a des induits du foncteur de
Mackey de Burnside. Plus précisément, nous avons le résultat suivant :

Théoreme 1.5.1. Soit H un sous-groupe de G. Le foncteur de Mackey
pe(G) - IH est isomorphe a BH 1%

Preuve : voir [TW95], théoreme 8.3.

Or, en général, ces foncteurs de Burnside ne sont pas indécomposables.
En fait, ils se décomposent en somme de projectifs indécomposables de la
maniere suivante :

Théoreme 1.5.2. Supposons que le corps k est algébriguement clos. La
multiplicité de Pyy comme facteur de BE 1§ est égale a dimy(Spv(K));
autrement dit,

BE ¢ ~ @ dimy, (Su,v(K)) - Pu,v.
(H,V)

ot la somme est prise sur les couples (H,V') ot H parcourt les sous-groupes
de G a conjugaison prés et V les kN g (H)-modules simples a isomorphisme
pres.

Preuve : voir [TW95], théoreme 8.6.
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Dans le cas particulier ot G = P est un p-groupe et que k est un corps de
caractéristique p, la proposition 1.4.12 nous dit que

k si K =G f[7
SH’k(K) - { 0 sinon.

Nous obtenons donc que Py = BH Tg et, en particulier Pgj = B€, au-
trement dit, les foncteurs de Mackey projectifs indécomposables sont exac-
tement des induits du foncteur de Burnside dans ce cas.

Pour un groupe quelconque, il n’y a pas de telle description des foncteurs
de Mackey projectifs. Toutefois, si P est un foncteur de Mackey projectif
indécomposable, tel que P(1) = M # 0, alors Bouc a montré que, pour tout
sous-groupe H de G,

pH)=( @ MQ),

QEsp(G)

ol s,(G) est I'ensemble des p-sous-groupes de G, ou l'indice G' dénote les
coinvariants par G (voir la page 14) et ou M est le quotient de Brauer du
foncteur M, défini par

M(Q)=M@Q)/ > IF(M(L))

L<Q

(voir [Bou98], proposition 5.3). Cet isomorphisme est de plus compatible
avec les transferts et les conjugaisons, toutefois il reste le probléeme de décrire
les restrictions, via cet isomorphisme. Par ailleurs, I’évaluation d’un foncteur
de Mackey projectif indécomposable en le sous-groupe trivial a été décrite
par Thévenaz et Webb de la maniere suivante :

Théoréeme 1.5.3. Soit Py un foncteur de Mackey projectif indécompo-
sable.

i) Si H n’est pas un p-groupe, alors Py (1) = 0.

ii) Si H est un p-groupe, alors Py v (1) est un facteur non nul indécompo-
sable de k Tg. En particulier, dans le cas ou G est un p-groupe, alors
Py (1) =kP/H.

Preuve : voir [TW95], théoréme 12.7.

Donnons ensuite un résultat qui caractérise les foncteurs de Mackey projec-
tifs indexés par le groupe trivial :
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Théoreme 1.5.4. Soit V un kG-module simple. La couverture projective et
lenveloppe injective du foncteur de Mackey S1,v coincident, et sont toutes
les deux isomorphes a FPp, et FQp,, ou Py est la couverture projective
de V. comme kG-module. En particulier, Py possede un socle simple iso-
morphe a son unique quotient simple, Sty .

Preuve : voir [TW95], théoréme 13.3.

Comme nous l'avons vu dans la proposition 1.3.6, I'induction de H a G
d’un kH-module projectif P est un kG-module projectif. Cette propriété
est également vérifiée dans le cas des foncteurs de Mackey, vu le résultat
suivant :

Proposition 1.5.5. Soit P un foncteur de Mackey projectif, associ€é a un
sous-groupe H de G. Alors le foncteur induit P T% est projectif.

Preuve : Nous allons montrer que le foncteur Hom,, q) (P Tg, _) est
exact. Pour cela, considérons la suite exacte courte

0— My -2 My 25 My — 0
de foncteurs de Mackey associés a G. Il faut montrer que la suite

0 — Homy, (s1) (P 17, My) == Homy, a1y (P 157, Mo)

2 Bomy, ) (P 1G3) — 0

est exacte, ol a(f) = af, pour tout f € Hom,, m (P T%,Ml) et ou
B.(g) = Bg, pour tout g € Hom,,, (s (P T%,Mg).

Par la proposition 1.4.3, le foncteur de restriction de G a H est exact. Par
conséquent, la suite

Gal% Gﬁl%’} G
0— My |f— My |f— M3 |jF—0

est exacte. Du fait que P est projectif, nous obtenons alors la suite exacte
suivante :

(@l F)+

0 — Homy, () (P. My 157) =" Homy,, 11y (P, Ma 1f7)

(BL%)*H P AL G
- Omﬂk(H)(’ 3lH)—>0

De plus, comme les foncteurs d’induction et de restriction sont adjoints (voir
la proposition 1.4.3), il existe une bijection

i« Homy,, sy (P, M; |§) — Hom,, ) (P 1%, M)
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pour ¢ = 1,2 3.
Il suffit finalement de vérifier que pour tout f € Homuk(H) (P, M,y l%), et
pour tout g € Hom,, () (P, M2 1),

pao(al), ocpi(f)=aof et @30(B1F), 0pa(g)=pog

ce qui se fait a l'aide de la preuve de la proposition 4.2 de [TW95] (qui
construit explicitement les adjonctions entre T% et l%)

0

1.6 Foncteurs A

Un des moyens pour comprendre la structure d’un module est de le décompo-
ser en couches de modules simples, autrement dit de déterminer ses facteurs
de composition. Cette méthode peut en particulier s’appliquer aux foncteurs
de Mackey projectifs indécomposables qui nous intéressent. Toutefois cette
décomposition s’avere souvent assez difficile.

Dans [Web01], Webb introduit des foncteurs de Mackey, appelés foncteurs
A, qui ont la propriété que tout foncteur de Mackey projectif possede une
filtration, c’est-a-dire une suite de sous-modules emboités, dont les quo-
tients sont des foncteurs A, paramétrisés, entre autres, par des modules
de p-permutation (voir la définition 1.6.4). De plus, cette filtration peut
étre construite explicitement. Notre probleme peut ainsi se séparer en deux
parties : premierement comprendre la structure des foncteurs projectifs en
termes de foncteurs A, puis comprendre la structure de ces foncteurs A.

Définition 1.6.1. Soit G un groupe, H un sous-groupe et U un kNg(H)-
module. Le foncteur de Mackey A, associé a H et a U, est défini par

_ Na(H) G
Apy = (Infﬁz (H)FQU> 1S -

Remarque : Ces foncteurs A peuvent étre décrits a I'aide de la définition
de Dress, donc en termes de G-ensembles, de la maniere suivante : si X est
un G-ensemble, alors

Apu(X) =k (X v U-

En effet, en utilisant le fait que pour tout foncteur de Mackey M associé
AG, M1% (X)=M (Resg(X)) (voir la page 30) et que pour tout fonc-
teur de Mackey N associé & G/N, ou N est un sous-groupe normal de G,
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Infg/NN(X) = N (X") (voir la page 32), nous obtenons :

Apy(X) = Inf%i((?)FQU (Res§, (1) (X)) = FQu(x™)

=k (X") @54 U-

En utilisant les propriétés de I'induction, nous pouvons calculer explicite-
ment les évaluations de ce foncteur en les sous-groupes de G :

Proposition 1.6.2. L’évaluation du foncteur Ay en un sous-groupe K
de G est égale a

Apy(K) = a FQu(Nks(H))
9€[K\Tc(H,K)/Ng(H)]

ouTg(H,K) ={g € G|9H < K} est le transporteur de H a K. En parti-
culier Agy(H) = U et Agy(K) est nul a moins que K ne contienne un
conjugué de H.

Preuve : voir [Web01], proposition 3.1.

Les foncteurs A sont, en particulier, stables par induction ; autrement dit,
nous avons le résultat suivant :

Lemme 1.6.3. Soient H < K < G et U un kN j(H)-module, alors

AJ T ~ AG
HU 'J No(H .
) H,Ind (G G (U)

Preuve : voir [Web01], lemme 4.1.

Définition 1.6.4. Un kG-module M est un module de permutation s’il
posséde une k-base invariante par l'action du groupe G. Un kG-module M
est un module de p-permutation si Resg(M) est un module de permutation
pour tout p-sous-groupe @ de G.

Remarquons que dans le cas ou G = P est un p-groupe, la notion de module
de permutation et celle de module de p-permutation coincident. De plus,
dans ce cas, les kP-modules de permutation indécomposables sont exacte-
ment les kP/H pour H < P (voir [Bou00], théoréme 3.5.7).
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Nous pouvons a présent définir D, la sous-catégorie pleine de la catégorie
Macky(G) des foncteurs de Mackey dont les objets sont les foncteurs possé-
dant une filtration finie

O=MyCM C---CM,=M

telle que, pour tout i, le facteur M;/M;_; est isomorphe a Ap, y, pour
un sous-groupe H; et un kN p(H;)-module de p-permutation U;. Les objets
de cette catégorie seront appelés des foncteurs de Mackey possédant une
A-filtration. Un des résultats qui motive I’étude de cette catégorie est le
suivant :

Théoreme 1.6.5. Soit M un foncteur de Mackey projectif de type fini, pour
un groupe G, sur un corps k de caractéristique p. Alors M est un objet de

D.

Preuve : voir [Web01], théoreme 7.1.

Il est possible de déterminer explicitement une A-filtration d’un foncteur
de Mackey projectif indécomposable, Py 1, associé a un p-groupe P. Mais
avant de décrire cela, nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 1.6.6. Soient 1 = H{, Hs,..., H, = G les sous-groupes de G, a
conjugaison pres, ordonnés de sorte que si H; est conjugué a un sous-groupe
de Hj, alors i < j. La filtration ascendante de M est, par définition, la
filtration

O=MyCM C---CM.=M

ot M; = Ity . gyM (voir la définition 1.4.9) pour touti=1,...,r. Cette
filtration a du sens, car si x C x’, alors I,M C I,/ M.

L’intérét de la notion de filtration ascendante provient du fait que, par la
proposition 6.1 de [Web01], si M est un objet de D, les facteurs de cette
filtration de M sont isomorphes a A J () ou J parcourt les sous-groupes

de H, & conjugaison pres et olt M est le quotient de Brauer du foncteur M
(voir la définition a la page 38).

Revenons a présent au cas du foncteur Ppj. Par le théoreme 1.5.2 et la

remarque qui le suit, le foncteur Pp ;, est isomorphe a un induit du foncteur

de Burnside : Py ) & BH T% (pour la définition du foncteur de Burnside,

voir I’exemple 1, & la page 13). Or B(J) = k(J/J) = k étant donné que

B(J) = EB k(J/K) et que si K < J, alors J/K = I{.(K/K) qui est nul
K<;J

dans B(.J). Par conséquent, le foncteur B posseéde une filtration ascendante
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1.7 Blocs de foncteurs de Mackey

dont les facteurs sont isomorphes a AIJ{’  ou J parcourt les sous-groupes de
H, & H-conjugaison preés. Vu que le foncteur d’induction est exact (voir la
proposition 1.4.3), il suffit alors d’induire cette filtration de H & G, pour
obtenir une filtration de Py dont les facteurs sont isomorphes a A? i T%,
pour J <y H. Finalement, par le lemme 1.6.3, pour tout J < H, 7

A?k 152 AY

J,Indet) gy

NAI0)

Nous avons donc démontré le résultat suivant :

Corollaire 1.6.7. Soient H un sous-groupe d’un p-groupe P et H| = 1,
Hs,...,H, les sous-groupes de H, a H-conjugaison pres, ordonnés de sorte
que si H; est conjugué a un sous-groupe de Hj, alors i < j. Le foncteur de
Mackey Pr 1, possede alors une A-filtration

0=MyC M, C---C M, = Py
dont les facteurs sont égaux a

M; /M-y = Agi,k TZ = Azi,kNP(Hi)/NH(Hi)

pour i =1,...,r.

1.7 Blocs de foncteurs de Mackey

Nous allons terminer ces rappels, en donnant une description d’une décom-
position de 'algebre de Mackey en somme directe d’algebres, ce qui nous
permet d’obtenir une partition de ’ensemble des foncteurs de Mackey. Plus
précisément, cette décomposition est obtenue a l'aide des idempotents pri-
mitifs centraux de pux(G) (voir la définition 1.2.12) et provient d’une théorie
plus générale : la théorie des blocs, dont nous allons maintenant rappeler
quelques idées.

Proposition 1.7.1. Soit A une k-algébre commutative de dimension finie.
Alors les idempotents primitifs de A forment un ensemble fini {c1,..., ¢},

qui satisfait les conditions c1 +---+ ¢, =1 et cic; =0 si 1 # j.

Preuve : voir [CR87], proposition 56.5.

Vu la proposition précédente appliquée au centre d’une k-algebre A, les idem-
potents centraux d’une algebre A de dimension finie sur un corps k, forment
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un ensemble fini {ci,...,¢,}. De plus, ils induisent une décomposition de
A en une somme directe A = Acy & --- @ Ac,, ou chaque B; = Ac; est un
idéal bilatere indécomposable, tel que ¢; est un élément unité. Les idéaux B;
sont appelés les idéaux de blocs (ou simplement blocs) de I'algebre A et les
idempotents centraux c¢; sont appelés les blocs de A.

Si M est un A-module, alors M se décompose en M = et M @ --- @S e, M, et,
en particulier, si M est indécomposable, alors il existe un unique ¢ tel que
c¢iM = M et ¢;M =0 si j # . On dit alors que le module indécomposable
M appartient a l'idéal de bloc B; = Ac¢; ou au bloc ¢;. Plus généralement,
si M est un module quelconque, on dit qu’il appartient au bloc ¢; si c’est
le cas de tous ses facteurs indécomposables. Ainsi, les modules simples et
les modules projectifs indécomposables sont séparés en blocs. En particu-
lier, si un module appartient a un certain bloc, c’est aussi le cas de tous ses
facteurs de composition. Réciproquement si chaque facteur de composition
d’un A-module M appartient & un idéal de bloc B;, alors I’élément unité de
B; induit I'identité sur chaque facteur et I’élément unité de B;, pour j # 1,
annule chaque facteur. Par conséquent M doit appartenir a B;. Il s’ensuit
que pour déterminer les blocs d’une algebre A, il suffit de déterminer quand
deux A-modules simples appartiennent au méme bloc.

En particulier, si M est un A-module indécomposable et que I'un de ses
facteurs de composition appartient a un bloc ¢;, alors M doit lui-méme ap-
partenir au bloc ¢;.

Par ailleurs, la décomposition en blocs d’une algebre A nous donne des infor-
mations sur les groupes d’extension entre A-modules, vu les deux résultats
suivants :

Proposition 1.7.2. Soient M et N des A-modules indécomposables. S’il
existe une extension non triviale de N par M, alors M et N appartiennent
au méme bloc de A.

Preuve : Soit 0 - M — E — N — 0 une suite exacte courte non scindée.
Supposons que M appartienne au bloc b; de A et N au bloc b; de A, alors le
module E possede certains facteurs de composition dans b; et les autres dans
bj. Sii # j, alors, vu les remarques précédentes, £ = b;FE © b;E = M © N
car M = M, bjM = 0, N = 0 et b;N = N, donc la suite ci-dessus est
scindée, ce qui contredit notre hypothese. Par conséquent ¢ = j, ainsi M et
N appartiennent au méme bloc.

0
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1.7 Blocs de foncteurs de Mackey

Proposition 1.7.3. Soient A une k-algebre de dimension finie et S, T des
A-modules simples. Si S et T n’appartiennent pas au méme bloc de A, alors
Ext’y (T, S) = 0 pour tout n > 0.

Preuve : Nous allons montrer, par récurrence sur n, le résultat un peu
plus général suivant : si un A-module M appartient & un bloc B et que
Ext’y (M, S) # 0, alors S appartient au bloc B.

Supposons que Extlléx(M ,S) # 0, alors il existe une suite exacte courte
0—S— N — M — 0, non scindée. Le module N se décompose en somme
directe de modules indécomposables, N = @, N;, et il existe un indice j tel
que S est isomorphe, par projection sur Nj, & un sous-module S’ de N;. De
plus, S’ doit étre un sous-module propre de N; car la suite exacte ci-dessus
n’est pas scindée, donc N; est indécomposable et possede au moins deux
facteurs de composition dont I'un est aussi un facteur de composition de M,
donc N; appartient au bloc B. Par conséquent, S doit aussi appartenir au
bloc B.

Supposons ensuite que Ext’y (M, S) # 0, pour n > 1. Soit Py, la couverture
projective du module M et Kj; le noyau de la surjection de Py sur M. La
suite exacte courte 0 — Ky — Py — M — 0 induit alors, vu le théoreme
1.2.20, la suite exacte suivante :

0 = Ext" (P, S) — Exts 1 (K, S) — Exty (M, S) — Ext’j(Par, S) = 0

ou les deux termes extrémaux sont nuls vu que Py est projectif. Par suite,
Ext’y (M, S) = Ext’jx_l(K M, S), donc il suffit de montrer que Kj; appartient
au bloc B, puis d’appliquer I'hypothese de récurrence. Posons M = &, M;,
ou les M, sont des modules indécomposables. Par la proposition 1.2.15,
Py = @Z Py, Posons 7; la surjection de Py, sur M;, pour tout . Comme
Py, est la couverture projective de M;, I'image par m; de tous les facteurs
directs de Py, est non nulle, pour tout ¢, donc chacun de ces facteurs directs
indécomposables doit appartenir au bloc B. Il s’ensuit que Py, appartient
a B, pour tout 4, donc Pj; aussi. Comme Kj; est un sous-module de Py,
Ky appartient également a B, d’ou le résultat.

O

Revenons au cas de I'algebre de Mackey. Le foncteur de Mackey de Burnside,
BY (voir la page 13), agit comme un anneau d’endomorphismes sur chaque
foncteur de Mackey associé a G. Explicitement, si M est un foncteur de
Mackey et Z un G-ensemble, alors 'action de Z sur M est définie comme la
transformation naturelle :

Mx) M2 oz o x) MR o
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ou M est vu comme foncteur de Mackey pour la deuxieme définition, X
est un G-ensemble quelconque et pry : Z x X — X est la projection sur le
second facteur. En fait, B¢ agit via des éléments de I’algebre de Mackey, et
comme leur action commute avec les opérations d’induction, de restriction
et de conjugaison, ses éléments doivent étre centraux (pour plus de détail,
voir [TW95], section 9). En résumé, nous avons le résultat suivant :

Proposition 1.7.4. Dans B(G), chaque expression, 1 =) . e; de l'identité
comme somme d’idempotents orthogonaux donne lieu a une décomposition
M =3, e;M de tout foncteur de Mackey M. De plus, chaque idempotent de
B(G) correspond a un idempotent central de l'algébre de Mackey pux(G), ce
qui permet de décomposer cette derniere en somme directe de sous-anneaux.

Preuve : voir [TW95], propositions 9.1 et 9.2.

Il suffit donc de connaitre les idempotents primitifs de ’anneau de Burn-
side pour obtenir une décomposition de l'algebre de Mackey. Toutefois, ces
idempotents ne sont en général plus primitifs dans ’algebre de Mackey, de
sorte que nous obtenons une décomposition en union de blocs, plutot qu’en
blocs.

Les idempotents primitifs de 'anneau de Burnside ont été étudiés par Dress,
mais avant de les donner, nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 1.7.5. Un groupe J est dit p-parfait s’il ne posséde pas de sous-
groupe propre normal N tel que J/N est un p-groupe. Notons OP(J) le plus
petit sous-groupe normal de J tel que J/OP(J) est un p-groupe. Nous obte-
nons alors que J est p-parfait si et seulement si OP(J) = J.

Théoreme 1.7.6. Soit R un anneau dans lequel tous les diviseurs premiers
de lordre de G sont inversibles, a l’exception de p. Dans l'anneau de Burn-
side B(GQ) sur R, nous avons alors

1= Z f7

J<ag G
J est p-parfait

otu les fy sont des idempotents primitifs orthogonauzx, en bijection avec les
classes de conjugaison de sous-groupes p-parfaits de G.

Preuve : voir [TW95], théoréme 9.3 ou [Yos83], théoreme 3.1.

Si J est un sous-groupe p-parfait de G et k est un corps de caractéristique
p, on note Macky (G, J) la sous-catégorie pleine de Macky(G) dont les objets
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1.7 Blocs de foncteurs de Mackey

sont les foncteurs de Mackey M tels que fyM = M. On peut déterminer
explicitement les foncteurs de Mackey simples appartenant a Mack (G, J)
pour un sous-groupe p-parfait J fixé. C’est 'objet de la proposition suivante :

Proposition 1.7.7. Soient Sk w € Macky(G) un foncteur de Mackey simple
et J un sous-groupe de G p-parfait. Alors f;Sxw = 0 a moins que J et
OP(K) ne soient conjugués et, dans ce cas, f7Sxw = Sk,w. Les foncteurs
de Mackey simples de Macky(G,J) sont donc précisément les Sk w avec
J = OP(K). Un foncteur de Mackey arbitraire appartient a Macky (G, J) si
et seulement si c’est aussi le cas de tous ses facteurs de composition.

Preuve : voir [TW95], proposition 9.6.

En particulier, le groupe trivial 1 est toujours un sous-groupe p-parfait
de G, ce qui nous permet de considérer la catégorie Macky(G,1). Etant
donné la proposition précédente, les foncteurs simples de Macky (G, 1) sont
précisément les foncteurs Sy avec OP(H) = 1, ce qui revient a dire que H
est un p-groupe. Le théoréeme suivant nous permet alors de réduire I’étude
des foncteurs de Mackey arbitraires aux foncteurs de Mackey dont les fac-
teurs de composition sont indexés par des p-groupes :

Théoréine 1.7.8. Soit J un sous-groupe p-parfait de G, alors les catégories
Mackg(Nag(J),1) et Macky (G, J) sont équivalentes.

Preuve : voir [TW95], théoréme 10.1.

Nous pouvons & présent décrire la décomposition en blocs de 'algebre de
Mackey. Pour cela, il suffit de décrire la répartition des foncteurs simples
dans ces blocs, au vu des résultats précédents. Comme les idempotents pri-
mitifs de 'anneau de Burnside donnent une décomposition de l’algebre de
Mackey en union de blocs pour chaque sous-groupe p-parfait J, il suffit de
déterminer les blocs dans chaque catégorie Macky (G, J), et par le théoreme
précédent, il est suffisant de comprendre le cas J = 1.

Soient P un p-sous-groupe de G, Z(kG) le centre de kG, Cg(P) le cen-
tralisateur de P dans G et Z(kCq(P))N¢(P) Tensemble des éléments de
Z(kCq(P)) fixes sous 'action par conjugaison de Ng(P). Considérons I’ap-
plication o : kG — kC¢(P) définie par

o(z) :{ x sixze Cq(P),

0 sinon

pour les éléments x € G, puis étendue a kG par linéarité. En particulier, o
est un morphisme de kN¢g(P)-modules.
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La restriction de o au centre de kG est un homomorphisme d’anneaux que
I’on appelle le morphisme de Brauer :

Brp : Z(kG) — Z(kCq(P))Ne(P),

L’image de Brp est bien dans le centre de kC(P), et comme les éléments
du centre de kG sont les éléments de kG fixes par 'action de G par conjugai-
son, les éléments de Brp(Z(kG)) sont également fixés par I’action de Ng(P)
par conjugaison. Par ailleurs, si e est un bloc de l'algebre kNg(P), alors
e € Z(kCg(P))Ne(P) et dans cette algebre, e est égal & une somme d’idem-
potents primitifs conjugués (pour plus de détail, voir [AB79], section 2). Par
conséquent, il existe un unique bloc b de kG tel que Brp(b) - e = e, et cet

unique bloc est noté b = €“.

Si P est un p-sous-groupe de G, alors tout kN g(P)-module simple V peut
étre vu comme kNg(P)-module, donc il appartient & un bloc e de kNg(P).
I est ainsi possible d’associer a chaque foncteur de Mackey simple Spy un

bloc e de kNg(P).

Théoréeme 1.7.9. Soient Spq et Sgw deux foncteurs de Mackey simples,
ot P et Q sont des p-sous-groupes de G. Soit e le bloc de Ng(P) auquel
appartient Vet f le bloc de Nz(Q) auquel appartient W. Alors les fonc-
teurs Spg et Sq,w appartiennent au méme bloc de l’algébre de Mackey si et
seulement si les blocs de kG correspondants, €C et f&, sont égauz. Ainsi les
blocs de Macky (G, 1) sont en bijection avec les blocs de kG, via l'application
qui envoie le bloc contenant Spy sur le bloc eC de kG.

Preuve : voir [TW95], théoréme 17.1.

Remarque : Dans le cas ou les sous-groupes P et () sont normaux dans
G, alors les foncteurs simples Spy et Sgw appartiennent au méme bloc
de l'algebre de Mackey si et seulement si les modules V' et W, vus comme
kG-modules, appartiennent au méme bloc de kG.
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Chapitre 11

Groupes d’extension de
degré 1

Un des points principaux pour comprendre la structure d’un foncteur de
Mackey projectif est de déterminer sa série de Loewy, autrement dit de le
décomposer en couches. Par exemple, si Py est un foncteur de Mackey
projectif indécomposable, son plus grand quotient semi-simple est Sg v, par
définition ; en d’autres termes, Py v /Rad(Ppgy) = Sp,v. Que peut-on alors
dire du plus grand quotient semi-simple de Rad(Pp 1), autrement dit de la
deuxiéme couche de la série de Loewy de Py 7 La réponse a cette ques-
tion est donnée par les groupes d’extension de degré 1 entre foncteurs de
Mackey simples, comme nous ’avons vu dans la section 1.2. C’est donc la
détermination de ces groupes d’extension qui vont nous intéresser dans ce
chapitre.

Plus précisément, rappelons que si A est une algebre sur un corps k algébri-
quement clos, S, S’ sont des A-modules simples et P est la couverture pro-
jective de S, alors, par la proposition 1.2.23,

Ext! (S, S") = Homy (Rad(P)/Rad?(P), S").

Par conséquent, le nombre de fois ot le module S’ apparait dans la deuxi¢me
couche de la série de Loewy de P est égal a la dimension de Extlléx(S, S)
comme k-espace vectoriel (pour plus de détails, voir la remarque qui suit le
lemme 1.2.24).

Nous allons donc, dans ce chapitre, nous intéresser aux groupes d’extension
de degré 1 entre foncteurs de Mackey simples, et plus précisément, a leur
dimension comme k-espaces vectoriels.

En particulier, afin d’obtenir certaines propriétés de ces groupes, nous allons
introduire et étudier, dans la section 2.3, des foncteurs de Mackey, appelés
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foncteurs 7', dont la définition est analogue a celle des foncteurs simples
Sh,v, a la différence pres que le module V' n’est pas forcément simple.

2.1 Le cas des foncteurs simples indexés par des
sous-groupes normaux

Fixons un groupe fini G et un corps k algébriquement clos, de caractéristique
p > 0. Soient @ et H des sous-groupes de G, V un kN g(H )-module simple
et W un kN ¢(Q)-module simple. Nous désirons étudier

Ext(Sqw, Suy) = Ext,,, ) (Sqw, Suv).

Dans un premier temps, nous allons considérer le cas ou les groupes () et H
sont normaux dans G.

Comme nous allons le voir dans le théoreme 2.1.4, le groupe Ext(Sq w, Su,v)
est trivial si @) (respectivement H) n’est pas conjugué a un sous-groupe de H
(respectivement @). Il y aura donc essentiellement deux cas a traiter : celui
ol 'un des groupes est contenu strictement dans I’autre, a conjugaison pres,
et celui ou les deux groupes sont égaux. Dans le premier cas, nous allons
déterminer explicitement ce groupe d’extension; c’est 1'objet du résultat
principal de cette section :

Théoreme 2.1.1. Soient H, Q < G avec H # Q. Le k-espace vectoriel
Ext(Sq,w,SH,v) est isomorphe a

kE siH<Q,|[Q:H]=p, VRMH —V et VW (comme kG/Q-module)
k siQ<H,[H:Q =p, WHR =W et W =V (comme kG/H-module)
0 sinon,

oty VM est ’ensemble des éléments de V fizes par Uaction de Q/H, et de
méme, WH/Q est ensemble des éléments de W fizes par Uaction de H/Q.

Avant de démontrer cela, remarquons qu’il suffit de traiter le cas ou I'un des
deux sous-groupes est strictement inclus dans 'autre. C’est une conséquence
du résultat suivant :

Lemme 2.1.2. Soient A une k-algébre de dimension finie et M, N des
A-modules a gauche. Alors

Exty (M, N) = ExtYo, (N*, M*)
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pour tout © > 0, ou M* = Homy(M,k) et A est l'algébre opposée de
A ; autrement dit, A°P est isomorphe a A comme k-espace vectoriel, via un
isomorphisme ¢ qui satisfait p(xy) = o(y)e(x), pour tout x,y € A.

Preuve : Pour i fixé, il suffit de considérer les extensions de degré i (voir
la proposition 1.2.22). En effet, & chaque extension de degré ¢

E0—-N—-FE,_1—>--—FE—M-—0
correspond ’extension de degré 7
£*ZO—>M*—>E6(—>---—>EZ(71—)N*—)O,

De plus, si £ est une autre extension de degré 7, alors £ est équivalente a &’
si et seulement si £* est équivalente & (£')*.

0

Nous pouvons en déduire le corollaire suivant sur les extensions entre fonc-
teurs de Mackey :

Corollaire 2.1.3. Soient Spv et Sgw deux foncteurs de Mackey simples,
alors

Ext;, ) (So.w, Suv) = Ext!, ) (Smv+, Sgw+)
pour tout 1 > 0.

Preuve : Par la proposition 4.1 de [TW95], le foncteur S},U est isomorphe
a Sju+. De plus, I'algebre p,(G) possede un anti-automorphisme, donné par

IjjcgRY — If' 1 RYy

(voir la page 13, et [TW95], chapitre 4), et par conséquent, elle est isomorphe
a son algebre opposée. Le lemme 2.1.2 nous permet alors de conclure.

0

Ainsi, pour démontrer le théoreme 2.1.1, il nous suffira de traiter le cas ou

H<Q.

La preuve du théoreme 2.1.1 s’appuie en particulier sur le résultat suivant

de Thévenaz et Webb :

Théoréme 2.1.4. Soient Sy,v, Sk,w des foncteurs de Mackey simples sur
un corps k algébriguement clos.
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i) Le groupe Ext(Syv,Skw) est trivial a moins que H <g K ou que
K <¢ H.

ii) Si H = K, la dimension de Ext(Sy,v,Suw) est égale a la multipli-
cité de Spy dans la seconde couche de la série des socles du foncteur

(Inf%z((?) FPPW> T%G (H) ou Py est la couverture projective du module

W. De plus, ’évaluation en H induit un morphisme

i Exty, @) (Suy, Suw) — Extyy oy (V. W)

qui est injectif.

iii) Si K <g H, alors la dimension de Ext(Sy,v,Skw) est égale a la
multiplicité de Spv dans la seconde couche de la série des socles de

Ne(H) G
(XD PP ) 15 -
i) Si H <g K, alors la dimension de Ext(SHyv,Skw) est égale a la
multiplicité de Sk w dans la seconde couche de la série des socles de

Ng(K) G
(Infm(K)F QV) TN (x)

Preuve : Voir [TW95], théoreme 14.3.

Preuve du théoréme 2.1.1 : Supposons que H < @Q. Par le théoreme
2.1.4, iii), la dimension sur k de Ext(Sgw,SHv) est égale a la multipli-
cité de Spw dans la deuxieme couche de la série des socles du foncteur
M = Inf FPy.

Vu le lemme 1.4.11, le socle de M est égal a S = Sy v, le sous-foncteur de
M engendré par S(H) =V = M(H). De plus, comme H est un sous-groupe

’ N G/H
normal, ce sous-foncteur est égal a Infg / HSN// , et

G ~Y
SET (K H) = Iy (V) 2 I (V)

pour tout sous-groupe K/H de G/H. Par conséquent, si K est un sous-
groupe de G contenant H, nous avons S(K) = I5 (V).

Il reste donc a déterminer la multiplicité de Sg w dans le socle du foncteur
M/Soc(M) = M/S, ou, de maniére équivalente, dans

Soc?(M)/Soc(M) = Soc(M /Soc(M))

qui est la deuxieme couche de la série des socles de M. Pour cela, nous allons
tout d’abord montrer que M /S possede un sous-foncteur isomorphe & Sg w
seulement si [Q : H] = p, VQ/H =V et W = V. Puis, nous verrons que, sous
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les trois conditions précédentes, il existe un unique sous-foncteur de M/S
isomorphe & Sg w .

Il nous faut donc déterminer sous quelles conditions il existe un sous-foncteur
simple T" de M /S, isomorphe & Sg w. Tout d’abord, W = T'(Q) est un sous-
module de M(Q)/S(Q) = VQ/H/Ig(V) et VQ/H possede une structure de
kG /H-module vu que @ est un sous-groupe normal. Il s’ensuit que ye/H
est un sous-kG/H-module de V. Nous en déduisons ainsi, par simplicité de
V, quil y a deux cas possibles : soit V@/H# =0, soit V/H =V

Dans le premier cas, il n’y a pas de tel sous-foncteur 7' dans M/S. Nous
pouvons donc supposer que VY/H =V autrement dit, que Q/H agit tri-
vialement sur V et, par suite, si z € V, Ig(x) = [Q : H] - z. Par conséquent,
si p ne divise pas [Q : H], alors (M/S)(Q) = V/V =0 et de nouveau, il n’y
a pas de sous-foncteur isomorphe & Sg - dans M/S.

Supposons donc que V@/H =V et que p divise [@Q : H]. Comme @ agit tri-
vialement sur le module V', ce dernier possede naturellement une structure
de kG/Q-module simple. Comme W C (M/S)(Q) = V, la seule possibilité
est que W = V. Supposons ensuite qu’il existe un sous-groupe J tel que
H < J < Qetpl|[J: H]. Alors, d'une part R?(T(Q)) =V, car l'appli-
cation de restriction est une inclusion. En effet, comme S(J) = 0 = S(Q),
I’application R? du foncteur T provient de celle de M = Infg / g FPy qui
est une inclusion par définition du foncteur point fixe. Mais, d’autre part,
R?(T(Q)) C T(J) = 0, vu que T est un sous-foncteur et que I’évaluation
de T en les sous-groupes propres de (Q est nulle. Il n’est donc pas possible,
dans ce cas, qu’il existe un tel sous-foncteur T ; autrement dit, il faut que

(@ : H] =p.

En résumé, nous pouvons supposer que [Q : H] = p, VOH Vv et W=V,
car sinon la multiplicité de Sg w dans M /S est nulle. Sous ces conditions,
(M/S)(Q) = V. Soit N le sous-foncteur de M/S engendré par N(Q) =V
(voir la définition 1.4.9). Nous allons alors montrer que N est un sous-
foncteur de Infg QFPV. Dans ce but, remarquons que si J < @, alors soit
J = H et dans ce cas, (M/S)(J) = V/V = 0, soit J # H et dans ce
cas, M(J) = 0 donc, (M/S)(J) = 0. Par conséquent N(J) = 0si J < Q.
Par ailleurs, vu la définition de NN, le module N(J) est également nul si le
sous-groupe J ne contient pas Q). En effet, il suffit d’appliquer la proposition
1.4.10, en prenant pour x l'ensemble des sous-groupes de Q.

SiQ < K, alors

S(K) =IK(V)=I5I3(V)) =0
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Chapitre II. Groupes d’extension de degré 1

et, par suite, (M/S)(K) = M(K), donc N(K) est un sous-module de
M(K) = VT = vEIQ —nf§  FPy(K)

vu que @ agit trivialement sur V. De plus, les applications d’induction, de
restriction et de conjugaison de M /S, associées & des sous-groupes contenant
Q, sont les mémes que celle du foncteur Infg /QFPV (en utilisant la définition
de l'inflation et le fait que le foncteur S s’annule en les sous-groupes conte-
nant ). Il s’ensuit que N s’identifie au sous-foncteur de Infg /QF Py en-
gendré par N(Q) = V; il est donc isomorphe & Sgy par définition. Par
conséquent, si 7' est un sous-foncteur simple de M/S, isomorphe & Sg w,
alors N doit étre un sous-foncteur de 7', non nul, vu que 7(Q) = V et que
N est le plus petit sous-foncteur de M/S dont la valeur en @ vaut V. Or,
comme 7' est simple, il s’ensuit que T = N ; autrement dit, il y a exac-
tement une copie de Sg w dans la deuxieme couche de la série des socles
de M. Cela revient ainsi & dire que, dans ce cas, dimy (Ext(Sq w, Su,v)) = 1.

Supposons ensuite que @ < H, alors
EXt(SQw, SH,V) = EXt(SH,V*, SQ,W*)

qui est égal & k si [H : Q] = p, (W*)H/Q = W* et W* = V*, en utilisant ce
qui précéde. Or (W*)H/Q = W* si et seulement si WH/Q = W et, de méme,
W* 2 V™ si et seulement si V = W.

Finalement, si Q £ H et H £ Q, le groupe Ext(Sq w, Su,v) est trivial vu
le théoreme 2.1.4, et étant donné I’hypothese que H # Q.

0

Remarques :

i) L’hypotheése de normalité des sous-groupes H et @) est capitale dans la
preuve précédente. D’une part, parce que le foncteur M dont on doit
calculer la deuxieme couche de la série des socles n’a pas d’induction,
donc il est beaucoup plus facile a expliciter. D’autre part, parce que
les points H-fixes ou Q-fixes d'un kG-module V possedent également
une structure de kG-module, donc si, par exemple, V est simple, les
points H-fixes de V seront égaux a V ou a 0.

ii) Le théoreme que nous venons de démontrer nous dit que si @, H < G,
avec H < Q, [Q : H] = p, VQ/MH =V et V2 W, alors il n’y a qu'une
seule extension non triviale de Sg w par Sg,v, a multiplication scalaire
pres. De plus si 0 — Spy — N — So.w — 0 est une telle extension,
alors Soc(N) = Spv, N(J) = 0 si J est un sous-groupe propre de
H et N(H) = V. Cette extension satisfait exactement les hypotheses
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2.2 Conditions pour se restreindre au cas normal

du lemme 14.1 de [TW95], qui implique que N s’identifie & un sous-
foncteur de M = Infg/HFPV.

Par exemple, si G = C,, est le groupe cyclique d’ordre p, H = 1,
Q=Cpet V=W =k, N est un sous-foncteur de F'P; qui ne possede
que deux facteurs de composition, donc N = F P;. Plus généralement,
si G est un groupe quelconque, avec H 4 G, H < Q, [Q : H] = p,
et V = k, nous obtenons que N est le sous-foncteur de M, tel que
N(J) =0, a moins que J = H ou @, ou que J possede H ou ) comme
p-sous-groupe de Sylow, auxquels cas, N(J) = k.

Le cas des groupes d’extension, Ext(Sg v, Suw ), entre foncteurs simples in-
dexés par le méme sous-groupe H de G dépend énormément de la structure
des modules V' et W. 1l est donc plus difficile dans ce cas de les calculer ex-
plicitement. Nous en donnerons toutefois une caractérisation dans la section
2.5.

2.2 Conditions pour se restreindre au cas normal

Dans la section précédente, nous avons déterminé les groupes d’extension
entre foncteurs simples indexés par des sous-groupes normaux distincts. La
question qui se pose alors naturellement est de savoir s’il est possible de
généraliser ce résultat au cas ou les sous-groupes en question sont quel-
conques.

Nous allons voir que cette généralisation est possible si la restriction de
certains foncteurs de Mackey simples est semi-simple. Or, en général, la
restriction de foncteurs simples est égale a une somme directe de foncteurs,
que 'on notera Ty, définis de maniere analogue aux foncteurs simples, a la
différence pres que les modules qui les indexent ne sont plus nécessairement
simples.

Les conditions pour pouvoir généraliser les résultats de la section précédente
sont liées a la semi-simplicité des restrictions de foncteurs de Mackey simples.
La proposition suivante donne une condition suffisante pour que cette res-
triction soit effectivement semi-simple. Nous verrons par la suite (proposition
2.3.12) que cette condition est également nécessaire.

Proposition 2.2.1. Soient H, L < G et V un kNg(H)-module simple.
St H ﬁg L, alors Syv lgz 0.
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Si H <¢ L et si pour tout g € I = [L\Te(H, L)/Ng(H)], le module cy(V')
restreint & N1(9H) est semi-simple (voir la définition 1.3.5), alors Sy v |§
est semi-simple.

Plus précisément, si ResN ((55)) (cg(V)) = B, Vi est une décomposition de

cg(V) en somme de kN 1(H)-modules simples, pour tout g € I, alors

Suv 7= PP Sy,

gel i

Preuve : Remarquons que, vu la formule de Mackey,

Sg,v lg = SZ,GV(H) T%G(H)lg = @ ((Cg (SNG(H )) l ) TNL(‘JH)

gel
D’une part, si K < Ng(9H), alors soit 9H n’est pas dans K et

Ne(H Ng(H
Cq <SH,C{/( )) (K)=0= ngfc(g(v))(K)a

soit 9H < K et
Ng(H Ng(H K9/H
¢ (Sns™) (K) = Syt (9 = 111 ()

H,)V
K/9H Ng(9H
= " (cg(V) = Sy (K)

autrement dit, ¢, (Sgﬂ’/(H)> = Sg{G(Egg?V))'

D’autre part, si g € I, alors ngc(jf) %f(sg) EBS;VHL"’,(H En effet, soit

K < Np(9H), tel que YH < K (car sinon levaluatlon en K est nulle), alors
Sty NG () = Sl () = 1y eg (V) = 157 (€D Vi)
i
:@15{( 9:i) EBS;V;‘ZJI?
i
ot la derniére égalité provient du fait que les V,, ; sont des kN 1,(YH )-modules

simples.
Par conséquent, nous obtenons

G |G_ Ny (YH)
Sty 1= DD i, 15,0m= DD Sy,

gel i gel i
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Sous des conditions analogues a celles de la proposition précédente, il est
donc possible de restreindre le calcul d’un groupe d’extension entre foncteurs
simples a celui d’un groupe d’extension entre foncteurs simples indexés par
des sous-groupes normaux :

Proposition 2.2.2. Soient H, Q_des sous-groupes d’un groupe G, V un
kN c(H)-module simple et W un kN ¢(Q)-module simple.
Posons I = [Ng(Q)\Te(H,Nc(Q))/Na(H)] et pour tout g € I, posons
N = Ng(Q) et My = Ng(YH)NN. Supposons de plus que les deuzx conditions
suivantes sont satisfaites :
i) pour tout g € I, Res%}iggg(cg(V)) =P, Vy,i ot les Vy; sont des mo-
dules simples sur l'algébre kNy(9H),
i1) pour toutg € I, Res%}iz?é)(W) =D, W,y,; ot les Wy ; sont des modules
simples sur Ualgébre kN, (Q).
Le calcul des groupes d’extension entre foncteurs simples se restreint alors
au cas ou ces foncteurs sont indexés par des sous-groupes mormauz. Plus

précisément, nous avons :

1 G G\ _ 1 M, M
Ext,, ) (Sg.w- Siyv) = D D EXtmc(Mg)<SQ,‘§Vq,j’SgHg,vg,i)'
g €T tels que ©J
Q < Nc(°H)

Dans le but de démontrer cette proposition, nous avons besoin du lemme
suivant :

Lemme 2.2.3. Soient A, B des anneauz et F : A-mod = B-mod: G des

foncteurs additifs, tels que F est l'adjoint a gauche de G, que F est exact et
qu’il préserve les projectifs. Pour tout A-module M et pour tout B-module
N, on a alors

Ext’y(M,GN) = Extis(FM,N)

pour tout 1 > 0.

Remarque : Si F est I’adjoint & gauche et a droite de G, alors ces deux
foncteurs sont exacts (voir [Rot79], théoreme 2.14), et F préserve les pro-
jectifs (voir [Wei94], proposition 2.3.10) ; ainsi, les conditions du lemme sont
remplies.

Preuve : Vu nos hypotheses

ExtYy(M,GN) = H'(Hom4(Pys,GN)) = H (Homp(F Py, N))
>~ H'(Homp(Pry, N)) = Extiy(FM, N)
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pour tout ¢ > 0, ou Pys (respectivement Prjr) est une résolution projective
de M (respectivement de FM).

O

Preuve de la proposition 2.2.2 : Rappelons que
G N Ng(Q
SSw = <IanG(Q) (S )) 1€

ou N = Ng(@Q), et, par conséquent, Sgw = Séng 1%. En utilisant les pro-
priétés d’adjonction entre les restrictions et les inductions de la proposition
1.4.3 et la proposition 2.2.1, nous obtenons alors que :

Ethltk(G) (ngwv SI(;;,V) = Ext}%(G) (Sg,w T%, Sgr,v)
= EXt;lt (N) (Sgw, ng l% )

N@@ EXth N) SQ W’SgHqu)

gel 1

~ @ @ Extl SQ W S%ng . TMg )
gel ¢

= @@ EXtuk My) SQ7W lJ\N/Ig’ é‘f{qvm)
gel ¢

Il

@ @EXtH (My) ( QWgJ Sé\égjvg,i)'

g € I tels que ©J
Q < Ng(°H)

Posons L = [M,\Tn(Q,My)/Nn(Q)]. Le dernier isomorphisme provient
alors du fait que L = {1} si @ < Ng(9H) et L = () sinon. Par conséquent,
comme la restriction de W a WMg(Q) est semi-simple, pour tout g € I, la
proposition 2.2.1 nous dit que

SQWlMg @@ hQng

hel j
. L 1s M, . . .
qui est égal a GB SQ w,, St Q < Ng(9H) et qui est nul dans le cas contraire.
; ¢
O

Le théoreme 2.1.1 et la proposition 2.2.2 nous donnent alors immédiatement
le résultat suivant :
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2.2 Conditions pour se restreindre au cas normal

Proposition 2.2.4. Sous les mémes hypotheses que celles de la proposition
2.2.2 et si H #¢ Q, le k-espace vectoriel Extik(G) (ngw, ngv) est égal a

(
@ EB k s’il existe x € G tel que
g €1 tels que i, j tels que Vg ; 2 Wy ; “H < Q et [Q : JUH] =D
H < Q < Ng(H) et FPy, (Q/H) = Vg

i

EB EB k s’il existe x € G tel que

T T . —
g €1 tels que ¢, j tels que Vg ; =2 Wy ; Q < "H et [ H: Q] =D
Q< 9H et FPy, ; (9H/Q) = Wy, ;

. 0 sinon.

Preuve : Comme les hypotheses de la proposition 2.2.2 sont satisfaites,
Nnous avons

1 G G \ _ 1 M, M
Exty ) (Sw-Siv) = @D D Extn, <5fovg,j’ SgHg,Vg,i)'
g €1 tels que  4J
Q < Ng(°H)

Il suffit alors d’appliquer la proposition 2.1.1 a chacun des termes de cette
double somme, vu que les sous-groupes ) et 9H sont normaux dans My,
pour tout g.

0

Le résultat précédent nous permet de calculer les groupes d’extension entre
foncteurs simples, associés a un groupe G, dans deux cas particuliers : tout
d’abord, dans le cas ou les modules correspondants aux foncteurs simples
en question sont triviaux; ensuite, dans le cas ou le groupe G possede un
p-sous-groupe de Sylow normal. Commencons par le premier cas :

Théoreme 2.2.5. Soient QQ et H des sous-groupes non conjugués d’un
groupe G. Le k-espace vectoriel Ext(Sq x, Sm k) est alors égal a

@ k  s%l existe v € G tel que "H < Q et [Q: "H| = p,

geJ

@ k s’ existe x € G tel que *Q < H et [H : *Q] = p,
geJ’

0 sinon

ou J (respectivement J') est l’ensemble des éléments g appartenant a l’en-
semble [Ng(Q)\Tc(H, Ng(Q))/Ng(H)], tels que 9H < Q < Ng(9H) (res-
pectivement tels que Q < 9H ).
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Preuve : Comme la restriction du module k£ a n’importe quel sous-groupe
de G reste le module trivial, les conditions de la proposition 2.2.2 sont donc
satisfaites, ce qui nous permet de conclure a ’aide de la proposition 2.2.4.

0

Remarquons que le résultat précédent s’applique directement dans le cas
d’un p-groupe P, car le seul kP-module simple est le module trivial & (voir
la proposition 1.3.3) ; autrement dit, ce résultat permet de calculer explici-
tement tous les groupes d’extension entre foncteurs simples, associés a P,
indexés par des sous-groupes non conjugusés :

Corollaire 2.2.6. Soient QQ et H des sous-groupes non conjugués d’un p-
groupe P. Le k-espace vectoriel Ext(Sq x, Sm i) est alors égal a

@ k st H est un sous-groupe mazimal de @,

ged

@ k  si Q est un sous-groupe mazrimal de H,
geJ’

0 sinon

ou J (respectivement J') est l’ensemble des éléments g appartenant a l’en-
semble [Np(Q)\Tp(H,Np(Q))/Np(H)|, tels que 9H < Q < Np(9H) (res-
pectivement tels que Q < 9H ).

Preuve : Cela découle directement du théoreme 2.2.5, en utilisant le fait
que dans un p-groupe, un sous-groupe J est maximal dans K si et seulement
s’il est d’indice p et, si c’est le cas, alors J est normal dans K (voir [Rot95],
théoremes 4.6 et 4.8 ou la proposition 4.2.5).

O

Traitons ensuite le cas ou le groupe G posséde un p-sous-groupe de Sylow
normal :

Théoreme 2.2.7. Soit G un groupe qui posséde un p-sous-groupe de Sy-
low P normal. Soient Q et H des sous-groupes non conjugués de G, V' un
kN c(H)-module simple et W un kN ¢(Q)-module simple.

Posons I = [Ng(Q)\Tc(H, Ng(Q))/Nc(H)], N = Ng(Q) et, pour tout
g€ I, My = Ng(PH)NN. Pour tout g € I, les modules Res%z(gH) (cg(V))

(9H)
Ne(@Q)

(respectivement Res Nar, (@)

(cg(W))) se décomposent alors en somme directe

60



2.2 Conditions pour se restreindre au cas normal

de sous-modules simples Vy; (respectivement Wy ;), comme dans la proposi-
tion 2.2.2. De plus, le k-espace vectoriel Ext(Sq w, Suv) est égal a

EB GB L s’il existe x € G tel que

x . —
g € I tels que i, J tels que Vg ; =2 Wy ; H < Q et [Q : H] =D
H < Q < Ng(%H) et FPy, (Q/%H) =Vy;

GB GB L s’il existe x € G tel que

Q<"Het["H:Q]=p,

g €1 tels que i, j tels que Vg ; =2 Wy ;
Q< 9H et F'Py, (9H/Q) = Wy ;
0 $INOoMN.

Preuve : Vu la proposition 2.2.2, il est suffisant de vérifier que les modules

N (9H) Ne(@) 4 . :
R%NN(HH)(CQ(V)) et RGSNIVIQ (Q)(cg(W)) se décomposent en somme directe

de sous-modules simples, pour tout g € I. Montrons plus généralement que si
U est un kG-module simple, ol G est un groupe possédant un p-sous-groupe
de Sylow P normal, alors la restriction de U a n’importe quel sous-groupe de
G est semi-simple. Fixons donc un sous-groupe J de G. Par le théoréme de
Clifford (théoréme 1.3.7), la restriction de U a P est semi-simple. Comme le
seul kP-module simple est le module trivial, nous en déduisons que le sous-
groupe P agit trivialement sur U. Par conséquent, la restriction de V' au
sous-groupe PJ possede une structure de kP.J/P-module. Comme 'ordre
de PJ/P est premier a p, le module U, vu comme kP.J/P-module, est semi-
simple, par le théoreme de Maschke (théoreme 1.3.1). Finalement, comme
PJ/P = J/JNP et que JNP agit trivialement sur V', le module U, restreint
a J donc a J/J N P, est semi-simple.

Il nous suffit donc de montrer que les groupes Ng(YH)/9H et Ng(Q)/Q
possedent un p-sous-groupe de Sylow normal, et d’appliquer le résultat
précédent aux modules ¢4 (V) et ¢y (W), pour tout g € I. Comme P est nor-
mal dans G, il s’ensuit que le groupe (P N N¢(9H))9H /9H (respectivement
(PN Ng(Q))Q/Q) est un p-sous-groupe de Sylow normal de N¢(H)/H,
pour tout g € I (respectivement Ng(Q)/Q), ce qui acheve la preuve du
théoreme.

0

Si les conditions sur la semi-simplicité des modules ne sont pas remplies, la
restriction de foncteurs simples est égale a une somme de foncteurs 1" et de
méme, les groupes d’extension entre foncteurs simples sont isomorphes a des
groupes d’extension entre foncteurs 7. Nous allons donc définir et étudier
ces objets afin d’obtenir des informations sur les groupes d’extension et, plus
généralement, sur les foncteurs simples. Ce sont par ailleurs des foncteurs
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Chapitre II. Groupes d’extension de degré 1

de Mackey intéressants en soi de par leur définition naturelle, analogue a
celle des foncteurs simples. Ce sont donc ces foncteurs 7' qui font 'objet des
sections suivantes.

2.3 Propriétés des foncteurs 7'

Définition 2.3.1. Soit H un sous-groupe de G et V un kNg(H)-module.
Le foncteur de Mackey Ty est le sous-foncteur du foncteur
_ Ne(H) e}
M = (e PPy ) 15y

engendré par Ty (H) = M(H) =V (voir la définition 1.4.9).

Commencons par donner une caractérisation de ce foncteur. Pour cela, rap-

pelons que si V un kG-module et si K < H < G, la trace relative est

Iapplication ITH : VK — VH définie par I (v) = Z h - v. La trace
he[H/K]

relative correspond a l'induction pour le foncteur de Mackey F Py .

Lemme 2.3.2. Soit V un kNg(H)-module, o H < G. Soit Ty le sous-

foncteur de F Py, associé au groupe Ng(H), défini par Ty (J) = I{ (V). Le

foncteur Ty v est alors isomorphe a <Inf%z((?) Tv> T%G(H)'

Preuve : Posons N = (Inf%z((fl)) Tv) T%G (H)" Comme les foncteurs d’in-

duction et d’inflation sont exacts (propositions 1.4.3 et 1.4.4), N est un
_ Na(H) e}

sous-foncteur de M = <IanG ( H)F PV> T Ne:(H)* Il suffit donc de montrer

que N est engendré par sa valeur en H.

Remarquons tout d’abord que, pour tout K < G, N(K) = EB Ty (Ng=(H))

zeJ
ou z parcourt l'ensemble J = [K\Tg(H,K)/Ng(H)]. En particulier, si

g€ J, alors NOH)= PV =V.
ze{g}
Soient K < G, g € J et y € N(YH). En utilisant les rappels de la page 30
sur 'induction d’un foncteur de Mackey induit, nous obtenons que 'image
de y par I'application
I, . N(H) — N(K)

est donnée par

K _ Ng(H)NK%® - sig=uw,
Ly (Y)e = Z INg(H)n(gH)uz (Yuz) = { H 0 () g
u€[9H\K/KN*Ng(H)]
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car 9y, = 0 & moins que ux = g et, dans ce cas, gz~

dans J.

=ue K,doncx=g

Par conséquent, I'image de ’application IgII({ se trouve dans le facteur cor-

respondant a x = g et elle est égale a I'image de ’application Ig’(g ) Done
IE, envoie N(YH) surjectivement sur Ty (N gq(H)) et, par suite, Iapplica-
tion Z I, est surjective sur N(K), autrement dit, le foncteur N est
9€TG(H,K)
engendré par sa valeur en H.
O

Les foncteurs Ty, peuvent étre définis a I'aide de la définition de Dress,
c’est-a-dire en termes de G-ensembles, de la maniere suivante :

Proposition 2.3.3. Soient V un kNg(H)-module, ot H < G, et X un
G-ensemble. Alors

Ty (X) = 1Y) (Hom, (k (X))

ot va c(H) désigne la trace relative.

Preuve : Supposons tout d’abord que H = 1. Nous devons alors montrer
que Ty v (X) = I¥ (Homg (k(X),V)). Il suffit de démontrer cela pour un G-
ensemble transitif, disons X = G/J; autrement dit, nous devons prouver
que
(V) 2 IY (Homy (kG/J,V)).

Or I/ (V) C V7 et IE (Homy(kG/J,V)) C (Homy(kG/J,V))C. De plus, en
utilisant le théoréme de réciprocité de Frobenius (voir la proposition 1.3.6),
nous obtenons un isomorphisme

¢V’ 5 Homyy (k, V) = Homya (kG/J, V) = (Homy (kG/J, V)< .

En particulier, si x = Zjv € I{ (V) avec v € V, alors ¢(z) est application
jed

kG-linéaire qui envoie v = 1- J sur «.

Montrons ensuite que ¢(z) appartient a I (Homy(kG/J, V). Dans ce but,

igeJ
définissons l'application k-linéaire f : kG/J — V par f(gJ) = {x S? 9 .
0 sinon
Nous avons alors
IlG(f)(u) = Zg_lf(gu) = Z Z j_lt_lf(tju)
S JjeJ te[G/J]
=YX ) =Y e =
= te[G/J] jeJ
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Chapitre II. Groupes d’extension de degré 1

Par conséquent, (z) = IF(f), et ainsi o(I{ (V)) C IF (Homy(kG/J,V)).

De plus, si f € Homy(kG/J, V), alors

AR COED DN AL

geG JjeJ te[G/J]
:Zj‘l( > en) =e( X ).
jeJ te[G/J] te[G/J]

Donc ¢ induit un isomorphisme de I{ (V) sur I¢ (Homy(kG/J,V)).

En utilisant le résultat précédent, nous obtenons ainsi, pour tout G-ensemble
X,

Tay(X) = IanG(H) <TLV <ResNG >) =T\v ((RGS%G(H)(X))H>

H)
NG(H (Homk< <ReSNG(H X))H>’V)>
NG(H (Homy, (k (X ) V).
O

Les foncteurs Ty possedent des propriétés qui, de maniere analogue aux
foncteurs simples (voir [TW90], théoreme 3.1), les caractérisent entierement :

Proposition 2.3.4. Soit M un foncteur de Mackey pour G et H un sous-
groupe minimal tel que M(H) # 0. Appelons x ’ensemble des sous-groupes
J de G tels qu’il existe g € G avec 9J < H. Alors M =Ty y ouV = M(H)
si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

a) Im(I,) = M, ou Im(I) est le sous-foncteur de M défini par

Im(L)(K)= ) Im(I),

Xex, X<K

b) Ker(Ry) =0, ou Ker(Ry) est le sous-foncteur de M défini par

Ker(Ry)(K)= (] Ker(R¥).
Xex, X<K

Remarque : La proposition 2.4 de [TW95] nous dit précisément que le
foncteur I, M défini dans I"énoncé de la proposition correspond au foncteur
engendré par les valeurs de M en les éléments de x défini dans la définition
1.4.9.
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2.3 Propriétés des foncteurs T’

Preuve : Si M = Ty, alors H est un sous-groupe minimal de M, par
définition de Ty . De plus, comme dans la preuve du lemme précédent, si

H < K, l'application Z 1K, se surjecte sur M (K), donc

g€Te(H,K)
m(I)(K)= > Im(I)= Y Im(If)=Tuy(K).
Xexy, X <K g €Ta(H,K)

Par ailleurs, si H n’est pas conjugué a un sous-groupe de K, nous avons alors
Im(I,)(K) =0=Tgy(K). Par conséquent, Im(l,) = Ty y. De méme,

Ker(Ry)(K)= (] Ker(R¥)= [ Ker(Riy).
Xex, X<K g€ Te(H, K)

Soit g € Ti(H, K) fixé. L’application

RE, Ty y(K) = b W) - Tayven) = PV
z€[K\Tg(H,K)/Ng (H)] ye{g}
est alors donnée par RE, (y), = R%gggggj;(yg) = yg, car les restrictions

d’un foncteur de points fixes sont des inclusions. Donc si y € Ker(R,)(K),
alors y, = 0 pour tout g € Tz(H, K). Par conséquent Ker(R,) = 0.

Réciproquement supposons que M est un foncteur de Mackey satisfaisant
aux propriétés ci-dessus. Rappelons que, vu la proposition 1.4.6 et comme H
est un sous-groupe minimal de M tel que M (H) # 0, il existe une bijection :

H
Homﬂk(G)< (Inf_ ((H))FPV) T%G(H) > - HomkNG(H)(V7 V).

En particulier, & idy correspond I'application ¢ = (p(K))x ot ¢(K) =0 si
HﬁgKet, si H <qg K,

p(K): M(K) — @DFPy(Ngo(H))
g€lK
a — (chgf(a))gelK

ou Iy = [K\T¢(H,K)/Ng(H)].

Par suite, si a € Ker(p(K)), alors a € ﬂ Ker(REY;) = Ker(Ry)(K)
gc TG(H7 K)

qui est trivial ; autrement dit, ¢ est injective. Ainsi M s’identifie a un sous-

foncteur de (Inf ((? FPy) 1% Ne () €ty comme M = Im(Zy), M est engendré

par sa valeur en H, donc M = TH7 M(H)-

0
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Chapitre II. Groupes d’extension de degré 1

Vu ce qui précede, les foncteurs T sont engendrés par leur valeur en H. Il
est ainsi possible de montrer qu’un morphisme de foncteurs de Mackey entre
foncteurs T indexés par H est entiérement déterminé par sa valeur en H :

Lemme 2.3.5. Soient H un sous-groupe de G, V et W des kNg(H)-
modules. Si ¢,¢ : Tyy — Tuw sont des morphismes de foncteurs de
Mackey tels que p(H) = ¢ (H), alors ¢ = 1.

Preuve : Pour tout g € G,
e(PH) = cqp(H)cg-1 = cgp(H)cg—1 = P(“H),

donc les évaluations de ¢ et ¥ en les conjugués de H coincident. Si J est
un sous-groupe de G tel que H £¢ J, alors ¢(J) = 0 = ¢(J). Fixons donc
H <g J. Vu la proposition 2.3.4, I’application

Y. Lw: Y, Tav(H) = Tuy(J)

9€Ta(H,J) 9€Te(H,J)

est surjective. Donc, si © € Ty, (J), il existe des éléments y, € T,y (9H)
tels que Z 1 gJH(yg) = x. Par conséquent,
9€Tg(H,J)

oD@ =N X k)= Y. LhleCH)m) =

geTG(HvJ) geTG(HvJ)

= Y O @) =) D Ti) = v()@)

9€Ta(H,J) 9€Tc(H,J)

Donc p(J) = ¥(J).

Remarquons ensuite que 'application de restriction associée a un foncteur
T est injective :

Lemme 2.3.6. Soient H <g L < K des sous-groupes de G et V un
kN (H)-module. L’application de restriction RE . Ty y(K) — Tgy(L)
est injective.

Ne(H)
Na(H)
tion RIL< associée au foncteur Ty est définie par :

Preuve : Comme Ty = <Inf Tv> T%G (H)> I’application de restric-
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2.3 Propriétés des foncteurs T’

RE: PrviNe(H)NK?) — EPTiv(Ne(H)NLY)
gel zeJ

Ng(H)NK?*
Y = (Yg)ger = (RNgEHgﬁLI (yx)>a:eJ

ou I = [K\Tg(H,K)/Ng(H)] et ou J = [L\Tg(H,L)/Ng(H)] (voir les
formules données a la page 30).

Par conséquent, si RX(y) = 0, alors R%gggggf: (yz) = 0 pour tout = € J.
Or les applications de restriction associées au foncteur 77y proviennent de
celles du foncteur point fixe et sont par conséquent injectives. Il s’ensuit que

Yz = 0 pour tout z € I et donc y = 0.
O

Si H est un sous-groupe fixé de G, on peut associer & chaque kNg(H)-
module V' le foncteur de Mackey Ty . En fait, cette correspondance est
fonctorielle et elle préserve les injections et les surjections, vu le résultat
suivant :

Proposition 2.3.7. Soit H un sous-groupe de G. Il existe un foncteur Ty de
la catégorie des kN g (H)-modules dans la catégorie des foncteurs de Mackey,
qui associe a un module V' le foncteur de Mackey Ty . De plus Ty est un
foncteur pleinement fidéle, qui préserve les injections et les surjections.

Preuve : Soit f : V — W un homomorphisme de kN g(H)-modules. Le
morphisme de foncteurs de Mackey 7x(f) : T,y — Thw est alors défini de
la maniere suivante : si H <g J,

Ta(N)J) : Tay(J) = P 17" V) — Tuw () =@ 177 w)
gel gel

Yy = (yg)gel = (f(yg))gel

ou I =[J\T¢(H,J)/Ng(H)]. Le fait que 7y (f) est un morphisme de fonc-
teurs de Mackey se déduit de la kN g (H)-linéarité de f.

Montrons ensuite que 7z est pleinement fidele. D’une part, si 7z (f) est nul,
alors f = Ty (f)(H) = 0. D’autre part, si ¢ : Tgy — Tyw est un mor-
phisme de foncteurs de Mackey, alors ¢ = T (¢(H)). En effet, vu le lemme
2.3.5, il suffit de vérifier que les évaluations en H de ces deux morphismes
coincident ; or T (v(H))(H) = ¥ (H), par définition du foncteur 7. Fina-
lement, le fait que le foncteur 7 préserve les injections et les surjections
découle directement de sa définition.

O
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Vu le lemme 2.3.2, les foncteurs T, sont tres semblables aux foncteurs
Su,v. Plus précisement, ces foncteurs sont simples exactement quand le
module V' est simple, autrement dit, nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.3.8. Soient H < G etV un kNg(H)-module. Le foncteur
Ty est simple si et seulement si le kNg(H)-module V' est simple.

Preuve : Si le module V' est simple, alors la définition du foncteur Ty
coincide avec celle du foncteur simple Sp vy, donc Ty est simple.
Réciproquement, si le module V' posséde un sous-module U propre, non
trivial, la proposition 2.3.7 nous dit que T,y est un sous-foncteur propre
non trivial de Ty 1. Par conséquent, Ty n’est pas simple.

0

Remarquons par ailleurs qu’il en va de méme pour leur indécomposabilité :

Proposition 2.3.9. Soient H < G et V un kNg(H)-module. Le foncteur
Ty,y est indécomposable si et seulement si le module V' est indécomposable.
Plus précisément, V. =U @ W si et seulement st Tyy =Ty © Thw.

Preuve : Supposons que V' est indécomposable. Si Ty = My @ M>, alors
Iévaluation en H donne V' = M;(H) @ Ms(H) et, vu ’hypothese, nous
pouvons supposer, sans perte de généralité, que V = M;(H). Mais comme
le foncteur T, est engendré par sa valeur en H, il s’ensuit que Ty y = M
et My = 0, par conséquent Ty est indécomposable.

Réciproquement, supposons que V.= U @& W avec U et W non nuls. La
proposition 2.3.7 nous dit alors que Ty,v = Ty ® Th,w. En particulier, le
foncteur Ty n’est pas indécomposable.

0

Etant donné que les foncteurs Ty y ne sont pas simples si V' n’est pas un
kNg(H)-module simple, il est naturel de s’intéresser a leurs facteurs de
composition et, plus particulierement, a leur socle et a leur téte (c’est-a-dire
a leur plus grand sous-module semi-simple et a leur plus grand quotient
semi-simple) :

Proposition 2.3.10. Soient H < G etV un kN g(H)-module, dont le socle
est égal a Soc(V') = @ Vi, ot les V; sont des kN g (H)-modules simples, pour

tout i, et la téte a HA(V) = EBWj, ot les W; sont des kN (H)-modules
J
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2.3 Propriétés des foncteurs T’

simples, pour tout j. Le socle du foncteur Th y est alors égal a @SHM et
i
sa téte a EBSHWJ"
J

Preuve : Commencons par déterminer le socle de T . Comme Soc(V)
est un sous-kN¢(H)-module de V, le sous-foncteur M de Ty engendré

par M (H) = Soc(V) est un sous-foncteur de (Inf%i((?)FPv) ng(H). Donc

M = Ty soc(v), par définition des foncteurs T'. Par la proposition 2.3.9,

TH soc(v) = GBSHM , donc c’est un sous-foncteur semi-simple de Ty y .

7
Montrons que c’est le socle de Ty .

Soit S = Sk ¢ un sous-foncteur simple de T, y. Comme S(K) =U # 0, il
s’ensuit que H <g K. Soit g € G tel que 9H < K. Comme les restrictions
sont injectives (voir le lemme 2.3.6), RE (S(K)) # 0, donc S(YH) # 0, ce
qui implique H =g K, par minimalité de K. Donc S = Sy ou U est un
sous-module simple de V' ; autrement dit, U C Soc(V'). Ainsi S est un sous-
foncteur de Ty, soc(v)-

Intéressons-nous ensuite & la téte de Ty y. Comme HA(V) est un kN g (H)-
module quotient de V', il existe un homomorphisme ¢ : V' — Hd(V') surjectif.
Par conséquent, la proposition 2.3.7 nous dit qu’il existe un homomorphisme
surjectif de Ty sur Ty paev); autrement dit T pq(v) est quotient semi-
simple du foncteur T, 1y. Montrons que c’est la téte de Ty v .

Supposons que Sk 7 est un quotient simple de Ty . Il existe donc un homo-
morphisme non nul Ty — Sk . En particulier, il existe une application
non nulle

— Ne(K) G
Ty — M = (Infhe (K)FPU) 15 )

dont I'image est contenue dans le socle de M, qui est justement égal a Sk 17,
vu le lemme 1.4.11. Par la proposition 1.4.6, cela implique I'existence d’une
application non nulle a : Ty (1) = Ty, (K/K) — U. Or

Ty () = Tuy(K) /(Y 1F (V) = { Z 2;n[§n:G "

J<K,J}K

vu que si Ty (K) # 0, alors H <g K et que si H <g K, alors Ty vy (K)
est induit a partir de H, donc le quotient ci-dessus est nul. Par conséquent,
K =g H; on peut ainsi supposer que K = H, sans perte de généralité.
Donc il existe un homomorphisme ¢ de kNg(H)-modules, non nul, de V/
dans U ; autrement dit, U est un quotient de Hd(V'). Ainsi S est un quotient
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de TH, Hd(V)-

0

Nous avons pu déterminer les extensions entre foncteurs de Mackey simples,
indexés par des sous-groupes normaux (non conjugués). Or, a priori, le cas
général ne peut pas se restreindre a ce cas, vu que la restriction de foncteurs
de Mackey simples n’est pas semi-simple en général. C’est ce probleme, entre
autres, qui nous a conduit a introduire les foncteurs T', qui eux possedent la
propriété d’étre stables par restriction.

Explicitement, nous avons le résultat suivant (dont la preuve est analogue a
celle de la proposition 2.2.1) :

Proposition 2.3.11. Soient H, L < G et V un kNg(H)-module. Alors
Thv \f =D Tire,v)
gel

ou I =[I\T¢(H,L)/Na(H)].

Preuve : Par le lemme 2.3.2, Ty = (Inf_G(( )) Tiv) TN (my> donc, en

utilisant la formule de Mackey, nous obtenons
(H N (H) | Ne(H)
Ty 1§ = Ty 1%aumnlf =D (cg < 7 leg( )) T o)
gel
De plus, si K < Np¢(H), alors

Nl (K) = T §0 (k) = T3 1 (k)

donc TNG(H l NLg ( H TI]{V%/Q (H) . Remarquons au passage que cette propriété

n’est pas Verlﬁee pour les foncteurs de Mackey simples, car, en général, le
module V vu comme N r¢(H )-module n’est plus simple.

De méme, si K < Np,(9H), alors

o (T M) () = T U (k9) = 1 (v)

H,)V
97 NL(H
= 1M ey (V) = T ) (),
autrement dit, cg (Tg%/g (H)) = gfijf?)
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Par conséquent, nous obtenons

a G NL(9H) .1, _ L
Ty 15= €D Totfe,wy Wnom= D Tiie,v)
gel gel

ou la derniere égalité provient de la définition du foncteur Tq%c (vy> pour
9H g
gel.

0

Remarque : La proposition précédente peut également étre démontrée en
utilisant la définition des foncteurs Ty en termes de G-ensembles (voir la
proposition 2.3.3).

Cette proposition nous permet en particulier de déterminer exactement
quand la restriction d’un foncteur de Mackey simple est semi-simple. Expli-
citement, nous avons le résultat suivant, qui complete la proposition 2.2.1 :

Proposition 2.3.12. Soient H, L < G, avec H <g L, et V un kNg(H)-
module simple. Le foncteur de Mackey ng l% est semi-simple si et seule-

%j((:g))(cg(V)) sont semi-simples pour tout g appar-

tenant a I = [L\T¢(H, L)/Ng(H)].

ment st les modules Res

N (%H)
N (9H)
élément g € I, alors le foncteur de Mackey Sﬁv lg est semi-simple (voir

Preuve : Si les modules Res (cg(V)) sont semi-simples pour tout

la proposition 2.2.1). Supposons donc que ng lgz EBSHhVi est une
i

somme directe de foncteurs simples. En particulier, les V; sont des kN 1, (H;)-

modules simples. Or vu la proposition 2.3.11, ng l%: EB Tg%ﬂg(v). Par
gel

le théoreme de Krull-Schmidt (théoréme 1.2.11), il s’ensuit que pour tout

. . . . . L _
g € I, il existe des indices 74 tels que Typy ) = @SHigMg- Comme la
g
proposition 2.3.10 nous dit que le socle du foncteur Tg%{ co(v) D€ contient
que des foncteurs de Mackey simples indexés par le sous-groupe 9H, nous

en déduisons que H;, = 9H pour tout indice i,. En évaluant ces expressions

en 9H, nous obtenons alors que ¢4(V) = EB Vi, pour tout g € I, donc les
ig

modules ¢, (V) sont des kN 1,(H)-modules semi-simples.
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Remarques :

i) Comme nous 'avions vu dans la proposition 2.2.1, si H £ L, alors
ng lgz 0. Par ailleurs, dans cette méme proposition, nous avions
donné explicitement la décomposition de ng l% en somme de fonc-
teurs simples lorsqu’il est semi-simple.

ii) La restriction d’'un module semi-simple & un sous-groupe normal est
semi-simple (voir le théoreme de Clifford, 1.3.7), donc, en particulier, le
foncteur S& 1, |¢ est semi-simple si N, (H) < Ng(9H) pour tout g € 1.

Remarquons finalement que les foncteurs 7' sont également stables par in-
duction :

Proposition 2.3.13. Soient H < J < G et V un kN j(H)-module. Alors

G

Na(H
H,Ind G((H)) )

Tigy 15 =
Preuve : Commencgons par montrer que pour tout sous-groupe L d’un
groupe M et pour tout kM-module A et tout kL-module B, on a
1M (Homy (A, Ind}!(B))) = If (Homy (A, B))

ott IM et IF désignent les traces relatives de 1 & M et L, respectivement.
Comme Homy (A, B) & A* ® B (voir [Ben91], section 3.1) et que

A* @, IndY (B) = Ind¥ (Resk; (4%) @1, B)

(voir la proposition 1.3.6), il suffit de démontrer que I (Ind¥ (U)) = 1}(U)
pour tout kL-module U. Fixons donc U un kL-module et définissons

~
-

fU) - IM(df(U))
=If(w) — Ij/(x)=1"(1swu)

Vol

L’application ¢ est surjective, car si s ® u € IndM (U) = @ t® U, avec
te[M/L]
€ [M/S] et ue U, alors

M(s@u) =11 ©u) = e(If (u).

De plus, remarquons que

M1 ®u) Zm@u— Z Zs@lu: Z 5@ (IF(w)).

meM se[M/L] leL sE[M/L]

72



2.4 Groupes d’extension de degré 1 entre foncteurs I' et entre foncteurs
simples

Par conséquent, ¢ est également injective.

Nous allons utiliser la définition des foncteurs T en termes de G-ensembles
(voir la proposition 2.3.3). Soit X un G-ensemble. En utilisant le résultat
précédent, nous obtenons

Ty 15 (X) = Ty (Res§ (X)) = 17 (Homy (k(X ), V)
= [NVel) <H0mk <l<:(XH ),IndEG(H)(V)»

N, (H)
=TY % (X).
(H)
H,Indﬁi an )

Remarques :

i) La proposition précédente peut également étre démontrée en utilisant
des évaluations en des sous-groupes de GG, mais la preuve devient alors
plus technique.

ii) Le résultat précédent nous dit en particulier que SI{, v TS; est isomorphe
aTv

N (H)
HInd 56 0 (V)

et par conséquent, l'induction d’un foncteur simple

Ne(H)

Sy v sera semi-simple si le module induit Ind
’ N‘] (H)

(V') est semi-simple.

2.4 Groupes d’extension de degré 1 entre fonc-
teurs 1" et entre foncteurs simples

Dans cette section, nous allons faire le lien entre les groupes d’extension entre
foncteurs T et ceux entre foncteurs simples. Bien que nous ne donnerons pas
de formule explicite pour calculer ces groupes d’extension, nous allons voir
quelques conditions qui rendent ces groupes triviaux, ou qui permettent de
se restreindre a des sous-groupes propres de notre groupe de départ. Nous
donnerons également deux exemples de calculs de ces groupes d’extension,
I'un avec le groupe C)2 et 'autre avec le groupe Sy.

Tout d’abord, la proposition 2.3.11 sur la restriction des foncteurs 7' permet
de restreindre le calcul des groupes d’extension au cas ou les foncteurs T'
sont indexés par des sous-groupes normaux (la preuve est analogue a celle
de la proposition 2.2.2) :
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Proposition 2.4.1. Soient H, Q < G, V un kNg(H)-module et W un
kENG(Q)-module. Posons J = [Na(Q)\Tg(H, Ng(Q))/Nc(H)] et pour tout
g € J, posons N = Ng(Q) et My = Ng(H) N N. Alors

1 G G\ ~ 1 M, M,
Bxth o (T8 T = @ Bty ) (Tolh Tl
g € J tels que

Q Ng(9H)

Autrement dit, le calcul des groupes d’extension entre foncteurs T' se restreint
au cas ot ces foncteurs sont indexés par des sous-groupes normaux. De méme

~ M, M.
Homy, ) (TSw- Thv) = €D Homﬂk(Mg)<TQJg’V’T9H?cg(V))'

g € J tels que
Q < Ng(“H)

Preuve : Nous n’allons établir que I'isomorphisme entre les groupes d’ex-
tension, car I'isomorphisme entre les groupes d’homomorphisme est comple-
tement analogue. En utilisant les propriétés d’adjonction entre les restric-
tions et les inductions de la proposition 1.4.3, la proposition 2.3.11 et le
lemme 2.2.3, nous obtenons que :

Ext © (TS w, THv) = Ext! © (Tdw 1%, TG v)
= EXt,l%(N) (Tdw. ThHv 15)
= @ Ethltk(N) (TgW’ ng}ff,cg(V))

geJ

~ 1 M, N
@ EXt TQ W TQH?Cg(V) TMg )
ged

~J M

=l @ EXt TQ %% qu qucg(V))
geJ

I

M M,
@ EXtﬂk (My) (TQJQA/’ TgH?cg(V))

g € J tels que
Q < Ng(°H)

ou le dernier isomorphisme provient du fait que Tg’ W lﬁ\v/[g: EB T}f\ég,% W)
hel

avec I = [M\Tn(Q,My)/Nn(Q)], donc I = {1} si Q < Ng(9H) et I =0

sinon.

O

En particulier, si, dans la proposition précédente, nous prenons des modules
V et W qui sont simples, alors nous voyons qu’'un groupe d’extension entre
foncteurs simples quelconques s’exprime comme somme directe de groupes
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d’extension entre foncteurs T' indexés par des sous-groupes normaux.
De plus, toujours en appliquant cette proposition au cas des extensions entre
foncteurs simples, nous obtenons directement le résultat suivant :

Corollaire 2.4.2. Soient H, Q < G, V un kN¢g(H)-module simple et W un

EN ¢ (Q)-module simple. Le groupe Extik(G) (Sgw, Sg,v) est trivial a moins

que H <¢ Ng(Q) et Q <g Ng(H).

En particulier, si H est un sous-groupe propre de G qui n’est pas normal,
1 G G\ _ 1 G G\ _

alors Ext,, (SG7W, SHy) =0 et Ext, (SH’V, SG7V) =0.

Vu ce qui précede, nous allons donc nous intéresser aux groupes d’extension
entre foncteurs 7. Pour commencer, nous avons le résultat suivant, analogue
au cas des foncteurs simples :

Théoreme 2.4.3._Soient H et Q des sous-groupes de G, V un kNg(H)-
module et W un kN g(Q)-module. Le groupe Ext(Tow,THv) est trivial, a
moins que H <g Q ou que QQ <g H.

Preuve : Supposons que H £ Q et que Q £¢ H et montrons que le
groupe Ext(T w,TrH ) est trivial. Nous pouvons de plus supposer que les
sous-groupes H et () sont normaux dans G, vu la proposition 2.4.1.

Soit £ : 0 — Thy S ML Tow — 0 une extension de foncteurs de
Mackey. Soit U = Soc(V) = €P, Vj, ot les V; sont des modules simples,
et Py = P ; Py, la couverture projective du module U. Remarquons que
M(J)=0siJ < H.Eneffet,si J < H, Tgy(J) =0et Tow(J) =0 car
sinon Q < J < H ce qui contredit notre hypothése. Ainsi, par la proposition
1.4.6, il y a une bijection :

Hom (M, Infg, HFPPU> >~ Hom(M(H), Py)

donnée par ’évaluation en H.

L’application i(H )|y, : V; — M(H) est injective. Comme Py est un module
injectif (voir la proposition 1.2.10), il existe des applications

¢l M(H) — Py,

telles que <ij{ oi(H) = f; ou f; est I'inclusion de V; dans Py;.

Posons N = Igfg / g F'Pp,, et soit ¢ : M — N, I'application correspondant

apn = @; @i+ M(H) — Py via la bijection précédente. Montrons alors
les deux résultats suivants :
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i) Papplication plger(y) : Ker(p) — Tw est surjective,

ii) Ker(p) Ni(Thy) = 0.
Commencons par le point i). Comme H % @, le module Ty (Q) est nul et,
par suite, 'application p(Q) : M(Q) — To,w(Q) = W est un isomorphisme.
De plus, M (Q)/Ker(p)(Q) s’injecte dans N(Q) qui est nul car () ne contient

pas de conjugué de H, donc M(Q) = Ker(p)(Q). Nous obtenons ainsi, pour
Q<J<G,

Tow(J) = Ip(W) = IH(P(Q)(M(Q))) = p(J)(IH(M(Q)))

et comme Ié(M(Q)) C Ker(p)(J), le point i) est démontré.

Pour le point ii), il suffit de vérifier que ¢ est injective sur le socle de i(T,v ).

Rappelons tout d’abord que le socle de Ty est égal a @ ; Sw,v;, par la

proposition 2.3.10. Nous en déduisons donc que, pour tout j, ¢lis, ) 7 0
()

car

eiri(H)(Suy, (H)) = o3i(H)(V;) = f;(V)
qui est non nul, vu que f; est I'inclusion canonique de V; dans Py, ; ainsi

ng\i(H)(sH%(H)) = @j @;{’z‘(H)(SH,Vj () 7 0. Par conséquent, pour tout j,
I'application ¢ est non nulle sur i(Sp,v; ), et donc injective par simplicité de
Su,v;, ce qui démontre le point ii).

Les deux résultats précédents nous disent donc que 'application p = p\Ker(w)
est un isomorphisme de Ker(y) sur T w. En particulier, la suite exacte

0— Ty — M 2 Tow — 0 est scindée via Papplication p—!

dit Pextension &£ est triviale.

, autrement

0

Il est possible d’affiner ce résultat, aussi bien dans le cas des extensions
entre foncteurs simples que dans celui entre foncteurs 7', en utilisant la
décomposition de I’algebre de Mackey en blocs, ou en union de blocs, décrite
dans la section 1.7 :

Proposition 2.4.4. Soient H, Q < G, V un kNg(H)-module et W un
ENc(Q)-module. S’il existe g € G tel que 9H < Q (respectivement tel que
9Q < H), le groupe Ext(To.w,Thv) est nul, a moins que [Q : YH] (respec-
tivement [9Q) : H]) soit une puissance de p.

Preuve : Siles modules V' et W sont simples, autrement dit, si les foncteurs

Ty,y et To,w sont simples, alors il ne peut y avoir d’extension non triviale
entre ces foncteurs que s’ils appartiennent tous les deux au méme bloc de
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pk(G), vu la proposition 1.7.2, donc a fortiori, que s'’ils appartiennent tous
les deux & Mackg (G, J) pour un sous-groupe p-parfait J < G (voir la section
1.7). Par la proposition 1.7.7, cela revient a demander que

J=0"(H) = 0"(Q).

Par suite, si 9H < @, alors [@Q : 9H] divise [Q : OP(Q)], donc c’est une puis-
sance de p. Il en va de méme si 9Q < H.

Dans le cas général, posons V = @, V; et W = @j W;, ot les modules V;
et W; sont indécomposables pour tout i,j. Alors, vu la proposition 2.3.9,
Tay =@, Tuyv, et Tuw = G ; Ty w; ou les foncteurs Ty, et Tyw; sont
indécomposables pour tout ¢, j. Comme avant, il ne peut y avoir d’extension
non triviale entre Ty y; et Ty w,, pour certains i et j, que s’ils appartiennent
tous les deux a Macky (G, J) pour un J < G. Or Ty y, € Macky (G, J) si et
seulement si J = OP(H), vu que Ty y; est indécomposable et que ses seuls
sous-foncteurs simples sont indexés par H (voir la proposition 2.3.10). Il en
va de méme pour Tg w;, ce qui nous permet de conclure comme dans le cas
précédent.

0

La décomposition de ’algebre de Mackey en blocs, donnée dans la section
1.7, nous permet également d’obtenir des conditions sur les modules V et
W pour que le groupe Ext(Tg w,TH,v) ne soit pas trivial. Explicitement,
nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.4.5. Soient H, Q < G, V un kNg(H)-module et W un
ENG(Q)-module. Le groupe Ext(Tow,Tuv) est trivial, a moins qu’il existe
des facteurs directs indécomposables, Wy et Vi, de W et V' respectivement,
tels DY = ES, ou DY est le bloc de kG correspondant au bloc D de kNg(Q)
auquel appartient Wy et ot EC est le bloc de kG correspondant au bloc E
de kNg(H) auquel appartient Vj.

Preuve : Tout d’abord, par la proposition 2.3.9, si U est un kNg(J)-
module, alors U = Uy @ Us si et seulement si Ty = Ty, ®1,u,. Nous pou-
vons donc nous ramener au cas ou les modules W et V' sont indécomposables.
Par conséquent, si le groupe Ext(T w, TH,1) est non nul, alors il faut que les
foncteurs Tg w et Ty, appartiennent au méme bloc de Macky(G) (voir la
proposition 1.7.2). En particulier, il existe un sous-groupe p-parfait J tel que
Tow et Ty,y appartiennent a Macky (G, J). Vu I'équivalence de catégories
donnée dans le théoreme 1.7.8, nous pouvons supposer que J = 1, autrement
dit, que @ et H sont des p-groupes.
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Les sous-foncteurs simples du foncteur indécomposable Tg s sont de la
forme Sg w, ou W; est un sous-module simple de W (voir la proposition
2.3.10). Comme W est indécomposable, il appartient & un bloc D de kN (Q),
auquel correspond un unique bloc de kG, noté D (voir la section 1.7). Vu
le théoreme 1.7.9, & D correspond un unique bloc b de Macky(G,1) et
de plus, le foncteur simple Sq w, appartient a ce bloc b, du fait que W; ap-
partient au bloc D. Il s’ensuit que le foncteur Ty y appartient également & b.

De méme, le foncteur Ty appartient a un bloc e de Mack,(G, 1) ol e est
le bloc décrit de la maniere suivante : le module V appartient a un bloc
E de kNg(H), auquel correspond un bloc E de kG. Le bloc e est le bloc
correspondant & E®, via la bijection donnée dans le théoreme 1.7.9. Par
conséquent, les foncteurs Ty w et Ty appartiennent au méme bloc, si et
seulement si D¢ = EC, d’oti le résultat.

O

En résumé, le calcul des groupes d’extension de degré 1 entre foncteurs
de Mackey simples peut se ramener au calcul des groupes d’extension de
degré 1 entre foncteurs 1. Bien que nous n’ayons pas de formule explicite
pour déterminer ces groupes, les résultats de cette section nous donnent plu-
sieurs conditions sur les sous-groupes et les modules qui indexent ces fonc-
teurs T' pour que les groupes d’extension correspondants soient triviaux, et
nous permettent de les calculer explicitement dans certains cas. En effet,
si les sous-groupes ) et H sont normaux dans G, alors le théoreme 2.1.1
nous permet de calculer Ext(Sg w, Sm,v). Dans le cas contraire, le groupe
Ext(Sq,w, Sw,v) s’exprime en fonction des groupes Ext <Tg[ i%V?T%?cg(V))’
ou My, = Ng(YH) N Ng(Q) pour certains g € G tels que Q < Ng(9H) et
9H < Ng(Q) (voir le théoreme 2.4.1), et ces groupes M, sont des sous-
groupes stricts de GG. Ainsi, méme s’il nous faut alors calculer des extensions
entre foncteurs 7', plutot qu’entre foncteurs simples, les propriétés des fonc-
teurs T' étudiées dans la section 2.3 et le fait que les groupes M, peuvent
étre assez petits nous permettent de déterminer ces groupes d’extension dans
certains cas, comme l'illustre 'exemple de S4 du paragraphe 2.4.2.

Nous allons ainsi terminer cette section par deux exemples. Le premier nous
montre qu’il peut exister des extensions non triviales entre foncteurs 7' in-
dexés par des sous-groupes H et K tels que H < K et que 'indice de H
dans K est strictement plus grand que p. Autrement dit, cet exemple permet
de voir que le résultat sur les extensions entre foncteurs simples indexés par
des sous-groupes normaux (voir théoréme 2.1.1) ne se généralise pas aux cas
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des extensions entre foncteurs T'. Le second est le calcul de toutes les exten-
sions entre foncteurs de Mackey simples, indexés par des sous-groupes non
conjugués, associés au groupe Sy. Ce dernier exemple nous permet de voir
comment les techniques précédentes peuvent étre appliquées pour calculer
des groupes d’extension.

2.4.1 Exemple du groupe C)

Le but de cet exemple est de construire une extension non triviale entre
foncteurs T indexés par des sous-groupes H et K, tels que H < K et que
[K : H| > p. Donc le théoréme 2.1.1 n’est plus valable pour les foncteurs 7.

Commengons par considérer le foncteur 71 xp, ot P = Cp2 = (g) est le
groupe cyclique d’ordre p? et k est un corps algébriquement clos de ca-
ractéristique p.

Le module kP possede une base {vi,...,v,2} telle que I'action de g est
donnée par gv; = v; + vj;1 pour tout i = 1,...,p*> — 1 et par Gup2 = Up2.
De plus, pour tout i = 1,...,p%, Rad'(kP) = vecty(v;, ... ,Up2), autrement
dit, il est engendré, comme k-espace vectoriel, par v;, ..., vy2. Le module kP

possede alors une unique série de composition donnée par :
kP 2 vecty(va,...,vp2) 2 -+ 2 vecty(vy2_1,vp2) 2 kvye 20

dont les quotients successifs sont égaux a kvy, kv, . .., kv,2, respectivement,
et sont tous isomorphes au module trivial k. Par conséquent, la série de
k:v1

/{??}2
Loewy de kP peut se représenter de la maniere suivante : kP =

kv,2
P
(pour plus de détails, voir [Alp86], section 4).

Par définition, Ty xp(1) = kP et Ty xp(H) = I (kP), si H est égal a C,
si i < p,

. et
sinon

N L s C Up2 _pii
ou a P. Plus précisément, nous obtenons ;" (v;) = { 0p pt

0 sinon
la k-base {vy2_p11,Vp2_pio,...,Vp2}. Comme dans le cas de kP, le module
T1 1p(Cp) possede une unique série de composition et sa série de Loewy peut

IP (v;) = { vz sHi=1, donc T xp(P) = kv = k et T1 ,p(C)p) possede

kvpz_pi1

kvp2_pio

se représenter de la maniere suivante : 11 ,p(Cp) = . Finalement,

k:vpz
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les restrictions du foncteur T" = T ;p sont des inclusions. Nous pouvons
donc représenter T' a ’aide du diagramme suivant, ou les modules 7'(.J) sont
donnés sous forme de couches :

T(1): T(Cyp) : T(P) :

kvp2_pi
kvp2

et ot la conjugaison par g est donnée par c4(v;) = v; + vi41 pour i < p? et

cg(vp2) = vp2.

Définissons ensuite le sous-foncteur N de T’ yp par N (1) = vecty(vz, ..., vp2),
N(Cp) = vecty(vp2_pio,...,v,2) et N(P) = kv,.

Le foncteur N posséde alors un sous-foncteur maximal L, isomorphe a
T\ Rad(kp) Ot Rad(kP) = vecty(vz,...,v,2). En effet, posons L(P) = 0 et
L(J) = N(J) pour J < P. On vérifie alors que L est un sous-foncteur de N
isomorphe & T gaq(rp) €t, de plus, N/L = Spj.

Par ailleurs, N ne posséde pas de sous-foncteur isomorphe & Spy, vu que
I’application de restriction Rgp : N(P) — N(Cp) n’est pas nulle. Nous avons
donc construit une extension non scindée de Spy, par T Raq(kp) :

0 — Ty Raakp) — N — Spr — 0

par conséquent Ext (Spy, Tl’Rad(kP)) #0et [P:1] =p?

2.4.2 Exemple du groupe S,
Nous allons utiliser les techniques précédentes afin de calculer tous les grou-

pes d’extension entre les foncteurs de Mackey simples associés au groupe
symétrique Sy, sur un corps k algébriquement clos, de caractéristique 2,
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indexés par des sous-groupes distincts (nous traiterons les cas ou les sous-
groupes sont conjugués plus tard). Cet exemple permet d’illustrer les pro-
blemes auxquels il faut faire face dans le calcul des groupes d’extension.

Les foncteurs de Mackey simples associés a G = S4 sont de la forme Sy v,
ott H est un sous-groupe de G, & conjugaison pres, et V un kN g (H )-module
simple, & isomorphisme pres (voir la section 1.4). Les sous-groupes de G, a
conjugaison pres, forment le treillis suivant :

G:‘&\
\/\\

Ss Csy

\ X\/
e

ot Vy et Vj sont des groupes de Klein, c’est-a-dire égaux a Cy x (s, et plus
précisément, V4 est le sous-groupe normal de G engendré par les éléments
(12)(34) et (13)(24). En fait, les seuls sous-groupes normaux propres non
triviaux de G sont Ay et Vj. Les normalisateurs des sous-groupes précédents
(toujours & conjugaison pres) sont donnés par Ng(As) = G, Ng(Ds) = Ds,
Ne(Ss) = 83, Na(Va) = G, Ng(Va) = Ds, Ne(Cys) = Ds, Ng(Cs) = Ss,
NG'(CQ) =Viet NG(CQ) =D

1

Afin de déterminer les foncteurs de Mackey simples, il faut trouver, pour
chaque sous-groupe H de G, & conjugaison pres, les kN g (H )-modules sim-
ples. Or il n’y a que deux tels H pour lesquels il existe un kN g (H )-module
simple non trivial. Tout d’abord, si H = Vj, alors Ng(H) = S3 et il existe
un kSs-module simple, S, de dimension 2. Explicitement, S = vecty(u, v) et
laction de Sz = ((123),(12)) est donnée par (123)u = v, (123)v = u + v,
(12)u = v et (12)v = u. Ensuite, si H = 1, il existe un kG-module simple,
V', de dimension 2. Comme V} est normal dans G, Vy agit trivialement sur
V, par le théoreme de Clifford (voir la remarque qui suit le théoreme 1.3.7)
et comme G/Vy = Sz, V correspond au kSs-module simple de dimension 2
précédent. Explicitement, V' = vecty(x,y), et si a = (1234) et b = (12), alors
G = (a,b) et 'action de G sur V est alors donnée par ax = = + vy, ay = v,
br =y et by = x (I'élément (1234) agit comme 1’élément (13) de S3).
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Par conséquent, la liste complete des foncteurs de Mackey simples pour G

est donnée par : Sl,ka SLV7 56’27k;7 SCQ,ka SCg,k7 S$3,k7 S\~/47k;7 SV4,]€7 SV47S7
Scu k> SDs,k> Sauk €t SG k-

Rappelons encore les résultats suivants :

i)

i)

iii)

iv)

Vu le corollaire 2.1.3,
EXt(SQ,W, SH,V) = EXt(SH7v*, SQ,W*).

De plus, le module trivial est clairement isomorphe & son dual, et de
méme le module V' (respectivement le module S) défini ci-dessus, est
isomorphe a son dual, vu que c’est le seul kG-module (respectivement
kSs-module) simple de dimension 2. Par conséquent, afin de connaitre
tous les groupes d’extension entre foncteurs de Mackey simples in-
dexés par des sous-groupes non conjugués, il suffit de calculer le groupe
Ext(Sqw,Su,v) pour Q <¢ H.

Les groupes Ext(Sg.w, Su,v) sont nuls si H et () ne sont pas inclus
I'un dans l'autre, a conjugaison pres, et d’indice une puissance de p
(voir le théoreme 2.1.4 et la proposition 2.4.4).

Le k-espace vectoriel Ext(Sg i, Su k) est égal a

@ k'l existe x € G tel que *H < Q et [Q : “H| = p,

geJ

EB k¢l existe z € G tel que *Q < H et [H : *Q] = p,
geJ’

0 sinon

ou J (respectivement J') est ensemble des éléments g appartenant &
[Na(Q)\Tc(H,Ng(Q))/Na(H)], tels que 9H < Q < Ng(H) (respec-
tivement tels que Q < 9H), (voir le théoreme 2.2.5).

Si H, Q@ <4 G avec H # @, le k-espace vectoriel Ext(Sq w, Sw,v) est
isomorphe a

k siH<Q,[Q:H]=p, VUH =V et V=W,
k siQ<H,[H:Q =p W/H =W et W=V,

0 sinon,

(voir le théoreme 2.1.1).

Les quatre résultats précédents nous permettent de déterminer les groupes
d’extension Ext (Sg.w, Su,v) pour tout Q #c H, a I'exception de :

Ext (S1,v, 8¢, 1 )» Bxt (S1v, So,), Bxt (S1v, 8, ), Bxt (S, ey ),
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Ext (S1,v, Spg.k), Ext (Scy ks Svy,s) et Ext (Svy,s, Sps.k)-

Commencons par traiter le cas de Ext <SLV, Sé, k) . Par la proposition 2.4.1,

G G A~ Vi Vi
Bxty, @) (S5v. 58, ) = Bxt,, o, (TV S5 L)

Choisissons ensuite des représentants : Co = (b), avec b = (12) et V; = (b, ¢)
ou ¢ = (12)(34), des classes de conjugaison de sous-groupes de G. Rappelons
que le kG-module V est engendré par les éléments x et y, que 'action de b
est donnée par bx = y, by = z et que celle de ¢ = (ba?)?, ot a = (1234), est
triviale.

Le module V, vu comme kVz-module n’est pas simple. En effet, ’élément
¢ agit trivialement sur V', donc V possede un unique sous-module simple
trivial qui est k(x + y), et, par suite, un unique quotient simple trivial. A
'aide de la proposition 2.3.10, nous en déduisons que Soc(T1,) = S et
Hd(TLv) = Sl,k- ~

Posons ensuite C4 = ((34)) et C§ = (¢) (autrement dit, Cy, C} et C4 sont
les trois sous-groupes d’ordre 2 de 174) Nous avons alors

Tiv(Ch) = I (V) = k(w +y) = T1v(Co)

et Ty (CY) = 0, donc Ty v (Vy) = I‘C/Z/
groupe, les foncteurs de Mackey simples associés & Vj sont de la forme S Tk
et leur évaluation en H est égale a k si H = J, et elle est nulle sinon, vu la
proposition 1.4.12. De plus, par la remarque qui suit cette méme proposition,
le nombre de fois que S apparait comme facteur de composition de T4y
est égal a la dimension sur k de 77y (J). Par conséquent, les facteurs de
composition de 77y sont SCé,k, S@Q, . et deux fois Sy i (qui apparaissent dans

(Tyv(CY)) = 0. Comme Vj est un 2-

la téte et dans le socle respectivement). Comme EXt/Jk(V4) (S(Jng Ség,k) =0,

vu que les sous-groupes C et C5 ne sont pas inclus I'un dans lautre, il
s’ensuit que les couches de la série de Loewy de 77y sont égales a

Stk

Tl,V N Scék Sé’z,k
S1k

D’autre part, comme la téte de 77y est égale a Sy , la couverture projective
de Ty v est égale a P;j, (vu la remarque iii) qui suit la proposition 1.2.15).
Vu le théoreme 1.5.4, le foncteur Py est égal au foncteur F'P,y, , donc

P (1) = kVy, Py (Vy) = kwy,, ou wy, =14b+c+ be, et

‘747

Py 1,(Cy) = vectg(1 4 b, ¢ + be),
Py, (C5) = vectg (1 + be, b+ ¢),
Py, (CY) = vecty (1 + ¢,b + be).
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Nous pouvons donc explicitement définir le sous-foncteur L de P;j par
L(Vy) = L(Cy) = L(CY) = kwy, et L(CY) = L(1) = vecty(1 + ¢, b + be).
11 est facile de vérifier que L est bien un sous-foncteur, autrement dit, il res-
pecte les restrictions (qui sont des inclusions), les inductions (qui sont des
traces relatives) et les conjugaisons (qui sont des multiplications & gauche).
De plus, Py /L = T}y, donc L correspond au noyau de la surjection de Py
sur 17,y ; autrement dit, il existe une suite exacte courte de la forme :

O—L—Py—Tyv—0

entre foncteurs de Mackey associés au groupe Vy. Vu le théoréme 1.2.20, il
existe alors une suite exacte :

HOHl(PLk, Séz,k) — HOIIl(L, Ség,k) — EXt(TLv, Ség,k) — EXt(PLk, Ség,k)

Comme Ext (Pl,k, S@Q,k) = 0 étant donné que P j est projectif et, comme
Hom(Pl,k,Sé%k) = 0 (car P ;/Rad(P ) = Sik, donc Py ne possede
pas de quotient simple isomorphe a Sé% 1), nous obtenons alors un isomor-
phisme :

Ext(T1v, S, ) = Hom(L, S¢, ;).

Pour connaitre Ext (T1 v, 94 ) et par suite Ext <S1 v S¢ ), il nous faut
’ Ca,k

donc déterminer combien de f015 S, apparalt dans la téte de L.

Supposons alors que M est un sous-foncteur de L tel que L/M = Seé, k-

En particulier, M(Vy) = L(V}) = kwy, et, comme les restrictions sont des
inclusions,

kwy, = Rgi(M(XZ;)) C M(Cy) C L(Ch) = kwy,
et, par conséquent, M(Cy) = L(Cs), donc (L/M)(Cy) = 0; autrement dit
L/M ne peut pas étre isomorphe a Sé’g - Donc L ne possede pas de quotient

isomorphe a Sg, . II s’ensuit que

Exty ) (S0 58, ) 2 Bxt,, v, (T4 S5 ) = Hom, 3 (L. S, ) = 0

Remarquons ensuite que, vu la proposition 2.4.1,

Ext,, @) (S, V,SCQ, ) EXtuk(Dg)(Tl V,SCQ, ),
Extuk(g)(Sl v, S ) = Exty, (D) (Thv,S ),
Ext,, ) (S, V7SC4, ) = Ext,, (g (T4, V7SC4, )
Ext,, @) (S1,v,Spsk) = Exty, (pg)(T1,v, Sps k)
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Comme avant, choisissons des représentants : Dg = (a, s) avec a = (1234) et
s = (14)(23), Cy = (a?), Vi = (a?, as) et Cy = (a), des classes de conjugaison
de sous-groupes de G. Nous allons calculer ces quatre groupes d’extension
de maniére analogue.

Le sous-groupe V; = (a?,s) agit trivialement sur le kG-module simple V,
car V est normal dans G (voir la remarque qui suit le théoreme 1.3.7).
Donc V' possede un unique sous-kDg-module simple trivial, qui est ky et,
par suite, un unique quotient simple. Comme avant, nous en déduisons que
Soc(Th,v) = Sii et que HA(Th,v) = S1 . Rappelons que les sous-groupes de
Dsg, a conjugaison pres, forment le treillis suivant :

N
NI
N

1

ot H = (as) et H = (s). Rappelons également que le foncteur Tjy est
engendré par sa valeur en 1. Comme V} agit trivialement sur V et que Dg est
un 2-groupe, ol 2 est la caractéristique de k, 71,y (J) = 0 & moins que J = 1,
et dans ce cas, Ty v (1) =V, ou que J = H, et dans ce cas, TLV(I:I) = ky.
Comme avant, vu que Dg est un 2-groupe, le nombre de fois qu'un foncteur
simple S apparait comme facteur de composition de 77y est égal a la
dimension sur k de 77 v (J) (vu la remarque qui suit la proposition 1.4.12).
Par conséquent, les facteurs de composition de 77y sont S ik €t deux fois
S1.k (qui apparaissent dans la téte et dans le socle de 17 y). Il s’ensuit que

les couches de la série de Loewy de Ty sont égales a :

Comme auparavant, la couverture projective de 77y est égale a Pj j, pour
le groupe Dg. Vu le théoreme 1.5.4, Py = FP;pg et nous pouvons alors
définir le sous-foncteur K de P j, par

K1) =k(1+s)@kla+a’s)®k(a®+as)Dk(1+a*) @ k(a+a®) @ k(s +a’s)

K(H):k(1+5+a3+a35)EBk:(l—{—az+as+a35)@k(a+a3+5+a28)
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Chapitre II. Groupes d’extension de degré 1

et K(J) = P x(J) pour tous les autres sous-groupes J de Dg. Avec cette
définition, K est bien un sous-foncteur de Py tel que P /K = Ty ;
autrement dit, K est le noyau de la surjection de P;j sur T7y. Il existe
donc un isomorphisme :

EXt(TLV’ S) = I’IOHI(I(7 S)

pour S = Sc, k, 5174 o OCak €6 Spg k- Or la téte de K est égale a Sy 1D Sc, k.-
Il s’ensuit que
EXtuk(G S1 Vs 5027

( ) = Exty (py(Th V,SCQ,
Extuk(g)(sl v, S )

( )

( )

12

EXth(G S V7SC4, EXth(D8 T \/,SC47

(
EXt,U«k(DS) (T1 V,

(

(

|
o o o =

)
) =
) =
)

12

EXth(G Sl VaSDs, EXtuk(Ds T1 V,SD&

Il nous reste finalement a étudier les deux groupes suivants :

Ext,, ) (Svi,s,Scok) = Exty, (pg)(Tvi,s, Scu k),
Ext,, c)(Sva,s, Spg.k) = Exty, (pg)(Tva,s: Spg k)

ol les isomorphismes proviennent de la proposition 2.4.1.

Rappelons que Ng(Vy)/Va = S4/Vi = S3 et que S est le kS3-module
simple de dimension 2. Explicitement, si S3 = ((123),b = (12)), alors
S = vectg(u,v) comme k-espace vectoriel; et l'action de S3 sur S est
donnée par (123)u = v, (123)v = u + v, bu = v et bv = u. Le module
S, vu cette fois comme kDg/Vji-module, possede un unique sous-module
simple trivial et, par suite, un unique quotient simple. Par la proposition
2.3.10, il s’ensuit que Soc(Ty,,s) = Sy, x et que Hd(Ty, s) = Sy, k. De plus,
Tv, s(J) = 0 pour tous les sous-groupes J ne contenant pas Vy, Ty, (Vi) = S
et Ty, 5(Dg) = k(u+wv). Par suite, les facteurs de composition de Ty, g sont
Spg i et deux fois Sy, k, qui apparaissent dans la téte et dans le socle de
Ty, s, en utilisant, comme avant, la remarque qui suit la proposition 1.4.12.
Les couches de la série de Loewy de Ty, s sont donc égales a :

La couverture projective de Ty, g est égale a Py, j (voir la remarque iii) qui
suit la proposition 1.2.15). Cette fois, nous allons utiliser la remarque qui
suit le théoreme 1.5.2, qui nous dit que Py, , = BV T‘l;f. Nous obtenons que
D D < pros
BVa Tve (Ds) = B(Vy) et que BVa Tve (Va) = @ (B(V4))g, & laide des
9€[Ds/V4]
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2.5 Groupes d’extension entre foncteurs T' indexés par le méme sous-groupe

formules de I'induction d’un foncteur de Mackey induit, données & la page
30. Définissons alors le sous-foncteur N de BY Tef par

N(Ds)=B(Vy) = @kVa/J, NVi)= € (B(W)),
J<Vy g€[Ds/ Vi)

et N(J) = B" T%‘ (J) pour tous les autres sous-groupes J de Ds.
De nouveau, on vérifie que N est bien un sous-foncteur de B4 Tgf et que

BV T‘l;f /N = Ty, 5. Donc N est le noyau de la projection de Py, j sur
Ty, s ; il existe ainsi un isomorphisme

Ext(Ty,,s,T) = Hom(N,T)

pour T' = Sg, . et Spg k. De plus, la téte de N est égale a Sc, 1 © SH kD Svy k
et, par conséquent,

Ext,, @) (Svi,s:Scok) = Exty, pg)(Tvis, Sonk) =k,
Ext,, ) (Svi,s:Sps k) = Exty, (pg)(Tvi,s, Sps k) =

ce qui termine le calcul des groupes d’extension entre foncteurs simples,
associés a Sy, indexés par des sous-groupes non conjugués. Le cas des exten-
sions entre foncteurs simples indexés par des sous-groupes conjugués sera
traité dans la section 2.5.1 et, nous donnerons a ce moment-la, la liste
complete des résultats de ces groupes d’extension.

Cet exemple nous montre que, méme dans le cas d’un groupe G assez petit, il
est plutot difficile de calculer les groupes d’extension. Toutefois, les résultats
précédents nous permettent, dans ce cas, de nous restreindre a des sous-
groupes de G et, en 'occurrence, a des p-groupes.

2.5 Groupes d’extension entre foncteurs 7" indexés
par le méme sous-groupe

Nous allons a présent étudier le cas des groupes d’extensions entre deux
foncteurs T', qui sont indexés par le méme sous-groupe, dans le but d’avoir
des informations sur les groupes d’extension entre deux foncteurs simples
également indexés par le méme sous-groupe. Nous allons montrer en parti-
culier, que dans le cas ou G est un p-groupe ou posséde un p-sous-groupe de
Sylow normal, ces groupes d’extension entre foncteurs de Mackey simples
sont isomorphes a des groupes d’extension entre modules sur une algebre
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Chapitre II. Groupes d’extension de degré 1

de groupe, du moins dans le cas ol p est impair. Puis nous terminerons
I’exemple du groupe Sy, en calculant tous les groupes d’extension qui nous
manquent.

Fixons un groupe fini G, un sous-groupe H de G et des kN g(H)-modules
V et W. Nous allons donc nous intéresser au groupe

EXt(TH7v, TH,W) = EthlLk(G) (TH,Va TH,W)-

La premieére remarque a faire est que nous pouvons nous restreindre au cas
ol le sous-groupe H est normal. En effet, vu la proposition 2.4.1, nous savons
que

1 G G _ 1 M, M,
Ext,, Ty Tgw) = @D  Ext,om (THﬁlf’ Toteyw ))
g € J tels que
H < N¢(°H)

ou J = [Ng(H)\Te(H,Ng(H))/Ng(H)] et pour tout g € J, le sous-groupe
M, est égal & Ng(H) N Ng(H).

De plus, vu le théoreme 2.4.3, le groupe EXt;luc(Mg) <TI]¥{€/, Tgﬂlg?cg(W)> est tri-
vial a moins que H <p;, 9H ou 'H <p,6 H. Or, comme H < Mgy, nous
obtenons que le groupe ci-dessus est non nul seulement si g € Ng(H). Par
conséquent,

Ng(H Ng(H
Extbk(G)(Tgy,Tg’W) :EXt;luc(Ng(H)) (TH’C‘?/( )’THfI;/IS )>.

Nous pouvons donc en général supposer que le sous-groupe H est normal

dans G.

Afin d’étudier le groupe Ext(Tx,v,TH,w), nous allons considérer le mor-
phisme d’évaluation en H :

1 1
nH : EXtuk(G) (TH,Va TH,W) — Ethﬁc(H)(V’ W)
Rappelons que dans le cas ou V' et W sont simples, le morphisme précédent

est injectif, vu le théoreme 2.1.4. Il en va de méme dans le cas général, mais
afin de démontrer cela, nous avons besoin du résultat suivant :

Proposition 2.5.1. Soient H et Q des sous-groupes de G, V un kNg(H)-
module et W un kN (Q)-module. Alors

Hom Tow,T &
Mk(G)( Q. Tiv) {O sinon
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En particulier, si Q = H, l’isomorphisme est donné par le morphisme
pg = Homy, ) (Tu,w, Th,v) — Homyg (W, V)

d’évaluation en H.

Preuve : Supposons que les sous-groupes H et () ne sont pas conjugués. Vu
la proposition 2.4.1, nous pouvons supposer que les H et () sont normaux
dans G.
Soit ¢ € Hom,, ) (Tow,Th,v). Si Q n’est pas contenu dans H, alors
Tow(H) = 0 donc ¢(H) = 0. Par suite, pour tout sous-groupe J de G
contenant H,

p(J) (I (v) = I (p(H)(v)) = 0
pour tout v € V, donc ¢ = 0; autrement dit Hom,, ) (To.w,Tuyv) =0.
Si Q@ < H, alors Ty (Q) = 0. Par ailleurs, ¢ induit un isomorphisme
entre Ty /Ker(p) et Im(p) qui est un sous-foncteur de Tg . Donc si
Im(p) # 0, Soc(Im(p)) = EBSQvWi vu la proposition 2.3.10. Or comme

(2
Th,v(Q) =0, le foncteur Ty, ne peut pas posséder de facteurs de composi-

tion isomorphes & Sq 1, donc I'image de ¢ doit étre nulle. Par conséquent,
Hom,, ) (To,w,Tuy) =0si Q # H.

Supposons ensuite que (Q = H et considérons le morphisme d’évaluation en
H:

prr - Homy,, (o) (Ta,v, Taw) — Homyng, () (V, W).
Pour montrer que c’est un isomorphisme, il suffit de remarquer que, vu la
proposition 2.3.7, le foncteur 7y induit un isomorphisme

HomkNg(H)/H(V, W) = Homuk(G) (TH,Va TH,W)

dont l'inverse est exactement up, comme on le voit dans la preuve de la
méme proposition.

0

Proposition 2.5.2. Le morphisme nyg est injectif.

Preuve : Vu les remarques précédentes, il suffit de démontrer le résultat
dans le cas ou H est normal dans G.

Soit 4
5:0—>TH7w—Z>N£>TH7v—>0
une extension de foncteurs de Mackey, telle que l’extension de modules

0—-Ww “H) N(H) P V' — 0 est scindée. 1l existe donc o : N(H) — W tel
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que oi(H) = id. Montrons alors que I'extension £ est triviale.

Comme N(J) =0si H £¢ J, il y a une bijection entre Hom(N (H), W) et
Hom(N7 Infg/HFPW), en utilisant la proposition 1.4.6. En particulier, a o
correspond le morphisme de foncteurs de Mackey 6 = (6(K))x qui est nul
si H n’est pas un sous-groupe de K et qui est donné par :

7(K): N(K) — FPw(K/H)
a —  oRE(a)

si H < K. En particulier, si K = H, alors 6(H) = 0.
Il faut donc vérifier que I'image de ¢ est contenue dans T w et que 67 = id.

Pour le premier point, rappelons que Ty est le sous-foncteur du foncteur
G
M = InfZ s P

engendré par Ty w(H) = M(H) = W. Il nous suffit donc de vérifier que,
pour tout sous-groupe K, I'image de ¢(K) est induite & partir de 6(H).

Fixons K tel que H < K < G. Comme i et p sont des morphismes de
foncteurs de Mackey, le diagramme suivant est commutatif :

0—>‘TH,W(H) —>-ZH N(H) —>-pH Tva(H) —(

bl

0 —— Tiw(K) = N(K) =" Ty (K) —0
ou a1, as et (B sont égales a III_I(.

Comme Ty w (K) = IE(W) et Tyw (H) = W, aq est surjective et, de méme,

g est surjective. Par le lemme des cing, § est également surjective.

Fixons a € N(K); il existe alors b € N(H) tel que a = I5 (b). Par suite,
G(K)(a) = 6(K)If; (b) = If; 6 (H)(b)

donc 6(K)(N(K)) est bien induite & partir de 6(H)(N(H)).

Il nous reste donc a démontrer que 6¢ = id. Pour cela, rappelons que 'ap-

plication d’évaluation en H,

pr = Homy,, oy (Tuw, Tuw) — Homyeg g (W, W)
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est bijective (voir la proposition 2.5.1). Par conséquent, comme
,U,H(a'i) = 5’(H)Z(H) = O’Z(H) = idH = ,U,H(Z'dTH’W),

nous obtenons que &i = id.

0

Vu la proposition précédente, nous pouvons identifier EXt;l%(G) (Tuyv,Thw)
1

kN (H)
si ces deux groupes peuvent étre égaux. Avant d’aller plus loin, nous allons
traiter un exemple pour comprendre ce qui peut arriver.

a un sous-groupe de Ext (V,W). La question est donc de déterminer

Exemple : Soient k& un corps algébriquement clos de caractéristique p, G
le groupe cyclique d’ordre p, engendré par un élément g, et H = 1. Soient
V =W = kles kG-modules triviaux. Considérons le morphisme d’évaluation
enl:

m : Ext(Ty v, Ti,w) — Ext(V,W).

La question est de savoir si n; est surjectif. Soit donc
- 0-WLEZV S0

une extension non triviale de V' par W.

Supposons tout d’abord que p est impair et considérons la suite d’applica-
tions A
¢: 0—=S1.w 54 Tk 4, S1v — 0.

Rappelons que I'évaluation de Sy (respectivement de Si ) en 1 est égale
a V (respectivement a W), et que leur évaluation en G est nulle (voir la
proposition 1.4.12).

Intéressons-nous ensuite au foncteur T) g. Par définition, T (1) = E et
T1.5(G) = I (E). Comme E/W 2V qui est le module trivial, g7 = T pour
tout T € E/W, et par suite, si z € E, alors gr = = + w pour un w € W.
Par conséquent,

p(p—1)

p—1
I9(2) :Zgzx:px%—Tw:O
1=0

donc T (G) = 0. L’application ¢ doit donc satisfaire i(1) = j et i(G) = 0 et,
de méme, ¢(1) = p et ¢(G) = 0. Les applications i et ¢ sont des morphismes
de foncteurs de Mackey. De plus, la suite ¢ est une suite exacte, vu qu’elle est

égale a £ en 1 et qu’elle est nulle en G. Par conséquent, ¢ est une préimage
de & par I'application 71, donc 7; est surjective dans ce cas.
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Supposons ensuite que p = 2 et qu’il existe une suite exacte courte de
foncteurs de Mackey :

O—>517W—i>MiSLV—>O.

Comme S;w(G) = S1,v(G) = 0, on a aussi M(G) = 0. D’autre part, vu
que l'extension & n’est pas scindée, le module E n’est pas trivial, donc il
existe © € F tel que gz # z. Par ailleurs, gy = y pour tout y € E/W, car
E/W 2V qui est trivial. Par conséquent, il existe w € W, w # 0, tel que
gr = x +w. Il s'ensuit que I¥(x) = z + gr = w # 0, donc M(G) # 0 ce
qui contredit notre hypothese. Ainsi Ext(Th,v,T1,w) = 0 dans ce cas. Par
suite, Papplication 7; n’est pas surjective, vu que Ext(V, W) # 0. En effet,
il existe bien une extension & non triviale, en prenant E = kCs.

La question de la surjectivité de 'application ny est un probleme difficile
qui va dépendre de plusieurs parametres, et principalement de la structure
des modules V' et W. Nous allons étudier certaines conditions pour que
1y soit surjective, puis nous allons donner deux exemples dans lesquels 7y
est surjective, donc bijective. La premiere étape est de comprendre quels
peuvent étre les foncteurs de Mackey et les morphismes intervenant dans la
préimage d’une extension donnée :

Proposition 2.5.3. Soit £ : 0 — W LU LV = 0 une extension de

kN (H)-modules. Si F:0 — Ty ILNE Ty — 0 est une extension de
foncteurs de Mackey dont I’évaluation en H donne £, alors N = Ty .

Preuve : Si U = 0, le résultat est trivial. Supposons donc U # 0. Si une
telle extension F existe, alors H est un sous-groupe minimal de G tel que
N(H) # 0 et, plus précisément, N(H) = U. Nous allons appliquer alors le
critére donné par la proposition 2.3.4 pour démontrer que N = Ty . Soit x
I’ensemble des sous-groupes conjugués a un sous-groupe de H. Il faut vérifier
que Ker(RiV) = 0 et que Im(I;{V) = N, ou Ker(RiV)(K) = ﬂ Ker(R%)
Xex, X<K
et Im(I))(K) = > Im(I¥).
Xex, X<K

Fixons K < G tel qu’il existe g € G avec 9H < K. Considérons le diagramme
commutatif :

(K K
Torw (K) J(K) N(K) p(K) Ty v (K)

alln ol ol

0— > > Tuw(CH)ICH)_ " N(9H) pCH) >~ Tuy(*H) ___
geTG(HvK) geTG(HvK) geTG(HvK)

0
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ou les applications I; sont données par Z 1512 et les applications R;
9€T(H,K)

par Z Rgi, pour ¢ = 1,2, 3.
geTG(HvK)

En particulier, en utilisant les propriétés des foncteurs Ty, et Ty v, nous
obtenons que Im(/;) = Im(IgH’W)(K) = Ty w(K), donc I; est surjective
et de méme, I3 est surjective. Par le lemme des cinq, 'application Iy est
également surjective, et par suite, Im(I;CV) = N.

De méme, Ker(R;) = Ker(RzH’W) = 0, donc R; est injective. Comme R3
est également injective, nous obtenons que Rs l'est aussi, toujours par le
lemme des cing, ce qui revient a dire que Ker(RfCV ) =0.

La proposition 2.3.4 nous permet alors de conclure.

La surjectivité de ’application

nw : Bxt, o (T, Taw) — Extyg g (V, W)

d’évaluation en H, o H < G, est donc équivalente au probleme suivant :

si0—W 5 ULV — 0 est une suite exacte de kG /H-modules, existe-t-il
une suite exacte de foncteurs de Mackey du type :

0—Tuw > Tuy 2 Tyy —0 7

Commencons donc par comprendre quelles peuvent étre les applications j
et p. Dans ce but, fixons un sous-groupe K de G contenant H. Alors 'ap-
plication j(K) : IE (W) — I5(U) doit satisfaire

JE) U (w) = 11 j(H)(w) = I i(w) = i(If; (w))

pour tout w € W, ou la derniere égalité provient du fait que ’application ¢
est kG/H-linéaire. Donc j(K) coincide avec i et elle est bien définie, vu les
égalités ci-dessus. De méme, nous obtenons que

K K K K
p(K) (I (v) = Igp(H)(u) = I q(u) = q(I5 (u))
donc p(K) coincide avec q.
Nous n’avons donc aucune liberté de choix pour les applications j et p. De
plus, vu leur définition, il est facile de vérifier que j est injective, p est sur-

jective et Im(j) C Ker(p). Le seul point qui pose probléme est de déterminer
quand Ker(p) C Im(j).
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Si z € Ker(p(K)), alors en particulier, ¢(z) = 0 et, comme Ker(q) = Im(7),
il s’ensuit que x € IE(U)NW, pour tout H < K < G, quitte & remplacer W
par i(W), vu que i est injective. Nous pouvons également identifier [ II{( (W)
et i(I5(W)), pour tout H < K < G. Par conséquent, Ker(p) C Im(j) si et
seulement si IX(U) "W = I5 (W) pour tout H < K < G. Comme l'inclu-
sion IE(W) C IK(U)NW est toujours vérifiée, I'égalité sera en particulier
vraie si I5(U) = 0.

Remarquons encore que pour tout kG/H-module E, IK(E) = Ig//g(E),
puisque si x € E, alors

III{((CU) = Z gr = Z gr = Ig//g(x)

ge[K/H] gel(K/H)/(H/H)]

Pour savoir si la condition I5(U)NW = IK (W) est vérifiée, pour tout sous-
groupe K de G contenant H, il nous suffira donc de déterminer si 1'égalité
IE(U)NW = I (W) est vraie pour tout sous-groupe K du groupe G/H ;
autrement dit, nous pourrons nous restreindre, si nécessaire, au cas ou le
groupe H est trivial.

Proposition 2.5.4. Soient H un sous-groupe de G, et V, W des kNg(H)-
modules. Le groupe EXt};k(G) (Tu,v,Trw) est isomorphe au sous-groupe des

extensions U de W par V telles que IS (U) N W = I5(W) pour tout sous-
groupe H < K < Ng(H).

Preuve : Rappelons tout d’abord que, vu la proposition 2.4.1 et les re-
marques du début de cette section,

1 G G\~ oposl Ne(H) N (H)
Ext), ) (T v, Thw) = Bxt, o,y (Ta5 Ta™") -

Vu la proposition 2.5.2; le morphisme
i < Bxty, (v Ty, Trw) = Bxtygr ) (VW)

est injectif et, par ce qui précede, il est surjectif si et seulement si pour tout

sous-groupe K de Ng(H) et pour toute extension 0 — W LULV -0
de kNg(H)/H-modules, IE(U)NW = IE(W). Par conséquent ny est un
isomorphisme de Extll%(G) (Th,v,THw) sur le sous-groupe des extensions U

de EthiNG(H)(V’ W) telles que IK(U)NW = IE(W) pour tout sous-groupe
H<K<G.
O
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Pour déterminer quand 7y est un isomorphisme, il nous faut donc com-
prendre quand la trace relative I g est exacte et ceci pour chaque sous-groupe
K avec H < K < Ng(H). Ce probléeme est difficile & résoudre globalement,
toutefois, dans certains cas, il est possible d’avoir des résultats plus précis.
Par exemple dans le cas ou K/H est d’ordre premier & p ou, au contraire,
dans le cas ou K/H est un p-groupe.

Intéressons-nous tout d’abord au cas ou K/H est d’ordre premier a p. Si V
est un kG-module et que J est un sous-groupe d’ordre premier a p, alors
I/ (V) =V’ ot V/ est 'ensemble des points J-fixes de V. En effet, 'appli-

cation I{ : V — V' est surjective vu que si x € V7, alors z = I{ <|—}” . x)

Corollaire 2.5.5. Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors pour tous
EN¢c(H)-modules V et W,

Ethk(G) (Tuyv, Thw) = EthlcNG(H)(V’ W) = 0.

Preuve : Soient 0 — W -5 U -4 V — 0 une extension de kN ¢ (H)-modules
et K/H un sous-groupe de Ng(H)/H. Comme p ne divise pas |K/H|,

Iy nw =URM nw = whH = [ )

qui est égal a [ II{( (W) vu les remarques précédentes ; donc la proposition 2.5.4
Cu o Vs W)
Or ce dernier groupe est trivial, car Ng(H) est d’ordre premier & p et, par
conséquent, l’algebre kN (H) est semi-simple.

. oo . 1 1
nous fournit 'isomorphisme entre Ext 1 () (Tu,v,Taw) et Ext VN

O

Dans le cas des p-groupes, il existe une caractérisation des situations ou
I'image de la trace relative est nulle :

Lemme 2.5.6. Soit P un p-groupe et U un kP-module. Alors I¥'(U) = 0
si et seulement si U est sans facteur libre.

Preuve : Supposons que U = F @V ou F = (kP)™ pour un entier m > 1.
Nous avons alors I (U) = IF(F) @ IT (V) et

I (F) = I (kP)™) = (ko)™ # 0
ol w = Zg. Donc If(U) # 0.

geP
Réciproquement, si IT (U) # 0, il posséde une k-base {I{ (v1),..., I (v,)}.
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Considérons application ¢ : (kP)" — U définie par ¢(e;) = v;. Cette
application est injective car le socle de la i copie de kP est égal & k(1T (e;))
et (If (e)) = IT (v;) # 0, donc @lgoe((pyr) est injective. De plus, le module
(kP)" est injectif (voir la proposition 1.2.10) et, par conséquent, il est facteur
direct de U, d’ou le résultat.

0

Nous pouvons alors appliquer ce résultat pour obtenir des conditions sur
I'exactitude de la trace relative associée a un p-sous-groupe de G :

Proposition 2.5.7. Soient 0 — W = U 4V = 0 une suite ezacte de
kG-modules et P un p-sous-groupe de G. Si W = L&W ot L est un facteur
libre mazimal de W vu comme kP-module et si V =L &V ou L' est un
facteur libre mazimal de V' vu comme kP-module, alors U 2 L' & L & U
comme kP-module et IT(U)NW = IF (W) si et seulement si U, vu comme
kP-module, ne possede pas de facteur libre.

Preuve : Le kP-module L’ est libre donc projectif; il existe donc un ho-
momorphisme f : L' — U telle que ¢f = i1, ou i1 est l'inclusion de L’ dans

Vo

Il s’ensuit que la composition : L' N U 29 [/ est I'identité, vu que
prgf =piir =id, ot p1 : V = L' @V — L' est la projection sur le premier
facteur. Par conséquent, lapplication 6 : L' & K — U, ou K = Ker(p1q),
donnée par §(I'+x) = f(I') + x est un isomorphisme de kP-modules, ce qui
nous permet d’identifier U et L' @ K. Via cette identification, ’application
¢: oK —-LaV est alors donnée par (I’ + ) = ¢f(I') +q(z) ="+ q(x),
ol ¢ = q|k, et ¢(z) € V puisque g(x) = p1g(x) +p2G(z) = p2G(z) ; autrement
dit ¢ =id ® g.

L’image de l'application ¢ est contenue dans K car pigi = 0. Comme le
kP-module L est libre donc injectif, il existe un homomorphisme g : K — L
tel que gi = ¢; ou q; est la projection de W sur L :
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De nouveau, la composition L ANy (IR L, ou j; est l'inclusion de L dans
W, est l'identité, vu que gij;1 = ¢q1j1 = id. Par conséquent, ’application
v:K — LaoU,ouU = Ker(g), donnée par v(x) = g(z) + (z — ij1g(x)) est

un isomorphisme de kP-modules. L’application i : L&W — L' ® L P U est
alors donnée par

i(l+w) =04 gi(l,w) + (i(l,w) — ij1gi(l,w)) =0+ 1+ i(0,w)
autrement dit, i = 0 ® id @ ija, ot ja est 'inclusion de W dans W.

L’application § : K = LU — V est donnée par §(I4+) = q(1)+q(z) = q(x)
car, vu la caractérisation de l'application i ci-dessus, [ € Im(i) = Ker(q),
autrement dit § = 0 @ ¢|. La suite exacte de départ devient ainsi :

inclo @il 5, . proj;®qly

LeLoU——LaV—0

0O—LaW

ou incly est l'inclusion de L dans L' & L et ou proj; est la projection de
L'® Lsur L.

De plus, les suites 0 — L "2 1/ @ 1, P L’—>Oet0—>Wi>(~]i>‘~/—>0,
ol = il et § = q|g, sont exactes. En effet, il est clair que 1 est injective
et que Im(7) C Ker(g). Si v € V, alors il existe u € U tel que q(u) = v
et u ’écrit sous la forme " + 1 + @. Ainsi v = q(u) = ' + q(@) et comme
I' = q(u)—q(@) € I'nV = {0}, q(u) = q(@t), donc v € Im(g). Par suite, 7 est
surjective. Finalement, si x € Ker(g), alors il existe w € W tel que i(w) = z.
Or w =141 et i(w) = [ +i(w), donc | = i(w) —i(w) € LNU = {0}. Par
conséquent, x = i(w) € Im(37).

Nous obtenons ainsi que I (W) = IT (L) @ IF (W) et que
POy nw =I1"(L) e (If(U) N W)

vuque IT (L) € W et que IT (L)NW = 0. Donc si IT (U)W = IF (W), alors
il s’ensuivra que I (U)NW = I¥ (W) ; autrement dit, il suffit de démontrer
légalité IF(U)NW = If' (W) dans le cas ou W et V ne possedent pas de
facteur libre.

Supposons donc qu'il existe une suite exacte 0 — W — U LV 0,00 W
et V ne posseédent pas de facteur libre. Par le lemme 2.5.6, I¥ (W) = 0. Si
U est sans facteur libre, alors, par le méme lemme, If (U) = 0 et I'égalité
IP(U)NW = IF (W) est vérifie.

Réciproquement, si U = F @ U avec F libre, F' # 0 et U sans facteur libre,
alors I (U) = Soc(F) @ 0. Distinguons deux cas :
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i) Si W NF #0,alors 0 # Soc(W N F) C W NSoc(F)=WnIFU), et
par conséquent, IT(U)NW # I (W).
ii) Si WNF =0, alors ¢(F') = F est un facteur direct de V' car F' est un

module injectif. Or ceci est impossible car V' ne possede pas de facteur
libre.

Donc si le module U posséde un facteur libre, alors IT(U) N W # If' (W),
ce qui termine la preuve de la proposition.
O

La proposition précédente nous donne immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.8. Soit H un sous-groupe de G tel que Ng(H)/H est un
p-groupe. Alors

nir : Bxty, ) (T, Tiw) — Extyg ) (VW)

I’homomorphisme d’évaluation en H, est un isomorphisme si et seulement
st pour tout sous-groupe J de G tel que H < J < Ng(H) et pour toute
extension 0 — W 5 U LV — 0 de kN (H)-modules, le module U, vu
comme kJ/H -module, ne posséde pas d’autres facteurs libres que ceur de W

et V.

Nous allons terminer cette section en traitant deux cas particuliers : le cas
des p-groupes et le cas ol le groupe G posseéde un p-sous-groupe de Sylow
normal. Dans ces deux cas, nous allons voir que si les modules V' et W sont
simples, autrement dit si nous sommes dans le cas des extensions entre fonc-
teurs simples, alors ’application ng est surjective, donc bijective, dans le
cas ou p est impair.

Le cas des p-groupes est en fait un corollaire du théoreme suivant :
Théoréme 2.5.9. Soit H un sous-groupe d’un groupe G et soitk le kNg(H)-
module trivial. Si p est impair, alors

EXt/Jk(G) (SH,]{H SH,k) = EthNG(H) (k, k) =~ Hom (NG’(H), k+)
ot Hom(Ng(H), k1) est lespace vectoriel des homomorphismes de groupes
de Ng(H) vers le groupe additif k™ de k.
Sip = 2, alors EXth(G’)(SH,k,SH,k) est isomorphe au sous-groupe des ex-

tensions U de k par k, telles que les éléments d’ordre 2 de Ng(H) agissent
trivialement sur U. Par conséquent,

EXth(G’)(SH,ka SH,k) = Hom (Ng(H)/IH, k‘+)

ot Iy est le sous-groupe de Ng(H) engendré par les involutions.
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Preuve : Pour I'isomorphisme entre Ext, 5 ) (k, k) et Hom (Na(H), k1),
voir [Ben91], propositions 3.14.2 et 3.14.3.

Intéressons-nous donc au premier isomorphisme. Vu la proposition 2.5.4,
Ext,, ) (Suk, Suk) = EthNG(H)(k’ k) si et seulement si pour tout sous-

groupe K/H de N¢(H)/H et pour toute extension 0 — W LULvV -0
de kN¢g(H)-modules, on V 2 k = W, nous avons I5(U)NW = IE(W).

Soit H < K < Ng(H). Si l'ordre du groupe K/H est premier a p, nous
obtenons que

IEO)ynw=U8nw =wk =15w)

vu que I'application [ I{I( : UM — UK est surjective. Supposons donc que p
divise l'ordre de K/H. Nous avons alors I5 (W) = [K : H]- W = 0. Soit
S/H = C}, un sous-groupe minimal de K/H, engendré par un élément g.
Comme 1% (k) =0 et que U/W =2V 2 k, nous obtenons que I5(U) C W.

Supposons p impair. Si x € U, alors gT = T ou T est I'image de x dans U/W,
qui est isomorphe au module trivial k. Il existe donc un élément w € W tel
que gr = x + w, et par conséquent,

- = p(p—1)
IS = i = 3 = _ = 0.
7(x) ZE_O g'z =px+ ZE_O Ww=pr+——w

1l s’ensuit que 15 (U) = 15 (I5,(U)) = I5(0) = 0, et ainsi,

IEO)nw=I1EWw)=0=15W).

Si p = 2 et que les éléments d’ordre 2 de Ng(H)/H agissent trivialement
sur U, alors gr = x pour tout z € U et comme avant, II‘?I(U) = 0, donc
IXWU) =o.

D’autre part, s’il existe un élément j € Ng(H) d’ordre 2 et un élément
z € U tel que jo =z +w avec w € W, w # 0, alors Ifj(z) = w # 0 ol
J/H = (j). Par conséquent, I7,(U)NW = I (U) # 0 = I{(W), donc une
telle extension U ne provient pas d’une extension de S par Sg -

0

Remarque : Le cas ou p est impair peut aussi étre vu comme une consé-
quence directe du corollaire 2.5.8. En effet, pour toute extension U de k
par k, le kP-module U est de dimension 2, donc il ne peut pas posséder
de facteur libre si P est un p-groupe non trivial. Pour p = 2, au contraire,
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cela devient possible et méme, cela se produit, comme nous ’avons vu dans
I’exemple de la page 91.

Comme le seul kP-module simple est le module trivial si P est un p-groupe
(voir la proposition 1.3.3), nous obtenons immédiatement le corollaire sui-
vant qui décrit entierement les groupes d’extension entre foncteurs simples,
associés a P, indexés par le méme sous-groupe :

Corollaire 2.5.10. Soit H un sous-groupe d’un p-groupe P. Si p est impair,
alors

Exty,, (p)(Swk, Suk) = Extyy, o (k. k) = Hom (Np(H), k™)

ot Hom(Np(H), k1) est l’espace vectoriel des homomorphismes de groupes
de Np(H) vers le groupe additif kT de k.

Sip = 2, alors EXtﬂk(P)(SH,k7SH7k) est isomorphe au sous-groupe des ex-
tensions U de k par k, telles que les éléments d’ordre 2 de Np(H) agissent
trivialement sur U. Par conséquent,

EXtﬂk(p)(SHﬁ, SH,k) =~ Hom (NP(H)/IH, k‘+)

ot Iy est le sous-groupe de N p(H) engendré par les involutions.

Traitons ensuite le cas ou le groupe G possede un sous-groupe de Sylow
normal :

Théoreme 2.5.11. Soient G un groupe possédant un p-sous-groupe de Sy-
low P normal, H < G et V, W des kNg(H)-modules simples. Si p est
impair, alors

Ext,, ) (Sav, Suw) = Extyg i (V. W).

Sip =2, alors Ext,, ) (Su,v,Su,w) est isomorphe au sous-groupe des ex-
tensions U de W par V telles que les éléments d’ordre 2 de Ng(H) agissent
trivialement sur U.

Preuve : Rappelons tout d’abord que par la proposition 2.4.1,

1 G G\ _ 1 Ng(H) N (H)
xS Sfw) = Exthy oo any (Ti5 ™ T ")
et comme NNG(H)(H) = Ng(H), nous obtenons TIJ{V,C{/(H) = ng‘;/(H) ot
Tg%H) = Sgcf,‘(/H), vu que les modules V' et W sont simples. Nous pou-

)

vons donc nous ramener au cas ol le sous-groupe H est normal.
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Par la proposition 2.5.4, le groupe Ext (S "yv,S H7W) est isomorphe au sous-
groupe de Ext(V, W) constitué des extensions U de V par W, telles que
IE(U)NW = IE(W) pour tout sous-groupe K de G contenant H. Fixons
donc une telle extension et un sous-groupe K/H de G/H. Distinguons en-
suite deux cas :

i) Si p divise 'ordre de K/H : comme P/(PNH) = PH/H est normal
dans G/H, il agit trivialement sur V et W (voir la remarque qui suit le
théoreme 1.3.7). Fixons J/H = C), engendré par g € G, un sous-groupe
de K/H d’ordre p. Comme J/H est un sous-groupe de PH/H, il agit
aussi trivialement sur V et W. Il s’ensuit que I (W) = IX(I,(W)) = 0.
De méme 15 (V) = 0 et comme U/W =V, cela implique I5(U) C W.
Supposons que p est impair.

Siz e U, alors gr = z+w avec w € W et donc, comme dans la preuve
du théoréme 2.5.9,

p—1 p—1 ( _1)
If(z) = 29% :px—i—ZOiw :px—i—]%w = 0.
1= 1=

Donc IE(U)NW = IK(IL(U)NW = 0 = I5(W); autrement dit
EXt(SH7v, SH,W) = EXt(V, W)

Si p =2 et que les éléments d’ordre 2 de Ng(H) agissent trivialement
sur U, alors gr = x pour tout x € U et comme avant, II[{((U) = 0.
Sinon, comme dans le cas des p-groupes, I5 (U)NW # IE(W).

ii) Sil’ordre de K/H est premier & p, nous obtenons, comme dans la preuve
du théoreme 2.5.9, que

IBYynw =URHE qw =wkH = 1Kmw)

vu que l'application I II{( : UH — UK est surjective. Par conséquent,
EXt(SH7v, SH,W) =~ Ext(V, W).

2.5.1 Exemple du groupe S,

Comme a la fin de la section précédente, nous allons utiliser les résultats
de cette section pour déterminer les groupes d’extension entre les foncteurs
de Mackey simples, indexés par le méme sous-groupe, associés au groupe
G = 84 et sur un corps k algébriquement clos, de caractéristique 2. Rappe-
lons que la liste compléte des foncteurs de Mackey simples associés a G est
donnée par : Sy, S1,v, S@M SCo ks SCsks SSs,ks 5174,k’ Svi ks SV, SCu ks
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SDg.kes Saqk €6 S i (voir la page 82).

De plus, vu le théoréme 2.5.9, EXtuk(G)(SH7ka SH i) est isomorphe au sous-
groupe des extensions U de k par k, telles que les éléments d’ordre 2 de
N¢(H) agissent trivialement sur U. Or Ng(H) est engendré par des éléments
d’ordre 2, pour tout H < S4. Par conséquent Ext,, (s,)(Sw k, Sux) = 0 pour
tout sous-groupe H de Sy.

Remarquons ensuite que I’évaluation en Vj induit un homomorphisme de
Ext,, ) (Svi,s, Svy,s) dans Extreg v, (S,S), qui est injectif (voir la propo-
sition 2.5.2). Or S est un kG/Vi-module projectif, vu qu’il s’identifie au
kSs-module simple de dimension 2, et par conséquent, le groupe précédent
est trivial, donc Ext,, (@) (Svy,s,Sv,,5) = 0.

I nous reste donc a calculer Ext(S; ,S1,v) et Ext(S1y,S1,v) et, de nou-
veau, I’évaluation en 1 induit un homomorphisme injectif de ces groupes dans
Extra(k, V) et Extrg(V, V) respectivement. Nous allons donc tout d’abord
déterminer ces groupes d’extension entre kG-modules afin d’obtenir des in-
formations sur les groupes d’extension entre foncteurs de Mackey correspon-
dants.

Commengons par calculer Extra(k, V). Rappelons que le sous-groupe Vj est
un 2-sous-groupe normal de G, donc il agit trivialement sur V' (voir la re-
marque qui suit le théoréme 1.3.7) ; autrement dit, V' possede une structure
de kG /Vi-module simple. Or G/V; = S3, donc Res§3(V) est le k£S3-module
simple de dimension 2, qui est également projectif. Par conséquent, le mo-
dule IndgsResga(V) est projectif (voir la proposition 1.3.6).

De plus, par la proposition 1.3.6,

Indg Resg, (V) =2 Indg, (k ®, Resg, (V)) =2 Indg, (k) @, V
donc il existe une surjection de IndggResgg(V) dans V. Finalement, comme
Indg3 Resg3 (V') est de dimension 8, il s’ensuit qu’il doit étre indécomposable,
vu la proposition 1.3.4. C’est donc la couverture projective Py, de V.
Vu la proposition 1.3.6,
0 # Homys, (k, k) = Homys, (k, Res%kz) = Homys, (Ind‘%(k‘), k)

donc il existe une suite exacte courte 0 — Q — Ind‘%(k‘) — k — 0, qui
induit, en tensorisant par V, la suite exacte courte suivante :

0> QR V - Py >V —0.
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Par ailleurs, cette suite nous permet d’obtenir la suite exacte longue suivante,
vu la proposition 1.2.20 :

0 — Homyg(V, k) — Homgg(Py, k) — Homgg(Q @ V. k)

— Ethg(V, kj) — 0
Comme le seul quotient simple du module Py est V, Homgg(Py,k) = 0
et, par conséquent, Extyg(V, k) = Homyg(V @ Q,k). Or, pour tous kG-
modules Uy, Us et Us, Homkg(Ul Rk UQ,U3) = Homk(;(Ul,(Ug)* Rk U3)
(voir [Alp86], lemme 3, section 7). Par suite

Homyq(Q ®5 V, k) = Homgq(Q, V* @ k) = Homya(Q, V)

ou le dernier isomorphisme se déduit du fait que V* ®, k = V* 2 V, car,
comme V est I'unique kG-module simple de dimension 2, il doit étre iso-
morphe a son dual. Il faut donc déterminer si le module simple V' est un
quotient de €. Dans ce but, nous allons commencer par déterminer la struc-
ture du module Ind§3(kz). Par la proposition 1.3.6,

Homys, (k, k) = Homyg (Indg, (), k) et Homys, (k, k) = Homyg (k, Indg, (k))

et, vu le lemme de Schur (voir la proposition 1.2.24), Homys, (k, k) = k. Par
conséquent, le module Indg3 (k) possede un unique sous-module isomorphe
au module trivial k£ et un unique quotient isomorphe a k. Comme le seul
autre kG-module simple est V', que

Homyg (Indg, (k), V) = Homys, (k, Resg, (V) = 0

et que

Homy (V, Indg, (k) = Homys, (Resg, (V), k) =0
car Resg?)(V) est un module simple non trivial, il s’ensuit que la téte et le
socle du module Ind§3(k) sont tous deux isomorphes au module trivial k.

Il faut ensuite déterminer les autres facteurs de composition de Indgs(k).
Remarquons tout d’abord que P, la couverture projective de k est égale
a Indg3 (k). En effet, en utilisant plusieurs fois la proposition 1.3.6, nous
obtenons les faits suivants : comme k est un kCs-module projectif, vu que
le corps k est de caractéristique 2, Indga(k) est un kG-module projectif.
Comme dimy (Indgg(k)) = 8, il est indécomposable et finalement, comme
Homyq (Imdg3 (k), k) = Homyc, (K, k) = k, alors Py, = Imdg3 (k). En utilisant
toujours la méme proposition, nous avons alors :

Homyg ( Py, Indg, (k)) = Homys, (Resg, Indg, (k), k)

o~ @ HOHI]CS3 (k [83/83 N gCg] , k)
9€[S3\G/S3]

= HOHlkSB(kSg/Cg, k:) O] HOInkSB(kSg/l, k:)
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donc dimk(Homkg(Pk,Indgg(k))) = 2 et, par conséquent, Indg?)(k) ne pos-

sede que deux facteurs de composition isomorphes a k. Les couches de la

série de Loewy de Indgg(k:) se représentent donc de la maniere suivante :
k

V' . Par conséquent, la téte de ) est égale a V, car c’est le noyau de la

k
surjection de Ind‘%(k‘) sur k.

Finalement, nous obtenons, a ’aide du lemme 2.1.2, que
Extrg(k, V) = EthG'(V*, k‘*) > Extrg(V, k) = Homgg(Q, V) = k.

ol nous avons utilisé le fait que kG = (kG)°P via automorphisme qui envoie
g sur g~ pour tout g € G.

Nous pouvons a présent déterminer Ext(S; ,S1,17). Vu ce qui précede, nous
savons que sa dimension sur k£ est au plus égale a 1 et, plus précisément, sa
dimension sera 1 si I'application d’évaluation en le sous-groupe trivial est
surjective. Cela est encore équivalent & demander que pour toute extension
de kG-modules 0 — V — E — k — 0, et pour tout sous-groupe J de G,
I} (E)nV = I{(V) (voir la proposition 2.5.4).

Nous avons vu que le module €) est unisériel et les couches de sa série de
‘ Vv . . . .
Loewy peuvent se représenter par ko Par conséquent, il existe une suite

exacte courte non scindée de la forme 0 — &k — Q@ — V — 0. Comme
V 2 V* et kX k", il existe ainsi, par dualité, une suite exacte courte non
scindée :

0—-V—-Q"—k—0.

Comme () est le noyau de la surjection de Indgs(k) sur k, nous pouvons
le déterminer explicitement, ainsi que son dual. Nous obtenons alors que le
kG-module Q* possede une k-base B = {e1, ez, e3} sur laquelle laction de
G est donnée de la maniere suivante : posons G = (a,b), avec a = (1234),
b = (12), alors ae; = eg, be; = e, aey = e3, beg = €1, aez = e1 + ea + e3 et
bes = e3. En particulier, V' s’identifie avec le sous-module de Q* engendré
par ez + ez et e; + es.

Considérons alors le sous-groupe J = ((12)(34)) de G. Comme J est un
sous-groupe de V4 qui est normal dans G, J agit trivialement sur V', donc
I/ (V) = |J|-V = 0. Par ailleurs, nous obtenons que I{ (2*) = vecty(e; +e2)
et par conséquent,

Q) NV = vecty(er + e2) # 0= I{ (V).
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Il s’ensuit que 'application d’évaluation en le sous-groupe trivial n’est pas
surjective, et donc

EX‘C(SLk, Sl,V) =0.

Intéressons-nous ensuite au groupe Extig(V, V). Vu la proposition 1.2.20,
la suite exacte courte 0 — Q ®, V — Py — V — 0 induit la suite exacte
longue suivante :

0 — Homyq(V,V) — Homig(Py, V) — Homyg(Q @, V, V)

— Exth(V, V) — 0

Comme Homyg(V,V) = k = Homyg(Py,V) (voir le lemme 1.2.24 et la
proposition 1.2.13), il s’ensuit que

Ethg(‘/, V) = Homkg(Q R V, V) = Homkg(Q, V* R V)
= Homkg(Q, V Rk V)

Le socle du module V ®; V est égal a k @ V. Explicitement, le module V'
possede deux générateurs z et y, et I'action de G = (a,b) est donnée par
ar =x+vy, ay =y, bx =y et by = x. Notons u et v les générateurs cor-
respondants de la deuxieme copie de V. Le module V ®; V' possede alors la
k-base {fi=2xz@u, fo=2®v, f3 =y u, f4 =y @v}. De plus vect(fa, f3)
est un sous-module de V ®;, V isomorphe a k et vect(f1+ fo+ f3, fo+ fs+ f1)
est un sous-module de V ®; V isomorphe a V.

Si f € Homyg (2, V ®g V), alors f ne peut pas étre injectif. En effet, si c’est
le cas, alors Q/k s’identifie & un sous-module de (V ®;, V') /k, qui est unisériel
car son socle est égal & V', vu ce qui précede. 1l s’ensuit que Q/k = (kdV)/k
et ainsi, 2 =2 V & k, ce qui contredit le fait que le socle de Q est égal a k.
Par conséquent, le noyau d’un homomorphisme non nul de € dans V ®; V
doit étre égal a k. Donc

Homkg(Q, V ® V) = Homkg(Q/k:, V ® V) = Homkg(V, V ®p V)

et ainsi, Extyo(V, V) = k.

Passons au calcul de Ext(S] v, S1,v). Comme auparavant, nous savons que sa
dimension sur k est au plus égale a 1 et, plus précisément, sa dimension sera
1 si lapplication d’évaluation en le sous-groupe trivial est surjective. Cela
est encore équivalent a demander que pour toute extension de kG-modules
0—V — E—V —0, et pour tout sous-groupe J de G, I (E)NV = I{ (V).
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Chapitre II. Groupes d’extension de degré 1

Commencons par construire une extension non triviale de V par V. Dans
ce but, il suffit de considérer ’homomorphisme d’inclusion canonique de V
dans k@ V, puis de suivre les isomorphismes ci-dessus. Cela nous permet de
construire une suite exacte courte non scindée :

0—-V-—->FEF—->V -0

ou E est possede une k-base {e1,¢2,¢€3,24} sur laquelle le groupe G = (a, b)
agit par ag; = €1 + €9, bey = €9, agos = €9, beg = €1, ag3 = €9 + €3 + &4,
bes = €4, ac4 = €1 +¢€4 et bey = €3. Le module engendré par 1 et 9 est alors
un sous-module de E isomorphe a V, et le quotient correspondant de E est
également isomorphe & V. Considérons le sous-groupe J' = (¢) = C3 de G,
ol ¢ = (123). Par calcul, nous obtenons que Iy (V) = 0 et que I/ (E) = V.
Donc

'(E)ynV=V£0=1/ V).

Il s’ensuit que 'application d’évaluation en le sous-groupe trivial n’est pas
surjective, et donc
EXt(SLv, Sl,V) = 0.

Nous pouvons a présent donner le tableau des valeurs de tous les groupes
d’extension entre foncteurs simples associés au groupe Sy :
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Stk | S1v | Seyp | Scok | Sk | Svik | Sva,s | Sy, k| SCuk | SSsk | SDsk | SAuk | Sck
S1k 0 0 k k 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S1v 0 0 k 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Séun 0 0 0 0 0 k| o 0 0 0 | 0
Scy k 0 0 k k k k 0 0 0 0
Sy k 0 0 0 0 0 k 0 0 0
SVik 0 0 0 0 0 k 0 0
Svi,s 0 0 0 0 0 0 0
St 0 0 0 k 0 | 0
Sy k 0 0 k 0 0
583,k 0 0 0 0
SDs k 0 0 0
S Ak 0 k
SG.k 0

TAB. II.1 — Les groupes d’extension de degré 1 des foncteurs de Mackey simples associé a Sy.







Chapitre 111

Extensions de degré
supérieur et résolutions
projectives

Comme nous 'avons vu dans le chapitre précédent, les groupes d’extension
de degré 1 entre foncteurs simples nous permettent de décrire la deuxieme
couche de la série de Loewy des foncteurs projectifs indécomposables cor-
respondants. Par ailleurs, si Spy est un foncteur de Mackey simple, sa
couverture projective est le foncteur Ppy, donc il existe une suite exacte
courte

0— Rad(PHy) — PHJ/ — SH7V — 0.

Par conséquent, si 'on connait la téte du module Rad(Py v ), qui est donnée
justement par la deuxiéme couche de la série de Loewy de Ppy, c’est-a-
dire Rad(Pyyv)/Rad?(Pyyv) = @, Su,.v;, alors nous pouvons construire le
début d’une résolution projective, qui sera de plus minimale, du foncteur
Su,v. Explicitement la situation est la suivante :

®D; Pu..v; Py y Sy 0

~ 7

Rad(Pp,v)

En résumé, les groupes d’extension de degré 1 nous permettent de déterminer
le début d’une résolution projective minimale d’un foncteur simple. En fait,
plus généralement, les groupes d’extension de degré supérieur vont nous
permettre de construire entierement ces résolutions, vu la section ci-apres.
Nous allons donc nous intéresser, dans ce chapitre, aux groupes d’extension
de degré supérieur ou égal a 1, entre foncteurs de Mackey simples, ainsi
qu’aux résolutions projectives minimales de ces mémes foncteurs. Pour ce
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Chapitre I1I. Extensions de degré supérieur et résolutions projectives

faire, nous allons nous placer dans le cas des groupes possédant un p-sous-
groupe de Sylow d’ordre p. En effet, sous cette hypothese, la structure des
foncteurs de Mackey projectifs indécomposables est décrite explicitement
dans [TW95]. Nous allons donc commencer par quelques rappels sur les
résolutions projectives minimales. Puis nous verrons que la résolution pro-
jective minimale des foncteurs de Mackey simples associés a un groupe G
possédant un p-sous-groupe de Sylow d’ordre p, est périodique. Finalement
nous étudierons le lien entre les groupes d’extension sur ’algebre de Mackey
et ceux sur l'algebre de Mackey cohomologique.

3.1 Résolutions projectives minimales : quelques
rappels

Fixons une k-algebre A de dimension finie sur un corps k algébriquement
clos. Une résolution projective minimale d’un A-module M est une résolution
projective de M dont les termes sont de dimension sur k aussi petite que
possible. Plus précisément, une telle résolution peut se définir de la maniere
suivante :

Définition 3.1.1. Une résolution projective
O o1 do
.—>P2—>P1—>PO—>M—>0
d’un A-module M est minimale si 6,,(P,) C Rad(P,_1) pour tout n > 0.

Comme nous allons le voir, dans le cas d’une k-algébre A de dimension finie,
une résolution projective minimale existe toujours et de plus, elle est unique.
Pour construire une telle résolution, nous avons besoin de la définition sui-
vante :

Définition 3.1.2. Soient A une k-algebre de dimension finie, M un A-
module et Pyy la couverture projective de M. Le translaté de Heller de M,
noté Q(M), est le noyau de la surjection de Pyy sur M. Il est défini a
isomorphisme prés, vu qu’il en va de méme pour Pyr. On définit ensuite,
par récurrence, Q" (M) par Q(Q"Y(M)), pour tout n > 2.

Proposition 3.1.3. Soient A une k-algébre de dimension finie et M un A-
module. Tout A-module posséde une unique résolution projective minimale.
De plus, si lalgébre A est auto-injective (voir définition 1.2.9), alors :
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3.1 Résolutions projectives minimales : quelques rappels

i) le module Q(M) ne posséde pas de facteur projectif,

i1) les seuls A-modules qui possédent une résolution projective finie sont
les modules projectifs.

Preuve : Pour I'existence d’une unique résolution projective minimale, voir
[Ben91], section 2.4. Supposons ensuite A auto-injective. Si @ est un fac-
teur projectif de (M), alors il est également injectif. Par conséquent, c’est
un facteur direct de Py, la couverture projective de M, ce qui contredit la
minimalité de Pys. Par conséquent, (M) ne peut pas posséder de facteur
projectif. Le point ii) découle alors de i). En effet, si un module non pro-
jectif possede une résolution projective finie, alors sa résolution projective
minimale est finie, donc un des noyaux des différentielles doit étre projectif,
ce qui contredit 1’assertion 1).

O

Remarque : La résolution projective minimale d’'un A-module M, ou A
est une k-algebre A de dimension finie, se calcule de la maniére suivante :
soit Py = Py la couverture projective de M. Il existe alors un homomor-
phisme surjectif oy : Py — M, dont le noyau est Q(M). En particulier, (M)
est contenu dans le radical de Py. On pose ensuite P = Pqyy), la couver-
ture projective du module (M), donc il existe un homomorphisme surjectif
¢ : Py — Q(M), dont le noyau est Q?(M). A nouveau, Q?(M) est contenu
dans Rad(P;). Puis on considére la couverture projective de Q2(M) et on
continue ainsi a construire la résolution projective de M.

Le probleme de déterminer la résolution projective d’un A-module M est
directement lié aux calculs des groupes d’extension entre M et n’importe
quel A-module simple, vu le résultat suivant :

Proposition 3.1.4. Soient A une k-algébre de dimension finie, M un A-
module et

(Pop): ...— P, 2P 22 2 P2 M —0

une résolution projective de M. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) (Pr,0x) est une résolution projective minimale de M.

ii) Si S est un A-module simple, alors pour tout n > 0,
Homy (P, S) = Exty (M, S).
i11) Si S est un A-module simple, alors pour tout n > 0, Homy4(p,,S) = 0.
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Chapitre I1I. Extensions de degré supérieur et résolutions projectives

iv) Si (Qx, €x) est une résolution projective de M, alors tout morphisme
de complexe de (P, px) dans (Qx,€x), qui prolonge lidentité sur M,
est injectif.

v) Si (Qx, €x) est une résolution projective de M, alors tout morphisme
de complexe de (Qx, €x) sur (Py,vy), qui prolonge l'identité sur M, est
surjectif.

De plus, si les assertions ci-dessus sont vérifiées, alors

P, = EB (Ps)dimk(Ext;(M,S))
S

ot S parcourt les classes d’isomorphisme de A-modules simples et ot Ps est
la couverture projective de S.

Preuve : Pour 'équivalence des assertions, voir [CTVEZ03|, proposition
3.2.3 (I’énoncé est donné pour une algebre de groupe kG ot G est un groupe
fini, mais il se généralise tel quel & une k-algebre de dimension finie, auto-
injective).

Supposons ensuite que les assertions sont vérifiées. Si P est un A-module
projectif, il existe des modules projectifs indécomposables Py, ..., P, tels que
P =P &®---®P,. Or tout module projectif indécomposable est la couverture
projective d’'un module simple, qui est sa téte (voir la proposition 1.2.13).
Donc il existe des modules simples Si,..., S, tels que P; = Pg, pour tout
1 =1,...,r. Par conséquent, si T est un A-module simple,

T T
Homy (P, T) = @HomA(R,T) = EBHOHIA(Sz‘,T)
i=1 i=1

et, par le lemme de Schur, la dimension de ce dernier terme est égale au
nombre de modules S; isomorphes & T, et par suite, au nombre de fois que
le module Pr apparait dans P. En résumé,

P— @ (PT)dimk (Homy (P,T))

T simples

En appliquant I’égalité précédente a P; et en utilisant I'isomorphisme entre
Ext’y (M, S) et Homa(FP,,S), pour tout A-module simple S, nous obtenons
le résultat cherché.

0

Une question importante qui se pose lorsque ’on travaille avec des résolutions
projectives minimales est de déterminer si elles sont périodiques. C’est un
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3.1 Résolutions projectives minimales : quelques rappels

probleme qui a été résolu dans le cas des algebres de groupes. En particulier,
si A = kG une algebre d’un groupe fini G, la complexité d’'un kG-module
M est le taux de croissance d’une résolution projective minimale de M. Par
exemple, M a une complexité nulle si et seulement s’il possede une résolution
projective finie, ce qui, en fait, n’arrive que si le module est projectif (voir
[Ben91], proposition 3.1.2). Le module M a une complexité de 1 si et seule-
ment si tous les modules de sa résolution minimale sont de dimension bornée.
Or il se trouve qu'un module a une complexité de 1 exactement lorsque sa
résolution projective minimale est périodique. Nous allons, dans la suite de
ce chapitre, nous intéresser a ce probléme pour I'algebre de Mackey, ui(G),
dans le cas ou le groupe G possede un p-sous-groupe de Sylow d’ordre p.

Soit M un A-module, ou A est une k-algebre de dimension finie, auto-
injective. Nous allons voir que pour montrer que la résolution projective
minimale d'un module M est périodique, il suffit de trouver une résolution
projective périodique de M. Mais avant cela, nous avons besoin de quelques
résultats préliminaires :

Lemme 3.1.5. (Schanuel)
Soient 0 > My - P - M — 0et0— My —» Py — M — 0 deux suites
exactes courtes de modules avec Py et Py projectifs. Alors My ® Py =2 Py Ms.

Preuve : voir [Ben91], lemme 1.5.3.

Proposition 3.1.6. Soient A une k-algébre de dimension finie et M, N
des A-modules de type fini. Pour toute suite exacte :

0-—N-—P = g o

ou les P; sont des A-modules projectifs, pour tout i, il existe une sous-suite
exacte :

0—N —P _,—...— P —M-—0

ou N’ est un facteur direct de N, P} est un facteur direct de P; et de plus,
P! est le im¢ terme de la résolution projective minimale de M, pour tout

1=1,...,n—1.

Preuve : Notons P/ le i®™e terme de la résolution projective minimale de
M, pour tout ¢ = 1,...,n — 1; et montrons, par récurrence sur i, que P/
est un facteur direct du module P;. Rappelons que Q"(M) est le noyau de
la r®™¢ différentielle de la résolution projective minimale de M et que P! est
la couverture projective de Q¢(M).
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Commencons par montrer le résultat suivant : si N est un A-module et P
est un A-module projectif tel qu’il existe une surjection ¢ : P — N, alors il
existe un module @ tel que P = Py & @ et que Ker(¢) = Q(N) & Q.

Comme P est un module projectif, il existe un homomorphisme h : P — Py
tel ¢ = ph ol p est la surjection canonique de Py sur N. En particulier,
h(P) est un sous-module de Py qui se surjecte sur N et par conséquent,
h(P) = Py par définition de la couverture projective ; en d’autres termes, h
est surjectif. Comme Py est projectif, il s’ensuit qu’il existe un module Q
tel que P = Py @ Q. Par ailleurs, le lemme de Schanuel (lemme 3.1.5), nous
dit que
Ker(p) ® PN ZQ(N) & P=Q(N)® Py @ Q.

Par conséquent, Ker(¢) = Q(N) & @ vu le théoreme de Krull-Schmidt
(théoreme 1.2.11).

Nous pouvons a présent démontrer la proposition. Vu ce qui précede, il
existe un module Qg tel que Py = Pl @& Qo et que Ker(dy) = Q(M) & Qo,
car P = Py et que Py se surjecte sur M. Comme Ker(dp) = Im(d;), P
se surjecte sur Qo qui est projectif, donc il existe un module P, tel que
P, = P; ® Q. Par conséquent,

(51 :51‘151 EBid:Pl@QO —>P0,EBQ0
et Im(d) € P;. Nous obtenons ainsi une nouvelle suite exacte :

I N
dn—1 5 = 9l olp
0—N-—P,_; = .. 2p 3 6—9M—>0

olt I est un facteur direct de P et ot le noyau de do|p; est égal & Q(M).

Supposons ensuite, par récurrence, qu’il existe une suite exacte :

~ Or—1lp 57"—2‘P’

6n71 61~ Pr_q / r—2
0O0—N—PFP,_, —...—FP_, — P_o, — ...—M-—70
olt P! est un facteur direct de P; pour i = 0,...,r — 2 et ol le noyau de

6r,2|P/_2 est égal Q"~!1(M). Comme auparavant, il existe un module Q,_;

tel que P,_1 = P/, ® Q,_ et que Ker (57"_1\15“1) =Q" (M) D Qr1.

Comme Ker(d,-1) = Im(d,), P, se surjecte sur Q,_1 qui est projectif, donc,
il existe un module P, tel que P, = P, ® Q,_; (sir =n, alors P, = N) et
que

67’ = 6r|ﬁr @id: P, 69627"71 — Prl'—l @Qrfl-
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3.1 Résolutions projectives minimales : quelques rappels

Nous obtenons donc une nouvelle suite exacte, en simplifiant les modules
Qr—1 et en remplagant I'application d, par ;| p.» e qui termine la preuve
de la proposition.

0

La proposition précédente nous permet a présent d’énoncer le résultat qui
nous intéresse :

Corollaire 3.1.7. Soient A une k-algébre de dimension finie auto-injective
et M un A-module indécomposable. Si M posséde une résolution projective
périodique de période n, alors soit M est projectif, soit la résolution projec-
tive minimale de M est périodique, de période divisant n.

Preuve : Supposons que M n’est pas projectif et qu’il posseéde une résolution
projective périodique, de période n. Il existe alors une suite exacte :

O—-M—->PFP,_1—-—>FP—>M-—0

ol les modules P; sont projectifs. Par la proposition 3.1.6, il existe alors une
suite exacte :
0—-M —-P, _,— =P, —-M-=0

ou P/ est isomorphe au i®™e terme de la résolution projective minimale
de M, pour tout ¢ = 1,...,n — 1. De plus, M’ est un facteur direct de
M qui doit étre non nul vu que le module M n’est pas projectif (voir la
proposition 3.1.3). Comme M est indécomposable, il s’ensuit que M’ = M.
Par conséquent, la résolution projective minimale de M est périodique, de

période divisant n.

O

Proposition 3.1.8. Soient A une k-algébre de dimension finie auto-injec-
tive et M un A-module, dont la résolution projective minimale est périodique
(ou finie). Alors la résolution projective minimale de chaque facteur di-
rect de M est également périodique. De plus, la période de chacune de
ces résolutions projectives minimales est un multiple de la période de la
résolution projective minimale de M.

Preuve : Supposons tout d’abord que M = P @ M’ ot P est un A-module
projectif. Comme la résolution projective minimale de M est périodique,
disons de période n, il existe une suite exacte :

0—M-5p, 2 5 p %
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ou les P; sont les modules projectifs apparaissant dans la résolution projec-
tive minimale de M, pour tout i = 0,...,n — 1; autrement dit, P; = Q'(M).
En particulier, Py = Py = P @ Pyp vu la proposition 1.2.15, et dp = id @ 4.
Par ailleurs, comme M s’injecte dans P,,_1 et que P est projectif donc in-
jectif, P doit étre un facteur de direct de P,,_;. Donc P,_1 = P @® P, _; et
1 =id @ 7'. Par conséquent, il existe une suite exacte de la forme :

il On—1 01 56

0—M —>P |-~ ...— P —->M—0.
Nous pouvons donc supposer que M ne possede pas de facteur projectif.
m

Ecrivons M = EB M; ou les M; sont des A-modules indécomposables, non
j=1
projectifs, et considérons la suite exacte :

0—M5p, S p %o
ou les P; sont les modules projectifs apparaissant dans la résolution projec-
tive minimale de M, pour tout ¢ =0,...,n — 1.

Pour tout j = 1,...,m, appelons ((Qj )ses dl) la résolution projective mini-
male de M;. Comme la couverture projective d’'une somme directe de mo-
dules est égale a la somme directe des couvertures projectives de chacun des

modules (voir la proposition 1.2.15), il s’ensuit que <@j(Qj)*,EBj dl) est
égale a la résolution projective minimale de M. Par conséquent, pour tout
j=1,...,m, Ker (dﬂ;fl) doit étre un facteur direct de M, qui est de plus
non nul (par la proposition 3.1.3, iii), M; ne peut pas posséder de résolution
projective finie vu qu’il n’est pas projectif). Donc il existe o € S, tel que
Ker (dg—1> = M), pour tout j = 1,...,m. Il s’ensuit que la résolution
projective minimale de M; est périodique, de période nu ot u est l'ordre de
la permutation o.

O

Contrairement a notre démarche précédente, nous allons utiliser la struc-
ture des foncteurs de Mackey projectifs indécomposables pour construire des
résolutions projectives minimales de foncteurs de Mackey. Par conséquent,
nous allons nous placer dans un cadre ol nous connaissons explicitement
la structure de tous les projectifs indécomposables : le cas ou G possede
un p-sous-groupe de Sylow normal d’ordre p. Ce cas correspond par ailleurs
exactement au cas ou l'algebre de Mackey est auto-injective, ce qui nous
permet d’appliquer les résultats de cette section.
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3.2 Les groupes possédant un p-sous-groupe de Sy-
low d’ordre p

Fixons un groupe G possédant un p-sous-groupe de Sylow C' = C,, cy-
clique d’ordre p. Comme les catégories Macky (G, J) et Macky(Ng(J),1)
sont équivalentes pour tout sous-groupe p-parfait J (voir le théoreme 1.7.8),
nous pouvons nous placer dans Macky (G, 1), autrement dit, considérer uni-
quement les foncteurs de Mackey dont les facteurs de composition sont in-
dexés par des p-sous-groupes (voir la section 1.7).

Commencons par traiter le cas ou le sous-groupe C est normal. Dans ce
cas, si V est un kG-module simple, Resg(V) doit étre semi-simple par le
théoreme de Clifford (voir le théoreme 1.3.7) et, en particulier, C agit tri-
vialement sur V. Par conséquent, tout kG-module simple est également un
kG /C-module simple.

Soit B un bloc de kG (pour la définition de bloc, voir la page 43) et soient
V1,..., Ve les modules simples appartenant a ce bloc. Ces modules sont tous
de la méme dimension et e divise p — 1. De plus, pour chaque 1 <i <e, la
couverture projective Py, du module V; est unisérielle et il est possible de
numéroter ces modules de sorte que la série de Loewy de Py, soit la suivante :

Vi

Vit
Py, =
Vi1
Vi

ot les indices 7 sont pris modulo e, oil chaque Vj, pour j # i, apparait p—gl fois
et ou V; apparait p_;l +1 fois (pour les détails, voir [Alp86], sections 5 et 17).

Par le théoreme 1.7.9, les blocs de kG sont en bijection avec les blocs de
Macky (G, 1), et par conséquent, a B correspond un bloc b dans Mack (G, 1).
De plus les foncteurs de Mackey simples appartenant a ce bloc b doivent étre
indexés par un p-sous-groupe de G, vu qu’ils appartiennent a Mack (G, 1).
IlIs sont donc de la forme Siy ou Scv, pour un kG-module simple V,
appartenant au bloc B (voir la remarque qui suit le théoréme 1.7.9). Par
conséquent, les foncteurs de Mackey simples de b sont les Sy v, et Sc,v, pour
1=1,...,e.

Dans cette situation, la structure des foncteurs de Mackey projectifs du bloc
b peut étre décrite explicitement, grace au résultat suivant de Thévenaz et
Webb :
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Théoreme 3.2.1. Avec les notations précédentes, si 1 < i <e, le foncteur
projectif Pcy, est unisériel et sa série de Loewy est donnée par

Sc,v,
Foyv, = Sy,
Sc,v,

Le foncteur projectif Py, posséde un socle simple, isomorphe a Siy;, et
Rad(Py,y;)/Soc(Pry;) = M; & Sc,v, ou M; est un module unisériel dont la
série de Loewy est la suivante :

SLViH
S1,Viso
S1Vi,
S1vi

ou chaque facteur de composition Sy v;, pour j # i, apparait p%l fois et ou
S1,v; apparait p—;l — 1 fois. En d’autres termes, la série de Loewy de Py y;
est €gale a :

SLVi
ou chaque facteur de composition Sy v;, pour j # i, apparait p%l fois et ou
Vi apparait p—gl +1 fois.
Preuve : voir [TW95], théoreme 20.1.

Remarque : Dans le cas ou p = 2, alors e doit diviser p — 1, donc e =1 et
M = 0. Par conséquent, le seul kG-module simple est le module trivial &k et
la série de Loewy du foncteur projectif P j, est égale a :

Commencons par étudier le cas ou P = C), est le groupe cyclique d’ordre
p. Dans ce cas, le seul kP-module simple est le module trivial k (voir la
proposition 1.3.3), et il y a deux foncteurs de Mackey simples : S = Sy, et
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Sy, = Sp, dont les couvertures projectives respectives sont notées Py = P,
et P, = Ppy. Le foncteur Py peut étre décrit explicitement a l’aide du
théoreme 1.5.4 qui affirme que P, = F'Pp, ou P}, est la couverture projective
du module trivial k. Dans notre cas, P, = kP (voir la proposition 1.3.3) et,
par suite, P, = F'Pyp. En particulier, P;(1) = kP et

Pi(P) = (kP)? = kwp =k on wp = Zg.
geP

Donc les facteurs de composition de P; sont p fois S; et une fois S, (voir la
remarque qui suit la proposition 1.4.12).

Supposons que p # 2. Vu le théoreme 3.2.1, Rad(P;)/Soc(P;) = M & S, ou
M est unisériel et possede une unique série de composition, de longueur p—2,
dont tous les facteurs sont isomorphes a S;. Par conséquent, les couches de
la série de Loewy de P; peuvent se représenter de la maniere suivante :

S

S1
S1
Notons encore M et N les sous-foncteurs de P; définis par M = M /Soc(P;)
et Sp = N /Soc(P), respectivement. Comme M et S, sont unisériels, et que
le socle de M et celui de N sont tous deux égaux a Soc(Py), il s’ensuit que
M est unisériel avec p — 1 fois le facteur de composition S; et que N est

unisériel avec deux facteurs de composition : son socle égal a Sy et sa téte
égale a S,

Si p = 2, les couches de la série de Loewy de P; peuvent se représenter par
S1

Py = S, , vu la remarque qui suit le théoreme 3.2.1.
Si

Le foncteur P, peut quant a lui étre décrit par le théoreme 1.5.2 qui affirme
que le foncteur de Burnside est isomorphe a :

H<P

Comme S1(P) = 0 et que Sy(P) = k, il s’ensuit que BY = P,. Par suite
P,(1) = k1/1 = k, o1 1/1 est le 1-ensemble qui engendre B(1) ; et de méme,
P,(P) = B(P) = kP/1® kP/P, ou P/1 et P/P sont les P-ensembles qui
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engendrent B(P) (voir ’exemple du foncteur de Burnside a la page 13). Par
conséquent les facteurs de composition de P, sont deux fois .S}, et une fois .Sy
(vu la remarque qui suit la proposition 1.4.12). De plus, le théoréeme 3.2.1
montre que les couches de la série de Loewy de P, peuvent se représenter
de la manieére suivante :

Sp
P,= S
Sp

Nous allons tout d’abord construire une résolution projective minimale du
foncteur simple S, :

Proposition 3.2.2. Soit P = C,, le groupe cyclique d’ordre p. Le foncteur de
Mackey simple S, = Spy, posséde une résolution projective minimale pério-
dique, de période 4. Plus précisément, sa résolution projective minimale est
donnée par :

3 — Q2 — Q1 — Qo — 5, —0

.~ ) Pp=Ppy sij=0,3 mod4
OUQ]—{H:PM sij=1,2 mod 4

Preuve : Supposons que p # 2. En utilisant les couches de la série de Loewy
du foncteur P, décrites précédemment, nous obtenons que P, se surjecte sur
Sp. Le noyau de cette application est égal a R = Rad(P,), qui possede deux
facteurs de composition S et S}, et dont le socle est S,. Par conséquent la
téte de R est égale a S et, par suite, sa couverture projective est égale a
Py, car la couverture projective d'un module U est égale a la couverture
projective de la téte de U (voir la remarque iii) qui suit la proposition
1.2.15). 11 faut ensuite comprendre quel est le noyau de la surjection de Py
sur R. Pour cela, remarquons que le quotient P;/ M posséde deux facteurs
de composition : S; et S, et que la téte de ce quotient est égale a Sy, vu
que S est I'unique quotient simple de P;. Par conséquent, P;/ M = R, et de
plus, la couverture projective de M est égale a P;, vu que c’est un module
unisériel avec tous ses facteurs de composition égaux a S;. La situation est
donc la suivante :

NSNS

Le noyau de la surjection de P sur M posséde deux facteurs de composition :
S et Sp,. De plus, son socle est égal a S7 du fait que le socle de Py est Sp. Par

Sp 0
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3.2 Les groupes possédant un p-sous-groupe de Sylow d’ordre p

conséquent, ce noyau est isomorphe a N. De plus, la couverture projective
de N est égale & la couverture projective de la téte de N, qui est Sp, donc
Py = P,. Finalement, le noyau de la surjection de P, sur N ne posséde
qu’un facteur de composition : S, autrement dit, il est simple. En résumé,

nous avons :

S/Pp\ N/Pl \M/Pl\R/Pp

A partir de ce point, il suffit de répéter la suite d’applications ci-dessus, en
repartant de S, pour obtenir une résolution projective minimale de .S, qui
est périodique, de période 4, et qui est égale a :

-—>Pp—>P1—>P1—)Pp—>Pp—>P1—>P1—>Pp—>Sp—>0

d’ou le résultat, lorsque p est impair.

Supposons ensuite que p = 2. Rappelons que dans ce cas, P; et P’ sont tous

S1 S
deux unisériels et que leurs séries de Loewy sont P, = Sy et P, = 57,
S So

respectivement. Comme dans le cas ou p est impair, la couverture projective
de Sy est P, et le noyau de la surjection de Py sur Sy est R = Rad(P), qui
posseéde deux facteurs de composition : S et So, et dont le socle est Sy. Par
conséquent, la couverture projective de R est Pj et, cette fois, le noyau de
la surjection de P; sur R est simple, égal a Si. La couverture projective de
S est P; et le noyau correspondant est égal R’ = Rad(P;) qui possede deux
facteurs de composition : Sy et S, et dont le socle est S;. Par conséquent,
la couverture projective de R’ est P, et, comme dans le cas précédent, le
noyau de la surjection de P, sur R’ est simple, isomorphe & Sy. En résumé,
la situation est la suivante :

SN NN

De nouveau, il suffit de répéter la suite d’applications ci-dessus, en repartant
de So pour obtenir le résultat lorsque p = 2.

Sy —=0

O

121



Chapitre I1I. Extensions de degré supérieur et résolutions projectives

Remarque : Lorsque p = 2, la preuve précédente nous permet de construire
une résolution projective minimale de S7, vu que S; apparait parmi les
noyaux de la résolution projective de S,. Explicitement, cette résolution est
donnée par

—-P—-P—-P—-P—-P P —-P—-P -5 —=0

et elle est également périodique, de période 4.

Traitons ensuite le cas du foncteur simple S;. Cette fois, nous allons déter-
miner explicitement les homomorphismes qui apparaissent dans sa résolution
projective minimale, et dans ce but, le résultat suivant nous sera utile, vu
quePp:BP et P, = B! Tf :

Proposition 3.2.3. Soient M un foncteur de Mackey associé a un groupe
G et m € M(G). Il existe un unique morphisme de foncteur de Mackey de
B dans M, qui envoie G /G sur m.

Preuve : voir [TW95], corollaire 8.2.

Par conséquent, si M est un foncteur de Mackey associé a un groupe G et
que H est un sous-groupe de G, pour définir un homomorphisme de B T%
dans M, il suffit de choisir un élément m € M (H). En effet, vu la proposition
précédente, il existe alors un unique homomorphisme de B¥ dans M l% qui
envoie H/H sur m. Puis par adjonction (voir la proposition 1.4.3), nous ob-
tenons un homomorphisme de BY Tg dans M. Cette adjonction est donnée
explicitement de la maniére suivante : soient H < G, M € Macky(H) et
N € Macky(G). Nous avons alors

g Homy,, () (M, N |§7) = Homy,, g1y (M 1%, N)
et, pour ¢ € Hom,, g (M, N %) et K <G,

nle)(K): M 15 (K)= @  M(HNK) — N(K)

9EIK\G/H]
est définie par
N EK) (wg)gerrnarm) = Y. Iifinw cg o(H N K9)(xy)
gE[K\G/H]

(voir la preuve de la proposition 4.2 de [TW90]).
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Proposition 3.2.4. Soit P = C), le groupe cyclique d’ordre p. Le foncteur de
Mackey simple S1 = Sy, posséde une résolution projective minimale pério-
dique, de période 4. Plus précisément, sa résolution projective minimale est
donnée par :

= Q3 — Q2 — Q1 — Qo — 51 — 0

Qs — P st j=0,3 mod 4,
MHRIT\ PoP, sij=1,2mod4,
. | P s1j=0,3 mod4, .
e“’“Qﬂ_{Pp sij=1,2mod4, SP=%

st p est un mombre premier impair

Preuve : Si p = 2, le résultat découle de la preuve de la proposition 3.2.2
(et plus précisément, de la remarque qui suit la preuve).

Supposons que p # 2. Nous allons construire explicitement les homomor-
phismes de cette résolution car contrairement a la résolution projective mi-
nimale de ), les noyaux qui apparaissent ne sont plus unisériels. Rappelons
que P, = BY et que P, = FP.p = B*1¥. Le foncteur P, se représente donc
de la maniére suivante :

P,(P) = kP/1 & kP/P

I}\ /%f

P(1)=  ki/1

et toutes les conjugaisons sont triviales (pour les applications d’induction,
de restriction et de conjugaison d'un foncteur de Burnside, voir la page 13).

Posons P = (h) et kP = vectg(vi,...,vp) ot v; = (h — 1)%, pour tout
i =1...,p. Alors hv; = v; + vi41 si i < p et hv, = v,. Le foncteur P; se
représente alors de la maniere suivante :

Pl(P) = k?}p
I

f’/ X%f
Pi(1) = kv ®---® kvp
et la conjugaison par le générateur h de P est définie par cp,(v;) = v; + viy1

si i < p et cp(vp) = v, (pour les applications d’induction, de restriction et
de conjugaison d’un foncteur point fixe, voir la page 14).

La couverture projective du foncteur S; est égale a P; par définition. De
plus, vu ce qui précede, pour définir une application de P, = B! Tf dans
S1, il suffit de choisir un élément m € S;(1) = k. Choisissons alors I’élément
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m = 1, ce qui nous donne, a ’aide de la formule qui précede cette proposition,
Papplication ay : P, — S7 définie par ag(P) =0 et

a(l): kP — k
Z)\gg — Ag
geP geP

autrement dit, «1(1) est 'homomorphisme d’augmentation.

Soit K7 le noyau de «y. Alors Kj est le sous-foncteur de P; défini par
Kq(P) = kv, = k et Ki(1) = Rad(kP) = vecty(v,...,vp), avec les appli-
cations de restriction, d’induction et de conjugaison induites par celles de
P. Par suite, le radical de K est donné par Rad(K)(1) = vecty(vs, ..., vp)
et Rad(K;)(P) = 0, d’ou Hd(K;) = K;/Rad(K;) = S; @ Sp. 1l s’ensuit
que la couverture projective de K est égale a P; & P, (en utilisant comme
avant la remarque iii) qui suit la proposition 1.2.15). Il faut donc définir une
application ap de P; ® P, dans P; dont I'image est égale a K.

Commencons par définir f : P, — P;. Comme avant, il suffit de choisir
un élément dans Pi(1) = kP. Vu que K;(1) = Rad(kP) qui est engendré,
comme kP-module par vo = h— 1, c’est ’élément v que nous allons choisir.
L’application By correspondante est alors définie par

ﬁg(l) . kP — kP

x +— (h—1)x

Bo(P): kv, — kvp
Mo, — IF(Awn) =0
donc fB2(P) = 0.

Définissons ensuite vy : B, — Pj. Cette fois, il faut choisir un élément dans
P (P) = kv, et le choix canonique est v, € kv,. L’application correspon-
dante 9 est alors définie par

Y2(P) : B(P) — kv,
M- P/1+ X P/P +— MIT(vy)+ X2 vy =g vy

v2(1) : B(1) — kP
AT e (PRI PIP) = Aoy

Posons alors ag = o + 72 : PL ® P, — P et Ko = Ker(ag). De par sa
définition, g est bien un morphisme de foncteurs de Mackey, dont I'image
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est égale a K. Il faut a présent déterminer la couverture projective du
foncteur Ks.

Remarquons tout d’abord que K3(1) = vecty(vp, —vp—1 +1/1) C kP & B(1)
et que Ky(P) = kv, ® kP/1 C kv, & B(P). Par conséquent, le foncteur Ko
peut se représenter de la maniere suivante :

Ky(P)= kv, ®  kP/1

J{Rf TI{D

Ky(1) = kv, @ k(—vp,+1/1)

et la conjugaison par le générateur h de P est donnée par cj(vp) = vy et
cn(—vp—1 +1/1) = —vp + (—vp—1 + 1/1). Le radical de K3 est donc donné
par Rad(K32)(1) = kv, et Rad(K>2)(P) = kP/1. 1l s’ensuit que

Hd(KQ) = KQ/Rad(KQ) =S5 ® Sp.

Comme avant, nous en déduisons que la couverture projective de Ko est
égale a P; @ P,, et nous devons définir un morphisme a3 : PL®&FP, — PL® P,
dont I'image est Ks.

Tout d’abord définissons B3 : Pi — P; @ P,. Il faut donc choisir un élément
dans kP & B(1) contenu dans K5(1) = vecty(vp, —vp—1 +1/1). Plus précisé-
ment, il faut que O3 se surjecte sur le quotient de K5 isomorphe & S7. Comme
(K2/Rad(K32))(1) = k(—vp—1 + 1/1), I'élément que nous allons choisir est
—vp—1 + 1/1. Par suite, nous obtenons un morphisme (3, qui est défini par

Bs(1): kP — kP @ B(1)
r +— (=(h—=1)P22,¢(x)-1/1)

ol € est ’homomorphisme d’augmentation. En particulier, si 'on exprime x
en fonction des v;, c’est-a-dire x = Ay - vy + -+ + Ay - vp, alors

Bs(1)(x) = (=M1 - vp—1 — A2 - vp, A1 - 1/1)
L’évaluation de (B3 en P est définie par

B3(P): kv, — kv, ® B(P)
Av, +— (0,\-P/1)

Définissons ensuite v3 : P, — P1®F,. Comme avant, il faut que 3 se surjecte
sur le quotient de K3 isomorphe S,. Comme (K3/Rad(K>))(P) = kvp, 73
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sera ’homomorphisme correspondant a I'élément (v,,0) € Ka(P), et défini
par
~v3(P) : B(P) — kv, & B(P)

A P/1+ X2 P/P v M (vp,0) + Aa - (0, 0) = X2 - (v, 0)

~v3(1) : B(1) — kP ® B(1)
A-1/1 — v3(P)(RY (A, 0)) = (Avp, 0)
Par suite, a3 = B3 + 3 : P @ B, — P; © P, est un morphisme de foncteurs

de Mackey, dont I'image est égale & Ks. Posons alors K3 = Ker(as). La
situation est alors la suivante :

PL®P, P opP,—= S —

/\/\/

Remarquons ensuite que K3(1) = vecty(va+1/1,v3,...,v,) C kP @& B(1) et
que K3(P) = kP/1. Donc K3 se représente de la maniére suivante :

K3(P) = kP/1

IlP/

K3(1): k(vg@l/l) ) k’l)?,@“‘@k'l)p

et la conjugaison par le générateur h de P est définie par cp,(v;) = v; + viy1
pour 2 < i < p, c(vp) = vp et cp(va +1/1) = (v2 +1/1) + vs.

Par suite, le radical de K3 est donné par Rad(K3)(1) = vecty(vs, ..., vp) et
Rad(K3)(P) = kP/1. 1l s’ensuit que Hd(K3) = K3/Rad(K3) = S, donc la
couverture projective de K3 est égale a P;. Il nous faut finalement définir
un morphisme a4 : P — P; @ P, dont I'image est K3.

Pour cela, il faut choisir un élément de kP @ B(1) appartenant a Ks(1).
Comme a4 doit se surjecter sur le quotient de K3 isomorphe a S; et vu
que (K3/Rad(K3))(1) = k(va + 1/1), 'élément que nous allons choisir sera
v + 1/1. L’application ay est alors définie par
ay(l): kP — kP @ B(1)
x +— ((h—1x,e(x)-1/1)
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ol € est ’homomorphisme d’augmentation. En particulier, si 'on exprime x
en fonction des v;, c’est-a-dire x = Ay - vy + -+ + Ay - vp, alors

014(1)(56) = ()\1 S0 I >‘p71 . ’Up,)\l . 1/1)
L’évaluation de a4 en P est définie par
as(P): kv, — kv, ® B(P)
Av, — (0,A-P/1)

Posons K4 = Ker(au). Nous avons alors K4(1) = kv, et K4(P) = 0, donc
Ky =2 51. Par conséquent, nous avons :

(631

P ®P, ey —

/\/\/\/

11 suffit donc de répéter la suite d’applications ci-dessus en repartant de Sp
pour obtenir une résolution projective minimale de S;. Cette derniere sera
donc égale a

51—>O

PP, —-P P —-P P, —-P &P —P —5—0

d’ou le résultat.
O

Les propositions 3.1.4, 3.2.2 et 3.2.4 nous permettent de calculer les groupes
d’extension entre foncteurs simples pour le groupe cyclique d’ordre p :

Proposition 3.2.5. Soient P le groupe cyclique d’ordre p et S1 = Sy,
Sy, = Spp, les deux foncteurs de Mackey simples associés a P. Alors

; k sij=1,2 mod4
J _ ) ’
Ext,, (P)(Sp’sl) EXtuk(P)(Sl’Sp) - { 0 sij=0,3 mod4,

k sij=0,3 mod4
J _ ) ’
Exty, () (S Sp) = { 0 sij=1,2 mod4,

Ext’ (S1,81) = k pour tout j >0, sip # 2, et

s (P)
k sij=0,3 mod 4,

Ext), (p) (51, 51) :{ 0 sij=12modd “P=%
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Preuve : Les propositions 3.2.2 et 3.2.4 nous fournissent des résolutions
projectives minimales des foncteurs simples Sy et S, :

-—-P,-P—-P—-P,—-FP,—-P =P —-PF—5—0

PP, P —-P —-P &P, —-P &P —P —5—0
sip# 2.

Si p = 2, la résolution projective minimale du foncteur S7 devient :
=P —->P—->P—>P—->P P —5 —0.

Il suffit alors d’appliquer la proposition 3.1.4, qui nous dit que la dimension

sur k de Exti +(P) (T,S), ou T et S sont des foncteurs simples, est égale au

nombre de fois ot Pg apparait dans le j°™¢ terme d’une résolution projective
minimale de T'.

0

Intéressons-nous ensuite au cas ou G est un groupe possédant un p-sous-
groupe de Sylow C normal, cyclique d’ordre p. Dans ce cas, nous pouvons
construire une résolution projective minimale des foncteurs simples indexés
par C, de maniere analogue au cas de C), :

Proposition 3.2.6. Soient G un groupe possédant un p-sous-groupe de Sy-
low C, normal, cyclique d’ordre p, b un bloc de foncteurs de Mackey dans
Macky (G, 1) et B le bloc correspondant de kG.

Notons, comme auparavant, Vq,...,V, les kG-modules simples dans B, ou
les indices sont pris modulo e. Fizons 1 < i < e. Le foncteur de Mackey
simple Sc v, possede alors la résolution projective minimale :

.— Biy3 — Biyo — Biy1 — B; — Sc,v;, — 0

ou Bj désigne la suite exacte suivante : Poy, , — Piv,,, — Py, = Py,
pour tout 5 = 1,...,e. En particulier, cette résolution est périodique, de
période 4e.

Preuve : Si p = 2, alors e doit diviser p — 1, donc e = 1. Le seul foncteur
de Mackey simple indexé par C, est alors S¢ . et nous obtenons le résultat
en utilisant la méme preuve que celle de la proposition 3.2.2.

Supposons alors que p # 2. Nous allons faire une preuve analogue a celle
de la proposition 3.2.2, en utilisant la structure des foncteurs de Mackey
projectifs indécomposables, donnée dans le théoreme 3.2.1.
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La couverture projective de Sc,v; est égale a P y; et le noyau de cette surjec-
tion est R; = Rad(Pcy;). Or R; possede deux facteurs de composition : Sy,
et Sc,v;, et son socle est Scy; vu que c’est le cas de Pgy;. Par conséquent,
la téte de R; est égale a Sy, donc la couverture projective de R; est Py y;
(vu la remarque iii) qui suit la proposition 1.2.15).

Il faut donc étudier le noyau de la surjection de Py y; sur R;. Rappelons
que, vu le théoreme 3.2.1, Rad(Py,v;)/Soc(Pyy,) = M; ® Sc,v,, ou M; est un
module unisériel dont la série de Loewy est la suivante :

Sl,Vi+1
S1,Visz
51,V
Sv;
Appelons M; (respectivement Ni), le sous-foncteur de R; qui est défini par
M;/Soc(Pyy,) = M; (respectivement N;/Soc(Pyyv;) = Scv;). Le foncteur
Pl,w/Mz‘ possede alors deux facteurs de composition St y; et Sc y;. De plus,
sa téte doit étre égale a S1y;, vu que Sy y; est I'unique quotient simple de
Py y,. 1l s’ensuit que Pl,w/Mz‘ =~ R;. Comme le module M; est unisériel et
que sa téte est égale a Sy, ,, il en va de méme pour M;. Donc la couverture
projective de M; est égale & Py, . En résumé, la situation est la suivante :

Scv, —0

Py, Py, Fey,

Le noyau de la surjection de Py, sur M; posséde & nouveau deux facteurs
de composition : Syv;,, et Scv;,,. Comme c’est un sous-foncteur de P v;, ,,
son socle doit étre égal a Sy, ,. Par conséquent, ce noyau est isomorphe
au foncteur ]\7¢+1 défini ci-dessus. De plus, sa couverture projective est égale
a Py, . Finalement, remarquons que le noyau de la surjection de Py, ,
sur ]\7H1 n’a qu’un seul facteur de composition qui est Sc,y,,, ; autrement
dit, il est simple. La résolution projective de Sc v, se prolonge donc de la
maniere suivante :

Fovy, Py, Py, Feyy, Scvi

A WVAVAWY,

SC,ViH N1
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Comme la suite d’applications ci-dessus est définie pour tout ¢ = 1,... e,
il suffit de la répéter a partir du foncteur Scy, , en décalant les indices
a chaque fois pour obtenir une résolution projective minimale du foncteur
Sc,v;, ce qui termine la preuve de la proposition.

0

La proposition précédente nous permet donc de calculer une partie des
groupes d’extension entre foncteurs simples :

Proposition 3.2.7. Soit G un groupe possédant un p-sous-groupe de Sy-
low C, normal, cyclique d’ordre p, b un bloc de foncteurs de Mackey dans
Macky (G, 1) et B le bloc correspondant de kG.

Notons, comme avant, V1, ..., V, les kG-modules simples dans B, ou les in-
dices sont pris modulo e. Pour 1 < i,j < e, appelons x;; l’entier compris
entre 1 et e, tel que x; ; = j — 1 mod e et y; ; Uentier compris entre 1 et e,
tel que y;; =j —1i—1 mod e. Alors

k sin=4dx;;,4z;,; — 1 mod 4e,
EXtZZk(G) (507%’50,‘/}') = { 0 2] 2,J

sinon,

k sin=4y;;+2,4y;; +5 mod 4e,
Bxtl o (SoarsS1s) = { SRR

Sinon.

Preuve : Il suffit d’utiliser la résolution projective minimale de S¢ y;, pour
tout 1 < ¢ < e, donnée dans la proposition 3.2.6, puis d’appliquer la pro-
position 3.1.4, qui nous dit que la dimension sur k£ de Ethk(G) (T,S),onT
et S sont des foncteurs simples, est égale au nombre de fois o Ps apparait
dans le n®™€ terme d’une résolution projective minimale de 7T'.

0

Par ailleurs, si G est un groupe possédant un p-sous-groupe de Sylow C
d’ordre p (pas forcément normal), en utilisant la proposition 3.2.6, nous
obtenons que les foncteurs simples indexés par C possedent une résolution
projective minimale périodique, méme si nous ne pouvons pas la calculer
explicitement ; autrement dit nous avons le résultat suivant :

Corollaire 3.2.8. Soient G un groupe possédant un p-sous-groupe de Sylow
C d’ordre p et V un kNg(C)-module simple. Le foncteur de Mackey simple
Sgy posséde alors une résolution projective périodique, de période divisant
de, ou e est le nombre de modules simples appartenant au méme bloc de
N¢a(C) que le module V.
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Preuve : En utilisant la définition du foncteur Sgy, nous obtenons que
Sgy = Sgc‘;,(c) ng(c). Vu la proposition 3.2.6, la résolution projective mi-

nimale, (P,), du foncteur Sg?/(c) est périodique, de période 4e, ol e est le
nombre de modules simples appartenant au méme bloc de Ng(C) que le
module V.

Appliquons ensuite le foncteur d’induction de Ng(C) a G a la résolution
(P,). Comme le foncteur d’induction est exact (proposition 1.4.3) et que l'in-
duit d’un foncteur de Mackey projectif est projectif (proposition 1.5.5), nous
obtenons une résolution projective de Sg,v qui est, en particulier, périodique.
Le corollaire 3.1.7 nous dit alors que la résolution projective minimale de
Sgy est également périodique, de période divisant 4e, vu que le foncteur
Sgy n’est pas projectif car C' n’est pas un sous-groupe p-parfait de G (voir
[TW95], corollaire 17.3).

0

Il nous reste a déterminer une résolution projective des foncteurs simples
Siy, pour ¢ = 1,...,e. Comme dans le cas du groupe cyclique d’ordre p,
c’est un probleme plus difficile, car les noyaux qui apparaissent dans une
telle résolution ne sont plus unisériels. Nous allons donc traiter uniquement
le cas dans lequel le groupe G est égal au produit semi-direct C' x Ce, ou
C = (), ou e divise p — 1 et ot C, agit fidelement sur C.

Remarquons que ce cas est le cas fondamental dans le cadre des algebres de
groupes kG, ou G est un groupe possédant un p-sous-groupe de Sylow d’ordre
p. En effet, on peut montrer que si B est un bloc de 'algebre kNg(C'), alors
B est Morita-équivalent a I’algebre k(C' x C.), ou e divise p— 1 et ou C, agit
fidelement sur C'; autrement dit la catégorie des B-modules est équivalente
a la catégorie des k(C x C.)-modules, et les modules simples et projectifs
sont préservés par cette équivalence (voir [Ben91], proposition 6.5.4 et sec-
tion 2.2).

Si G = C x C,, alors I'algebre de groupe kG ne possede qu’'un seul bloc, qui
contient donc tous les kG-module simples, qui sont, comme auparavant, des
kG /C-modules simples. Comme G/C = C., il y a exactement e modules
simples, V1,..., Ve, qui sont tous de dimension 1. Plus précisément, soit (
une racine primitive e®™¢ de I'unité et g un générateur de Cy, alors V; = kz;
et I'action de g est donnée par gx; = ('z; pour tout i = 1,..., e, ordonnés
de maniere cyclique. Par conséquent, Macky (G, 1) contient 2e foncteurs de
Mackey simples : les Sy y; et les Sc v, pour tout i =1,... e.
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Proposition 3.2.9. Soit G = C x C,, ou C = C), ou e divise p—1 et ou
C. agit fidélement sur C, et soient Vi,...,V, les kG-modules simples, o les
indices sont pris modulo e. Fizons 1 <1i < e. Le foncteur de Mackey simple
S1,v; possede alors la résolution projective minimale :

.— Biy3 — Bijys — Biy1 — B; — S1v;, — 0
o Bj; désigne la suite eracte suivante :
Py, — Poyv, ® Py, — Poy, @ Py, — Py,

pour tout j = 1,...,e. En particulier, cette résolution est périodique, de
période 4e.

Preuve : Si p =2, alors e = 1 et le seul foncteur de Mackey simple indexé
par le sous-groupe trivial est Sy ;. Sa résolution projective minimale est alors
la méme que celle donnée dans la proposition 3.2.4, avec la méme preuve.

Supposons que p # 2. La proposition 3.2.4 nous dit que le foncteur simple
Slck associé au groupe C possede la résolution projective minimale suivante,
dans Macky(C), qui est périodique, de période 4 :

= PepPf - P’ —P°—-P°epP’—P°@P’ - P°— 5 -0

oun P = B! 1¢ et Ppc = BC. Comme le foncteur d’induction est un
foncteur exact (voir la proposition 1.4.3), 'induction de C' & G de la suite
exacte ci-dessus est a nouveau une suite exacte. De plus, par la proposition
2.3.13 et la proposition 2.3.9,

e

@ Sl?%

i=1

C 4G ~ 7@
Sikle = Tl,Indg(k)

1

vu que Indé(k) = kG/C = Vi@---@V,, car l'algébre kG /C est semi-simple
étant donné que p ne divise pas 'ordre du groupe G/C (voir le théoréme
1.3.1).

D’autre part, vu le théoréeme 1.5.2,

B¢ Tg —t @ dlmk(SHy(C)) : PH,V-
(H,V)

Orsi Spy(C) #0, alors H < C, donc H =1 ou C. De plus, comme C agit
trivialement sur tout kG-module simple V, Sy (C) = IF(V) = 0, vu que
I'induction est la trace relative, qui correspond ici a la multiplication par p.
Par conséquent, les seuls foncteurs simples Sg,y qui ne sont pas nuls en C,

132



3.2 Les groupes possédant un p-sous-groupe de Sylow d’ordre p

sont les Scy;, pour @ = 1,...,e. Comme les modules V; sont de dimension

e
1, nous obtenons alors que B¢ Tg = @PCM-
=1

De méme, par le théoreme 1.5.2,

(B'1¢) 18 =B"1{ = @5 dimi(Sp,v(1)) - Py
(H,V)

Les seuls foncteurs simples qui ne s’annulent pas en 1 sont les Sy y; et, en
utilisant a nouveau le fait que la dimension des kG-modules V; est égale a

e
1, nous obtenons que B! 1¢ = @Pl,‘/i-
i=1

Par conséquent, en induisant la résolution projective du foncteur simple Slck
de C a G, nous obtenons la suite exacte suivante :

[ [ e [
= @ (Py; @ Poy,) — D Py, — P Py, — P (Puy, @ Peyy)
J=1 j=1 j=1 j=1

e e e
— @ (PLy, ® Pcy,) — EBPLVj - @SLVJ’ —0
=1 j=1

j=1

&
qui est une résolution projective de @ S1,v;- Donc si (P;), est une résolution
i=1

e
projective minimale de 51y, pour tout j = 1,...,e, alors EB(PJ)* est une
j=1

e
résolution projective minimale de EB S1,v; (vu que la résolution projective
j=1
minimale d’'une somme directe de modules est égale a la somme directe des
résolutions projectives de chaque module, voir la proposition 1.2.15). Par
e

conséquent, pour tout ¢ > 0, @ (Pj); devra étre un facteur direct du jeme

=1
terme de la résolution ci-dessus.

Construisons a présent une résolution projective minimale de 57 y;. La cou-
verture projective de Sy y; est Py y;, et le noyau de la surjection de Py, sur
S1,v, est égale a R; = Rad(Pyy;). Vu le théoréme 3.2.1,

Rad(Py,y;)/Soc(Pry;) = M; & Sc,v,
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ot M; est un module unisériel dont la téte est égale a Sy y; . Il s’ensuit que
la téte de R; est égale a Sy v;,, @ Sc,v;, et par conséquent, sa couverture
projective sera égale a Py, @ Pcy; (en utilisant les remarques qui suivent
la proposition 1.2.15).

Soit K; le noyau de la surjection de P v;, , ® FPo,v; sur R;. Vu que le théoreme
3.2.1 nous donne les facteurs de composition de Py, ,, de Pcy; et de R;,
nous pouvons en déduire les facteurs de composition de Kj, qui sont Syy;,
Scvi, S1,vii, et Scv,,,- En particulier, K; ne peut pas étre projectif, car
il n’existe pas de foncteurs projectifs indécomposables dont la liste des fac-
teurs de composition est égale a ceux de K; (ou par la proposition 3.1.3).

La situation est donc la suivante :

Py, ® FPey, S1v;, —0

\/ \/

Or, vu le corollaire 2.1.3, pour tout 1 < j <e,

EXt}Lk (G) (SL‘/Z,, SCA/J) EXt/Jk(G) (SC,(‘/J)*, SL(VZ’)*>

Rappelons que le module Vj, pour 1 < [ < e est défini par V; = kx;, ou
'action du groupe G/C = C, = (g) est donnée par gr; = ('ay, ¢ étant
une racine primitive e®™® de I'unité. Par conséquent, si ¢ € (V})*, alors
g-¢=C"lo vu quesiv eV, alors

g-0(v) = p(g7v) = p((T) = (T (v).
Il s’ensuit que (V;)* = V,_;. Par conséquent,
2 ~ 2
EXth(G) (517‘/1'7 Savj) = EXth(G) (Save_j , SLVe—i)

et, par la proposition 3.2.7, ce dernier terme est non nul seulement si 2 est
congru a 4ye—je—; +2 ou a 4ye_; .—; + 5 modulo 4e, ou

Yeje—i =(e—1i) —(e—j)—1 (mode)=j—i—1 (mod e)

autrement dit, ce terme est non nul uniquement si j =i+ 1, et, dans ce cas,
il est égal a k.

Vu la proposition 3.1.4, le foncteur Pk, possede donc un facteur direct égal
a Pcyv,,,, et ne possede pas d’autre facteurs directs du type Pc,y;. Comme

134



3.2 Les groupes possédant un p-sous-groupe de Sylow d’ordre p

les facteurs de composition de Pg,y,,, sont deux fois Scy, , et une fois
S1,Vi41, le foncteur Poy;,, ne peut pas se surjecter sur K, dont les fac-
teurs de composition sont Siv;, Sc,v;, Sivi,, et Sovi,,. Il s’ensuit que

Pk, = Pcv, , ® Py, pour exactement un facteur Py y,, car vu les remarques
e e

précédentes, @ Pp, doit étre un facteur de EB (Pr1v, @ Pc,v,). Finalement,

i=1 i=1
J doit étre égal a i car le seul foncteur projectif indécomposable Py, qui

possede Sc vy, comme facteur de composition est Pjy;. Nous avons donc
démontré que Pk, = Peyv,,, ® P1v;.

Appelons L; le noyau de la surjection de Pk, sur K;, et Pr, la couverture
e

&
projective de L;. Comme avant, @ Pr,, doit étre un facteur de @ (P1y;)-
i=1 i=1

De plus, les facteurs de composition de L; sont Sc,v,,,, p—gl fois S1,v1, p%l
fois S1,vs,..., et p%l fois S1,v,. En particulier, L; ne peut pas étre projec-
tif, car il n’existe pas de foncteurs projectifs indécomposables dont la liste
des facteurs de composition est égale a ceux de L; (ou par la proposition
3.1.3). La seule solution est donc que Py, = Py y; pour un certain j. Or le
seul foncteur projectif du type Py, qui possede Scv;,, comme facteur de
composition est P y;,,, autrement dit, j =t + 1 et P, = Py, .

Finalement, le noyau de la surjection de Pr, sur L; n’a qu'un facteur de
composition, Sy, , ; autrement dit, il est simple, égal a Sy, ,. En résumé,
la situation est la suivante :

Pry., — Py, ® Py, — Pry,, ® Poy, — Py, = Sy,

SN N N/

S1,Viga

Comme la suite d’applications ci-dessus est définie pour tout i = 1,... e,
il suffit de la répéter a partir du foncteur Siy;,, en décalant les indices
a chaque fois pour obtenir une résolution projective minimale du foncteur
S1,v;, ce qui termine la preuve la proposition.

0

La proposition précédente nous permet donc de terminer les calculs des
groupes d’extension entre foncteurs simples associés a G :
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Proposition 3.2.10. Soit G = C x C,, ou C = C,, ou e divise p—1 et ou
C. agit fidelement sur C. Notons, comme avant, V1,..., Ve les kG-modules
simples, ou les indices sont pris modulo e. Pour 1 <1,j < e, soit x; ; l'entier
compris entre 1 et e, tel que x; ; = j — 1 mod e et y; ; l’entier compris entre
1ete, tel quey; j =7 —1—1 mode. Alors

ko sin=dx;;+ 1,425+ 3,42 + 4 ou
EXt;}k(G) (SL‘/,” SL‘/J) — . 41"@,] + 6 mod 467
0 sinon,

k sin =4y, + 2,4y + 5 mod de,
Ext,p ) (Suvi Scv; ) = { 0 i i

Sinon.

Remarque : Les groupes EXt;Tk(G) (Sl,w,SC,Vj) avaient déja été calculés
dans la proposition 3.2.7 (en utilisant le corollaire 2.1.3) : en effet, leur
détermination s’obtient directement a l’aide de la résolution projective mi-
nimale des Sc ;.

Preuve : Il suffit d'utiliser la résolution projective minimale de S1yv;, pour
tout 1 < ¢ < e, donnée dans la proposition 3.2.9, puis d’appliquer la pro-
position 3.1.4, qui nous dit que la dimension sur k£ de Exth(G) (T,S),onT
et S sont des foncteurs simples, est égale au nombre de fois o Ps apparait
dans le i®™¢ terme d’une résolution projective minimale de 7.

O

Comme dans le cas des foncteurs de Mackey simples indexés par le p-sous-
groupe de Sylow (voir le corollaire 3.2.8), nous pouvons utiliser la proposition
3.2.9 pour montrer que si S1,17 est un foncteur de Mackey associé a un groupe
G possédant un p-sous-groupe de Sylow C' d’ordre p, il posseéde une résolution
projective minimale périodique. La situation est toutefois plus compliquée
que dans le cas précédent, du fait que S1y ne peut pas s’écrire a priori
comme un induit d’un foncteur de Mackey associé au groupe C' x C¢, ou
e divise p — 1. Par contre, nous verrons qu’il existe un foncteur de Mackey
indécomposable M, associ¢ a C, tel que S1y est un facteur direct de M Tg
(voir la preuve de la proposition 3.2.12). Nous allons donc commencer par
montrer que tout foncteur de Mackey indécomposable associé au groupe
cyclique d’ordre p possede une résolution projective minimale périodique,
ou périodique a partir d’un certain point :

Proposition 3.2.11. Soient P = C), le groupe cyclique d’ordre p et M un
foncteur de Mackey indécomposable non projectif associé a P. La résolution
projective minimale de M est soit périodique de période 4, soit périodique a
partir du deuzriéme ou du troisieme terme, €galement de période 4.
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Preuve : Les foncteurs de Mackey indécomposables associés au groupe P
sont en nombre fini et ils sont construits explicitement dans la preuve du
théoréeme 18.1 de [TW95]. Nous allons donc prouver cette proposition au
cas par cas. Dans ce but, commencons par décrire les foncteurs de Mackey
indécomposables associés a P.

En dehors des foncteurs de Mackey simples et des foncteurs projectifs indé-
composables, il y a quatre familles de foncteurs indécomposables : A;, B;, C;
et D;. L’évaluation en 1 de chacun de ces foncteurs est égale a V;, 'unique
kP-module indécomposable de dimension 4. Plus précisément, V; possede la
base v1,...,v; et, si h est un générateur fixé de P, hv; = v; + vj11 pour
j=1,...,1—1 et hv; = v;. Il nous suffit donc de donner les évaluations de
ces foncteurs en P, ainsi que la valeur des applications R = RY et [ = I¥
sur les éléments de base, quand elle n’est pas nulle :

i) Aj(P)=k, I(v1) =1 (pour 1 <i<p-—1),

) Bi(P) =k, R(1) =v; (pour 1 <i<p-—1),
iii) Cj(P) =kx ® ky 2 k? I(v1) =z, R(y) =v; (pour 2 <i <p—1),
iv) D;(P) =0 (pour 2 <i<p-—1).

Rappelons ensuite qu’il y a deux foncteurs de Mackey projectifs indécompo-
sables associés & P : P = B' 11’ 1a couverture projective du foncteur simple
S1=81pet P, = B la couverture projective du foncteur simple Sy = Sp -
Ces deux foncteurs se représentent de la maniere suivante :

P,(P) = kP/1 ® kP/P P(P) = kv,

2\ N

P,(1) = k1/1 Pi(1) = kv & & kv

Pour le foncteur P, toutes les conjugaisons sont triviales et pour le fonc-
teur P, la conjugaison par 1’élément générateur h de P est donnée par
cn(vi) = vi +vip1 si i < p et cp(vp) = v, (voir la preuve de la proposition
3.2.4).

Commencons par déterminer une résolution projective minimale des fonc-
teurs A;. Tout d’abord le foncteur de Mackey projectif P, posseéde un sous-
foncteur M; défini par M;(P) = 0 et My(1) = vecty(vit1,...,vp), qui est
isomorphe & Sy si ¢ = p—1 et & D,_; sinon. De plus, P;/M; = A;, donc
Py est la couverture projective de A;. En particulier, comme la résolution
projective minimale de S; est périodique (proposition 3.2.4), nous obtenons
que le foncteur A, ; possede une résolution projective minimale qui est
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périodique, de période 4 :

P Pp Pp P P
S

Supposons donc que i < p — 1.

Considérons ensuite le sous-foncteur My de P; défini par My(P) = k et
Ms5(1) = vecty(vp—it1,...,vp). Le foncteur My est indécomposable, et iso-
morphe & B;. De plus P, /M, = D,_;; autrement dit, P; est la couverture
projective de D,,_;.

Si i = 1, le foncteur By n’a que deux facteurs de composition : Sy et S,.
Comme Bj s’identifie & un sous-foncteur de Py et que Soc(P;) = Sy, il
s’ensuit que le socle de By est égal a 51 et sa téte a S,. La couverture pro-
jective de By est égale alors a P, (voir la remarque iii) qui suit la proposition
1.2.15) et le noyau correspondant s’identifie a S,. Par conséquent, en uti-
lisant la résolution projective minimale du foncteur simple S, décrite dans
la proposition 3.2.2, nous obtenons que le foncteur A; possede la résolution
projective minimale suivante :

VAV

qui est périodique, de période 4.

--9P19P19Pp

PL— A1 —0

Il reste donc & déterminer une résolution projective minimale de A; pour
1 < i < p — 1. Toutefois, comme il nous faut également une résolution
projective minimale de B,_1, nous allons supposer que 1 < ¢ < p — 1. Le
radical du foncteur B; est alors défini par Rad(B;)(1) = vectg(ve,...,v;) et
Rad(B;)(P) = 0, et le quotient correspondant est isomorphe a Sy & Sp. Par
conséquent, le couverture projective de B; est P; @ P, (voir la remarque iii)
qui suit la proposition 1.2.15). Considérons le sous-foncteur Mz de P} & P,
défini par Mg(P) = kvp@kp/l et Mg(l) = VeCtk(l/l—Ui, Vig1, Vit2, - - ,Up).
On vérifie alors que M3z = Cpy1—; et que (P & P,)/Ms = B;, pour tout
l<i<p-—l1.

La radical de Cpq1—; est donné par Rad(Cpi1-:)(1) = vecty(va, ..., Upri—i)
et Rad(Cpt1-i)(P) = kx. En particulier, Cpi1—;/Rad(Cpy1—i) = S1 @ Sp,

donc la couverture projective de Cp11—; doit étre égale a Py & P, (en utilisant
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a nouveau la remarque iii) qui suit la proposition 1.2.15).

Finalement définissons le sous-foncteur My de P;@® P, de la manicere suivante :
My(1) = vecty(1/1 + vpt1—i, Upt2—i,-..,Up) €t My(P) = kP/1. Le sous-
foncteur My est isomorphe a A; et de plus, (P1@P,)/Ms = Cpiq—;. Il S’ensuit
que le foncteur A;, pour 1 < ¢ < p — 1, possede la résolution projective
minimale :

\ P, 1 @ P P, 1D P Ai
Ai p+1 %
qui est périodique, de période 4.
Les résolutions projectives minimales de A; pour tout i = 1,...,p — 1 nous

donnent également des résolutions projectives minimales de B; pour i =
1,...,p—1,deCypouri=3,...,p—1letde D; pour . =2,...,p—1, qui
sont toutes périodiques, de période 4, vu que tous ces foncteurs apparaissent
comme noyaux dans les résolutions projectives minimales précédentes. Il
nous reste donc a traiter les cas des foncteurs B,_; et Ca. Or nous venons de
voir que le foncteur B,_1 possede la résolution projective minimale suivante :

. —>-Pp—>P1+P1

P EBPp P @Pp—»Bp—l

NSNS

Ap1 Cy

Par conséquent, la résolution projective minimale de B,_; est périodique a
partir du troisieme terme et celle de Cs est périodique a partir du deuxieme
terme, ce qui acheve la preuve de la proposition.

0

Proposition 3.2.12. Soient G un groupe possédant un p-sous-groupe de
Sylow C' d’ordre p et V un kG-module simple, non projectif. Le foncteur de
Mackey va possede alors une résolution projective périodique.

Remarque : Sile module V' de I’énoncé est simple et projectif, alors le fonc-
teur de Mackey S; v est également projectif (voir [TW95], corollaire 17.3),
donc la résolution projective de Sy, est triviale.

Preuve : La proposition 11.4 de [TW95] nous dit qu’il existe un kC-
module indécomposable U tel que Sy est un facteur direct de TlcU Tg
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En particulier, le foncteur T IC,U est un foncteur de Mackey non projectif
et indécomposable (voir la proposition 2.3.9) associé au groupe C. Plus
précisément, en utilisant la définition des foncteurs T, nous obtenons qu’il
existe 1 < 7 < p—1 tel que TlcU est égal a D;, ou D; est le foncteur de
Mackey défini dans la preuve de la proposition 3.2.11. De plus, toujours vu
la preuve de la proposition 3.2.11, la résolution projective minimale de D;
est périodique.

Comme le foncteur d’induction de C' & G est exact (proposition 1.4.3) et que
I'induit d’un foncteur de Mackey projectif est projectif (proposition 1.5.5), le
foncteur TEU Tg: D; Tg possede une résolution projective périodique, donc
sa résolution projective minimale est périodique (voir la proposition 3.1.7).
Finalement, comme S7y est un facteur direct de 7T: IC,U Tg, la, proposition
3.1.8 nous permet de conclure.

0

Remarque : Le corollaire 3.2.8 et la proposition 3.2.12 montrent que tout
foncteur de Mackey simple, associé a un groupe G possédant un p-sous-
groupe de Sylow d’ordre p, a une résolution projective minimale périodique.
Nous pouvons en déduire que tout foncteur de Mackey (de type fini) M
possede une résolution projective minimale bornée, c’est-a-dire telle que la
dimension sur k des foncteurs projectifs qui apparaissent dans la résolution
projective minimale de M est bornée par une constante. En effet, on montre
cela par récurrence sur la longueur de M. Vu la proposition 3.1.4, il suffit de
démontrer que Ext"™ (M, S) est de dimension bornée sur k, pour tout foncteur
simple S.

Si M est de longueur 1, alors il est simple et le résultat est démontré. Si M
est de longueur supérieure a 1, alors il existe une suite exacte courte de la
forme 0 = N — M — T — 0, ou T est un foncteur de Mackey simple et
ol N est de longueur strictement inférieure a la longueur de M. Soit .S un
foncteur de Mackey simple. Vu le théoreme 1.2.20, il existe une suite exacte
longue

- — Ext"™(T,S) — Ext"(M,S) — Ext"(N,S) — ...
et, par conséquent,
dimy (Ext™(M, S)) < dimg (Ext™(7,5)) + dimg(Ext™(N,S)).

Donc, par hypothese de récurrence, cela implique que dimy (Ext™ (M, S)) est
bornée. De plus, le fait que M posseéde une résolution projective bornée
semble impliquer qu’il posseéde une résolution projective périodique.
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3.3 Le cas cohomologique

Dans cette section, nous allons nous intéresser au cas des foncteurs cohomo-
logiques et, plus particulierement des groupes d’extension sur l'algebre de
Mackey cohomologique. Rappelons qu’un foncteur de Mackey M est dit co-
homologique si pour tout K < H < G, on a III;IRII}’ = M[.Kk|, OU M| €st
la multiplication par I'indice de H dans K. De plus, la catégorie des foncteurs
cohomologiques, Comacky(G), peut étre considérée comme la catégorie des
modules sur 'algebre de Mackey cohomologique, copy(G), qui est le quotient
de u(G) par I'idéal engendré par les éléments T2 R —|H : K|ITH | pour tout
H < G (voir la page 15).

Dans un premier temps, nous allons démontrer que si deux foncteurs de
Mackey simples sont cohomologiques, alors leur groupe d’extension de degré
1, vu sur 'algebre de Mackey cohomologique, est le méme que celui vu sur
I’algebre de Mackey standard. Nous montrerons ensuite, a I’aide d’exemples,
que ce résultat n’est plus vrai pour les groupes d’extension de degré supérieur
entre foncteurs simples, ou pour les groupes d’extension de degré 1 entre
foncteurs quelconques.

Proposition 3.3.1. Soient S et S’ des foncteurs de Mackey simples pour
un groupe G. Si S et S sont cohomologiques, alors

EXt;ltk(G) (S, S,) == EXt}iOuk(G) (S, S/)

ot cou(Q) est l'algebre de Mackey cohomologique.

Preuve : Dans I’énoncé du théoréme 2.1.4, nous pouvons remplacer chaque
fois le groupe des extensions sur p(G) par celui sur cour(G). En effet, la
preuve est analogue (voir [TW95], preuve du théoréme 14.3), en remarquant
les points suivants :

i) un foncteur simple Sy pour le groupe G est cohomologique si et
seulement si H est un p-sous-groupe de G (voir [TW95], proposition
16.10),

ii) pour tout p-sous-groupe H de G et pour tout kNg(H)-module U,

le foncteur <Inf%2((§))F PU) Tg@( sy €st cohomologique (voir [TW95],

proposition 16.14),

iii) la catégorie des foncteurs de Mackey cohomologiques est une sous-
catégorie pleine de celle des foncteurs de Mackey ; donc s’il existe un
morphisme de foncteurs de Mackey entre deux foncteurs cohomolo-
giques, alors c’est un morphisme de foncteurs de Mackey cohomolo-

giques,
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iv) il y a une injection canonique de Ext,,,,, (¢)(S, S) dans Ext,, (S, S'),
si S et S’ sont des foncteurs de Mackey simples cohomologiques,

v) tout sous-foncteur d’un foncteur de Mackey cohomologique est coho-
mologique (voir [TW95], lemme 16.1).

Par conséquent, nous obtenons

Extg,, ) (SHv, Skw) = 0= Ext), o (Suv, Skxw)

si les sous-groupes H et K ne sont pas contenus I'un dans lautre, a G-
conjugaison pres;

dimy, (EXtiOM(G)(SH,V, SK,W)) = dimy, <EXt,1%(G)(SH,V, 5K,W)>

si H = K, car ils sont les deux égaux a la multiplicité de Sp, 1 dans la seconde
4t Ne(H) G .
couche de la série des socles de (Infﬁc () FPPW> T N(H) et finalement
dimk (EXttlzo,uk (@) (SH,V7 SK,W)) = dlmk <EXt}Lk (@) (SH,Vy SK,W))

également si H <g K (respectivement K < H) car ils sont les deux

égaux a la multiplicité de Sk w (respectivement Sy ) dans la seconde

Infﬁg (K)

G < :
NG(K)FPV) TN(K) (respectivement

couche de la série des socles de <
Ng(H) G
(3™ PPy ) 150 ).
O

Remarque : Dans le cas ou G = P est un p-groupe, nous obtenons une
preuve directe de ce résultat. En effet, dans ce cas, tous les foncteurs simples

sont cohomologiques. Fixons une extension 0 — Sg 1, LM LA Sor — 0de
Sq,k par Sp . Nous allons démontrer que le foncteur M est cohomologique.
Pour cela, considérons le diagramme suivant :

ag

0 ——=Spr(J) —— M(J) —= Sgi(J) —=0

R, R, RY
m[J.K] l K Kl KJ/ mi.K]

avec K < J < P et ot mp.x) est la multiplication par [J : K]. Ce dia-
gramme est commutatif car a et 3 sont des morphismes de foncteurs de
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Mackey et que les foncteurs simples qui y apparaissent sont cohomologiques.

Rappelons tout d’abord que dans le cas des p-groupes, vu la proposition
1.4.12, les foncteurs simples sont donnés explicitement par

k siL=g M,
SL’k(M) - { 0 sinon.

Remarquons ensuite que la multiplication par Iindice [J : K] est toujours
nulle, car K < J et donc p divise [J : K|. Nous allons considérer plusieurs
cas :
i) Si H et @ ne sont pas conjugués a J, alors M(J) = 0 et par suite
IR} =0= my;.x], Vues comme applications de M (J) dans M(J).
i) Si @Q #g J (respectivement H #¢ J), alors ay (respectivement (37)
est un isomorphisme, donc nous obtenons également

IIJ(Rﬂ = aJIIJ(R{(a}l =0=m[.k]

(respectivement 7 Rj, = /le_[IJ(R{(/BJ =0=mp.x] )
vues comme applications de M (J) dans M (J).

iii) Supposons finalement que J est conjugué a H et a Q). Dans ce cas,
application I{ R7. de M(J) dans M(J) se factorise par M(K) = 0,
donc est également nulle.

Par conséquent le foncteur M est cohomologique et nous obtenons

EXtcouk(P)(SH,h SQ,k) = EXtuk(P) (SH,k7 SQ,k).

En particulier, les corollaires 2.2.6 et 2.5.10, qui décrivent les groupes d’ex-
tension de degré 1 entre foncteurs de Mackey simples associés a un p-groupe
peuvent se voir comme un corollaire du résultat de Samy Modeliar (voir
[SMO05], chapitre 11) qui donne ces groupes pour un p-groupe dans le cas
cohomologique.

Nous allons a présent donner deux exemples : le premier sera un exemple
ou les groupes d’extension de degré 1, entre deux foncteurs, forcément non
simples, ne coincident pas dans les cas cohomologique et général, et le se-
cond sera un exemple o les extensions de degré supérieur a 1 entre foncteurs
simples ne coincident pas.
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Exemple : extensions de degré 1 associées au groupe C5

Considérons le groupe P = (5 et un corps k algébriquement clos de ca-
ractéristique 2. Soit So = Sg, 1 le foncteur de Mackey simple associé a P
et P = P, ), sa couverture projective. Vu la remarque qui suit le théoreme
1.5.2, P, est égal au foncteur de Burnside B®2. Par conséquent, P, se
représente de la maniere suivante :

PQ(CQ) = k:CQ/l D k?CQ/CQ

Ifx /ff?

Py(1) k1/1

et les conjugaisons sont triviales. Soit A le sous-foncteur de P, défini par

A(Ch) = kCy/1

C.
112T

A1) = k1)1

Le foncteur A est alors le radical de P» et, en particulier, Po/A = Sy. 1l
existe donc une suite exacte courte non scindée : 0 — A — Py — Sy — 0 et,
par conséquent, Ext}%(P)(Sg, A) #0.

D’autre part, le foncteur S5 est cohomologique, car il est indexé par Co
qui est un 2-groupe et sa couverture projective, comme foncteur de Mackey
cohomologique, est égale a F' Py, (voir [TW95], proposition 16.10). Le foncteur
F Py, est défini par :

FP(Cy) = k

k

donc il existe une suite exacte courte 0 — S; — FP, — Sy — 0, ou
S1 = S1 . Cette suite induit alors la suite exacte suivante (voir le théoréme
1.2.20) :

FP,(1) =

. HHomcouk(p)(Sl,A) —>EXt1 (P)(SQ7A) —>EXt1 (P)(Fpk,A) — ...

copi copty,

ol A est le foncteur défini précédemment, qui est également cohomologique
vu qu’il est isomorphe au foncteur quotient fixe F'Qy, (voir [TW95], lemme
16.2). Comme le foncteur A ne posséde pas de sous-foncteur isomorphe &
Sy, Hom,,y,, (py(S1, A) = 0 et, comme F' Py est un copy(P)-module projectif
(voir [TW95], lemme 16.2), Ext!

copu

(P)(FPk, A) = 0. Par conséquent,
EXtogy(p) (S2: A) = 0 # Exty, () (S5, A).
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Cet exemple nous montre que méme dans le cas “presque simple”, dans le
sens ol Sy est simple et que A n’a que deux facteurs de composition, les
extensions de degré 1 sur ug(P) et sur coug(P) ne se comportent pas de la
méme maniere.

Exemple : extensions de degré supérieur a 1 associées au groupe
Cp, avec p # 2

Nous allons terminer ce chapitre avec un second exemple qui illustre le fait
que les groupes d’extension de degré supérieur a 1 sur coui(G), entre fonc-
teurs de Mackey simples cohomologiques, sont différents de ceux sur pi(G).
Dans ce but, nous allons calculer tous les groupes d’extension pour le groupe
C), dans le cas cohomologique :

Proposition 3.3.2. Soient P = C), le groupe cyclique d’ordre p et copu,(P)
lalgebre de Mackey cohomologique associée. Notons S1 = S et S, = Spy,
les deux foncteurs de Mackey simples associés a P, alors, si p # 2,

; ; k sij>1,
Extop (p) (s 51) = Bty p)(S1,5p) = { 0

sinon,

; k sij=0ouj>2
J _ = 4
EXtcouk(P)(Sp’ Sp) = { 0 sinon,

Ethouk(P)(SlaSI) = k pour tout j >0,

et si p =2, alors

, ; kE sij=1
J _ J _ )
EXtcouk(P)(S2’ S1) = EXtcoMk(P)(Sl’ 52) = { 0 sinon,

j k sij=0ouj=2,
Bt (5250 = {

stnon,

j k sij=0

J _ )
EXtCWk(P)(Sl’ 51) = { 0 sinon.

Preuve : Vu la proposition 16.10 de [TW95], la couverture projective de
S1, vu comme foncteur de Mackey cohomologique est Pf = FPyp (comme
dans Macky,(P)) et celle de S}, est Py = F' Py, qui sont définis par

P{(P) = kup P;(P):ku
I{)/ X%{) R{D
Pf(1) = kv @ -+ @ kv PS(1) = ko
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ou la conjugaison par un générateur h de P est donnée par cp,(v;) = v; +v;41
sii <p, cp(vp) = vp, cn(u) =uet cp(v) =v, avec P = (h) et v; = (h —1)".

Supposons que p # 2. Nous allons construire une résolution projective mi-
nimale de Sy, en utilisant les mémes méthodes que dans la preuve de la
proposition 3.2.4, c¢’est pourquoi nous ne donnerons que peu de détails. Par
ailleurs de telles résolutions ont été construites explicitement par Samy Mo-

deliar, dans [SMO05].

Comme P = P, cette résolution commence de la méme maniére que dans
la preuve de la proposition 3.2.4, c’est-a-dire que Pf se surjecte sur S; et
la couverture projective du noyau correspondant, K7, est égale a P @ Fy.
Plus précisément, K7 est défini par

Kl(P) = k?}p

X{f

Ki(1) = kvo ®--- @ kv,

ou la conjugaison par un générateur h de P est donnée par cp(v;) = v; +v;i41
sii<petcy(vy) = vp.

Par conséquent, Pf @ PJ se surjecte sur K et le noyau de cette application,
K>, est le sous-foncteur de Pf & Py défini par

KQ(P) = k?}p

\le

Ks(1) = k(v —vp—1) ® kv

ot la conjugaison par un générateur h de P est donnée par cp(vpy) = vy et
cn(v —vp-1) = (v = Vp—1) — V.

En particulier, la couverture projective de K3 est égale a Pf @ Py et l'on
vérifie que le noyau correspondant est le foncteur K3 défini par

\Rf

K3(1) = k(v+ve) ® kvs®--- P kvp

ol la conjugaison par un générateur h de P est donnée par cy(vp) = vp,
cp(v+v2) = (v+v2) +v3 et cp(v;) = v +v41 81 2 < i < p. Par conséquent,
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le foncteur K3 est isomorphe a K. La situation est donc la suivante :

SN

et il suffit de répéter la suite d’applications ci-dessus a partir de K7 pour
obtenir la résolution projective minimale de Sy, dans Comacky (P), suivante :

-HPfEBPIf—)PfEDP;—)Pf@P;—)Pf—mS&—>0,

En utilisant la proposition 3.1.4, nous pouvons alors déterminer les groupes
d’extension entre S; et n’importe quel autre foncteur simple, pour p # 2, ce
qui nous donne :

: kosij>1

J — - b
EXtcouk(P)(Sl’ Sp) = { 0 sinon,
EXtiouk(P)(Sh S1) = k pour tout j > 0.

Passons & présent a S,. Comme Py(1) = k et Py(P) = k, le foncteur PJ
possede deux facteurs de composition Sy et S, (voir la remarque qui suit la
proposition 1.4.12) et sa téte est égale a S,. Par conséquent, il existe une
suite exacte courte :

0—8 =P, —S,—0

et il suffit de prolonger cette suite avec la résolution projective minimale de
S1 pour obtenir une résolution projective minimale de ), qui est alors égale

N

a
= PloP - PPoP, - PF® P, — P — P — 5,—0.

C

En utilisant a nouveau la proposition 3.1.4, nous obtenons, pour p # 2,

: kosij>1
J _ i S}
EXtCOMk(P)(Sp’ 1) = { 0 sinon,

; k sij=0o0uj>2
J _ = 4
EXtco,uk(P)(SP? Sp) - { 0 sinon.

Il nous reste a traiter le cas ou p = 2. Dans ce cas, les foncteurs Py et P7
sont définis par

PE(P)= kv P§(P) = ku
KA |
Pl( = k:v1 &) ]CUQ PQC(l) = kv
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ou la conjugaison par un générateur h de P est donnée par cp,(v1) = v1 + va,
cp(va) = va, cp(u) = u et ¢p(v) = v. En particulier, Py s’identifie & un
sous-foncteur de P, dont le quotient correspondant est isomorphe a S;. La
résolution projective minimale de S est donc la suivante :

0— Py — P —5 —0.

De plus, comme dans le cas ou p est impair, il existe une suite exacte courte :
0—5 —P— S —0

qui nous permet de déterminer la résolution projective minimale de Sy sui-

vante :
0— Py — Pl — Py — S,—0.

La proposition 3.1.4 nous permet alors de déterminer tous les groupes d’ex-
tension dans le cas p = 2, explicitement :

k sij=1,
0 sinon,

Eth (P)(SQ,Sl) = Eth (P)(Sl,SQ) = {

COfLg COHE
j k sij=0o0uj=2
J _ )
EXtcauk(P)(Sz’Sz) o { 0 sinon,

: kosij=0
J _ )
EXtCONk(P)(Sl’ S1) = { 0 sinon.

Par conséquent, en comparant les propositions 3.2.5 et 3.3.2, nous obtenons
le résultat voulu, a savoir que les groupes d’extension entre foncteurs de
Mackey simples, associés a P = C),, de degré supérieur a 1 sur copy(P) sont
différents des groupes correspondant sur py(P). Par exemple
3 3
EXtCO;Lk(P)(SI” Sl) =k % 0= EXtuk(P)(Sp’ Sl)
2 2
Ext (P)(Sp’ Sp) =k ?é 0= EXth:(P) (Sp, Sp)

cop,

et, plus particulierement, si p = 2 :

3 3
EXtcouk(P)(Sl7 Sl) =0 7é k = EXtuk(P)(Sl7 Sl)
En particulier, dans le cas ou p = 2, les foncteurs simples S; et S5 possedent
des résolutions projectives finies dans Comacky(C3), ce qui ne peut jamais
se produire dans Macky(G), lorsque G posséde un p-sous-groupe de Sylow
d’ordre 2, vu la proposition 3.1.3.
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Chapitre IV

Socle des foncteurs de
Mackey projectifs

Comme l'algebre de Mackey uy(G) est une k-algebre de dimension finie, il y
a une bijection entre les foncteurs de Mackey simples et les foncteurs de Mac-
key projectifs indécomposables (voir la proposition 1.2.13). Plus précisément,
a chaque foncteur simple Sp 1y correspond sa couverture projective, qui est
notée Py . En particulier, Sy, est I'unique quotient simple, donc la téte,
de Py,v. Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la question duale,
c’est-a-dire nous demander quels sont les sous-foncteurs simples de Py y .
Dans le cas des kG-modules, ou G est un groupe fini, le socle des modules
projectifs indécomposables est simple et, de plus, il est isomorphe a la téte
de ces derniers (voir [Alp86], théoreme 6, chapitre 2). Mais dans le cas des
foncteurs de Mackey, ce résultat n’est plus vrai et la question de déterminer
quels sont les sous-foncteurs simples des foncteurs projectifs se révele étre
tres ardue.

Dans ce chapitre, nous allons utiliser les foncteurs A introduits dans la sec-
tion 1.6, pour obtenir des informations sur les sous-foncteurs simples qui
peuvent apparaitre dans le foncteur de Mackey projectif Pp j associé a un
p-groupe P. Puis nous allons démontrer que si le socle du foncteur de Burn-
side BH, associé au sous-groupe H de P, n’est composé que de foncteurs
simples égaux a Sgk, alors le socle de P};k ne contient que des foncteurs
simples égaux a S};k. Dans le cas particulier ol le groupe P est abélien,
le foncteur BY remplit la condition précédente. Par conséquent, la section
4.2 sera consacrée a 1’étude du socle du foncteur de Burnside dans le cas
abélien. Plus précisément, nous allons construire explicitement certains sous-
foncteurs simples de Soc(BP ), puis calculer ce socle explicitement pour P
cyclique, P = (Cp)? et P = (C,)3. Dans la section suivante, nous calculerons
le socle du foncteur de Burnside associé a un p-groupe abélien de rang 2. Fi-
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nalement, dans la derniére section de ce chapitre, nous étudierons quelques
propriétés de BY pour P non nécessairement abélien, et, en particulier, nous
donnerons un exemple out BY possede des sous-foncteurs simples différents
de SP,k-

Dans tout le chapitre, nous allons donc essentiellement considérer le cas
ou les foncteurs de Mackey sont associés a un p-groupe P, sur un corps k
algébriquement clos, de caractéristique p. Commencgons toutefois par fixer
un groupe fini G arbitraire.

4.1 Foncteurs A et foncteur de Burnside

Remarquons tout d’abord que, toujours en utilisant le fait que ug(G) est une
k-algebre de dimension finie, les foncteurs de Mackey projectifs indécompo-
sables, Ppy, possedent un socle non trivial. Rappelons de plus, que si H
est un sous-groupe de G, ces foncteurs Py sont des facteurs directs d'un
foncteur de Burnside induit (pour la définition du foncteur de Burnside,
voir la page 13). Plus précisément, la multiplicité de Py, comme facteur
direct du foncteur BX Tf(, induit & partir du sous-groupe K de G, est égale
a dimy (SHv (K)), autrement dit,

B¥ 1% = @ dimi(Suv(K)) - Payv
(H,V)

ou la somme est prise sur les couples (H, V) ou H parcourt les sous-groupes
de G & conjugaison pres et V' les kN g(H )-modules simples a isomorphisme
pres (voir le théoreme 1.5.2).

En particulier, ’étude des foncteurs de Mackey projectifs indécomposables,
et plus précisément de leur socle, est tres fortement liée a I’étude du foncteur
de Burnside.

Tout d’abord, si k est un corps de caractéristique nulle ou premiere a 1’ordre
de G, alors l'algebre de Mackey, ui(G), est semi-simple (voir le théoréme
1.1.5), donc tout foncteur de Mackey se décompose en somme directe de
foncteurs simples. En particulier, Soc(M) = M pour tout M € Macky(G),
et tout foncteur de Mackey projectif indécomposable est simple, autrement
dit Ppy = Su,v-
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Si, de plus, k est algébriquement clos, alors

BY =~ @ Prp = @ Stk

H<gG H<gG

(voir [TW95], corollaire 8.9).

Supposons dorénavant que k est algébriquement clos, de caractéristique p
et que P est un p-groupe. Dans ce cas, pour tout sous-groupe H de P,
k est 'unique kN p(H)-module simple (voir la proposition 1.3.3) et, vu la
proposition 1.4.12,

k siH=plL,
SH’k(L) - { 0 sinon.

Nous en déduisons donc que Py ), = BH TZ.

Pour étudier le socle des foncteurs de Mackey projectifs indécomposables,
nous allons utiliser la A-filtration des foncteurs de Mackey projectifs, donnée
dans le corollaire 1.6.7. Rappelons que ces foncteurs sont définis de la maniere
suivante :

— Np(H) P
Ay = (WD FQU) 15,

ott H est un sous-groupe de P et U un kN p(H)-module.

Rappelons que si M est un foncteur de Mackey projectif de type fini sur un
corps k, alors P est un objet de D (voir le théoreme 1.6.5 et la page 42 pour
la définition de la catégorie D). Si, de plus, M = Ppj, est un foncteur de
Mackey projectif indécomposable pour un p-groupe P, alors M possede une
A-filtration

O=MyCM C---CM,=M

dont les facteurs sont égaux a

M; /M-y = Agi,k TZ = Azi,kNP(Hi)/NH(Hi)

pouri=1,...,r,ou Hy,..., H, sont les sous-groupes de H, a H-conjugaison
pres, ordonnés de sorte que si H; est conjugué a un sous-groupe de H;, alors
i < j (voir le corollaire 1.6.7).

Cela nous permet, en particulier, de déduire le lemme suivant :

Lemme 4.1.1. Soient H et J des sous-groupes de P. Notons {Hy,...,H,}
les sous-groupes de H, a H -conjugaison pres. Le foncteur Py, posséde alors
une A-filtration ot le foncteur Ay apparait, comme facteur, autant de fois
que la cardinalité de l’ensemble

E={i|H =pJ et U=kNp(H,;)/Ny(H;)}.
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Remarque : Dans le cas particulier ou P est un groupe abélien, les fonc-
teurs A qui apparaissent dans une filtration d’un foncteur de Mackey projec-
tif Py sont donc exactement les foncteurs A jpp/ out J est un sous-groupe
de H.

Nous voulons déterminer le socle de certains foncteurs de Mackey projectifs
et pour cela, nous pouvons utiliser la filtration précédente. En effet, si M
est un foncteur de Mackey, possédant une filtration

0=MyCM C---CM,=M

et si S est un sous-foncteur simple de M, alors il existe un indice ¢ > 0 tel
que S C M;yq et S € M;. 1l S’ensuit que S = (S + M;)/M; est sous-module
simple, non trivial, de M;;1/M;, autrement dit, c’est un facteur direct du
socle de M;1/M;.

Ainsi, le socle des foncteurs A va nous donner des informations sur le socle
des foncteurs de Mackey projectifs. Avant de donner le premier résultat
obtenu a partir des foncteurs A, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1.2. Pour tout foncteur de Mackey projectif M, les morphismes
FQuy — M et M — FPy1), qui sont induits par lidentité au niveau du
sous-groupe trivial, sont, respectivement, un monomorphisme et un épimor-
phisme.

Preuve : voir [TW95], lemme 12.4.

Proposition 4.1.3. Le socle du foncteur de Mackey Ay yp/g = FQrp/u
est égal a Sy . En particulier, le foncteur simple Sg i, est un sous-foncteur
du foncteur projectif Py ; autrement dit, c’est un facteur direct du socle de
PH,k-

Preuve : Par le théoreme 1.5.3, Py (1) = kP/H. Le lemme précédent nous
fournit donc un épimorphisme

Py — FPipy = (FQup/m)” = Al kp/u

ou le premier isomorphisme provient du fait que (FPy)* = FQy+ (voir
[TWO95], proposition 4.1) et que (kP/H)* = kP/H.

Ainsi, vu la remarque ii) qui suit la proposition 1.2.15, AT,kP/H possede S
comme unique quotient simple. Donc, par dualité, le socle de Ay zp/ est
SH k-
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Par ailleurs, vu la A-filtration du foncteur projectif Pg j = BH TZ, le fonc-
teur Ay pp/y est un sous-foncteur de Py x. Nous en déduisons donc que Sp
est un facteur direct du socle de P .

0

Il nous faut ainsi étudier le socle des foncteurs A qui apparaissent dans la
A-filtration des Pp i, c’est-a-dire des

Np(H;
Ak 1= <Infﬁi((Hi))FQkNp(Hi)/NH(Hi)) NP ()

ouri=1,...,r,ou Hy,...,H, sont les sous-groupes de H, a H-conjugaison
b b 9 ) 9 T )
pres.

Par la proposition précédente, si H < P, le socle du foncteur de Mackey
FQrp/g = Ay pp/g pour le groupe P est égal a Sy y. Il s’ensuit immédia-
tement, vu que le foncteur d’inflation est exact (voir la proposition 1.4.4),
que

Np(H;) — gNp(H:)
Soc <Infﬁl;(Hi)FQkNP(Hi)/NH(Hi)> - SNII;(Hi)vk

pour le groupe Np(H;), pour tout i =1,...,7r.

Afin de déterminer les sous-modules simples de Agi & Tﬁ, nous avons besoin
d’un résultat sur la semi-simplicité de la restriction des foncteurs de Mackey
simples dans le cas des p-groupes, qui est un corollaire de la proposition
2.2.1:

Proposition 4.1.4. Soient J, K des sous-groupes d’un p-groupe P. Si J
n’est pas conjugué a un sous-groupe de H, alors Sjyy lZ =0.5J<pH,

alors
P H
S1i Vit =D S
gel

ou I = [H\Tp(J,H)/Np(J)] et ou Tp(J,H) = {g € P|9] < H} estle
transporteur de J dans H. En particulier, Sg lgz Sgk.

Preuve : C’est une conséquence directe de la proposition 2.2.1, en utilisant
le fait que la restriction du module trivial & n’importe quel sous-groupe de
P est égale au module trivial, donc en particulier qu’elle est semi-simple.

0

Proposition 4.1.5. Soient J < H < P ou P est un p-groupe. Le socle du
foncteur A{,{k Tg est égal au foncteur simple S]]\D,H(J)’k.
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Np(J
Preuve : Posons M := Infﬁi((J))FQkNP(J)/NH(J), alors
H 4P o AP _ P
Buw T = 8, e g) =M e

ou le premier isomorphisme est une conséquence du lemme 1.6.3.

Soit S = S un sous-foncteur simple de A{,{k TZ. Comme le foncteur
d’induction est I’adjoint du foncteur de restriction (voir la proposition 1.4.3),
nous obtenons

0 7# Hom,, (p) (S7M Tﬁp(])) Homy, (np (1)) (S lNP M> :

Vu la proposition précédente, cela implique que L <p Np(J) et, dans ce
cas,

0 Hom, (v (S 1), M) = Homy ) (@D St M)
gel

= @ Homﬂk(NP(J)) (ngzl,)ku)’ M)
gel

ou I = [Np(J)\Tp(L,Np(J))/Np(L)].

Comme nous 'avons vu précédemment, Soc(M) = S]]\\;Z 8; > donc il existe
un unique g € I tel que Sg]\iplg‘]) = S]]\\;Zg; . » donc tel que 9L =y, ;) Ng(J).

En particulier, le sous-groupe L est conjugué & Ng(J). Nous avons donc
m
. H 1P _ P P
montré que le socle de AJJ,C Tg=M TNP(J) est de la forme (SNH(J)Jc)
pour un entier m > 1.

Posons S = SJI\:;H(J) i+ Alors, d'une part,

Hom,,,(p) (5, M5, J)) — Hom,,, p) (5,5™)
= Homy, (p)(S,5)™ = k™
et, d’autre part, en utilisant la proposition 4.1.4,
P ~ P
Hom,, (p) <S,M TNP(J)> = Hom,, (v (1)) (S INp () ’M>

= Homy, (np (1)) <@ng;{‘] k> )

geJ
N Np(J) Np(J)
= GB Homuk(NP(J)) (Sg]\fH(J),k ) SNZ(J)Jc)
geJ
=y
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ou J = [Np(J)\Tp(Ng(J),Np(J))/Np(Ng(J))] et ou le dernier isomor-
phisme provient du fait qu’il n’y a qu’un seul g pour lequel I’avant-derniere
expression est non nulle. En effet, Hom,, (n,(7) (Sg\;;(‘(]}m,Sxﬁ 8;0 est
nul, & moins que INg(J) et Ny(J) ne soient conjugués dans Np(J) et,
si c’est le cas, alors il existe x € Np(J) tel que xg € Np(Ng(J)) donc
g=x"1=1dans J.

Il s’ensuit donc que m = 1.

Ce résultat nous donne des informations sur les socles des foncteurs de Mac-
key projectifs indécomposables pour un p-groupe P :

Proposition 4.1.6. Soit H un sous-groupe d’un p-groupe P.
Notons Hy, ..., H, les sous-groupes de H & H-conjugaison pres. Alors

T

Soc(Pr ) = EB (SﬁH(HiM)mi

i=1

avec 0 <m; <1, pour tout v =1,...,r.

Preuve : Le foncteur projectif Py ;. possede une filtration dont les quotients
sont Dy, := Agi,k TZ, pouri=1,...,r,ou Hy,..., H, sont les sous-groupes
de H, a H-conjugaison pres (voir le corollaire 1.6.7). Par la proposition
précédente, Soc(Dp,) = SﬁH(Hi),k et si S est un sous-foncteur simple de
Pp ., alors il existe un indice 7 tel que S apparait dans le socle de Dy, .

Avant d’aller plus loin, nous allons traiter un exemple pour Dsg, le groupe
diédral d’ordre 8 :

Exemple : Le but de cet exemple est de calculer le socle du foncteur
BY = Ppj ot P = Dg = (r,s|r* = s = 1,srs = r?) est le groupe diédral
d’ordre 8, sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 2.
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Rappelons que les sous-groupes de Dg forment le treillis suivant :

Dsg

TN
SIN
\ /

1

ot J| = (rs), Jo = (13s), Jy = (s), Jy = (r2s), Vi = (r2,rs) et Vj = (r2,s).
Les groupes J; et J sont conjugués dans P, et il en va de méme pour J; et
Jo. On numérote les sous-groupes de P, a conjugaison pres, de la maniere
suivante : H1 = 1, H2 = CQ, H3 == jl, H4 == Jl, H5 = 04, H6 = ‘74, H7 == V4
et Hg =G.

Vu la proposition précédente,

Soc(BY) = (Sp

)

m3
mi1+ma+ms+me+mr+msg - my4
k) @ <Sv47k> S (SV4,k)

ol les m; sont égaux a 0 ou 1.

Calculons explicitement le nombre de sous-foncteurs de B isomorphes a
Spi- De tels sous-foncteurs S sont caractérisés par le fait que S(P) = kuz,
ouzx € B(P), et S(K)=0pour K < P. Donc la restriction de z & n’importe
quel sous-groupe de Dg doit étre nulle ; autrement dit, = appartient au noyau
de I'application :

II B% - B(P) — ][ B(K).

K<P K<P

En utilisant les formules pour les applications de restriction associées au
foncteur de Mackey de Burnside (données a la page 13), nous obtenons que
ce noyau est égal & kP/1® kP/Cy ® k(P/Cy + P/Vy + P/Vy). Il y a donc
trois copies du foncteur Spj, dans le socle de BP disons Si, So et Ss.

Regardons ensuite si BY possede des sous-foncteurs isomorphes & Sy, k Ou

a Sy, x. Un sous-foncteur T' de BP | isomorphe & Sy, k, est caractérisé par le
fait que T'(Vy) = ky, ou y € B(Vy), et les restrictions et les inductions de y
a n’importe quel sous-groupe de P sont nulles. Posons

y=MVa/1+ Vy/Co+ A3Vy/J1 + AaVi/J2 + A5V /Vy € B(Vy)

156



4.1 Foncteurs A et foncteur de Burnside

alors
IE (y) = M P/1+ \P/Cy+ (A + A)P/Jy + AsP/Vy = 0
si et seulement si A\ = Ay = A5 = 0 et A3 = \4. Comme de plus
Ry (\(Va/Jy + Vi Jo)) = AJi/1

doit étre nul, nous en déduisons que y = 0. Par conséquent, le socle de BY ne
contient pas de sous-foncteur isomorphe a Sy, ;. Un raisonnement analogue
permet de montrer qu’il n’y a pas non plus de sous-foncteur isomorphe a
Sy, x» €t par suite, Soc (BY) = (Spg)*.

Par ailleurs, le foncteur de Burnside BY possede une A-filtration, qui est
donnée par sa filtration ascendante (voir la définition 1.6.6 et ce qui suit) :

0CM CMC---CMg=DB"

ol M; est le sous-foncteur engendré par les évaluations de BY en Hy, ..., Hs.
De plus M;/M;_1 = Ap, j, et, vu ce qui précede, le socle de A, ;, est égal
a SNP(HZ')JC'

Rappelons que S;, Sy et Ss sont les trois sous-foncteurs de BY isomorphes
a Spy. Le sous-foncteur S; de BY est défini par S;(P) = kP/1, et, comme
P/1 = If'(1/1), S appartient au socle de M; = Aj . Le deuxieme sous-
foncteur Sy est défini par So(P) = kP/Cs. Comme auparavant, nous avons
P/Cy=1 52 (Co/C5), donc Sy appartient au socle de My, le sous-foncteur de
BP engendré par I'évaluation de BY en 1 et en Cy. De plus, S n'est pas
un sous-foncteur de My, vu que M;(P) = I’ (k1/1) = kP/1. Finalement, le
troisieme sous-foncteur Sy est défini par S3(P) = k(P/Cy+ P/Vy+ P/V}). 11
appartient au socle de My, le sous-foncteur de BY engendré par I’évaluation
de BT en tous les sous-groupe de P, & I'exception de P lui-méme. De plus,
il n’est pas sous-foncteur de Mg, vu que I’élément P/V} n’apparait pas dans
Mg(P). Nous avons donc démontré que m; = mg = my = 1 et que tous les
autres m; sont nuls.

Dans le cas o H est un sous-groupe abélien du groupe P, la proposition
4.1.6 nous donne directement le résultat suivant sur le socle de P, :

Corollaire 4.1.7. Soient P un p-groupe et H un sous-groupe abélien de
P. Le socle du foncteur projectif P ne contient que des sous-foncteurs
simples isomorphes a Sg 1. De plus, le nombre de facteurs simples dans une
décomposition de Soc(Ppy) n'excéde pas n, ot n est le nombre de sous-
groupes de H.
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La proposition 4.1.6 nous donne une premiere idée des sous-foncteurs simples
d’un foncteur projectif indécomposable P 1, associé a un p-groupe P. Tout
le probléme revient donc a déterminer les entiers m; qui apparaissent, et
nous allons voir que c’est une question difficile méme dans les petits cas
abéliens.

Nous pouvons néanmoins calculer, dans certains cas, le socle de ces foncteurs,
a l'aide du socle du foncteur de Burnside associé au sous-groupe par lequel
est indexé notre foncteur projectif. En particulier, cela nous permettra de
déterminer le socle d’un foncteur de Mackey projectif associé a un p-groupe
cyclique, abélien élémentaire de rang 3 ou abélien de rang 2. Explicitement,
nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.1.8. Soit H un sous-groupe d’un p-groupe P. Si le socle du

m
foncteur BY associé au groupe H est égal a <S§k> pour un entier m > 1,

P ;oors (ap \"
alors le socle du foncteur Pp, est égal a ( Sy,

Preuve : Soit S = S;; un sous-foncteur simple de P = BH TZ. Alors,
par les propositions 4.1.4 et 1.4.3,

0 7é Homuk(p) (S7 BH Tg) = Homﬂk(H) (S l§7 BH)

~ H pH
= Homyy s, (EB Sopn B )
gel

ot I = [H\Tp(J, H)/Np(J)]. Comme le socle de B¥ est égal a (Sgk)m ,
il existe un élément g € I tel que 9J = H. Par suite, le sous-groupe J
est conjugué & H, donc Soc(P};k) =S"ou S = SEk- De plus, vu que
SII:I,k |G= Sg’k (voir la proposition 4.1.4), nous avons

k" e Homy, (S, P ) = Homy, (57 B" TE)
= Homﬂk(P) (S lZ’BH)
= Homy, (Si . B™) = k™

et, par conséquent, n = m.

0

Remarquons que cette proposition implique, en particulier, que le socle du
foncteur P i, est simple, isomorphe a S; ;. C’est par ailleurs un résultat déja
connu (voir le théoreme 1.5.4).
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Le foncteur de Burnside joue donc un réle primordial dans ’étude du socle
des foncteurs projectifs, et plus particulierement lorsque son socle ne contient
que des foncteurs simples indexés par P. C’est ce qui se passe, par exemple,
dans le cas ou le groupe P est abélien, vu la proposition 4.1.6; autrement
dit, Soc(BY) = (Spx)™. Tout le probleme revient donc & déterminer cet
entier m. C’est ce qui va nous occuper dans la suite de ce chapitre, en tout
cas pour certains petits groupes.

4.2 Quelques propriétés du socle du foncteur de
Burnside dans le cas abélien

Vu les résultats de la section précédente, si P est un p-groupe abélien, alors
le socle du foncteur de Burnside BY est égal a (Spk)™, pour un entier m.
Rappelons que I'anneau de Burnside BY(P) = B(P) possede une k-base
B formée des P/H ou H parcourt un ensemble de représentants des sous-
groupes de P, & conjugaison pres (voir la page 13). Par conséquent, lentier
m peut étre borné par le cardinal n de B.

En fait, il est possible de faire un petit peu mieux. En effet, dans le cas d’un p-
groupe, le nombre de facteurs de composition isomorphes a Sy, pour J < P,
d’un foncteur de Mackey M est donné par la dimension sur k£ de M (J) (voir
la remarque qui suit la proposition 1.4.12). Par conséquent, le nombre de
facteurs de composition de B isomorphes & Sp; est égal a dimy (B(P)) = n.
Par ailleurs, BY est égal au foncteur projectif indécomposable Ppj,, donc en
particulier, la téte de BY est égale a Spy. 1l s’ensuit qu’il ne peut pas y
avoir plus de n — 1 copies de Spj, dans le socle de BF (du moins, si P n’est
pas le groupe trivial) ; autrement dit, m <n — 1.

Remarque : Dans le cas ou le groupe P est abélien, nous obtenons de
maniere directe que le socle de BY ne contient que des sous-foncteurs simples
isomorphes a Spj. En effet, supposons que S = Sp ;. est un sous-foncteur
de BP ou H < P. Il s’ensuit que S(H) = kx ol

r= Y AH/LcB"(H)=B(H)
L<yH

(Panneau de Burnside associé au groupe H) est un élément sur lequel le
groupe P/H agit trivialement. De plus, comme

S(P) = I5(kx) =[P : H]-kx =0,
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il faut que
0=1If(z)= > AP/L
L<yH
ce qui force tous les coefficients Az, & étre nuls (ce raisonnement ne peut pas
se généraliser a un p-groupe P quelconque, car, dans le cas non abélien, il
peut arriver que des sous-groupes non conjugués dans H le deviennent dans
P et donnent ainsi le méme élément dans B(P)).

Nous désirons alors déterminer le nombre de sous-foncteurs simples (donc
isomorphes & Spy,) apparaissant dans une décomposition du socle de BP .

Proposition 4.2.1. Soit P un p-groupe abélien. Le socle de B est iso-
morphe a S};nk ot m est égal a la dimension du noyau, noté K(P), de

Uapplication
S S
R:=]] Ry, : B(P)— [ B(H;
i=1 i=1
ou Hy,...,Hs sont les sous-groups mazimaux de P et ot RI];_ est définie sur
les générateurs de B(P) par RZ,-(P/K) =[P : H;K|-H;/(H; N K), pour
tout 1.

k siH=P,

. vu la proposition
0 sinon, Prop

Preuve : Rappelons que Spy(H) = {

1.4.12. Par conséquent, un sous-foncteur simple de BY est déterminé entiere-
ment par un élément z € B (P), tel que la restriction de = & n’importe
quel sous-groupe de P est nulle, vu qu’il n’y a pas de condition sur les
inductions ou les conjugaisons (en fait, toutes les conjugaisons sont triviales
sur B(P), vu que Np(P) = 1). Par conséquent, le nombre m de sous-
foncteurs isomorphes a Spj dans BP est égal a la dimension du noyau de

I’application
= [[ i : B(P) — [] BH)
H<P H<P

Rappelons ensuite que la restriction pour le foncteur de Burnside est donnée,
pour H, K < P, par

Ry(P/K)= > H/(HNK)
z€[H\P/K]

(voir la page 13). En particulier, si P est abélien, 'application R’ est définie
par

R(P/K) =[] ( 3 H/(Hm‘TK)) = [[ |P: HK]- H/(H N K).

H<P = z€[H\P/K] H<P
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abélien

Finalement remarquons que le noyau de R’ est égal au noyau de ’application

S
R = HRZi. En effet, on a clairement Ker(R') C Ker(R) et si x € Ker(R),
i=1
alors pour tout sous-groupe propre K de P, on a Rf;(x) = R%Rﬁ(aﬁ) =0,
ou H est un sous-groupe maximal de P qui contient K.

0

Remarques :

i) Si K < H ol H est un sous-groupe propre de P, alors RE(P/K) = 0,
car [P : HK]| = [P : H], qui est divisible par p, vu que P est un p-
groupe et k est un corps de caractéristique p. En particulier, si P n’est
pas trivial, nous avons que Rﬁ(P/ 1) = 0 pour tout sous-groupe propre
H de P, donc P/1 € Ker(R).

ii) Pour K = P, nous obtenons RE(P/P) = H/H qui est non nul pour
tout sous-groupe H de P.

ili) Si L est un sous-groupe normal de P, contenu dans l'intersection de
tous les sous-groupes maximaux de P (c’est-a-dire dans le sous-groupe
de Frattini de P, voir la définition 4.2.7), alors P/L € Ker(R). En effet,
pour tout sous-groupe maximal H de P, nous avons

Ry(P/Ly= >  H/(HNL)=p-H/(HNL)=0
x€[H\P/L]

vu que [H\P/L] = [P/H].

Comme K (P) est difficile & déterminer dans le cas général, nous allons com-
mencer par étudier le cas ot P est un p-groupe cyclique, puis certains cas ou
P est abélien élémentaire. Afin de faciliter ’étude de ce noyau, nous pouvons
le diviser en une somme directe de sous-espaces vectoriels plus petits, de la
maniere suivante :

Proposition 4.2.2. Si P est un p-groupe abélien, alors le noyau K(P) de
Uapplication R est gradué par Uordre des sous-groupes de P ; autrement dit,

T
st |P| =p", alors K(P) = EBK(P)Z’ ol
=1

m
K(P), = { Z)\Z--P/Ki € K(P)| K; est d’ordre p' pour tout i = 1,...,m}.
i=1

Preuve : Rappelons que

RE(SoN - P/I) = SONIP s K H/(H A K
=1 =1
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pour tout sous-groupe maximal H de P. Vu la remarque ii) précédente, les
termes de la somme correspondant & un K; C H sont nuls et si K; ¢ H,
alors [P : HK;] = 1. Remarquons de plus que si H/(H N K;) = H/(H N Kj)
et HK; = HK; = P, alors

K K.
Z |H| |H| ’
m
Soit x = Z)‘i - P/K; € K(P). 1l existe alors z1,...,z, € B(P) tels que
i=1

x =2x1+ -+ x, et tels que, pour chaque j, les P/H qui apparaissent dans
x; satisfont |[H| = p’. Il suffit alors de montrer que chaque z; est dans K (P),
T

car cela entrainera que x; € K (P); et, par suite, que K (P) = EBK(P)I'
=1
Posons z; = Z Aji - P/K;; pour tout j = 1,...,r. Pour tout sous-groupe
i

maximal H de P, nous avons alors 0 = RL(x) = y; + -+ + y, ol

yj = Rip(z;) = > Aji - HI(HN Kj;) .
i tels que K;; ¢ H

S’il existe un indice j tel que y; # 0, alors il existe un coefficient p de y;
tel que pn- H/J # 0 ot J = H N K;; pour un certain i. Mais le terme H/J
n’apparait dans aucun autre y;. En effet, s’il existe des indices [ # j et u tel
que

HﬂKl,u: J:HﬂKj,i

et que K;,, ¢ H, alors p' = |K,| = |Kji| = p’, vu ce qui précede, ce qui
contredit ’hypothese que [ # j. Donc y; = 0 pour tout j = 1,...,r. Par
conséquent, chaque x; appartient & K (P) pour tout j =1,...,7.

0

Le premier cas que nous allons traiter est celui ou P est un p-groupe cy-
clique :

Proposition 4.2.3. Si P = Cpn est un p-groupe cyclique d’ordre p", alors
dimy, (K (P)) = n et, par suite, le socle de B est égal a Sp,.

Preuve : Les sous-groupes de P sont 1,C), Cpe2, ... ,Cpn-1 et Cyn = P. Pour
chaque 1 <1 <n—1,ily a donc un unique sous-groupe, C,,, d’ordre pl et

Rgpn71 (P/Cpl) = [P : Cp”—l] : Cpn—l/cpl =0.
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abélien
De plus, RE (P/P) = Cpn1/Cpnr # 0, par conséquent
p"
n—1
K(P) =@ kP/C,.
i=0
L’assertion sur le socle résulte alors de la proposition 4.2.1.
O

Nous pouvons immédiatement en déduire le résultat suivant :

Corollaire 4.2.4. Soient P un p-groupe et H = Cpn un sous-groupe cyclique
de P, avec n > 1. Le socle du foncteur de Mackey projectif P est égal

(Smx)"

Preuve : Par la proposition précédente, le socle du foncteur de Burnside
BH | associé au groupe H, est égal & (Sgk)n La proposition 4.1.8 implique
alors que le socle de Py est égal a (Sgk)n.

0

Supposons ensuite plus généralement que P est un p-groupe. Nous allons
déterminer certains éléments du noyau d’une restriction a un sous-groupe
maximal de P qui nous fournissent des éléments de K (P) lorsque le groupe
P est abélien. Dans ce but, commencgons par quelques rappels :

Proposition 4.2.5. Soit P un p-groupe fini.

i) St H est un sous-groupe propre de P, alors H est un sous-groupe propre
de NP(H) .
i1) Tout sous-groupe mazimal de P est normal et d’indice p dans P.

i11) Soit s un entier positif tel que p® divise l'ordre de P. Alors le nombre
de sous-groupes de P d’ordre p°® est congru a 1 modulo p.

Preuve : Voir [Rot95], théoremes 4.6 et 4.8.

Dans le cas ou P est un p-groupe abélien élémentaire de rang r, autrement
dit, P = (Cp)", nous pouvons déterminer explicitement le nombre de ses
sous-groupes d’un ordre donné. En effet, P s’identifie alors a un Fj,-espace
vectoriel de dimension 7 et les sous-groupes de P correspondent aux sous-
espaces vectoriels. Nous pouvons donc utiliser le résultat suivant :
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Lemme 4.2.6. Soit V un F,-espace vectoriel de dimension r, ot q est une
puissance d’un nombre premier, et soit 1 <t <r. Le nombre de sous-espaces
de V de dimension t est égal a

(=D ' =1)...(¢ " -1
(=Dt =1)...(¢—1)

En particulier le nombre de sous-espaces de dimension 1, et celui de codi-
mension 1, sont tous les deux égauz ¢ 1 +q+q¢>+ -+ ¢ L.

Preuve : Soit X ’ensemble des sous-espaces de V' de dimension ¢. Le groupe
G := GL,(F,) agit transitivement sur X. De plus, si nous fixons un sous-
espace W de dimension t, le stabilisateur de W est le groupe

= ( GLtO(Fq) GL:t<Fq> >

Par conséquent, nous obtenons

_ Gl |GL,(F,)] |
IGw| — |GLi(F,)| - |GL—_(F,)| - gt=?)

Card(X)

En utilisant le fait |G L, (F,)| = ¢"*2F+=1(g" —1) ... (¢—1) et en remar-
quant que (g) - (;) — (T;t) — t(r —t) = 0, nous obtenons alors le résultat
désiré.

0

Plus généralement, si P est p-groupe quelconque, nous pouvons déterminer le
nombre de sous-groupes maximaux de P, a ’aide du sous-groupe de Frattini.
Commencons par rappeler sa définition :

Définition 4.2.7. Le sous-groupe de Frattini d’un groupe G est lintersec-
tion de tous les sous-groupes mazimauz de G. Il est noté ®(QG), et c’est un
sous-groupe normal de G.

L’importance du sous-groupe de Frattini dans le cas des p-groupes provient
du résultat suivant :

Proposition 4.2.8. Soit P un p-groupe. Le groupe P/®(P) est abélien
élémentaire. De plus ®(P) =1 si et seulement si P est abélien élémentaire.

Preuve : voir [Gor68], théoreme 1.3, chapitre 5.
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Définition 4.2.9. Soit P un p-groupe, on définit r,(P) comme étant l’entier
r tel que P/®(P) = (Cp)".

Remarque : Vu le résultat précédent, si P est un p-groupe, le lemme
4.2.6 nous permet de déterminer le nombre de sous-groupes d’un certain
ordre contenant ®(P), vu que P/®(P) est abélien élémentaire. En par-
ticulier, comme tous les sous-groupes maximaux de P contiennent ®(P),
nous obtenons explicitement que le nombre de tels sous-groupes est égal a
L+p+-+p L otr=ry(P).

Proposition 4.2.10. Soient J un sous-groupe d’un p-groupe P et H un
sous-groupe mazrimal de P ne contenant pas J. L’élément

aj:= Y P/K
K<-J

ou K < -J signifie que K est un sous-groupe mazimal de J, appartient
au noyau de la restriction Rﬁ. De plus, si P est un groupe abélien, alors
lélément ay appartient o K(P).

v
Preuve : Posons aj = ZP/ K; ot les K; sont les sous-groupes maximaux

i=1
de J, pouri =1,...,v. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
JNH = Kj. En effet, J N H est maximal dans J, puisque H est maximal
dans P et ne contient pas .J, donc

[J:JNH]|=[JH:H|=[P:H|=p.

Il s’ensuit que

v v

R (D oP/K) = Y H/CK:) + Y H/(HNK).

i=1 z€[P/H| i=2
Remarquons ensuite que H N K; est un sous-groupe maximal de K7, pour
1=2,...,v.Eneffet, HNK; CHNJ =K et
[Kl HQKZ] = [Kl : JﬂHﬁKZ] = [Kl :KlﬁKi] = [Kle : Kl] = [J : Kz]

Par ailleurs, K contient w = 14 p + --- 4+ p*~! sous-groupes maximaux,
disons Ly,..., Ly, o s = rp(K1), vu la remarque qui suit la proposition
4.2.8. Nous pouvons ainsi représenter la situation de la maniere suivante :
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Appelons u; le nombre de sous-groupes maximaux dans J contenant un sous-
groupe L; fixé. Alors wu; est congru & 1 modulo p. En effet, les sous-groupes
d’indice p dans J contenant L; sont les mémes que ceux contenant L;P(J);
par conséquent, u; est égal au nombre de sous-groupes d’indice p du groupe
abélien élémentaire J/J®(L;). Donc u; est congru & 1 modulo p, vu le lemme
4.2.6.

Ainsi chaque sous-groupe L; est contenu dans K7 et dans u; — 1 autres sous-
groupes K pour j # 1. En regroupant tous les K tels que H N K; = L;,
pour un indice 7 fixé, nous obtenons (u; — 1) - H/L; = 0 car u; = 1 mod p.
Par conséquent

1

ZU:H/(Hij):

w
j:2 1=

Remarquons ensuite que, comme J ¢« H, nous avons Np(J) £ H, donc
HNp(J) = P et par conséquent,

Np(J)/Nu(J) = Np(J)/(H O Np(J)) = HNp(J)/H = P/H.

De plus, si z € [Np(J)/Ng(J)], alors *K; = *(HNJ) = HNJ = K;. Nous
obtenons alors

Y. H/(K) = Y. H/(Ki)=p-H/Ki =0

z€[P/H] z€[Np(J)/Nu(J)]

ce qui montre que RIP{(GJ) =0.

Par ailleurs, si P est un groupe abélien et si H est un sous-groupe maximal
de P contenant J, alors

(2

RE(ay) = R (Z P/KZ-> —[P:H|-H/K;=0
i=1

car K; < H pour tout ¢ = 1,...,v. Par conséquent, I’élément a; appar-

tient au noyau de toutes les restrictions a des sous-groupes maximaux de P,

autrement dit ay € K(P).

0

Malheureusement, ces éléments aj, pour J parcourant les sous-groupes de
P d’ordre p*, n’engendrent pas K (P),—1 en général. En faisant les calculs
par ordinateur, nous obtenons déja un contre-exemple pour le groupe (C3)* :
la dimension de K(P)9 est égale a 31, tandis que la dimension de 'espace

166



4.2 Quelques propriétés du socle du foncteur de Burnside dans le cas
abélien

engendré par les éléments ay ot J est d’ordre 3% est égale & 30. Toutefois,
lorsque u = 7 ou |P| = p", I'élément ap engendre K(P), ; autrement dit,
nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.2.11. Soient P un p-groupe et x = Z Ni-P/H; € K(P).
H;,< P
Alors tous les coefficients \; sont égaux. En particulier, si P est un p-
groupe abélien d’ordre p", le sous-espace K(P),_1 de B(P) est engendré
par l’élément ap = Z P/H.
H<P

Preuve : Montrons tout d’abord qu’il suffit de démontrer ce résultat dans
le cas ou le groupe P est abélien élémentaire. Rappelons dans ce but les
deux définitions suivantes associées aux P-ensembles :

i) linflation est le foncteur Inflli/H : G/H-ens— G-ens qui envoie un
G/H-ensemble X sur lui-méme, vu comme G-ensemble.

ii) la déflation est le foncteur Defh i+ G-ens— G//H-ens qui envoie un
G-ensemble X sur le G/H-ensemble H\ X des orbites de X sous I’action
de H.
Considérons I'élément y = Y~ ;- (P/®)/(H;/®) € K(P/®), ot & = &(P)
H;< P
est le sous-groupe de Frattini de P. Remarquons alors que x = Infh /q)(y). De

P/®
H/®

et comme Defb o Infh o = id, il s’ensuit que x € K(P) si et seulement si
y € K(P/®). Par conséquent, il suffit de démontrer le résultat pour P/®;
autrement dit, nous pouvons supposer que P est abélien élémentaire, disons

P=(C,).

plus, pour tout sous-groupe maximal H de P, on a Rzlnfg/Cb = Infg/ch

Notons Hj,. .., Hy les sous-groupes maximaux de P ot s = 1 +p+...p" 1,

vu le lemme 4.2.6. Nous avons alors
Ry, (P/H;) = H;/(H; N H;)
pour tout j # i. De plus, comme P est abélien,
Ry (P/H)= > Hi/H;=p-H;/H =0.

S
Par conséquent, vu que 1’élément = = Z)\i - P/H; appartient a K (P), nous
=1
obtenons

0= Rﬁj<i)\i-P/H,~> =S N - Hy/(H; 0 H) (IV.1)
i=1 i#]
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pour tout 5 =1,...,s.

Fixons L := H, N H, lintersection de deux sous-groupes maximaux dis-
tincts. Comme P/L =2 C), x C, le sous-groupe L est contenu dans p+ 1 sous-
groupes maximaux de P, disons Hq,, ..., Hq, , (dont H, et Hy). En obser-
vant le coefficient de H,, /L dans I'’équation (IV.1), pour u =1,...,p+ 1,
nous obtenons le systeme d’équations

> Ay =0
iFu

dont la matrice correspondante est la suivante :

o1 1 ..o 1
10 1 --- 1

M=| 11 Ll € My (k).
11 1 0

En soustrayant la premiere ligne de M a chacune des autres lignes, nous
obtenons la matrice :

0 1 1 1
1 -1 O 0

M=| 1 0 =1 0| e Mk
1 0o --- 0 -1

qui est de rang p dans k, vu que la somme des lignes est nulle car k est
de caractéristique p. Par suite, dim(Ker(M')) = 1 et, plus particulierement,
Ker(M’) = (}(1,1,...,1)). Donc les coefficients de z correspondant & des
sous-groupes contenant le sous-groupe L sont tous les mémes. En particulier,
nous en déduisons que A, = \,,. Comme ce résultat est vrai pour tout sous-
groupe L qui est une intersection de deux sous-groupes maximaux, il s’ensuit
que Ay = -+ = A,

O

En résumé, si P est un p-groupe abélien, le noyau K (P) de I'application R

est gradué : K(P) = @ K(P); ou chaque K(P); est constitué des éléments
J

de K (P) de la forme Z \i- P/K;, ot |K;| = p’ (proposition 4.2.2). De plus,

(2
les éléments ay, définis dans la proposition 4.2.10, appartiennent & K (P),,,
avec |.J| = p"7*1, pour tout J < P. Finalement, dans la proposition 4.2.11,
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nous avons vu que si |P| = p", alors K(P),_; est engendré par ’élément ap,
mais que cela n’est pas vrai en général pour les K(P); avec 1 < j <r — 2.
Rappelons également que K(P)g est engendré par P/1 et que K(P), = 0.

Nous allons nous intéresser ensuite au sous-espace K(P); de B(P), dans le
cas ou le groupe P est abélien élémentaire. Vu les remarques précédentes,
cela résoudra le cas ott G = (Cp)3, vu que nous connaissons K(P)g, K(P)s

3
et K(P)s et que K(P) = EBK(P)Z dans ce cas. Malheureusement, 1’étude
=0

1=
du cas de K (P); ne peut pas se généraliser a priori et les sous-espaces K (P);
pour 2 < j <7 — 2 semblent étre encore plus difficiles a déterminer.

4.2.1 Le sous-espace K(P); dans le cas abélien élémentaire

Supposons donc que le groupe P est abélien élémentaire, autrement dit
que P = (Cp,)" pour un entier r > 2. Par conséquent, P s’identifie & un
[F-espace-vectoriel de dimension r, et ses sous-groupes correspondent aux
sous-espaces. De ce point de vue, le sous-espace K(P); de B(P) correspond
aux éléments de K (P) qui font intervenir des droites.

Tout d’abord, si r =2, il y a p+ 1 droites, disons Dy, ..., Dyy;1 (qui s’iden-
tifient aux hyperplans de P); et la proposition 4.2.11 nous dit que K(P);
p+1

est engendré par I'élément ap = Z P/D;.

i=1
Supposons donc que r > 2, et notons D1, ..., D les droitesde Pet Hy, ..., Hg
les hyperplans de P, ot s =1+ p+--- 4+ p" ! (voir le lemme 4.2.6).

Le sous-espace K (P); se caractérise alors de la maniére suivante :

K(P), = {ZS:)\i-P/Di ZS:)\i[P CHD;|-H/(HND;) =0, VH <-P}
i=1 i=1

:{i)\zP/Dz Z)\i-Hj/(HjﬂDl-):Opourjzl,...,s}
i=1

i tels que
D; £ H;
s
:{Z)\i-P/Di Z Aizopourjzl,...,s}
=1 i tels que
D; £ H;
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vuque D;NH; =1si D; £ Hj.

Pour 1 < uw < r, notons F,(S,) le F,-espace vectoriel ayant pour base
I’ensemble S,, des sous-espaces de P de dimension u. En particulier, nous
avons

dim(F,(S1)) = dim(F,(S,_1)) = s

ous=1+p+---+p L. Considérons alors les applications suivantes :

Fp(Sr—1) —— Fp(S1) -, Fp(Sr-1)

D<H
dim(D) =1 dim(H)=r—1

définies par p(H) = Z D et (D) = Z H.
H%D

Le noyau de Papplication v s’identifie & K(P);. En effet

S S

Ker(w)Z{Z)\i'Di’Z)‘i Z Hj:o}

i=1 =1 J tels que Hj zDi

:{i)\i-Dili:( 3 )\i)Hj:O}

J=1 i tels que Diij
= K(P)

Remarquons ensuite que 'image de ¢ est contenue dans le noyau de ¥. En
effet,

ve) =v( Y D)= 3 S K

D<H D<H K#D
dim(D) =1 dim(D) =1 dim(K)=r—-1
- X (X 9
K D<H,D¢K.
dim(K)=r—1 dim(D) =1

Or ce dernier terme est nul, car p divise la cardinalité de I’ensemble
E={D < H|dim(D)=1,D £ K}.

En effet, dans un hyperplan fixé H, ily a 1 +p+ --- 4+ p"~2 droites, dont
14+ p+---+p" 3 sont également contenues dans un hyperplan K, distinct
de H, en utilisant le lemme 4.2.6. Donc Card(E) = p" 2.

Appelons M la matrice de ¢ et L la matrice de v, relativement aux bases
B1 = {Dy,...,Ds} et By = {Hy,...,Hs}. La matrice M est en fait la
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matrice d’incidence entre les droites et les hyperplans de P (pour la relation
d’inclusion) ; autrement dit

o 1 si Dz < Hj,
Mi; = { 0 sinon.

r—2 1

En particulier, la matrice M possede exactement 1+p+---+p" = s—p"~
fois I’élément 1 par ligne et par colonne et des 0 ailleurs. Donc, si J est la
matrice définie par J; ; = 1, pour tout 7,5 = 1,...,s, alors J- M = J. De
plus

S
t
(M-M)ij:ZMki-Mkal.
k=1
1 Ska<Hl'etDk<Hj,

. : par
0 sinon P

En effet, si 1 < k < s, Mki‘Mkj:{

ailleurs, il y a s droites dans un hyperplan et s — p"~! droites dans I'in-
tersection de deux hyperplans distincts, et ces deux nombres sont congrus
a 1 modulo p. Par conséquent, ‘M - M = J. De méme, on montre que
M - 'M = J, en utilisant le fait que le nombre d’hyperplans contenant deux
droites distinctes est congru a 1 modulo p.

Remarquons ensuite que L, la matrice de 9 est définie par

LZ'J':{ 1 si Dj %HZ,

0 sinon

autrement dit, que L = J — ‘M. Le rang des matrices M et L different de
1, et plus précisément, nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.2.12. Avec les notations précédentes,

rang(L) = rang(M) — 1.

Preuve : Comme le rang de la matrice M est égal au rang de la matrice
tM, il suffit de montrer que rang(L) = rang(!M) — 1. Remarquons tout
d’abord que les rangs des matrices L et ‘M different au plus de 1. En ef-
fet, en soustrayant, dans ces deux matrices, la premiere ligne a chacune des
autres lignes, nous obtenons des matrices L’ et M’, respectivement, telles
que toutes les lignes de L’ sont les mémes que celles de —M’, & I'exception
de la premiere.

Comme dim(F,(S1)) = dim(F,(S, — 1)), les dimensions des noyaux de ces
deux matrices different également d’au plus 1. Or Ker(*M) C Ker(J — 'M),
vu que si z appartient au noyau de ‘M, alors

(J —"M)(x) = M'M(x) — "M(z) = 0.
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Finalement, I’élément ¥(1,...,1) appartient au noyau de J — *M car cette
matrice possede exactement p"~! fois I’élément 1 par ligne (et 0 ailleurs),
mais n’appartient pas au noyau de ‘M, car *M possede s—p"~! fois I’élément
1 par ligne (et O ailleurs) et s — p"~' = 1 modp. Par conséquent, nous
obtenons dim(Ker(*M)) = dim(Ker(L)) — 1, d’ou le résultat.

O

Par conséquent
dim(K(P);1) = dim(Ker(¢))) = s —rang(L) = s — rang(M) + 1.

Or, déterminer le rang de la matrice d’incidence entre les droites et les
hyperplans (pour la relation d’inclusion) est un probleme difficile, qui a
été résolu par Smith dans le cadre qui nous intéresse (et beaucoup étudié
dans un cadre plus général par, entre autres, Hamada et Sin, du fait de son
importance dans la théorie des codes) :

Théoreme 4.2.13. Le rang de la matrice d’incidence M entre les droites et
les hyperplans dans un Fq-espace vectoriel de dimension r, ou q = p" pour
un nombre premier p et un entier positif n, est donné par

n
1+<p+r_2>.
r—1
Preuve : voir [Smi69], théoreme 2.6.3.

Dans notre cas, comme P = (C})", qui s’identifie & un F,-espace vectoriel
de dimension r, nous obtenons
r—1

rang(M):1+<p+T_2>.

Nous avons démontré la proposition suivante :

Proposition 4.2.14. Si P est un p-groupe abélien élémentaire de rang r,

alors le sous-espace K(P)1 de B(P) est de dimension s — < ptr_—l 2 > ot

s=14p+---+p" ! est le nombre de droites de P.

Remarque : Dans le cas particulier ou P = (Cp)g, le rang de la matrice M

p>4p+2 _ s+l
2

est égal a =%-,ous=1+p+ p?. Par conséquent, la dimension du

sous-espace K (P); est égale a
s+1 s+1

1= .
2+ 2

172



4.2 Quelques propriétés du socle du foncteur de Burnside dans le cas
abélien

Comme l'image de ¢ est contenue dans le noyau de ¢, qui est isomorphe a
K(P)1, et que
s+1

dim(Im(y)) = rang(M) = g = dim(K(P)y)

nous en déduisons que K (P); est égal a 'image de ¢. Par suite, K (P); est
engendré par les éléments de la forme

ag = Z D

D < H
dim(D) =1

ou H parcourt les hyperplans de P. Ainsi, comme dans le cas de K(P),_1,
le sous-espace K (P); est engendré par les éléments ay ou les H sont des
plans de P.

Théoreme 4.2.15. Soient P un p-groupe. Les assertions suivantes sont
veérifiées :

(i) Si P = (Cy)?, alors Soc(BY) = (Spx)?.

(ii) Si P = (Cp)3, alors Soc(BY) = (Spx)™ , otin = %.

Preuve : Vu les remarques précédentes, nous savons que dim(K (P)g) = 1,
dim(K (P),—1) = 1 et dim(K (P),) = 0 pour tout groupe abélien élémentaire
de rang r. Donc, si P = (C,)?, la dimension de K (P) est égale a 2.

SiP= (Cp)3, par la remarque précédente, nous obtenons que

PP+p+2 p’+p+6

dim(K(P)) =1+ 1+~ :

Corollaire 4.2.16. Soient P un p-groupe et H un sous-groupe de P. Les
assertions suivantes sont vérifiées :

2
(i) Si H=(C,)?, alors SOC(PI];k) = <S£r,k) .
d
(i) Si H = (C,)3, alors SOC(PI];k) = <S£r,k) ,0ud= M.

Preuve : Pour chaque sous-groupe H ci-dessus, nous connaissons le socle
du foncteur de Burnside B correspondant, vu le théoréme 4.2.15. De plus,
dans chaque cas, ce socle ne contient que des foncteurs simples du type Sg e
Il nous suffit donc d’appliquer la proposition 4.1.8. 7
O
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4.3 Cas des p-groupes abéliens de rang 2

Nous désirons déterminer le socle du foncteur de Burnside associé a des
groupes de la forme P = Cpn xCpm o1 0 <n <m.Sin=0ousim =n =1,
nous connaissons déja le résultat (voir la proposition 4.2.3 et le corollaire
4.2.15). Soit P un tel groupe, de rang 2, avec n > 1. Comme P est abélien,
son socle est égal a S ]g i ot d est la dimension de K (P), le noyau du produit
des restrictions de P & ses sous-groupes maximaux, c’est-a-dire le noyau de
I’application
II Bi:B(®P) — ][ B(H)
H< P H<P

définie sur les générateurs de B(P) par RE(P/K) =[P : HK]-H/(HNK).
Il nous faut donc, comme avant, déterminer la dimension de ce noyau ; c’est
I’'objet de la proposition suivante :

Proposition 4.3.1. Soient P = Cpn X Cpm avec 1 <n <m et & = &(P),
le sous-groupe de Frattini de P. Pour chaque sous-groupe K de ®, tel que
rp(®/K) = 1, nous avons r,(P/K) = 2. Donc il existe p+ 1 sous-groupes
de P, notés Ky, ..., Kp11, qui possédent K comme sous-groupe mazimal,
dont exactement un, disons Ky 1, est contenu dans ®. La famille B donnée
par

{ N P/H, P/L, P/Ki~P/K;|L< @, K <&, r,(®/K)=1,i=2,... ,p}
H<P

est une base de K(P).

Preuve : Remarquons tout d’abord les trois propriétés suivantes :
i) Si K <@, alors (P/K)/(®/K) = P/® = C), x Cyp, donc 1,(P/K) = 2.

ii) Si H; et H; sont des sous-groupes maximaux distincts de P, alors
®=H;NHj, vuque ® C H; N Hj et que

[P:H,NH;)=[P:H]H;: HNH;)]=p-[P: Hj]=p*=[P:®].

iii) Si J < P est tel que J ¢« @, alors J N ® est d’indice p dans J.

En effet, J est contenu dans un unique sous-groupe maximal H de

P, qui est le sous-groupe engendré par ® et J, car s’il existait des

sous-groupes distincts maximaux H; et H; dans P, contenant J, alors

J < H;N Hj = ®, vu la remarque précédente. Cela implique que
[J:JN®|=[JP:P]=[H:P]=np.

Commencons par montrer que la famille 5 est libre. Si K est un sous-groupe

de ® fixé tel que rp(P/K) =1, alors il est contenu dans p + 1 sous-groupes
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minimaux, Ki,...,Kpy1 (vu que 7,(P/K) = 2 par la premieére propriété
ci-dessus) et 1'un seulement, disons K1, est dans ® vu que 7,(®/K) = 1.
Donc l'intersection du k-espace vectoriel engendré par I’ensemble

{P/K\ — P/K;| K <®,rp)(®/K)=1,i=2,...,p}

avec celui engendré par les autres éléments de B est nulle. De plus, la famille

{ Z P/H,P/L|L < <I>} est clairement libre. Donc pour montrer que B est
H<P

libre, il suffit de montrer que la famille des P/K; — P/K; pour i = 2,...,p
et K < ® avec rp(®/K) = 1, est libre. Dans ce but, montrons que chaque
K; ci-dessus n’apparait que dans un seul élément de B.

Soit J < P tel que J £ @, alors J N ® est d’indice p dans J, vu la propriété
iii) du début de la preuve. Par conséquent, J posseéde un unique sous-groupe
maximal contenu dans ®, qui est J N ®. Donc chaque sous-groupe K; appa-
raissant dans B possede un unique sous-groupe maximal K qui est dans P,
ainsi il ne peut apparaitre qu’une seule fois dans B, ce qui démontre que B
est libre.

Montrons ensuite que la famille B engendre K (P). Vu la proposition 4.2.2,
K (P) est gradué par l'ordre des sous-groupes de P, et I'on note K(P);, la
partie de K (P) correspondant aux sous-groupes d’ordre p‘. Nous savons que
K(P)p+m =0, que K(P)g est engendré par I’élément P/1 et, par la propo-
sition 4.2.11, que K(P)p4+m—1 est engendré par I’élément Z P/H.

H< P

S
Soit 1 <l <n+m—2etz= Z Xi-P/J; € K(P);. Comme ® est I'intersec-
i=1
tion des sous-groupes maximaux de P, si L < ®, alors pour tout H < - P,
nous avons L < H. Ainsi [P : HL] = [P : H| = p et par suite RL(P/L) = 0;
autrement dit P/L € K(P).
Doncsiz = z1+ay 00z = Z Xi-P/J; et ou g = Z i+ P/ J;, alors

i tels que i tels que
Jid® Ji<®
x9 € K(P), donc z; aussi. Nous pouvons ainsi nous restreindre au cas ou les
sous-groupes J; apparaissant dans x ne sont pas des sous-groupes de ®. Si
x = 0, alors = est engendré par les éléments de B. Supposons donc que x est
S

non nul et, sans perte de généralité, que Ay # 0. Ecrivons x = Z)\i - P/ J;.
=1
Nous pouvons finalement supposer qu’il n’existe pas de sous-ensemble propre

non vide I de {1,...,s} tel que Z Ai - P/J; appartient a K (P);.
el

En utilisant la propriété iii) ci-dessus, J; N ® est d’indice p dans Ji, car J;
n’est pas contenu dans ®, donc J; NP est maximal dans J;. Vu la premiere
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propriété du début de la preuve, r,(P/(J1NP)) = 2, donc il existe p+1 sous-
groupes dont J; N ® est un sous-groupe maximal. De plus, 'un de ces sous-
groupes au moins, Ji, n’est pas dans ®. Il s’ensuit que r,(®/(J; N ®)) = 1,
donc J; N @ est contenu dans @, dans J; et dans p — 1 autres sous-groupes
de P d’ordre p', qui ne sont pas contenus dans ®. Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que ce sont Js, ..., Jp, jy-+1, e jp, ot J, n’apparait
pas dans x pour tout u =7r+1,...,p,etoul <r <s.

Nous obtenons alors que J; N ® = J; N ®, pour ¢ = 2,...,7. En effet,
JN® < J;N® et ces deux groupes ont le méme ordre vu que |J;| = |J;]
et que [J1 : J1N®] =p = [J; : J; NP, en utilisant toujours le fait que
Ji & ®. De plus les sous-groupes Ji,. .., J, sont tous contenus dans le méme
sous-groupe maximal Hy de P (ce sous-groupe est unique car les J; ne sont
pas dans @, vu la deuxiéme propriété propriété du début de la preuve). En
effet, si H est un sous-groupe maximal de P tel que J; n’est pas contenu
dans H, alors

HJl/Jl gI{/(Jlﬂq)) ZH/(JZ'QCI)) gHJZ‘/JZ‘

et comme |J;| = |Ji|, cela force |HJ;| = |HJ,| = |P| donc HJ; = P;
autrement dit J; ﬁ H, pour tout i =2,...,r.

S
Soit H < - P, nous avons 0 = RE <Z)‘Z . P/Ji> = Z Ni-H/(HNJ;).
=1 i tels que
Ji ¢ H
Si H = Hy > Ji, alors les indices 1,...,r n’apparaissent pas dans cette
somine.

Si H # Ji, alors, comme RI(z) = 0, le coefficient de H/(H N J;) doit
étre nul. Or HNJy = HN HyNJ; = &N Jp, vu la remarque ii) du début
de la preuve. Donc le coefficient de H/(H N Jy) = H/(® N J;), pour tout
1=1,...,r,estégal a \y+---+ A, donc A\ +---+ A, =0 et il n’y a aucune
autre relation faisant intervenir Ay, ..., A..
T

Par suite, I’élément y = Z)‘i - P/J; appartient a K(P) et donc, vu nos

i=1
hypotheses sur z, r = s et y = x. Finalement, la condition \; +---+ A, =0
nous permet d’écrire

T
z=-> X(P/Jy - P/J;)
i=2
ou Ji,...,J, sont des sous-groupes non contenus dans ®, dont J; NP est un

sous-groupe maximal. Donc la famille B engendre K (P).

0
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4.3 Cas des p-groupes abéliens de rang 2

Il nous reste a déterminer le nombre d’éléments de la famille B. Pour cela,
nous allons utiliser un résultat de Yeh, qui compte le nombre de sous-groupes
de type donné d’un p-groupe abélien :

Théoréme 4.3.2. Soit P un p-groupe abélien, de type (ki,...,k,) ; autre-
ment dit P = Cpry X+ X Cppn, avee ky < ki, pour tout i =1,...,n— 1.
Le nombre de sous-groupes cycliques de P d’ordre p" est donné par

ph — 1p(n7uh71)(h71)+a
p—1

Vp,
ou vy, est défini par ky, <h <k, , avec kg =0 eta= Z k.

=0
Soient

hi=-=hmy, > hmy1 = = Ry gmy > -+ -
> By gty 41 = 0 = By,

des entiers positifs, ou mi+---+m, = m < n sont des entiers positifs, plus
petits ou égauzr a ky. Définissons les entiers v; par k,, < h; < ky,,4+1 avec
ko =0, pour i = 1,...,m. Alors le nombre de sous-groupes de P de type
(A1, Ay tetm,) est égal a

Ko .
H (pn—ui—z—l—l . 1)

pV . =l
r  Mp
[T -1
p=1 v=1
012N=i(n—w+1—2i)(hi—1 <Zm —m>+ZZkz.
i=1 i=1 p=0

Preuve : Voir [Yeh48], théoreme 1.

Nous pouvons a présent appliquer ce théoreme au cas qui nous intéresse, a
savoir le cas d’un groupe abélien de rang 2 :

Corollaire 4.3.3. Soit P = Cry X Cpry avec 1 < ki < ka. Le nombre de
sous-groupes cycliques d’ordre p de P est égal

i) (p+1)ph7t, sil < h <k,
i) p*, siky < h < ko.

Le nombre de sous-groupes de P de type (hy,hs), avec hy > hy et hy,ha # 0
est égal a

177



Chapitre IV. Socle des foncteurs de Mackey projectifs

i) pe T (p+ 1), si 1< hy < hy <k,
i) pPr2, si 1 < hy < ki < hy < ko,
’LZ’L) 1, s1 1 S h1 = h2 S k‘l.
Preuve : Le théoreme précédent, appliqué au cas ou P = Cpr; X Cppy avec

k1 < ko, nous dit que le nombre de sous-groupes de type (hi,hg), avec
h1 > ho et hy, ho 75 0 est égal a

vy -1 -1
P (p—1)2

2 v;
ou N=(1-v1)(hi—1)+(=1—wg)(ha—1)— 1+Z Z k, et ot les entiers
i—1 =0

v; sont définis par k,, < h; <k Nous obtenons donc :

Vi1

i) sil<hy<hy <kj,alorsv; =v9=0,donc N=h; —hg—1letilya
pM=P2=1(p + 1) sous-groupes de type (hy, hs),

i) sil<hy<ky <hy <kyalorsv; =1,v5=0,donc N =k; —hs et il
y a pF17"2 sous-groupes de type (h1, h2).

Dans le cas o h = hy = hs, nous avons h < ki. Nous obtenons alors que
v1 = v, = 0 et que le nombre de sous-groupes de type (h,h) est égal a

2—1)(p—1 .- .
0. % = 1; autrement dit, il y a un unique sous-groupe de type
(h,h).
Finalement, le nombre de sous-groupes cyclique de P d’ordre p” est donné
par

2—
P =1 L)) (h—1)+a

p—1 F
Vh,
ola = Z k,, et ot entier vy, est défini par k,, < h <k, . Par conséquent,
pn=0

nous obtenons que

i) si h < Ky, alors v, = 0 donc a = 0 et il y a (p + 1)p"~! sous-groupes
cycliques d’ordre p”,

i) siky <h <kp,alorsy, =1donca==Fk etilya pk1 sous-groupes
cycliques d’ordre p".

0

Nous pouvons & présent déterminer le socle du foncteur de Burnside associé
a un p-groupe abélien de rang 2 :
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4.3 Cas des p-groupes abéliens de rang 2

Proposition 4.3.4. Soit P = Cpn x Cpym, avec 1 < n < m. Alors le socle
de BT est égal a S}gk ot

p+1 _
d:n+1+m(pn+l—pn+pn Lop —(n=2)(p—-1))
m-—n
o T ),

En particulier, si P = Cy X Cym, alors d =mp—p+2 et si P = Cp2 x Cpm,
alors d =m(p?> +1) —p?> + p + 1.

Preuve : Vu les résultats précédents, le socle de BY est égal & S gk ou d
est la dimension de K (P), le noyau du produit des restrictions de P aux
sous-groupes maximaux de P. Or la proposition 4.3.1 nous donne une base
B de cet espace. 1l suffit donc de compter le nombre d’éléments de B.

Tout d’abord, en utilisant le corollaire 4.3.3, nous obtenons que le nombre

de sous-groupes de ®(P) = Cpn-1 x Cym-1 est égal a

Il nous reste donc & compter le nombre [ de sous-groupes propres K < ®(P)
tels que 7,(®(P)/K) = 1, autrement dit, tels que le quotient ®(P)/K est
cyclique. Or pour tout groupe abélien fini A, le nombre de sous-groupes
de A dont le quotient correspondant est cyclique est égal au nombre de
sous-groupes cyclique de A. C’est une conséquence du théoreme 10.57 de
[Rot95] qui affirme que si S est un sous-groupe de A, alors A contient un
sous-groupe isomorphe & A/S. Par conséquent, [ = ¢ — 1 ol ¢ est le nombre
de sous-groupes cycliques de ®(P). De plus, vu le corollaire 4.3.3,

-1
A

c=(p+1 +(m—n)p" P4 1.

Finalement, le nombre d’élément de B, et donc la dimension de K (P), est
égalad=1+ N+ (p—1)(c—1), ce qui, aprés quelques calculs, nous donne
le résultat cherché.

0

Comme dans le cas cyclique et les cas abéliens élémentaires de rang 2 et 3,
nous pouvons en déduire un résultat analogue pour le socle des foncteurs de
Mackey projectifs :
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Corollaire 4.3.5. Soient P un p-groupe et H = Cyn x Cpm pour des entiers
1 < n <m, un sous-groupe abélien de rang 2 de P. Alors le socle du foncteur
P};k est €gal a (ngk)d ou d est lentier défini dans la proposition 4.3.4.

Preuve : Par la proposition 4.3.4, le socle du foncteur de Burnside B,
associé au groupe H, est égal a (Sgk)d. La proposition 4.1.8 nous permet
alors de conclure.

O

4.4 Sous-foncteurs simples du foncteur de Burn-
side

Dans les sections précédentes, nous avons démontré que si P est un p-groupe
abélien, alors le socle de BY ne contient que des foncteurs simples du type
Sp- De plus, vu la proposition 4.1.8, si Soc (BH) = (Sg,k)m ou H < P,
alors Soc(P};,k) = (Sgk)m, pour le méme entier m. Cela nous a permis,
en particulier, de déterminer le socle des foncteurs de Mackey projectifs
indécomposables indexés par un sous-groupe cyclique, abélien de rang 2, ou
abélien élémentaire de rang 3 (voir les corollaires 4.2.4, 4.2.16 et 4.3.5).

La question suivante est donc de savoir quels sont les sous-foncteurs simples
de BFY. Plus particulierement, dans quels cas le socle de BY ne contient-il
que des foncteurs simples du type Spj? C’est & cette question que nous
allons partiellement répondre dans cette section.

Ce probleme s’apparente au calcul du noyau du produit des restrictions
étudié dans les paragraphes précédents. Nous sommes donc confrontés au
méme genre de difficulté et une détermination précise de ces sous-foncteurs
semble difficile. Néanmoins, il est possible de donner quelques conditions sur
ces sous-foncteurs simples.

Tout d’abord, en utilisant la proposition 4.1.6 et le fait que BY = Ppy,
nous obtenons que les sous-foncteurs simples de BY sont de la forme SH.k
ou H = Np(J) pour un sous-groupe J de P.
De plus, si § = Sp i est un sous-foncteur simple de BF, alors S(H) = kx
ounx = Z)‘i - H/K; € B(H) doit satisfaire les conditions suivantes :

(2
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4.4 Sous-foncteurs simples du foncteur de Burnside

) Z)‘i -HIK; = cy(x) = o = Z)‘i - H/K;, pour tout g € Ng(H),

i) 0=TI{(z) = Z)‘i - J/K;, pour tout J > H,

iii) 0= R (z) = Z)\i . Z L/LN *K;, pour tout L < H.

Remarques :

1) Comme précédemment, il suffit d’imposer les deux dernieres conditions
ci-dessus pour des sous-groupes J contenant H maximalement et des
sous-groupes L contenus maximalement dans H.

2) Pour que la condition I{(x) = 0 soit satisfaite, pour J > H, il faut
que H contienne des sous-groupes non conjugués dans H, mais qui le
deviennent dans J. En particulier, si N est un sous-groupe normal de J,
contenu dans H, alors I{;(H/N) = J/N et H/N est le seul élément de
B(H) dont I'image par I}, est égale a4 J/N. Par conséquent, si le terme
A - H/N apparait dans z, la condition 0 = Il‘g(x) implique A = 0.

En particulier, si P est abélien nous retrouvons le fait que le seul cas ou
les conditions ci-dessus sont satisfaites est le cas ou H = P.

Proposition 4.4.1. Soit H un sous-groupe propre d’un p-groupe P. Si S
est un sous-foncteur simple de BY isomorphe a Suk, avec S(H) = kx ou

T = Z)\i - H/J;, alors les J; apparaissant avec un coefficient non nul ne

(]
sont pas mazrimauxr dans H.

Preuve : Posons K(H) = Ker( H RH >, le noyau du produit des restric-
L<H

S
tions de H a tous les sous-groupes propres et ;1 = Z)\i -H/K; la somme
i=1
des termes de x faisant intervenir des sous-groupes Ki, ..., K; maximaux
de H. Montrons que z;_1 appartient a K (P). L’élément x peut s’écrire sous
la forme v =v-H/H +x;_1 + Z wy - H/J. Par conséquent, comme

J tel que
H:J]>p

Rf (x) = 0 pour tout sous-groupe maximal L de H, nous obtenons

S
O=v-L/L+Y N > LALN“K)+ > pr >, L/LNY).
i=1  we[L\H/K;] J tel que ve[L\H/J]
[H:J]>p
Sans perte de generahte nous pouvons supposer que K 1 = L et ainsi, nous

obtenons R (z;_;) Z)\ Z L/(LN"K;) Z)\ L/(LNK;).
=1 we[L\H/K]
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Supposons que Rf (x7—1) # 0. 1l existe alors un indice 4, disons i = 2, tel
que A\; # 0. De plus I’équation Rg () = 0 implique qu’il existe un sous-
groupe J de H tel que [H : J] > p, et un élément v € [L\H/J]| tel que le
coefficient de L/(L N ?J) dans l'expression de R¥(z) n’est pas nul et tel
que L/(LN Ky) = L/(LN vJ). Comme "J est d'indice plus grand que p
dans H, YJ doit étre contenu dans L et, par conséquent, *J = LN Ky. Donc
J = LN K3 est normal dans H et ainsi, R (u;-H/J) = p;-[H : L]-L/J =0
ce qui contredit I’hypotheése que le coefficient de L/(L N *J) = L/J est non
nul. Par suite Rf (z;—1) = 0 pour tout sous-groupe maximal L de H. Donc
x;—1 appartient & K (P). Par la proposition 4.2.11, tous les coefficients \;
de x;_1 sont égaux; autrement dit, tous les sous-groupes maximaux de H
apparaissent le méme nombre de fois dans x;_1, donc aussi dans .

Fixons J tel que H < -J. Soit K un sous-groupe normal de J, d’indice p?
et contenu dans H. Un tel sous-groupe existe car si J est cyclique, on prend
pour K son unique sous-groupe d’indice p? qui est alors forcément normal
et contenu dans H et sinon, il existe un sous-groupe H' < -J distinct de H
et I’on choisit K = H N H'.
Il existe alors un indice 1 < j < s tel que K = K et, comme K est un
sous-groupe normal de J contenu dans H, A; = 0, vu la deuxiéme remarque
ci-dessus. Par conséquent, tous les coefficients \; de x;_; sont nuls, donc
Tj—1 = 0.

d

Nous pouvons en déduire le résultat suivant :

Corollaire 4.4.2. Soit P un p-groupe. Si H =1, C), Cp2 ou Cp x C, est
un sous-groupe propre de P, alors Sy n’est pas un sous-foncteur de BP.

Preuve : Rappelons tout d’abord que si Sg, est un sous-foncteur de BP,
alors Sy (H) = kx, avec x =) . \; - H/K; € B(H), tel que
i) cq(x) =, pour tout x € Ng(H),
ii) I (x) =0 pour tout J > H,
iii) RI(z) =0 pour tout K < H.
De plus, les sous-groupes K; qui apparaissent ne peuvent pas étre normaux
dans P, vu la deuxiéme remarque ci-dessus. Donc S; ; n’est pas un sous-

foncteur de B si P # 1, car 1 est un sous-groupe normal de P. De plus, si
H # 1, les sous-groupes K; ne peuvent pas étre égaux & H, car

RI(H/H)=1/14#0.

Donc Sc, ;. ne peut pas étre un sous-foncteur de BP. Finalement z ne
contient pas de terme de la forme H/K ou K est maximal dans H. Donc
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4.4 Sous-foncteurs simples du foncteur de Burnside

BP ne peut pas non plus posséder de sous-foncteurs isomorphes & S 1,k pour
H = Cp2 ou Cp x Cp.

0

La question qui se pose alors naturellement est la suivante : ce résultat reste-
t-il vrai pour un sous-groupe propre H quelconque ? La réponse est négative,
vu ’exemple suivant :

Exemple : Considérons le groupe P = (Cp2 x Cp) x C, ou l'action de
Cp = (g) sur H = Cp2 X Cp, = (a,b) est donnée par % = a et %b = aPb.
Cette action est bien définie car 9'b = a'b et ainsi 9"b = b, donc ¢P agit par
Iidentité.

Le treillis des sous-groupes de H est le suivant :

/\

Hy /ab/ pi1 = (a”,b)
D(H) = /<p2>pb Kpi1 = (aP~DPb)

\/

Vu la proposition 4.3.1, le noyau Ker( Z R%) possede la base suivante :
K< H

B= { > H/J, Hf{a"), H/1, H/(b) — H/{a""DPb) pour i = 2,. ..,p}.

J< H

Nous désirons montrer que le foncteur BY possede un sous-foncteur S iso-
morphe & Spj. Cela revient a déterminer un élément x € B(H) tel que
x € Ker( Z R%), que I€(z) =0 et que c,(z) = z pour tout u € Np(H),

K<H
puis a poser S(H) = kx.

Commencons par la premiere condition. Il faut donc que x soit une combinai-

son linéaire des éléments de B. Or I’élément Z H/J ne peut pas apparaitre
J<H

dans z vu la proposition 4.4.1, et de méme, les éléments H/(a?) et H/1 ne

peuvent pas apparaitre dans z, en utilisant la deuxiéme remarque, page 181,

et le fait que (a?) et 1 sont des sous-groupes normaux de P. Donc z doit
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p
étre de la forme Z Ai - <H/(b> - H/(a(i_l)pb>>.

=2
Par ailleurs, g'bg™" = a’’b, donc 9 (b) = (a~Pb). Il Sensuit que

17 (H/®) = H/(aD78)) =0

pour tout i = 2, ..., p, vu que les sous-groupes (b) et (a*~1Pb) sont conjugués
dans P.

Il nous reste a traiter la condition ¢, (x) = = pour tout € Np(H)/H. Par
construction, H est un sous-groupe normal de P, donc Np(H)/H = P/H =
(g). Il suffit ainsi de vérifier que ¢4(z) = , ce qui se traduit par

ZP:AZ( ~H/{a “Pb) Z)\ (H/(a?b) — H/(a™b))

=2
p+1 ‘
- ZAJ . <H/ aPb) — H/<a<ﬂ—1>pb>> .
Or les égalités ci-dessus sont vérifiées si et seulement si Ag = --- = A,. Par

conséquent, 1’élément

= > (/) — /) = ZH/ (=0m)
=2

appartient a Ker< Z RII}I), a Ker(I5)) et satisfait c,(r) = z pour tout
K<H

u € Np(H). Donc le sous-foncteur S de B défini par S(H) = kz est

bien isomorphe Sy ;. Nous avons de plus montré que c’est 'unique tel sous-

foncteur de BY.
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Chapitre V

Coeflicients de Cartan pour
des foncteurs de Mackey
associés a un p-groupe

Afin de mieux comprendre les foncteurs de Mackey projectifs indécompo-
sables, nous nous sommes précédemment intéressés aux groupes d’extension
de degré 1 entre foncteurs de Mackey simples et au socle de ces foncteurs.
En termes de série de Loewy, cela revient a comprendre la deuxieme couche
et la derniere couche de ces foncteurs. Il reste donc & comprendre tout ce
qu’il y a entre deux, et la premiere question qui se pose est de savoir quels
sont les foncteurs simples qui apparaissent dans ces couches ; autrement dit,
quels sont les facteurs de composition d’'un foncteur de Mackey projectif
indécomposable. Dans ce but, nous allons nous intéresser aux matrices de
Cartan (voir la définition 1.2.17) qui nous donnent précisément cette infor-
mation.

Dans tout ce chapitre, nous allons nous placer dans le cas des foncteurs de
Mackey associés a des p-groupes. Fixons donc un p-groupe fini P et un corps
k algébriquement clos, de caractéristique p.

5.1 Coefficients de Cartan

Afin de calculer les coefficients de Cartan, nous allons utiliser le foncteur By,
ou X est un P-ensemble, qui est le foncteur de Mackey obtenu en appliquant
la construction de Dress au foncteur de Burnside B = B. Rappelons de
quoi il s’agit.
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a un p-groupe

Définition 5.1.1. Soit X un G-ensemble, ou G est un groupe fini quel-
conque. Pour tout foncteur de Mackey M associé a G, on définit le foncteur
de Mackey Mx par Mx(Y) = M(Y x X) pour tout G-ensemble Y (en uti-
lisant la définition de foncteurs de Mackey due a Dress).

Nous allons appliquer cette construction au foncteur de Mackey de Burnside,
ce qui nous permet d’obtenir le foncteur By, pour chaque P-ensemble X.
La propriété essentielle de ce foncteur est la suivante :

Proposition 5.1.2. Soient X un G-ensemble et M un foncteur de Mackey
associé a G. Alors

HomMaCkk(G) (BXa M) = M(X)

Preuve : Le corollaire 8.2 de [TW95] affirme que pour tout foncteur de
Mackey M associé a G, Homypaa, (@) (B, M) = M(G). En particulier, en
appliquant cet isomorphisme au foncteur My et en utilisant la définition de
Dress de foncteurs de Mackey, nous obtenons

I—IOInMack;C (@) (Ba MX) = MX(G/G) = M(X)

De plus, pour tout G-ensemble Y, le foncteur Zy : Macky(G) — Macky(G)
qui associe a chaque foncteur de Mackey M le foncteur My est autoadjoint
(voir [Bou00], proposition 5.5.6). Par conséquent,

HomMaCkk (@) (BX, M) = HomMackk(G) (B> MX) = M(X)

0

Théoreme 5.1.3. Soient J et Y des sous-groupes d’un p-groupe P. Le
coefficient de la matrice de Cartan correspondant auz foncteurs Py, et Sy
est donné par

C(1k),(YV,k) — Z njnyy
g€[J\P/Y]

ot ng désigne le nombre de classes de conjugaison d’un groupe H.

Remarque : Le probleme plus général de calculer les coefficients de la ma-
trice de Cartan entre foncteurs de Mackey associés a un groupe G quelconque
a été résolu par Bouc, dans [Bou98] : soient Pys et Py des foncteurs de Mac-
key projectifs indécomposables pour le groupe G sur k, dont les évaluations
en 1 sont égales a M et N respectivement, avec M et N non nuls (cette
hypothese équivaut a dire que Py et Py sont dans Macky (G, 1), cas auquel
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on peut toujours se ramener, vu le théoreme 1.7.8). Le coefficient de Cartan
correspondant est alors égal a

cux= Y. dimg (Homyy, o (M[QL, N[Q)))
QE[G\sp(G)]
ou M[Q] et N[Q] désignent les quotients de Brauer respectifs en @ (voir la
page 38), et [G\sp(G)] est un systeme de représentants des classes de conju-
gaison de p-sous-groupes de G. Méme si le théoreme 5.1.3 peut se déduire
de ce résultat, la preuve donnée ici est différente. Elle m’a par ailleurs été
suggérée par Serge Bouc, que je remercie.

Preuve : Soient X et Y des P-ensembles, et By, By les foncteurs de Mackey
correspondants définis précédemment. Vu la proposition 5.1.2,

Homy g, () (Bx: By) = By (X) = B(X x Y).

Par ailleurs, si P/H est un P-ensemble transitif, alors Bp/y = BH T% En
effet, si P/L est un P-ensemble transitif, alors

Bp/u(P/L) = BY(P/L x P/H) = B” (Indj; (Res;;(P/L) x H/H))
= B” |}; (Res;(P/L)) = B" (Res;(P/L)) = B" 1}; (P/L)

ou nous avons utilisé 'identité de Frobenius qui affirme que pour tout P-
ensemble U et pour tout H-ensemble V, il existe un isomorphisme de P-
ensembles entre U x Ind% (V) et Ind% ((Reng ) x V) (voir [Bou00], propo-
sition 2.2.1).

Rappelons ensuite que le coefficient de Cartan c(j) (v,x) est égal a la di-
mension sur k de Homypa, (@) (Prk, Pyk) (voir [Lan83], corollaire 5.9). De
plus, Pj; = B’ T]JD (voir la remarque qui suit le théoreme 1.5.2), donc
Pjr = Bpyj, vu ce qui précede; et de méme, Pyy = BY T§ = Bpy. Par
conséquent,

C(J,k),(Y,k) = dlmk (HomMackk(G) (Bp/J, Bp/y)) = dlmk(B((P/J) X (P/Y)))

Par ailleurs, en utilisant & nouveau 'identité de Frobenius et la formule de
Mackey, nous obtenons que

(P/J) x (P/Y) =2 1Indy(J/J) x (P/Y) = Ind] ((J/J) x Resh (P/Y))
~ > P/JnY).

ge[J\P/Y]

Par suite,

C(J,k),(Y,k) = dlmk(B((P/J) X (P/Y))) = Z dlmk(B(J ﬂgY)).
ge[J\P/Y]
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Pour conclure, il suffit alors de remarquer que le nombre de classes de conju-
gaison de sous-groupes d’un groupe H est égal au rang de B(H ).

0

Ce résultat se simplifie beaucoup dans le cas ot I'un des sous-groupes, J ou
Y, est normal dans P. Nous obtenons alors le corollaire suivant :

Corollaire 5.1.4. Soient J et Y des sous-groupes d’un p-groupe P, tels que
J ouY est normal dans P. Le coefficient de la matrice de Cartan corres-
pondant aux foncteurs Py, et Sy est alors donné par

CIk),(Yk) = [P:JY] njy

ot njny désigne le nombre de classes de conjugaison de sous-groupes de
JNnY.

Preuve : Si Y est normal dans P, le théoreme précédent nous dit que

Copnrm = . munsy =[P:JY] nyny.
9€[I\P/Y]

Si J est normal dans P, en utilisant le théoreme précédent et le fait que la
matrice de Cartan est symétrique (voir [TW95], théoréme 7.1), nous obte-
nons

LRk = SR = D Mynar = [P JY] ngay.
ge[Y\P/J]

5.2 Quelques calculs de matrices de Cartan

Nous allons utiliser les formules obtenues dans la section précédente afin
de calculer les matrices de Cartan pour les foncteurs de Mackey, associés a
certains p-groupes, sur un corps k algébriquement clos, de caractéristique p.

Rappelons que le groupe abélien Go(Macky(G)) s’obtient en construisant le
groupe de Grothendieck de la catégorie des foncteurs de Mackey de type
fini. De plus, il posséde une Z-base B’ formée des foncteurs de Mackey
simples, Spr, v, o H parcourt les sous-groupes de G' et ou V' est un kENg(H)-
module simple. Rappelons également que le groupe Ky(Macky(G)) s’obtient
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en construisant le groupe de Grothendieck de la catégorie des foncteurs de
Mackey projectifs. De plus, il possede une Z-base B formée des foncteurs
projectifs indécomposables, Pp,1/, olt Py est la couverture projective du
foncteur Sy y. En particulier, nous pouvons ordonner les bases B et B de
sorte que le ™€ élément de B, disons Py v, soit la couverture projective du
i®me glément de B, autrement dit S,y

L’homomorphisme de Cartan ¢ : Ko(Macky(G)) — Go(Macky(G)) associe
a chaque g (G)-module projectif Py y sa classe dans Go(Macky(G)), qui
est alors la somme des classes de ses facteurs de composition. De plus, la
matrice de ’homomorphisme ¢, exprimée dans les bases B et B’, est la ma-
trice de Cartan, dont les coefficients sont les multiplicités des facteurs de
composition des modules projectifs indécomposables.

Rappelons encore que dans le cas d’un p-groupe P, les foncteurs de Mackey
simples sont indexés par les sous-groupes de P, a conjugaison prées, ce qui
nous permet de déterminer facilement les bases B et B’. Comme les matrices
de Cartan sont symétriques (voir [TW95], corollaire 7.2), nous n’en donne-
rons que la partie triangulaire supérieure.

i) Commengons par C), le groupe cyclique d’ordre p. Les foncteurs de
Mackey simples associés a Cp sont S; = Sy et S, = Sg, k. Par
conséquent, 'ensemble B’ = {51, S,} est une Z-base du groupe abélien
Go(Macky(Cyp)), et de maniere analogue, B = {Pi, P,}, ou P, = Py,
et P, = Pg, x sont les couvertures projectives des modules S1 et Sp
respectivement, est une Z-base du groupe abélien Ky(Macky(Cp)).

Par le corollaire 5.1.4, le coefficient de la matrice de Cartan correspon-
dant & Py et Sy est donné par ¢y g (1,5) = 1 - [Cp : 1] = p. De maniere
analogue, nous obtenons que

C(Cp k), (1k) = C(1k),(Cpk) = 1+ [Cp s Cp] =1

et que ¢, k), (cpk) = 2 [Cp : Cp] = 2. Par conséquent, la matrice de
Cartan associée a Cp, relativement aux bases B et B’ est donnée par :

p 1
Nk
ii) Plus généralement, pour Cp, le groupe cyclique d’ordre pF il y a
k + 1 foncteurs de Mackey simples correspondant aux sous-groupes de

C,r. Par conséquent, B' = {5, S1,..., Sk} o S; = SCpi,k est une Z-
base du groupe abélien Gy (Mackk(Cpk)). Donc B = {Fy, P, ..., P}
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ou P, = Pcpi,k est la couverture projective de S; est une Z-base du

groupe abélien K| (Mackk(Cpk)). Vu le corollaire 5.1.4, le coefficient
de la matrice de Cartan correspondant aux sous-groupes Cpi et Cp;
est donné par

C(sz )

)7(ij ,k) = ncpimcpj . [Cpk : Cpiij]

ou ne ,nc; est le nombre de sous-groupes de Cp; N Cp;.

Par suite, la matrice de Cartan est égale a

pk pk—l pk—Q pk—3 p2 P 1
2pk71 2pk72 2pk73 2p2 2p )
3pk—2 3pk—3 3p2 3p 3
4ph—3 4% 4p 4

k+1

iii) Traitons ensuite le cas de P = C), x C),. Les sous-groupes de P sont
1, P et p+ 1 sous-groupes cycliques d’ordre p, notés Hy,...,Hp 1. Par
suite, B = {51, ) T SHP_H,SP} et B = {Pl, Py, ... ’PHp-H’PP}‘
En utilisant & nouveau le corollaire 5.1.4, nous obtenons que la matrice
de Cartan est égale a

p2 p p ... D 1
2p 1 ... 1
1

2p 2

p+3

iv) Considérons ensuite Qg, le groupe des quaternions d’ordre 8, qui est
donné par Qg = (1,7 |i> = j2 = m,m? = 1,57 'ij = i~1). Les sous-
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groupes de (g, & conjugaison pres, forment le treillis suivant :

Il y a donc 6 foncteurs de Mackey simples associés au groupe Qg for-
mant la base B’ = {S1,5%,SH,, SH,, St4, 50} et, de maniére ana-
logue, la base B est donnée par B = {P1, Pz, Pu,, Ph,, Pr,, Pgg }-

Le groupe Qg n’est pas abélien, toutefois tous ses sous-groupes sont
normaux. Le corollaire 5.1.4 nous dit alors que le coefficient de la
matrice de Cartan associé a des sous-groupes J et Y de Qg est égal a

crk) vk = [P JY] - njay

ou njny désigne le nombre de classes de conjugaison de sous-groupes
de JNY. La matrice de Cartan est donc égale a

8 4
8

S = N

SN =N
NN N
S W W W N =

v) Traitons ensuite le cas de Dg, le groupe diédral d’ordre 8 qui est donné
par Dg = (r,s|r* = s2 = 1,srs = r~1). Les sous-groupes de Dg, &
conjugaison pres, forment le treillis suivant :

Ds
/ \
Vi= = (r) Vi = (rs,r2)
\ \ ]
= Z = (r?) i = (rs)
\1/
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Il y a donc 8 foncteurs de Mackey simples associés au groupe Dg
qui forment la base B = {Sl,SZ,SH,Sg,SC4,Sv4,5174,51)8} et, de
maniere analogue, la base B est la suivante :

B:{Pl,PZ,PH,PI”{,PC4,PV4,PV4,PDB}.

Cette fois, le groupe Dg possede deux sous-groupes (& conjugaison
prés) qui ne sont pas normaux, a savoir H et H. Pour calculer la
matrice de Cartan, il faut donc utiliser la formule du théoreme 5.1.3,
qui nous dit que le coefficient de Cartan correspondant a des sous-
groupes J et Y de Dg est donné par

C(Jk),(Y.k) = Z njney
gelJ\P/Y]

ou ny désigne le nombre de classes de conjugaison d’un groupe H.

Par exemple, comme [H\Dg/H] = {1,7,7%}, le coefficient C(H.k),(H k)
est égal a
nH + Ngn2s) + N = 9.

La matrice de Cartan est alors égale a

8§ 4 4 4 2 2 2 1
8 2 2 4 4 4 2
5 21 4 1 2
5 1 1 4 2

6 2 2 3
10 2 5

10 5

8

vi) Le dernier exemple que nous allons donner est celui du groupe ex-

traspécial P d’ordre p3 et d’exposant p, qui est donné par
P = <x7y7zlxp = yp = 2P, [1‘,2] = [y,z] =1, [xvy] - Z>

Les sous-groupes de P, a conjugaison pres, forment le treillis suivant :

By = <:E,Z> E; = (y,z) s Epp1 = <:Eyp717z>
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Il y a donc 2p + 5 foncteurs de Mackey simples associés au groupe P
formant la base B' = {S1,5z,S¢;, SE;,Sp|1 < i,j < p+ 1} et, de
maniere analogue, la base B est la suivante :

B ={Py, Pz, Pc;, Pg,;, Pp|1 <i,j <p+1}.

Comme auparavant, en utilisant la formule du théoréme 5.1.3, nous
obtenons la matrice Cartan :

p®  p? p? p p 1
2p? p p 2p . 2p
3p—1 »p p 2p 1 1 2
1 » 1 1 :
3p—1 p : 1
3p—1 1 R | 2p 2
p2+3p 2 ... ... 2 p+3
2 :
p*+3p p+3
2p+5
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Pour terminer, nous allons rappeler les différents résultats obtenus dans ce
travail, puis donner quelques pistes susceptibles de prolonger cette recherche.

Groupes d’extension de degré 1 et foncteurs T

La premiere partie de ce travail a été consacrée a 1’étude des groupes d’ex-
tension de degré 1 entre deux foncteurs de Mackey simples, disons Sg w et
Sh,v, associés a un groupe G. Cette étude se divisait en trois cas :

i) H et @ ne sont pas inclus 'un dans lautre, a conjugaison pres.
ii) H est strictement inclus dans K, a conjugaison pres (ou l'inverse).
iii) H est conjugué a Q.

Dans le premier cas, il n’existe pas d’extension non triviale.

Nous nous sommes tout d’abord intéressés au deuxieme cas. Lorsque H et ()
sont normaux et strictement inclus I'un dans I'autre, nous avons déterminé
explicitement les groupes d’extension de degré 1 entre Sg w et Sy . Puis
nous avons vu que, sous certaines conditions de semi-simplicité de la res-
triction des modules W et V', ce résultat s’étend a des sous-groupes H et
Q, inclus strictement 'un dans 'autre, mais pas nécessairement normaux.
Ces considérations nous ont alors amenés a introduire des foncteurs, notés
T (et plus précisément Ty ot H est un sous-groupe de G et ou V est un
kN (H)-module quelconque), dont la définition ressemble & celle des fonc-
teurs de Mackey simples construits dans la classification. Nous avons étudié
ces foncteurs et remarqué qu’il suffit de comprendre les extensions entre
foncteurs 1" pour connaitre les extensions entre foncteurs simples. L’avan-
tage de ce point de vue est que le calcul des groupes d’extension entre Tg w
et Ty v se restreint au cas ou les sous-groupes () et H sont normaux dans G.
Cela permet de travailler avec des groupes plus petits, et par conséquent, de
déterminer explicitement les groupes d’extension lorsque le groupe de départ
n’est pas trop gros. C’est ce que nous avons illustré a l'aide de ’exemple du
groupe Sy.
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L’étape suivante serait de déterminer la forme générale de ces groupes d’ex-
tension de degré 1 entre foncteurs 7. Une des approches possibles pour
attaquer ce probleme consisterait & étudier les facteurs de composition des
foncteurs T' (une des principales difficultés résidant dans le fait que les sous-
foncteurs et les quotients des foncteurs 7" ne sont en général pas des foncteurs
T). L’étude des différentes propriétés de ces foncteurs, de par leur définition
naturelle, est par ailleurs un probléeme intéressant en soi.

Remarquons au passage que I’étude des facteurs de composition des fonc-
teurs T a été également motivée par le fait suivant : la conjecture d’Alperin
affirme que, pour un groupe fini G et un corps k algébriquement clos de ca-
ractéristique p, il y a une bijection entre ’ensemble des kG-modules simples
et 'ensemble de kN g(P)-modules simples et projectifs pour tout p-sous-
groupe P de G (voir [Alp87]). Une des idées de Thévenaz et Webb pour
aborder cette conjecture était de passer par les foncteurs de Mackey. Expli-
citement, si V' est un kG-module simple, le foncteur de Mackey F Py appar-
tient & Macky (G, 1), donc tous ses facteurs de composition sont du type Sg,w
ot H est un p-groupe et ot W est un kN g(H)-module simple. Le but était
de trouver un facteur de composition Sy particulier de F'Py tel que W
soit projectif, afin d’établir la bijection précédente. Méme si cette construc-
tion fonctionnait pour de petits groupes, elle ne se généralisait pas a des
groupes plus compliqués. Suite a I’étude des foncteurs Ty v, une piste ana-
logue semblait possible : si V' est un kG-module simple, on peut alors étudier
les facteurs de composition du foncteur 77 p, (qui appartient également &
Macky(G, 1)), ou Py est la couverture projective de V. Cette approche per-
met d’établir une telle bijection dans le cas ou G est abélien et ou G = S3
(en caractéristiques 2 et 3). Malheureusement cette maniere de faire ne fonc-
tionne plus déja dans le cas de Sy. Il serait toutefois envisageable d’utiliser
les mémes idées en considérant un autre foncteur que T p,. Dans tous les
cas, I’étude des ces foncteurs T reste une voie a explorer.

Dans le cas ou les sous-groupes H et ) sont conjugués, nous avons vu que
nous pouvions nous ramener au cas ol ces deux sous-groupes sont normaux
dans G. L’étude du groupe Ext,, () (Su,v, Su,w), ou plus généralement de
Ext,,, &) (Tu,v,Tu,w), passe par le morphisme d’évaluation en H :

na - Bxty, ) (Tayv, Tow) — Exty, ) (V) w).

Ce morphisme est injectif et nous nous sommes par conséquent intéressés a
sa surjectivité. A I'aide d’un exemple, nous avons vu qu’il y a des cas ou 1y
est surjectif et d’autres non. Nous avons en particulier montré que ny est
surjectif si G est un p-groupe ou si G posséde un p-sous-groupe de Sylow
normal (avec des conditions supplémentaires si p = 2).
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Les questions qui se posent alors sont les suivantes : peut-on déterminer
exactement quand 7y est surjectif 7 Et si ny n’est pas surjectif, quelle est
son image ? Ces questions sont trés fortement liées a la structure des mo-
dules V et W en jeu, comme nous 'avons déja remarqué. Il semble donc a
priori difficile de donner une réponse globale ; par conséquent, il y a encore
beaucoup a découvrir a ce sujet.

Groupes d’extension de degré supérieur

Dans le chapitre suivant, nous nous sommes intéressés aux groupes d’ex-
tension de degré supérieur entre foncteurs de Mackey simples associés a un
groupe G possédant un p-sous-groupe de Sylow C' d’ordre p. Ce probleme
équivaut en fait a déterminer des résolutions projectives minimales des fonc-
teurs de Mackey simples associés a G. Nous avons remarqué qu’il suffisait
de calculer ces résolutions pour des foncteurs simples indexés par les sous-
groupes 1 et C' de G. Nous avons déterminé explicitement une résolution
projective minimale des foncteurs simples indexés par C' lorsque C' est nor-
mal dans G, et une résolution projective minimale des foncteurs simples
indexés par 1 lorsque G = C), x C¢, ou e divise p — 1. Comme ces deux
résolutions sont périodiques, nous avons pu en déduire que tous les fonc-
teurs de Mackey simples associés a un groupe possédant un p-sous-groupe
de Sylow d’ordre p ont une résolution projective minimale périodique (méme
si nous ne l'avons pas toujours calculée explicitement).

Il serait donc intéressant de déterminer pour quels groupes cette propriété,
a savoir que tous les foncteurs de Mackey simples possedent une résolution
projective minimale périodique, reste vraie. A priori, il n’y a que peu de
groupes qui vont vérifier cette propriété ; en effet, il semble que ce n’est déja
plus le cas pour Cy, le groupe cyclique d’ordre 4 (la résolution projective
minimale du foncteur simple indexé par C4 ne semble pas étre périodique).

Nous avons également vu que les blocs de l'algebre de groupes kNg(C)
(o C est le p-sous-groupe de Sylow d’ordre p de G) sont en bijection
avec les blocs de Macky(Ng(C),1). Par ailleurs, tout bloc B de kNg(C)
est Morita-équivalent a l'algebre k[C, x C¢], ol e est un entier qui di-
vise p — 1 (voir [Ben91], proposition 6.5.4). Dés lors une question qui se
pose serait de savoir s’il existe une équivalence de Morita analogue dans
le cas des foncteurs de Mackey; autrement dit, est-ce que tout bloc de
Macky (N (C), 1) est équivalent a l'algebre pux(Cp x Ce) ? Cette question est
d’autant plus intéressante que nous avons déterminé explicitement toutes les
résolutions projectives minimales des foncteurs de Mackey simples apparte-
nant & Macky(Cp x Ce, 1). Une telle équivalence nous permettrait ainsi de
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généraliser notre résultat au cas d’un groupe GG possédant un p-sous-groupe
de Sylow normal d’ordre p. Nous pourrions ainsi connaitre la période d’une
résolution projective minimale des foncteurs de Mackey simples indexés par
le sous-groupe trivial.

Une autre approche pour calculer les groupes d’extension de degré supérieur
serait de construire explicitement des résolutions projectives des foncteurs de
Mackey simples. Dans un premier temps, il serait raisonnable de se focaliser
sur le cas des p-groupes. En effet, dans ce cadre, les couvertures projectives
sont données par des foncteurs de Burnside. Plus précisément, si M est un
foncteur de Mackey associé a un p-groupe P, sa couverture projective est
égale & Bx ou X est un P-ensemble minimal tel que Bx se surjecte sur
M. Par exemple, si M = Sy est un foncteur simple de Macky(P), nous
obtenons que X = P/H ; en particulier, Bp/y = BH TZ = Pp . Cette ap-
proche est intéressante en soi, méme si elle parait difficile & aborder a priori.
En effet, il faudrait d’une part déterminer cet ensemble X minimal, puis
calculer le noyau de la surjection de Bx sur M, afin de construire la suite
de la résolution.

Nous avons finalement montré que les groupes d’extension sur ’algebre de
Mackey coincident avec les groupes d’extension sur ’algebre de Mackey coho-
mologique uniquement pour les extensions de degré 1 entre foncteurs simples.
Ce n’est pas le cas si les foncteurs ne sont plus simples, ni si ce sont des ex-
tensions de degré supérieures & 1. A priori, I'étude des foncteurs de Mackey
cohomologiques ne semble guere utile pour le calcul des groupes d’extension
de degré supérieur.

Socle des foncteurs de Mackey projectifs

Dans le quatrieme chapitre, nous nous sommes intéressés au socle des fonc-
teurs de Mackey projectifs indécomposables, associés a un p-groupe P. Nous
avons montré que le socle du foncteur Ppj ne contient que des foncteurs
simples indexés par le normalisateur dans H d’un sous-groupe de H. Ce
résultat implique en particulier que si H est abélien, tous les sous-foncteurs
simples de Pp; sont isomorphes & S ;. Nous avons également montré que
si Soc(BH) = (ngk>m, alors Soc(Pp k) = (Sﬁk)m. Cela nous a amenés
a nous intéresser au socle du foncteur de Burnside dans le cas abélien (ce
qui revient a la question suivante : si P est un p-groupe abélien, combien y
a-t-il de sous-foncteurs simples isomorphes & Spj, dans BT ?). Nous avons
déterminé ce socle dans le cas ou P est un p-groupe cyclique, abélien de rang
2 et abélien élémentaire de rang 3 ; et déja dans le cas des petits groupes, le
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probleme est ardu.

Il y a donc de nombreuses pistes a explorer. Par exemple : pour quels groupes
le foncteur de Burnside BY ne contient-il que des sous-foncteurs isomorphes
a Spy? En effet, nous avons vu que BP peut posséder des sous-foncteurs
indexés par des sous-groupes propres, et il serait par suite intéressant d’avoir
une caractérisation des groupes satisfaisant cette propriété. A cela s’ajoutent
trois questions légitimes : que se passe-t-il pour les autres p-groupes abéliens
élémentaires 7 et pour les p-groupes ? et plus généralement pour des groupes
quelconques ?

Une approche possible pour attaquer le probleme du socle du foncteur de
Burnside associé a un groupe abélien élémentaire est la suivante : le socle du
foncteur de Burnside BY, ol P est un p-groupe abélien élémentaire est égal
a (Spg)™ ou m est la dimension du noyau K (P) du produit des restrictions
de P & ses sous-groupes maximaux. Nous avons montré que K (P) est gradué
par lordre des sous-groupes de P et nous avons déterminé K (P);, la partie
de ce noyau correspondant aux sous-groupe d’ordre p (c’est ce qui nous a
permis de déterminer le socle de B(CP)S). Pour pouvoir connaitre le socle du
foncteur de Burnside associé a n’importe quel groupe abélien élémentaire,
il nous faudrait déterminer tous les K(P); (c’est-a-dire la partie du noyau
correspondant aux sous-groupes d’ordre p’). Un des moyens possibles pour
aborder ce probleme est le suivant : pour un sous-groupe L, d’ordre p'~1,
fixé, on considere l'application p; qui envoie le G-ensemble G/K sur la
somme des G/H ou H parcourt les sous-groupes maximaux de P dont l'in-
tersection avec K donne L. L’espace K (P); est alors égal a l'intersection des
noyaux des p7, pour L parcourant les sous-groupes de P d’ordre p'~!. Bien
que nous n’ayons pas de formule explicite pour calculer cette intersection,
il est toutefois possible de déterminer la dimension de Ker(uz) pour un L
fixé (qui est égal a la somme de la dimension de K (P/L); et du nombre de
sous-groupes de P d’ordre p’ qui ne contiennent pas L). En particulier, nous
obtenons une borne pour K (P);. Le prochain pas serait donc d’étudier plus
précisément cette intersection de noyaux afin d’obtenir la dimension exacte
de K(P); pour tout 1.

Le passage des groupes abéliens élémentaires aux p-groupes (abéliens ou non)
constituerait 1’étape suivante. L’approche usuelle pour faire un tel passage
est d’utiliser le sous-groupe de Frattini, ®(P), qui est tel que P/®(P) est un
groupe abélien élémentaire. Comme nous ’avons vu, il existe une application
d’inflation, Inf = Infg/q)(P), qui permet de passer de B(P/®(P)) a B(P). Il
existe également une application duale, la déflation, Def = Defg /& (P) qui
va de B(P) dans B(P/®(P)) et qui envoie un P-ensemble X sur I'ensemble
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des orbites de X sous I’action de ®(P). On vérifie alors que Def oInf = id et
que Inf o Def est un projecteur. En particulier, nous obtenons les inclusions
suivantes :

Inf(K(P/®(P))) C K(P) C Inf(K(P/®(P))) + Ker(Def).

Comme {P/L—P/®(P)L|®(P) ¢ L} est une base du noyau de la déflation,
la dimension de l'espace K (P) est alors bornée par

dim(K (P/®(P))) < dim(K(P)) < dim(K (P/®(P))) + |{L <p P|®(P) ¢ L}].

Par conséquent, le socle de BY dans le cas d’un p-groupe abélien élémen-
taire nous donne des informations sur le socle de BY pour un p-groupe
quelconque. Il serait donc intéressant de voir s’il est possible de modifier ces
bornes afin d’obtenir une valeur aussi précise que possible de la dimension
de K(P), a partir de celle de K(P/®(P)).

L’ultime question serait alors : est-il possible de généraliser ces résultats
au cas des groupes quelconques (donc de sortir du cadre des p-groupes) 7
Rappelons que notre approche initiale consistait a utiliser une A-filtration
des foncteurs de Mackey projectifs, puis a calculer le socle de ces fonc-
teurs A afin d’obtenir des informations sur le socle des foncteurs projec-
tifs. Dans le cas d’un groupe G quelconque, les foncteurs de Mackey pro-
jectifs indécomposables possédent une A-filtration, mais le probléme qui
se pose alors est de déterminer précisément les facteurs de cette filtration.
Plus précisément, les A-facteurs du foncteur projectif Ppy sont donnés
par A JPuv(J) ou J parcourt les sous-groupes de H a conjugaison pres.

Le probleéme revient alors & calculer le module Py (J). Par un résultat
de Bouc (voir [Bou98], lemme 5.10), ce module peut s’exprimer comme un
quotient de Brauer :

Puy(J) = Puy()/( D I(Pav(1)).
K<J

Il faut en particulier déterminer I’évaluation du foncteur Py en 1. Dans
le cas des p-groupes, nous avons vu que Pp (1) = k[P/H], et pour un
groupe quelconque, un résultat de Thévenaz et Webb affirme que Pp /(1)
est le correspondant de Green de la couverture projective de V', vu comme
kN g(H)-module. Toutefois, ce module semble difficile & déterminer plus
explicitement, vu que dans la correspondance de Green, il y a des termes
projectifs que 'on n’arrive pas a maitriser. Il faudrait donc commencer par
étudier ces modules ﬁH,V(J ) pour pouvoir généraliser notre approche a des
groupes quelconques.
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