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Résumé
Nous présentons un modeéle itératif de figures a motifs fractals. Ce modéle est exprimé dans
un formalisme type IFS (Iterated Function System), qui est relié & Uapproche par schéma de
subdivision. Ce modéle itératif permet de définir des formes a poles multirésolution (courbes et
surfaces).

Mots-clés : modele itératif, IFS, schéma de subdivision, paramétrisation, forme a poles,
multirésolution.

1 Introduction

Nous avons développé une modélisation itérative qui permet d’exprimer dans un méme forma-
lisme, une grande généralité de formes [TBSGT06] : formes fractales définies par regles de pro-
duction, formes issues de la CAQO, courbes et surfaces définies par schéma de subdivision, ... Le
principe de cette modélisation est de ramener les divers formulations (équations fonctionnelles,
schémas de subdivision, formes & poles, ...) & une description “type IFS”, c.a.d. une famille finie
de matrices de subdivision. L’intéret de cette formulation est de pouvoir étudier les propriétés
du modele (existence des solutions, dérivabilité, ...) & travers les caractéristiques (vecteurs et
valeurs propres) de ces matrices. PRAUTZSCH et MICHELLI l'avaient fait pour étudier les sub-
divisions de courbes a poles [PM87]. DAUBECHIES et LAGARIAS 'avaient fait pour étudier une
famille d’équations fonctionnelles décrivant, entre autres, des ondelettes [DL93]. Nous avons
introduit un formalisme d’IFS projeté pour étendre les formes & poles aux formes fractales
[ZT96]. Nous avons montré que ce formalisme permet de décrire des figures (courbes, surfaces
ou autre) dont on peut moduler la forme générale & I’aide de points de controle et ’aspect local
(lisses, rugueux, spiralé) a Paide des matrices de subdivision [TGB02].

Plus récemment, nous avons introduit une autre version de ce formalisme, dans lequel les courbes
sont munies d’un motif local auto-affine [TGWO06]. Dans cet article, nous présentons ’aspect
multirésolution de ce modele et son extension aux surfaces définies par produits tensoriels.

2 Modeéle itératif

Nous avons introduit un formalisme, le BCIFS (Boundary Controlled Iterated Function System)
[TBSGT06] que nous allons utiliser pour présenter les modéles itératifs de courbe et surface et
en exprimer ’aspect multirésolution.



2.1 Espaces

A chaque figure est associé un espace de définition E*. Les arcs paramétrés sont les fonctions
continues de [0, 1] dans E?, leur ensemble est noté CY([0, 1], E%). Les carreaux paramétrés sont
les fonctions continues de [0, 1] dans E/, leur ensemble est noté C°([0, 1], E7).

Les E” sont des espaces affines. £ = R ou R® décrit les espaces de modélisation 2D ou
3D, et E* = B(RJ ) = {(z:)jes=/ > e xj = 1} décrit les espaces barycentriques associés aux
formes & poles — les indices de J* sont des noeuds d’une grille de controéle. En notant par x(n)
le niveau de raffinement n, E*(™ décrit les espaces associés & 'approche multirésolution.

2.2 Opérateurs de subdivision

Nous utilisons des d’opérateur affines 7.7 de EY dans E*, notés T, : E¥ < EY et représentés
Y

par des matrices homogenes m, x m, avec my = 3,4 ou |J*| et my = |JY|. Si EY = B(RJ ) les

T% sont identifiables a des familles finies de points de E”, notées (pf )jegv - avec JY ensemble

des noeuds d’une grille de controle.

Nous utilisons également des opérateurs permettant de plonger un espace dans un autre, c.a.d.

une grille de contrdle dans une autre. II7 est assimilable a une certaine fonction d’extraction

2 3 « T . JT Y . Y _
d’indices 7y, : J* «— JY : e = €nz (i)
2.3 Figures produites
/
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Fic. 1 - A gauche motifs & 3 points de controle (arcs de BEZIER et de TAKAGI); & droite
courbes composées de 4 motifs & 9 points de controle avec mise en commun d’un point.

La donnée de deux familles d’opérateurs de subdivision (77 )uesg,, (T3 )uexy, permet de définir
des formes de maniere récursive. Le processus itératif associé permet de générer deux suites
de figures K (zn),Kg’n) a partir d’'une famille de primitives KE’O). Nous distinguons les figures
composées (courbes ou surfaces), définies par des équations :

x _ x Yy
Knyr) = U Ty Ky (1)

u€ELE

et les motifs (arcs ou carreaux) définis par des équations récursives :

Ky = U TIKG, (2)

uesy,

Sous la condition que les TY soient contractants, la suite K é’n) converge vers lattracteur AY de



IFS 7Y = {T¥/u € ¢} [BARSS]. AY est un motif auto-affine :

A= | TyAaY =TV AV,

ueSY,

La suite K (zn) converge vers A* union de duplicatas des attracteurs AY :

AT = | ] Trav.

uELE

La figure 1 montre des exemples de motifs et figures composées.

3 Modéle de courbes

Fi1G. 2 — Courbe B-spline G? composée de deux arcs de BEZIER & 4 points de controle, avec
mise en commun de 3 points de controle.

3.1 Principe

Classiquement, les courbes B-spline sont définies par morceaux & partir d’arcs de BEZIER.
L’arc de BEZIER est auto-affine, il est défini par morceaux & partir de lui-méme. (I’algorithme
d’affichage par subdivision de DE CASTELJAU est basé sur cette propriété.) Le raccord entre
les pitces s’effectue par mise en commun de points de controle (Voir figure 2).

Nous avons montré que cette approche peut étre généralisée a des formes fractales [TGWO06].
Une courbe composée HP est une union de duplicatas d’un arc H® qui sert de motif (Voir
figure 1). Le motif H® est un arc auto-affine et défini par un IFS (Iterated Function System).
Il est caractérisé par sa structure auto-affine et posséde une bordure lui permettant de s’auto-
raccorder.

Le nombre de points communs détermine ’ordre du raccord. Dans le cas classique, il s’agit du
raccord G¥. Dans le cas fractal, cette notion est généralisée [TGWO06.

3.2 Systeme itératif

Les équations (1) et (2), ne prennent en compte que laspect ensembliste de la modélisation.
Pour définir des courbes paramétrées, il faut utiliser des équations fonctionnelles :

H' = QLH,
H® = QH° (3)
¢t = T5c°.

N

ou :

— lopérateur fonctionnel QhT définit une courbe composée H? & partir d’un arc H® qui sert de
motif;

— l'opérateur fonctionnel Qf décrit la structure auto-affine du motif H*;

— Dopérateur T¥ caractérise le raccord des motifs.



Le systeme itératif associé permet de générer une suite de figures paramétrées :

; "
R e
(n+1) — Qf (n) (4)
Uonry = TGy

Si les opérateurs Q27 et T sont contractants, les suites de figures obtenues approximent les
solutions de ’équation (3).

Pour définir les opérateurs fonctionnels 27, il faut introduire des opérateurs de subdivision sur
I'intervalle [0, 1] et des contraintes sur les opérateurs 77 .

7 \—

F1G. 3 — Courbe a cing points de controle obtenue par concaténation de deux arcs a cinq points
de controle avec mise en commun de trois points de controle.

3.3 Concaténation de courbes paramétrées

Etant donnée une subdivision de lintervalle [0,1] : 0 = S, < - <tg, =1, une courbe
composée G* € C°([0, 1], E*) est définie par concaténation de N, arcs G% € CO([t§ , Sl EY)

et identification des N, — 1 points de raccord G} (t§,) = G}, (1§, )-

En associant a la subdivision d’intervalle, une famille de N, opérateurs affines T} telle que :
™ 0 = &, N t—tg

{ Téll _ t% . Clest-a-dire : T s = (1 — s)t§, + st§ et (T%,) "'t = ﬁ

A; Sit1? Sit1 i
duplicata de G* est défini sur [tgi’t§i+1] =T%,[0,1] par : G} (t) = T/{iG“((Tf\i)_lt).

chaque

En identifiant les matrices T§  a des polygones de controle, le raccordement des composantes

A, se fait classiquement par mise en commun de points de controle. Dans la figure 1, un seul
point de controle est mis en commun. Dans la figure 4, deux et trois points de controle sont mis
en commun.

F1G. 4 — Courbes composées : a gauche avec deux points de controle en commun et un raccord
tangentiel ; a droite avec trois points en commun et un raccord spiralé.

En introduisant : .
— l’espace de définition des motifs £ = B(RJ ) avec J® = {0,...,mq — 1};



— l’espace de définition des raccords E® = B(RJ ) avec J* ={0,...,ms — 1};
et en posant A = m, — ms, la fonction d’extraction d’indices suivante permet d’exprimer les
plongements d’un espace de controle dans un autre :

(i, j) = Ni+j (5)
Etant donnés deux opérateurs de bord 0§, ¢ : B¢ « E* définis par :
Ife; = eZ(i,j) pour i =0,1etj=0,....,ms—1

la famille d’opérateurs affines (7¢,T§) comportant :
— N, opérateurs de subdivision en aréte Ty, : E* — E*pour i =0,.., Ny — 1;
— Nz + 1 opérateurs de subdivision en sommet 7§ : E* < E* pour i = 0, ..; Ny
vérifie la relation d’incidence matricelle si :
(Bl B
T

TE 11 (6)

Sip1?

En notant C$([0, 1], E%) Pensemble des motifs raccordables, c’est-a-dire 'ensemble des arcs pa-
ramétrés G* tels qu’il existe un point ¢° de E* vérifiant :

Ge(0) = Ugg,
(g0 -

on a la relation suivante entre matrices de subdivision et opérateurs fonctionnels [TGWO06].

Proposition 3.1 A toute famille d’opérateurs affines (T§,TY) vérifiant la relation d’incidence
matricielle (6), on peut associer un opérateur fonctionnel Q% : C.([0,1], E*) — C°([0,1], E®)
défini par :

QFG* () = TE,G*((r5,) ™) pourt € 13,[0,1] = [, 75,..]

3.4 Définition d’arc auto-affine

Soit une subdivision de l'intervalle [0,1] : 0 = t§ < .. <t = 1 et les N opérateurs T
0 N i
T(l 0 — a
A, - 'Sy
a

associés : P .
{ TR,1 = g,

Dans Pensemble Cy des couples (¢°, G*) € E* x C°([0,1], E%)
+1°
vérifiant la relation de bordure (7), les arcs auto-affines sont tels que :
Vi=0,.,N -1Vt €[0,1]: H*(Tat) =TS Ht),

H* = Q4H°

Ils correspondent aux solutions (¢®, H*) dans Cy du systeéme : { o Tees

L’opérateur (7,95 est défini par la famille d’opérateurs affines (7', T¢,T§) comportant :
— un opérateur décrivant le comportement commun aux extrémités 7% : E° «— E*;
— N opérateurs d’aréte Ty : E“ < E“ pour i = 0,..; N — 1;
— N + 1 opérateurs de sommet, en distinguant :
— les N — 1 points de raccord T¢, : E* < E® pour i = 1,..., N — 1;
— les deux extrémités T§ = IT* et T¢§ = I{T".
Si (T§,Tg) vérifie la relation d’incidence matricelle (6), nous obtenons, en introduisant 7', la
nouvelle relation d’incidence suivante :

Ty I = LTS,
T/lii (11 = TKi+1H8 = Téli’ (8)
Ty, i = Hi7Te.

On a la relation supplémentaire suivante entre matrices de subdivision et opérateurs fonctionnels
[TGWO6].

Proposition 3.2 Si (T°,T§,T%) vérifie la relation d’incidence matricelle (8), et si T° est
contractant dans E® et les T sont contractants dans E®, Uopérateur (T°,Q%) est défini et
contractant dans Cr.



F1G. 5 — Suite de lignes brisées approximant un arc fractal.

3.5 Visualisation

En partant d'une primitive raccordable G, on obtient une suite d’arcs G{,,) = (Q%)”G‘(lo).
Elle est donnée par la suite de famille de matrices Ty, , = T5 ..T5 [TGWO06]. En posant
K{,) = G*([0,1]), on retrouve I’algorithme déterministe des IFS :

KGy = (TY"K{),

= U TEK ).
A

aex”

b

(nt1) = QFTG‘(I”). Elle est donnée par la suite de famille

La courbe composée correspondante est G

de matrices TETSI...% :

b _ br-a
Kl = U TiKG),

ueEuA

- U U iz,

uEZEX ae(EaA)n

_ i pra
= U K,
aezk(zi)n

En prenant pour primitive K7, le segment de droite reliant [I§q° et [Ifqs avec ¢° arbitraire.
Les courbes affichées sont alors des lignes brisées, dont les arétes sont les segments de droite :

TE o5, 1Miq,) = [TE ) 15 ¢°, T

G (4) 15} qs]

se raccordant sur les sommets [TGWO06] :

Tt

Gy (i—1) HLII qs = Th qs,

61 (2)
= T: T

Si ¢° = ¢® centre de T%, le schéma est interpolant. Si ¢° # ¢®, le schéma est approximant. La
figure 5 montre un tel schéma.

4 Description du modele

Dans le paragraphe précédent, nous avons une description d’une classe de courbes par un
systeme de contraintes topologiques et “différentielles” [TGWO06]. Dans ces contraintes, il y a
deux types d’équations : des insertions d’adjacence (raccords internes) apparaissant dans les
relations (6) et (8) :

TR0y =Tx,, , Ug.



et des conservations d’incidence (raccords sur les bords) apparaissant uniquement dans la rela-
tion (8) qui définit le motif :

TE 1 = 1eTs, T3 11§ = [9T°.

Les premieres conduisent a la construction de matrices globales par fusion des matrices de
subdivision, les secondes a la détermination de masques.

Le modele comporte trois niveaux de description liés entre eux :

— matrices de subdivision ;

— matrices de raffinement ;

— masques.

A travers ces niveaux, un lien peut étre établi entre I’approche IFS et les autres approches des
schémas de subdivision : raffinement de maillages et multirésolution.

4.1 Fusion des raccords
La donnée d'une famille de matrices (7&,T%) vérifiant la relation d’incidence matricielle (6)

est équivalente a celle d’'une matrice globale, notée 7%, obtenue par fusion des N matrices Ty,
mg X m, et identification des N — 1 blocs TSS,_- My X Mg :

T a __ T a
TR Uy =Ty, Ug.

Le nombre de colonnes de T est :

Mgy = Nema — (N —1)mg,
= (Ny; —1)A+mg,
= N;A+ms,.

z(1)
En posant J*() = {0, ...y Mg(1y — 1}, 'espace associé est E*(1) = B(RJ ). La fonction d’ex-

traction d’indices (5) v : (i,7) € N® = iA + j € N met en correspondance les colonnes des e
et celles de T¢.

Lemme 4.1 v est une surjection de {0, ..., N, — 1} x J* sur J*(1),

Preuve
v({0, .., Ny =1} x J?) = UNetu(i, J%),
= {0,...,N, —1}A+{0,...,mq — 1},
= {0,....,(Nz — DA +m, — 1},
= {0, ...,mm(l) - 1}.
A

Proposition 4.1 Etant donnée une famille de matrices (T§,TY) vérifiant la relation d’inci-
dence matricielle (6), on peut lui associer une matrice T définie pour chaque k € J*D) par :

Tjei(l) =TX, 5 avecv(i,j) =k
Preuve

Comme (i,) — v(i, §) est une surjection de {0,...,N — 1} x J® sur J* les indices k € J*(1)
sont en bijection avec les classes d’équivalences :

(i,5) = ("5") & vii,j)=vj).



La relation sur les indices associée aux équations est :

x a _a __ mx a _a x a _ oz a
Tx,  Oief =Tx Ogej < Ta,_ e = TA €04

A Txi—le?"”A = Tﬁie?'
Comme Ker(v) = (-1, A)ZQ, la fermeture transitive de cette relation est = :

G5 =@"5) & @ —ij —j)e(-1,A)Z%
< V(iaj) = V(i/’j/)

v(i,j) =v(i',j) = Txef = Tlfi, e

A

On introduit les opérateurs de plongement des composantes dans ’espace E*(1) sont :

— plongement des arétes : HIA(_l)e? = eigil)j)

— plongement des sommets : Hgfl)e§ = eigil)j) pour i=0,...,Netj=0,..,ms—1;

pour ¢t =0,....N —1let j=0,....,mqg —1;

Proposition 4.2 La famille d’opérateurs (Hg(l),ﬂz(l)) vérifie la relation d’incidence matri-

cielle (6).

Preuve
v(i,v(v,j)) = Ai+(Av+j),
= A(i+v)+7,
vii,)ov(v,.) = v(i+wv,.).
et :
g = 1g'y)
A

Corollaire 4.1 Etant donnée 17, la famille de matrices (1§, T3) extraite :
Ti =Ty, 18 = Trg®

vérifie la relation d’incidence matricielle (6).

Preuve
Pour v =0,1,0on a:

My =gl = Ty g = gl
= Ti ;= Té”i“.

A

4.2 Polygone de controdle et matrice de raffinement

La matrice Ti est identifiable au polygone de controle de la courbe dont les sommets sont ses

colonnes : Ti = (p,(cl)) ressv. Comme l'indique la figure 3, chaque matrice T/i,_- est identifiable
au polygone de controle d’'une composante, extrait de celui de la courbe.



Les figures 3-5 montrent la relation entre le polygone initial Ti et le polygone de niveau 1 TETE
La matrice T'¢ est une matrice de raffinement qui permet de passer du niveau 0 au niveau 1.
Les T vérifient la relation (8), ce qui se traduit par la relation suivante entre T'¢ et 1.

Ha(l) — Ha(l)Ha
En posant : 2(1) aA("l) 0> T% et T* vérifient la relation d’incidence :
I = I 1 ’
N-—1
a a — ars atra(l ars
{ TR Mg = 1T Torri™ = a7, o)
TAN71H1 = HlT ; TﬁH‘;(l) — H(lsz.

Proposition 4.3 La donnée du couple (T, T¢) vérifiant la relation de bordure (9) et celle de
la famille (T°,T§,TR) vérifiant la relation d’incidence (8) sont équivalentes.

4.3 Classification

Les arcs auto-affines peuvent étre classés par généralisation itérative des notions de CAO :
- my — 1 =dim(E?) I’“ordre” de raccord itératif,
- mg— 1 =dim(E?) le “degré” itératif,
— N = N, le nombre de subdivisions de I’arc.
Chaque arc auto-affine est caractérisé par le triplet (N, A, mg) avec A > 1 et N > 2. A partir
de ce triplet, on a m, = A + mg, my) = NA +ms.
A partir de 'équation (9) il y a trois cas de dépendance des coeflicients des matrices :
1. A > mg, les coeflicients des Tg, et de T sont indépendants.
2. NA > mg > A, les coefficients de T sont indépendants.
3. mg > NA, les coefficients de T sont donnés par des masques.

Si A —mg >0, les matrices Ty = se décomposent en trois blocs :

meg = mg+ A,
= ms+ (A —ms)+ms

Les occurences des matrices Té’i pour ¢ = 0, ..., N sont disjointes dans T&_ et T¢ :
TR, = (Tg,|--115,,,)

Les motifs de la figure 1 sont donnés par deux matrices de subdivision — N =2, A =2,m4 =1
et mg =3

To So to to Up 0
TlAIO = 0 S1 tl et TlAll = tl U1 0
0 s3 tg ta u2 7o

ou par la matrice de raffinement — mg;) =5 :

o

ro So to Uo
Tg’ = 0 S1 tl U1 0
0 S92 tQ U2 To

Si NA —mg > 0, la matrice 7'¢ se décompose en trois blocs :

Mg(1) = ms + NA,
= ms+ (NA —mg) + ms.

Les occurences des matrices T sont disjointes dans 7¢ :

T¢ = (GT*|...| 11¢ T*)



Les figures 3-5-6 sont décrites par la matrice de raffinement — N = 2,A = 2, m; = 3 et
Mg = 5,ma(1) =T7:
o So to UQ 0 0 0
T1 S1 tl uy 0 0 0
T = To So tQ U2 | o So to
0 0 0 uz | 1 S1 tl
0 0 0 Ug | T2 S22 tQ

Si NA —mg <0, on pose Iy = my — NA et la matrice T'¢ se décompose en trois blocs :

Mg(1) = NA +mg,
= NA+ (ms— NA)+ NA,

Le bloc central m, X Il est la zone de chevauchement des occurence de II§T™® et II$T°. Les
parametres indépendants sont regroupés dans NA masques.

La figure 2 est décrite par la matrice de raffinement — N =2, A =1,m, = 3 et my = 4,mq(1) =
5:

5 Courbes a pdles multirésolution

Les propriétés de niveau 1 du paragraphe 4.1 se généralisent a tous les niveaux n. Les formules

se transposent en remplacant selon les cas :

— a(1) par a(n) et N par N,y = N7,

— (1) par §(n) et Ny par Ny,y = NyNZ— 1

A chaque figure et chaque niveau n sont associés :

— un espace E*(") = B(RJI(n)) avec J*M = {0, ..., M) — 1} et my(n) = Ny A + mi ;

— une famille de composantes comprenant des arétes d,(i) avec 0 < i < Nyy — 1 et des
sommets (i) avec 0 < i < Ny(y,).

F1G. 6 — Suite de polygones de controle.

5.1 Polygones de controdle

Dans [TGWO06], nous avons montré que la famille (77 ,T5 ) vérifie la relation d’incidence
matricielle (6). Une matrice globale T%, est obtenue par fusion des matrices 77 représentant
les composantes de niveau n et identification des blocs :

T3, o5 = T8, (iv1) 15 -

On introduit les plongements de composante dans 1’espace de niveau n donnés par :



- Hg(j&)e; = eZE?;) pour i = 0, ..., Ny — 1 €t j = 0,.ymg — 1;

- Hgi’g)e; = eZEZ;) pour i = 0, ..., Ny(ny et j = 0, ...ymy — 1.
La matrice Tin est identifiable au polygone de controle de la courbe dont les sommets sont ses

colonnes : T%,, = p(") k(n). La figure 6 montre une suite de tels polygones.
: k JkeJ g g

Chaque matrice Tgn () est identifiable au polygone de contréle d’'une composante, extrait de

: S I G0 SN () N
celui de la courbe T ) = T:nllg () = (py(i,j))]eJa.

5.2 Fonctions de mélange

Grace & une proposition de [TGWO06], comme la famille d’opérateurs (Hgi"), Hz(n")) vérifie la

)

relation d’incidence matricielle (6), elle définit un opérateur fonctionnel Qﬁ(" qui a tout arc

raccordable G de C%([0, 1], E%) associe une courbe composée Q"G :

QiMaGe(t) = 2™ G (1)) pour ¢ € T4[0,1].
En posant H*(") = Qﬁ(")H“, on voit que H* est une forme a poles multirésolution.

Proposition 5.1 A tout niveau n, on a :

Ho(t) = T2, 0O () = > H{ ™ @)p)”.
keJgz(n)

Preuve
Pour t € TZ[0,1] on a :
H*(t) TYH((Tg) '),
TE, UE™ He (1)),
T2, H*™(¢).

A

La famille de fonctions de mélange correspondante H*(™) = (HZ(n))ker(m est définie comme
suit. Chaque intervalle TZ ,[0,1], correspond & une composante Gx, (i) et on a :

Z Hlf(n)(t)Pk = T5 oH'(T5, )" '0),
keJz(n)

S HA(TE, 0) 0P

jeda
L’expression de la fonction associée a chaque intervalle T ) [0,1] est :

wln H((T% )7 H) sidjeJk=wv(i,j)
Hk( )(t) { j(( 6()) ) (

sinon

Aiet kfixés, on a k = v(i,j) = Ai+j = j = k — tA. La condition pour que la fonction soit
nonnulleest : 0<j<my,—10<k—iA<m,—1,dou:

z(n HE (12 )7 st 0<k—iA<mg,—1

Sur chaque intervalle T3 [0,1] = [tgn(i),tgn(iﬂ)] ona:

Sni+1) “ton )

t*tf}nn i .k . k—(mq—1
HZ(") (t) = Hllcl—iA(tr ) si A= (72 )a
sinon



6 Surfaces

Le produit tensoriel transporte le produit de matrices, ceci permet d’étendre les propriétés des
courbes aux surfaces.

F1c. 7 — Carreaux définis par produit tensoriel d’arcs : BEZIER x BEZIER, BEZIER x TAKAGI,
TAKAGI x TAKAGI.

6.1 Carreaux auto-affines
Le motif de surface est un carreau défini sur une grille J/ = J% x J° par produit tensoriel des
motifs des courbes.
Si les IFS T et T% vérifient la relation d’incidence matricielle (8), ils définissent deux arcs
paramétrés H® et Hb. L’IFS T/{_.A, =T ® T}ij définit alors le carreau paramétré [ZT96] :

7 g i

Hf(s,t) = H%(s) ® Hb(¢t).

La figure 7 montre des carreaux obtenus par produit tensoriel des arcs de la figure 1.
La matrice de raffinement du carreau est le produit tensoriel des matrices de raffinement des

arcs.

Proposition 6.1 De Ti =T2® T2 on extrait : TI{”AJ_ =Tx, ® T/gj avec T3 et T% vérifiant
la relation d’incidence matricielle (8).

Preuve
En introduisant 1T, (vl) = Ha(vl) ® Hb(vl), plongement des composantes du carreau dans ’espace
A oA A; A g
F)
E/M = B[R’ associé a la grille JF(M) = jo(1) x Jo() on a :
g
f _ pfpf@
TAioAj - T+HAioAj’

= (rrerh)myY oY),
= remVerimy),
= T}, T,

A

6.2 Surfaces a pdles multirésolution

La surface composée est définie sur une grille de contréle initiale J# = J% x J°. A chaque niveau
n, on peut lui affecter une grille de controle J4™ = Ji(™) x J*(") En partant d’une famille de



points de controle initiale Ti = (pgk)(j7k)ejnxp, la famille de points de contrdle de niveau n
est donnée par :

1
T, =TiTHD

avec Ti(nl, ) = Ti(nl, ) @)Ti(n1 ) matrice de rafinement de niveau n, fusion des matrices de subdivision

des composantes Ti(.lﬁ) = Tg(l) ® Tg(l).

Les fonctions de mélange des surfaces sont les produits tensoriels des fonctions de mélange des
courbes.

Proposition 6.2 A chaque niveau n, on a : H¥ ™ (s, t) = H'™ (s) @ H*() (¢).

Preuve
Pour (s,t) € T4,,5(0,1] on a :

O (s,0) = TEDHI((v1,,)7 (s,1),
= (™ @ ™) (He((12) 7 (s)) @ HP((7h) 71 (1)),
= LEMH((r2) 7 (s)) @ L) HP (1) 7 (1)),
= HIM(s) @ H™(t),
= H'™W(s)@ H™(1).

AN

En posant Hf = TEH #(1)(s,t), on obtient une surface & poles multirésolution.

Proposition 6.3 A chaque niveau n, on a : Hf(s,t) = TinHﬁ(”)(s,t).

Preuve
TLHM(s,t) = THTY, o T ) (H (s) @ H'™ (1)),
= TE(TEDHN ) (5)) @ (TIV H ™ (1)),
= THH M (s) @ HD(1)),
= TLH'(st).
A

La figure 8 montre des exemples de surfaces dont la fonction de mélange est définie par produit
tensoriel et le motif est un carreau de la figure 7.

6.3 Modulation multirésolution

A la famille de fonctions de mélange H*(") = (HZ("));€ est associé un espace de fonctions

< H,f(n)(t)/k > (correspondant & ’espace des ondelettes). Cet espace est engendré a partir de
la fonction de motif HY (correspondant & la fonction d’échelle).

A tout niveau n, on peut moduler la forme en éditant et modifiant une grille de controle :

avec :

- T(zn) calculé par le schéma de subdivision & partir du niveau précédent : T(zn) = T(zn_l)Tf("_l),
- 5T(zn) = (5p,(€")) rege(n vecteurs modifiant les points de controle.



Fi1G. 8 — Les quatre premiers niveaux de raffinement de surfaces définies par produit tensoriel.

La suite de formes obtenues est :

Hy () = T, H" ™),

T_@)Hﬂ") (t) + 5T@)Hm<n>,

La figure 9 montre la possibilité d’éditer des points de controle a différents niveaux n, ce qui
permet une modulation des détails de plus en plus petits.

7 Conclusion

Grace & un modele itératif, reliant deux approches (IFS et schémas de subdivision), nous avons
développé un logiciel qui permet de créer et manipuler des formes a poéles multirésolution
(courbes et surfaces). Ce formalisme combine les avantages des IFS — on peut choisir la texture
géométrique locale (lisse, rugueuse, fractale, ...) — des formes & poles — on peut moduler la
forme générale — et de ’approche multirésolution — a chaque niveau de précision, on peut
effectuer, via les points de contrdle des déformations locales et ajouter des détails.

Ce logiciel a cependant une limitation, il ne peut décrire que des surfaces dont les subdivisions
ont une structure réguliere (faces a 4 cdtés et sommets de valence 4). En nous appuyant sur
un modele BCIFS plus général, nous pensons qu’il est possible de représenter des surfaces de
subdivision dont la décomposition n’est plus réguliere et possédant des singularités (points
extraordinaires,...). C’est pourquoi nous nous intéressons & une formulation plus générale qui
permet de créer et manipuler des formes a poles dont la structure topologique et les grilles de
points de controle ne sont pas limitées.



F1G. 9 — Carreaux avec des grilles de controle éditées et perturbées aux niveaux 1, 2 et 3.
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