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 ��� ����������	

1��� ��� *� �������� *� � ��3�� $���� GM = (V,U,E)� �
� � ������
$ c �� ��� %�������

�� GM �
��� ��� $�%�
 ��
�����
�� ���%���� � �����*�� ��������	 !
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� $�%� ����� *��
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 �� $���� ������
$	 ��� ����� ��� �����
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����� �
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 �����	 1�� ����� �������� ��
����� �
 ��������
�
$ ��� ��$�

��� �� � �������� *�������� $���� "��� ������� �� ���� ��
�����
�� "���� "��� *� ��������	
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 ���� ������ "� "��� ��
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$ 9�� ��������
�
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 �
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�"����� ������� ��������
$ ��%���� ��	�����	� 9����

������ �	�� ��	���
��: "���� %����� ��� ���� �
�����7��	 !
 ����� �� ������*� � ���*���� �
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��� �� $�%� � ����������
 �� ��� ���������� �� "��� �� ��� ���������� ���� ��� �����	 9��
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$���� �"� ����� �� ���*����� �������� �	��
���

��� ���*���� "���� ��%� �� �
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�+� �
� ������������ �	��
��� ��� ���*����
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8
 �������� �� � ���*��� P � ��
���� *� IP � �� �*���
�� *� ��������
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���� ����
����� �������� �� �
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��� ��$������ �� ���%� � ���*��� �
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�� �� ���� ��,�	

�� ��� ���� � ��
����
 f(n) �� O(g(n)) �� ����� �3���� � ��
���
� c ���� ���� |f(n)| ≤ c|g(n)|
��� ��� �����*�� %����� �� n	 8
 ��$������ �� ������ ��
������
 ���� �
��	��
� �� ��� ����
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��� �� ��
������
 ���� �� ����� �3���� �

����
����� ���� ��$������ A "���� ���%�� P 	
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�������
 ���*��� P "���� ��%� �
�"�� R���+	
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 ���� �
�� IP ∈ O(P )�

�� ������� ��%� P ⊆ NP 	 !
 ����� ������� ���� P ∈ P	 !� ����� �� � ����
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��$������ A ���%�
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!
 ����� �� �3����
 ����� "� 
��� ��� �����"�
$ ��7
����
	

(�������� �-! 9���������� ���� ����
����.- ��� P1 ��� P2 �� ��� �	��
���� � ��
����

���
 ���� 	�������� �	�� P1 �� P2 �� �� �
��	��
� A �
��
 ��
��� P1 �� ����� �� �
��	��
�

B ��
���� P2 ���
 �
�� �� B ��� � ��
������
 ���� �
��	��
�� �
�� A ���
� �� � ��
������


���� �
��	��
��

!� ����� �� � ����
����� ���� ��������
 ���� P1 �� P2� "� ��
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�������� ���� �� P 
= NP� ���
 P ∈ NP-P� �� ���� ���������� P ∈ P �� �
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���
 ��� ����� ��NP-��������
��� �� ���� �����7�� ���*���	
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 ����� �� ���" ���� � $�%�
 ���*��� P �� NP-��������� "� ��%� �� ������� �� �����"��

9�: ���" ���� P ∈ NP2

9*: ������ � ���*��� P ′ "���� �� #
�"
 �� *� NP-��������2

9�: ���" ���� P ′ ∝ P 	
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(�������� �-' 9������
��� ���� .- �� ����	����� �	��
 G �� � ���	 (V,E)� �
�	� V =
{v1, ..., vn} �� � ��� �� ��	����� ��� E ⊆ {[vi, vj ]| vi, vj ∈ V } �� � ��� �� ���	��	�� ���	� ��

�
������ �� V �

��$��� 6	6� 8
 �
�������� $���� G = (V,E) "��� V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6} �
� E =
{[v1, v2], [v1, v3], [v1, v5], [v2, v4], [v3, v4], [v3, v5], [v4, v6], [v5, v6]}	

(�������� �-& 9����
��� ���� .- � ��	����� �	��
 G �� � ���	 (V,U)� �
�	� V =
{v1, ..., vn} �� � ��� �� ��	����� ��� U ⊆ {(vi, vj)| vi, vj ∈ V } �� � ��� �� �	��	�� ���	� ��

�
������ �� V �

M



��
���� � ���	����
�! ��"�������� 
�� ���
	��

��$��� 6	<� 8 �������� $���� G = (V,U) "��� V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6} �
� U =
{(v1, v2), (v1, v6), (v5, v1), (v3, v2), (v4, v2), (v5, v3), (v4, v5), (v6, v4)}	

(�������� �-/ 9����� ���� .- � ����� �	��
 GM �� � �	��
� (V,U,E)� �
�	� V =
{v1, ..., vn} �� � ��� �� ��	������ U ⊆ {(vi, vj)| vi, vj ∈ V } �� � ��� �� �	��	�� ���	� �� �
������

�� V � ��� E ⊆ {[vi, vj ]| vi, vj ∈ V } �� � ��� �� ���	��	�� ���	� �� �
������ �� V �

��$��� 6	=� 8 ��3�� $���� GM = (V,U,E) "��� V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6}� U =
{(v1, v2), (v5, v2), (v4, v3), (v4, v6), (v5, v6)} �
� E = {[v1, v3], [v1, v4], [v3, v5], [v3, v6]}	
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 V � ������ ��	������ "��� *� ��
���� �
 $�
���� *� vi� "���� i = 1, 2, . . . , n =
|V |	 1�� �����
�� �� U � ������ �	��� "��� *� ��
���� *� (vi, vj)� "���� i, j ∈ {1, 2, . . . , n}	 !�
����� �� �
 ��� (vi, vj)� "� ��� ���� %������� vi �
� vj ��� #����� �� �� �	�� "��� vi *��
$ ���

���
 �
� vj *��
$ ��� 
��� �� ���� ���	 1��� ��� ���� ������ ��� �����	����� �� ��� ���	 1��

�����
�� �� E� ������ ������ "��� *� ��
���� *� [vi, vj ]� "���� i, j ∈ {1, 2, . . . , n}	 !� �����
�� �
 ��$� [vi, vj ]� "� ��� ���� %������� vi �
� vj ��� #����� �� �� ���� �
� ���� ���� ���

��� �����	����� �� ���� ��$�	 ���
�%�� "� ��� ���� �"� %������� vi �
� vj ��� ��#������ "�

���
 ���� ����� �� �
 ��$� ��X�
� �
 ��� 0��
�
$ ����� %�������	 1"� ��$�� 9�� �"� ����� ��

�
� ��$� �
� �
� ���: ��%�
$ �� ����� �
� �����
 �
�%����3 ��� ���� ���� �� *� ��#�����	

@��� "� "��� �
�� ��
����� $����� "������ ������ �	�	� "������ ��$�� [vi, vi] �
� ���� (vj , vj)�
"���� i, j ∈ {1, . . . , n}	
.����� ���� �
�������� �
� �������� $����� ��� 0��� ������� ����� �� ��3�� $����� 9���

�
�������� $����� U = ∅ �
� ��� �������� $����� E = ∅:	 1�� 
��*�� �� ���� �
� ��$��

P



� # ��
�� �����!

��%�
$ � �����
 �
�%����3 vi �� ������ ��� ���	�� �� %����3 vi �
� "��� *� ��
���� *� d(vi)	
1�� ���	�� �� � �	��
 GM = (V,U,E) �� ��� ��3���� �%�� ��� ��$���� �� ��� %�������	 ��

��
��� �� *� Δ(GM )� �
� ���� Δ(GM ) = maxvi∈V (d(vi))	 �� ���� ��7
� ��� �����	�� ��

� %����3 vi �� ��� 
��*�� �� ���� �
 GM ��%�
$ vi �� ����	 !� "��� *� ��
���� *� d−(vi)	
(�������� "� ��7
� ��� ������	�� �� � %����3 vi� ��
���� *� d+(vi)� �� ��� 
��*�� �� ����
�
 GM ��%�
$ vi �� ����	

1�� �����"�
$ ��7
����
� ��� ������� $�%�
 ��� �
�������� $�����	 �� "��� �� ��� ����� *��

�����# ���� �
� ����� ������ ����� ��� ��7
����
� �� ��� ���� $�
���� ���� �� ��3�� $�����	

 �
����� �
 �
�������� $���� G = (V,E)	

(�������� �-) 9����
�� ������� .- ��� A ⊆ V �� � ������ �� �
� ��	��� ��� V � $
�

����	��
 �� G ������� �� A �� �
� �	��
 GA = (A,EA) �
�	� EA = {[vi, vj ] ∈ E | vi, vj ∈
A}�
(�������� �-�+ 9������� ���� .- H = (V,E′) �� � ��	���
 �	��
 �� G �� E′ ⊆ E�

��$��� 6	; ���"� �
 �
����� ��*$���� GA = (A,EA) �� G = (V,E) ���� ��$��� 6	6

"��� A = {v2, v3, v4, v5, v6} �
� � ������� $���� H = (V,E′) �� G = (V,E) "��� E′ =
{[v2, v4], [v3, v4], [v3, v5], [v4, v6], [v5, v6]}	
(�������� �-�� 9������� ������� .- H = (V ′, E′) �� � ��	���
 ����	��
 �� G �� �� �� ��

������� ����	��
 �� � ��	���
 �	��
 �� G�

8
 �3����� �� � ������� ��*$���� �� ���"
 �
 ��$��� 6	>	 !� �������
�� � ��*$���� �
�����

*� V ′ = {v1, v2, v3, v4, v5} �� ��� ������� $���� H ���� ��$��� 6	;*:	

��$��� 6	;� �: 8
 �
����� ��*$���� GA = (A,EA) �� G = (V,E)	 *: 8 ������� $����

H = (V,E′) �� G = (V,E)	

1�� 
�3� �"� ��
����� ���� �
 �������
� ���� �
 %����3 ������
$ �
� ��$� ������
$ �� "�

"��� ��� ����� �
 ��� 
�3� ������
	

(�������� �-�� 9������ ���.- � ����
� ��� �� � ��� �� ���	���� �����#����� ��	������

(�������� �-�! 9���
 ���.- � ����
��� �� � ��� �� ���	���� �����#����� ������

O



��
���� � ���	����
�! ��"�������� 
�� ���
	��

��$��� 6	>� 8 ������� ��*$���� H = (V ′, E′) �� G = (V,E)	

��� ��� �����"�
$ ��7
����
�� ��� �� ��
����� � ��3�� $���� GM = (V,U,E) "��� |V | = n	

(�������� �-�$ 9
 ���.- � �
��� �� � ��%����� �� ��	����� {v1, v2, ..., vl} ���
 �
�� [vi, vi+1] ∈
E �	 (vi, vi+1) ∈ U �	 (vi+1, vi) ∈ U ��	 i = 1, ..., l − 1�

(�������� �-�� 9
�
��.- � ���
�  �	 �
���� �
���! �� � ��%����� �� ��	����� {v1, v2, ..., vl}
���
 �
�� [vi, vi+1] ∈ E �	 (vi, vi+1) ∈ U �	 (vi+1, vi) ∈ U ��	 i = 1, ..., l − 1 ��� [v1, vl] ∈ E

�	 (v1, vl) ∈ U �	 (vl, v1) ∈ U �

(�������� �-�' 9��� .- � ���
 �� � ��%����� �� ��	����� {v1, v2, ..., vl} ���
 �
�� (vi, vi+1) ∈
U ��	 i = 1, ..., l − 1�

(�������� �-�& 9
��
���.- � ��	���� �� � ��%����� �� ��	����� {v1, v2, ..., vl} ���
 �
��

(vi, vi+1) ∈ U ��	 i = 1, ..., l − 1 ��� (vl, v1) ∈ U �

��$��� 6	? ���"� �3������ �� � ����
� � ������ � ���� �
� � �������	

.����� ���� � ���� �� � ������� ���� �� � ����
 �
� � ������� �� � ������� ���� �� � �����	

1�� 
����
 �� � ����
 9����	 ������ ����� �������: �� ��� 
��*�� �� ��$�� �
� ���� ��
���
��

�
 ��� ����
 9����	 ������ ����� �������:	 8 ����
 9����	 ������ ����� �������: �� ���� �� *�

�
������	� �� vi 
= vj ��� ��� i 
= j� i, j ∈ {1, ..., l}	
8 ����
 9����	 ����� ����� �������: �� ������ &���
������ �� �� ��
���
� ��� ��� %������� �� ���

$����	

(�������� �-�/ 9
����
��� ���� .- � ����� �	��
 GM = (V,U,E) �� ���� �� �� ����

������ �� ��	 �

 ���	� �� ��	����� vi, vj ∈ V � �
�	� ������ � �
��� #������ �
��� ��� ��	������

(�������� �-�) 9�������� 
����
��� ���� .- � ����� �	��
 GM = (V,U,E) �� ���� ��

�� ��	���
� ��������� �� ��	 �

 ���	� �� ��	����� vi, vj ∈ V � �
�	� ������ � ���
 �	�� vi �� vj

��� �	�� vj �� vi�

4�� �� 7
���� ��7
� ���� ������� ������� �� $����� "���� "��� *� ������
��� ���� �
 ����

������	

(�������� �-�+ 9����.- � ����� �	��
 GM = (V,U,E) �� ��

�� � �	�� �� �� �� ���������

��� �������� �� ���
��

6Q



� # ��
�� �����!

��$��� 6	?� �: 8 ����
	 *: 8 �����	 �: 8 ����	 �: 8 �������	

(�������� �-�� 9Δ�������� ���� .- � ����� �	��
 GM = (V,U,E) �� � Δ�	���
�	 �	��


�� d(vi) = Δ� ��	 �

 vi ∈ V �

(�������� �-�� 9��������� ���� .- � ����� �	��
 GM = (V,U,E) �� ����	���� �� ���

��	��� ��� V ��� �� ��	������� ���� ��� ����
� ���� V1 ��� V2�

!
 ���� ���� "� "���� GM = (V1, V2, U,E)	

����� �
�

� ��������

!
 ���� ������
 "� "��� �
������� �
� �� ��� ���� ������ ���*���� �
 $���� ������ �
�

���*�
������� ������,����
� 
����� ��� �	��
 ��
�	��� �	��
��	 1��� ���*��� ��� *��


������� �
��
��%��� �
 ��� ���������� 9��� ��� �
���
�� SP� ;MT:	

(�������� �-�! 9,����� 
������� �# G.- ��� G = (V,E) �� �� ����	����� �	��
� � ��	���

��
�	��� �� G �� � ������� c : V → C� �
�	� C �� �
� ��� �� ��
�	�  ������

� �
� ����	�


�����	�!� ���
 �
�� ��	 ���
 ���� [vi, vj ] ∈ E� c(vi) 
= c(vj)�

!� ��� 
��*�� �� �%����*�� ������ �� k� �	�	� �� |C| = k� ���
 c �� ������ � k���
�	���	 B�%�
 �

$���� G = (V,E)� ��� �������� �
��$�� k ���� ���� ����� �3���� � k-������
$ �� ��� %������� ��

G �� ������ ��� �
	������ �����	 �� G �
� ��
���� *� χ(G)	 1�� $���� ������
$ ���*���
�
 ��� �������
 %�����
 ��� *� ���������� �� �����"�	

%��� *������� ������� GC(G, k)

'�������( 8
 �
�������� $���� G = (V,E) �
� �
 �
��$�� k ≥ 1	

)�������( 
��� G ����� � k-������
$Y

66



��
���� � ���	����
�! ��"�������� 
�� ���
	��

����� ��� $���� ������
$ ���*��� �� ���%�*�� �
 ����
����� ���� ��� k = 2� �� �����
�
NP-�������� ��� ��� 73�� k ≥ 3 9��� S;PT:	

.����� ���� ������
$ ��� %������� �� � $���� G = (V,E) ���
$ k ������ �� ����%���
� ��

��������
 ��� %����3 ��� V �
�� k ���*�� ���� V1, ..., Vk	 !
 ����� ��� ��� �� %������� ��%�
$ ���

���� ����� s ���� � ���*�� ��� ��
�� ���� ��

�� *� ����"��� ��0���
�	

1�� $���� ������
$ ���*��� ��� � ���$� ��
$� �� ����������
� 9��� ��� �
���
�� S>M� MMT:	 ��

����� $�%� ���� �"� �3������ �� ����������
�� ������*��
$ �
� ������
�� ����$
��
�	

��� ��� ������*��
$ ���*���� ������� ��� �
���
�� ���� � ��� �� ������� ��� �� *� ����������

�	�	� �
� ��� �� ��������� � ���� ������ "��� ���� ������ ��������
$ ��� �����"�
$ ���0�
���%�

��
�����
��� � ����� ��

�� ��%� �"� ������
� ������� �� ��� ���� ���� ������ �
� � �������

��

�� $�%� �"� ������
� ������� �� ��� ���� ���� ������	 !� ����� ��� k ���� ������� �%���-

�*��� "� ��� "�
� �� 7
� ��� "������ �� �� �����*�� �� �������
� � ������*��
$ �� �����

������� ��������
$ ��� ��
����
�� ��
���
�� �*�%�	 1� �������
� ���� ���*��� �� � $����

������
$ ���*���� "� ��������� "��� ���� ������ � %����3 �
� �"� %������� ��� ��
#�� �� ���

��������
��
$ ������� ��� $�%�
 *� ��� ���� ������� �� �� ����� �� � ����� ����
��
$ ��� �"�

�������	 !� ��� �������
$ $���� �� k-������*��� ���
 ����� �3���� ���� � ������*��
$ �
� ����

����� ��������
�� �� � ���� ������	

!
 ��� ������
�� ����$
��
� ���*��� 9�8�:� � ��� �� "������� �����
������
 ��

�����
�

9�� � ��� �� �
��

��: ���� *� ����$
�� ������
���� ���� ���� ���� ���
�������
 *��"��
 ���

�"� �
����
�� �� ���� ��

�����
 9��� �����%���: �� �����*��	 1�� ������
���� ����$
�� �� �"�

��

�����
� "���� ��� ����� �� ���� ����� �
��� �
�������
��� �������
$ �
 ������� ���� �� ���

��$
�� �� ���� ��� ����$
�� ��� ���� ������
��	 1�� �8� ��
����� �
 ����$
�
$ ������
���� ��

��� ��

�����
� ���� ���� ����� �� 
� �
�������
��	 B�%�
 k ������
���� �
� ��� 
��"��# ��

�
��

��� �� �� �����*�� �� ����$
 � ������
�� �� ���� �
��

� ���� ���� ����� �� 
� �
������-

�
��Y 8$��
� ���� ���*��� ��� *� ���
������� �
�� � $���� ������
$ ���*��� *� ���������
$

� %����3 �� ���� �
��

�� �
� *� 0��
�
$ �"� %������� �� ��� ��������
��
$ �
��

�� ��� �����

�� ���� ����� �
� ����� ������
���� ��� �
��� �
�������
��	 !� ����� �3���� � k-������
$ �� ���

�������
$ $����� ���
 *� ���������
$ ���� ����� �� � ������
��� "� $�� � �������
 ��� ��� �8�	

��� 
�%���������� �� ��� �����
 ���� ���� ��
�����
�� ��

�� *� �������� *� ������ ���
$

�
 �
�������� $���� �
� ��
�� ��� ������
$ ����� ������*�� �*�%� ��� *� ��� ������� �� *�

������ �
 ���� ����������
�	 ��� �3������ �� "� "�
� �� �
����� ���� �������
�� ��
�����
��

�
 ��� ������*��
$ ���*��� 9�	�	� "� ������ ��� ���� ����� �� ������� ���� ���� ���� *�

��������� �
 � $�%�
 �����:� ��� ����� $�%�
 *� ��� �
�������� $���� "��� 
�� *� ��A���
�

�
�����	 !
 ���� ����� "� ��%� �� �
������� � 
�" ����� "���� "��� *� $�%�
 *� ��3��

$�����	

(�������� �-�$ 9������ ����� ���� 
������� �# GM .- ��� GM = (V,U,E) �� � �����

�	��
� � ��	��� ����� �	��
 ��
�	��� �� GM �� � ������� c : V → C� �
�	� C �� �
� ���

6<



� # ��
�� �����!

�� ��
�	�  ������

� �
� ����	�
 �����	�!� ���
 �
�� ��	 ���
 ���� [vi, vj ] ∈ E� c(vi) 
= c(vj)
��� ��	 ���
 �	� (vl, vq) ∈ U � c(vl) < c(vq)�

8� *������ �� ��� 
��*�� �� �%����*�� ������ �� k� �	�	� �� |C| = k� ���
 c �� ������ � ��	���

����� �	��
 k���
�	���	 B�%�
 � ��3�� $���� GM = (V,U,E)� ��� �������� �
��$�� k� ����

���� ����� �3���� � ����
$ ��3�� $���� k-������
$ �� ��� %������� �� GM � �� ������ ��� ��	���

����� �
	������ �����	 �� GM �
� ��
���� *� γM (GM )	

1�� ����
$ ��3�� $���� ������
$ ���*��� �
 ��� �������
 %�����
 ��� *� ������ �� �����"�	

0����� 
���� %��� *������� ������� S(GM , k)

'�������( 8 ��3�� $���� GM = (V,U,E) �
� �
 �
��$�� k ≥ 1	

)�������( 
��� GM ����� � ����
$ ��3�� $���� k-������
$Y

!� ��
 ������ *� ���
� ���� � ����
$ ��3�� $���� ������
$ �� � ��3�� $���� "��� $�%� �


�
�"�� �� ��� ������*��
$ ���*��� ��
���
�
$ �������
�� ��
�����
��	 !
 ����� "� 0��
 �"�

%������� vl �
� vq *� �
 ��� (vl, vq) �� ��� ������ ��������
��
$ �� %����3 vl ���� *� ���������

*����� ��� ������ ��������
��
$ �� %����3 vq	 1��� ��� �������
$ $���� �� � ��3�� $����

�
� ����� �� � �
�-��-�
� ��������
��
�� *��"��
 � ����
$ ��3�� $���� k-������
$ �
� �

�����*�� �������� �%�� k ���� �������	

.����� ���� ��� � ����
$ ��3�� $���� ������
$ �� �3���� ��� ��3�� $���� ���� 
�� ��
���
 �
�

�������	 !� �� ���� �� ��� ���� ��� $���� ������
$ ���*��� �� 0��� � ������� ���� �� ��� ����
$

��3�� $���� ������
$ ���*��� "���� "� ��%� 
� �������
�� ��
�����
��	 1��� S(GM , k) ��
���� NP-�������� ��� ��� 73�� k ≥ 3	

(������ 
�" ���� ��� ��� ����� �� ������� �
 ��� ������*��
$ ���*��� "���� ��%� *��
 ��
#��

*� � �������
�� ��
�����
�� "� ������ ���� ���� ��
 ��#� ����� �� ��� ���� ����	 !
 �����

"����� "� ����" ��� ����� �� %������� "���� ��� ��
#�� *� �
 ��� �� $�� ��� ���� �����	 1�

��#� ����� ����3����
� �
�� �����
�� "� ��%� �� �
������� ��� �
����� ���� �� ��3�� $����

������
$	

(�������� �-�� 9���1 ����� ���� 
������� �# GM.- ��� GM = (V,U,E) �� � �����

�	��
� � ���* ����� �	��
 ��
�	��� �� GM �� � ������� c : V → C� �
�	� C �� �
� ���

�� ��
�	�  ������

� �
� ����	�
 �����	�!� ���
 �
�� ��	 ���
 ���� [vi, vj ] ∈ E� c(vi) 
= c(vj)�
��� ��	 ���
 �	� (vl, vq) ∈ U � c(vl) ≤ c(vq)�

8$��
� �� ��� 
��*�� �� �%����*�� ������ �� k� �	�	� �� |C| = k� ���
 c �� ������ � ���* �����

�	��
 k���
�	���	 B�%�
 � ��3�� $���� GM = (V,U,E)� ��� �������� �
��$�� k ���� ����

����� �3���� � "��# ��3�� $���� k-������
$ �� ��� %������� �� GM �� ������ ��� ���* �����

6=



��
���� � ���	����
�! ��"�������� 
�� ���
	��

�
	������ �����	 �� GM �
� ��
���� *� χM (GM )	

1�� "��# ��3�� $���� ������
$ ���*��� �
 ��� �������
 %�����
 ��� *� ������ �� �����"�	

2��1 
���� %��� *������� ������� W (GM , k)

'�������( 8 ��3�� $���� GM = (V,U,E) �
� �
 �
��$�� k ≥ 1	

)�������( 
��� GM ����� � "��# ��3�� $���� k-������
$Y

 ������ ���� ���� �� ��3�� $���� ������
$ ��� ���%� ��� 
�" ������*��
$ ���*���	 !� ��
-

���
� ��� ����
$ ��3�� $���� ������
$ ���*��� �
 ��� ��
�� ���� ��� ������ �
� �� 0��� �

������� ���� �� ��	 !
 ����� �� �
 ��� "��# ��3�� $���� ������
$ ���*��� "� ������� ���� ����

���� �� %������� ��
#�� *� �
 ��� �� ���� ��
#�� *� �
 ��$�� "� �$��
 �*���
 ��� ����
$ ��3��

$���� ������
$ ���*���	 1��� W (GM , k) �� NP-��������	

����� ��� $���� ������
$ ���*��� ��� *��
 ������� �
��
��%���� ��� ����
$ �
� "��# ��3��

$���� ������
$ ���*���� ��%� 
�� ���
� ���� ����
���
 �
 ��� ����������	 !
  ������ < ��

���� ������� "� �
%����$��� ����� �"� ������
$ ���*����	 ����� "� $�%� �
 �%��%��" �� ���

"��# ���� ��� ������� *��
 ��
�	 1��
 ��� *��� ���*����� "� �������
� ���� *��
�� �


��� ��3�� ��������� 
��*���	 ��
���� "� �
���,� ���� ������� ������� �� ��3�� $����� ���

"���� "� ���" ���� ������ ��� ���*��� ��
������� �� NP-�������� �� ����
������� ���%�*��	

����� �	�
 �������� ��	 ��
������

!
 ���� ������
 "� �����
� �
����� ������ ������
$ ���*��� �
 �
�������� $������ ��� ����

��
�	��� �	��
��	 8� ��� %����3 ������
$ ���*���� �� ��� *��
 ������� �
��
��%��� 9��� ���

�
���
�� S;=� M;T: �
� �� ���� ��� � ���$� ��
$� �� ����������
�� ���������� �
 ��������
$ 9���

S<MT:	

(�������� �-�' 9���� 
�������.- ��� G = (V,E) �� �� ����	����� �	��
� �� ���� ��
�	���

�� G �� � ������� e : E → C ���
 �
�� ��	 ���
 ���	 �� ����� [vi, vj ], [vi, vl]� e([vi, vj ]) 
=
e([vi, vl])�

�� ���� e �
 ���� k���
�	��� �� ��� 
��*�� �� ������ �%����*�� �� k� �	�	� �� |C| = k	 B�%�


�
 �
�������� $���� G = (V,E)� ��� �������� �
��$�� k� ���� ���� ����� �3���� �
 ��$�

k-������
$ �� G� �� ������ ��� �
	������ ����� �� G �
� ��
���� *� χ′(G)	

@�
�� ��� ��$� ������
$ ���*��� ��� *� ��7
�� �� �����"�	

6;



� $ ��
�� �����!

3��� *������� ������� EC(G, k)

'�������( 8
 �
�������� $���� G = (V,E) �
� �
 �
��$�� k ≥ 1	

)�������( 
��� G ����� �
 ��$� k-������
$Y

8� ��� %����3 ������
$ ���*���� ��� ��$� ������
$ ���*��� EC(G, k) �� �
 $�
���� NP-
�������� 9��� S;=T:	 ��� ����� ��� ���� ������� ������� �� $����� ��� "���� ����
����� ����

��$������� ��� #
�"
	 8 ������ ������ ��
���
�
$ ��$� ������
$ �� UV
�$+� ������
$ �������

"���� ��
 *� ������ �� �����"�	

4 ����� �-�& 9�5���6� 
������� � ����� 7$8.- ��� G = (V1, V2, E) �� �� ����	�����

����	���� �	��
� $
�� χ′(G) = Δ(G)�

(������ �� ��� ���� �� %����3 ������
$� ��� ��$� ������
$ ���*��� ��� *� ���
 �� � ��������


���*���	 !
����� ��� ��� �� ��$�� "��� � ���� ����� f ���� *� ����"��� 
�
 ��0���
�	 (�

���� ���� � ������
$	 1���� ������
$ ��� ��$�� �� � $���� G = (V,E) "��� k ������ ��

����%���
� �� ��������
 ��� ��$� ��� E �
�� k ���� E1, ..., Ek� ���� �
� *��
$ � ������
$	

1�� ������
$ ������ ��� *��
 ������� �
��
��%��� �
� ����� �
 �������
� ���� ��
�� ��
�

�������� ���*���� ��
 *� ���������� �� ������
$ ���*���� 9�	$	 ������*��
$ ���*����:	 8

������
$ M �
 � $���� G = (V,E) �� ������ ������� �� ��� ��� ������
$� M ′ �
 G� "� ��%�

|M | ≥ |M ′|	 8 ��	���� ����
��� M �
 � $���� G = (V,E) �� � ������
$ ���� ���� ��� ����
%����3 vi ∈ V � ����� �3���� �
 ��$� [vi, vj ] ∈M 	 !
 ��
����� �� ��� %����3 �
� ��$� ������
$

���*����� ��� ���*��� �� 7
��
$ � ��3���� ������
$ �
 � $�
���� $���� �� ����
�������

���%�*�� 9��� S<P� <OT:	

!
 ���� ������� "� "��� 
�� ��
����� ��� ��$� ������
$ ���*��� �� ��� ��3���� ������
$

���*��� �������%��� *�� "� "��� ��
��
����� �
 ���� ���*���� "���� ��� �
 � ������
 "��

������� �� ����	 !
  ������ = "� ��
����� ��� ���*��� �� ����������,�
$ � ��
���� ��� R

��� "���� ��3���� ������
$� M ��
 *� ���
� "��� �����7� %����� �� p = |M ∩ R|	 ����
���������� $�%�
 � $���� G = (V,E) �
� � ��� P = {p0, p1, . . . , ps} �� �
��$��� 0 ≤ p0 < p1 <

. . . < ps ≤ 
|V |/2�� "� "�
� �� ����� � ��*��� R ⊆ E �� ��$�� �� G� ��� �
 ���� �
 ���� �

"�� ���� ��� �
� i (0 ≤ i ≤ s) G ��
���
� � ��3���� ������
$ Mi "��� �3����� pi ���

��$��� �	�	� |Mi ∩R| = pi	 .����� ���� "� �� 
�� ������ ���� �"� ��� ��$�� ��� 
����������


�
 ��0���
�	 (� "� ��
����� � ���*��� �� ��$� ��������
�
$ ������ ���
 ��$� ������
$ �


��� "�� �� "�� ��7
�� �*�%�	

)�$� ������
$� �� ���� ��������� ��$� ��������
�
$� �� ���� ������� ������� �� "��� �� ������

����	��� �����	��
�	 !
 ��� 
�3� ������
 "� "��� �
������� ���� 7��� �
� �3����
 ���� �������
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��
���� � ���	����
�! ��"�������� 
�� ���
	��


�� ��	����� �
�
������

$����	��
� ����� "��� ��� ����
��������
 �� �
 �*0��� ���� ��� ���0�����
� �
 $�%�
 �����-

���
�	 ����� ����� ���0�����
� ��� �
������ ��7
��� ���� �� 
�� 
���������� ��� ���� ��� ���

�
������
$ �*0��� �� �� ��� 
�� �3��� �� ���	 1��� �
�� "� ��� $�%�
 ��� ���0�����
�� "�

��� *� �
�������� �
 ��� �����"�
$ ���*����	

96: 
��� ����� �3��� �
 �*0��� "��� ��� $�%�
 ���0�����
�Y

9<: !� ����� � �
���� �*0��� ��������
��
$ �� ��� ���0�����
�Y

9=: @�" ��
 ��� �*0���� �� �� �3����� *� ����
��������Y

1���$����� ��� ��� ���
 ����������
 �
 ������� ���$���� "���� ��
��
���� =-����
���
��

�*0���� ���� *� ����
�������� ���� ��%���� ���0�����
�� "���� ��
���� �
 <-����
���
�� ��
�-

���
�	 ��� ����� ��� ���� �� ����� ����� �
 "���� ����$����� ����� �
 �������
� ����� ���

�3����� �
 ���������$������ ���� ����������
� ������
 ����$
����
� �������
 ���������� ��

������*��
$	

!
 ����	��� �����	��
� � ��� �*0��� �� *� ����
�������� ��
 *� �3������� ���
$ � ��������

��� �� ����	 '
� �� ��� ���� ������ ���*���� �
 �������� ����$����� �� ��� ����
��������


���*��� �� <-����
���
�� ���$�� ���� �"� ���0�����
� 9����,�
��� �
� %�������:� "���� "�

������ ���� ����� ����� 	������	������ �	��
��	 @��� "� ��
����� �
 (m×n) ����� A = (aij)
"���� ���� �
��� ��� ��
���
 � ��3�� �� *� ������� "��� �
� �� ��� ������ 1, 2, ..., k	 B�%�

��� 
��*�� hs

i 9����	 vs
j : �� ��3��� "��� ����� s �
 ��" i 9����	 �����
 j: ��� s = 1, ..., k �
�

i = 1, ...,m 9����	 j = 1, ..., n:� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� ��
����� �
 ����$
�
$

� ����� �
 {1, ..., k} �� ���� �
��� �� A ���� ���� ����� ��� �3����� hs
i 9����	 vs

j : ��3��� �


��" i 9����	 �����
 j: ��%�
$ ����� s� ��� s = 1, ..., k �
� i = 1, ...,m 9����	 j = 1, ..., n:	
 ������ ��� %����� hs

i �
� vs
j ���� ������� ���� 
�������� ��
�����
� ��� � �������
 �� �3����

k∑
s=1

hs
i = n (i = 1, . . . ,m) 96	6:

k∑
s=1

vs
j = m (j = 1, . . . , n) 96	<:

m∑
i=1

hs
i =

n∑
j=1

vs
j (s = 1, . . . , k) 96	=:

1��� *���� ���$� ����
��������
 ���*���� ���� ������ ��
�	�� ���	�� 	������	������ �	��
���

������ �
 ���*���� ���������� "��� ��� �������
 �� ����� �
 � ������� *� ���
� �� Z-����

�������� �� ��� �"� ������
��� �3��	 1���� ��� k ����� �� ����� �����
� �
� ���� Z-���

$�%�� ��� 
��*�� �� ����� �� ���� ���� ���
$ �
 ���� ��
� �
 � ������ �� �������� �������

��
��	 8
����� ����������
 ��
���
� ������*��
$ 9��� S6PT:	 ���� ���� ��" "� ��������� �

������ "��� ���� �����
 � ���� ������� �
� "��� ���� ����� � ���������	 1��
 ��� ����,�
���

6?



� $ �������� ����%�
��!

���0�����
 hs
i ��������
�� �� ��� 
��*�� �� �
�-���� �������� ���� ������� s ���� $�%� ��

����� i� �
� ��� %������� ���0�����
 vs
j �� ����� �� 6 �� ������� s �� �%����*�� ����
$ ������ j

�
� Q ����	 8 �����*�� ������*�� �� �
 ����$
��
� �� ������ �� ��� �
����� "��� ������� �� ���

���0�����
�	

!
 ��� ���� �� �"� ������� �	�	� k = 2� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� ��������
�� ��

��� ����
��������
 �� � *�
��� �����3� $�%�
 ��� 
��*�� �� �������
��� �� 6+� �
 ���� ��"

�
� ���� �����
	 1��� ���� ��� *��
 �
��
��%��� ������� 9��� ��� �
���
�� S?>T:	 !
 6O>M�

&���� �
� B��� 9�
����
��
��� ���� ���� �����: $�%� 
�������� �
� ��A���
� ��
�����
�

�
��� "���� ����� �3���� �
 ���$� ��������
$ ��� ���0�����
�	 1��� ��� *� ���������� ��

�����"�	

 �
����� ��� �����3 Ā �
 "���� ���� ��" i ��
����� �� h1
i ��
������%� 6+� �����"�� *� n−h1

i

Q+�	 (��� � �����3 Ā �� �
������ �������
�� *� ��� ��" ��� %�����	 4�� �� ��
��� *� Q̄ ���

�����
 ��� %����� �� A	 ������������ ��� �� ��� ��� %����� h1
i 9����	 v1

j : �
 
�
�
������
$

����� �
� ��
��� ���� *� p1 ≥ p2 ≥ ... ≥ pm 9����	 q1 ≥ q2 ≥ ... ≥ qn:	 1��
 ��� &����

��
�����
� ���
∑n

j=l qj ≥
∑n

j=l Q̄j � ��� 2 ≤ l ≤ n	 (�
�� ����� ��
�����
� ��� *� %���-

7�� �
 ����
����� ����� ��� ���$� ����
��������
 ���*��� ��� �"� ������ ��
 *� ���%�� �


����
����� ����	 ������� ����� ��� ����� ���� ���%���� �
 ��$������ "���� ����
������� ���

��������
��
$ ���$� 9�� �� �3����: �
 ���� O(n(m + log(n)))	 !
 ��� ���� �� �"� ������� ���
���*��� �� �
����
��� �� � �������
 ��� ���� *��
 ���%�� *� &����	 @� ���"� ���� � *�
���

�����3 A �� 
�
�
���� �� �
� �
�� �� �� ��
���
� � �"�����
$ �����
�
� "���� ��
����� �� �

2× 2 ��*�����3 ��%�
$ �"� 6+� �
 �
� ���$�
�� �
� �"� Q+� �
 ��� ����� �
�	

!
 <QQ<�  ���*�# �
� 
[�� ���"�� ���� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� "��� k = 4
������ �� NP-�������� 9��� S6?T:	 1�� ������3��� �� ����� ���
 ��� k = 3	 !
 S6P� 6OT ����
����
����� ���%�*�� ����� ��� $�%�
	 !
 S6PT �� �� ���"
 ��� �
���
�� ���� ��� *���� ���$�

����
��������
 ���*��� "��� k = 3 ������ �� ����
����� ���%�*��� �� ��� ������ 1 �
� 2 "�
��%� h1

i , h
2
i , v

1
j , v

2
j ∈ {0, 2} ��� ���� ��" i �
� ���� �����
 j	 !
 S6OT ��� ���� �� k = 3 ������

�� ��
������� "��� ��� ����������
 ���� �
� ������ ��� ����� 1� ��� ��%� ��%���� �������
����
*�� 
�� ���� ���
 r �
 � 73�� 
��*�� q �� ��"� �
� �����
�� �
� �� �� ���"
 �� *� ����-


������� ���%�*��	

��� � ���� �������� �%��%��" �� ��� ������ �
� ��� ����������
� �� �������� ����$������

��� ������ �� �������� �� S><� >=T	

�� "��� 
�" ���" ��" ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� ��� *� ���������� �
 $����

����������� �����	 1��� ����������
 ��� *��
 �
�������� ��� ��� 7��� ���� �
 S6PT �
� �� ���

*��
 ���� �� ���" ��%���� ������3��� ������� �
 S6P� 6OT	 ���� ���� ��" i �� A "� ���������

� %����3 i	 �� ��
��� *� X ��� ��� �� ����� %�������	 (�������� "� ��������� � %����3 j

"��� ���� �����
 j �� A �
� ��
��� *� Y ��� ��� �� ����� %�������	 1��
 "��� ���� �
���
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��
���� � ���	����
�! ��"�������� 
�� ���
	��

aij � "� ��������� �
 ��$� [i, j]	 @�
�� "� $�� � �������� *�������� $���� KX,Y 	 1�� *����

���$� ����
��������
 ���*��� ���
 ��
����� �
 7
��
$ � ��������
 E1, ..., Ek �� ��� ��$� ���

�� KX,Y ���� ���� ��� ���� %����3 i ∈ X� ����� ��� �3����� hs
i ��$�� �� Es "���� ��� �
����
�

�� i� �
� ��� ���� %����3 j ∈ Y � ����� ��� �3����� vs
j ��$�� �� Es "���� ��� �
����
� �� j� ���

s = 1, ..., k	 1��� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� ��� *� �
��������� �� � �������

���� �� ��$� ������
$ "���� "� ����" ��0���
� ��$�� �� ��%� ��� ���� ������ *�� "� ������

��� 
��*�� �� ��$�� �� ���� ����� �
����
� �� ���� %����3 �� ��� $����	

��� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� ��� ���� *� ���
 �� � ������� #�
� �� %����3

������
$	 !
����� ��� �� ��������� � %����3 "��� ���� ��3�� �
 ��� ����� A	 �� 0��
 �"�

%������� �� ��� ��������
��
$ ��3��� ��� ��0���
� �
 A2 "� �*���
 � $���� G "���� �� ������

�	�� �	��
	 .����� ���� ���� �����
 �
 A �� "��� �� ���� ��" �
 A ��������
�� �� � ����


�
 ��� $���� G	 (�
�� "� "�
� �� ��������� � ����� "��� ���� ��3�� *� ��������
$ ��� $�%�


���0�����
� 9
��*�� �� �������
��� �� ���� ����� �
 ���� ��" �
� ���� �����
:� "� ����%-

���
��� "�
� �� ����� ��� %������� �� G ���� ���� �
 ���� ����
 ��������
��
$ �� � �����


�� �� � ��"� "� ��%� � $�%�
 
��*�� �� �������
��� �� ���� �����	 .����� ���� "� �� 
��

���� �*��� ��0���
� %������� ��%�
$ ��� ���� �����	 1��� "� $�� � %����3 ������
$ ���*���

"���� �� ����%���
� �� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*���	

!
  ������ ;� "� "��� ��
��
����� �
 � $�
�����,����
 �� ���� ���������� %����3 ������
$ ���*-

���	 �� ��
����� �
 �
�������� $���� G = (V,E) �
� � ���������
 P �� ����
� ��%���
$

��� %������� �� G	 �� ��� $�%�
 � ��� �� ������ {1, 2, ..., k} �� "��� �� ��� ���� ����
 Pi ���


��*�� �� �������
��� �� ���� ����� j ��
���� *� hj
i � ��� j = 1, 2, ..., k	 �� ��%� �� 7
�

� ��������
 V 1, V 2, ..., V k �� V ���� ���� ��� ���� ����
 Pi "� ��%� |Pi ∩ V j | = hj
i � ���

j = 1, 2, ..., k	 1��� ���*��� "��� *� �������� �� �� Λ(G, k,P,H)� "���� H �� ��� ������-

���
 �� %������ h(Pi) = (h1
i , ..., h

k
i )	 �� ��� �
���,� ��� ���� ���*��� "��� ��� �������
��

���������
� ���� �"� ��0���
� %������� �� 
�� $�� ��� ���� ������ �	�	� "� "�
� �� $�� �

$���� ������
$ �� ��7
�� ���%������	 1��� ���*��� "��� ���� *� ������� �
  ������ ; �
�

"� ��
��� �� *� Λ∗(G, k,P,H)	 ��� *��� ���*����� "� ���� ��
����� ��� ��$� ��������
�
$
%�����
� �	�	� "� "�
� �� 7
� � ��������
 E1, E2, ..., Ek �� E ���� ���� ���� ����
 ��
���
� �

$�%�
 
��*�� �� ��$�� �� ���� ������ �
� "� ��� ������� �� 
�� ���� �"� ��0���
� ��$�� ��


�� *���
$ �� ��� ���� ��� �� ��� ��������
	 1���� ���*���� "��� *� ��������%��� ��
���� *�

Ψ(G, k,P,H) �
� Ψ∗(G, k,P,H)	

!
����� �� 73�
$ ��� 
��*�� �� �������
��� �� ���� ����� �
 ����
�� �
� ��� *� �
��������

�
 ������
$ ��� %������� �� �
 �
�������� $���� G = (V,E) *� 73�
$ ��� 
��*�� �� �����-
��
��� �� ���� ����� �
 ���� $�
�����,�� 
��$�*������ �� ���� %����3 v	 4�� �� ��
��� *�

Nd(v) ��� d-
��$�*������ �� � %����3 v "���� �� ��� ��� �� %������� "���� ��� �� �����
��

d ���� v 9�	�	� ��� �������� ����
 *��"��
 ���� �
� �� ����� %������� �
� v ��� ��
$�� d:	

B�%�
 �
 �
�������� $���� G = (V,E)� � ��� �� ������ {1, ..., k} �
� � ���������
 H ��

%������ h(v) = (h1
v , ..., h

k
v )� v ∈ V � "� "�
� �� 7
� � ��������
 V 1, ..., V k �� V ���� ����

6P



� $ �������� ����%�
��!

|Nd(v) ∩ V i| = hi
v ��� ��� %������� v ∈ V �
� ��� 1 ≤ i ≤ k	 1��� ���*��� �� �������� ��

�� Pd(G,H, k)	 '
� ��� ���� ��7
� N+
d (v) �� ��� ��� �� %������� "���� ��� �� �����
�� ��

���� d ���� v	 1�� ��������
��
$ ��������
 ���*��� "��� *� ��
���� *� P+
d (G,H, k)	 8�

*����� "� ��
 ���� �
���,� ����� ���*���� "��� ��� �������
�� ���������
� ���� ��� ������
$

���� *� ������� �	�	� �"� ��0���
� %������� ���� *���
$ �� ������
� ���� V i, V j� i 
= j	 1��


��� ��������
��
$ ��������
 ���*���� "��� *� ��
���� *� P∗
d (G,H, k) �
� P+∗

d (G,H, k)� ��-
������%���	 !
  ������ >� "� ���� "��� ��� ����� d = 1 �
� d = 2 ��� ���� %����� �� k *�

�������
�
$ ��� ������3��� �� ��� ������
� ���*����	 ��
���� "� "��� ���� *� �
�������� �


��� ���� "���� "� �� 
�� 73 ��� 
��*�� �� �������
��� �� ���� ����� �
 ���� $�
�����,��


��$�*������� *�� "� ������ $�%� �
 ����� *��
� �
 ���� 
��*��	 !
 ����� "����� "� "�
�

�� 7
� � ��������
 V 1, ..., V k �� V ���� ���� |Nd(v) ∩ V i| ≤ hi
v ��� ��� %������� v ∈ V �
� ���

1 ≤ i ≤ k	 &������ ��� d = 1 ��� $�%�
 �
  ������ >� ��� ��� ���� �� 
�
 ������ ������
$ ��
"��� �� ��� ��� ���� �� ������ ������
$	 1���� ���*���� "��� *� ��
���� *� BP(G,H, k) �
�
BP∗(G,H, k)� ��������%���	

8� ������� ��
���
�� *������ ��� ������3��� ������ �� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*-

��� "��� k = 3 ������ �� ����� ���
	 (��� ������� ����� ��%� *��
 ���"
 �� *� ����
�������
���%�*�� �
 S6P� 6OT	 !
  ������ ?� "� ��� ��� ��$� ��������
�
$ %�����
 �� ��� *���� ���$�

����
��������
 ���*���� �
� "� �����
� �
����� ������� ���� ��� "���� ���� ���*��� ��
 *�

���%�� �
 ����
����� ����	 ����������� "� ��
����� ��� ���� �� k = 3 ������ "���� ��� ����
E1 �
� E2 ��%� �� ������� ���� �������
�� ��
�����
��	 ���� ��������� "� ��
����� ��� �����

"���� E1 ∪ E2 ���� ���� � ���� �� � ���������
 �� ���0��
� ����
�	 �� $�%� 
�������� �
�

��A���
� ��
�����
� ��� � �������
 �� �3���	 1���� ��
�����
� ��
 *� ����#�� �
 ����
�����

����� �
� ��� ������ ���%��� ����
����� ���� ��$������� �� ��
������ � �������
 �� ����� ��

�
�	 �� ���� ��
����� ��� ���� "���� ���� ��� E1 �
� E2 ��� �� *� � @������
��
 ����
� ��

"��� �� ��� ���� "���� ���� ��%� �� *� ��$�-���0��
� ������ �����$� �����7�� %�������	 8$��
�

"� $�%� 
�������� �
� ��A��
� ��
�����
� ��� � �������
 �� �3���	 .����� ���� ����� �����

�� 
�� ��������
� �� ������� ����� �� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� "��� k = 3
������� ��
�� "� ������ ���� �������
�� ��
�����
�� �
 ��� ���� E1 �
� E2	

8�����$� ����� �� 
� ��������� ��

�����
 "��� �������� ����$������ "� �� ��
����� ���

���� "���� ��� $���� G �� ������ � �������� $���� KX �
����� �� � �������� *��������

$����	 !
  ������ ? "� $�%� ������� ��� ��� ���� ���*���� ������� �
 ��� ���� �� KX,Y 	

��
���� "� �
������� �
  ������ ? ��� 7��� �� R����
���+ �������� ����$�����	 @��� "�

��
����� � �������� ��������� ����
��� $���� G =
−→
KX 	 ��� ���� %����3 i �� X "� ���

$�%�
 ��� 
��*�� �� �
����
$ 9h−s
i : �
� ���$��
$ 9h+s

i : ���� �� ���� ����� s	 1��
 ���

*���� ���$� ����
��������
 ���*��� �
 ��� ����
��� %�����
 �� �� �����"�	 �� "�
� �� 7
� �

��������

−→
E 1, . . . ,

−→
E k �� ��� ��� ���

−→
E ���� ���� ��� ���� ����� s �
� ��� ���� %����3 i� "�

��%� �3����� h−s
i �
����
$ ���� *���
$�
$ ��

−→
E s �
� h+s

i ���$��
$ ���� *���
$�
$ ��
−→
E s	

�� "��� ��
����� ��� ���� �� k = 3 ������� �
� "� $�%� 
�������� �
� ��A���
� ��
�����
�
��� � �������
 �� �3��� �
 ��� ���� "����

−→
E 1 ∪ −→E 2 ��� �� *� � ����	
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������� 	

�� ��� �������
 �������
 �� ����	


����


����
�����
�

8 ��3�� $���� GM = (V,U,E) �
 %����3 ��� V = {v1, v2, ..., vn} �� � $���� ��
���
�
$ ����
9��� U: �
� ��$�� 9��� E:	 �� ��
��� *� [vi, vj ] �
 ��$� 0��
�
$ %������� vi �
� vj �
� *�

(vl, vq) �
 ��� ����
��� ���� vl �� vq	 @��� "� ��
����� �
�� ��

����� 7
��� ��3�� $�����

��
���
�
$ 
� �������� ��$��� 
� �������� ����� �
� 
� �����	 1�� 
��*�� �� %������� �
 �

��3�� $���� GM = (V,U,E) "��� *� ��
���� *� |V | = n	 ��3�� $����� ��%� *��
 �
���-

����� ��� ��� 7��� ���� �
 S?OT	

!
 ���� ������� "� ��� �
�������� �
 �"� ������
$ ���*���� �
 ��3�� $������ "���� ��%�

������� *��
 �����
��� �
  ������ 6 �
 �������
 "��� ���� ��������
$ ���*����	 4�� ��

������ ���� ��7
����
� �
� 
������
�	 1�� 7��� ���*��� �� ������ ��	��� ����� �	��
 ��
�

�	��� �	��
��	 8 ��	��� ����� �	��
 k���
�	��� �� � ��3�� $���� GM �� � �����
$ c�

V → {0, 1, ..., k − 1} ���� ���� ��� ���� ��$� [vi, vj ] ∈ E� c(vi) 
= c(vj)� �
� ��� ���� ���
(vl, vq) ∈ U � c(vl) < c(vq)	 .����� ���� ���� � ������
$ ��
 �3��� �� �
� �
�� �� ��� ��3��
$���� GM ���� 
�� ��
���
 �
� �������� �������	 �� ��
��� *� γM (GM ) ��� ��	��� �����

�
	������ �����	 �� GM � ���� �� ��� �������� �
��$�� k ���� ���� GM ������ � ����
$ ��3��

$���� k-������
$	 8 ��3�� ������
$ �� GM "��� γM (GM ) ������ "��� *� ������ ������
	 ��

"��� $�
������ ��
����� ��� �����"�
$ ���*���	 B�%�
 � ��3�� $���� GM = (V,U,E) �
�
� ������%� �
��$�� k� 7
� ��� "������ GM ������ � ����
$ ��3�� $���� k-������
$	 1���

������
$ ���*��� ��� *��
 ������� �
 S==� ;6� ?M� ?PT	 !
 S;6T ���� ����� *��
�� �
 ���

����
$ ��3�� ��������� 
��*�� ��� $�%�
	 8
 O(n2) ���� ��$������ �� ����� ���������

��3�� ����� �
� � *��
��-�
�-*��
� ��$������ ��� ���� ��%������	 !
 S==T � ��
��� ����

��$������ ��� ��3�� ����� �� $�%�
 �� "��� �� �
 O(n3.376 log(n)) ���� ��$������ ��� ������

�������� $�����	 ��
���� �
 S?M� ?PT� ��� �
��-���� 0�*-���� ���*��� �� ��
������� %�� ����
$

��3�� $���� ������
$	 !
 ���� ���������� ���� ��� ������� $���� (V, ∅, E) �� � ���0��
� �
��
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��
���� # �� �&� ��	����% ����	��� �� ��'�� %�
���

�� ������� �
� ��� �
�������� $���� (V,U, ∅) �� � ���0��
� �
��
 �� �������� �����	 !
 S?PT
����� *��
��-�
�-*��
� ��$������� ��� �����
��� �
� ������ �
 ��
����� $�
������ ��3��

$����� �� ����� n ≤ 200 ��� �
 �3��� �������
 �
� �� ����� n ≤ 900 ��� �
 �����3����� ��-
�����
	 8��� ���� ������3��� ������� ��� $�%�
 ��
���
�
$ ���� ������� ����� �� ��3�� $�����	

1�� ����
� ���*��� "���� "� "��� ��
����� �
 ���� ������� �� ������ ��� ���* ����� �	��
 ��
�

�	��� �	��
�� "���� "�� �
�������� ��� ��� 7��� ���� �
 S?OT	 8 ���* ����� �	��
 k���
�	���

�� � ��3�� $���� GM �� � �����
$ c� V → {0, 1, ..., k−1} ���� ���� ��� ���� ��$� [vi, vj ] ∈ E�

c(vi) 
= c(vj)� �
� ��� ���� ��� (vl, vq) ∈ U � c(vl) ≤ c(vq)	 .����� ���� �
 ���� � ������
$ ��
� ��3�� $����� ��� %������� �
 � �������� ������� ���� 
���������� ��%� ��� ���� �����	 ��

��
��� *� χM (GM ) ��� ���* ����� �
	������ �����	 �� GM � ���� �� ��� �������� �
��$�� k

���� ���� GM ������ � "��# ��3�� k-������
$	 B�%�
 � ��3�� $���� GM = (V,U,E) �
� �
������%� �
��$�� k� "� ��� �
�������� �
 7
��
$ ��� "������ GM ������ � "��# ��3�� $����

k-������
$	 1�� "��# ��3�� $���� ������
$ ���*��� ��� *��
 ������� �
 S<� >Q� >;� ?O� MQT	

!
 SMQT ���� ��$������� ���������
$ ��� �3��� %���� �� ��� "��# ��3�� ��������� 
��*��

�� $����� �� ����� n ≤ 40 �
� ����� *��
�� ��� $����� �� ����� ���$�� ���
 ;Q ��� �����
���	

1��� ������� �� ��$�
�,�� �� �����"�	 !
 (�����
 <	6 "� $�%� ���� ��7
����
� �
� 
������
�

"���� "��� *� ���� �����	 (�����
 <	< ����� "��� ��� ����
$ ��3�� $���� ������
$ ���*���	

(��� *��
�� �
 ��� ����
$ ��3�� ��������� 
��*�� ��� $�%�
� �� "��� �� ���� ������3���

������� ��
���
�
$ ������� ������� �� $�����	 !
 (�����
 <	= ��� "��# ��3�� $���� ������
$

���*��� �� ��
������� �
� *��
�� �
 ��� "��# ��3�� ��������� 
��*�� ��� $�%�
 "���

���� ������3��� �������	

��
 ������������	

4�� GM = (V,U,E) *� � ��3�� $���� �
� ��� Vo *� ��� ��� �� %������� "���� ��� �
����
�

�� �� ����� �
� ��� �
 GM 	 �� ��
��� *� G(Vo) ��� ��3�� ��*$���� �� GM �
����� *� Vo

�
� *� Go
M = (Vo, U, ∅) ��� �������� ������� $���� �� G(Vo)	 n(Go

M ) ��
���� ��� 
��*�� ��
%������� �
 � ��
$��� �������� ���� �
 Go

M 	 .����� ���� ��� ��
$�� �� � ��
$��� �������� ����

�
 GM 9�	�	� ��� 
��*�� �� ���� �� � ��
$��� �������� ���� �
 GM : �� ����� �� n(Go
M ) − 1	

 ������ n(Go
M ) �� � ��"�� *��
� �
 γM (GM )	

4�� P *� � �������� ���� �
 Go
M 	 1�� 
��*�� �� %������� �
 P "��� *� ��
���� *� |P |	

4�� vi *� � %����3 �
 GM 	 1�� ��	��* �� vi� ��
���� *� in(vi)� �� ��� ��
$�� �� � ��
$���
�������� ���� �
 Go

M �
��
$ �� %����3 vi	 (�������� "� ��7
� ��� ���	��* �� vi� ��
���� *�

out(vi)� �� *��
$ ��� ��
$�� �� � ��
$��� �������� ���� �
 Go
M ������
$ �� %����3 vi	 !� vi

�� 
�� �
����
� �� �
� ���� ���
 in(vi) = out(vi) = 0	 .����� ���� ��� ��
$�� �� � ��
$���
�������� ���� �
 GM �� $�%�
 *� maxvi∈V (in(vi) + out(vi))	

<<



# # �����% ��'�� %�
�� ��	����% ����	��

.����� ���� ��� ���������� �
�������� �*�%� ��
 �
�� *� ��7
�� �� Go
M ��� 
� ��������

�������	

�� ������ ���� ��� ���	�� �� � %����3 v �
 GM � ��
���� *� dGM
(v)� �� ��� 
��*�� �� ��$��

�
� ���� �
����
� �� v	 �� ����� ������ "���� d(v) �� 
� ��
�����
 ��
 �����	

��� ���
�� ����� ����� �
�
���� ��
����

!
 ���� ������
 "� ����� ��� �����"�
$ ���*���� "���� �� ������ ��� ��	��� ����� �	��
 ��
�

�	��� �	��
�� �
� ��� ������� *��
 �
�������� �
  ������ 6	

'�������( 8 ��3�� $���� GM = (V,U,E) �
� �
 �
��$�� k ≥ n(Go
M )	

)�������(  �
 ��� %������� �� GM *� ������� ���
$ �� ���� k ������ ���� ���� ��� ���� ��$�

[vi, vj ] ∈ E� c(vi) 
= c(vj)� �
� ��� ���� ��� (vl, vq) ∈ U � c(vl) < c(vq)Y

�� "��� ����� �� ���� ���*��� �� S(GM , k)	 .����� ���� �
 ���� ���*��� "� ��
 �������

"	�	�	$	 ���� "��
�%�� (vl, vq) ∈ U � ���
 [vl, vq] 
∈ E ��
�� (vl, vq) ∈ U ������� ����

c(vl) < c(vq) �
� ���� c(vl) 
= c(vq)	

8 
�������� �
� ��A���
� ��
�����
 ��� � ��3�� $���� �� ����� � ����
$ ��3�� $����

������
$ �� ���� �� ���� 
�� ��
���
 �
� �������� �������	 �� "��� ������� ��� ��� ���� �� ����

������
 ���� �� �� �����7��	

����� ����	� �� 
�
 �
���� ���
	 ������
�� ����
�

\���� *��
�� �
 ��� ��3�� ��������� 
��*�� ��%� *��
 $�%�
 �
 S;6T	 !
 ����������� �
�

�� ����� *��
�� ������� ���� ��� ��3�� *�������� $����� "� ��%� n(Go
M ) ≤ γM (GM ) ≤

n(Go
M ) + 1	 !
 ���� ������
 "� "��� $�%� ���� ����� *��
�� ��� ������� ������� �� ��3��

$����� �
� �
 ���� ����� ��� �3��� %���� �� ��� ����
$ ��3�� ��������� 
��*��	

9���� �-�- ��� Go
M = (V1 ∪ V2, U, ∅) �� � ����� ����	���� �	��
� ������ �
�� �

 ���
� ��


����
 n(Go
M ) − 1 ���	� �� �
� ���� ��	��� ���� ��� V1� $
�� �� �� ������
� �� ��� � ��	���

����� n(Go
M )���
�	��� ���
 �
�� �

 ��	����� �� V1 
��� �� ���� ��
�	� ��� �

 ��	����� �� V2


��� �� ��� ��
�	�

����#� (�
�� Go
M ��� 
� �������� "� ��� ��������� ��� ��� �� %������� �
�� ��*����

C0, C1, ..., Cn(Go
M )−1� "���� Ci �� ��� ��� �� %������� ��%�
$ 
� ������������ "��
 %������� �


C0, C1, ..., Ci−1 ��%� *��
 ����%��	

(� "� ����� "��� ��� %������� �
 C0 �
� $�%� ���� %����3 v ����� 0 �� �� �� �
 V1 �� ����� 1 �� ��
�� �
 V2� �
� "� ��
��
�� "��� ��� %������� �
 C1, C2, ...� *� $�%�
$ ���� %����3 ��� ��������

<=



��
���� # �� �&� ��	����% ����	��� �� ��'�� %�
���

����� "���� �� ���$�� ���
 ��� ����� �� ��� ��� ������������	

1��� "��� $�%� �
 ��� ����� �� %������� �
 V2 �
� �
 �%�
 ����� �� %������� �
 V1 9��
�� Go
M

�� *�������� � %����3 �
 V1 9����	 V2: ��� ��� ��� ������������ �
 V2 9����	 V1::	  ������ "�

"��� ��%� c(v) < c(w) ��� ���� ��� (v,w)	 ����������� 
� ���� ���
 n(Go
M ) ������ "��� *�

���� 9��� ��
$��� ����� ������
$ �
 V2 "��� ��%� ��
$�� ���� ���
 n(Go
M ) − 1 �
� ���������

��
���
 ������ �
 {1, 2, ..., n(Go
M )− 1}:	 �

.�" ���
$ ���� 4����� "� �*���
 ��� �����"�
$ ������	

4 ����� �-�- ��� GM = (V1 ∪ V2, U,E) �� � ����� ����	���� �	��
� ������ �
�� �

 ���
�

�� 
����
 n(Go
M )− 1 ���	� �� �
� ���� ��	��� ���� ��� V1� $
�� �� �� ������
� �� ��� � ��	���

����� n(Go
M )���
�	��� ���
 �
�� �

 ��	����� �� V1 
��� �� ���� ��
�	� ��� �

 ��	����� �� V2


��� �� ��� ��
�	�

����#� ���� 4���� <	6 "� #
�" ���� ��� %������� �� Go
M ��
 *� ������� ���
$ �� ����

n(Go
M ) ������ �
� ���� ���� ��� %������� �
 V1 ��%� �
 �%�
 ����� �
� ��� %������� �
 V2 ��%�

�
 ��� �����	 .����� ���� "��
�%�� ����� �� �
 ��$� *��"��
 �"� ������� %������� v �
� w�

"� 
���������� ��%� ���� c(v) 
= c(w)� ��
�� �� �
� ����� �� �%�
� ���
 ��� ����
� �
� �� ���	
�� ������
$ ��� �����
�
$ �
������� %������� �� V1 "��� ����� 0 �
� ��� �����
�
$ �
�������
%������� �� V2 "��� ����� 1� "� �*���
 � ����
$ ��3�� n(Go

M )-������
$ ���� ���� ��� %�������
�
 V1 ��%� �
 �%�
 ����� �
� ��� %������� �
 V2 ��%� �
 ��� �����	 �

4 ����� �-!- ��� GM = (V1 ∪ V2, U,E) �� � ����
��� ����� ����	���� �	��
� $
��

γM (GM ) = n(Go
M ) �� ��� ��
� �� �

 ���
� �� 
����
 n(Go

M )− 1 ���	� �� �
� ���� ��	��� ���

Vi� i ∈ {1, 2}�

����#� ���� 1������ <	< "� #
�" ���� �� ����� ����� ����� �
 ��� ���� %����3 ���� ���


γM (GM ) = n(Go
M )	 .�" ������� ���� ��� ����
$ ��3�� ��������� 
��*�� �� ����� ��

n(Go
M )	 8����� ����� ��� �"� ����� �� ��
$�� n(Go

M )− 1 ��%�
$ ����� �����%������� 
�� �

��� ���� %����3 ��� Vi� i ∈ {1, 2}2 ����� %������� ��� 
���������� ��
#�� *� �
 ��$� ��
�� ���
$���� �� ��������	 ��� �
 ���� ����� � ������ ����
$ ��3�� n(Go

M )-������
$ "���� 
�� *�
�����*��	 (� "� ��
����� ���� ��� ����� �� ��
$�� n(Go

M )− 1 ����� �
 ��� ���� %����3 ��� Vi�

i ∈ {1, 2}	 �

4 ����� �-$- ��� GM = (V,U,E) �� � ����� �	��
 ���
 �
�� G(Vo) 
�� ��	��� �����

�
	������ �����	 γM (G(Vo)) ≤ n(Go
M )+1� +������ �
�� �� 
��� maxG′⊆GM

(minv∈G′,v �∈Vo

(dG′(v))) ≤ n(Go
M )� �
�	� G′ �� �� ������� ����	��
 �� GM ���������� Vo� $
�� γM (GM ) ≤

n(Go
M ) + 1�

����#�  �
����� G(Vo)2 �� ��
 *� ������� "��� �� ���� n(Go
M )+1 ������	 .�" ������ ����

��� �*�%� ��
�����
 �����	 �� ��
 ����%� ��� %������� �� ��� V \Vo *� ��#�
$ �� ���� ���� �

%����3 "��� ��
���� ��$��� �
 ��� �����
�
$ $���� 9���� �� ��� (������� 4��� '�����
$ ��

<;



# # �����% ��'�� %�
�� ��	����% ����	��

S>OT:2 ��� ����� ��$���� "��� *� �� ���� n(Go
M ) �� "� "��� 
�" ���"	 (� "��
 ���
�����
$ ���

%������� �
 ��� �������� ������ �� "��� *� �����*�� �� ����� ��� $���� "��� �� ���� n(Go
M )+ 1

������ 9��� ���� %����3 ����� "��� *� � ����� �%����*�� ���
$ ��� n(Go
M ) + 1 ������:	

4�� �� ���� v1, v2, ..., vq ��� %������� �� V \Vo �
 ��� ����� �
 "���� ���� ��� ����%��� �
� ��� ��

���� Gi ��� ������� ��*$���� �� GM �����
�
$ "��
 %������� v1, ..., vi−1 ��%� *��
 ����%��2

�� G1 = GM 	 �� ��
��� *� G′ �
 �
����� ��*$���� �� GM ��
���
�
$ Vo	 �� ��%�

maxG′⊆GM
(minv∈G′,v �∈Vo(dG′(v))) ≥ max1≤i≤q(minv∈Gi,v �∈Vo(dGi(v))) = max1≤i≤q(dGi(vi))

��
�� �
 ��� ���� ��
� ���� ��� �����*�� �
����� ��*$����� G′ �� GM ��
���
�
$ Vo ���

��
�������� "���� �
 ��� ��$�� ��
� ����� �
�� G1, ..., Gq ��� ��
�������	

�� ���� ��%� maxG′⊆GM
(minv∈G′,v �∈Vo(dG′(v))) ≤ max1≤i≤q(dGi(vi))	 !
 ����� ��� G′′ *� ���

�
����� ��*$���� ��� "���� ��� ��3���� �
 ��� ���� �� �����
��	 4�� vr *� ��� 7��� %����3

�� G′′ "���� �� ����%�� �
 ��� �*�%� �������	 1��
 maxG′⊆GM
(minv∈G′,v �∈Vo(dG′(v))) =

minv∈G′′,v �∈Vo(dG′′(v)) ≤ dG′′(vr) ≤ dGr(vr) ≤ max1≤i≤q(dGi(vi))	 (� ��� �*�%� �
��������
�����	 !� �����"� ���� maxG′⊆GM

(minv∈G′,v �∈Vo(dG′(v))) = max1≤i≤q(dGi(vi)) ≤ n(Go
M )	

@�
�� ��� ������
$ �� GM �� �����*�� "��� �� ���� n(Go
M ) + 1 ������	 �

8� ������� ��
���
�� �� ��� *�$�

�
$ �� ���� ������
� "� #
�" ���� ��� � ��3�� *��������

$���� GM � γM (GM ) ≤ n(Go
M ) + 1� �
� �� "� �*���
 ��� �����"�
$ ���������	

*�������� �-�- ��� GM �� � ����� �	��
 ���
 �
�� G(Vo) �� ����� ����	���� ��� ���


�
�� maxG′⊆GM
(minv∈G′,v �∈Vo(dG′(v))) ≤ n(Go

M )� �
�	� G′ �� �� ������� ����	��
 �� GM

���������� Vo� $
�� γM (GM ) ≤ n(Go
M ) + 1�

*�������� �-'- ��� GM �� � ����� �	��
 ���
 �
�� ���
 ��� ���
� C �� GM �������� �� 
����

��� ��	��� �
��
 �� ��� �������� �� ��� �	� ��� ���
 �
�� maxG′⊆GM
(minv∈G′,v �∈Vo(dG′(v))) ≤

n(Go
M )� �
�	� G′ �� �� ������� ����	��
 �� GM ���������� Vo� $
�� γM (GM ) ≤ n(Go

M )+1�

����#�  �
����� ��� ��3�� $���� G(Vo)	 (�
�� ���� ��� ����� �
 GM ��
���
� �� �����

�
� %����3 "���� �� 
�� �
����
� �� �
� ���� G(Vo) ��� 
� ��� ����� �
� ��
�� �� ��3��
*��������	 �� ��
����� *� ���
$  �������� <	>	 �

����� �����
��
� �
���
�

!
 ���� ������
 "� "��� $�%� ���� ������3��� ������� ��
���
�
$ ��� ����
$ ��3�� $����

������
$ ���*���	 !
 S;6T �
 ���
 �������
 �� ��� ������3��� �� ������ "������ ��� ����
$

��3�� ��������� 
��*�� �� n(Go
M ) �� n(Go

M ) + 1 ��� ��3�� *�������� $�����	 B	 &��� ���
���"
 "��� �
 �����
���� ��
��������
 ���� ���� ���*��� �� NP-�������� S?;T	 @��� "� "���
����
$���
 ���� ������ *� ���%�
$ ���� �� �� NP-�������� �%�
 ��� ���
�� *�������� $�����
"��� ��3���� ��$��� ; �
� ���� ���� ��� %������� �
����
� �� �� ����� �
� ��� ��%� ��3����

��$��� < �� "��� �� ��� *�������� $����� "��� ��3���� ��$��� =	

4 ����� �-&- S(GM , 3) �� NP�����
��� ���� �� GM �� �
���	 ����	���� ���
 �������

���	�� 4 ��� ���
 ��	��� �������� �� �� �	� 
�� ������� ���	�� ,�

<>



��
���� # �� �&� ��	����% ����	��� �� ��'�� %�
���

����#� �� ��� � ��������
 ���� ��� 4���  �����
$ ���*��� 9LiCol: "���� �� ��7
�� ��

�����"�	

'�������( 8
 �
�������� $���� G = (V,E) ��$����� "��� ���� �� �����*�� ������ L(v) ��� ���
%������� v ∈ V 	

)�������( 
��� ����� �3��� � ������ %����3 ������
$ �� G "��� ������ ���� L =
⋃

v∈V L(v)
���� ���� �%��� %����3 v �� ������� "��� � �����*�� ����� ���� L(v)Y

1��� ���*��� �� ���"
 �� *� NP-�������� �%�
 �� G �� � =-��$���� ���
�� *�������� $����

�
� ��� ����� 
��*�� �� ������ �� = �
� ���� ���� L(v) ��
���
� < �� = ������ 9��� S6>T:	
4�� G *� � =-��$���� ���
�� *�������� $����	 (������ ���� ���� %����3 v �� $�%�
 � ���� L(v)
"��� �����*�� ������ ���� ���� 2 ≤ |L(v)| ≤ 3� �
� ���� ���� ��� ����� 
��*�� �� ������ �� =
9������ Q�6 �
� <:	 ��� ���� %����3 v �
 G ���� ���� |L(v)| = 2� �
������� 
�" %������� ��

���"
 �
 ��$��� <	6 ����
��
$ �
 ��� ���� L(v)	 1�� ��3�� $���� GM "� �����*� �*���
 ��

���
�� �
� *�������� "��� Δ(GM ) = 42 ���� %����3 �
����
� �� �
 ��� ��� ��3���� ��$���

< �
� n(Go
M ) = 3	

��$��� <	6� 
���
��
$ �
 ��� ���� L(v)� "� ��� 
�" %�������� ��$�� �
� ����	

(������ 
�" ���� LiCol(G) ��� � ������%� �
�"��	 
�
��� *� c ��� ������
$ ��������
��
$

�� ��� �������
	 1��
 �
 GM � ����� ���� %����3 v "���� �� ���� �
 G "��� ��� ����� c(v)	 !� ��
���� �� ��� ���� ��� �����
�
$ �
������� %������� 9����� "���� "��� �����: ��
 *� �������

���
$ ������ 0, 1 �
� 2 ���� ���� ��� ��� ��
�����
�� ��� �����7��	

 �
%������� �� S(GM , 3) ��� � �������
� ���� ���$�
�� %����3 $��� 
���������� � ����� ���� ���

���� L(v) �
 G� �
� ��
�� "� �*���
 � �������
 �� LiCol(G) �
 G *� ����%�
$ �
 GM ���


�" %������� ����� �� ��� *�$�

�
$	 �

<?



# # �����% ��'�� %�
�� ��	����% ����	��

4 ����� �-/- S(GM , 3) �� NP�����
��� �
�� GM �� ����	���� ��� 
�� ������� ���	��

3�

����#� �� "��� ��� � ���
���������
 ���� ��� 3SAT ���*��� "���� �� #
�"
 �� *� NP-
�������� �%�
 �� ���� %����*�� ������� �� ���� ����� ������ ���� ������� �� ���� �"��� �
�

���� ������ ��
���
� < �� = �������� S?6T	 .����� ���� "� ��
 ������ ���� "��
�%�� � �������

������� �"���� ���� ������� �� ������%�	

���� ���� %����*�� x� "� ��������� ��� %����*�� $��$�� ���"
 �
 ��$��� <	<	

��$��� <	<� 1�� %����*�� $��$��	

���� ���� ������ ce = (x∨ y ∨ z)� "���� x ��� ��� ith �������
��� y ��� jth �������
�� �
� z

��� qth �������
��� i, j, q ∈ {1, 2}� "� ��������� ��� %����*�� $��$�� ���"
 �
 ��$��� <	=9�:	
���� ���� ������ ce = (x ∨ y ∨ z̄)� "���� x ��� ��� ith �������
��� y ��� jth �������
���

i, j ∈ {1, 2}� "� ��������� ��� %����*�� $��$�� ���"
 �
 ��$��� <	=9*:	

��$��� <	=� 9�: 1�� ������ $��$�� ��� ce = (x∨y∨z)	 9*: 1�� ������ $��$�� ��� ce = (x∨y∨z̄)	

���� ���� ������ ce = (x ∨ ȳ ∨ z̄)� "���� x ��� ��� ith �������
��� i ∈ {1, 2}� "� ���������
��� %����*�� $��$�� ���"
 �
 ��$��� <	;9�:	

���� ���� ������ ce = (x̄ ∨ ȳ ∨ z̄)� "� ��������� ��� %����*�� $��$�� ���"
 �
 ��$��� <	;9*:	

���� ���� ������ ce ��
���
�
$ �
�� �"� ��������� ��� l′ �
� l′′� "� ��������� ��� ������ $��$��

<M



��
���� # �� �&� ��	����% ����	��� �� ��'�� %�
���

��$��� <	;� 9�: 1�� ������ $��$�� ��� ce = (x∨ȳ∨z̄)	 9*: 1�� ������ $��$�� ��� ce = (x̄∨ȳ∨z̄)	

���� "� "���� ��������� "��� ��� ������ (te∨ l′∨ l′′)� "���� te �� � 
�" %����*��� *�� ��� te "�

�
������� ��� %����*�� $��$�� ���"
 �
 ��$��� <	> �
����� �� ��� %����*�� $��$�� �� ��$���

<	<	

��$��� <	>� N����*�� $��$�� ��� te	

1�� ��3�� $���� "� �*���
 ��� ��3���� ��$��� 3	 .����� ���� ��� �%��� ���� �� %�������
{ce, cf}� � ����
 ���� ce �� cf ��"��� ��� �%�
 ��
$��	 1��� ����� �� 
� ��� ����� �
 GM �

�	�	� GM �� *��������	 ������������ ��� ��
$�� �� � ��
$��� �������� ���� �� 2	
8��� 
����� ���� �� "� "�
� �� ����� ��� %������� �� GM ���
$ �
�� ������ 0, 1 �
� 2� �
 ����
������ $��$�� ���������� "��� ������ ce ��� %������� xi, yj , zq, i, j, q ∈ {1, 2, 3}� ���� 
�� ���
*� ������� "��� ����� 2� �����"��� ����� "���� *� 
� ���� ����� ���� ��� %����3 ce	 '
 ���

����� ��
�� "��
 �� ����� �
� �� ��� %������� xi, yj, zq ��� ����� 1� ��� ������ $��$�� ��
 *�
�������� ������� "��� ������ Q� 6 �
� <	

(������ ����� �� � ����� ����$
��
� ���� ���� ��� ������� �� R����+	 ��� ���� %����*�� x

"���� ��� %���� R����+� ����� %����3 x "��� ����� Q� %������� x1, x2, x̄ "��� ����� 6 �
� %����3

x3 "��� ����� <	 ��� ���� %����*�� y "���� ��� %���� R�����+� ����� %����3 ȳ "��� ����� Q�

%������� y, y3 "��� ����� 6 �
� %������� y1, y2 "��� ����� <	 8� �
 ���� ������ ����� �� ��

����� �
� %����*�� "���� ��� %���� R����+� ����� �� �
 ���� ������ $��$�� �� ����� �
� �� ���

%������� xi, yj , zq "���� ��� ����� 6� �
� ����� �� "� ��
���
�� *������ ��� ������ $��$�� ��


*� �������� ������� ���
$ ������ Q� 6 �
� <	 (� S(GM , 3) ��� � ������%� �
�"��	
(������ 
�" S(GM , 3) ��� � ������%� �
�"��	 !
 ���� ����� �
 ���� %����*�� $��$�� �����-

<P



# # �����% ��'�� %�
�� ��	����% ����	��

���
��
$ �� � %����*�� x� �
� �� ��� %������� x, x̄ ��� ����� Q �
� �
� ��� ����� 6	 (�� %����*��

x �� R����+ �� x ��� ����� Q �
� ��� �� �� R�����+ �����"���	 8� �
 ���� ������ $��$�� �� �����

�
� �� ��� %������� xi, yj, zq ��� ����� 6� ����� �� �� ����� �
� %����*�� �
 ��� ��������
��
$

������ "���� "��� *� ��� �� ��� %���� R����+	 1��� "� ��%� � ����� ����$
��
� ���� ���� ���

������� �� R����+	 �

�� "��� 
�" $�%� ���� ����
������� ���%�*�� ����� �
 ������� ������� �� $�����	 ����� ��� ��

�
������� ��� ���������
$ )3��
���
 ���*��� 9PrExt: "���� �� ��7
�� �� �����"�	

'�������( 8
 �
�������� $���� G = (V,E) �
� ���� %������� �� V ��� ���������� ��������

���
$ �� ���� q ������	

)�������(  �
 ���� ���������
$ �� G *� �3��
��� �� � ������ ������
$ �� G ���
$ �� ���� q

������Y

1��� ���*��� "�� ���"
 �� *� ����
������� ���%�*�� �
 ������� ������� �� $����� ��#� �����

$����� S;;T� ��$����� S;>T� ��������
�� �� *�������� $����� S;;T �� $����� �� ��3����

��$��� = S6>T	

4 ����� �-)- S(GM , n(Go
M )) �� ��
������

� ��
���
� �� ���	� ��	��� �� Go

M �� �� � ���


�� 
����
 n(Go
M ) − 1 ��� �� �
� �	���
�	��� -�������� �	��
�� �� �
� �	��
 G ���
 ��

���� n(Go
M ) ��
�	�� �������� �� �	�����	���� ���
 �	� �� GM ���� �� ����� �� ��
������

�

��
���
��

����#� 4�� GM *� � ��3�� $���� "��� Go
M ��������
$ ��� �*�%� ���������� �
� ����

���� PrExt(G,n(Go
M )) �� ����
������� ���%�*��	 .����� ���� �� ����� �3���� � ����
$ ��3��

n(Go
M )-������
$ c �� GM � ���
 ���� %����3 v *���
$�
$ �� Go

M ���� $�� ����� c(v) = in(v)	
(� "� ����� ���� %����3 v �
����
� �� �
 ��� "��� ��� ����� c(v) = in(v)	 !� � ��
]��� �������
�	�	� �� ����� ��� �"� ��0���
� %������� "���� $�� ��� ���� ������ ���
 
� �������
 �3����	

'����"��� ��
����� ��� ���� �� ��$��	 �� $�� �
 �
�������� $���� G "��� ���� ����������

%�������	 1��� "� $�� �
 �
���
�� �� ��� ���������
$ )3��
���
 ���*��� �
 G	 �� #
�"

���� PrExt(G,n(Go
M )) �� ����
������� ���%�*��	 !� �� ���� �� ��� ���� ��� �"� ���*���� ���

����%���
�	 1��� ��� ���*��� �� ����
������� ���%�*��	 �

�� S;;T "� #
�" ���� PrExt(G, 2) �� ����
������� ���%�*��	 1��� "� ������ ��� �����"�
$
��������� ���� 1������ <	O	

*�������� �-�+- S(GM , 2) ��� �� ��
��� �� ��
������
 �����

4 ����� �-��- ��� GM �� � ����� �	��
 
����� �
� ��

����� �	���	����(

 �! V = Vo"

 �! ��	 �

 ������
 ��	����� ���
� P �� GM � |P | = n(Go
M ) �	 |P | = n(Go

M )− 1�

$
�� �������� �
��
�	 γM (GM ) = n(Go
M ) �	 γM (GM ) > n(Go

M ) ��� �� ���� �� ��
������


�����

<O



��
���� # �� �&� ��	����% ����	��� �� ��'�� %�
���

����#� \��
$ �
 ���� *���� �
 S?PT� "� ���
����� ��� ���*��� �
�� � 2SAT ���*��� "����

�� #
�"
 �� *� ����
������� ���%�*�� S=?T	 
�
��� *� P ��� ��� �� %������� *���
$�
$ �� �

���� P "��� |P | = n(Go
M )	

96: "��� ���� %����3 v ∈ P "��� in(v) = r� "� ��������� � %����*�� vr �
� � ������ (vr)2

9<: "��� ���� %����3 v 
∈ P "��� in(v) = r� "� ��������� �"� %����*��� vr �
� vr+12

9=: "��� ���� ���� P = (v0, v1, ..., vn(Go
M )−2) "��� |P | = n(Go

M ) − 1� "� ��������� ���
������� (vi

i ∨ vi
i+1), (v̄

i
i ∨ v̄i

i+1)� ��� i = 0, 1, ..., n(Go
M )− 2� �
� ��� ������ (v̄j

j+1 ∨ v̄j+1
j+1)�

��� j = 0, 1, ..., n(G0
M )− 32

9;: "��� ���� ��$� [v,w] ∈ E ���� ���� v ∈ P� w 
∈ P �
� in(v) = in(w) = r 9����	

in(v) = in(w) + 1 = r + 1:� "� ��������� ��� ������ (v̄r ∨ w̄r) 9����	 (v̄r+1 ∨ w̄r+1):2

9>: "��� ���� ��$� [v,w] ∈ E ���� ���� v,w 
∈ P �
� in(v) = in(w) = r 9����	 in(v) =
in(w)+1 = r+1:� "� ��������� ��� ������� (v̄r∨w̄r), (v̄r+1∨w̄r+1) 9����	 (v̄r+1∨w̄r+1):2

9?: "��� ���� ��$� [v,w] ∈ E ���� ���� v,w ∈ P �
� in(v) = in(w) = r� "� ��������� ���

������ (v̄r ∨ w̄r)	

(������ ���� �
 �
���
�� �� 2SAT �� R����+	 !� � %����*�� vr �� ��� �� R����+� ���
 "� "���

����� ��� ��������
��
$ %����3 v "��� ����� r� �	�	 c(v) = r	 .����� ���� ���� %����3 v ∈ P
"��� *� ������� "��� c(v) = in(v) 9��� 96::� �
� ���� %����3 v 
∈ P "��� *� ������� "���

c(v) = in(v) �� c(v) = in(v) + 1 9��� 9<: �
� 9=::	 1��� ��� ������
$ ���� �� ���� n(Go
M )

������	 1�� ������� �
 96: �
� 9=: �
���� ���� ��� ��� (v, u) ∈ U "� ��%� c(v) < c(u)� �
� ���
������� �
 96:� 9;:� 9>: �
� 9?: �
���� ���� ��� ��� [v,w] ∈ E� c(v) 
= c(w)	 (� "� ��
�����
���� γM (GM ) = n(Go

M )	
(������ 
�" ���� γM (GM ) = n(Go

M )	 .����� ���� �
 ���� ���� ���� %����3 v ∈ P "���

*� ������� "��� c(v) = in(v)� �
� ���� %����3 v 
∈ P "��� *� ������� "��� c(v) = in(v) ��
c(v) = in(v) + 1	 ��� ���� %����*�� vr �������
$ �
 ��� �������� ��� �� �� R����+ �� c(v) = r

�
� R�����+ �����"���	 !� �� ���� �� ��� ���� ���� ������ "��� *� �����7��	 �

1�� ���%���� ������� ��� ��� �����"�
$ ��
�����
��	

*�������� �-��- ��� GM �� � ����� �	��
 
����� �
� ��

����� �	���	����(

 �! V = Vo"

 �! n(Go
M ) ≤ γM (GM ) ≤ n(Go

M ) + 1"

 �! ��	 �

 ������
 ��	����� ���
� P �� GM � |P | = n(Go
M ) �	 |P | = n(Go

M )− 1�

$
�� �
� ��	��� ����� �
	������ �����	 �� GM ��� �� ����	����� �� ��
������
 �����

=Q



# # �����% ��'�� %�
�� ��	����% ����	��

�� ��
��� *� ni ��� 
��*�� �� %������� �
 � ��
$��� �������� ���� P �
 GM ��
���
�
$ %����3

vi 9�� vi �� 
�� �
����
� �� �
� ���� ni = 1 �
� P = {vi}:	 .����� ���� ni = in(vi)+out(vi)+1	
4�� h ≥ |P | *� �
 �
��$��	 �� ��7
� Si �� ��� ��� �� �����*�� ������ ��� vi ���� ���� "��
�%��

vi ��� � ����� c(vi) ∈ Si ����� �3���� � ������
$ c �� GM 9"��� �
 ��*������ 
��*�� �� ������:

"��� c(v) ≤ h− 1� ��� �
� v ∈ P 	 �� ��%� ��� �����"�
$ ������	

����������� �-�!- ��� P = {v1, v2, ..., vi−1, vi, vi+1, ..., vni} �� � 
������ ��	����� ���
 ��

GM ���������� vi ��� 
�� h ≥ |P | �� �� ������	� $
�� Si = {in(vi), in(vi) +1, ..., h −
(out(vi) + 1)}�

����#� !� �� ���� �� ��� ���� ��� �������� �����*�� ����� ��� vi �� in(vi)	 (������ ����
c(vi) = in(vi) + q� "���� q ≥ 0	 �� ��
 ����� ��� %������� v1, v2, ..., vi−1 "��� ������

c(v1) = in(v1), c(v2) = in(v2), ..., c(vi−1) = in(vi−1) �
� %������� vi+1, ..., vni "��� ������

c(vi+1) = in(vi) + q + 1, ..., c(vni ) = in(vi) + q + ni − i	 .����� ���� ni − i = out(vi)
��
�� P �� � ��
$��� �������� ���� ��
���
�
$ vi	 1��� c(vni) = in(vi) + q + out(vi)	 1���
"�� "� $�� � �����*�� ������
$ c �� GM 9��� %������� �� GM 
�� *���
$�
$ �� P ��
 ������

*� �������� �������: �
� ��
�� ��� ��
�����
 c(v) ≤ h − 1 ���� ���� ��� �
� v ∈ P � "�

��%� ���� in(vi) + q + out(vi) ≤ h − 1� �	�	� q ≤ h − (in(vi) + out(vi) + 1)	 1��� Si =
{in(vi), in(vi) + 1, ..., h − (out(vi) + 1)}	 �

�� "��� 
�" ����� �
 � ������� ����� �� $������ ������� p-�����	 8 p��	�� �� � $���� ��7
��

�������%��� �� �����"�	 8 p-���� �
 p %������� ��
����� �� � p-������	 B�%�
 �
� p-���� Tn �
 n

%�������� "� ��
������ � p-���� �
 n+1 %������� *� ��0��
�
$ � 
�" %����3 vn+1 �� Tn� "����

�� ���� ��0���
� �� ���� %����3 �� ���� p-������ �� Tn �
� 
�
��0���
� �� ��� �����
�
$

n − p %�������	 8 ��	���
 p��	�� �� � ������� ��*$���� �� � p-����	 @��� "� ����� ��
�����

������� p-����� ��� p ≥ 2	

 �
����� 
�" �
 �
�������� ������� p-���� G = (V,E)	 (������ ���� ��� ���� ��$�� [vi, vj ] ∈
E "� ��� 
�" %������� �
� ��$�� �� ���"
 �
 ��$��� <	?	 
�
��� *� G′ ��� $���� "� �*���
	

�� ��%� ��� �����"�
$ ������	

����������� �-�$- ��� G �� � ��	���
 p��	��� $
�� G′ �� �
�� � ��	���
 p��	���

����#� (�
�� G �� � ������� p-����� �� �� ��� ������� ��*$���� �� � p-���� Tp	 .����� ����

[vi, vj ] ∈ Kij �
 Tp� "���� Kij �� � (p + 1)-������	  �
����� T ′ "���� �� ��� $���� �*���
��
*� ����
$ �� G′ ��� ��� ��$�� �
� %������� �� Tp "���� ��� 
�� �
 G	 !
 ����� �� ���" ����

G′ �� � ������� p-����� "� 0��� 
��� �� ���" ��" ��$�� ��
 *� ����� �� T ′ �� ��#� �� *�����
� p-���� T ∗	
��� ���� 
�" %����3 ws1� s = 1, ..., r� ��#� �� ��0���
� �� vj �
� �� p − 2 %������� �


Kij − {vi, vj}	 �� �*���
� ��� ���� s� � (p + 1)-������ Ks1 ��
���
�
$ ws1	 )��� 
�" %����3

wst� s = 1, ..., r� t = 2, ..., r + 1� �� ��
#�� �� p − 2 %������� �
 Ks(t−1) − {ws(t−1), vj}	 ��
�*���
 ���
 ��� ���� s �
� t� t 
= 1� � (p+1)-������ Kst ��
���
�
$ wst	  ������ ��� �������
$

$���� �� � p-���� �
� ���� G′ �� � ������� p-����	 �

=6



��
���� # �� �&� ��	����% ����	��� �� ��'�� %�
���

��$��� <	?� .�" %������� �
� ��$�� ����� �� [vi, vj ]	

!
 S==T� �� �� ���"
 ���� S(GM , k) �� ����
������� ���%�*�� ��� ������ �������� $������ �	�	�
������� <-������ *� $�%�
$ �
 ��$������ "���� ��� ������3��� O(n3.376 log(n))	 @��� "� "���
$�%� � ������ ��
���
�
$ $�
���� ������� p-������ ��� 73�� p	

4 ����� �-��- S(GM , k) �� ��
������

� ��
���
� �� GM = (V,U,E) �� � ��	���
 p��	�� ��	

���� p�

����#� �� ��� � ���
���������
 �� ��� LiCol ���*��� "���� �� #
�"
 �� *� ���%�*�� �


O(np+2) ���� ��� ������� p-����� 9��� S;>T:	

��� ���� vl ∈ V "���� �� 
�� �
����
� �� �
� ���� "� ��� L(vl) = {0, 1, ..., k − 1}	 ��� ����
%����3 vi ∈ V "���� �� �
����
� �� �� ����� �
� ���� "� ��� L(vi) = {in(vi), in(vi) + 1, ..., k−
(out(vi) + 1)}	 ��� ���� ��� (vi, vj) ∈ U ���� ���� k − (out(vi) + 1) > in(vj)� "� �
�������

�" %������� �
� ��$�� �� ���"
 �
 ��$��� <	? "��� r = k − (out(vi) + in(vj) + 1)	 ��� ���

�" %������� "� ����

L(wst) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

{in(vj) + s, in(vj) + s + 1} �� 1 ≤ s ≤ r �
� t = 1;

{in(vj) + s + 1, in(vj)} �� 1 ≤ s ≤ r �
� t = 2;

{in(vj) + t− 3, in(vj) + t− 2} �� 1 ≤ s ≤ r �
� 3 ≤ t ≤ r + 1.

��$��� <	M ���"� � ���� "���� "� ��%� L(vi) = {3, 4, 5, 6}� L(vj) = {4, 5, 6, 7} �
� k = 8	 ���
��� 
�" %������� "� ��� L(w11) = {5, 6}� L(w12) = {6, 4}� L(w21) = {6, 7}� L(w22) = {7, 4}
�
� L(w23) = {4, 5}	 1��� "�� "� �� 
�� ����" %����3 vj �� $�� � ����� ���� ���
 ��� �����

�� %����3 vi	

�� ��
������
$ ��� ���� �� ��$��� "� �*���
 � 
�" �
�������� $���� G′ "���� �� ����� � �������
p-���� 9��� ����������
 <	6;:	 ����������� "� ���������� "��� ���� %����3 v �
 G′ � ����
L(v) �� �
��$��� ���� ���� L(v) ⊆ {0, 1, ..., k − 1}	 1���� "� $�� �
 �
���
�� �� ��� LiCol

���*��� "��� k ������ �
 � ������� p-���� G′� "���� p �� 73��	

=<



# $ �����% ��'�� %�
�� ��	����% ����	��

��$��� <	M� )3����� �� ��" 
�" ��$�� �
� %������� ��� �
�������� �
 ��� ���� �� L(vi) =
{3, 4, 5, 6} �
� L(vj) = {4, 5, 6, 7}	

(������ ���� �
 �
���
�� �� ��� LiCol(G′) ���*��� ��� �
�"�� R���+ �
� ��
��� *� c ���

��������
��
$ ����-������
$	 �� "��� ���" ���� c ���������� �� GM �� ���� � �����*�� ������
$

��� S(GM , k)	 ��� ���� ��$� [vi, vj ] �
 G′� "� ��%� ���� c(vi) 
= c(vj) �
� �� c(vi) 
= c(vj)
��� ���� [vi, vj ] �� (vi, vj) �
 GM 	  �
����� 
�" �
 ��� (vi, vj) �
 GM 	 �� ��%� �� %�����

���� c(vi) < c(vj)	 !� c(vi) ≤ in(vj)� "� ������� ��%� ���� c(vi) < c(vj)	 (� ������� ����
c(vi) = in(vj) + q� q > 0	 !
 ���� ���� %����3 wq1 ��� 
���������� ����� in(vj) + q + 1 �
�
%������� wq2, ..., wq(q+1) ���� ��%� ������ in(vj), ..., in(vj) + q − 1� ��� �� ����� �����	 (�
��
����� %������� ��� ��0���
� �� vj � c(vj) > in(vj) + q �
� ��
�� c(vi) < c(vj)	 �� ��
�����
���� S(GM , k) ��� �
�"�� R���+	

 �
%������� ������� 
�" ���� �
 �
���
�� �� S(GM , k) ��� �
�"�� R���+� �
� ��
��� *� c′

��� ��������
��
$ ����
$ ��3�� k-������
$	 1��
 ���� %����3 v �
 GM ��� � ����� "����

*���
$� �� ��� ��������
��
$ ���� L(v) �
 G′� �	�	� c′(v) ∈ L(v)	 !
 ����� ��� ���� %����3 vl


�� ��0���
� �� �
� ��� �
 GM � "� ��%� L(vl) = {0, 1, ..., k−1} �
� ��� ���� %����3 vi "����

�� �
����
� �� �� ����� �
� ���� "� ��%� L(vi) = {in(vi), in(vi) + 1, ..., k − (out(vi) + 1)}	 ��
����������
 <	6=� "� #
�" ���� ����� ������ ��� ��� �
�� �����*�� �� Pvi 9� ��
$��� ��������

���� ��
���
�
$ vi: �� �������� ������� �
� c′(v) < k� ��� �
� v ∈ Pvi 	 ����������� �� �� 
��

��A���� �� %����� ���� ������
$ c′ ��
 ������ *� �3��
��� �
 G′ *� ������
$ ��� 
�" %�������
wst 9���
$ ��� ������ �
 ����� ���������� �����: �
� �� "� $�� � �����*�� ������
$ ��� ��� LiCol

���*��� �
 G′	 1��� ��� LiCol ���*��� �
 G′ ��� �
�"�� R���+	

 ������ G′ ��
 *� �*���
�� ���� GM �
 ����
����� ���� ��
�� ni �
� in(vi) ��
 *� ��������
�
 ����
����� ���� ��� ���� %����3 vi �
 GM 	 1�� 
��*�� �� 
�" %������� �� ����������

*� O(n2m)� "���� m �� ��� 
��*�� �� ����� �
� ���� S(GM , k) ��
 *� ���%�� �
 ����
O(n2p+4mp+2) �� GM �� � ������� p-����� "��� 73�� p	 �

==



��
���� # �� �&� ��	����% ����	��� �� ��'�� %�
���

���  ��! ����� ����� �
�
���� ��
����

!
 ���� ������
 "� ����� ��� �����"�
$ ���*��� "���� "� ���� ��� ���* ����� �	��
 ��
�	���

�	��
��	

'�������( 8 ��3�� $���� GM = (V,U,E) �
� �
 �
��$�� k ≥ 1	
)�������(  �
 ��� %������� �� GM *� ������� ���
$ �� ���� k ������ ���� ���� ��� ���� ��$�

[vi, vj ] ∈ E� c(vi) 
= c(vj) �
� ��� ���� ��� (vl, vq) ∈ U � c(vl) ≤ c(vq)Y

�� "��� ����� �� ���� ���*��� �� W (GM , k)	 .����� ���� "� ��%� χM (GM ) ≤ γM (GM )	

.�������� �
� ��A���
� ��
�����
� ��� � ��3�� $���� �� ����� � "��# ��3�� ������
$ ��%�

*��
 $�%�
	

4 ����� �-�' 9��� ��� �
���
�� S?O� MQT:- .�	 �
� ��������� �� � ���* ����� ��
�	��� �� �

����� �	��
 GM = (V,U,E) �� �� �������	� ��� ��/����� �
�� �	��
 (V, ∅, E) ���� ��� 
���


���� ��� �
�� GM ���� ��� ������� ��� ��	����� ��	���� ���
 � �
�	��

!
 ��� ���� �� ���� ������
� "� "��� ������� ���� ����� ��
�����
� ��� �����7��	 .����� ����

�
 ��� ���� �� "��# ��3�� ������
$ "� ��� ��%� (vl, vq) ∈ U �
� [vl, vq] ∈ E	 1��
 �


�
� ������ "��# ��3�� ������
$ c� "� ���� ��%� c(vl) < c(vq)	 (� ��� ����
$ ��3�� $����
������
$ ���*��� S(GM , k) �� ��� ������� ���� �� W (GM , k)� "���� ��� ���� ��� (vl, vq) ∈ U

"� ��%� [vl, vq] ∈ E	

����� ����	� �� 
�
 �
�� ���
	 ������
�� ����
�

�� "��� ����� "��� � ��" �*���%����
� "���� "��� ����" �� �� �������� ��� ���$�
�� ��3��

$���� GM 9��� ���� SM<T "���� � ������� ���$�
$ ��������
 �� ����$
�� ��� %������� *���
$�
$

�� ��� ���� ����
$�� ��

����� �����
�
�:	

9���� �-�&- ��� GM = (V,U,E) �� � ����� �	��
 ��� 
�� C �� � ��	���
� ���������

��������� �� Go
M � $
��� �� ��� ������
� ���* ����� ��
�	��� c �� GM � c(vi) = c(vj)

∀vi, vj ∈ C�

����#� 4�� c *� � �����*�� ������
$ �� GM 	 (������ ���� c(vi) < c(vj) ��� ���� vi, vj �


C	 (�
�� ����� �� � �������� ���� ���� vj �� vi ��
���
�� �
 C� "� �*���
 � ��
���������


*������ "� ������ ��%� c(vj) ≤ c(vi)	 �

 �
����� � ��3�� $���� GM �
� ��� D = {D1, ...,Dt} *� � ��� �� ���0��
� �������� �������
��*$����� �� GM 	 4�� GM/D *� ��� ��3�� $���� �*���
�� *� ������
$ ��� ���� �� ⋃t

l=1 Dl

�
� *� �������
$ ��� %������� �� ���� $���� Dl *� � ��
$�� %����3 vl	 GM/D ��� ��%�

�������� ��$�� �� ���� �
 "���� ���� "� ������ ����	 �� ��� ���� Dl ��� *��
 ����	�����

�� � ��
$�� %����3 vl� ��� ��� l = 1, ..., t	 1��
 "� ��%� ��� �����"�
$ ������	

=;



# $ (�
) ��'�� %�
�� ��	����% ����	��

9���� �-�/- ��� GM = (V,U,E) �� � ����� �	��
 ��� 
�� C = {C1, C2, ..., Cq} �� �
�

��� �� ��	���
� ��������� ���������� �� Go
M ���
 �
�� ∀v,w ∈ Ci� i ∈ {1, 2, ..., q}� �� 
���

[v,w] 
∈ E� $
�� χM (GM ) = χM (GM/C)�

����#� 4�� c *� �
 ������� ������
$ �� GM/C	 4�� vi *� ��� %����3 �
 GM/C �������
��
$
�����
�
� Ci �
� ��� c(vi) *� ��� ������ ��� i = 1, 2, ..., q	  �
����� 
�" GM �
� ����� ����

%����3 w 
∈ Ci� i = 1, 2, ..., q� �
 GM "��� ��� ���� ����� �� �
 GM/C	  ���� ���� %����3 �

Ci "��� ����� c(vi)	  ������ "� �*���
 � �����*�� ������
$ �� GM 	 ����������� ���� ������
$

�� �������	 !
 ����� ������� ���� GM ��
 *� ������� "��� χM (GM ) < χM (GM/C) ������	
�� 4���� <	6M� "� #
�" ���� ��� %������� �� Ci� i = 1, 2, ..., q� ��%� 
���������� ��� ����
����� ci	  �
������
$ ���� �����
�
� Ci �� � ��
$�� %����3 vi �
� ������
$ �� "��� �����

ci� "� �*���
 � �����*�� ������
$ �� GM/C "��� χM (GM ) < χM(GM/C) ������� "���� �� �
��
���������
	 �

 �
����� � ��3�� $���� GM = (V,U,E)	 8� "� ��%� ���
 �
 4���� <	6P� ��� ����
$��
��

����� �����
�
�� �� Go

M ���� ���� 
� �"� %������� �� � ���� �����
�
� ��� ��
#�� *�

�
 ��$� ��
 *� ��
������� �� ��
$�� %������� "������ ���
$�
$ ��� "��# ��3�� ���������


��*�� �� ��� ���$�
�� $����	 (� ���� 
�" �
 "� ������� ���� �
 GM ��� ����� ����
$��

��

����� �����
�
�� ��%� *��
 ��
������� �� ��
$�� %�������	 4�� v *� � %����3 �� GM

"���� �� 
�� �
����
� �� �
� ��$�	 
�
��� *� Pred(v) ��� ��� �� ��� 
��$�*��� w ���� ����

(w, v) ∈ U �
� *� Succ(v) ��� ��� �� ��� 
��$�*��� u ���� ���� (v, u) ∈ U 	 
����� %����3

v ���� GM �
� �
������� ���� (w, u) ��� ��� w ∈ Pred(v) �
� u ∈ Succ(v)	 (������ "�
������� ���� ��������
 �� ��
$ �� ����� �� � %����3 v "���� �� 
�� �
����
� �� �
� ��$�	 4��

G∗
M = (V ∗, U∗, E) *� ��� ��3�� $���� �*���
��	 1��
 "� ��%� ��� �����"�
$ ������	

4 ����� �-�)- ��� GM = (V,U,E) �� � ����� �	��
� $
�� χM (GM ) = χM(G∗
M )�

����#�  �
����� �
 ������� "��# ��3�� ������
$ �� G∗
M 	 1��� ������
$ c ��
 *� �3��
���

�� �
 ������� "��# ��3�� ������
$ �� GM 	 !
 ����� ��
����� ��� ��3�� $���� GM �
� �����

���� %����3 v "���� �� �
����
� �� �� ����� �
� ��$� "��� ����� c(v)	 .�" ����� ���� �����
�
$
�
������� %����3 v 9�
����
� �� 
� ��$�: "��� ����� c(v) = maxw∈Pred(v)(c(w))	 �� �*���

� �����*�� "��# ��3�� ������
$ �� GM 	 ����������� ���� ������
$ �� �������	 (������ ����

�� �� �����*�� �� ����� GM "��� k ������� k < χ(G∗
M )	 1��
 *� ���
������
$ GM �
�� G∗

M

"� �*���
 � �����*�� ������
$ �� G∗
M "��� �� ���� k ������� "���� �� � ��
���������
	 1���

χM (GM ) = χM (G∗
M )	 �

(� ���� 
�" �
 "� ��
 ���� ������� ���� GM ���� 
�� ��
���
 �
� %����3 �
����
� �
�� ��

����	

4�� �� ��
����� ��� ��� DP �� ��� ��3���� �������� ����� �
 GM 	 4�� P = (v1, ..., vr) *� �
��3���� �������� ���� �
� EP = {[vi, vj ]|0 < i < j ≤ r} ��� ��� �� ��$�� ��
#�
$ ���� � ����
�� %������� �� P 	 �� ��
��� *� E1

P , ..., Et
P ��� ��*���� �� EP ���� ���� �� [vi, vj ], [vk, vl] ∈ Es

P �

=>



��
���� # �� �&� ��	����% ����	��� �� ��'�� %�
���

���
 max(i, j) ≤ min(k, l)� ��� s = 1, ..., t	 !� eP = maxs=1,...,t(|Es
P |)� ���
 "� �*���
 ���

�����"�
$ ��"�� *��
� �
 ��� "��# ��3�� ��������� 
��*��	

4 ����� �-�+- ��� GM �� � ����� �	��
� $
�� maxP∈DP(eP + 1) ≤ χM (GM )�

����#� 4�� P ′ = (v′1, ..., v′q) *� � ��3���� �������� ���� ���� ���� P ′ = arg maxP∈DP(eP +
1)	 (������ ���� eP ′ = |Ef

P ′ | ��� � ������
 �
��$�� f �
� Ef
P ′ = {[v′i1 , v′i2 ], [v′i3 , v′i4 ], ..., [v′ir−1

, v′ir ]}�
0 < i1 < i2 ≤ i3 < ... ≤ ir−1 < ir ≤ q	

!� "� "�
� �� ��
������ � "��# ��3�� $���� ������
$ c� "� ���� ��%� c(v′ij ) < c(v′ij+1
)�

��� j = 1, 3, ..., r − 1 ��
�� ����� �� � �������� ���� ���� v′ij �� v′ij+1
�
� ����� �� �
 ��$�

[v′ij , v
′
ij+1

] ��� ��� j = 1, 3, ..., r − 1	 ����������� "� ��
 ����� ���� %����3 v′ik "��� ��� ����
����� �� v′ik−1

��� k = 3, 5, ..., r − 1	 !
 ���� ����� ��

�� *� �
� ��$� *��"��
 �"� %�������
v′ih , v′ig � ik−1 ≤ ih < ig ≤ ik ��� k = 3, 5, ..., r − 1 �����"��� |Ef

P ′ | "���� 
�� *� ��3����	
1��� "� ��� �� ����� eP ′ + 1 ������	 �

:����1 �-��- $
� 
���	 ����� ����� �� $
��	�� ,�,0 �� ���
�� '������ �� ��	 �

 �����

[vi, vj ] ∈ E� �� 
��� (vi, vj) ∈ U �	 (vj , vi) ∈ U � �
�� maxP∈DP(eP + 1) = χM (GM )�

�� "��� $�%� 
�" �"� %��� ������ ������� �� $����� ��� "���� "� ��
 �������
� ��� �3���

%���� �� ��� "��# ��3�� ��������� 
��*��	

4 ����� �-��- ��� TM = (V,U,E) �� � ����� �	��� E 
= ∅� $
�� χM (TM ) = 2�

����#�  ����� � ���� r �
 TM 	  ���� �� "��� ����� c(r) ∈ {0, 1}	 8� ��
$ �� ����� �� �

�
������� %����3� ������ ���� � %����3 v ��%�
$ �
� ������� 
��$�*�� w 9�� �� ���� �� ���

���� ���� �� ��"��� �����*��:	 !� [v,w] ∈ E� ����� v "��� ����� c(v) = 1 − c(w) �
� �� (v,w)
�� (w, v) ∈ U � ����� �� "��� c(v) = c(w)	
�� "��� �
�� ��� �"� ������ �
� ∀[v,w] ∈ E� c(v) 
= c(w) �
� ∀(v,w) ∈ U � c(v) = c(w) �
�
��
�� ��� ��
�����
� ��� �����7��	 �� ��
����� ���� χM (TM ) = 2	 �

4 ����� �-�!- ��� CM = (V,U,E) �� � ����� �
�	�
��� ���
� ���
 U,E 
= ∅� $
��

χM (CM ) = 2�

����#� �� �����
$���� �"� ������

96: �� |E| �� �%�
2
�� ��
����� ���� ��� (v,w) �� � ��
$�� %����3 vw	 �� $�� �
 �
�������� �%�
 �����

"���� "� ��
 ����� "��� < ������	 8 �����*�� <-������
$ �� CM �� �*���
�� *� �3��
��
$

���� %����3 vw �
� *� ������
$ ��� %������� �� ��� ��������
��
$ ��� "��� ��� ����

����� �� %����3 vw	

9<: �� |E| �� ���2
�� ������ �
 ��� (v,w)	  �
����� ��� ���� (v′, w′) �� ��
$�� %������� v′w′ �3���� ���
(v,w)	 �� $�� �
 �%�
 ����� ��
���
$ � ��
$�� ��� (v,w) "���� "� ��
 �������� �����

=?



# $ (�
) ��'�� %�
�� ��	����% ����	��

���
$ �3����� �"� ������	 8 �����*�� <-������
$ �� CM �� �*���
�� *� �3��
��
$ ����

%����3 v′w′� �
� *� ������
$ ��� %������� �� ��� ��������
��
$ ��� "��� ��� ���� �����
�� %����3 v′w′	

�

����� �����
��
� �
���
�

!
 ���� ������
 "� "��� $�%� ���� ������3��� ������� ��
���
�
$ ��� "��# ��3�� $���� ������
$

���*��� ��� ���� ������� ������� �� $�����	

4 ����� �-�$- W (GM , 3) �� NP�����
��� ���� �� GM �� �
���	 ����	���� ���
 �������

���	�� 1�

����#� �� ��� � ��������
 ���� S(GM , 3) "���� "� ��%� ���"
 �� *� NP-�������� �%�

�� GM �� ���
�� *�������� "��� ��3���� ��$��� ; �
� ���� %����3 �
����
� �� �
 ��� ���

��3���� ��$��� <	 4�� GM *� ���� � ��3�� $����	 �� ������� ���� ��� (v,w) *� � ����
(v, u, z, w)� "���� u �
� z ��� 
�" %�������� �
� "� �
������� �
 ��$� [v,w]	 1�� ��3��
$���� G′

M �*���
�� �� ���
�� *�������� �
� ��� ��3���� ��$��� ;	

(������ ���� S(GM , 3) ��� � ������%� �
�"��	 1��
 *� #����
$ ���� ������
$ c �
 G′
M �
�

*� ������
$ ��� 
�" %������� u, z "��� ����� c(v)� "� �*���
 � �������
 ��� ��� ���*���	
 �
%������ �� W (GM , 3) ��� � ������%� �
�"��� ���
 "� ����� �
 GM ���� %����3 v "��� ���

���� ����� �� $��� �
 G′
M 	  ������ "� �*���
 � �������
 ��� S(GM , 3)	 �

:����1 �-��- 2����� �
�� �� �
� ����� �	��
 G′
M � ��	����� �
��
 �	� �������� �� �� �	�

��� 
��� � ���	�� �	����	 �
�� ����

'� �� �������	 � ����� �	��
 GM ���
 �� �����	����� �� �
� �	��� �� $
��	�� ,�3� �
�� ��	

�	��
�� W (GM , k) �� �	����
( �� ��� ��
�	 GM ����� ��
� ��� ��
�	�� '� ����� �
� ������


����	����� �
���	 ����� ����	���� �	��
 G �� ,���
�	��
� ��� �� �� ���� �� ��� �
�� �
� �����

��	����� ��� �� �	���	
� ��
�	��  ���
 	������ �� �
� ���* ����� �	��
 ��
�	��� �	��
��! �����

�
� ���� ��� ��
�	�� &���� ��	 �
�� ��	����
�	 �
��� �� �
���	 ����	���� �	��
�� S(GM , 3) ��

NP�����
��� �
�
� W (GM , k) �� �	����
� ��	 ��� k > 1�

4 ����� �-�'- W (GM , 3) �� NP�����
��� ���� �� GM �� ����	���� ���
 ������� ���	��

4�

����#� �� ��� � ��������
 ���� S(GM , 3) "���� "� ��%� ���"
 �� *� NP-�������� ��
GM �� *�������� "��� ��3���� ��$��� =	 !
 GM � ������� ���� ��� (v,w) *� � �������� ����
(v, u1, u2, u3, u4, w) �
� ��� � 
�" ��$� [u1, u4]	 1�� �������
$ $���� G′

M �� *�������� "���

��3���� ��$��� =	

(������ ���� W (G′
M , 3) ��� � ������%� �
�"��	 
�
��� *� c ��� ������
$	 1��
 ��� ����

=M



��
���� # �� �&� ��	����% ����	��� �� ��'�� %�
���

���� �� %������� v,w ���� ���� (v,w) ∈ GM � "� ���� ��%� c(v) < c(w) *������ �� ��� ��$�
[u1, u4]	 1��� *� �������
$ �$��
 ��� �������� ���� *� ��� ��� (v,w) �
� *� #����
$ ���
������
$ c ��� ��� %������� �� GM � "� �*���
 � �������
 ��� S(GM , 3)	 (��������� �� S(GM , 3)
��� � ������%� �
�"��� ��
��� *� c′ ��� ������
$	  �
����� ��� ��3�� $���� G′

M �
� #���

��� ������
$ c′ ��� ��� %������� �� G′
M "���� ��� ���� %������� �� GM 	 �� ������
$ ��� 
�"

%������� u1, u2 �
� u3 "��� ����� c′(v) �
� %����3 u4 "��� ����� c′(w)� "� ������� �*���
 �
�������
 ��� W (G′

M , 3)	 �

4 ����� �-�&- W (GM , 2) �� ��
������

� ��
���
��

����#� �� ����� ���
����� ��� ���*��� �
�� � 2SAT ���*��� "���� �� #
�"
 �� *�

����
������� ���%�*�� 9��� S=?T:	  �
����� � ��3�� $���� GM 	 ��� ���� %����3 x �
 GM �

"� �
������� �"� %����*��� x0 �
� x1 �� "��� �� �"� ������� (x0 ∨ x1) �
� (x̄0 ∨ x̄1)	 ���
���� ��$� [x, y] ∈ E� "� �
������� �"� ������� (x̄0 ∨ ȳ0) �
� (x̄1 ∨ ȳ1)	 ��
����� ��� ���� ���
(x, y) ∈ U � "� �
������� � ������ (x̄1 ∨ ȳ0)	 1��� "� $�� �
 �
���
�� �� 2SAT 	

(������ ���� ��� 2SAT �
���
�� �� R����+	 1��
 *� ������
$ ���� %����3 x "��� ����� 0 �� x0

�� R����+� �
� "��� ����� 1 �� x1 �� R����+� "� $�� � �����*�� <-������
$ �� GM 	  �
%������ �� GM

������ � �����*�� <-������
$� ���
 *� �����
$ %����*�� xi �� R����+ �� x ��� ����� i� i ∈ {0, 1}�
"� $�� � ������%� �
�"�� ��� ��� 2SAT �
���
��	 �

4 ����� �-�/- W (GM , k) �� ��
������

� ��
���
� �� GM �� � ��	���
 p��	��� ��	 ���� p�

����#� �� "��� ��� � ������� ����� �� ��� ��� ���� �� ����
$ ��3�� $���� ������
$ �
 �������

p-�����	 4�� GM = (V,U,E) *� � ��3�� ������� p-����� ��� ���� 73�� p	 ���� ���� %����3

v ∈ V "� ��������� � ���� L(v) = {0, 1, ..., k − 1} �� �����*�� ������	 .����� ���� ���� ����
��
���
� ��� �����*�� ������ 0, 1, ..., k − 1	 .�" ��� ���� ��� (vi, vj) ∈ U � "� �
������� 
�"

%������� �
� ��$�� �� ���"
 �
 ��$��� <	? "��� r = k − 1	 ��� ����� 
�" %������� "� ����

L(wst) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

{s, s + 1} �� 1 ≤ s ≤ r �
� t = 1,

{s + 1, 0} �� 1 ≤ s ≤ r �
� t = 2,

{t− 3, t− 2} �� 1 ≤ s ≤ r �
� 3 ≤ t ≤ r + 1.

&����*�� ���� ��� $���� "� �*���
 �� ���� � ������� p-���� ��� ��� ���� 73�� p 9��� �����-

�����
 <	6;:	 �� ������
$ ��� ����� "� ����� ��%� � ������� p-����	 (� ��
����� ��� �������

p-���� G′ �*���
�� *� ������
$ ��� ����	 (�
�� "��� ���� %����3 �
 G′ "� ��%� ����������
� ���� �� �����*�� ������� "� $�� �
 �
���
�� �� ��� LiCol ���*���� "���� �� ����
�������

���%�*�� �
 ������� p-������ ��� 73�� p S;>T	 �� ���
$ ������� ��$���
�� �� �
 1������ <	6>�

�
� ��
 ������ ���%� ���� W (GM , k) �
� LiCol(G′) ��� ����%���
� �
� ���� W (GM , k) ��
����
������� ���%�*��	 �

=P



# * ����	
����

��" �
����	�
�

�� ��
������� �"� ������
$ ���*���� �
 ��3�� $�����	 !
 ��� 7��� �
�� "� "��� �
��������

�
 ������
$ ��� %������� �� ��� $���� ���� ���� �"� %������� ��
#�� *� �
 ��$� $�� ������
�

������ �
� ��� ���� �� �
 ��� ���� $�� � ����� "���� �� �������� ������� ���
 ��� ����� �� ���

���� �� ��� ���	 �� $�%� ���� *��
�� �
 ��� ��
���� 
��*�� �� ������ 
�������� �� �����

��� %������� �� ������� ������� �� $����� �� "��� �� ���� ������3��� �������	 !
 ���������� "�

���"�� ���� ��� ����
$ ��3�� $���� ������
$ ���*��� �� NP-�������� �%�
 �� ��� ��3��
$���� �� ���
�� *�������� "��� ��3���� ��$��� ; �
� ���� %����3 �
����
� �� �
 ��� ���

��3���� ��$��� < �� �� ��� $���� �� *�������� "��� ��3���� ��$��� =	 ����������� "�

���%�� ���� ��� ���*��� �� ����
������� ���%�*�� �
 ������� p-������ ��� 73�� p	

!
 ��� ����
� ���*���� "� "��� �
�������� �
 ������
$ ��� %������� �� ��� $���� ���� ����

�"� %������� ��
#�� *� �
 ��$� $�� ������
� ������ �
� ��� ���� �� �
 ��� ���� 
�� $�� � �����

���$�� ���
 ��� ���� �� ��� ���	 8$��
 "� $�%� ���� *��
�� �
 ��� ��
���� 
��*�� ��

������ 
�������� �� ����� ��� %������� �
� ���� ������3��� �������	 !
 ���������� "� ���"��

���� ���� ���*��� �� ����
������� ���%�*�� �
 ������� p-������ ��� 73�� p	

1�� ������� �����
��� ���� ��
���
�� ������� ������� �� $�����	 ������� �������� �� 
����� ��

�3��
� ����� ������� �� ����� ������� �� $�����	 !
 ���������� �� "���� *� �
�������
$ �� #
�"

��� ������3��� �� ��� �"� ���*���� �
 ���
�� ��*�� *�������� $�����	 8��� ��3�� $�����

"��� � ���������� ��������� �� ��� �������� $���� Go
M ������ *� �
���,�� �� ������ ���*�

���� ����
������� ���%�*�� �����	

=O





������� 


��������	 �������

 �� 
��� ���

�


�� 
����


����
�����
�

N������ ����� �� ���#�
$ ���*���� �
 $����� ��%� *��
 �3��
��%��� ������� *� ��
� �������2

��� ��3���� ���*�� ��� ���*��� 97
� � ��3���� �����
����� ��� �� �������� 
�
 ��0���
�

%�������:� ��� ��3���� ������
$ ���*��� 97
� � ��3���� �����
����� ��� �� �������� 
�


��0���
� ��$��: �
� ��� ��3���� ������ ���*��� ��� ���� �� ��� ���� ������ �3������ 9���

��� �
���
�� SOT ��� � ����������
 �� ��
� *���� ���#�
$ ���*���� �
 $���� ������:	

8 
������ �3��
���
 �� ���#�
$ ���*���� ��� *��
 ��
������� �
 ��%���� �����	 !� ��
�����

�
 $�%�
$ � *�������
$ (R,B) 9��� ��� �
� *���#: �� ��� %����3 ��� 9����	 �� ��� ��$� ���: �� �
$���� G = (V,E)2 �� �� ���
 �������� �� 7
� �� G ��
���
� � ���*�� ��� S 9����	 � ������
$

M: ���� ���� |S ∩R| ≥ p �
� |S ∩B| ≥ q 9����	 |M ∩R| ≥ p, |M ∩B| ≥ q: "���� p �
� q

��� $�%�
 ������%� �
��$��� 9��� S=;� M>T:	

������� ����� ��� ���*��� �� ��
�������
$ � ���

�
$ ���� T �
 � $���� G = (V,E) "���� ��$�
��� �� ��������
�� �
�� ���� R,B �� ��
������� �
 S=;T "��� ��� ���������
� ���� |T ∩R| ≥ p�

�� �� ���"
 ���� � �������
 ��
 ������ *� ��
�������� *� ���
$ ������ ���������
� �� *����

��$�������	

!
 �������
� ��� ���*��� �� ��
�������
$ � *�������� ������� ������
$ M �
 � ��������

*�������� $���� Kn,n 9*��� ��� ���� ��� �
� ��� ��$�� ��� ��
���� �� �3����� n %�������: ��

��
������� �
 SM>T "��� ��� ���������
� ���� |M ∩R| = p2 �� �� � ������� ���� �� ��� ���*���

��
�����
$ �� �������
�
$ "������ �
 � �������� *�������� $���� Kn,n "���� ���� ��$� [i, j]
��� � "��$�� wij ����� �3���� � ������� ������
$ M "��� "��$�� w(M) ≡∑

[i,j]∈M wij = p	

1��� $�
���� ���� "�� ���"
 �� *� NP-�������� �
 S6=T� "���� ��� ������� ���� wij =
1 �� [i, j] ∈ R� �
� wij = 0 ����� "�� ���%�� "��� � ����
����� ��$������ �
 S;O� M>T	

1�� ������3��� �� ��� ���*��� "��� Q�6-"��$��� �
 $�
���� *�������� $����� �� ������
���

�
#
�"
	

!
 ���� ������� "� �
��
� �� ��
����� � ������� ���*��� "���� �� ���� *���� �
 � *�������
$

;6



��
���� $ ����	���� �
�����%� �� ���� �	
���� �" %�
���

(R,B) �� ��� ��$� ��� �� � $����	 �� "��� ����
������ ��� �� ����������,� ��
���� ���� R

��� "���� ��3���� ������
$� M ��
 *� ���
� "��� �����7� %����� �� p = |M ∩R|	
���� �����7������ $�%�
 � $���� G = (V,E) �
� � ��� P = {p0, p1, . . . , ps} �� �
��$����
0 ≤ p0 < p1 < . . . < ps ≤ 
|V |/2�� "� "�
� �� ����� � ��*��� R ⊆ E �� ��$�� �� G� ��� �


���� �
 ���� � "�� ���� ��� �
� i (0 ≤ i ≤ s)� G ��
���
� � ��3���� ������
$ Mi "���

�3����� pi ��� ��$��� �	�	� |Mi ∩R| = pi	

�� ����� �
 ���������� *� �
�������� �
 7
��
$ � �������� ��*��� R ��� "���� ��� ��������

��3���� ������
$� �� �3���	

8 ��*��� R "��� *� P�������
� ��� G �� ��� �%��� pi �
 P ����� �� � ��3���� ������
$ Mi

�
 G "��� |Mi ∩ R| = pi	 .����� ���� ��� ���� P ����� ��� *� 
� P-�����*�� ��� R 9��#�

P = {0, 1, 2} �
 G = K2,2:	

!
 (�����
 =	6 "� "��� ����%� ���� �����
���� ���������� �� �������
� �
 ��$���� *��������

$�����	 (�����
 =	< "��� *� ��%���� �� � ������� ���� "���� ��� ��� �� %����� p = |M ∩R| ��
�
 �
���%�� �� ��
������%� �
��$���	 ��
���� (�����
 =	= "��� ��
���
 ��
������
� �
� �����*��

�3��
���
�	

����� ���������� �� ������
$� ��� �� *� ���
� �
 S>?T	 ��� ��7
����
� ��
#�� �� ������3����

��� ������ �� �������� ��  ������ 6 �
� S=?T	 !
 $�
���� ��� $����� "��� *� ������ 9�	�	� 
�

�������� ��$��� 
� �����:	

��
 ������� ��������� �����	

!
 ���� ������
 "� "��� ����� ���� *���� ������� ��
���
�
$ P-�����*�� ���� �
 ��$���� *��������
$�����	

����������� !-�- '� � ��	���
�	 ����	���� �	��
 G� ��	 ��� P ���
 |P| ≤ �� �
�	� ������ �

P�������
� ��� R�

1��� �����"� ���� ��� ���� ���� ��� ��$� ��� �� G ��
 *� ��������
�� �
�� � ������� 9�
�

��
�� ��3����: ������
$� 9*� ��� UV
�$ �������� ���  ������ 6:	

4�� �� 
�" *���]� ��
����� � ������� ���� ��� � �-��$���� *�������� $����	

4 ����� !-�- ��� G = (X,Y,E) ���
 |X| = |Y | = n �� � ��	���
�	 ����	���� �	��
� ���


� ≥ 2� ��� 
�� P = {p, q}� ���
 1 ≤ p < q ≤ n� $
� ������� ��	����
��� �� � P�������
�

��� R �� ����� ��

|R| = q + max{0, p − n + |C|/2}
�
�	� C �� � ��

������ �� ��	��� ���#���� ���
�� �
��
 �	� �
��	������ ���
 	������ �� � ��	����

����
���� ��� �
��
 
��� � ������� ����
 
����
 |C| = ∑
Ci∈C |Ci| ���������� |C|/2 ≥ q−p�

����#� '*���%� 7��� ���� �
� ��
 ��"��� 7
� � ���������
 C �� �����
���
$ ������ ��������
$
|C|/2 ≥ q− p	 1�#� �
� 2-������ F �
 G	 !� �� � ���������
 �� %����3 ���0��
� ������ "���� ���

�����
���
$ "��� ������� �� � ������� ������
$	 F �3���� ��
�� G �� *�������� �
� �-��$����	

;<



$ � +�%
	
� ���
����� %�
���

(�
�� 0 < q − p ≤ n = |F |/2 ��� 2-������ F �����7�� ��� �
��������	 !
 ����� �� ��
���,�

��� ��,� �� R� "� "��� ��%� �� 7
� � ������ C "���� �
 �������
 ��� � ��
���� 
��*�� ��

��$��	 4�� 
�" M *� � ������� ������
$ �
 G	

96: 8����� 7��� p ≤ n− |C|/2	
1��
 "� ����� �
 ��� p ��$�� �� M − C �
� q − p ��$�� �� M ∩ C	 1��� �� �����*��
��
�� 0 < q− p ≤ |C|/2	  ������ "� "��� ��%� |M ∩R| = q2 *� �
������
$�
$ ��� ��$��

�� M ∩ C �
� �� C −M "� $�� � ������� ������
$ M ′ "��� |M ′ ∩ R| = p	 !
 ���� �

���� |R| ��� ��
���� �����
������ ��
�� "� ���� ��%� |R| ≥ q ��� �
� P-�����*�� ���
R	 .����� ���� �
 ���� ���� �
� C "��� |C|/2 ≥ q − p "��� ��	

9<: (������ 
�" p > n− |C|/2	
�� ����� �
 ��� n−|C|/2 ��$�� �� M−C �
� "� ���� ����� q−(n−|C|/2) = q−n+|C|/2
��$�� �� M ∩C �� "��� �� p−(n−|C|/2) = p−n+ |C|/2 ��$�� �� C−M 	 1��� �� �����*��

��
�� 0 < p− n + |C|/2 < q − n + |C|/2 ≤ |C|/2	 (� "� ��%� |R| = p + q − n + |C|/2 ≤
n + |C|/2	 8$��
 |M ∩R| = q �
� *� �
������
$�
$ ��� ��$�� �� M ∩ C �
� �� C −M

"� $�� � ������� ������
$ M ′ "��� |M ′ ∩R| = p	

!
 ����� �� ��%� � ������
$ M �
� � ������
$ M ′ ��%�
$ ��������%��� q �
� p < q

��� ��$��� M ′ ���� *� �*���
�� ���� M *� ���
$ � ���������
 C �� %����3 ���0��
�
�����
���
$ ������ "��� |C|/2 ≥ q − p� ��
�� |C| = |MΔM ′|2 "� "���� �����"��� ��%�
0 < |M ∩ R| − |M ′ ∩ R| ≤ |C|/2 < q − p	 .�" ��� �
� P-�����*�� ��� R "���� ��

��
���� 9�
������
"���:� "� ��%� �"� ������� ������
$� M �
� M ′ "��� |M ∩R| = p

�
� |M ′ ∩ R| = q	 (� "� ��%� |R| = p + q − |(M ∩M ′) ∩ R|2 |R| "��� *� ��
����
�� "� ��3���,� ��� ����� ����	 �� ��%� |(M ∩M ′) ∩ R| ≤ n − |C|/2 "���� C �� �
�
������ �� %����3 ���0��
� �����
���
$ ������ "��� ������� �� ���� ������� ������
$ "���

|C|/2 ≥ q− p2 ��#�
$ ���� � ������ C� "��� |C| ��
����� "��� $�%� ��� ���$��� %���� ��
n− |C|/2� �� R ��� ��
���� �����
�����	

�

.����� ���� �� p ≥ q − 2� "� ��
 ��� � ��
$�� �����
���
$ ����� C �
����� �� ��� ������ C�
��
�� �
 �
� �����
���
$ ����� C� "� ��%� |C|/2 ≥ 2 ≥ q − p	

*�������� !-!- ��� G = (X,Y,E) ���
 |X| = |Y | = n �� � ��	���
�	 ����	���� �	��
� ���


�� P = {q − a, q} ���
 1 ≤ q ≤ n ��� 1 ≤ a ≤ 2� $
� ������� ��	����
��� �� � P�������
�

��� R �� ����� ��

|R| = q + max{0, q − n + |C|/2− a}
�
�	� C �� � �
�	���� ���
� �
��
 �� �
��	������ ���
 	������ �� ���� ��	���� ����
��� �� G�

(�������
$�� ��� ������3��� �� 7
��
$ �
 � $���� G � �������� �����*�� �����
���
$ ����� "���

������� �� ���� ��3���� ������
$ 9
�� $�%�
: �� �
#
�"
 �%�
 �� G �� � 3-��$���� *��������
$����	 ��� ������
�� ��������� ���� ���*��� "��� *� ������ ��� (8 ���*��� 9(�������

8����
���
$  ����:2 �� �� �������� ��7
�� �� �����"�	

;=



��
���� $ ����	���� �
�����%� �� ���� �	
���� �" %�
���

'�������( 8 $���� G = (V,E) �
� � ������%� �
��$�� L ≤ |V |	
)�������( !� ����� � ��3���� ������
$ M �
� � ����� C "��� |C| ≤ L �
� |C∩M | = 1

2 |C|
Y

.����� ���� ��� ���*��� �� ���� �� ������ � ����� C �� � ������� ������
$ M �� $�%�
	

!
 ����� �� $�%� � ��A���
� ��
�����
 ��� � ��$���� $���� (X,Y,E) "��� |X| = |Y | = n

�� ��%� � P-�����*�� ��� R "��� |R| = n + 1 ��� P = {0, 1, . . . , n}� "� "��� 
��� ����
�������
�����	

9���� !-$- .�	 ��� ��

������ �� n ������� S1, . . . , Sn �� � ��� S = {s1, . . . , sn} ���
 �
��

|Si| = r ≥ √n + 1, 1 ≤ i ≤ n, �
�	� ����� ��� ������� Si ��� Sj ���
 �
�� |Si ∩ Sj| ≥ 2�

����#� 8����� "� ��%� � ���������
 �� m ��*���� Si �� S "��� |Si| = r ��� ��� i ≤ m�

�
� |Si ∩ Sj| ≤ 1 ��� ��� i, j ≤ m� ���
 �
 �����
� s ∈ S �� ��
���
�� �
 �� ���� n−1
r−1

��*���� Si 9��
�� ��� 
��*�� �� ��*���� Si "���� ��
���
 s �
� "���� ��� �����"��� ���0��
�

�� ≤ (n − 1)/(r − 1))2 �� ��� ����� 
��*�� m �� ��*���� �� �� ���� n
r

(n−1)
(r−1) *������ "� ��


��#� n ������
� �����
�� s �
� �
 ���
$ ���� ���� ��� �� ���
��� r �����	

.�" �� "� ��%� m = n > n
r

(n−1)
(r−1) � ���
 ����� "��� *� �"� ��*���� Si �
� Sj "��� |Si∩Sj| ≥ 2	

1�� �������� r %������
$ r(r − 1) ≥ n− 1 �� r = 1
2(1 +

√
4n− 3) <

√
n + 1	 �

!
 ��� �����"�
$� "� ��
��� *� δ(G) ��� ��
���� ��$��� �� � $���� G �
� *� N(x) ��� ���
�� 
��$�*��� �� x	 ����������� Ck "��� ��
��� � ����� �� ��
$�� k	

*�������� !-�- ��� G = (X,Y,E) �� � ����	���� �	��
 ���
 |X| = |Y | = n, n ≥ 4� '�

δ(G) ≥ √n + 1� �
�� G �������� � ���
� �� 
����
 ���	�

����#� !� δ(G) ≥ √n + 1� �� �����"� ���� 4���� =	; ���� ����� �3��� �"� %������� x �
� x′

�
 X ���� ���� |N(x) ∩N(x′)| ≥ 2	 @�
��� ��� y, y′ ∈ N(x) ∩N(x′), (x, y, x′, y′) �� � �����	
�

;�
� !-'- ��� n, p ��� q �� �
	�� ������	� ���
 �
�� 0 ≤ q ≤ p ≤ n�

$
�� p +
√

n− p + 1 ≥ q +
√

n− q + 1�

����#� !� p = q� ��� ������ �� �*%����	  �
����� 
�" ��� ���� p > q	

1��
 p +
√

n− p + 1 ≥ q +
√

n− q + 1

⇔ p +
√

n− p ≥ q +
√

n− q

⇔ p− q ≥ √n− q −√n− p

⇔ (p− q)(
√

n− q +
√

n− p) ≥ p− q

⇔ √n− q +
√

n− p ≥ 1

1��� �� 
���������� ����� �� 0 ≤ q < p ≤ n	 �

;�
� !-&-
n+2�n

4
	+1

2 ≥ 2(�n4 � − 1) +
√

n− 2(�n4 � − 1) + 1

;;



$ � +�%
	
� ���
����� %�
���

����#�
n+2�n

4
	+1

2 ≥ 2(�n4 � − 1) +
√

n− 2(�n4 � − 1) + 1

⇔ n + 2�n4 �+ 1 ≥ 4�n4 � − 4 + 2
√

n− 2(�n4 � − 1) + 2

⇔ n− 2�n4 �+ 3 ≥ 2
√

n− 2(�n4 � − 1)

⇔ n2 + 4�n4 �2 + 9− 4n�n4 � − 12�n4 �+ 6n ≥ 4n− 8�n4 �+ 8

⇔ n2 + 4�n4 �2 + 1− 4n�n4 � − 4�n4 �+ 2n ≥ 0

⇔ 4�n4 � ≤ 2n + 1 + (n− 2�n4 �)2
.����� ���� 4�n4 � < n + 4 ≤ 2n �� n ≥ 4� ���� 4�n4 � ≤ 2n + 1 + (n− 2�n4 �)2	 �

9���� !-/- ��� G = (X,Y,E) �� � ����
� ����	���� �	��
 ���
 |X| = |Y | = n, n ≥ 4� �

��/����� ��������� ��	 G �� ������� k ��	��� ���#���� ���
�� �� 
����
 ���	 ��

δ(G) − 2(k − 1) ≥
√

n− 2(k − 1) + 1

����#� 4�� G0, G1, . . . , Gk−1 *� � �����
�� �� $����� *���� �� �����"�� G0 = G �
� Gi ��

��� ��*$���� �� Gi−1 �*���
�� *� ������
$ ���� %������� x, x
′ ∈ X �
� y, y

′ ∈ Y 	

�� ��%� δ(Gi) ≥ δ(Gi−1) − 2 �
� ni = ni−1 − 2 "���� ni �� ��� 
��*�� �� %������� �� ���

���� ��� 9�� �� ��� ��$�� ���: �
 Gi	

���� ���� =	?� �� 1 ≤ i ≤ k� "� ��%��

δ(G) ≥ 2(k − 1) +
√

n− 2(k − 1) + 1 ≥ 2(i− 1) +
√

n− 2(i− 1) + 1	 8� � ��
�����
�� "�
��%� δ(Gi−1) ≥ δ(G) − 2(i− 1) ≥√

n− 2(i− 1) + 1 = √ni−1 + 1 ��� ��� i (1 ≤ i ≤ k)	

(� ����  �������� =	>� Gi−1 ��
���
� � C4 ��� ��� i 91 ≤ i ≤ k: �
� *� ��� ��
��������
 "�

��%� ���
� k %����3 ���0��
� ������ C4 9��#�
$ �� ���� ���� ���� %������� x, x′, y, y′ �����
$
� C4:	 �

4 ����� !-)- ��� G = (X,Y,E) �� � ��	���
�	 ����
� ����	���� �	��
 ���
 |X| = |Y | =
n ≥ 4 ��� � ≥ 1

2 (n + 2�n4 �+ 1)� ��� P = {0, 1, . . . , n}" �
�� �
�	� ������ � P�������
� ��� R

���
 |R| = n + 1�

����#� �� ��%� � ≥ 1
2 (n + 2�n4 � + 1) ≥ 2 (�n4 � − 1) +

√
n− 2(�n4 � − 1) + 1 ����

���� =	M	 !� �����"� ���� 4���� =	P ���� G ��
���
� �n/4� %����3 ���0��
� ������ C4	 4��

{x2i+1, y2i+1, x2i+2, y2i+2} *� ��� %������� �� ����� Ci
4 ��� i = 0, . . . , �n/4� − 1	

�� �*���%� ���� ��� 
��*�� �� %������� �� X 9�� �� Y : ��
���
�� �
 ��� ������ Ci
4 �� 2�n/4� ≥

n− �n/2� = 
n/2�	
4�� 
�" H = (X

′
, Y

′
, E

′
) *� ��� ��*$���� �� G �*���
�� *� �������
 �� ��� ��� ������ Ci

4

�
� ����� %�������	 �� ��%� |X ′ | = |Y ′ | = n − 2�n/4� ≤ �n/2� �
� δ(H) ≥ �− 2�n/4� ≥
1
2(n + 2�n/4� + 1)− 2�n/4� = 1

2(n− 2�n/4� + 1) = 1
2(|X ′ |+ 1)	

!� �� #
�"
 9��� S;T S �������� M	=	6=T: ���� ���� �
 H �� @������
��
	 !� ��� ���
 � <-

������ "���� ��
 *� ��������
�� �
�� �"� ������� ������
$� MH ,M
′
H �� H	 .����� ����

|MH | = |M ′
H | = n− 2�n/4�	

;>



��
���� $ ����	���� �
�����%� �� ���� �	
���� �" %�
���

�� 
�" ��
������ R �� �����"��

R = {[xi, yi] i = 1, . . . , 2�n/4�} ∪ {[x1, y2]} ∪MH .

 ������ "� ��
������ ������� ������
$� �
 G *� ��#�
$ � ������� ������
$ �
 ���� Ci
4 �
�

�
 H	 )��� Ci
4 (i ≥ 1) "��� $�%� ������
$� "��� Q �� < ��$�� �� R; Co

4 "��� $�%� ������
$�

"��� 6 �� < ��$�� �� R	 !
 H� ��� ������
$� MH �
� M
′
H ��%� |MH | �� Q ��$�� �
 R	

���� ��� ������ Ci
4 "� ��
 ��
������ ������
$� ��%�
$ 1, 2, . . . , 2�n/4� ��$�� �
 R	 1����

��
 *� ���*�
�� "��� MH′ �� $�� ������� ������
$� Mi �
 G ��%�
$ 1, 2, . . . , 2�n/4� ��$��
�
 R	  ��*�
�
$ ����� ������
$� "��� MH "��� $�%� ������� ������
$� �
 G ��%�
$ 1 +
|MH |, 2 + |MH |, . . . , 2�n/4� + |MH | ��$�� �
 R	 (�
�� |MH | = n− 2�n/4� ≤ �n/2� "� "���
������� ������� ������
$� �� G ��%�
$ i ��$�� �
 R ��� �
� i "��� 1 ≤ i ≤ n	

.�" ��
�� G �� ��$����� "� ��� ����%� ��� ��$�� �� ��� ������ Ci
4 �
� �� MH ∪M

′
H 	 ��

��%� � (�− 2)-��$���� $����� "���� ��� � ������� ������
$ M0 ���� ���� M0 ∩R = ∅	 (�
"� ��%� ��
�������� � P-�����*�� ��� R "��� |R| = 2�n/4� + 1 + |MH | = n + 1	 �

1�� �����"�
$ �� � ������ ��
�����
�� �� ��� UV
�$ �������	

����������� !-�+- '� � 4�	���
�	 ����	���� �	��
 �������� � ���
� �� ���	 ��	������ �
�� �
��

���
� �� �
��	������ ���
 	������ �� ���� ��	���� ����
����

:����1 !-��- '� ����	�
 � �	��
 G ��� ��� 
��� ��	���� ����
����� 5� ��� ��� �

������� ��	����
��� P�������
� ��� R ��	 P = {n−1, n}� &�	� Mn �� � ������� ����
���

�
��
 �� ��� ��	����" �� �
��	������ �
��� C = {e1, e2} ������ �
��
 ���	�� �� ����  �������!

��	���� 5� ����
� 	����� e2 �	�� Mn ��� ���	����� e1 ���� Mn �� ������ Mn−1� +�

R = Mn ∪ {e1} − {e2}�

4�� �� ��
���
 �������
�� ������� ������� �� �����
���
$ ������ �
 *�������� $�����	

4 ����� !-��- ��� G = (X,Y,E) �� � ��	���
�	 ����	���� �	��
 (� ≥ 3) ���
 |X| =
|Y | = n� �
�� G �������� � ���
� C ���
 |C| ≤ 2�n/2� �
��
 �� �
��	������ ���
 	������ ��

���� ��	���� ����
����

����#� 4�� (M1,M2, . . . ,M
) *� �
 ��$� �-������
$ �� G2 �� M1∪M2 �� 
�� � @������
��


������ ���
 �� ��
���
� � ����� C "��� |C| ≤ 2�n/2�. C �� ������� �����
���
$ ��� M1	

!� M1 ∪M2 �� � @������
��
 ������ ���
 ��
����� �
� ��$� e ∈M3; M1 ∪M2 ∪{e} ��
���
�
< ������ ���
$ e2 �� ����� �
� �� ���� ��� �� ���� 2�n/2� ��$��2 ���� ����� �� �����
���
$
"��� ������� �� M1 �� M2	 �

4 ����� !-�!- ��� G �� � ��	���
�	 ����	���� �	��
  ���
 � ≥ 3) ���
 �
�� ��	 ����

������	 k ≥ 3 ���	� ���
� �� 
����
 �� 
���� 2k 
�� � �
�	�� $
�� �
�	� ������ � ���
� C ���


|C| ≤ 2k − 2 �
��
 �� �
��	������ ���
 	������ �� ���� ��	���� ����
����

;?



$ � +�%
	
� ���
����� %�
���

����#� 1�#� � ������� ������
$ M �
 G2 ��
�� � ≥ 3 ���� ��� UV
�$ �������� �����

�3���� � ������� ������
$ M
′
"��� M

′ ∩M = ∅	 1��
 M
′ ∪M ��
���
� � ����� C "���� ��

�����
���
$ "��� ������� �� M 	 8����� |C| ≥ 2k2 ���
 ����� �� � ����� [a, b]	 !� �������
��
"��� �
� ���� �� C �
 �����
���
$ ����� C

′
"��� ������� �� M 	 .�" |C ′ | ≤ |C| − 2	 !�

|C ′ | ≥ 2k "� ��
��
��	 �� "��� 7
���� $�� � ����� C” "��� |C”| ≤ 2k − 2 "���� "��� *�
�����
���
$ "��� ������� �� M 	 �

8 ������� *�� 
�� ��A���� �
��������
 �� ����� ���"� ��� �����"�
$	

4 ����� !-�$- .�	 � 4�	���
�	 ����	���� �	��
 G = (X,Y,E) ���
 |X| = |Y | = n ≤ 7�
�
�	� ������ � ��� R ⊆ E ���
 |R| ≤ n + 2 �
��
 �� P�������
� ��	 P = {0, 1, . . . , n}�

1��� ������ �� *��� �����*�� �
 ��� ��
�� ���� ����� �3���� � *�������� =-��$���� $���� �


2n = 14 %������� ��� "���� ��� ��
���� %���� �� |R| �� n + 2 = 92 ���� �� ��� ��-������
@��"��� $���� 9�� (3, 6)-��$�: 9��� S=PT� �	=QO:	

!
 =-��$���� *�������� $�����G = (X,Y,E) "��� |X| = |Y | = n ≥ 8 ��� ��
���� �����
�����
�� � P-�����*�� ��� R ��� P = {0, 1, . . . , n} �� 
�� #
�"
	
��
���� �� "� �������� P �� {0, 1, . . . , p} "��� p ≤ 4� "� ��
 ����� ��� �����"�
$	

4 ����� !-��- ��� p ≤ 4 �� �� ������	� .�	 � 4�	���
�	 ����	���� �	��
 G = (X,Y,E)�
���
 |X| = |Y | = n ≥ 2(p − 1)� �
�	� ������ � ��� R ⊆ E ���
 |R| = p �
��
 �� P�������
�

��	 P = {0, 1, . . . , p}�

����#� �� 0��� $�%� ��� ����� ��� p = 42 ��� ���� p ≤ 3 ��
 *� ��
���� ���������	 4�� M

�
� M ′ *� �"� ���0��
� ������� ������
$� �
 G	 (� E− (M ∪M ′) �� ���� � ������� ������
$	
(������ M ∪M ′� "���� �� � <-������� �� ��

�����	 !� �� ���
 � @������
��
 ����� C �� G	

 ����� �"� ������ �� C� ��� [a, b] �
� [c, d]� "���� ��� �� �����
�� �� ����� < 9�	�	 ����� ���

� �"� %������� �� ��� ������ ���� ��� ��0���
�:	 1���� ������� *���
$�
$ �� E− (M ∪M ′)�
��%��� ��� ��� �� ��$�� �� ����� C �
�� ���� ����� A� B� C �
� D	

4�� M1 9����	 M2: *� ��� ������
$ ��
���
�
$ ��� ����� [a, b] 9����	 [c, d]: �
� |M | − 1
��$�� �� C	 M1 �
� M2 ��� ��� ���� ��$�� �� M ∪M ′ �
 �"� ������ ��� A �
� C� �
�

������
� ��$�� �� M ∪M ′ �
 B �
� D	 8� ��� ������ ��� �� �����
�� �� ����� <� ����� ���

�� ����� �"� ��$�� e1, e2 ∈M1 ∩M2	 4�� �� �����
$���� �"� ������

96: 1���� �3��� e1, e2 ∈M1 ∩M2 ∩M 9�� 
�������� �3���
$� M �
� M ′:	
!� �� �*%���� ���� ����� �3���� �
 ��$� e3 �
 B∪D ���� ���� e3 ∈M1∩M �� e3 ∈M2∩M

�� M1 �
� M2 ��� ������
� ��$�� �
 B �
� D	 (������ ����� �3���� e3 ∈ M1 ∩M 	

1�#� R = {[a, b], e1, e2, e3}	 1��
 "� ��%�� |M ∩R| = 3� |M ′ ∩R| = 0� |M1 ∩R| = 4�
|M2 ∩R| = 2 �
� |(E − (M ∪M ′)) ∩R| = 1	

9<: 1���� �3��� 
� �"� ��$�� e1 �
� e2 ���� ���� e1, e2 ∈ M1 ∩ M2 ∩ M �� e1, e2 ∈
M1 ∩M2 ∩M ′	

;M



��
���� $ ����	���� �
�����%� �� ���� �	
���� �" %�
���

1��� �� ������ ������� |A| = |C| = 3	 (������ e1 ∈M1∩M2∩M �
� e2 ∈M1∩M2∩M ′	
!� �� �*%���� ���� ����� �3��� �"� ��$�� e3 �
� e4 �
 B ∪D ���� ���� e3, e4 ∈M1 ∩M

�� e3, e4 ∈M2 ∩M �� �� ����� �
� ���� B �� D ��
���
� �� ����� ���� ��$��	 (������

e3, e4 ∈M1 ∩M 	 1�#� R = {e1, e2, e3, e4}	 1��
 "� ��%� |M ∩R| = 3� |M ′ ∩R| = 1�
|M1 ∩R| = 4� |M2 ∩R| = 2 �
� |(E − (M ∪M ′)) ∩R| = 0	

(������ 
�" M ∪M ′ �� 
�� ��

�����	 1��
 �� ��
����� �� �� ����� �"� ������	 .����� ���� ��
����� ��� ���� ���
 �"� ������� ��� �������
 �� �*%����	 !
 ���� ��
����� ����� ������ C1� C2

�
� C3	 1�#� R = {e1, e2, e3, e4} ���� ���� e1, e2 ∈ C1∩M � e3 ∈ C2∩M �
� e4 ∈ C3∩M ′	
1��
 �� ������ ����� �3��� ������� ������
$� "��� Q� 6� <� = �
� ; ��$�� �� R	 (� �������


�" ���� M ∪M ′ ��
����� �� �3����� �"� ������� C1 �
� C2	 
����
$���� �"� ������

96: 8� ����� �
� �� ��� ������� ��� C1� ��� � ����� [a, b]	
1��� ����� ��%���� ����� C1 �
 �"� ����� A �
� B "���� ��
���
 *��� �
 ��� 
��*��

�� ��$��	 4�� M1 *� ��� ������� ������
$ ��
���
�
$ ����� [a, b]� ��� ��$�� �� M �


A� ��� ��$�� �� M ′ �
 B 9�� 
�������� �3���
$� M �
� M ′: �
� ��$�� �� M �
 �����

C2	 4�� M2 *� ��� ������� ������
$ ��
���
�
$ ����� [a, b]� ��� ��$�� �� M1 �
 C1

�
� ��$�� �� M ′ �
 ����� C2	 (� ����� �3��� �� ����� �"� ��$�� e1, e2 ∈ M1 ∩M2

���� ���� e1 ∈ M �
� e2 ∈ M ′	  �
����� e3, e4 ∈ C2 ���� ���� e3, e4 ∈ M 	 1�#�

R = {e1, e2, e3, e4}	 1��
 "� ��%� |M ∩ R| = 3� |M ′ ∩ R| = 1� |M1 ∩ R| = 4�
|M2 ∩R| = 2 �
� |(E − (M ∪M ′)) ∩R| = 0	

9<: .�
� �� ��� �"� ������ ��� � �����	

1��� �� �
�� �����*�� �� *��� ������ ��%� ���� ��
$��	 8� n ≥ 6� "� ��%� |C1| = |C2| ≥
6	  �
����� �"� ��$�� [a, b], [c, d] ∈ E − (M ∪M ′) ���� ���� %������� a �
� c ���


��$�*��� �
 C1	 4�� M1 *� ��� ������� ������
$ ��
���
�
$ [a, b], [c, d]� ��$�� �� M

�
 C1 �
� ��$�� �� M ∪M ′ �
 C2	 4�� e1, e2 ∈ C1 ∩M1 �
� e3 ∈ C2 ∩M1 ∩M 	 1�#�

R = {[a, b], e1, e2, e3}	 1��
 "� ��%� |M1 ∩R| = 4� |M ′ ∩R| = 0� |M ∩R| = 3� ��#�
$
M �
 C1 �
� M ′ �
 C2� "� �*���
 � ������� ������
$ "��� �"� ��$�� �� R� ��#�
$ M ′

�
 C1 �
� M �
 C2� "� �*���
 � ������� ������
$ "��� �
� ��$� �
 R	

�

��� #�� �����$�� ��
����� %��&

�� ����� ��
����� ���� ��� ������� ���� "���� P �� � ��� �� ��
������%� �
��$��� �
� "�

"��� ����������,� $����� "���� ��%� � �������� ������� �� ���� � P	 �� "��� �3��*�� ����
������� �� $����� 9*�������� �� 
��: ��� "���� � P-�����*�� ��� R "��� ��
���� �����
�����

��
 *� �*���
�� �
 ����
����� ����	 �� "��� ��
��� *� ν(G) ��� �����
����� �� � ��3����
������
$ �
 G	

�� ����� ��� ���� G ��� �������� !� 9�
���%�� ��������: �� "��
�%�� ����� ��� ��3����

;P



$ # ,�� �����-
	 �������! ./�0

������
$� Mk �
� Mν �
 G "��� |Mk ∩Mν | = k < ν = ν(G)� ����� ��� ���� ��3����
������
$� Mi "��� |Mi ∩Mν | = i ��� i = k, k + 1, . . . , ν	

!
 ����� "����� "��
 G ��� �������� !� �
� ����� �� ���� k �
� �"� ��3���� ������
$�

Mk �
�Mν "��� |Mk∩Mν | = k ≤ ν(G)� ���
 R = Mν �� P-�����*�� ��� P = {k, k+1, . . . , ν =
ν(G)} �
� R ��� ��
���� �����
�����	

�� ��7
� � '����	���� $���� G �� � $���� �
 "���� �%��� ������� ��*$���� ��� ��������

!�	 �� ����
� ��� ������ ���� � ������� ��*$���� �� � $���� G �� �*���
�� *� ��#�
$ �


�
����� ��*$���� G′ �
� #����
$ �
�� � ��*��� �� ��$�� �� G′	

8 ������ �� � $���� "���� �
� �"� 9�����
����: ������ ��%� �� ���� �
� �����
 %����3	

8 ������ �� ��� �� ��� ��� 9�����
����: ������ ��� ���	 .����� ���� � ���� �� � ������� 9���:

������	

4 ����� !-�'- $
� ��

����� ���������� �	� �%����
���(

 �! G �� �� ��� ������"

 �! G �� '����	�����

����#� (b) ⇒ (a)	 !� G �� 
�� �
 ��� ������� ����� �3���� � ������� ��*$���� "���� �� �


�%�
 ����� C = Mν ∪M0 "��� |Mν | = |M0| ≥ 2	 �� ��%� M0 ∩Mν = ∅ *� ��
��������
 �
�
|Mν ∩Mν | ≥ 2� *�� ����� �� 
� M1 "��� |M1| = |Mν | �
� |M1 ∩Mν | = 1	

(a) ⇒ (b)	 8����� "� ��%� �"� ��3���� ������
$� Mk �
� Mν "��� |Mk ∩Mν | = k <

ν = ν(G)	  �
����� MkΔMν 	 !� ��
����� �� � ���������
 �� %����3 ���0��
� �%�
 �����
���
$

����
� "��� ����� ��
$�� 2(ν − k) > 0	

�� ��� ��� ���� �� ��� ��*����
� 9*� ������
$ ���� ��� �
�%������� ��������� *� Mν: ��

������� r ��$�� �� Mν *� r ��$�� �� Mk �
 ����� �� �*���
 � ��3���� ������
$ Mk+r "���

|Mk+r ∩Mν | = k + r ��� r = 1, . . . , ν(G) − k	 (�
�� �%��� ������� ��*$���� �� G �� ���� �


��� ������� G ��� �������� !�	 �

!� �����"� ���� 1������ =	6? ���� �� "� "�
� �� 7
� ��� ���$��� �����
�� �� ��
������%�

�
��$��� P = {p0, p1, . . . , ps} ���� ���� � ��� R = Mν �� P-�����*�� ��� �
 ��� ������ G� "�

��%� �� 7
� �
 G �"� ��3���� ������
$� Mk �
� Mν ���� ���� |Mk ∩Mν | �� ��
����	
4�� �� �3���
� 7��� ��� ���� �� *�������� $����� 9���� �
����� ����� *�� 
�� ��� �����:	

4 ����� !-�&- '� G = (X,Y,E) �� � ����	���� �	��
� �
�	� ������ � ��
������
 ���� �
���

	��
� �� �����	��� ��� ������� ����
���� M,M
′
���
 � ������� ��
�� �� |M ∩M

′ |�

����#� 4�� �� ������� ���� ��$� [x, y] �� G *� �"� ���� (x, y)0 �
� (x, y)1 "��� ����������
c(x, y)0 = c(x, y)1 = 1 �
� ����� k(x, y)0 = 0, k(x, y)1 = 1	 !
������� � ������ s "��� ����

(s, x) ��%�
$ c(s, x) = 2 �
� k(s, x) = 0 ��� ���� %����3 x �
 Z	 (�������� ��� ���� %����3 y

�
 Y �
������� � ��
# t "��� ���� (y, t) "��� c(y, t) = 2 �
� k(y, t) = 0	

 �
������ �
 ��� 
��"��# N �*���
�� �
 ���� "�� �
 9�
��$���: ��3���� ]�" f ���� s �� t

"��� ��
���� ���� K(f)	 1���� �3���� � �����*�� ]�" "��� %���� 2ν(G) 9�*���
�� *� �����
$

;O



��
���� $ ����	���� �
�����%� �� ���� �	
���� �" %�
���

��$��� =	6� 8
 ��� ������ "���� ��� <-������
$ ��$������ ���� 
�� $�%� ��� �������
	

f(x, y)1 = f(x, y)0 = 1 ��� ��� ���� (x, y) ��������
��
$ �� ��� ��$�� [x, y] �� � ��3����
������
$ �
 G:	 ����������� 
� ]�" ��
 ��%� � %���� ���$�� ���
 2ν(G) 9*������ ����
"���� ���
 ���� ����� �� �
 G � ������
$ M "��� |M | > ν(G):	 .�" ��� ���� �� f �� �����

�� ��� 
��*�� �� ���� (x, y)1 "��� f(x, y)1 = 1	 (�
�� K(f) ��� *��
 ��
���,��� "� ��%� �
��
���� 
��*�� �� ���� ���� �
� ����������� f(x, y)1 = 1 ������� f(x, y)0 = 1	 1���� ���
��� ��$�� [x, y] �� G "���� ��� ���� �
 *��� ������
$� M �
� M

′
	 @�
�� �
 �
��$��� ]�" f

"��� ��3���� %���� 2ν(G) �
� ��
���� ���� K(f) "��� ��7
� �"� ��3���� ������
$�

M �
� M
′
"��� |M ∩M

′ | = K(f) ��
����	

!� �� #
�"
 ���� ���� � ]�" ��
 *� ��
�������� �
 ����
����� ���� 9��� S6T:	 �

:����1 !-�/- .�	 ��� ����	���� �	��
�� ��� ������ ��� �
� ���� �����	������  ���
����

���� �� �����! ��� ����	�������� �� � ������� ,�����
���  ��	���
 �	��
 H ���
 ���	���

dH(z) ≤ 2 ��	 ���
 ��	��� z!�

'� �
� �	��
 �� .���	� 4�6� �� ���
� ������ � ,�����
��� H ���������� �� �
� ����� �� �



���	 �	����
��" ��� ���� �� 0� '� �� �
��	
� ��� �
� ����� �� ��� ������� ����
����� $
� ���

������� ����
���� M ��� M
′
���
 |M ∩M

′ | ������� �	� M = M
′
����� �� �
� 
����

�����" �
� ���� �� �
�� ,�����
��� �� 7�

8� ���� ���$�� "� ��
 ������ ���� 1������� =	6? �
� =	6M	

4 ����� !-�)- '� G = (V,E) �� � ��	���� �� ��� ����	���� �� ��
������
 ���� � �������

k ��� � ������� ��� R �� ����� �� �� ��
�	�� �� 	�� �� ���
 � ��� �
�� ��	 i = k, k +
1, . . . , ν(G)� G 
�� � ������� ����
��� Mi ���
 |Mi ∩R| = i�

:����1 !-�+- '� � �	��
 G ���
 �
� '� �	���	��� �
�	� ������ � ��� R ���
 |R| = ν(G)
���
 �
�� ��	 i = 0, 1, . . . , ν(G) G 
�� � ������� ����
��� Mi ���
 |Mi ∩ R| = i �� ���

��
� �� G 
�� ��� ���#���� ������� ����
�����

>Q



$ $ ����	
����

'� �
��
� �� ������� �
�� ������ �� � �	��
 ��� ������� ����
���� �
�� �	� �� ���#����

�� ������
� �� NP�����
���� $
�� �� �� ��������� �����%����� �� �
� NP�����
������� ��

�������� �
��
�	 � 4�	���
�	 �	��
 
�� �� ���� 4���
�	��� 8149�

�� "��� 
�" ���" ���� ����� �� �
 ��$������ �� �������
� �� ���� ������� ��� ����� ��%�

�"� ���0��
� ��3���� ������
$�	

!
 S=6T� �� �� ���"
 ���� 7
��
$ � ��3���� 
��*�� �� ��$�� ���� ��
 *� ������� "��� <

������ �� NP-���� �
 �����$�����	
@���%�$��
 ��� ��%������ 9��� S;<T: �
 ��$������ ��� ��
�������
$ �
 � $���� � ������� $����

H "��� dH(v) ≤ 2 ��� ���� %����3 v� "���� ��
���
� 
� ����
$�� �
� "���� ��� � ��3����


��*�� �� ��$��	

(��� �
 ��$������ ��
 *� ���� �
 $����� "���� ��� �
�� ��� ������ ��� ����
$��� 9����� ���

��� �� ������ ��
�-������� $����� 9��� S<;T� SM6T:	 �� �*���
 ��� �����"�
$	

4 ����� !-��- '� G �� � 
������	���� �	��
� ��� ��� ����	���� �� ��
������
 ���� �
��
�	

G �������� ��� ���#���� ������� ����
�����

����#� �� ����� ��� ��$������ �� @���%�$��
 ���� $�%�� � ������� $���� H "��� dH(v) ≤ 2
��� ���� v� "���� ��
���
� 
� ����
$�� �
� "���� ��� � ��3���� 
��*�� |E(H)| �� ��$��	
(�
�� G ��� 
� ��� ����� �� ��
$�� > �� ����� E(H) ��� 
� ��� ����� �
� �� ��������� ���
�
��
 �� �"� ���0��
� ������
$� M1 �
� M2	

�� ��

�� ��%� |E(H)| > 2ν(G) *������ ���� "���� ����� ���� H ��
���
� � ������
$

M "��� |M | > ν(G)	 (� "� ��%� |E(H)| ≤ 2ν(G) �
� �� |E(H)| < 2ν(G)� ���
 �������
G ��

�� ��
���
 �"� ���0��
� ��3���� ������
$�	 (� ������ "� ��%� |E(H)| = 2ν(G)	
(�
�� |M1|, |M2| ≤ ν(G) �
� |E(H)| = 2ν(G) = |M1|+|M2|� "� ��%� �"� ���0��
� ������
$�
M1 �
� M2 "��� |M1| = |M2| = ν(G)	 �

���� 1������� =	6? �
� =	<6 "� �*���
 ��� �����"�
$	

*�������� !-��- '� G �� � ������ �
�	� �

 ���
�� �	� �	����
��� ��� ��� ����	���� ��

��
������
 ���� �
��
�	 �
�	� ������ � ������� ��� R �� ����� �
�� �� P�������
� ��	 P =
{0, 1, . . . , ν(G)}�

!� ������ *� 
���� ���� �
 ����� �� 7
� �"� ��3���� ������
$� M �
� M
′
"��� |M ∩M

′ |
��
����� "� "���� 
��� �� �
������� "��$��� �
 ��� ��$��� *�� ������
��� ���� ��

�� *�

��
���� *� ��� �*�%� ��$������	

��� �
����	�
�

�� ��%� �3���
�� ��� ���*��� �� 7
��
$ � ��
���� ��*��� R �� ��$�� ��� "���� �����

�3��� ��3���� ������
$� Mi "��� |Mi∩R| = pi ��� ���� $�%�
 %����� �� pi	 ������� �������

��%� *��
 �*���
�� ��� ���� ������� �� $����� 9��$���� *�������� $������ �������� ��� �����

>6



��
���� $ ����	���� �
�����%� �� ���� �	
���� �" %�
���

"��� ����
$��� �
��� 			:	 !
 $�
����� ��� ���*��� �������� ��� �������
����
 �� � ��������

�����
���
$ ����� 9(8 ���*���: "���� ������3��� ������ �� ���
	 ������� �������� �� 
�����

�� �3��
� ��� ������� �� ����� ������� �� $�����	 !
 ���������� ��� ���� �� $�
���� ��� �����

"���� *� �
�������
$ �� �
���,� ��
�� ����� ��� �3����� ��� !�-������� $�����	

1���� ���*���� ���� �� *� ���� ��A���� ���
 ��� ���

�
$ ���� ���*���� �
 *��������

$����� ��
���
�� �
 ��� �
���������
2 ��� �����
 �� ���� �� �� � ������� ���� �� ����� �������

�
���������
� �� ��
���
�� �
 S=;T� � ������
$ �� �
 �
���������
 ���*��� �� �"� ��������

�
� ��� *�������
$ (R,B) �
����� � ��������
 �������2 ��� ����� "� ������ ��%�� �
 �������

�� ��� ��������
 �������� � ����
� ������� "���� �
����
��
� ���� ��� ��� ������� �
 G	

(��� ���*���� ��� #
�"
 �� *� ���%�*�� �
 ����
����� ���� 9��� S>?T:	

><



������� �

�� � 
���� �������
 ������� ���
��


���� 	�
����� ����
�����

����
�����
�

!
  ������ 6� "� �
�������� ��� 7��� �� �������� ����$����� "���� ����� "��� ��� ����
-

��������
 �� �������� �*0���� ���� ����� ���0�����
�	

@��� "� ����� ��
����� � $���� ������
$ ���*��� "���� $�
�����,�� ��� *���� ���$� ����
-

��������
 ���*��� �
 �������� ����$����� 9���  ������ 6:	

�� ��� $�%�
 � ��

����� $���� G = (V,E) �
� � ���������
 P �� p ��*���� Pi �� %�������

�� G	 �� ��� ���� $�%�
 � ��� {1, 2, . . . , k} �� ������ �� "��� �� � ���������
 H �� p %������

h(Pi) = (h1
i , . . . , h

k
i ) ∈ N

k (i = 1, . . . , p)	

�� ��%� �� 7
� � k-��������
 V 1, V 2, . . . , V k �� V ���� ����

|Pi ∩ V j| = hj
i for all i ≤ p and all j ≤ k. 9;	6:

1��� ���*��� "��� *� ������ Λ(G, k,P,H)	 !� �� ����� ���� �
 ���� ����������
 ��� ���������
�� G ����� 
� ����	

�� ����� ���� 
�" �
 ��
����� � ������ �� ����
� μi �
 G2 "� "��� ��
��� *� Pi ��� 9�������:

��� �� %������� �
 μi �
� ��� ��
$�� �� μi "��� *� |Pi|	 ���
�%�� 
� ��
�����
 ��� ������ "�
����� ���
���� μi "��� ��� %����3 ��� Pi	 �� "��� ���
 ���� |Pi| ��� ��
$�� �� Pi	 !
 ��� ����

"���� ��� ��������� �� G ����� 
� ����� �� �� 
�� ���������%� �� ����� ���� ����
� μi 9�
�����

�� ��*������ ��*���� Pi �� %������� �� �*�%�:� "� ��
 �
���� ��
# ��� %������� �� � Pi �� ����

� ����
 μi	

1�� k-��������
 
��� 
�� *� � ������
$ �� G "���� ��0���
� %������� ��%� ������
� ������	

�� "��� ���# �
������
��� �� k���	������ �� k���
�	��� �� ������*� � ��������
 �� ��� %����3

��� �
�� k ��*���� 9����� �������:2 "��
�%�� "� "��� ��%� ��� ����� ���������
� �� ��%�
$

������
� ������ �
 ��0���
� %�������� "� "��� ���� ���� � �	���	 k-������
$	 1�� ��������
��
$

>=



��
���� * �� 
 %�
�� ��	����% ����	�� 
�����% "��� �������� ����%�
��!

����
��������
 ���*��� ���������� "��� ������ k-������
$� "��� *� ��
���� Λ∗(G, k,P,H)	

4�� �� ������ ��� �������
 *��"��
 ���� ���*��� �
� ��� *���� ���$� ����
�������
 ���*���

�
 �������� ����$�����	  �
����� ��� ������� ���� "���� G = (V,E) �� � $��� $����2 ���
%����3 ��� �� V = {xrs | r = 1, . . . ,m; s = 1, . . . , n} �
� ��� ��$� ��� ��

E = {[xrs, xr,s+1]| s = 1, . . . , n− 1; r = 1, . . . ,m}⋃

{[xrs, xr+1,s]| r = 1, . . . ,m− 1; s = 1, . . . , n}

!� xrs �� ������� �
 ��" r �
� �����
 s �� ��� $���� ���
 *� ��#�
$ ��� P ��� ���������
 ��

����
� Pr = {xr1, . . . , xrn} ��� r = 1, . . . ,m� �
� Pm+s = {x1s, . . . , xms} ��� s = 1, . . . , n�
Λ(G, k,P,H) �� �3����� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� �
 �������� ����$�����2

���� hj
r 9����	 hj

m+s: �� ��� 
��*�� �� �������
��� �� ����� j �
 ��" r 9����	 �
 �����


s: 9�	�	 (h1
r , ..., h

k
r ) �
� (h1

m+s, ..., h
k
m+s) ��� ��� ����,�
��� �
� ��� %������� ���0�����
��

��������%���:	

8� ������� ��
���
�� ���%������� ��� ���*��� ��� k = 2 ��
����� �� ����
�������
$ � (0, 1)-
�����3 ���� ��� %������� �
� ����,�
��� ���0�����
�� �	�	� 
��*�� �� �������
��� �� 6 �
 ����

��" �
� �
 ���� �����
2 ���� ���� �� ���%�� �
 ����
����� ���� S?>T	

�� ������ ���� ��� k = 4� ���� ���*��� �� NP-�������� S6?T2 ��� k = 3 ��� ������3��� ������
�� ���
 *�� ���� ������� ����� "��� ���%�� �
 ����
����� ���� 9���  ������ ? �
� S6P� 6OT:	

!
 ���� ������� "� "��� ��
����� ���� �3��
���
� �
� %�������
� �� ���� *���� ���*��� *�

��#�
$ ���� $�
���� ������� �� $����� G ���� �� ������ *�������� $������ ���
�� $������ �����	

8� �
 ����������
 �� Λ(G, k,P,H) ��� �� ��
���
 ��� �����"�
$ ���*��� ��
�����
$ �
 �������-
�
$ ��� �����*�����
� �� ��� ������
� �
 � ���� ��*"�� 
��"��#	 1�� 
��"��# �� �������
���

*� � $���� G = (V,E) "���� ��� %������� ��� ��� ������
�	 )��� ����� ��
� �� ���������� "���
� ����
 Pi	 8�����
$ ���� ��� ��
�%����
 ��������
 �� �%��� ��
$�� ������
 ��#�� �
� ��
���

"� "�
� �� �������� ����� ��������
� "���� ��#�
$ �
�� �����
� ��� �����"�
$ ���������
���

�
 ��
�� j� ��� 
��*�� �� ������
� �
 ����� ��
� Pi "���� "��� *� ������ ��� ��
�%����
 �� hj
i 	

1�� ���*��� �� ����$
�
$ � ���� 9��
��: ��� ��� ��
�%����
 �� �%��� ������
 "��� ��� �*�%�

��
�����
�� �� ��������� Λ(G, k,P,H) �� ��� "���� �����*�����
� ��� �� ��#� ����� �
 � ������
�� k ��
���	 !
 ���� ������ �� �� ������� �� �%��� �����
$ �"� ��
������%� ������
� ���
$ ���

���� ����� ��
�2 ��� ����$
��
� �� ����� �� ���
 � ������ k-������
$ �� ��� �
������
$ $����

G �
� ��� ���*��� �� Λ∗(G, k,P,H)	

!
 �������
 �� ��� �������
���
�� ����������
� ��� ���*��� ��� *� %��"�� �
 � ������
�

��
��3� ������� �� ��
�����
� �����������
 �
 ��$��	 )���
������ "� ��� $�%�
 � ���������
 �� n

������
 %����*��� �� "��� �� � ���������
 �� ������� Pi 9���� �
� �� ���� �
%��%�� � ��*��� ��

��� ������
 %����*���:	 !� �� �������� �� 7
� �
 ����$
��
� �� %����� R����+ �� R�����+ �� ����

������
 %����*�� �
 ���� � "�� ���� �
 ���� ������ Pi ��� 
��*�� �� %����*��� "��� %����

R�����+ �� �3����� 9�� �� ����: � $�%�
 
��*�� hF
i 	 .����� ���� ���� "� ��%� � 
��*�� k

�� ������ "���� �� <	 1�� $�
���� k-������
$ ���� "���� ���
 ��������
� �� k-%����� ��$����

%����*���	

>;



* # ���	����
����

8���� �������
����� $�%�
 �
 (�����
 ;	6� "� "��� ��
����� ��� *���� ���*��� Λ(G, k,P,H)
�
 (�����
 ;	< "��� ��� ���� k = 2 9��A���� �
� ���� �����: �
� ��� $�
���� ���� k ≥ 3	
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��� �������	 �� ��
������ � ���� �� �����"�	 1���� �� � ���
 ���� Π "��� ν + α %�������	

)��� �
� �� ��� ν 7��� %������� �� Π �� ��
#�� *� �
 ��$� �� � ����� ��� ith ���� *��
$ ��*�����

*� xi 9"� ����� ����# �� � ��	���
� 
��� :	 )��� �
� �� ��� α 
�3� %������� �� Π �� ��
#�� ��

� �
���� ������ 9�� ����� �
 ��� ����� ����� �� �
� $��$�� ��� ���� ������:� ��� $��$�� ��� �

������ ch = xi∨xj ∨xk �� � ���� "��� 7%� %������� 9��*����� ah� bh� xi� xj �
� xk:� xi� xj �
�

xk *��
$ ��� 3 ���%��� �
� ah *��
$ ��
#�� �� Π *� �
 ��$�	 1�� ��$�� �
���� ��� $��$��

��� [ah, xi], [ah, bh], [bh, xj ] �
� [bh, xk] 9��� ��$��� ;	6 ��� �
 �3�����:	 .��� ���� ��� ����
��
�������� �� ��� ��� ��3���� ��$��� 3	
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�������� ��� ��� �
���
�� (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)	

�� � ����
 Ph = {ah} "��� h(Ph) = (1, 0)� � ����
 P
′
h = {xi, ah, bh} "��� h(P

′
h) = (2, 1)�

�
� � ����
 P
′′
h = {xj , bh, xk} "��� h(P

′′
h ) = (1, 2)	 1��
� ��� ���� Π �� � ����
 �
 P "���

h(Π) = (ν + α, 0)	 )%�
������� ��� ���� �������
�� �� � %����*�� xi �
 � ������ cr� �����

�� � ����
 ���� ��� %����*�� ���� i �� ��� ���� xi �
 ��� ������ $��$�� �� cr	 4�� �� ��
���

*� P r
i ���� ����
	 !� ��� ���� xi �
 ��� ������ $��$�� �� cr �� ��
#�� �� ar� ���
 "� ��%�

h(P r
i ) = (|P r

i | − 1, 1)� ���� "� ��%� h(P r
i ) = (|P r

i | − 2, 2)	
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� ���
� �� ����� *������ �� ��� ��� ����
� �� ��� ���� Ph� P
′
h �
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′′
h � �����

��� �
�� 3 "��� �� ������
$ ���� ������ $��$�� 9��� ��$��� ;	<� *���# %������� ��%� ����� 1�
"���� %������� ��%� ����� 2:	

��$��� ;	<� 1�� 3 �����*�� ������
$� ��� ��� ������ $��$�� �� ch = xi ∨ xj ∨ xk	

�����%��� *������ �� ��� ��� ����
� �� ��� ���� P r
i � $�%�
 �
� �� ��� 3 �����*�� ������
$� ��

��� ������ $��$�� �� ch = xi ∨ xj ∨ xk� �
� �
� �
�� �
� �� ��� %����*�� ���%�� ��*���� xi� xj

�
� xk ��� ����� 1� xi �
 ��� ������
$ �� ��$��� ;	<9�:� xj �
 ��� ������
$ �� ��$��� ;	<9*:� xk

�
 ��� ������
$ �� ��$��� ;	<9�:	 @�
��� $�%�
 � �������
 ��� Λ(G, 2,P,H) �
 ���� �
���
���
"� ��
 ������ �*���
 � �������
 ��� ��� ���������� �����7�*����� �
���
��� *� ����$
�
$ R����+

�� %����*��� "���� %����*�� ���%�� ��%� ����� 1 �
� R�����+ �� ��� ������	  �
%������� $�%�

� ����� ����$
��
�� ����$
 ����� 1 �� %����*�� ���%�� ���������� "��� R����+ %����*��� �
�
����� 2 �� ��� ������� �
� ����� ���� ������ $��$�� "��� ������� �� ��� ��
� %����*�� ����� ��

R����+ �
 ��� ���������� ������	 !� �����"� ���� ��� �*�%� ���������
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 � %����
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$	 �

>P



* # 1�����
�! ��	����%�

!
 ��� �*�%� ��
��������
� *� ��
������
$ Π �
�� � ��
$�� %����3 v� �
� ��� ��� ah �
�� v

9�	�	� a1 = . . . = aα = v: "� �*���
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 Pi �� P� hj
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= Pf !

�� P  i, f ≤ p!�

����� #����������� ���$���
 ���
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� �� ��� ���������� $���

$���� G	 &����*�� ���� �
 ���� ������� ���� "� ��%� c(P) = 2	

���� $�
������� "� ��
 ����� ��� �����"�
$	

4 ����� $-&- Λ(G, 2,P,H) �� ��
������

� ��
���
� �� c(P) = 2�

����#� �� ��
������ � �����$���� G′ �� �����"�	 8���$
 � %����3 Pi �� ���� ����
 Pi �
 P	
)��� %����3 �� G� "���� �� �
 Pi �
� �
 Pf �� �������
��� *� �
 ��$� �
 G′ *��"��
 Pi �
�

Pf 	 )��� %����3� "���� �� ��%���� *� � �
���� Pi �� ���������� "��� �
 ��$� �
 G′ *��"��

%����3 Pi �
� � 
�" %����3 P

′
i 	 (� ����� �� � �
�-��-�
� ��������
��
�� *��"��
 ��� %�������

�� G �
� ��� ��$�� �� G′	

1��
 � �������
� �� ����� �� �
�� "��� ��������
� �� � ��*��� F �� ��$�� �� G′ ���� ���� ���
���� %����3 Pi, F ��� h1

i ��$�� ��0���
� �� Pi 9����� �� 
� ����������
 ��� ��� %������� P
′
i :	

!
 G′� ��� ��$�� �� F "��� $�%� V 1 �
 G �
� ��� ��$�� 
�� �
 F "��� ��������
� �� V 2 �
 G	

1���� ��� ����
����� ��$������� 9��� S>?T: �� ��
������ ���� ��*���� F �� ���� �3��� �� ��

������ ���� ����� �� 
� �������
	 �

'
� ��
 ����%� ��� �����"�
$ ���� ������� �
 S=OT	

4 ����� $-/- Λ(G, 2,P,H) �� ��
������

� ��
���
� �� 2���(P) = 2�

����#� (�����
$ ���� ��� �
������
 ���� �� ���� �
� �� ��� �"� 
����� �������� ��%���
$ P�
�
� ��
 *���� � 
��"��# ]�" ����� "���� � �������*�� �
��$��� ]�" "��� ��7
� ��� ��*���

V 1 ⊆ V �
� V 2 = V − V 1 "��� *� �*���
�� ����������� �� ���"
 �
 S=OT	

8����� P ��
 *� ���������� �
�� 
����� ��*�������� A �
� B	 �� �������
� *��� ��������

*� ��� �
������
 ���� �� ����� ��*���� Pi	 8 ������ a 9����	 � ��
# b: �� ��
#�� �� ��� ��3����

9�
������
"���: ��*���� �� A 9����	 B:	 �� ��
# ���� l ∈ V �� ��� �
���� ��
���� ��*���

Ar �� A 9����	 Bs �� B: "���� ��
���
� l *� �
 ��� (Ar, l) 9����	 (l, Bs):	 1�� 
��"��# ��
�*���
�� *� ����
��
$ ��� �����
�
$ ��$�� ���� a �� b	 1�� ��� �
����
$ 9����	 ���%�
$: ����

Pi �
 A 9����	 B: ��� � �������� �
� � ��"�� *��
� �� ]�" ����� �� h1
i 	 1�� ���� ��0���
�

�� ��� %������� ��������
��
$ �� ��� �����
�� �� V ��%� �������� 1 �
� � ��"�� *��
� ��
]�" ����� �� Q	

>O



��
���� * �� 
 %�
�� ��	����% ����	�� 
�����% "��� �������� ����%�
��!

!
 ��$��� ;	= �
 �3����� �� $�%�
 ��� � ��� V = {1, 2, . . . , 7} �
� � ������ P "��� .���(P) = 2	
@��� A = ({1, 2}, {3, 4, 5}, {6, 7}) �
� B = ({1, 3, 6}, {2, 4}, {5, 7},
{1, 3, 5, 6, 7})	 1�� %����� h1

i ��� ���"
 �
 *���#���	

��$��� ;	=� 1�� 
��"��# ���������� "��� � ������ P "��� .���(P) = 2	

1���� �� � �
�-��-�
� ��������
��
�� *��"��
 ��� �����*�� �
��$��� ]�"� ���� a �� b �
� ���

��*��� V 1 �� %������� �
 � ������
$ (V 1, V 2) ��������
$ ��� ���������
��	 �

4 ����� $-)- ��� G �� �� �	���	�	� �	��
 ��� P � ����
� �� �
���� Pi ���
 �
�� ��� Pi


�� �� ���� ��� ��	����� ��
������ �� ���� ��
�	 �
���� �� P� $
�� Λ(G, 2,P,H) ��� ��

��
��� �� ��
������
 �����

����#� �� ����� ���
����� ��� ���*��� �
�� � 2SAT ���*��� "���� �� #
�"
 �� *�

����
������� ���%�*�� S=T	

�� ��������� � *�
��� %����*�� x "��� �%��� %����3 �� G "���� *���
$� �� �� ����� �"� ����
�

Pi	 .����� ���� "� ��� ������ ���� min{h1
i , h

2
i } ≥ 1� i ≤ p� �����"��� ����� �� �
�� �
�

����� �������
$ �
 Pi �
� ��� ���*��� ��
 *� �������	 �� 7��� ����%� ��� %������� "����

*���
$ �� �3����� �
� Pi 9����� "��� *� ��
������� �����:	 .�" ���� Pi ��
���
� �
� �� �"�

%�������	 ��� ���� Pi "���� ��� �3����� �"� %�������� ��� x �
� y� "���� *���
$ �� �����

����
�� "� "���� � ������ ci �� �����"�	

!� h1
i = 2, h2

i = 1� "� ��� ci = x
∨

y 9���� ���
� ���� �� ����� �
� �� ��� %������� x, y ����

��%� ����� 6: �
� �� h1
i = 1, h2

i = 2� "� ��� ci = x̄
∨

ȳ 9�� ����� �
� �� x, y ���� ��%�

����� <:	 !� min{h1
i , h

2
i } ≥ 2� "� �� 
����
$ 9��
�� x �
� y ��
 $�� �
� �����:	 ��
����

"��
 h1
i = h2

i = 1� "� �
������� � ��
�����
� x = ȳ 9*������ x �
� y ���� $�� ������
�

������:	 ��� �
� Pi "���� ��� �3����� �
� %����3 *���
$�
$ �� ���� ���
 �
� ����
 �
 P�
"� �� 
����
$ ��
�� *� ���������
 9min{h1

i , h
2
i } ≥ 1: ���� %����3 ��
 ��%� �
� �����	 ��

��7
� C =
∧q

i=1 ci �
� ���
$ ��� �������� ��
�����
�� x = ȳ "� ��� ��*������� %����*�� ȳ ��

%����*�� x	 �� ��� ���� "��� � 2SAT �
���
��	 !� ��� � �������
 �� �
� �
�� �� Λ(G, 2,P,H)

?Q



* # 1�����
�! ��	����%�

��� � �������
	

���� � �������
 �� 2SAT � "� ����%� � ��������
 V 1, V 2 �� ��� %������� ���������� "��� ���

*�
��� %����*���	 1�� *�������
$ V 1, V 2 �� ��� %������� �� G *���
$�
$ �� ���� ���
 �
�

����
 �� P �� $�%�
 *� V 1 = {v| v �� ����}� V 2 = {v| v �� �����}	 ��� ���� Pi �� �� �����*�� ��

����$
 ����� 6 �� < �� ��� �
������� ��� %������� �� ���� ��� 
��*�� �� �������
��� �� �����

j �� hj
i 9��� j = 1, 2:	 1��� "��� ���%��� ��� �������� ������
$ �� G	

 �
%������ �� Λ(G, 2,P,H) ��� � �������
� ���
 *� �����
$ x �� R����+ 9����	 x R�����+: ��� ���

%����*��� ��������
��
$ �� ��� %������� x "���� ��� �
 ���� ���
 �
� ����
 �
� ��%� �����

6 9����	 ����� <:� "� "��� ������� ��� ������� �
 C 9�� "��� �� ��� �������� ��
�����
��:	 �

4 ����� $-�+- '� G = (V,U) �� � ��	����� �	�� ��� ���
 Pi ∈ P �� � ��	����� ���
� �
��

Λ(G, 2,P,H) ��� �� ��
��� �� ��
������
 �����

����#� .����� ���� ��� �
����
�� �����3 9����� × %�������: �� ���� � $���� �� �������

�
��������	 (� �� "� "���� ��� ������ A� = �� � ≤ � ≤ � "���� aiv = 1 �� ���� Pi

��
���
� %����3 v 9�� aiv = 0 ����: �
� bi = h1
i � ���
 "� ��� ����# �
 ����
����� ���� "���

� ��
��� ���$�����
$ ���%�� "������ ��� ������ ��� � �������
2 �� �� �� ��� ���� ����� �� �


�
��$��� �������
 9��
�� A �� ������� �
��������: "���� $�%�� V 1� �
� V 2 = V − V 1 "����

���� � ��������
 �� V ��������
$ ��� ���������
��	 �

����� %�
 ���
 k ≥ 3

4�� �� 7��� ��
����� ��� ������� ���� "���� ��� Pi+� ��%� ��,� |Pi| ≤ 2	

4 ����� $-��- .�	 ��� �	��
 G ��� ��� P ���
 �
�� ���	� |Pi| ≤ 2� Λ(G, k,P,H) ���

�� ��
��� �� ��
������
 �����

����#�  �
����� Λ(G, k,P,H)	 )����
��� ��� Pi+� ���� ���� hj
i = 2 ��� ���� ����� j ≤ k

9����� ��%� � �
���� ������
$: �
� ����� ��� ��������
� ������� *� ����� �����
����
�	 ��

���� ����� ��� ��������
� ��� �� ����
� Pi "��� |Pi| = 1	
 �
����� � ���� Pi, Pf "��� |Pi ∩ Pf | = 1	 4�� Πl *� ��� ��� �� ������ j "��� hj

l > 0	 !�
Πi ∩Πf = ∅� ����� �� 
� �������
2 �� |Πi ∩Πf | = 1� ���
 ����$
 ���� ����� �� ��� %����3 �

Pi ∩ Pf �
� ��� ���� �� Pi, Pf �� ���� �������
��	 �� ����� ����� ��������
� �
��� ������

"� $�� � ��
���������
 �� "� ��%� � ���������
 �� ��

����� �����
�
�� C1, ..., Cr "���� �


���� ��

����� �����
�
� ��� Pi+� ��%� ��� ���� ��� Πi �� �����*�� ������ 9�����*�� ����

|Pi| = 2 �
� |Πi| = 2:	 1��
 ��� ���*��� ��� � �������
 �� �
� �
�� �� �%��� ��

�����

�����
�
� �� *��������	 �

��� ��� ���� "���� ��� 
��*�� �� ������ �� k = 3� "� ��%� ��� �����"�
$	

4 ����� $-��- Λ(G, 3,P,H) �� NP�����
��� �
�� |Pi| = 3, hj
i = 1 ��	 i = 1, . . . , p, j =

1, 2, 3 ��� c(P) = 2�

?6



��
���� * �� 
 %�
�� ��	����% ����	�� 
�����% "��� �������� ����%�
��!

����#� �� ��� � ���
���������
 ���� ��$� =-������
$ �� � =-��$���� $���� G
′
	 1��� ���*���

�� #
�"
 �� *� NP-�������� S;=T	
�� "��� ��
������ � $���� G �
� � ������ P �� ����
� �
 G	 �� "��� ��������� � ����
 Pi �


G "��� ���� %����3 wi �� G
′
2 ���� ��$� [wi, wf ] �� G

′
�� ���������� "��� � %����3 vif ≡ vfi ��

V (G). Pi "��� *� � ����
 �
 G ��
���
�
$ ��� ����� %������� ��������
��
$ �� ��� ����� ��$��

��0���
� �� wi �
 G′	 !� �
 G′ %����3 wi �� ��0���
� �� wr, ws �
� wt 9r < s < t:� ���
 �
 G�

Pi = {vir, vis, vit}� �
� ��� ��������
��
$ ����
 "��� *� ������ *� ��$�� [vir, vis], [vis, vit]	

�� ��� hj
i = 1 ��� i = 1, . . . , p �
� j = 1, 2, 3	 1��
 ����� �� �
 ��$� =-������
$ �� G′ �� �
�

�
�� �� ����� �� � ��������
 V 1, V 2, V 3 �� V (G) ���� ���� ��� ���� Pi, |Pi
⋂

V j| = 1 = hj
i ���

�
� i, j	 �

1������ ;	6< �� *��� �����*�� ��
�� ���� 1������ ;	66 ��� ���*��� �� ���� "��
 |Pi| ≤ 2
��� ��� i ≤ p	

:����1 $-�!- ����	���� �� ;	��*�< �
��	��  ��� 8=9!� �
� �
	������ �����	 χ(G) �� �

4�	���
�	 ��������� �	��
 G �� 4 ��
��� G �� ���
�	 � �
�%�� �� ���	 ��	�����  �� �
��
 ����

χ(G) = 4! �	 � ����	���� �	��
  �� �
��
 ���� χ(G) = 2!�
+���� ���� 4���
�	��� �� NP�����
��� �� 4�	���
�	 �	��
� 8149� �� ��� �����( ���� 4���
�	���

�� � 4�	���
�	 �	��
 G �� NP�����
��� ���� �� χ(G) = 3�
�����	��
�� ���� �
�� �� � ��������� �	��
 G �� ���� 4���
�	��
� �
�� Δ(G) ≤ 3 ��� �
��

���
�	 G �� � �
�%�� �� ���	 ��	����� �	 χ(G) ≤ 3�

����� %�
 ���
 ��
�
 G �� � ����� �� � 
�

 ��	 k > 2

�� "��� 
�" ��
����� Λ(G, k,P,H) "���� G �� � ����� ���� Pi �� � ����
 �� G �
� �����������

��� �
� �"� ����
� Pi, Pf �
 P "� ��%� |Pi
⋂

Pf | ≤ 1	 !
 ���� � ���� "� ��%� ��� �����"�
$	

9���� $-�$- '� G �� � �	�� ��� �� �
� ����
� P �� �
���� �� G �������� |Pi
⋂

Pf | ≤ 1 ��	

�

 i, f ≤ p� �
�� �
�	� �� �� �	��	  �
��
 �� ��

 ��������
 �	��	! �� �
���� ���
 �
�� ��	

��� q > 1

|Pq

⋂
(
q−1⋃
i=1

Pi)| ≤ 1

����#� .����� 7��� ���� "� ��
 ������ |Pi| ≥ 2 ��� ���� i ≤ p	 1��� ������� ���� "� ��

��

��%� Pi ⊂ Pf � ��� �
� i, f ≤ p 9i 
= f:	 .�" G ��� � ��
��
� %����3 ��
���
�� �
 �3�����

�
� ����
 Pi �� P	 1��� ����
 "��� *� ������ P12 "� ����%� �� ���� P �� "��� �� ��� %�������
*���
$�
$ �� P1 �
��	 .�" "� ��
 7
� �
����� ��
��
� %����3 �� ��� �����
�
$ ���� G′ �
�
���� �������
�� P2	 �� "��� ���� 7
� � 
��*���
$ �� ��� ����
� �� P "���� �����7�� ���

���������
��	 �

�� "��� ������*� *���" �
 ��$������ ��� ���%�
$ Λ(G, k,P,H) �
 � ���� G = T 2 �
 ����

��������� 9������ �� : "� "��� ��%� �� �������
� ��� ���� %����3 �� T ��� R������+ ������ ��

"��� �� ��� R���*����
+ ������2 ���� � ��������� "��� ���� *� �*�� �� ������ ��
���������
� �


?<



* # 1�����
�! ��	����%�

��� ���� "���� ����� ���� 
� �������
 �3����	 8 ����� c �� ���� �� *� ��	��� 9����	 ��	������:

��� � %����3 v �� ����� �3���� 
� �����*�� �������
 "���� v ��� � ����� c′ 
= c 9����	 "���� v

��� ����� c:	

1�� ��������� �� "���� ��#�� � �������� ��� �� � ��3���� ]�" �
 � *�������� $����

��
 *� �#������ �� �����"�	

���
����� ;;* <;��
�� ��� ;�������� *�����.	 4�� �� ��
����� � ����
 Pi �
� ���

�� ��
��� *� x1, ..., xν ��� %������� �
 Pi	 4�� Πi *� ��� ��� �� ������ �������� �
 Pi� �	�	�

Πi = {j | hj
i > 0}	 ��� ���� %����3 xl� l = 1, ..., ν� πl ��
���� ��� ��� �� �����*�� ������ ���

xl� �	�	 πl =
⋂

i|xl∈Pi
Πi	

�� ��
������ ��� �����"�
$ *�������� $���� G = (X,Y,E) "��� X = {x1, ..., xν}� Y = Πi�

�
� [xl, j] ∈ E �� j ∈ πl2 ��� �������� �� [xl, j] �� ����� �� 6	 1� $�� � 
��"��# N � "� ��� �

������ s "��� �
 ��� �� �������� 6 ���� s �� ���� %����3 �
 X �
� � ��
# t "��� �
 ��� ����

���� %����3 j �
 Y �� t2 ��� �������� �� (j, t) �� ����� �� hj
i ��� ��� j ∈ Y 	 8
� �
��$��� ]�"

���� s �� t ��������
$ ��� ���� ��� �� s $�%�� � �����*�� ������
$ �� ��� %������� �
 Pi	 1�

�
� ��$� [xl, j] ∈ E "���� �� ��������� �
 �%��� ��3���� ]�" ��������
�� � ������ ����� j

��� xl	 1� �
� ��$� [xl, j] ∈ E "��� � ]�" ����� �� Q �
 �%��� ��3���� ]�" ��������
�� �

����� j ���*����
 ��� xl	

.��� ���� �� �� ���� �� �������
� ��� ��� ��$�� ��������� 9����	 "��� 
� ]�": �
 �%��� ��3�-

��� ]�"	 ��� ���� ��$� [xl, j] �
 E� �������� [xl, j] 9����	 ����� � ]�" ���� s �� t �����$�

[xl, j]: �
� ������� � 
�" ��3���� ]�" �
 ��� �*���
�� 
��"��#	 !� ��� %���� �� ���� ]�"

�� ��"�� ���
 ��� ���$�
�� ��3���� ]�"� ���
 [xl, j] �� ��������� 9����	 "��� 
� ]�": �

�%��� ��3���� ]�"	

��������� �� ������ 7
�� ��� ���*����
 ������ �� � ������ ����� ��� � %����3 v �� ��
������

���� ����� �� 
� ���� ���*����
 ����� 
�� ������ �����	 !� ��� ��� πv �� �����*�� ������ ���

v �� πv = {1, ..., k} �
������� ��� ���� %����3 v� "� 
����� ���� 7
��
$ � ������ ����� c ��� v

������� πv �� � ��� πv = {c} �
� 7
��
$ ��� ���*����
 ������ ci1 , ..., ciq ��� v �������� πv *�

πv = πv − {ci1 , ..., ciq}	
(�
�� "� "��� ����� �� �� ��
$ �� ���*����
 �� ������ ������ ��
 *� ���
�� �� "��� *� ������

�� ���� |V |k �����	
 ������ "� ����%� ��� %������� "���� ��%� � ������ ����� �
� "� ������ ��� %����� hj

i ��-

�����
$�� �� "��� �� ��� ���� Πi	

8� ��� �
� �� ��� �������� ����������
� �� �� "� "��� ������ ��%� �����%���� � ��
���������


9πv = ∅ ��� ���� %����3 v: �� �*���
�� ��� ���� %����3 v � ��� πv "��� |πv| ≥ 2	

4 ����� $-��- '� G �� � �	�� ��� P � ����
� �� �
���� �� G ���������� |Pi
⋂

Pf | ≤ 1 ��	

��� i, f ≤ p  i 
= f!� �
�� Λ(G, k,P,H) ��� �� ��
��� �� ��
������
 �����

����#� �� ����� *� ������
$ ��� �� ���������2 �� ��� �����
 ���� �
� ��� �� ����%�

���� %������� "��� ������ ������2 �
 ���� � ���� "� $�� � ������ �
� "� ����� ��� ���������

?=



��
���� * �� 
 %�
�� ��	����% ����	�� 
�����% "��� �������� ����%�
��!

�
 ���� ��

����� �����
�
� ����������	

�	�	�	$	 "� ��
����� � ���� G �
� "� ��
������ � ��
�
���� ����� P1, ..., Pp �� ��� ����
�

�� P	 (�
�� "� ����� ��������� �� �
��� ����� ��� 
� ���� ������ ������ �
� 
������

���*����
 ������� "� ��%� ��� �����"�
$	

;�
� $-�'- '� �� � �
��� Pi � ����
� �	���	�	� ��	��� v 
�� ���� ����� � ������
� ��
�	 c ∈ πv�

�
�	� ������ �� ���������� �� ������
� ��
�	� c(w) ∈ πw �� �

 	�������� ��	����� w �� Pi

���
 �
�� Pi 
�� �����
� hj
i ��	����� �� ��
�	 j (1 ≤ j ≤ k)�

!� �� ���
 �����*�� �� ����� ��� %������� �� G *� ��
������
$ ��� ����
� P1, ..., Pp �
 ���

��
�
���� ����� 9������
$ ���� �
� %����3 �� P1:	  ������ "� "��� *� �*�� �� �3��
� ���

������
$ �� ��� %������� �� G ��
��� ��%�
$ ������� ��� %������� �� P1, ..., Pi� ��� ����
 Pi+1

��� �3����� �
� %����3 v "���� �� ������� ������� 9"��� � ����� �
 πv:	

1�� "���� ��������� �� ����
������

�� ��
����� �� ������
$ ��� ���� ����
 Pi � ��3���� ]�" ��$������ �
 � *�������� 
��"��#

"��� |Pi| %������� �
 ��� ���� �
� k %������� �
 ��� ��$��	 1� 7
� ��� ���*����
 ������ �
�

��� ������ ������� "� ��%� �� 7
� �� ���� |Pi|k ����� �
 ��$��
��
$ ����
 9���� ��#��

O(|Pi|k) ����:2 $��*���� "� ��%� � ������3��� O((|Pi|k)2) ��� $����
$ ��� ���*����
 ������
�
� ��� ������ ������	 ��� � ��3���� ]�" "� ��%� O((|Pi| + k)3) 9��� S6T:	 @�
�� �

����������
 �� �� ��� � ������3��� O((|Pi|+ k)3 + (|Pi|k)2)	 (�
�� "� ����� �� �� ����
|V |k ������ "� ��%� O(((|Pi| + k)3 + (|Pi|k)2)|V |k) �
� ��
�� |Pi| ≤ |V | "� 7
���� ��%�
O(((|V |+ k)3 + (|V |k)2)|V |k)	 �

����������� $-�&- '� G �� � ���
� ��� �� �
� ����
� P �� ���
 �
�� |Pi
⋂

Pf | ≤ 1 ��	 ���

i, f ≤ p ���
 i 
= f � �
�� Λ(G, k,P,H) ��� �� ��
��� �� ��
������
 �����

����#� �� ��#� � ��
������%� 
��*���
$ �� ��� ����
� Pi� �� �
 ��� ���� "���� G �� � ����

�� ���� |Pi
⋂

Pi+1| = 1 ��� ��� i ≤ p− 1 �
� �
 �������
 |Pp
⋂

P1| = 12 ��� v0 ∈ Pp
⋂

P1	

�� ������ ��
����� ��� �����"�
$ ���*���� Oj 9��� j = 1, ..., k:� 7
� � �����*�� ������
$ ����
���� v0 ��� ����� j	

1��� ����
�� �� ����%�
$ v0 �
� ������
$ ��� hj
i �������
$��2 ���� �� ������ Λ(G −

v0, k,P ′,H ′) "���� G− v0 �� � ����
	 �

���� $�
������ �� G �� � ������� �	�	� � ��

����� $���� "���� �
� �"� ������ ��%� �� ����

�
� �����
 %����3� ���
 "� ��
 ������� �� ��� � ���� �
 ��� �����"�
$ ������� ����	 4�� ��

������ ���� ���� Pi *���
$� �� �3����� �
� ����� 9�� �� � ����
 
�� ��
���
�� �
 � �����:	

)��� ����� C ��� ���� %������� "���� ��� *���
$ �� ����� ������ �� �� �3���
�� ����
�2 "�

����� ������ ���� ��� ����� %������� ��� 
���������� �
����
�� �� ����
� Pi	

!� �� 
�� ��A���� �� ��� ���� "� ��
 
��*�� ��� Pi+� �
 P �
 ���� � "�� ���� ��� ���

f ≤ p |Pf
⋂

(
⋃f−1

i=1 Pi)| ≤ 1 9�3���� ��� ��� ���� Pi+� "���� R�����+ � ����� �
 G:	

�� ��
 "��# ���������� �
 ���� ����� C �
� �������
� ��� �����*�� ������ ��� ��� ���� %����3�

?;



* $ ������ ��	����%�

�	�	� ��� %����3 ��

����
$ C �� ���� ����� �� ���� �3���
�� ����
 ��%���� *� ����
� Pi "���

������� �
�����	

�� ������� �� �
 ��� ���� �� ����� *� ������
$ �
 �� ��������� 7��� �
� ���
� �
 ����


� ��
���������
 ��� ��������� "� "��� *� �
 ��� ��������
 "���� "� ��%� ������ � ��
$�� Pi

9��
���
�� �
 �
 �3���
�� ����
: �� ����� "���� �3����� �
� %����3 �� ������� ������� �� "�

����� � ����� 9"��� �3����� �
� %����3 ������� �������:	 !
 ��� 7��� ���� "� ������� �� *�����

�
� �
 ��� ����
� �
�� "� ��%� ���� ��� ����� ��
 *� ������� *� �3��
��
$ ��� ������
$ ����

��� %����3 "���� ��� *��
 ������� �
� "� ��
��
��	 1��� "��� 7
���� ����� ��� "���� $����	

8� �
 ��� ���� �� ������ ��� ��������� "��� $�%� � �����*�� ������
$ �� �3��*�� � ��
���������
	

"�� ��
��� �
�
����	

@�%�
$ ��������� Λ(G, k,P,H) "� ����� �3���
� ��� ���� "���� ��� k-��������
 �� � ������

k-������
$ 9Λ∗(G, k,P,H):	

@��� "� ����� ������ ���� ��� �%��� ��$� e = [x, y] �
 G� ����� �� � ����
 μi "���� ���� e2 ����

������� �
 ���������� x, y ∈ Pi	 1��� ���������
 �� 
�� ���������%�� ��� e = [x, y] *� �
 ��$�
"���� �� 
�� ��%���� *� �
� μi �
 ��� ���������
 ��7
�� �
 Λ∗(G, k,P,H)	 �� ������� e *�

� ����
 μe = {x1
e = x, u1

e, x
2
e, u

2
e, ..., x

k−1
e , uk−1

e , xk
e = y} "���� x2

e, ..., x
k−1
e ��� 
�" %�������

�
� u1
e, ..., u

k−1
e ��� 
�" ��$��2 "� ��� Pe = {x1

e, ..., x
k
e} �
� hj

e = 1 ��� j = 1, ..., k	
1���� �� � ������ k-������
$ �� ��� �������
$ $���� G∗ "���� �� �������
 ��
Λ∗(G∗, k,P,H) �� ����� �� � ������ k-������
$ "���� �� �������
 �� Λ∗(G, k,P,H)� *������
x �
� y "��� 
���������� $�� ������
� ������ �
 �
� �����*�� ������
$ �� G∗	

����� &��$���
 ���
� �" ����
� ���������

4�� �� 
�" ��
����� ���� ����� ��� "���� ����
����� ���� ��$������� ��
 *� ���
�	

;�
� $-�/- Λ∗(G, 2,P,H) �� ��
������

� ��
���
��

=�����
�����	 .����� ���� �
 ���� Pi "��� ��� |Pi|� ��� %������� ��%� 
���������� ������
������	 (� "� ��
 ������ ���� ����� ��� �
�� ����
� �� �%�
 ��
$�� �
� ���� %����3 ���

*� ������� "��� ����� 6 �� <	 1�� ���*��� ���
 ��
����� �
 %������
$ "������ ��� $���� ��

*�������� �� 
��� "���� ��
 *� ��
� �
 ����
����� ����	

�� �*���
 ���� 1������ ;	6> �
� ��� �����	

*�������� $-�)- Λ∗(G, k,P,H) ��� �� ��
��� �� ��
������
 ���� �� G �� � �	��� P �� ���


�
�� |Pi
⋂

Pf | ≤ 1 ��	 i, f ≤ p  i 
= f! ��� hj
i ≤ 1 ��	 �

 i ≤ p� j ≤ k�

���� 
�" �
 "� "��� ��%� �� ��
����� ���������� ������ k-������
$� �� ����
� Pi �� G 9"���

�����*�� k > 2 �
� "��� hj
i �������
��� �� ����� j �
 ����
 Pi:	 (� "� "��� ����� *� �����
$

���� �����
���� ���������� �� ���� ������
$�	

�� ������ ���� � ����� j �� ��������
$ �
 � ����
 P �� hj = � |P |
2 �	 1�� ��� �� ������ j ����

���� hj > 0 "��� *� ��
���� *� Π	

?>



��
���� * �� 
 %�
�� ��	����% ����	�� 
�����% "��� �������� ����%�
��!

:����1 $-�+- '� P �� �� ��� �
��� ���
 � ����	����� ��
�	 a� �
�� a ����	� �������	�
� ��

���
 ��������� �� P �� ��� ��
�	����

:����1 $-��- '� P �� �� ���� �
��� ���
 � ����	����� ��
�	 a� �
�� a ����	� �������	�
� ��


���� �� ��� �������� �� P �� ��� ��
�	����

9���� $-��- ��� P �� � �
��� �� �� ��
�	�� ��� ������ �
�	� �� �� ����	����� ��
�	 ��

Π� .�	 ��� ��� ��
�	� e, d �� Π� ��� ��� ��� � �	���	 k���
�	��� �� P �
�	� e ��� d ����	

�� �
� ��������� �� P � '� ���� hd ≥ 2� �� ��� 
��� � ��
�	��� ���
 d ����		��� �� ���


����������

����#� 4�� P = {1, 2, ..., n} �
� ��� d �
� e *� ��� ������ "���� ��%� �� ����� �� ���

�
��	 8����� 7��� ���� n �� �%�
	 (���� ���� ��� ����� ����$
�
$ hd ����� ����� d �� %�������

1, 3 . . . , 2hd − 1 �
� ���� ��� ��$��� ����$
 he ����� ����� e �� %������� n, n − 2, . . . , n −
2(he − 1)	 !� �����
� max{0, n − 2he − 2hd + 2} ��0���
� %������� �
 ��� ��
���	 �� ��

7
� max{0, n

2 − he − hd + 1} 
�
��0���
� %������� ���
$ ����	 1�$����� "��� ��� %�������
2, 4, . . . , 2hd − 2 �
� n− 1, n − 3, n− 2he + 3� ���� $�%�� n

2 − 1 
�
 ��0���
� %�������	
!� n �� ���� "� ������ � ����� f 
= d, e 9"���� �3���� ��
�� ����� �� 
� ��������
$ �����:	 ��

����� %����3 n "��� e �
� "� �������� he *� �
�	 1��
 "� ����� ��� ���%���� ������
$� "���

����� f �������
$ ����� e� �� P ′ = P −{n}2 ���� "��� $�%� � ������ ������
$ �� P ��
�� %����3

n− 1 ��� ����� f �
� %����3 n ��� ����� e	

��
���� "� ����� *� ������
$ ��� 
�
 ��0���
� %������� "��� ��� �����
�
$ ������	 !� he +
hd − 1 ≥ n

2 � ���
 ��� �
������� %������� ��� 
�
��0���
� �
� ��� ������
$ ��
 *� ���������	

!
 ��� ����� ���� 9he + hd − 1 < n
2 :� "� ��%� �
 �
���%�� I �� n− 2he − 2hd + 2 ��
������%�

�
������� %������� �
 ��� ��
���	 �� ����� ��� �����
�
$ %������� �
 ��� ����� 2hd, 2hd +
2, ..., n−2he, n−2he +3, ..., n−1, 2, 4, ..., 2hd −2, 2hd +1, 2hd +3, ..., n−2he +1 �3������
$
�
� ����� *����� ��#�
$ ��� 
�3� �
�	 (�
�� ����� �� 
� ��������
$ ����� "� "��� $�� � ������

������
$ �� ��� ����
	

1� �*���
 � ������
$ "��� d �������
$ �
 1 �
� n� ��
����� P ′ = P −{n} �
� 9hd:+= hd− 1	
8���� ��� ������
$ ��$������ �� P ′ "��� ������ d �
� e	  ������ %����3 n− 1 "��� 
�� ��%�
����� d �
� "� ��
 ����� %����3 n "��� d �� $�� ��� �������� ������ ������
$ �� P 	 �

9���� $-�!- '� P �� �� ���� �
��� ���
 �����
� ��� ����	����� ��
�	 a� ��� ��� �
����

��� ��
�	 b ��� �����	��� � ��
�	��� �� P ���
 �
�� a ��� b �	� ����		��� �� �
� ����������

����#� 8����� 7��� b 
= a	  ���� ��� %������� 1, 3, 5, . . . , |P | − 1 "��� ����� a �
� ����� ���

%������� |P |, |P | − 2, . . . , 2 "��� ��� �����
�
$ ������ ������
$ "��� ����� b	

!� b = a� ���
 ����� a ������ �� *��� �
��� "� ����� %������� 1, 3, 5, . . . , |P | − 3 �
� |P | "���
����� a	 (�
�� ����� ��� 
� ����� ��������
$ ������� "� ��
 ����� ��� %������� |P | − 2, |P | −
4, . . . , 2, |P | − 1 "��� ��� �����
�
$ ������ �
� 
� ��
]��� "��� �����	 �

�� ����� ��� ���� ��� ��
$����
� Pi �
 P ��%� ��� �+ �������� 9 �
������%� (�
$����
�: ��

??



* $ ������ ��	����%�

��� �����"�
$ ������ �� � ��
$����
 Pi �� �
 �
���������� %����3 �� ���� Pc = {x1
c , x

2
c , ..., x

r
c =

Pi, x
r+1
c , ..., xs

c}� ���
 ������ x1
c , ..., x

r−1
c �� xr+1

c , ..., xs
c ��� ���� ��
$����
� �
 P	

����������� $-�$- ��� G �� � �
���� .�	 ��� Λ∗(G, k,P,H) ���
 |Pi
⋂

Pf | ≤ 1 ∀i 
=
f(i, f ≤ p) ��� �
�	� �

 ����
����� Pi 
��� �
� �+ �	���	��� �
�	� �� �� �%����
��� �	��
��

Λ∗(G∗, k,P∗,H∗) �
�	� �
� ����
� P∗ ��������(

 �! |P ∗
i | ≥ 2"

 �! |P ∗
i

⋂
P ∗

i+1| ≤ 1 (i < p∗) ��� P ∗
i

⋂
P ∗

f = ∅  i 
∈ {f − 1, f, f + 1}!�

&�	� >�%����
���< ����� �
�� ��� �	��
�� 
�� � ��
����� �� ��� ��
� �� �
� ��
�	 ��� 
�� �

��
������

����#� 8�����
$ ���� ��� %������� ��� $�%�
 �
 �
������
$ ����� �� 
��*���
$ ���
$ ���

����
� "� ��
 ��� ���� � ����
 Pi ������ �� ���� %����3 xd 9�� �
�� �� ���� %����3 xe: �� d

�� ��� �������� 9e �� ��� ���$���: �
��3 �
 Pi	

.�" ��
����� � ����
 Pc = {x1
c , ..., x

r
c , x

r+1
c , ..., xs

c} "���� x1
c , ..., x

r
c ��� ��
$����
� P 1

c , ..., P r
c

�
 P	 �� ����%� x1
c , ..., x

r
c �
� ������� Pc *� P ∗

c = {xr+1
c , y1, ..., yk−2} "��� h(P ∗

c ) =
(1, ..., 1, 0, 1, ..., 1) "���� ��� �����
$ ����� �� ��� ����� �� xr

c �
� y1, ..., yk−2 ��� 
�" %�������	

�� ���� �
������� P ∗∗
c = {xr+1

c , ..., xs
c} "��� ������� %����� �� hj

i �������
$ �� ��� ������

������� ����$
�� �� x1
c , ..., x

r
c 	 (��������� �� ����� �� � ����
 Pd = {x1

d, ..., x
t
d = x1

c} �
��
$
�� %����3 x1

c � "� ������� �� *� � ����
 P ∗
d = Pd − x1

c = {x1
d, ..., x

t−1
d } �
� �
������� P

′
d =

{xt−1
d , z1, ..., zk−2} "��� h(P

′
d) = (1, ..., 1, 0, 1, ..., 1) "���� ��� �����
$ ����� �� ��� ����� ��

x1
c 	 �� ������ ��� %����� hj

i �������
$��	 1��
 "� ��%� �
 ����%���
� ���*��� ��
�� xt−1
d

"��� 
�� $�� ��� ����� �� x1
c �
� xr+1

c "��� 
�� $�� ��� ����� �� xr
c	 (� "� ��%� ��� ��� ���*���

�
�� �"� ��*����
� �
� ��
$����
� �
 Pc ��%� *��
 ����%��	 �� �������
$ ���� "� $�� �


����%���
� ���*��� "��� ��� Pi+� %������
$ |Pi| ≥ 2	 �

4 ����� $-��- '� G �� � �
��� �
�	� �

 �
� ����
����� Pi 
��� �
� CS �	���	�� ��� P ��

���
 �
�� |Pi
⋂

Pf | ≤ 1 ∀i 
= f (i, f ≤ p)� �
�� Λ∗(G, k,P,H) ��� �� ��
��� �� ��
������


�����

����#� 8� ������� �����#��� "� ��
 ������ ���� k ≥ 3	

�	�	�	$	 "� ��
 ������ ���� P ��� ��� ���������� 9�: �
� 9*: $�%�
 �
 ����������
 ;	<;	

 �
����� 
�" ��� ���*��� Λ∗(G, k, P,H)	 1� ���%� �� "� ��� � ��������� ������� �� ��� �
�
���� ��� Λ(G, k, P,H)	 !� �
� ��
���������
 ������ ����
$ ��� �����"�
$ ������ ����$
��
��
���
 ����� �� 
� �������
	

• "��
�%�� � %����3 v ∈ Pi
⋂

Pi+1 �� ����$
�� ���� ����� j "� ������ ��� ���������� ��

�����"�� hj
i ← hj

i − 1;hj
i+1 ← hj

i+1 − 12 �� hj
i = 0� ���
 ��� Πi ← Πi− {j}2 �� hj+1

i = 0�
���
 ��� Πi+1 ← Πi+1 − {j}2

• �� ����� �3���� 1 ≤ i < p ���� ���� Πi
⋂

Πi+1 = ∅� ���
 ����� �� 
� �������
2

?M



��
���� * �� 
 %�
�� ��	����% ����	�� 
�����% "��� �������� ����%�
��!

• �� ����� �3���� 1 ≤ i < p ���� ���� |Πi
⋂

Πi+1| = 1� ���
 ����� Pi
⋂

Pi+1 "��� ���

�����
 �����2

• ��� ���� ��� Pi "��� � ��������
$ ������ ��� j� ����$
 ����� j �� *��� �
����
�� �� Pi2

• ��� ���� �%�
 Pi "��� � ��������
$ ������ ��� j, j ���� *� ����$
�� �� �
� �� ��� �
�-

���
�� �� Pi	 ��� 1 < i < p�

�� j /∈ Πi−1
⋃

Πi+1� ���
 ����� �� 
� �������
2

�� j /∈ Πi−1� ���
 ����$
 ����� j �� Pi
⋂

Pi+12

�� j /∈ Πi+1� ���
 ����$
 ����� j �� Pi
⋂

Pi−1	

��� �
� ������� %����3� �����$��� ��� �����*�� ����������
� �� ���� ������
$ �� ��� ���%����

�
� 
�3� �
���������
� �
 ��� �����"�
$ "��2 �� �
� ��
���������
 ������� ����� �� 
� �������
	

8����� ���� v ∈ Pi
⋂

Pi+1 ��� *��
 ������� "��� j�

• �� l 
= j �� � ��������
$ ����� �� Pi 9����	 Pi+1:� ���
 ����� ��� ���� 9����	 ��$��:

�
����
� �� Pi 9����	 Pi+1: "��� l2

• �� |Πi
⋂

Πi−1| = 1 (i > 1) 9����	 |Πi+1
⋂

Πi+2| = 1 (i < p − 2))� ����$
 ��� �
����
����� l ���� ���� hl

i ≥ 1 �
� hl
i−1 ≥ 1 9����	 hl

i+1 ≥ 1 �
� hl
i+2 ≥ 1: �� Pi

⋂
Pi−1

9����	 Pi+1
⋂

Pi+2:	

8� ���� ����� �� 
� ��
���������
 ��������� "� ��%� � ��� �� ������� %������� ������� ��

�
���������
� �� ����
� Pi	 !
 �������
� �
� ���� {Pi, Pi+1} (i < p) ���� ���� Pi
⋂

Pi+1 �� �
-

������� %���7�� |Πi
⋂

Πi+1| ≥ 2 �
� �� j �� � ����� ��������
$ Pi ���
 j ∈ Πi−1
⋂

Πi
⋂

Πi+1�

1 < i < p	

�����%��� �� �
� �
����
� �� Pi (1 ≤ i ≤ p) �� ������� �������� �
� ����� �����
�
$ �
 Πi ��

�������*�� "��� �� �
� ��
 *� ���� �� ����� ��� ����� �
����
�2 �� Pi ��� � ��������
$ �����

�� �� ��� �
� ������� ����$
��	

1�� ���*��� ��� � �������
 "���� ��
 *� �*���
�� �
 �"� ���� �����	

98: ����� "� ����$
 � ����� �� ��� �
������� �
���������
 Pi
⋂

Pi+1(i < p)� �
 ��� �����"�
$
"��	 4�� Pi

⋂
Pi+1 *� ��� 7��� �
������� �
���������
 �
 G2 ����� Pi

⋂
Pi+1 "��� �
�

����� j ∈ Πi
⋂

Πi+1	 !� i = 1� ����� ��� 7��� �
����
� �� Pi "��� �
� ����"�� �����	

!� Pi+1
⋂

Pi+2 �� �
������� (i + 1 < p) ���
 ����� �� �� ����� �
� ����� ������
� ����
j �
 Πi+1

⋂
Πi+22 �� ����� �� � ��������
$ ����� l �
 Pi+1� �
� �� l 
= j ���
 ����$


����� l �� Pi+1
⋂

Pi+2 9"� ��� ���� ���� l ∈ Πi+1
⋂

Πi+2: �����"��� ������ �
� �����

�
 Πi+1
⋂

Πi+2	 �����$��� ��� ����������
� �� ���� ������
$ �
��� "� ����� � %����3

������� �������	 1��
 ������ ��� ��� �����"�
$ �
������� �
���������
 �
� ��
��
�� ���

������� �
��� ��� �
� �� G	

?P



* $ ������ ��	����%�

9�:  ������ ��� ������� ������
$ �*���
�� �� ��� �� ���� ���� ��� �%��� ����
 ��� ��������
$

������ ��� ����$
�� �� �
����
�� �
 ���� � "�� ���� �������
$ �� 4����� ;	<< �
�

;	<=� ��� ������
$ ��
 *� �3��
��� �� ��� ��� �
������� %�������	

�

:����1 $-�'- :�� �
��
� ������� �
�� $
��	�� 1�,? ��� �� �������� �� �	��� �
�	� P ��

���
 �
�� �� ���	� Pi ��
� �
� >�	��< ��� >
���< ��	����� ��� ��
��� �� ����
�	 Pj �

:����1 $-�&- Λ∗(G, k,P,H) ��� �� ��
��� �� ��
������
 ���� �� |Pi| = 2 ��	 �

 i = 1, ..., p�
+���� |Pi| = 2 ��	 ���
 i� ���
 ���� �� � Pi ��� �
�	� �	� �����
� ��� ������
� ��
�	���� ��	

���
 Pi� 5� ��*� �
� �	�� ��
�	��� �� P1" �� �	������� �
�� ��
�	��� ��� �� �� ������ �

�	���	 ��
�	��� �� G� �� �	� ����� -
�� �� 
��� � ���@���" �� �
�� 	���	�� �
� ��
�	��� ��

P1 ��� �	������� �
�� ��
�	��� �� ����	� ��� �� ��

 ��� � ��
�	��� �� G �	 � ���@���� '�

�
� 
��� ����� �
�	� �� �� ��
������

�����  �!���
 ���
� �" ����
� ���������

4 ����� $-�/- Λ∗(G, 3,P,H) �� NP�����
��� �� �	��� ���
 ������� ���	�� 3�

����#� �� ��� ��� ��
��������
 �
 ��� ����� �� 1������ ;	> �
� �
������� � 
�" %����3

�
 ���� ��$� �� ��� ����2 "� ����� ����� 
�" %������� �� ��%� ����� 3	 �

4 ����� $-�)- Λ∗(G, 3,P,H) �� NP�����
��� ���� �� G �� �
���	 ����	����� |Pi
⋂

Pf | ≤ 1
 i, f ≤ p� i 
= f!� |Pi| ≤ 3  i ≤ p! ��� hj

i ≤ 1� i = 1, ..., p� j = 1, 2, 3�

����#� �� ��� � ���
���������
 ���� ��� NP-�������� ���*��� PrExt "���� �� ��7
��

�� �����"�	

'�������( 8 ������%� �
��$�� q �
� � $���� G �
 "���� ���� %������� ��� ���������� ���
$

�� ���� q ������	

)�������(  �
 ��� ���������
$ �� G *� �3��
��� �� � ������ ������
$ �� G ���
$ �� ���� q

������Y

1��� ���*��� �� ���%�
 �� *� NP-�������� �%�
 �� q = 3 �
� G �� ���
�� *�������� 9���

S>6T:	

 �
����� � ���
�� *�������� $���� G = (X,Y,E)	 (������ ���� ���� �� ��� %������� ���
���������� ���
$ ������ 6�< �
� =	 ��� ���� ���������� %����3 x� "� ��� Px = {x} �
�
h(Px) = (1, 0, 0) �� x ��� ����� 6� h(Px) = (0, 1, 0) �� x ��� ����� < �
� h(Px) = (0, 0, 1) �� x

��� ����� =	 ��� ���� ��$� e = [x, y] �
 G� "� ��� � 
�" %����3 ze �
� � 
�" ��$� [x, ze]	
�� ��� Pe = {x, y, ze} �
� h(Pe) = (1, 1, 1)	
 ������ ��� 
�" $���� G′ �� ����� ���
�� *��������	 ����������� |Pi

⋂
Pf | ≤ 1 (i, f ≤ p�

i 
= f)� |Pi| ≤ 3 (i ≤ p) �
� hj
i ≤ 1� i = 1, ..., p� j = 1, 2, 3	
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���� * �� 
 %�
�� ��	����% ����	�� 
�����% "��� �������� ����%�
��!

!� �� ���� �� ��� ���� PrExt ��� � �������
 �
 G �� �
� �
�� �� Λ∗(G′, 3,P,H) ��� � �������

�
 G′	 �

"�" (��� �
�
����	

�� 
�" ��
����� ��$� ������
$� �
����� �� %����3 ������
$�2 "� ��� �
 � ������� "�� ��7
�

���*��� Ψ(G, k,P,H) "���� P �� � ���������
 �� p ��*���� Pi �� ��$�� �� G �
� "� "�
� ��

7
� � k-��������
 E1, E2, . . . , Ek �� E ���� ����

|Pi ∩ Ej | = hj
i for all i ≤ p and all j ≤ k. 9;	<:

!� "� "�
� �� 7
� � ������ ��$� k-������
$ ���
 ��� ���*��� "��� *� ��
���� *� Ψ∗(G, k,P,H)	

!
 $�
���� ��� ��*���� Pi �� ��$�� "��� *� ����
� 9���
 �� ������:	 |Pi| "��� *� ��� 
��*��
�� ��$�� �
 ����
 Pi	

 ������ ���*���� Ψ �
� Ψ∗ �
 � $���� G ��� ����%���
� �� ���*���� Λ �
� Λ∗ �
 L(G) "����
L(G) �� ��� ��
� $���� �� G 9��$�� �� G *����� %������� �� L(G):	

!� �����"� ���� "��
 G ������ �� � ����
� ���
 L(G) �� ���� � ����
 �
� ��� ������� ��� Λ �
�

Λ∗ ���� ����� �� ��� ��$� ������
$ ����	

����� '���
���� ���������

!
 ���� ��������
 �%��� ��$� e "���� �� 
�� �
������ �
 ���� Pi ��� *� ����%�� ���� G	 (�

"� ��
 ������ "	�	�	$	 ���� �%��� e �� �
 ���� Pi �� P	

4 ����� $-!+- Ψ(G, k,P,H) ��� �� ��
��� �� ��
������
 ���� �� |Pi| ≤ 2 ��	 ���
 �
���

Pi ∈ P�

����#� 1��� �����"� �������� ���� ��� ����� �� 1������ ;	66	 8���� ��������
 "� ���
�����

��� $���� �� �����"�� ���� ��$� *������ � %����3 �
� "� ��
# �"� %������� �� ����� �� � Pi

��
���
�
$ ��� ��������
��
$ ��$��	 1�� ���*��� ��� � �������
 �� �
� �
�� �� ����� �� 
�

��� ����� �
 ���� $����	 �

4 ����� $-!�- Ψ(G, 2,P,H) �� NP�����
��� ���� �� G �� � �	�� T ���
 ������� ���	��

3 ��� �
� Pi<� �	� �
���� �	 ����
���

����#� �� ��� ��� ���� ��������
 ���� '.)-!.-1@&)) =(81 �� �
 1������ ;	>	

�� ��%� �� ����� ��$�� �
����� �� %�������2 ��� ���� %����*��� 
�" ��������
� �� ���� ��$��

�
� ��� ���� ������ ch "� 
�" ��%� ��� ��� ���� P ′
h *�
���� �� ��$�� y, z �
� x 9��� ��$���

;	;9�:: �� ��� ������ �� $�%�
 *� ch = xi ∨ xj ∨ xk	 �� ��� h(P ′
h) = (2, 1)	 1�� ��� P ′′

h �� 
�"

��� *�
��� y, u, t "��� h(P ′′
h ) = (1, 2) �
� ��� ��� Ph = {x} "��� h(Ph) = (1, 0)	 1�� �����

����
� P r
i ��� ��7
�� ���������	 �

MQ



* * 2�%� ��	����%�

��$��� ;	;� 1��
���������
 �� *�
��� ��
�����
�� ��� � ���� �
�� ����
 ��
�����
�� �
 � ������	

!� "� ������� ��� Pi+� �� *� �3�����%��� ����
� �
 G 9*�� 
�� *�
����: "� ��
 ����%� ���

�����"�
$ ��� � ������� ������ �
 "���� 
� �"� ������ ��%� � �����
 %����3 9��� S6QT ���

�������
�� ���������� �� �����:	

4 ����� $-!�- Ψ(G, 2,P,H) �� NP�����
��� ���� �� G �� � �	�����
���� ������  �� �
��


�� ��� ���
�� 
��� � ������ ��	���! ���
 ������� ���	�� 3 ��� �
�	� �

 �
� Pi<� �	�

�
�����

����#� �� 0��� ��%� �� ���" ��" ��� *�
��� ���������
�� ��
 *� ���
������� �
�� ��
-

�����
�� ������� �� ����
�	

�� ���
����� ��� ������ $��$�� ch �� ���"
 �
 ��$��� ;	;9*:	 1�� ������ �*���
�� �
 ����

"�� �� ����
$������ 9��� ������ ��� ����
$���:	

1�� *�
��� P ′ = {x, y, z} "��� h(P ′) = (2, 1) *������ ����
� P ′∗ = {x, y, z2, z1}� P ′∗∗ = {z2}
"��� h(P ′∗) = (2, 2)� h(P ′∗∗) = (0, 1)	
1�� *�
��� P ′′ = {y, u, t} "��� h(P ′′) = (1, 2) *������ ����
� P ′′∗ = {y,w, u, t2, t1}�
P ′′∗∗ = {w, t1} "��� h(P ′′∗ ) = (1, 4) �
� h(P ′′∗∗) = (0, 2)	
��
���� ��� Pi+� ���
$ ����
� *��"��
 v �
� ��$�� u �
� t ��
 ���� *� �������� *� ����
� �


��� 
�" $��$�� c′h "��� ����������� ����7�����
� �� ��� %����� hj
i 	 �

����� #���
� ���������

4 ����� $-!!- Ψ∗(G, 3,P,H) �� NP�����
��� �
�� G �� 3�	���
�	� P �� � ��

������

�� ��	��� ���#���� �	����
�� Pi �������	�� �� ���� �� �����  ���� |Pi| = 3,∀i = 1, . . . , p�
Pi

⋂
Pf = ∅ ��	 �

 i, f, i 
= f! ��� hj

i = 1,∀i = 1, . . . , p,∀j = 1, 2, 3�

����#� �� ��� � ���
���������
 ���� ��$� 3-������
$ �� � 3-��$���� $���� G′	 1��� ���*���
�� #
�"
 �� *� NP-�������� S;=T	

M6



��
���� * �� 
 %�
�� ��	����% ����	�� 
�����% "��� �������� ����%�
��!

��� ���� %����3 i ��0���
� �� %������� f, l �
� p� "� �
������� �
 G ��� %������� vif , vil �
�

vip	 1���� ����� %������� ��� ����"��� ��
#�� �����
$ � ����
$�� "���� "��� ��������
� �� Pi	

1��� G "��� ��%� 3|V | %�������	 ��� ���� ��$� [i, f ] �
 G′ "� �
������� �
 ��$� [vif , vfi] �

G	

�� ��#� p = |V (G′)| �
� P = (P1, . . . , Pp) "��� hj
i = 1 ��� i = 1, . . . , p �
� j = 1, 2, 3	

.����� ���� ��� Pi+� ���� ������ ����
�	

1���� �� �
 ��$� 3-������
$ �� G′ �� �
� �
�� �� ����� �� �
 ��$� 3-������
$ �� G	 1�� ��$��

�� G ��� ������� �� �����"��

96: ��� ���� ��$� [i, f ] �� G′ "��� ����� k� ��� ��������
��
$ ��$� [vif , vfi] �
 G ��� �����

k2

9<: ��� ����� ��$�� �����
$ � ����
$�� Pi ��
 *� ������� "��� ����� ������ *� �3��
��
$

��� ������
$ �*���
�� ����� ��� ���%���� ���$�	

��
����� 
��� ���� �
� ��$� 3-������
$ �� G "��� ������� ��� ���������
�� �
 ��� ���� Pi	 �

4 ����� $-!$- Ψ∗(G, 3,P,H) �� NP�����
��� �
�� G �� � ����	���� 3�	���
�	 �	��
 ���

P �� � ����
� �� �
���� Pi �� 
����
 ��� �
��
 �	� ���	���� ��� ��#������

����#� 4�� �� ���� (!� 9��� �������
���� ���������
��: ��� �����"�
$ ���*���	 �� ���

$�%�
 � 3-��$���� *�������� ������ $���� G∗ "��� �"� ��*���� S1 �
� S2 �� ��$�� ���� ����

S1 ∩ S2 = ∅ �
� ��� ��$�� �� Si ��� ����"��� 
�
 ��0���
� ��� i = 1, 2	


��� ����� �3��� �
 ��$� 3-������
$ (M1,M2,M3) �� G∗ ���� ���� M1 ⊇ S1� M2 ⊇ S2Y

(!� "�� ���"
 �� *� NP-�������� �
 S<>T	 �� ��� � ��������
 ���� (!� �� �����"�	 ����

G∗ = (V,E) "��� ��*���� S1 �
� S2� "� ��
������ � ������ $���� G *� �������
$ ����

��$� e = [x, y] �
 Si *� ��� $���� $�%�
 �
 ��$��� ;	>	 �� ��� Pe = {[x′′
e , y

′
e], [y

′
e, x

′′′
e ]} "���

h1
e = 0, h2

e = h3
e = 1 ��� i = 1 �� "��� h1

e = 1, h2
e = 0, h3

e = 1 ��� i = 2	 .��� ���� �
 �
�
�������
 �� Ψ∗(G, 3,P,H) ��� ��$� [x

′
e, y] "��� $�� ��� ���� ����� �� [x, y

′
e]	

��$��� ;	>� 1��
���������
 �� G "���� ��$� e = [x, y] �� ���������� �
�� G∗	

G �� � 3-��$���� *�������� ������ $����2 �� ��� �
 ��$� 3-������
$ ��������
$ ��� ���������
��
�
 ���� Pe �� �
� �
�� �� G∗ ��� �
 ��$� 3-������
$ "���� ���� ��$� e �
 Si ��� ����� i ���

i = 1, 2	 �

M<
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4 ����� $-!�- Ψ∗(G, 3,P,H) �� NP�����
��� �
�� G �� � �
���	 ����	���� �	��
 ���


������� ���	�� Δ(G) ≤ 3 ��� P �� � ����
� �� �
���� Pi �� 
����
 ,�

����#� �� ����� ��� � ���
���������
 ���� ��� ���������
$ �3��
���
 ���*��� �
 ��$��

"���� �� ���"
 �� *� NP-�������� �%�
 ��� ���
��� 3-��$���� *�������� $����� S>PT	
4�� G′ = (X∪Y,E) *� � ���
�� 3-��$���� *�������� $���� �
 "���� ���� ��$�� ��� ����������
���
$ ������ 6�< �
� =	 ��� ���� %����3 i ∈ X ∪Y �
����
� �� �"� ���������� ��$��� ����� ���

����� ��$� "��� ��� �����
�
$ ����� 9�� ����� �� � ��
���������
� ��� ���*��� ��� 
� �������
:	

��� ���� %����3 i ∈ X ∪ Y �
����
� �� �
� ���������� ��$� [i, f ]� ��#� Pi = {[i, l], [i, p]}
"���� l �
� p ��� ��� �
����
�� �� ��� �"� �
������� ��$�� �
����
� �� i	 !� [i, f ] ��� �����
j ∈ {1, 2, 3}� ��#� hj

i = 0, hq
i = 1� q 
= j� q ∈ {1, 2, 3}	 
����� ��� ���������� ��$��	 �� $��

� ���
�� *�������� $���� G "��� ��3���� ��$��� Δ(G) ≤ 3 �
� P �� � ������ �� ����
� Pi

�� ��
$�� <	

!� �� ����� ���� ��� ���������
$ �3��
���
 ���*��� �
 ��� ��$�� �� G′ ��� � ������%� �
�"��
�� �
� �
�� �� Ψ∗(G, 3,P,H) ��� � ������%� �
�"��	 8� G ��
 *� �*���
�� ���� G′ �

����
����� ����� "� ���%�� ���� ��� ���*��� �� NP-��������	 �

"�) ������� ��� �
����	�
�

�� ��%� ������� �
 �3��
���
 �� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� �� �������� ��-

��$�����	 1�� ������3��� ������ �� ���� %�������
� ��� *��
 �������
��2 ��� ������� ���

�������,�� �
 1�*�� ;	6 ��� Λ(G, k,P,H)	 1��
 1�*�� ;	< �����
�� ��� ������� ��� ��� ����
�� ������ ������
$� 9Λ∗(G, k,P,H):	

M=



��
���� * �� 
 %�
�� ��	����% ����	�� 
�����% "��� �������� ����%�
��!

G k |Pi| hj
i |Pi

⋂
Pf | (����� 1������

< c(P) = 2 P ;	M

< .���(P) = 2 P ;	P

< |Pi ∩
⋃

Pf | ≤ 2 P ;	O

i 
= f

���	 ���� < Pi� �������� P ;	6Q

����

≤ 2 P ;	66

���� ≤ 1 P ;	6>

������ ≤ 1 P ����	 ;	6M

< = P 3-��$���� NPC ;	<

< .���(P) = 3 NPC ;	=

= c(P)

*�������� < ≤ 3 ≤ 1 Δ(G) ≤ 4 NPC ;	;

���� < Δ(G) = 3 NPC ;	>

���� < ≤ 4 ≤ 3 ≤ 2 �������� ≤ 4 NPC ;	?

= = 6 c(P) = 2 NPC ;	6<

1�*�� ;	6� +����	� �� �
� 	���
�� ��	 Λ(G, k,P,H)�

G k |Pi| hj
i |Pi

⋂
Pf | (����� 1������

< P ���� ;	6P

< ≤ 1 P &��	 ;	<M

���� ≤ 1 ≤ 1 P  ��	 ;	6O

����
 ≤ 1 CS �������� P ;	<>

���� = Δ(G) = 3 NPC ;	<P

*�������� 3 ≤ 3 ≤ 1 ≤ 1 NPC ;	<O

���
��

1�*�� ;	<� +����	� �� �
� 	���
�� ��	 Λ∗(G, k,P,H)�

��
���� ��� ��$� k-������
$�� 1�*�� ;	= 9����	 1�*�� ;	;: ���"� ��� ������ �� ���� ���*����

��� ��*������ ��$� k-������
$�� �	�	 ��� Ψ(G, k,P,H) 9����	 ��� ������ ��$� k-������
$�� �	�	

��� Ψ∗(G, k,P,H):	

M;
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�� ����	
����

G k |Pi| hj
i |Pi

⋂
Pf | (����� 1������

≤ 2 P ;	=Q

���� < Pi� ����
 �� NPC ;	=6

*�
���2 Δ(G) = 3

������ < Δ(G) = 32 NPC ;	=<

G ����
$������

1�*�� ;	=� +����	� �� �
� 	���
�� ��	 Ψ(G, k,P,H)�

G k |Pi| hj
i |Pi

⋂
Pf | (����� 1������

= = 6 0 G =-��$����2 NPC ;	==

Pi� ����
$��

*�������� = < 0 G =-��$���� NPC ;	=;

*�������� = ≤ 2 Δ(G) ≤ 3 NPC ;	=>

���
��

1�*�� ;	;� +����	� �� �
� 	���
�� ��	 Ψ∗(G, k,P,H)�

1���� ��� ���� ����� �� �3���
� �
� �� "���� �
 ���������� *� �
�������
$ �� ��
����� �

������ P �� ����
� "��� ���� ���������%� ���������� �
 ���� ������� ������� �� $�����	 ��� ���
������� �*���
�� ���� ���� �� ���" ���� ��� ���*���� *����� ��A���� �%�
 �
 %��� ������

�����	

M>





������� �

 ���� �������
 ���� ���	�������

���
������
 �� ��� ���
�������	


����
�����
�

N������ �3��
���
� �� ��� *���� $���� ������
$ ����� 9��� SOT: ��%� *��
 ������� *� ��
�

������� ���� � ����������� ���
� �� %��" �
� ���� "��� � ����%����
 ������
$ ���� �����-

�����
� �
 �����
������
 �������� ��������
� ��������
$� ������ ������*��
$� ����$������

���	

@��� "� ����� ��
����� � ��" %�������
� �� ��� %����3 ������
$ ���*��� "���� ��
���� ����
-

������ �
 ���������
$ ��� 
��*�� �� �������
��� �� ��� ������
� ������ �
 � $�%�
 ���������
 P
�� ��*���� Pi �� %�������	

!
  ������ ;� � ����������
 �3��
��
$ ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� �
 ��������

����$����� "�� ��������� "���� ��� ��*���� Pi "��� ����
� �
 ��� �
������
$ $���� G	 !�

"�� ����%���� *� � ������ ���
��
�
�� ��������
$ ���*��� �
 � ���� ����� 
��"��#	

!
 ����  ������ "� "��� ����
������ *� �
�������� �
 ������
$�� �	�	� ��������
� �� ��� %����3

��� �� � $����� ���� ���� �
 ���� $�
�����,�� 
��$�*������ �� ���� %����3 x� ��� 
��*�� ��

�������
��� �� ���� ����� i �� � $�%�
 �
��$�� hi
x	

���� ��������� "� ��� $�%�
 �
 �
�������� ��

����� $���� G = (V,E) "��� n %������� �
�

m ��$��	 B�%�
 �"� %������� x �
� y� "� ��
��� *� d(x, y) ��� �����
�� *��"��
 x �
� y

9��� ��
$�� �� � �������� x − y ����
:	 �� ��
��� *� Nd(x) ��� d-
��$�*������ �� x ∈ V �

���� �� ��� ��� �� %������� y ���� ���� d(x, y) = d	 !
 ���� "���� d = 1 "� ������ "���� N(x)
��� ��� 1-
��$�*������ 9�� 
��$�*������� �� �����: �� x� �	�	� ��� ��� �� %������� y ���� ����

[x, y] ∈ E	 �� ���� ��7
� N+
d (x) =

⋃
0≤l≤d Nl(x) �� ��� ��� �� %������� �� �����
�� �� ����

d ���� x 9"��� N0(x) = {x}:	
�� ��� ���� $�%�
 � ��� {1, 2, . . . , k} �� ������ �� "��� �� � ��� H = {h(x) = (h1

x, . . . , hk
x) ∈

N
k|x ∈ V }	

MM
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�� ��	����% &��� �
����
	��! ������
���� �� ��� ���%���������

!
 ��� 7��� ���*���� "� ��%� �� 7
� � k-��������
 V 1, V 2, . . . , V k �� V ���� ����

|N(x) ∩ V i| = hi
x for all x ∈ V and all 1 ≤ i ≤ k. 9>	6:

�� ���� ���� ���*��� P(G,H, k)	 !
 �������
� �
 ���� "� "�
� �� �*���
 � ������ ������
$
9�"� ��0���
� %������� ���� *� �
 �"� �����
�� ���� V i �
� V j: "� ��� P∗(G,H, k) ��
���
��� ��������
��
$ ���*���	

�� "��� ���� ����� ��� ������� %�����
 �� ����� ���*����� "� ��%� �� 7
� � k-��������


V 1, V 2, . . . , V k �� V ���� ����

|N(x) ∩ V i| ≤ hi
x for all x ∈ V and all 1 ≤ i ≤ k. 9>	<:

�� "��� ���� ����� ���*���� BP(G,H, k) �
� BP∗(G,H, k)� ��������%���	

'�� ����
� ���*��� �� �� 7
� � k-��������
 V 1, V 2, . . . , V k �� V ���� ����

|N+(x) ∩ V i| = hi
x for all x ∈ V and all 1 ≤ i ≤ k. 9>	=:

�� ���� ���� ���*��� �
� ��� ������ ������
$ %�����
 P+
1 (G,H, k) �
� P+∗

1 (G,H, k)� ������-
��%���	

�� "��� ���� *� �
�������� �
 P2(G,H, k) �
� P∗
2 (G,H, k)� ��� ���*���� �� 7
��
$ � k-

��������
� ��������%��� � ������ ������
$� V 1, V 2, . . . , V k �� V ���� ����

|N2(x) ∩ V i| = hi
x for all x ∈ V and all 1 ≤ i ≤ k. 9>	;:

.����� ���� ��� ����������
 �
������ ��� �� ������ �����
����� ��
�����
�� ������
$ ���*���

"���� ��
����� �
 �������
�
$ �� � $���� G = (V,E) ��� � ������ k-������
$ (V 1, ..., V k)
"��� $�%�
 �����
����� si ��� ���� ����� ����� V i 9��� S>� 6;� <?� ;Q� ;?T ��� ������� �
 ����

���*���:� �� ��A��� �� ��#� �
� d ���$�� ���
 �� ����� �� ��� �������� �� G �
 ��� ���

N+
d (x) ��7
�� �*�%� 9��
�� ���


⋃d
l=0 Nl(x) = V ��� ���� x: "��� hi

x = si ��� ��� x �
� ���

1 ≤ i ≤ k	

1���� ���*���� ��� ����� �� ��� "��� #
�"
 L(h, k)-4�*����
$ ���*���� 9��� S6<T ��� � ���%��:	
1�� ���*��� ��
����� �
 �
 ����$
��
� �� 
�

�$���%� �
��$��� 9�	�	� ������: �� ��� %�������

�� � $���� ���� ���� ��0���
� %������� $�� ������ "���� ����� *� �� ����� h �
� %�������

0��
�� *� � ����
 �� ��
$�� �"� �����%� ������ ������
$ *� �� ����� k 9�%�
 �� ����� �� �
 ��$�

0��
�
$ ����� %�������:	 8���������
� �� ���

�� ����$
��
� �� �� �������� ����� 
��"��#�

��� ��
���
�� �
 S6<T	 \
��� ��� ���������
 hi
x = 1� ��� ��� i �
� ��� ��� x� ��� ������
$� ��

BP∗(G,H, k) �
� ����� �� L(1, 1)-4�*����
$ ������� ��� ���� ���������
��� ��0���
� %�������
��%� ������
� ������ �
� %������� ��
#�� *� � ����
 �� ��
$�� �"� 9�	�	 �����
 
��$�*��� ��

� ��
$�� %����3: ��%� ������
� ������	 !� �� ���� ����� �� ��� �� ������ ���� ������
$ ���*���

������� �
 S=<T	

'
� ������ ���� ������ ���� 
�
������ ������
$ ������ ��%� *��
 ���� �
��� ��� 
��� ��

�������%� ������
$ �
 S<<T �
 � ������
�� ����$
��
� ��
��3� "���� �
�������
��� ��� �� *�

��
���,��	 8���������
� �� ��������
$ ��� ���� ��������� �����	

MP
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4�� �� ��
��� *� s(x) = {i : hi
x > 0}, x ∈ V, ��� ��� �� ������ �������� �� ����� �
 N(x)	 ��

��%� ��� �����"�
$ ����� "���� "��� *� ���� ����������� �
 ��� ��$������� �� ��� 
�3� ������
�	

;�
� �-�- '� P(G,H, k) 
�� � ��
������ �
��
⋂

y∈N(x) s(y) 
= ∅ ��	 �

 x ∈ V �

;�
� �-�- '� ��	 � ����� x ∈ V �
⋂

y∈N(x) s(y) = {i}� �
�� �� ��� ��
����� �� P(G,H, k) ��


��� x ∈ V i�

.����� ���� ����� ����� ���� ���� ��� P+
1 (G,H, k)	

;�
� �-!- '� P+∗
1 (G,H, k) 
�� � ��
������ �
�� ��	 ���	� ��	��� x �
�	� �� � ��
�	 i ���
 �
��

hi
x = 1�

;�
� �-$- '� P+∗
1 (G,H, k) 
�� � ��
������ �
�� ��	 ���
 ��
�	 i ��� ���
 ��	��� x ���
 �
��

hi
x 
= 1 �� 
��� x 
∈ V i�

)�
 NP*�
��������		 ��	���	
�� ����� ����� ���� ��� ������3��� ������ �� ���*���� P(G,H, 2)� P∗(G,H, 3)� BP∗(G,H, 3)�
BP∗(G,H, 4)� P+

1 (G,H, 2) �
� P+∗
1 (G,H, 3)	

4 ����� �-�- P(G,H, 2) �� NP�����
��� ���� �� G �� � 4�	���
�	 �
���	 ����	���� �	��
�

����#� �� ��� � ���
���������
 ���� ���  \�! �48.8& �'.'1'.) 6-�
-=(81

���*��� "���� �� #
�"
 �� *� NP-�������� 9��� S?QT:	 !
 ���� ���*��� "� ��� $�%�
 � ���

X �� %����*��� �
� � ��� C �� ������� �� ��� ���� (a ∨ b ∨ c) "���� a, b �
� c ��� �����
��

%����*��� "������ 
�$����
 ���� ���� ��� �
������
$ *�������� $���� G = (X ∪ C,E) =
(X ∪ C, {[xi, ĉ]|xi �������
$ �
 ������ ĉ ∈ C}) �� =-��$���� �
� ���
��	 1�� �������
 �� ��
������ "������ ����� �3���� � ����� ����$
��
� ���� ���� �3����� �
� %����*�� �
 ���� ������

�� R����+	

 �
����� �
 �
���
�� ��  \�! �48.8& �'.'1'.) 6-�
-=(81 �� "��� �� ��� �����-

���
��
$ $���� G	 ��� ���� %����3 ĉ� �������
��
$ � ������� "� ��� h(ĉ) = (1, 2) �
� ���
���� %����3 x� �������
��
$ � %����*�� x� "� ��� h(x) = (3, 0)	

 �
����� � ������%� �
���
�� ��  \�! �48.8& �'.'1'.) 6-�
-=(81	 1��
 ��� ����

%����*�� x� �� x �� R����+� "� ����$
 x �� V 1 �
� �� x �� R�����+� "� ����$
 x �� V 2	 8�� ���

%������� �������
��
$ ������� ��� ����$
�� �� V 1	 1��� "� $�� � ������%� �
�"�� ��� ���

��������
��
$ �
���
�� �� P(G,H, 2)	  �
%������� �� �
 �
���
�� �� P(G,H, 2) �� ������%��
���
 *� �����
$ x �� R����+ �� x ��� ����� 6 �
� �� R�����+ �� x ��� ����� <� ��� ��������
��
$

�
���
�� ��  \�! �48.8& �'.'1'.) 6-�
-=(81 �� ����� ��� %������� ��������
��
$ ��

������� ĉ ��� �
 V 1 ��
�� h(x) = (3, 0) ��� ��� %������� x	 )%��� x "��� *� �
 V 1 �� V 2	 (�
��

h(ĉ) = (1, 2)� ������ ĉ "��� ��%� �3����� �
� %����*�� x �������
$ �
 V 1� �	�	� �
� %����*��

"���� �� R����+	 �

4 ����� �-'- P∗(G,H, 3) �� NP�����
��� ���� �� G �� 4�	���
�	 �
���	 ����	�����

MO
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�� ��	����% &��� �
����
	��! ������
���� �� ��� ���%���������

����#� �� ��� ��� ���� ��������
 �� �
 ��� ����� �� 1������ >	> �3���� ���� "� ��#�

h(x) = (0, 0, 3) ��� ���� %����3 x �������
��
$ � %����*�� �
� h(ĉ) = (1, 2, 0) ��� ���� %����3
ĉ �������
��
$ � ������	 B�%�
 � ������%� �
���
�� ��  \�! �48.8& �'.'1'.) 6-�
-

=(81� ���� %����*�� x "���� �� R����+ �� ����$
�� �� V 12 �� �� ����$
�� �� V 2 �� �� �� R�����+	 8��

������� ĉ ��� ����$
�� �� V 3	 (� "� �*���
 � �����*�� �������
 �� P∗(G,H, 3)	  �
%������ ��
�
 �
���
�� �� P∗(G,H, 3) �� ������%�� ��� %������� ĉ ��������
��
$ �� ������� ��� �
 V 3 ��
��

h(x) = (0, 0, 3) ��� ���� x �������
��
$ � %����*��	 (�
�� h(ĉ) = (1, 2, 0) �3����� �
� %����*��
x �������
$ �
 ĉ "��� *� R����+ 9x "��� *� �
 V 1: �
� �"� %����*��� �
 ĉ "��� *� R�����+	 1���

"��� $�%� � ������%� �
���
�� ��  \�! �48.8& �'.'1'.) 6-�
-=(81	 �

4 ����� �-&- BP∗(G,H, 4) �� NP�����
��� ���� �� G �� � ����	���� �	��
 ���
 �������

���	�� 4 ��� hi
x = 1 ∀x ∈ V � i = 1, 2, 3, 4�

����#� �� ��� � ��������
 ���� ��� ��$� =-������
$ ���*��� �� � =-��$���� $����	 1���

���*��� �� #
�"
 �� *� NP-�������� 9��� S;=T:	
4�� G′ *� � =-��$���� $����	 ��� ���� %����3 x �� G′ "� �
������� ��� %����3 $��$��
�
�����
$ 9���
$ ������: %������� x1, x2, x3 �
� x4 ���"
 �
 ��$��� >	62 ���� ��$� [x, y] ��
G′ ��������
�� �� � �
���� ��$� [xu, yv] �
 ��� 
�" $����	 �� ������� ������� �%��� ��$�

[xu, yv] *� ��� ��$� $��$�� J(xu, yv) $�%�
 �
 ��$��� >	<	 1�� �������
$ $���� G �� *��������

�
� ��� ��3���� ��$��� =	 8 %����3 $��$�� ��� ��� �����"�
$ ����������� %������� x1, ..., x4

���� ��� ��%� ������
� ������	 �	�	�	$	 "� ��� ������ �
������� ���� %����3 x4 ��� ����� ;�

%������� x1, x2 �
� x3 "��� ���
 ��%� ������
� ������ �
 {1, 2, 3}	 )��� xi 9i ≤ 3: "��� ������
��� c(i)� "��� ��%� ��� �"� 
��$�*���� s �
� t� �
 ��� %����3 $��$�� "��� ������ c(s) 
= c(t)
�
� c(s), c(t) ∈ {1, 2, 3} \ c(i)	 �� "��� ���" ����� ���� ���� "��� �
���� ���� ��� �%��� %����3
$��$�� �
 G	 ��� �
� ��$� $��$�� J(xu, yv)� "� ��%� c(xu) = c(yv) �
� c(a) = c(a′) = 4�
"���� a �
� a′ ��� ���"
 �
 ��$��� >	<	 1��� ����� *������ �� xu ��� � ����� c(xu) �

{1, 2, 3}� ��� ����� 6� ���
 ��
�� xu �� �
 � %����3 $��$�� 9��� �"� 
��$�*��� �
 ��� %����3

$��$�� ��%� ������ < �
� =: a ��� ����� ;� ���� ������� ������ < �
� = ��� b �
� c "	�	�	$	�

�
� d $��� ����� 62 ���
 e ���� �����%� ����� ;	 !� ���� �����"� ���� b′ �
� c′ ��%� "	�	�	$	
������ = �
� <	 .�" �� d′ $��� ����� ; "� ����� � ��
���������
 9e′ $��� ����� 6 �
� ���� ��

�� �����*�� �� e ��� ����� ;:	 (� d′ ���� ��%� ����� 6� "���� $�%�� ����� ; ��� e′ �
� ����� 6
��� yv	 !� 
�" �����"� ���� "� "��� ��%� ����� ; ��� ���� %����3 x4 �
 ��� %����3 $��$��� ��

%������� x �
� �� ��� %������� x1, x2 �
� x3 �� �%��� %����3 $��$�� ���������� "��� x "��� ���

��%� ������
� ������ �
 {1, 2, 3}	
(������ ���� �
 �
���
�� �� BP∗(G,H, 4) ��� � �������
 R����+	 �� ������
$ ���� ��$� [x, y]
�
 G′ "��� ��� ����� �� ��� ��������
��
$ %������� xu �
� yv �
 G 9�����*�� ���� ����� �"�

%������� 
���������� ��%� ��� ���� ����� c ∈ {1, 2, 3}:� "� $�� � �����*�� 3-������
$ �� ���
��$�� �� G′	

.�" ������� ���� "� ��%� � 3-������
$ �� ��� ��$�� �� G′	 !� �
 ��$� [x, y] ��� �����
c ∈ {1, 2, 3}� ���
 ����� ��� ��������
��
$ %������� xu �
� yv �
 G "��� ����� c	 '
�� "�

��%� ��
� ���� ��� ��� ��� ��$�� �
 G′� "� ��
 �������� �� �3����
�� �*�%� ��� ������
$ ���
$

PQ
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	��

��$��� >	6� 1�� %����3 $��$�� �������
$ � %����3 x	

��$��� >	<� 1�� ��$� $��$�� J(xu, yv) ��������
��
$ �� �
 ��$� [xu, yv]	

�� ���� ; ������ �
� ��������
$ |N(x) ∩ V i| ≤ hi
x = 1 ∀x ∈ V � i = 1, 2, 3, 4	 �

!� �� ���"
 �
 S6<T ���� L(1, 1) �� NP-���� �
 *�������� $�����2 ��� ���������� ������
$
���*��� "��� k = 4 ������ �� ���"
 �� *� NP-�������� �
 =-��$���� $�����	 �� ��%� ���
�����"�
$ ��
�����
�� �� 1������ >	M	

*�������� �-/- L(1, 1) �� NP�����
��� ���� �� ����	���� �	��
� ���
 ������� ���	�� 4

��� 1 ��
�	��

�� "��� 
��� ��� �����"�
$ 4���� �
 ��� ����� �� 1������ >	6Q	

9���� �-)- BP∗(G,H, 3) �� NP�����
��� ���� �� G �� �
���	 ���
 ������� ���	�� 1 ���

hi
x = 2 ∀x ∈ V � i = 1, 2, 3�

����#� �� ��� � ��������
 ���� ��� ���*��� �� =-������
$ � ���
�� $���� "��� ��3����

P6
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���� 3 ��
�� ��	����% &��� �
����
	��! ������
���� �� ��� ���%���������

��$��� ;	 1��� ���*��� �� #
�"
 �� *� NP-�������� 9��� S<=T:	 4�� G′ *� � ���
�� $����
"��� ��3���� ��$��� ;	 �� ������� ���� %����3 x *� ��� %����3 $��$�� ���"
 �
 ��$���

>	= �
� �
 ��$� [x, y] �
 G′ "��� *� �������� *� � �����*�� ��$� [xu, yv]� u, v ∈ {1, 2, 3, 4}	
�� �*���
 � ���
�� $���� G "��� ��3���� ��$��� ;	

��$��� >	=� 1�� %����3 $��$�� �������
$ � %����3 x	

.�" ������� ���� ����� �� � 3-������
$ �� G ���� ���� |N(x) ∩ V i| ≤ 2 ∀x ∈ V � i = 1, 2, 3	

.���������� x1, x2, x3 �
� x4 ���� *� ������� "��� ��� ���� ����� �� x′	  �����
$ ���

��������
��
$ %����3 x �
 G′ "��� ���� ����� "��� $�%� �� � =-������
$ �� G′	
 �
%������� ������� "� ��%� � =-������
$ �� ��� %������� �� G′	 !� x ��� ����� c� ���
 ����� ���

��������
��
$ %������� x′, x1, x2, x3 �
� x4 "��� ���� ���� ����� c �
 G	 1��
 ��� �����
�
$

%������� ��
 *� ������� ���
$ = ������ �
 ���� � "�� ���� |N(x)∩V i| ≤ 2 ∀x ∈ V � i = 1, 2, 3	
(� "� $�� � ������%� �������
 ��� ��� �
���
�� �� BP∗(G,H, 3)	 �

4 ����� �-�+- BP∗(G,H, 3) �� NP�����
��� ���� �� G �� �
���	 ����	���� ���
 �������

���	�� 1 ��� hi
x = 2 ∀x ∈ V � i = 1, 2, 3�

����#� �� ��� � ���
���������
 ���� BP∗(G′,H, 3) "���� �� NP-�������� "��
 G′ ��
���
�� "��� ��3���� ��$��� ; �
� hi

x = 2 ∀x ∈ V � i = 1, 2, 3� �� ���"
 �
 4���� >	O	
4�� G′ *� � ���
�� $���� "��� ��3���� ��$��� ;	 �� ������� ���� ��$� [x, y] *� ���
��$� $��$�� ���"
 �
 ��$��� >	;	 �� �*���
 � ���
�� *�������� $���� G "��� ��3����

��$��� ;	 .�" ������� ���� ����� �� � 3-������
$ �� G ���� ���� |N(x) ∩ V i| ≤ hi
x = 2

∀x ∈ V � i = 1, 2, 3	 
�
��� *� c ���� ������
$	 �� ���� ��%� c(a) = c(b)� ��
�� �����"��� ���
%������� �
 N(a) ∩N(b) ������ ��%� ��� ���� ������ "���� "���� %������ ��� ���������
��
�
 hi

a = hi
b = 22 ��������� c(e) = c(f)	 (� ��� c(a) = c(b) = 1 �
� c(e) = c(f) = 2	 ��

���� ��%� c(g) = c(x) = 32 ���
 c(d) 
= c(a) = 1 ��
�� d ∈ N(a)� �
� c(d) 
= c(f) = 2 ��
��
h2

a = 2� �� c(d) = 3 = c(x) = c(g)	 ��
���� c(y) 
= c(d) = 3 9y ∈ N(d):� c(y) 
= 1 9��
��
h1

d = 2:� �� c(y) = 2 = c(e) = c(f)	 1��� x �
� y $�� ������
� ������	  �����
$ ��� %�������

x �
� y �
 G′ "��� ��� ����� ���� $�� �
 G� "� �*���
 � 3-������
$ �� G′	 !
 ����� ��
��
c(e) = c(y) �
� |N(x) ∩ V i| ≤ 2� i = 1, 2, 3� �
 G� "� "��� �*���
 � �������
 �
 G′ ��������
$

P<



3 � NP4����	������� ���
	��

��$��� >	;� 1�� ��$� $��$�� �������
$ �
 ��$� [x, y]	

��� ��
�����
�� |N(x) ∩ V i| ≤ 2 ∀x ∈ V � i = 1, 2, 3	
 �
%������� ������� ���� ����� �� � 3-������
$ �� G′ "��� |N(x)∩V i| ≤ 2 ∀x ∈ V � i = 1, 2, 3	
1��
 *� ������
$ ��� ��������
��
$ %������� �
 G "��� ��� ���� ������ �
� *� ������
$ ���

����� ��
���
�� �*�%� ��� ��� �����
�
$ %�������� "� $�� � �����*�� 3-������
$ �� G	 �

4 ����� �-��- P+
1 (G,H, 2) �� NP�����
��� ���� �� G �� �
���	 ����	���� �� �������

���	�� 1�

����#� �� ��� � ���
���������
 ���� P(G′,H, 2) ��� � =-��$���� ���
�� *�������� $���� G′

9��� 1������ >	>:	 ���� G′ "� *���� � $���� G �� �����"�	 ��� ���� %����3 x′ �� G′� "�
�
������� � 
�" %����3 x2 x �
� x′ ��� ��
#�� *� ��� ��$� [x, x′]2 �%��� ��$� [x′, y′] �� G′ ��
���� �
 ��$� �� G	 1��� G �� ���
�� *�������� "��� ��3���� ��$��� ;	 .�"� ��� ���� 
�"

%����3 x "� ��� h(x) = (1, 1)� �
� �� "� ��%� h(x′) = (a, b) �
 ��� �
���
�� �� P(G′,H, 2)
"� ��� h(x′) = (a + 1, b + 1) ��� ��� ��������
��
$ �
���
�� P+

1 (G,H, 2)	 4�� V 1, V 2 *� �

2-������
$ �� G′� ���
 "� �*���
 � 2-������
$ ��� G �� �����"�� ��� �"�
 x �� x′ �� �
��������
�
�� V 2 �� x′ ∈ V 1� �
� %��� %����	  �
%������� �� "� ��%� � 2-������
$ �� G� ���
 *� ������
$

��� 
�" %������� "� �*���
 � 2-������
$ �� G′	 �

4 ����� �-��- P+∗
1 (G,H, 3) �� NP�����
��� ���� �� G �� �
���	 ����	���� �� �������

���	�� 1�

����#� �� ��� � ��������
 ����  \�! �48.8& �'.'1'.) 6-�
-=(81	 4�� G *�

��� =-��$���� ���
�� *�������� $���� ���������� "��� ���� ���*���	 ��� ���� %����3 x �
 G

�������
��
$ � %����*��� "� �
������� � 
�" %����3 x′ �
� �
 ��$� [x, x′]	 �� �*���
 � ���
��
*�������� $���� "��� ��3���� ��$��� ;	 �� ��� h(x) = (1, 1, 3)� h(x′) = (1, 1, 0) �
� ���
��� %������� ĉ �������
��
$ ��� ������� "� ��� h(ĉ) = (1, 2, 1)	

(������ ���� �
 �
���
�� ��  \�! �48.8& �'.'1'.) 6-�
-=(81 ��� � �������


R����+	 1��
 ��� ���� %����*�� x "���� �� R����+� "� ����$
 x �� V 1 �
� x′ �� V 2� �
� ��� ����

%����*�� x "���� �� R�����+� "� ����$
 x �� V 2 �
� x′ �� V 1	 8�� ��� %������� ĉ �������
��
$ �

������ ��� ����$
�� �� V 3	 1��� "� $�� � ������%� �
�"�� �� ��� ��������
��
$ �
���
�� ��

P+∗
1 (G,H, 3)	

P=



��
���� 3 ��
�� ��	����% &��� �
����
	��! ������
���� �� ��� ���%���������

 �
%������� ������ �
 �
���
�� �� P+∗
1 (G,H, 3) ��� � %���� R����+2 ���
� ��
�� h(x′) =

(1, 1, 0) %������� x �
� x′ ��

�� *� �
 V 32 �
� "��� *� �
 V 1� ��� ����� �
 V 2	 (�
�� �%��� x

���� ��%� �3����� ����� 
��$�*��� �
 V 3� ��� %������� ĉ �������
��
$ ������� ��� 
����������

�
 V 3	 (����
$ x �� R����+ �� x ��� ����� 6 �
� �� R�����+ �� x ��� ����� <� "� $�� � ������%�

�
�"�� �� ��� �
���
�� ��  \�! �48.8& �'.'1'.) 6-�
-=(81	 �

)�� #�� 	������ ��	� 
+ ����	

�� ����� 
�" $�%� � $�
���� ��
���� ���$�����
$ ��$������ "���� "��� ���" ���� P(G,H, k),
P∗(G,H, k),P+

1 (G,H, k)� P+∗
1 (G,H, k) �
� ����� *��
��� %�����
� ��
 *� ���%�� �
 ����-


����� ���� "��
 G �� � ����	 8 %�����
 ������� �� P(G,H, k) "��� *� ������*�� �
� "�
"��� ���" ����� ��" �� ��
 *� ����7�� �� ��
��� ��� ����� ���*����	

�� ��
����� � ���� T = (V,E) �
 n %�������	 �� ���� T �� �
 ��*������ %����3 r	 ��� �
�

%����3 x �� T "� ��
��� *� T (x) ��� ��*���� �� T ������ �� %����3 x	 �� �3��
���
 T (x) "���
���� *� ��� ��� �� %������� �
 T (x)	 4�� y *� ��� ������ �� � %����3 x �
 T � x 
= r	 �� ��
���

��� ��� �� �����*�� ������ ��� � %����3 x *� L(x) ⊆ C = {1, 2, ..., k} �
 ��� $�%�
 ���*���	
�� ��� L(x) =

⋂
z∈N(x) s(z)	

�� �
������� � ��
����
 F : V × V × C × C −→ {0, 1}� ��7
�� "��
 (y, x) �� �
 ��� ��
��� ������ ���� �
� ��� ���� �� ������ *���
$� �� L(x) × L(y)	 
���
��
$ �
 ��� 
����� ��
%����3 x� ��� ��
����
 F �� ��7
�� �������%��� �� �����"�	

96: �� x �� � ����� F (x, y, c, c′) = 1 ��
hc′

x = 1 �
� hc
y > 02

9<: �� x �� 
�� � ����� F (x, y, c, c′) = 1 ��
∀z ∈ N(x) ∩ T (x) ����� �3���� � ����� c′′ ���� ���� F (z, x, c′′, c) = 1 �
� ����� �3����
� ��������
 U1, U2, ..., Uk �� N(x) ∩ T (x) ���� ����

9�: |Ui| = |{z ∈ N(x) ∩ T (x)|z is colored with color i}| = hi
x �� i 
= c′2

9*: |Uc′ | = hc′
x − 1	

����� �
 ��� 7��� ����� F (x, y, c, c′) ��
 *� �������
�� �
 ��
���
� ����� �
 ��� ����
� ����
"� ����� ��� �
 ��3������ $���� B(x) �
 ����� �� 7
� ��� �������� ��������
	 ��� x 
= r

"� ��
������ ��� *�������� $���� B(x) = (V1, V2, U) "��� V1 = N(x) ∩ T (x) �������
��
$
��� 
��$�*��� �� x ��
���
�� �
 T (x) �
� V2 �� ��7
�� �� �����"�	 ��� ���� i ∈ L(x) ���
V2(i) = {ij |j = 1, ..., hi

x} �
� V2 = (
⋃

i∈L(x),i�=c′ V2(i)) ∪ {c′l|l = 1, ..., hc′
x − 1}	 1��� "��� ���-

����
� ��� �������
��� �� ��� ������
� ������ 9��� ���� ����� i ������
� ���� c′ "� �
�������
hi

x %������� �
� ��� ����� c′ "� �
������� hc′
x − 1 %�������: �
 N(x) ∩ T (x)	 �� �
������� �


��$� [z, ij ] �� F (z, x, i, c) = 1	 !
 ���� $���� B(x)� � ������� ������
$ "��� ��������
� �� �

P;



3 # ,�� �����
	 �
�� �" �����

��������
 U1, ..., Uk �� N(x) ∩ T (x) ��������
$ ��� �������� ��
�����
��	

��� ��� ���� r �� T "� ��7
� ��� �����"�
$ ��
����
 Π : {r} × L(r) −→ {0, 1}� Π(r, c) = 1
�� ∀z ∈ N(r) ����� �3���� � ����� c′′ ���� ���� F (z, r, c′′, c) = 1 �
� ����� �3���� � ��������

U1, U2, ..., Uk �� N(r) ���� ���� |Ui| = hi

r ∀i	 8$��
� �� ������*�� �*�%�� � ������� ������
$
�
 �
 ��3������ *�������� $���� B(r) "��� $�%� �� � ��������
 ��������
$ ��� ��
�����
��	

1��� "� $�� ��� �����"�
$ ��$������	

>������ �

96: .��*�� ��� %������� �
 ��%���� ����� �� ������� ����� (����� 9��� ���%�� ���� 7����

��� ���� �� �� ��� �
�:	 4�� x1, ..., xn *� ��� %�������	

9<: ��� i = 1 �� n �
� ��� ���� ���� �� ������ (c, c′) ∈ L(xi)×L(y)� ������� F (xi, y, c, c′)
"���� y �� ��� ������ �� xi	 !� F (xi, y, c, c′) = 0 ��� ���� ���� (c, c′)� ��� ���*��� ���


� �������
	

9=:  �
������ ��� �����*�� ������
$ �� P(T,H, k) ������
$ ���� ��� ���� r �
� �������
$ ���

����� (c, c′) ��� "���� F (xi, y, c, c′) = 1	

4 ����� �-�!- $
� ����� �
��	��
� ��
��� �	��
�� P(T,H, k) �� O(k2n2.5) �����

����#� ���
 F (x, y, c, c′) = 1 �� ���
� ���� ����� �� � �����*�� �������
 ��� ��� ���*���
���������� "��� ��� ��*���� T (x) "���� x ��� ����� c �
� ��� ������ y ��� ����� c′	 (�
�� ���
���� x� ��� ����� (c, c′) ��� �3���
�� "� "��� �*���
 � �������
 "��
�%�� ����� �3���� �
�	 !�
Π(r, c) = 1� ����$
 ����� c �� r2 ���
 ��� ���� ��� (y, x) "���� y �� ������� "��� ����� c 9x ��


�� �������: �
� F (x, y, c′, c) = 1� ����$
 ����� c′ �� x2 x �� ���
 �������	

4�� �� 
�" �
���,� ��� ������3��� �� ���� ��
���� ���$�����
$ ��������	 ��� ���� %����3

x �
 T "� ��%� O(k2) ����� �� ������ (c, c′) ��� "���� "� ��%� �� �������
� ��� %���� ��
F 	 8 ������� ������
$ ��
 *� �������
�� �
 O(n2.5) �
 � *�������� $���� "��� 2n %�������
9��� S6T:	 !
 ��� ���� ��� ��3������ *�������� $���� B(x) "���� "� ��
������ ��� � %����3
x �� T ��
���
� 2(d(x) − 1) %�������� "���� d(x) = |N(x)|� �
� ��
�� � ������� ������
$
��
 *� �������� �
 O(d(x)2.5) ����	 1��� ��� %����� �� F ��� ���� %����3 �
� ���� ���� ��

������ ��
 *� �*���
�� �
 O(k2
∑

x∈T d(x)2.5) ����� �	�	� ��� ��$������ ��� � ������3��� ��

O(k2n2.5)	 �

�� "��� 
�" �3����
 ��" ��� ���%���� ��$������ ��
 *� ������� �� ��� ���*���� P∗(G,H, k),
P+

1 (G,H, k)� P+∗
1 (G,H, k) �
� ����� *��
��� %�����
�	

• P∗(G,H, k)
�� 0��� ��%� �� ��� ��� ��
�����
� ���� c 
= c′ �
 ��� ��7
����
 �� F 2 �
 ���� "�� "�

P>



��
���� 3 ��
�� ��	����% &��� �
����
	��! ������
���� �� ��� ���%���������

�%��� ��%�
$ �"� ��0���
� %������� "���� "��� *� ������� "��� ��� ���� �����	

• P+
1 (G,H, k)
����� "� ��%� �� ����� ��� ��7
����
 �� L(x)� �	�	� L(x) =

⋂
z∈N+(x) s(z)	 1��
 "�

���� ������ ��� ����������
 �� F �
 ��� �����"�
$ "��	

96: �� x �� � ����� F (x, y, c, c′) = 1 ��

9�: hc
x = hc′

x = 1� "��� c 
= c′� �
� hc
y, h

c′
y ≥ 0

��

9*: hc
x = 2� "��� c = c′ �
� hc

y ≥ 02

9<: �� x �� 
�� � ����� F (x, y, c, c′) = 1 ��
∀z ∈ N(x) ∩ T (x) ����� �3���� � ����� c′′ ���� ���� F (z, x, c′′, c) = 1 �
� �����
�3���� � ��������
 U1, U2, ..., Uk �� N(x) ∩ T (x) ���� ����

9�: |Ui| = hi
x �� i 
= c, c′2

9*: |Uc| = hc
x − 1� �
� |Uc′ | = hc′

x − 1� �� c 
= c′2

9�: |Uc| = hc
x − 2� �� c = c′	

��
���� "� ���� ��%� �� ������ ��� ��7
����
 �� Π� Π(r, c) = 1 �� ∀z ∈ N(r) �����
�3���� � ����� c′′ ���� ���� F (z, r, c′′, c) = 1 �
� ����� �3���� � ��������
 U1, U2, ..., Uk

�� N(r) ���� ����

96: |Ui| = hi
r �� i 
= c2

9<: |Uc| = hc
r − 1 	

!
 ��� ��3������ $���� B(x) ��
�������� �� *����� "� �
������� hc
x − 1 %������� ���

����� c 9�
����� �� hc
x �� ���� �
 P(G,H, k):	

• P+∗
1 (G,H, k)
�� ��� ��� %�����
 ��� P+

1 (G,H, k) �
� ��� ��� ��
�����
� ���� c 
= c′ �
 ��� ��7
����

�� F 	

• ��� ��� *��
��� ���*���� BP � "� ����� ��� �*�%� ��������� �� �����"�	 !
����� ��
��
�������
$ � ������� ������
$ �
 B(x)� "� ������ �������
� � ������
$ ��������
$
��� %������� �
 V1	 !� 
��� 
�� *� � ������� ������
$ ��
�� "� ���� ��%� �� ���� hi

x

%������� �� ����� i �
 ��� 
��$�*������ �� x *�� 
�� 
���������� �3����� hi
x	

)�� #�� ��	� 
+ P2(G, H, k) ��� P∗2(G, H, k)

@��� "� "��� ��
����� � ������� ���� �� ����� ��� "���� P2(G,H, k) �
� P∗
2 (G,H, k) ��
 *�

���%�� �
 ��
��� ����	 �� "��� 7��� $�%� ��
�����
� �� � �������
 ��� � ����	 �� ������ ���� �

���� S(y;x1, ..., xn) �� � ���� "��� n ≥ 2 ���� ���� E = {[y, xi] : 1 ≤ i ≤ n}	 y �� ��� ��
���

�� ��� ���� �
� ��� xi+� ��� ��� �3���
�� %�������	

P?



3 $ ,�� �
�� �" P2(G, H, k) 
�� P∗
2 (G, H, k)

����������� �-�$- A���� � ���	 S(y;x1, ..., xn) ���
 � ��

������ H �� ����������� �����	�


�����	� h(x) = (h1
x, h2

x, h3
x, ..., hk

x) ��	 ���
 ����	��
 ��	��� x� �
� ��

����� ���������� �	�

�%����
���(

 �! {x1, ..., xn} 
�� � ���%�� ��
�	��� ���
 hi ��	����� �� ��
�	 i"

 �!  6! ��	 ���
 ����	��
 ��	��� x� h1
x + h2

x + h3
x + ... + hk

x = n− 1"

 ,! ��	 ���
 ��
�	 i�

n− hi ����	��
 ��	����� x 
��� hi
x = hi ���

hi ��	����� x 
��� hi
x = hi − 1"

 4! ��	 ���
 ��
�	 i 
�� V (i) = {x|hi
x = hi − 1}" �
�� V (i) ∩ V (j) = ∅ ��	 �

 i, j ���


i 
= j�

����#� 9�: ⇒ 9*:�
∑k

i=1 hi
x �� ��� 
��*�� �� ������ 9"��� ����� ��������������: "���� ��%�

�� ����� �� �����
�� �"� ���� x	 (�
�� |N2(x)| = n − 1 ��� ���� �3���
�� %����3 x� �� 96:

�����	 8
 �3���
�� %����3 �� ����� i 9����	 ����� j 
= i: "��� ��%� hi− 1 9����	 hi: %������� ��

�����
�� �"� "��� ����� i� �� 9<: "��� ����	 1�� ��� �� �3���
�� %������� "��� ����� i "��� *�

V (i) �
� 9=: �����	

9*: ⇒ 9�:� ��� ���� i "� ����� ��� hi %������� x �� V (i) "��� ����� i �
� ���� "��� $�%� ��

��� �������� ������
$ "���� �� �
������ ��7
��	 �

:����1 �-��- '� G �� � ���	� �
�� �
� �	�������� �� P2(G,H, k) ��� P∗
2 (G,H, k) �	�

����
�	� 5� #��� 
��� �� ������ ��� ��
�	 c ∈ {1, ..., k} �� �
� ����	�
 ��	��� y ��	 P2(G,H, k)
��� ��� ��
�	 c ∈ {1, ..., k} ��� ���� �� N(y)  �� �
�	� �� ���! ��	 P∗

2 (G,H, k)�

:����1 �-�'- P2(G,H, k) �
�� G �� � ���	 ���
 n ≥ 2 ����	��
 ��	������ �� �
� ����

�	��
�� �� P(G′,H, k) �
�� G′ �� � ����
��� �	��
 �� �	��	 n" �� �� �������	 �
� ���	� ��

����	��
 ��	����� xp, xq  1 ≤ p, q ≤ n! �� � ���	� �
�� �	� �

 �� �������� ���� '� � ����
���

�	��
 G′ �

 ���	� �� ��	����� �	� �� �������� ���� &���� �
� ��������� �%����
�����

��� � ������� ���� �� ������ "� $�%� � �������� ����������
 �� � ������ ��$������ "���� "���

�������
� �
 ��
��� ���� "������ � �������
 �3���� �� 
�� ��� P2(G,H, k)	

�� ��7
� � %����	��	� �	�� 9�� ������� %���	��: �� � ���� "���� ��� �
���
�� %������� 9�	�	�


�
 ���%��: ��%� ��$��� �� ����� ����	 4�� (B,W ) *� ��� *���������
 �� ��� %����3 ��� V 9B

�� ��� ��� �� *���# %������� �
� W �� "���� %�������:	

8 ������� ���	 Sh(y;x0, x1, ..., xn) �
 � ������� Q �� ��� ��*$���� �
����� *� ��� %����3 ���

{y} ∪N(y) "���� N(y) = {x0, x1, ..., xn} �
� x1, ..., xn ��� ���%�� �� Q	 Q *��
$ � �������

"� ��%� n ≥ 3	 Sh �� � ���� ��� "���� �� ����� ����� �3���
�� %������� ��� ���%�� �� Q	 .�����

���� x0 �� $�
������ 
�� � ���� 9�3���� "��
 Q ������ �� � ����:	

����������� �-�&- ��� Sh(y;x0, x1, ..., xn) �� � ������� ���	� � �������	� ��������� ��	 �

��
�	��� �� N(y) �� ����� �� �
�� ��	 ��� ��� ����	��
 ��	����� xp ��� xq ���
�	 h(xp) = h(xq)

PM
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�� ��	����% &��� �
����
	��! ������
���� �� ��� ���%���������

�	 |hc
xp
− hc

xq
| ≤ 1 ��	 ���
 ��
�	 c ��� �
�	� �	� �����
� ��� ��
�	�� ��� c ��� c′� ���
 �
��

hc
xp

= hc

xq
��� hc′

xp

= hc′

xq
�

����#� 8� ��� ��� ���� �� � ���� 9��� ����� �� ����������
 >	6;: �
 �
� ������
$ ����� �� 
�

���� �� �3���
�� %������� xp, xq "��� |hc
xp
− hc

xq
| ≥ 2 ��� ���� ����� c	

�� ��%� 
����������
∑k

i=1 hi
x = n� �� "� ��

�� ��%� �3����� �
� ����� c ���� ���� hc

xp

= hc

xq
	

.�" ������� ���� ����� ��� �� ����� ����� ������ c1, c2 �
� c3 "��� hci
xp

= hci

xq
� i ∈ {1, 2, 3}	

8� ��� ��� ���� �� � ���� 9��� ����� �� ����������
 >	6;:� �� hci
xp

= hci
xq
−1� xp ���� ��%� �����

ci	 !� �����"� ���� xp �� xq ��� �� ����� �"� �����
�� ������� "���� �� � ��
���������
	 �

����������� �-�/- ��� Sh(y;x0, x1, ..., xn) �� � ������� ���	� '� �
�	� �� � ��
�	��� �� Sh�

�� �� ���%���

����#� (������ ���� ��� ��
�����
 �� ����������
 >	6M �� �����7��	

!
 ���� h(xp) = h(xq) ��� ���� 1 ≤ p, q ≤ n� ���� �3���
�� %����3 x ��� ��� ���� ����� c	

1��
 ��� ���� x� hc
x = n − 1 �� hc

x = n	 !
 ��� 7��� ����� ����� �� � ����� c′ 
= c ���� ����

��� ���� x� hc′
x = 1 �
� ���� x0 ���� $�� ����� c′	 !
 ��� ����
� ����� ��� �3���
�� %�������

x0, x1, ..., xn 
���������� ��%� ����� c	

!
 ���� ����� �3���� �"� %������� xp �
� xq "��� h(xp) 
= h(xq)� ����� �� � ����� c ���� ����

hc
xp

= hc
xq
−1	 1��� xp ��� 
���������� ����� c	 (� ����� �� �
����� ����� c′ "��� hc′

xp
= hc′

xq
+1

�
� xq ���� ��%� ����� c′	 ��� ���� �3���
�� %����3 xf � f 
= p, q� ��
�� h(xp) 
= h(xq) "�
��%� h(xf ) 
= h(xp) �� h(xf ) 
= h(xq)	 (� �� �*�%� "� �*���
 ��� ����� �� %����3 xf 	 !


���� "�� "� ��
 ����$
 � ����� �� ���� �3���
�� %����3 x	 !� �
 �3���
�� %����3 x �����%��

�"� �����
�� ������� ������� ����� �� 
� �������
	 .�" ���� ���� %����� h(x)� "� �������
� �
�
���� ����� �� x0	 !� ����� ��� �����
�� ������ ����$
�� �� x0� ����� �� 
� �������
� �����"���

"� �*���
 � ������
$ ��� x0, x1, ..., xn �
� ���� ������
$ �� �
����	 �

4 ����� �-�)- P2(Q,H, k) ��� �� ��
��� �� ���� O(kn2) �
�� Q �� � %���	��� B�	����	

�� �
�	� �� � ��
�	���� �� �� ���%���

����#� !
 ��� �����"�
$ ��$������� "� "��� ����� *� ������
$ ��� %������� �� W �
� � �������

����
� ��
 "��� ����� ��� %������� �� B	 �	�	�	$	 "� ��� ����%� ��� *���# ���%�� ��� ��� 7���

��
 �� ��� ��$������	

>������ �

96: G← Q2

9<: "���� G 
= ∅ �� G �� 
�� � ����

��� ���� ��
��
� ���� Sh(y;x0, x1, ..., xn) ��

9<	6: �� ��
�����
 �� ����������
 >	6M �� 
�� �����7�� ���
 ����� �� 
� �������
2

PP



3 * ����	
����

9<	<: ����� x0, x1, ..., xn �������
$ �� h(x1), ..., h(xn)2

9<	=: �� ��� ������
$ ������ ����� �� 
� �������
2

9<	; ������ h(x0) �������
$ �� ��� 9�
����: ������
$ ��
��������2
G← G \ {y, x1, ..., xn}2

9=: �� G �� � ����� ���
 ����� x0, x1, ..., xn2

�� ��� ������
$ ������ ���
 ����� �� 
� �������
	

!
 ���� 9<	<: ��� �
���� ������
$ �� �*���
�� �� ������*�� �
 ��� ����� �� ����������
 >	6P	

8�����
$ ��� ��$������ �� B� "� 7
���� �*���
 � �
���� ������
$ �� Q �� ���� � ������
$

�3����	

��� ���� ��
��
� ���� Sh(y;x0, x1, ..., xd)� ��� ��
�����
 �� ����������
 >	6M ��
 *� ����#��
�
 ���� O(k(d(y))2) �
� ��� ������
$ 9����������
 >	6P: ��
 *� �*���
�� �
 ���� O(kd(y))	
!� �����"� ���� ��� "���� ������3��� �� O(

∑
y k(d(y))2) = O(kn2) ��
�� Q �� � �������	 �

���� ��� ���%���� ������ "� ��
����� ��� �����"�
$	

*�������� �-�+- P∗
2 (Q,H, k) ��� �� ��
��� �� ���� O(kn2) �
�� Q �� � %���	��� B�	����	

�� �
�	� �� � ��
�	���� �� �� ���%���

8 9�
����: ������
$ �3���� �� ����� �3��� � ������
$ �� ��� "���� %������� �
� � ������
$ �� ���

*���# %������� �
� �� *��� ������
$� ��� �������*�� 9
� �"� ��0���
� %������� $�� ��� ����

�����:	

�� ��%� ���������� ������%�� �� ��� ���� �� ��������2 ���� ��� ����"�� �� �� �*���
 � ������

��
��� ��$������	 .����� 7��� ���� �� ��� �
���
�� *���# %������� �
 � ���� ��%� ��$��� �"��

���
 ��� ���*��� �� ������
$ ��� "���� %������� �� ����%���
� �� P1(G′,H ′, k) "���� G′ �� ���
���� �*���
�� *� ����%�
$ ���� *���# %����3 ��
#�� �� �"� "���� %������� w1 �
� w2� �
�

�
�������
$ �
 ��$� [w1, w2]	

!
 �������
 9�	�	� *������ ��%�
$ ��� �
���
�� *���# %������� "��� ��$��� �"�:� �� "� ��%� �

��$��� �� ����� ���� ��� ���� �
���
�� "���� %����3� ���
 �
� ��
 ���%� ��� ������
$ ���*���

*� ���
$ ��� ��$������ �� P1(G,H, k) ��� ��� "���� %������� �
� ��� 7��� ��
 �� ��� ��$������
�� P2(G,H, k) �
 �������� ��� ��� *���# %�������	

��� ��� $�
���� ���� "���� G �� � ����� ��� ��$������� �������� ���� �� 
�� ���� ���� ��

*� ������� �� ��
��� ���� ���� �%�
 �� � ��
$�� ����� ����� 9B �� W : ��� �� ��� ���� ����

�
���
�� %������� �� ��$��� �"� �
� �
���
�� %������� "��� ��$��� �� ����� ����	

)�" �
����	�
�

�� ��%� ������� ���� ������
$ ���*���� ������� �� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*���

"���� ����� *� ���%�� �
 ����
����� ���� ��� ����� �� ��������� ��� � ��*����� �� ������

��� ��������	 1���� ��� $�
������ NP-�������� ��� ���� $�
���� $�����	 �����������

PO
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����
	��! ������
���� �� ��� ���%���������

"� �*���
�� � 
�" ������3��� ������ ��
���
�
$ ��� L(1, 1)-��*����
$ ���*���	 !� "����
*� �
�������
$ �� �3���
� ��� ���*���� P2(G,H, k) �
� P∗

2 (G,H, k) �
 ��� ���� �� $�
����
�����	 8��� ��� *��
��� %�����
 �� ����� ���*���� ������ *� ��
������� �%�
 �
 ��������	

OQ



������� 


!�
���"���
������	 �	
� �����������


�� 
����
 ���
��
 ���� 	�
�����

����
�����

$
�� �
����	 �� ��������� �� &�C� D���	 �� ��*���
�������� ��	 
�� ������
 ��	* �
��


������ �
� ��� ������ D���	 ���������� �����
� ?0 ���	� ����

����
�����
�

!
 ���� ������� ��� ��� �� �� �3����� ���� ���*���� ���� ����� ���� � $���� �����������

����������
 �� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� �
 �������� ����$����� 9���  ������

6:	 �� ������ ���� ���� ���*��� �� ��7
�� �� �����"�	

8����� "� ��� $�%�
 �
 (m × n) ����� A = (aij) "���� ���� �
��� ��� ��
���
 � ��3��
��%�
$ �
� �� ��� ������ 1, . . . , k	 ���� �
 ���$� "� ��� ��������� ��� 
��*�� hs

i 9����	 vs
j :

�� ��3��� "��� ����� s �
 ��" i 9����	 �����
 j:	

1�� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� ��
����� �
 ����$
�
$ � ����� �
 {1, . . . , k} �� ����
�
��� �� A �� ���� �
 ���� ��" i 9����	 �����
 j: ����� ��� �3����� hs

i 9����	 vs
j : ��3��� "���

����� s 9��� ��� i ≤ m, j ≤ n, s ≤ k).

 ������ ��� %����� hs
i �
� vs

j ���� ������� ���� 9
��������: ��
�����
� "���� ��%� �������

*��
 �
�������� �
  ������ 6�

O6
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���� ��%� �
���������% �� %�
��� 
�����% "��� ��������
����%�
��!

k∑
s=1

hs
i = n (i = 1, . . . ,m) 9?	6:

k∑
s=1

vs
j = m (j = 1, . . . , n) 9?	<:

m∑
i=1

hs
i =

n∑
j=1

vs
j (s = 1, . . . , k) 9?	=:

!� �� #
�"
 ���� ��� k = 2� �
� ��
 7
� �� ����� �� �� 
�� �
 ���$� ��������
��
$ �� %�����
hs

i �
� vs
j ��������
$ ?	6 - ?	=	 !
���� �
 S?>T� &���� $�%��� ��� ��� ���� k = 2� 
��������

�
� ��A���
� ��
�����
� �� *� %���7�� *� ��� %����� hs
i �
� vs

j ��� � �������
 �� �3��� 9���

 ������ 6:	 ����������� ����� ��
�����
� ��
 *� ����#�� �
 ����
����� ����	

�� ������ ���� ��� k = 4� ��� ���$� ����
��������
 ���*��� "�� ���"
 �� *� NP-��������
S6?T� "���� ��� k = 3 ��� ������ �� �� ��� #
�"���$� ����� ���
	

!
 ���� ������� "� ����� ����
������ ��
����� ��� ���� "���� "� ��%� k = 3 ������ �
����
������ �����"���	

1�� $���� ����������� ����� "� "��� ��������� "��� ���� ���*��� �� ��� �����"�
$ 9��� ����

 ������ 6 �
� S6PT:	 )��� ��" i �� A ��������
�� �� � %����3 i	 4�� X *� ��� ��� �� �����

%�������	 (�������� ���� �����
 j �� A ��������
�� �� � %����3 j �
� "� ���� Y ��� ��� ��

����� %�������	 !
 �������
 ���� �
��� aij �� A ��������
�� �� �
 ��$� [i, j] *��"��
 %����3 i

�
 X �
� %����3 j �
 Y 	 (� "� ��%� � �������� *�������� $���� KX,Y "��� |X| = m, |Y | = n	

B�%�
 ��� %����� hs
i �
� vs

j � ��� ����
��������
 ���*��� ��
����� �
 ��������
�
$ ��� ��$� ���

E(G) �� G = KX,Y �
�� k ��*���� E1, . . . , Ek 9Es �� ��� ��*��� �� ��$�� "���� "��� *� $�%�


����� s: ���� ���� ��� ���� s (1 ≤ s ≤ k)

hs
i is the number of edges of Es adjacent to vertex i in X 9?	;:

vs
j is the number of edges of Es adjacent to vertex j in Y 9?	>:

��� ��� ���� �� ��� �������� "��
 "��#�
$ �
 �������� *�������� $������ "� ������ ����

��
�����
� ?	6 - ?	= ��� %���7�� �� "��� �� ��� &���� ��
�����
� ��� ���� ����� s = 1, ..., k	

!
 $�
���� 
� ���������
� �� ������� �
 ��� ��������� �� ��� $����� $�
������ *� Es �� *�

Est ≡ Es
⋃

Et *������ ��������
$ ?	; - ?	>	

@��� "� ����� 7��� �3���
� ���� %�������
� "���� ��� �
��
 �� ���� ��*���� Es ��� ��

������� ���� �������
�� ��
�����
��	 �� "��� ����� �
 ����� ��*���� �
� "� "��� 
�� ����

�*��� ��� ����� ��*���� ��������
��
$ �� ��� �����
�
$ ������	

4�� �� �*���%� ���� ���� ��
�����
�� ?	6 - ?	< "� ��� ���� ����� ��� �
���� k−1 �
����
��
�
������� ��� ���� �
�� ��� ����� k� "��� *� ��� $���
� ����� 9��� 
��*�� �� ��� �������
��� �


���� ��" �
� �
 ���� �����
 �� �
������ �������
�� *� ��� �������
��� �� ��� 7��� ������

1, . . . , k − 1:	 (�
�� "� ������ k = 3� "� "��� ��%� �� �������
� ���0��
� ���� E1, E2 �
�

E3 = E − (E1 ∪ E2) "��� *� ������������� �������
�� �
� �� "��� ������� ?	; �
� ?	>	

O<



5 � ,�� �
�� &���� E12 �� 
 ���� �� KX,Y

�� ����� �3���
� �
 ��� 
�3� ������
� ��� ��������
 "���� ��� ����� ������� E1 �
� E2 ����

��$����� � ���� �� � ���������
 �� ���0��
� ����
�	

��� ��� ����� ���*���� "� "��� ���
 �3���
� ��� ��������
��
$ ���*��� �
 ��� ���� "����

�
����� �� ��%�
$ �
 �
������
$ $���� G "���� �� *�������� 9�� "�� KX,Y ) "� ��%� 
�" �

�������� $���� G = KX �
 |X| = m %�������	 (� "� ��� $�%�
 ��� ���� %����3 i �
 G �
�

���� ����� s = 1, ..., k � 
�
 
�$���%� �
��$�� hs
i 	 '�� ���*��� ���
 ��
����� �
 7
��
$ �

��������
 �� ��� ��$� ��� E(G) �� G = KX �
�� k ��*���� E1, ..., Ek ���� ���� ��� ���� �����

s 9s = 1, ..., k:�

hs
i is the number of edges of Es adjacent to vertex i in X 9?	?:

��� � �������
 �� �3��� ��� �����"�
$ ��
�����
� ���� �����

k∑
s=1

hs
i = m− 1 (i = 1, . . . ,m) 9?	M:

∑
i∈X

hs
i is even (s = 1, . . . , k) 9?	P:

��� ��� ���� �� ��� �������� "��
 "��#�
$ �
 �������� $������ "� ������ ���� ��
�����
�

?	M �
� ?	P ��� �����7��	

�� ���� ������� ��� ���� "���� G �� �
 ����
��� $���� �
 (�����
 ?	;	 !
 (�����
 ?	>� "�

$�%� ��A���
� ��
�����
� *���� �
 ��� ��3���� ��$��� �
 E12 ��� � �������
 �� �3��� ��� ���

���� �� 
�
 ����
��� �������� *�������� $����� �
� ������ �������� $�����	 1��� �3��*���

� 
�" ���%�*�� ���� �� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� "��� k = 3 ������	

��
���� "� "��� ��
����� ��� ���*��� ��������
��
$ �� ������� %����� 9Q� 6 �� <: �� hs
i 9�
�

vs
j :� �	�	� ��� ������ �� �"� ��$�-���0��
� ����
� �� ������ $��
$ �����$� �����7�� %������� �


�������� *�������� $����� �� ������ �������� $�����	

,�
 #�� ��	� -���� E12 �	 � ���� �� KX,Y

1�� 7��� ���*��� "���� "� ��
����� ��
 *� ���������� �� �����"�	 �� ������ ���� k = 3;
$�%�
 � �������� *�������� $���� G = KX,Y "��� %����� h1

i , h
2
i , v

1
j , v

2
j 9��� i = 1, . . . ,m; j =

1, . . . , n: 7
� �"� ���0��
� ��*���� E1 �
� E2 �� ��$�� �� E(G) ���� ���� ?	; - ?	> ���� ���
s = 1, 2� �
� �
 �������
 E12 �� � ����	

�	�	�	$	 "� ��� ������ ���� �%��� %����3 �
 G "��� *� ��0���
� �� ���� ��$� �� E12

9�����"��� "� ������ ������ ��� %������� 
�� ��0���
� �� �
� ��$� �� E12 �
� ��
����� ���

�����
�
$ $����:	 1��� ���������
 ��
 *� ������ �� �����"��

V (E1) ∪ V (E2) = V (G) 9?	O:

'*���%� ���� ���� h1
i + h2

i 9����	 v1
j + v2

j ) "��� *� ��� ��$��� �� %����3 i �
 X 9����	 %����3 j

�
 Y : �
 ��� ���� E12	

O=



��
���� 5 ��%���4������
���� ��%� �
���������% �� %�
��� 
�����% "��� ��������
����%�
��!

1� �%��� �����
$ "��� ���%��� ������ "� ����� ������ ���� ��� ���*��� �� 
�� ��$�
����� ��

���� ���� �
� �� ������ 6 �
� < ������ �
 �� ����� �
� ��$�	

�� ����� 7��� ����� �"� ������ ���� "��� *� ���������� ���� �� ��
������ ��� �������� ��*���

E12 �� ��$�� *� ������
$ ��� 
��*�� �� ��

����� �����
�
��	

:�
������� 9���� ��� C1 ��� C2 �� ��� ��������� ���������� �� E12 ���������� 7�1 �

7�? ��� ���
 �
�� C2 �������� �� 
���� ��� ���
��

������ ��� ��� ��� �� ���� [x1, y1] �� C1 ��� �� ���� [x2, y2] ��
������ �� ���� ���
� C

�� C2 ���
 �
�� [x1, y1] ��� [x2, y2] 
��� �
� ���� ��
�	  ���
 �	� �� E1 �	 ���
 �	� �� E2!�

$
�� �� 	��
����� [x1, y1] ��� [x2, y2] �� [x1, y2] ��� [x2, y1]� ��� �� ������ �
�� �
� ����

��
�	 �� �
� 	������ ����� �� ��� � ����
� ��������� ��������� C ′ �
��
 ���

 �������� 7�1

� 7�?�

����#� (�
�� [x1, y2] �
� [x2, y1] $�� ��� ���� ����� �� [x1, y1] �
� [x2, y2]� ?	; - ?	> ��� �����
�����7��	 '
� %���7�� ���� x2 �
� y2 ��� ����� ��

����� �
 C − [x2, y2]2 ����������� �
 C ′�
x1 �
� y1 ��� ��

����� *� � ����
 ��
�����
$ �� ��$� [x1, y2] �����"�� *� C − [x2, y2] �
�
*� ��$� [x2, y1]	 !� �����"� ���� ����� ��� ����
� *��"��
 �
� �"� %������� �� C ′	 .�����
����������� ���� C ′ �� ����� *�������� �� C1 �
� C2 "��� *��������	 �

:�
�
���� 9���� ������ �� 
��� � ��������� ��������� C �� E12 ���������� 7�1 � 7�?

��� ���������� ���� ���
� C" 
�� e �� �� ���� �� C ��� ��������� �� ��� ���
�� '� �
�	� ��

� �
��� C̃ �� C ���������� e ��� ���	���� ���
 ���� ���� [x2, y2] �� C ��� ������ ���
 ��

���� [x1, y1] 
= e �� C − C ���
 �
� ���� ��
�	 �� [x2, y2]� �
�� ��� ��� ���
���� ����� ��

�
�� 7�1 � 7�? ���

 
�
� ��� e �� �� � ���
��

����#� .����� ���� [x1, y2] �
� [x2, y1] ��� 
�� �������
������ �
 E12 9�����"��� e "����

*� �
 � �����:	 &������
$ [x1, y1] �
� [x2, y2] *� [x1, y2] �
� [x2, y1]� �
� ����$
�
$ ���� ���

���� ����� �� [x1, y1], [x2, y2] $�%�� �
����� ��

����� �����
�
� "���� ?	; - ?	> ����� ����	
!� ��
 *� ����#�� ���� ����� �� � ����� C ′ 9�����*�� �� ��
$�� <: ��
���
�
$ e "���� $���

������ �����$� x1 �
� y2 �� �����$� x2 �
� y1	 �

:����1 '-�- 5� �
�

 ��� 
���	 �� �	������ ��	���� �� �
��� 
�����" �
� �	���
����� �� �
�

��� ���� ��

 �� ����������

����������� '-�- '� G = KX,Y �
�	� ����� ��� ���#���� ������� E1 ��� E2 �� ����� ���


�
�� 7�1 � 7�? 
�
�� ��� E12 �� � �	�� �� ��� ��
� ��

 �!
∑
i∈X

(h1
i + h2

i ) =
∑
j∈Y

(v1
j + v2

j ) = (m + n− 1)"

 �!
∑
i∈X

hs
i =

∑
j∈Y

vs
j ≤ (ms + ns − 1) ��	 s = 1, 2 �
�	� ms  	���� ns! �� �
� �����	 ��

��	����� i �� X  	���� j �� Y ! ���
 hs
i > 0  	���� vs

j > 0! ��	 s = 1, 2�

O;



5 # ,�� �
�� &���� E12 �� 
 ���� �� KX,Y

����#�

⇒ !� E12 �� � ���� �� ���� ������� 9�: �
� E1, E2 ��

�� ��
���
 �
� ������ �� ���� ���

������� �
� 9*: �� %���7��	

⇐ ���� S?>T "� #
�" ��" �� ��
������ E1 �
� E2� ��
�� ��� &���� ��
�����
� ��� �����-

7��	 .����� ���� ���� ��$�� ��� ������ �
 *��� E1 �
� E2� ������
$ ������ �� ��
$��

<	 ��� ����� "��� *� ����%�� ����� �
 ��� �������	

!� E12 �� ��

������ �� �� � ���� ���� 9�: �
� ?	O �
� "� ��� ��
�	

'����"���� E12 ��
����� �� p ≥ 2 ��

����� �����
�
�� C1, . . . , Cp	 ���� 9�: ����� ��

�� ����� �
� ���� �����
�
�� ��� C1� "���� �� � ���� �
� �� ����� �
� ���� ��
���
�

������	 �� ?	O� C1 ��
���
� �� ����� �
� ��$�	

8� ��
$ �� "� ��
 7
� �"� ��$�� [x1, y1] �
� [x2, y2] �� ��� ���� ����� 96 �� <: �

�"� ��

����� �����
�
�� �
� ���� ���� �
 �������
 [x1, y1] �� �
 ���� ������ "� ��

������ ����� �����
�
�� �� � ��
$�� �����
�
� *� ��� &�������
$ 4����	

���
 "� ��

�� 7
� ���� ����� �� ��$�� �
������ ������ "� ��� ��
� �� "� ���


���������� �
 ��� �����"�
$ ��������
	 8�� ��

����� �����
�
�� ���� ��� ����� ���

��
���������� �
� ��� ��%� ��� ���� ������ ��� 6	 ����������� ����� �� �3����� �
�

�������
�� ��

����� �����
�
� C ���� ��
���
� ������ 9�����"��� "� ����� ��%� ����

��� &�������
$ 4����:2 ��� ��$�� *���
$�
$ �� ������ �
 C ��%� ����� <	

.����� ���� �
 C ����� ���� *� �� ����� �
� ��$� �� ����� 6� �����"��� 9*: "���� *�

%������� ��� ����� <	 ���� 9*: "� ���� #
�" ���� C ���� ���� ��
���
 �
 ��$� [x2, y2]
�� ����� < "���� �� 
�� �
����
� �� �
� ����� �� C	 !� �� ��
#�� �� ���� %����3 x∗ �� �
����� C *� � ����
 Q ��
���
�
$ �� ����� �
� ��$� e �� ����� 6	 .�" ��#� ���� ��$�

[x1, y1] �� C	 8�����
$ ��� &������
$ 4����� "� ������� [x1, y1] �
� [x2, y2] *� [x1, y2]
�
� [x2, y1]2 �� $�%�� � ��

����� �����
�
� "���� ��$� e 9�� ����� 6: 
�" *���
$� ��

���� ����� 9"���� ��� �����*�� *� �� ��
$�� <:	

.�" "� ��� �$��
 �
 ��� ��������
 "���� e ��� ����� 6 �
� �� *���
$� �� ���� ����� ��

� ��

����� �����
�
�2 *������ ���� ����� �� �� ����� �
� �����
�
� F "���� �� � ����

�
� "���� ��� ��$�� ��%� ����� 6	 (� "� ��
 ����� ��� &�������
$ 4���� �� e �
�

���� ��$� e′ �� F 2 ���� "��� 
�� ������ �
� 
�" ����� �� ��
$�� < ��
�� ��� 
�" ��$��

0��
 �����
�� %������� �� �"� ������
� ��

����� �����
�
��	 ���� ���� "� ������ ���


��*�� �� ��

����� �����
�
��	 �� ������ ���� �
��� "� $�� � ��

����� E122 �� "���

*� � ���� ��������
$ ��� ���������
��	

�

O>
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���� ��%� �
���������% �� %�
��� 
�����% "��� ��������
����%�
��!

,�� #�� ��	� -���� E12 �	 � �
������
� 
+ $����� ��	.
��� �����	

�� KX,Y

�� ��� 
�" $�%�
 %����� hs
i , v

s
j "���� �������

1 ≤ h1
i + h2

i ≤ 2 ��� ���� i �
 X 9?	6Q:

1 ≤ v1
j + v2

j ≤ 2 ��� ���� j �
 Y 9?	66:

@��� E12 "��� ��%� �� ��
���� �� � ���������
 �� �����
���� ���
 ����
� ��%�
$ ����� �
�%��-

����� �� %������� r 9����	 t: "��� h1
r + h2

r = 1 9����	 v1
t + v2

t = 1:	 1���� "��� *� ������ ���

��	�����	  ������ "� ���� ��%� �
 �%�
 ������%� 
��*�� �� ��� %������� ��� ��� �3����
�� ��

� �������
	

.����� ���� "� �3����� ������ �
 � �������
� �	�	� "� ��%� �� ���" ���� "� �
�� ��%� ���


����
�	

����������� '-!- '� � ����
��� ����	���� �	��
 KX,Y �
�	� ����� ������� E1 ��� E2 ��

����� ���������� 7�1 � 7�? ��� ���
 �
�� E12 �� � ��

������ �� �
������	� ���� �
���� �� ���

��
� ��

 �! ��	 ���
 ��
�	 s ∈ {1, 2}� �
�	� �� �� 
���� ��� ��	��� �
��
 
�� �� �� ��#����� �� �����
�

��� ���� �� ��
�	 s"

 �! �
�	� ������ � ��	��� i ∈ X ���
 h1
i + h2

i = 1 �	 � ��	��� j ∈ Y ���
 v1
j + v2

j = 1�

����#� !� �����"� ���� 9*: �
� ���� ?	= ���� ��� 
��*�� �� ��� %������� �� �%�
 �
� ������%�	

!� 9�: ���� 
�� ����� ����� �� �
� ����� s ���� ���� �%��� %����3 �� ��0���
� �� �"� ��$�� ��

�� 
� ��$� �� ����� s	  ������ ��� ��$�� �� ����� s ��

�� *� �
 � ����
 �� E12	

1� ���" ���� ��� ��
�����
� ��� ��A���
�� "� ����� ���� � ��� E12 ��������
$ ?	6Q - ?	662 E1

�
� E2 ��
 *� ��
�������� ���������� ��
�� ��� &���� ��
�����
� ��� ������� �� ����	 8�

*����� E12 ��� ��
���
 ������ �� ��
$�� �"�	 !� �� ��
���
� 
� ��

����� �����
�
� "����

�� � ����� "� ��� ��
�	 '����"��� ��
����� � ����� C2 ��
�� ����� �� �� ����� �
� ��� %����3

9���� 9*:: ����� �� � ����
 C ′ �
 E122 �� C �� 
�� ��
���������� "� ��
 7
� � ���� �� ��$��

[x1, y1] �
 C ′� [x2, y2] �
 C �� ��� ���� ����� �
� "� ��� ��� &�������
$ 4����	 ���


"� ��

�� ��� ��� 4���� �
����� "� ��� �
 ��� ��������
 "���� "� ��%� ��
����������

������ 9��� �� ��� ���� ������ ��� 6: �
� ��
���������� ����
� 9��� �� ����� <: *��"��
 ���

%�������	 ��� ���� �� 
�� �����*��� ���� 9�: ��� ����� 6� ����� ���� *� � %����3 ��0���
� ��

�3����� �
� ��$� �� ����� 6	 @�
�� "� �� 
�� ��%� ���� ���� �
� "� ��
 ��
������ � ��� E12

��������
$ ?	6Q - ?	66 �
� ��
�����
$ �� ���
 ����
�	 �

O?



5 $ ,�� �
�� &���� G �� 
 ����	��� %�
�� KX

,�� #�� ��	� -���� G �	 � �
������ ����� KX

(������ ���*���� �� �
 ��� ���%���� ������
 ��
 *� ������ ��� ��� ���� "���� G �� ������ �

�������� $���� KX �
 � ��� X �� m %�������	

8�����$� ���� ��� 
� ��������� ��

�����
 "��� �������� ����$����� �� *������ "� ��
���


�� ��� ��� �
������ �
 � $���� ����������� ��
��3�	

8� ������� ��
���
�� �
 ��� �
���������
 "� 
�" "�
� �� 7
� � ��������
 E1, . . . , Ek �� ���

��$� ��� E(G) �� G = KX ���� ���� �
 ���� Es ����� ��� �3����� hs
i ��$�� ��0���
� �� %����3

i (i = 1, . . . ,m) 9��
�����
 ?	?:	 Es �� ������� ������ � b������		 (�
�� "� ��� �
 KX � ���

��
�����
� �� �3����
�� ��� $�%�
 *� ��� )��V�-B����� ������� 9�3����
�� �� � ������ $����

"��� $�%�
 ��$����2 ���  ������ ? �
 SOT:	 �� ����� ������ ���� ����� ��
�����
� ���� ���

���� Es 9�����"��� ��� ���*��� ��� 
� �������
	

����������� "� ������� �� *������ ���� ?	O ������ �	�	� �%��� %����3 �� ��0���
� �� �� �����

�
� ��$� �� E1 ∪ ... ∪ Ek−1	

1�� �����"�
$ ����������
 ���� ���� ��$�� �
 ��� ������%� ������3��� �� ��� �������
 %�����
�

�� ��� ��$� k-��������
�
$ ���*���� �
 � �������� $���� �
� �
 � �������� *�������� $����	

����������� '-$- $
� ���	��������	����� ���� k���	��������� �	��
�� P ′ �� � ����
���

�	��
 �� �� 
���� �� ��/��
� �� �
� ���	��������	����� ���� k���	��������� �	��
�� P �� �

����
��� ����	���� �	��
�

����#� �� ��� $�%�
 � ���*��� P ��7
�� *� � �������� *�������� $���� G = KX,Y �
�

%����� hs
i (i ∈ X)� vs

j (j ∈ Y ) ��� 1 ≤ s ≤ k	 �� ������ ���� ��
�����
� ?	6-?	= �� ����	 ��

��
������ � �������� $���� G′ = KX∪Y �
 X ∪ Y *� �
�������
$ �
 G � ������ �
 X �
� �

������ �
 Y 	 4�� m = |X| �
� n = |Y |	 ��� ���� i ∈ X "� ��� h
′1
i = h1

i + m− 1� h
′s
i = hs

i

9s = 2, ..., k: �
� ��� ���� j ∈ Y "� ��� v
′2
j = v2

j + n− 1� v
′s
j = vs

j 91 ≤ s ≤ k� s 
= 2:	 1���
��7
�� � ���*��� P ′ �
 G′	 !� P ��� � �������
 S� "� ��
 ����%� � �������
 S′ �� P ′ *�
#����
$ ��� ������ �� ��� ��$�� [xi, yj ] �� G′� *� $�%�
$ ����� 6 �� ��� ��$�� [xr, xt] �
� �����
< �� ��� ��$�� [yu, yv]	  �
%������ ������ ���� P ′ ��� � �������
 S′ �
 G′	 1��
 ��� ��$��
"��� *��� �
�� �
 X 9����	 �
 Y : ��%� ����� 6 9����	 ����� <:	 !
 ����� ������� �
 ��$�

[xi, xj ] ��� ���� ����� c 
= 12 ���
 xi �
� xj ��� ��0���
� �� m− 2 ��$�� �� ����� 6 9�
�����
�� m− 1: "��� *��� �
�� �
 X2 �� ��� 
��*�� �� ��$�� �� ����� 6 $��
$ ��� �� X "��� *� ��

�����
∑

i∈X h1
i + 2 >

∑
j∈Y v1

j =
∑

j∈Y v
′1
j "���� �� �� ����� �� ���$� �� ��� 
��*�� �� ��$��

�� ����� 6 "���� ��� ��%� �
� �� �"� �
�� �
 Y 	 1��� �� �������*��	 ��� ����� <� ��� ����

����� 9�
������
$�
$ ��� ����� �� X �
� Y :	 1��
 *� #����
$ ��� ������ �� ��� ��$�� [x, y] ��
KX∪Y � "� $�� � �������
 ��� P �
 KX,Y 	 �

���� ����������
 ?	; �
� ���� ��� NP-��������
��� �� ��� *���� ���$� ����
��������

���*��� ��� k = 4 S6?T� "� �*���
 ��� �����"�
$	

*�������� '-�- .�	 ��� ���� k ≥ 4� �
� ���	��������	����� ���� k���	��������� �	��
�� ��

� ����
��� �	��
 �� NP�����
����

OM
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���� 5 ��%���4������
���� ��%� �
���������% �� %�
��� 
�����% "��� ��������
����%�
��!

@��� "� ����� ���� "��� ��� ���� "���� "� ��%� k = 3 ������	 �� ��
 $�%� �
 �
���$���
�������
� �� ����������
 ?	<	 �� 7��� ��
����� ��� ���� "���� E12 �� � ����	

����������� '-'- '� � ����
��� �	��
 G = KX �
�	� ����� ���#���� ������� E1 ��� E2 ��

����� ���
 �
�� 7�7 
�
�� ��	 ���
 ��	��� i ��� ��	 s = 1, 2� ��� E12 �� � �	��� �� ��� ��
� ��

 �!
∑
i∈X

(h1
i + h2

i ) = 2 (|X| − 1)"

 �!
∑
i∈X

hs
i ≤ 2 (ms − 1) ��	 s = 1, 2 �
�	� ms �� �
� �����	 �� ��	����� i ���
 hs

i > 0�

1�� ����� �����"� ��� ���� ��
�� �� ��� ����� �� ����������
 ?	< 9�3���� ���� "� �� 
�� ��%�

�� ��#� ���� �*��� ��� *�������� ��������� �� E12 "��
 ��

����
$ ������
� �����
�
��:	

1�� ���� "���� E12 �� � ���������
 �� ����
� *��"��
 ��� %������� ����� *� ��
������� ��

*�����	 !� "� ��%� �"� ��� %������� �3����� ���
 ��� ���*��� ����
�� �� 7
��
$ � ��*��� E12

9��������
$ ��� ��$��� ���������
��: "���� �� � @������
��
 ����
 "��� 73�� �
� %�������	

�� ��� �� "��� ��
����� ��� ���� "���� � @������
��
 ����� ��� �� *� ��
�������� "����

��#�
$ ��� ��
�����
 ?	? �
�� �����
�	

����������� '-&- A���� ��
��� h1
i ��� h2

i � ���������� h1
i + h2

i = 2 ��	 ���
 ��	��� i �� �

����
��� �	��
 G = KX � �
�	� �	� ���#���� ������� E1 ��� E2 �� �
� ���� ��� E(G) ���


�
�� 7�7 
�
�� ��	 ���
 ��	��� i ��� ��	 s = 1, 2 ��� �� �������� E12 �� � &���
������ ���
��

�� ��� ��
� �� �
�	� ������ �� 
���� ��� ��	��� ���
 h1
i = h2

i = 1�

����#� !� ��� ��
�����
 ���� 
�� ����� 
� ��

����� �������
 ��
 *� ���
�	 1�� ��A���
��

�� ���"
 *� ��� &�������
$ 4����	 1�� �
�� ���� "���� �� ��

�� *� ������� �� "��
 E12

��
����� �� �"� ���0��
� �����
���� ������ "���� ��� ��
���������� 9�
� "��� ����� 6� ���

����� �
� "��� ����� <:� *�� ���� �� �������*�� ���� ��� ��
�����
	 �

,�" ' 	�
�� �����	�
� �� ��� /��� 
+ 0
�������1 ��	����� �
�
�*

�����

!
 ����� �� ������� $�
�����,� ��� ���%���� ����������
� �� ����� %�������
� �
 ��� *���� ���$�

����
��������
 ���*���� "� ����� ��
����� ���� ��� �
������
$ $���� G �� 
�" ����
��� "���

���� (x, y) �
����� �� ��$�� [x, y]	 �� ����� ������ ���� "��
 �"� %������� x �
� y ��� ��
#��

�
 G� ����� ��� *� ��%���� ���� (x, y)	 1��� "��� *� 
����� ��� ��
�������
$ �
 �
����� �������
	

4�� �� ��
����� ���� ��� ���� "���� G =
−→
KX �� � �������� ��������� ����
��� $���� �
 �

��� X �� %������� "��� |X| = m	

��� ���� %����3 i �
 X "� ��� $�%�
 2k �
��$��� h+s
i , h−s

i ��� s = 1, . . . , k	 �� ��%� �� 7
�
� ��������


−→
E 1, . . . ,

−→
E k �� ��� ��� ���

−→
E (G) ���� ���� ��� ���� ����� s "� ��%�

h+s
i is the number of arcs of

−→
E s leaving vertex i in X 9?	6<:

h−s
i is the number of arcs of

−→
E s entering vertex i in X 9?	6=:

OP
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����� �� ��� "��	� �" 6��������� �������� ����%�
��!

 ������ ��� � �������
 �� �3��� "� ���� ��%�

k∑
s=1

h+s
i = d+

G(i) 9�����$��� �� i �
 G) 9?	6;:

k∑
s=1

h−s
i = d−G(i) 9�
��$��� �� i �
 G) 9?	6>:

∑
i∈X

h+s
i =

∑
i∈X

h−s
i (s = 1, ..., k) 9?	6?:

�� ������ ���� ?	6; - ?	6? ��� %���7��	 8� *����� "� ����� ������ ���� ��� ���� ����� s

��� %����� h+s
i �
� h−s

i ��� ���� ���� ����� �3���� � ��*���
−→
E s ��������
$ ?	6< �
� ?	6=	

.�������� �
� ��A���
� ��
�����
� ��� ��� �3����
�� �� ���� � ��*���
−→
E s ��� $�%�
 �
 SOT

9 ������ ?:2 �� ��
������ ���� � ��*���
−→
E s� "� ��%� �� 7
� � b-������ �
 � *�������� $����

G = (X,X ′, U) �*���
�� *� �
�������
$ ��� �%��� %����3 i ∈ X � %����3 i′ ∈ X ′ �
� ��
#�
$
�%��� i ∈ X �� �%��� j′ ∈ X ′ 9"��� i 
= j: *� �
 ��� (i, j′)	 �� ��� b(i) = h+s

i ��� ���� i ∈ X

�
� b(i′) = h−s
i ��� �%��� i′ ∈ X ′	 ��
��
$ � b-������ ��
 *� ��
� �
 ����
����� ���� "���


��"��# ]�" ����
�����	

8� �
 ��� ���%���� ������
�� "� ����� ��
����� ���� ��� ���� �� k = 3 ������	 �� ������
"	�	�	$	 ���� ����� �� 
� %����3 "��� h+1

i = h−1
i = h+2

i = h−2
i = 0	

����������� '-/- ��� G =
−→
KX �� � ����
��� ������	�� �	������ �	��
 ���
 ��
��� h+s

i

��� h−s
i ����� ��	 ���
 ��	��� i �� X ��� ��	 ��
�	� s = 1, 2� $
�	� ����� ���#���� �������−→

E 1 ���
−→
E 2 �� �
� �	� ���

−→
E (G) ���������� 7�6, � 7�64 ��� ���
 �
��

−→
E 12 =

−→
E 1

⋃−→
E 2 �� �

�	�� �� ��� ��
� ��

 �!
∑
i∈X

(h+1
i + h+2

i ) =
∑
i∈X

(h−1
i + h−2

i ) = |X| − 1"

 �!
∑
i∈X

h+s
i =

∑
i∈X

h−s
i ≤ ms − 1 ��	 s = 1, 2

�
�	� ms �� �
� �����	 �� ��	����� i �� X ���
 h+s
i + h−s

i > 0  ����� ��	����� ��#�����

�� �� 
���� ��� �	� �� ��
�	 s!�

����#�  �
�����
 9�: �� 
�������� ���
−→
E 12 �� *� � ����	 ����������� �� ����� �� � �������
�

���

−→
E 1 �
�

−→
E 2 ��%� �� *� �������� �� 9*: ���� ����	

4�� �� 
�" ���" ���� ��� ��
�����
� ��� ��A���
�	 �� ��� ���������
� �
� ��
 7
� ��*����−→
E 1 �
�

−→
E 2 ��

−→
E (G) ��������
$ ?	6< �
� ?	6=	 .����� ����

−→
E 1 �
�

−→
E 2 ��� ��� ��������

���� 9(x, y)1 (x, y)2, . . . , �� (y, x)1, (y, x)2, . . .) *��"��
 ����� �� %������� x ∈ X, y ∈ X	 ���

��
��
−→
E 12 ��� �� *� � ����� ����� �������� ���� "��� ��%� �� *� ����%�� ����
$ ��� �������	

 �
�����
−→
E 12 =

−→
E 1

⋃−→
E 22 �� �� $�
������ � ��

����� $����� �� �� � ���� ���� 9�: �
� "�

��� ��
�	

OO
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'����"���
−→
E 12 $�
������ ��%���� ��

����� �����
�
��2 �� ����� �
� �� ���� �� � ���� 9����

9�::	 .�" ��� �� ������� ���� "� ��
 7
� �"� ��

����� �����
�
�� C1 �
� C2 ���� ����

C1 ��
���
� �� ����� �
� ����� C	 1�#� �
 ��� (x1, y1) �
 C �
� ������ ����� �� �
 C2 �


��� (x2, y2) �� ��� ���� �����	

&������
$ (x1, y1) �
� (x2, y2) *� (x1, y2) �
� (x2, y1) $�%�� � ��
$�� ��

����� �����
�
�
�
� ��� ��
�����
� ?	6< �
� ?	6= ��� ����� �����7��	 .� 
�" ���� �� �������� ���� �� �������

�
� ��� $���� $�
������ *�
−→
E 12 ��� �
� ���� ��

����� �����
�
�	 �� ��
 ���
 �����

�������������� ��� &�������
$ 4���� �
� ��� &������
$ 4���� �� �
 ��� *�������� ����	

1��� ��
 *� �������� �
��� "� $�� � ���� ���
−→
E 12	 �

,�) ��2����� �
�����
�	 +
� � 	
����
� 
+ ��� ����� ���
�*

	������
� ��
���� -��� k = 3 �
�
�	

!
 ���� ������
 "� ����� ������ 
� ���������
�� �
 ��� ��������� �� E1 �
� E2	 �� �����

$�%� � ��A���
� ��
�����
 ��� � ��������
 E1, E2, E3 ��������
$ 6.4 - 6.5 �� �3���	 (� "� ���
��
������
$ ���� � ������� ���� �� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*��� "��� k = 3 ������	
�� ������ ���� ��� ������3��� ������ �� ���
	 1�� ��
�����
 �
%��%�� ��� ���$��� ��$��� p �


E12 = E1
⋃

E2	 �� ����� ������ ���� p ≥ 2 �
 ���� ������
 9��
�� ��� ���� p = 1 �� ���%���:	

����������� '-)- '� � ����
��� ����	���� �	��
 G = KX,Y 
�� p = maxi∈X,j∈Y {h1
i +h2

i , v
1
j +

v2
j } ≥ 2� $
�	� ������ � ��	������ E1, E2, E3 �� E ���������� 6.4 � 6.5 �� |E12| ≥ 2p(p−2)+3�

����#� �� S?>T� "� #
�" ��" �� ��
������ ���������� E1 �
� E2	 !� ����� �� 
� ����� ��

��
$�� <� ���
 "� ��� ��
�	 E1 �
� E2 ��� ���0��
� �
� ��� �����
�
$ 9�
�������: ��$��

"��� 
���������� *���
$ �� E3	

'����"��� "� ��%� �� ����� �
� ����� �� ��
$�� <� [x, y]1, [x, y]2� "���� x ∈ X� y ∈ Y �

[x, y]1 ∈ E1 �
� [x, y]2 ∈ E2	 !� "� ��
 7
� �
 ��$� [z, t] ∈ E12 9z ∈ X, t ∈ Y : �� ����� s

���� ���� [x, t], [z, y] 
∈ E12� ���
 *� �������
$ [x, y]s �
� [z, t] *� [x, t] �
� [z, y] "���� $��
����� s� ��
�����
� 6.4 �
� 6.5 ��� ����� �����7�� �
� "� ��%� �� ����� �
� ���� ����� �� ��
$��
<	 �� �������
$ ���� ��������� "���� ����� �� � ����� �� ��
$�� <� "� "��� 7
��� *� $����
$ <

���0��
� ��$� ���� E1 �
� E2 ��������
$ 6.4 - 6.5 �
� ���� "� $�� � �������
 �� ��� ���*���	

4�� �� 
�" ���" �
 "���� ���� "� ��
 ��"��� 7
� �
 ��$� [z, t] ∈ E12 ���� ���� [x, t], [z, y] 
∈
E12	 (��� �
 ��$� "��� *� ������ � R$���+ ��$�	 .����� ���� x �
� y ��� ��
������� �� ��
#��

*� �"� ��$��	  ������ ��� ��$�� ��%�
$ �� �
�%������� x �� y ��� 
�� R$���+	 �� ��%� �� ����

2(p − 1) ���� ��$��	 ������������ ��� ��$�� [u, v] ∈ E12 ���� ���� [x, v] �� [u, y] *���
$� ��
E12 ��� 
�� R$���+2 ����� ��� �� ���� 2(p − 2)(p − 1) ���� ��$��	 )%��� ����� ��$� �
 E12


�� *���
$�
$ �� ����� �"� ���� "��� *� � R$���+ ��$�	 1��� �� "� ������� ���� E12 ��
���
�

�� ����� 2(p − 1) + 2(p − 2)(p − 1) + 1 = 2p(p − 2) + 3 ��$��� ����� "��� ��"��� *� � R$���+
��$� �
� ��
�� ��� ������ �� ��
$�� < ��
 *� �������� *� �"� ���0��
� ��$��	 �

6QQ



5 5 �
��� &���� �
�� ��� �" E1, E2 �� ���
��
���

�� "��� 
�" ���� "��� ��� �
���$��� ���� "���� G = KX �� � �������� $����	

����������� '-�+- '� � ����
��� �	��
 G = KX � 
�� p = maxi∈X(h1
i + h2

i )� p ≥ 2� $
�	�

������ � ��	������ E1, E2, E3 �� �
� ���� ��� E ���������� 7�7 �� |E12| ≥ p2 − 2p + 3�

����#� �� ������� �
 � ������� "�� �� �
 ��� ����� �� ����������
 ?	O� �	�	� "� 7��� ��
������

E1 �
� E2 �
����
��
��� 9���
$ ��� ��
��������
 $�%�
 �
 S??T:	 !� ���� ��� ���0��
�� ���


"� ��� ��
�	 '����"��� ����� �� �� ����� �
� ����� �� ��
$�� <� ��� [x, y]1, [x, y]2� "����
[x, y]1 ∈ E1 �
� [x, y]2 ∈ E2	

!� "� 7
� �
 ��$� [z, t] ∈ E12 �� ����� s ���� ���� [x, z], [y, t] 
∈ E12 �� [x, t], [y, z] 
∈ E12�

���
 "� ��
 ������� [z, t] �
� [x, y]s *� �
� �� ����� ����� �� ��$�� "���� "��� $�� ����� s

�
� ��
�����
 ?	? "��� ����� *� �����7��	 &������
$ ���� ��������� "��� 
���������� ���� �� �

�������
	

.�" "� "��� ���" � ��A���
� ��
�����
 ��� ���� �
 ��$� [z, t]� ������ R$���+ ��$�� �� �3���	
 ������ ��� ��$�� �
����
� �� x �� y �
 E12 ��� 
�� R$���+	 �� ��%� �� ���� 2(p − 1) ����
��$��	 4�� q ��
��� ��� 
��*�� �� %������� w "���� ��� �����
 
��$�*��� �� x �
� y �
 E12	

1��
 ��� ��$�� �
����
� �� ����� %������� ��� 
�� R$���+ ������	 �� ��%� �� ���� q(p − 2)
�� ���� ������
� ���� ��$�� [x,w], [y,w]	 ��
���� ���� ��$� [u, v] 0��
�
$ �"� 
��$�*���
�� x 9����	 y: "���� ��� 
�� 
��$�*��� �� y 9����	 x: �� 
�� R$���+	 �� ��%� �� ����

(p − 2 − q)(p − 3 − q) ���� ��$��	 !� �� ���� �� ��� ���� �%��� ����� ��$� "��� *� � R$���+
�
�	 1��� �� "� ������� ���� |E12| ≥ 2(p− 1) + q(p− 2) + (p− 2− q)(p− 3− q)+ 1� ���
 "�
��
 ��"��� 7
� � R$���+ ��$� �
� ��
�� ������� ���� ����� �� ��
$�� <	 !� "� ��
����� ���

�3����� ����� "���� q = 0 �
� q = p− 2� "� 7
� ���� |E12| ≥ max(p2− 2p + 3, p2− 3p + 5)
�
� ���� |E12| ≥ p2 − 2p + 3 ��
�� p ≥ 2	 �

,�, ��	�	 -���� ���� 
�� 
+ E1, E2 �	 	���������

�� ����� 
�" �3���
� �������
�� ����� "���� ��� 
��*�� k �� ������ �� k = 3 �
� ��� ��*����
E1 �
� E2 ��%� � $�%�
 ���������	 1�� 7��� ��������
 "��� *� ��� �����"�
$	 )��� �
� ��

E1 �
� E2 �� � @������
��
 ����
 �
 ��� �������� *�������� $���� KX,Y ���������� "���

��� ����� A = (aij)	 ��� ���� $���� �� ��%� @������
��
 ����
� "� ����� ������ |X| = |Y |
9
����� ���� "� ����� ��%� |X| ≤ |Y | ≤ |X|+ 1 *�� ��� ���������� "� "��� ����� ��� ����� ��
��� ���� "���� |X| = |Y |: �
� ���� ����
 ��� �
 �
�%����3 �
 X �
� ��� ����� �
� �
 Y 	

4�� X = {x1, ..., xn} �
� Y = {y1, ..., yn} �
� ��� a ∈ X �
� b ∈ Y *� ��� �
�%������� ��

��� @������
��
 ����
 �����
$ E12 ���� ���
� ���� "� ��%�

h1(xi) =

⎧⎨
⎩

1 �� xi = a;

2 �� xi 
= a;

�
�

6Q6
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���� ��%� �
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��� 
�����% "��� ��������
����%�
��!

v1(yi) =

⎧⎨
⎩

1 �� yi = b;

2 �� yi 
= b.

4�� u ∈ X �
� v ∈ Y *� ��� �
�%������� �� ��� @������
��
 ����
 E22 "� "��� ��%� ���������

h2(xi) =

⎧⎨
⎩

1 �� xi = u;

2 �� xi 
= u;

�
�

v2(yi) =

⎧⎨
⎩

1 �� yi = v;

2 �� yi 
= v.

����������� '-��- '� G = KX,Y  ���
 |X| = |Y | = n! �
�	� ����� ��� ���#���� &���
������

�
���� E1  ���
 �	���	�	� �����	����� a ��� b! ��� E2  ���
 �	���	�	� �����	����� u ��� v!

�� ��� ��
� �� n ≥ 5�

����#� ��� n ≤ 4 �
� ��

�� 7
� �"� ���0��
� @������
��
 ����
� �
 Kn,n ��� ��*������

�
�%�������	 ��� �
���
�� �
� ��

�� 7
� �"� ���0��
� @������
��
 ����
� "��� a = u �
�

b = v	 �� ����� ��������� ������ 
�" ���� n ≥ 5	 4�� x1, x2, ..., xn �
� y1, y2, ..., yn *� �


��*���
$ �� ��� %������� �
 X �
� �
 Y ���� ���� x1 = a �
� y1 = b	 �� ��
������ E1 *�

��#�
$ ��$�� [xi, yi+1], [xi+1, yi]� ��� i = 1, ..., n − 1� �
� [xn, yn]	 �� ��%� ��%���� ����� ��
��
����� ��� E2	

9�: u = a, v = b

��� n ≥ 5 "� ��
������ E2 �� �����"� 9��� ��$��� ?	6:	 �� *���� ��� �����
�� �� �
�����

�� %������� "���� "��� *� %������ *� E2 *� ��#�
$ 7��� ��� ��� �
����� �
 �
������
$

����� �����"�� *� ��� �%�
 �
����� �
 �
������
$ ����� *�� "���� "� 0��� �
������
$� ;

"��� ��� ���$��� �%�
 �
��3 2p2 ��� �����
��
−→
C �*���
�� �
 ���� "�� �� ���
 ���������

*� ��� ���� �����
��
←−
C �
 ��%���� �����2 ���
 "� ����$
 ��*��� x �
� y �����
����� ��

��� ����� �� ��� �����
��
−→
C⊕←−C 2 "� $�� ���� x1, y3, ..., x3, y1	 1��� $�%�� � @������
��


����
 E2 "��� �
�%������� x1 �
� y1 "���� �� ���0��
� ���� E1 ��
�� E2 ��
���
� 
������

��$�� [xi, yj] "��� |i− j| = 1 
�� [xn, yn]	

��$��� ?	6�  �
��������
 �� E2 �
 ��� ���� �� n = 10	

6Q<
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��� &���� �
�� ��� �" E1, E2 �� ���
��
���

9*: u = a, v 
= b

.����� ���� v �� � 73�� ��*������ %����3 �� Y "��� v 
= y1	 �� ��
 "	�	�	$	 ������

���� ���� ��� *�$�

�
$ ��� %������� ��%� *��
 
��*���� �
 ���� � "�� ���� v = y3	

.�" �������
$ [x1, y3] *� [x1, y1] �
 ��� E2 ��
�������� �
 �: $�%�� � 
�" @������
��


����
 E2 ���0��
� ���� E1 �
� "��� �
�%������� u �
� v	

9�: u 
= a, v 
= b

8$��
 u �
� v ��� 73�� ��*������ %������� �� X �
� Y ��������%���	 �� ��
 "	�	�	$	

������ ���� ���� ��� *�$�

�
$ ��� %������� ��%� *��
 
��*���� �
 ���� � "�� ����

u = x4 �
� v = y4	 �� �*���
 E2 *� �������
$ [x4, y4] *� [x1, y1] �
 ��� E2 ��
��������

�
 �:	  ������ E2 �� � @������
��
 ����
 ���0��
� ���� E1	

�

:����1 '-��- :�� ��� ����
� ��	��� �
�� �	��������� 7�66 ��� �� �������� �� �
� ���� ��

� ����
��� �	��
 G = KX  |X| = m! ���
 m ≥ 4 �� a 
= u ��� b 
= v� m ≥ 5 �� a = u ���

b 
= v� m ≥ 6 �� a = u ��� b = v�

 �
����� 
�" ��� ���� "���� ��� ���� ����� s = 1, 2 "� ��%� hs
i , v

s
j ∈ {0, 2} ��� ��� i, j	 V (Es)

"��� *� ��� ��� �� %������� "��� hs
i = 2 �� vs

j = 2 ��� s = 1, 2	 1�� ���*��� ��
����� ���


�
 7
��
$ �"� ���0��
� ������ E1 �
� E2 �����$� �����7�� %����3 ���� V (E1) �
� V (E2)	
�	�	�	$	 "� ��
 ������ ���� ?	O ������ V (G) = X ∪ Y = V (E1) ∪ V (E2)	

1�� ����
��������
 ���*��� "���� *��� E1 �
� E2 ��� ���������
� �� %����3 ���0��
� ������

"�� ������� �
 S6PT �
��� ��� 
��� RPB(m,n, p = 2) 9��� ���� S66� M?T:	 !� "�� ���"
 ����
� �������
 ����� *� ��
�������� �� �
� �
�� �� �
� ��� 
�� ��%� �
� �� ���� �������$���� ������

9�:
∑
i∈X

h1
i = 4 =

∑
i∈X

h2
i � |X| ≤ 3� |Y | ≤ 32

9*:
∑
i∈X

h1
i = 4�

∑
i∈X

h2
i = 6� |X| = 3� |Y | ≤ 42

9�:
∑
i∈X

h1
i = 6 =

∑
i∈X

h2
i � |X| = 3� |Y | ≤ 52

9�:
∑
i∈X

h1
i = 6�

∑
i∈X

h2
i = 8� |X| = 4 = |Y |	

��� ���� ������� �
 ���0��
� ������ �
 $������ "� ����� ��� ������ �� S>>T "���� ��� ���� ��

@������
��
 ������ �� ��
�������	

B����
 �
� (����� $�%� �
 S=MT ��� �����"�
$ ������� ��
���
�
$ $�
���� $�����	

4 ����� '-�!- ���� ��� G = (V,E) �� � ����� ����	����� ����
� �	��
 �� �	��	 m� 
��

W ⊆ V � |W | ≥ 3� ��� 
�� k �� � �������� ������	� +������ �
�� G[W ] �� 2k����������� ���

�
��

max(dG(u), dG(v)) ≥ m

2
+ 2(k − 1) 9?	6M:

6Q=
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��� 
�����% "��� ��������
����%�
��!

��	 ���	� u, v ∈ W ���
 �
�� distG[W ](u, v) = 2� $
�� G �������� k ���	���� ��������#����

���
�� E1, ..., Ek ���
 �
�� W ⊆ V (Ei)� 1 ≤ i ≤ k�

9@���� G[W ] �� ��� ��*$���� �
����� *� W � �
� distG(u, v) �� ��� �����
�� ���� u �� v �


G	:

.����� ���� ��� k ≥ 2 ��
�����
 ?	6M ��

�� *� %���7�� �
 ��� ���� �� *�������� $�����	 ���
�������� *�������� $����� "� $�%� ��� �����"�
$	

����������� '-�$- ��� KX,Y �� � ����
��� ����	���� �	��
� $
�	� ����� ��� ��������#����

���
�� E1 ��� E2 �
	���
 �������� ��	��� ���� V (E1) ��� V (E2) �� ��� ��
� �� �� �	� ���

�� ��� �� �
� ���	 ���
�
�����
 ����� ��� �� �� ��� 
��� �
� ��	������ ������	����� F �����

�� .���	� 7�,�

��$��� ?	<�  �
7$������
 F �������
$ 
� ��

����� �������
	 1�� *���# %������� *���
$ ��

X �
� ��� "���� �
�� �� Y 	

����#� ������ ��
∑

i∈X h2
i ≥ 10� ���
� "��
�%�� ?	6^?	= ��� �����7��� ����� ��"��� �3���� �

R��

�����+ �������
 9�	�	� �"� ���0��
� ������ E1 �
� E2: ��������
$ ?	; �
� ?	>	 !
�����

����%� � ����� �� ��
$��
∑

i∈X h1
i 9��� ����� E1 �����$� V (E1) ��������
��
$ �� ��$�� ��

����� 6: ���� KX,Y 	 1��
� �� "� ��
����� �
� p *� p �
����� ��*$���� �� ��� �������
$ $����

9�
� ��� �
 ����������� ��� �
� �
����� *� ���
∑

i∈X h2
i = 2p %������� ��0���
� �� ��$�� ��

����� <:� �� ��� � ��
���� ��$��� �� p − 2	 (�
��
∑

i∈X h2
i ≥ 10� "� ��%� p ≥ 5 �
� ��

p − 2 ≥ p+1
2 	 1���� *� S;T 9 ������ M� (�����
 =:� ����� �3���� � @������
��
 ����� �
 ����

9��*:$���� "���� "��� ��������
� �� E2	 1��� ������� ���� "� ��
 �*���
 �"� ���0��
� ������

9�
� ��� ����� 6 �
� �
� ��� ����� <: ��������
$ ��� $�%�
 ���0�����
�	

(���
�� ��
∑

i∈X h1
i =

∑
i h

2
i = 8� ���
� �� ���%������� ����� ��"��� �3���� � ��

����� ����-

���
 "��
�%�� ?	6^?	= ��� �����7��	 1�#� �
� ����� E1 �
 V (E1)	 (�� E1 = {[x1, y1], [y1, x2], ...,
[x4, y4], [y4, x1]}	  �
����� ��� ����� C = {[x′

1, y
′
1], [y

′
1, x

′
2], ..., [x

′
4, y

′
4], [y

′
4, x

′
1]}� "���� x′

i = xi

�� h2(xi) = 2 �
� x′
i = zi �� h2(xi) = 0� "���� zi 
= xj � j = 1, 2, 3, 4� �� ���� %����3 �
 X

"��� h2(zi) = 2 �� "��� �� y′i = yi �� v2(yi) = 2 �
� y′i = ti �� v2(yi) = 0� "���� ti 
= yj�

j = 1, 2, 3, 4� �� ���� %����3 �
 Y "��� v2(ti) = 2	 �� ��
������ E2 *� ��
#�
$ ���� %����3

v �
 C �� ��� �"� %������� �
 C "���� ��� �� �����
�� ����� �� v	

��
����� ��� �� ���� "��� ��� ���� "����
∑

i∈X h1
i ≤ 6 �
�

∑
i∈X h2

i ≤ 8	 ������ �� �� ���� ��
��� ���� ��� �3����� $�%�
 �
 ��$��� ?	< 9"����

∑
i∈X h1

i = 4 �
�
∑

i∈X h2
i = 8: ���� 
��

��%� �
 ����%���
� ��

����� �������
	 !�
∑

i∈X h1
i ≤ 6 �
�

∑
i∈X h2

i ≤ 6� ���
� �� "� ��� 
��
�
 �
� �� ��� ���� �������$���� ������ ����� �3���� � �������
 �
� ���� �������
 �� 
����������

6Q;



5 5 �
��� &���� �
�� ��� �" E1, E2 �� ���
��
���

��

����� 9��
�� ����� ��
 *� 
� ����� �� ��
$�� ����� �� ����:	 1�� ���� ���� �� ��
����� ��

"��

∑

i∈X h2
i = 8 �
�

∑
i∈X h1

i ≤ 6	 8����� "� ��� 
�� �
 �
� �� ��� ���� �������$����
����� 9�
� ���� ����� �3��� �"� ���0��
� ��*���� �� ��$�� E′1 �
� E′2 ��������
$ ?	; �
� ?	>
9E′1 
���������� �����
$ � ��
$�� �����:: �
� ���� ��� ��*$���� �
����� *� V (E′1)∪V (E′2)
�� 
�� ��� �
� �
 ��$��� ?	<	 !� E′2 ��
����� �� �
� C8� "� ��� ��
�	 '����"��� 9E′2 ��
�����
�� �"� C4:� �� ����� �3���� �
 ��� �������
 � C4 "��� ��$�� �� ����� <�=�< �
� =� ���
 ����� <

�
� ����� = ��
 *� �
������
$�� �
 ��� C4	 1��� ���%���� �
 ����%���
� �������
 �
 "���� ���

��$�� �� ����� < ���� � C8	 !� ���� � ����� ���� 
�� �3���� ���
 �
�"�� ����� �3���� �� �����

�
� ��$� �� ����� = *��"��
 ��� %������� �� ��� �"� C4 �� ����� < 9��
�� �����"��� ����� ���

P ��$�� �� ����� 6 *��"��
 ����� %�������� �
� ���� ��
��������
∑

i∈X h1
i ≤ 6:	 1��� �������

���� ����� �3��� ���� ��$�� �� ����� 6 *��"��
 ����� %������� 9��
�� �����"��� ����� �� � C4

"��� ��$�� �� ����� <�=�< �
� =:� "���� ���� � C4	 1��������� ���� C4 �� �
� ����� �� ����� 6	

@�
��� "� �*���
 ��� $���� �
 ��$��� ?	<� "���� �� � ��
���������
	 �

 �
����� 
�" ��� ���� "���� *��� E1 �
� E2 ��� ������ �
 � ������ �������� $���� G = KX

"��� |X| = m� �	�	� hs
i = 0 �� 2 ��� s = 1, 2	 �� ����� ������ ���� V (E1) ∪ V (E2) = X �
�

|V (E1)|, |V (E2)| ≥ 3	 �� ��%� ��� �����"�
$	

����������� '-��- '� G = KX ���
 |X| = m� ��� ��� ��� ��� ��������#���� ���
�� E1 ��

V (E1) ��� E2 �� V (E2) �� ��� ��
� �� �� �	� ��� �� �
� ��

����� ������

 �! m ≤ 4"

 �! 3 ≤ |V (E1) ∩ V (E2)| ≤ 4 ��� m = 5�

����#� !� �� ���� �� ��� ���� ��� ��
�����
� ��� 
��������	 !� "� ��� �
 ���� 9�: �� 9*:� �
� ��


������ ����# ���� E1 �
� E2 ��

�� *� ���0��
�� *� �
�������
$ ��� �����*�� ��
7$������
�

9���� 9�: �� 9*: �
� ������
� ��
$��� �� ��� ������ 9=� ;� �� >::	

 �
����� 
�" ��� ���� "���� m ≥ 5	

���� 1������ ?	6= "� ������ ���� ��� ����������
 �� ���� ��� |W | = |V (E1)∩ V (E2)| ≥ 5	
!
����� �
 � �������� $���� ����� ��� 
� �"� %������� �� �����
�� < �
� W �� ;-��

�����

�� |W | ≥ 5	 1���� ��� ��
�����
� �� 1������ ?	6= ��� %���7�� �
� ��� $���� ��
���
� <

��$�-���0��
� ������ �����$� V (E1) �
� V (E2)	

!� |W | < 5� W �� 
�� ;-��

����� �
� ��� ��
�����
� �� 
�� ���� �
�����	 4�� �� 
�"

����� ��� ������
� �����	

!� |V (E1) ∩ V (E2)| ≤ 1� ���
 E1 �
� E2 "��� *� ��$� ���0��
�	

!� V (E1) ∩ V (E2) = {a, b}� ���
 "	�	�	$	 |V (E1) \ (V (E1) ∩ V (E2))| ≥ 2� ��� V (E1) \
(V (E1) ∩ V (E2)) = {c, d, ..., z}	 �� ��
������ � ����� E1 = a, c, b, d, ..., z, a �
� ��� E2 �

����� �����$� [a, b] �����"�� *� � ����
 *��"��
 a �
� b �
 V (E2)\ (V (E2)∩V (E1))	 1����
��*���� E1 �
� E2 "��� *� ���0��
�	

!� |V (E1) ∩ V (E2)| = 3 �� 4 �
� m ≥ 6� �� �� ���� �� �*���
 �"� ���0��
� ������	 �� $�%�
��� ��
��������
 ��� |V (E1) ∩ V (E2)| = 4 9��� ���� |V (E1) ∩ V (E2)| = 3 ��
 *� �������
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���� 5 ��%���4������
���� ��%� �
���������% �� %�
��� 
�����% "��� ��������
����%�
��!

���������:	 4�� V (E1)∩V (E2) = {a, b, c, d}	 1��
 |V (E1)−V (E2)|+ |V (E2)−V (E1)| ≥ 2	
!� e ∈ V (E1)−V (E2) �
� f ∈ V (E2)−V (E1)� "� ��
 ��#� ��� E1 ��� ����� *�$�

�
$ "���

%������� a, b, c, d, e, ... �����"�� *� ��� �����
�
$ %������� �� V (E1)− V (E2)	 ��� E2 "� ��


��#� ��� ����� *�$�

�
$ "��� %������� c, a, d, b, f, ... �����"�� *� ��� �����
�
$ %������� ��

V (E2)− V (E1)	 !� f ���� 
�� �3���� �	�	� V (E2) ⊆ V (E1) ���
 "� ��%� V (E1) − V (E2) =
{e, g, ...}	 !
 ���� ���� "� ��#� ��� E1 ��� ����� *�$�

�
$ "��� %������� a, b, e, c, d, g, ...

�����"�� *� ��� �����
�
$ %������� �� V (E1)−V (E2)	 ��� E2� "� ��#� ��� ����� (a, d, b, c, a)	
 ������ E1 �
� E2 "��� *� ���0��
�	 �

�� ��%� ��
������� ���� ��� ���*��� �� ��
�������
$ �
 � �������� 9*��������: $���� �"�

���0��
� ��*���� �� ��$�� ��������
$ ���� ���������
�� �
 ����� ��$���� �� �%��� %����3	

(�
�� ��� $�%�
 %����� hs
i �
� vs

j �������
� ��� �����
������� |E1| �
� |E2|� "� ��%� �
 ����
�� 7
� �� ����� �3��� �"� ���0��
� ��*���� �� ��$�� "��� $�%�
 �����
������� "���� �������

���� �������
�� ���������
�� 9�
 ����� ��$����:	 1��� ���*��� �� ������� �� ��� �����"�
$

NP-�������� ���*��� 9��� S=>T:	 B�%�
 � *�������� $���� G �
� �"� �
��$��� p > q > 0�
���� G ��
���
 �"� ��$� ���0��
� ������
$� Mp �
� Mq "��� |Mp| = p, |Mq| = qY !
 ����

��� %����� hs
i �
� vs

j ��� Q �� 6� ���
 E1 �
� E2 ��� ������
$� �� � 73�� ��,�	 ��� "�

#
�" "���� %������� ��%� �� *� ��������� *� E1 �
�X�� E2 �
� ��� $���� G �� � ��������

*�������� $����	 1��� ��������
 ��� *��
 ������� �
 S6PT �
��� ��� 
��� RPU(m,n, p)	

,�3 �
����	�
�

�� ��%� �
%����$���� ���� $���� ����������� ���*���� ������� �� ��� *���� ���$� ����
-

��������
 ���*��� �
 �������� ����$�����	 �� ��%� �3��*���� � ���%�*�� ���� �� ��� *����

���$� ����
��������
 ���*��� "��� k = 3 ������	 1�� ������3��� �� ��� ������� ���*��� �


� �������� $���� ��� *��
 ������� ��� � 73�� k ≥ 4	

�� ������� ��� ��������� �� ��� $���� ������ *� ��� �
��
 �� �"� ������	 @��� ��%�
$ �

���� ����"�� �� �� 7
� �������
� "��
�%�� ���� �3�����	 1�� ������ "�� �������� ��
�� ��

�����
���� ��� ������ ���� "��� �
�������� *� ��� �������� ��$�� �� ���� 
����� �
 ��� �����

9��� �����
�� �� �������� ��$�� �
 E12 "���� ��%� ���
� ���� ��� ��������
��
$ �
����� �� ���

����� A �����%�� ��%���� ������5:	 !
 ���� "� ��%� ������� ��
�����
�� �
 ��� �����
������� ��

E1, E2 �
�X�� E12 �
� �� �� "���� �*���%�
$ ���� �� "� �
������� ���� ���������
�� �
 |E1|
9��� �
���
�� |E1| ≤ f(m,n) "���� f �� � ��
��� ��
����
 �� ��� ��,� �� ��� ����� A = (aij):�
���� �������
�� ����� �� �
��������
 ���� 
�� �������� ��� ���*��� �
 ��� �����"�
$ ��
��	

'
� ��� ���
����� �
� ����
��������
 ���*��� P "��� k = 3 ������ �
�� � ���$�� ���*���
P ′ "��� k = 3 ������ "���� ��� 7��� ����� ����� "��� ������� � ���������
� �� ��� ����

|E1| ≤ f(m′, n′) �
� P ′ "��� ��%� � �������
 �� �
� �
�� �� P ��� �
�	 1��� ��
 *� ���
 ������

*� ��*����
$ ����� A �
 � ���
�� �� � ���$�� (m′×n′) ����� A′ "���� "� ������ ����� 3 ��
��� �
����� �� A′ ������� �� A	

!� "���� *� �
�������
$ �� �3���
� ����� ���������� ��� ��� $���� ���������� "��� ��� �
��
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�� ��%���� ������	

��
���� "� ��
���
 ��� ���� "���� ���� �
� �� E1 �
� E2 �� � ���

�
$ ����2 ���� ���*���

����� �� *� �� �
������	 8� ��� �� "� #
�" ���*���� ��
�����
$ �� ���#�
$ ���� ������� �����

�� $������ ��#� ������ ��%� 
�� *��
 �3������ �
��
��%��� "��
 ����� ��� ���������
�� �
 ���

��$���� �� ��� %�������	
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�� �3���
�� �
 ���� ������ ���� %�������
� �� ������
$ ���*���� "���� ����� ���� �������-

�
$ �
� �������� ����$�����	 �� �*���
�� ��%���� ������� ��
���
�
$ ��� ����������
��

������3��� �� ����� ���*����� �	�	� "� ��
������� ������� ����� �
� ������ "� ��%�������

����
����� ���� ��$������� �� ���"�� ���� �%�
 �
 ����� ���������� ����� ��� ���*���� ��-

���
 ���� �� ���%�	 1��� "��# ��$$���� ����� ��� ������� �������� ��
���
�
$ ����� ������	

!
  ������ < "� ��
������� �"� ������
$ ���*���� �
 ��3�� $����� �����
$ ���� ��������
$	

�� $�%� ���� ����� *��
�� �
 ��� ����
$ �
� ��� "��# ��3�� ��������� 
��*�� �
� ���-

��
��� ���� ������3��� �������	 ��� *��� ���*����� �� ������ *� �
�������
$ �� �������
�

����� ������3��� �
 ����� ������� �� $������ �	$	 �
 ��3�� ���
�� ��*�� *�������� $�����	 ���

���� ��3�� $����� GM = (V,U,E) ��� "���� ��� �������� ������� $���� Go
M = (Vo, U, ∅) ���

� �����7� ��������� 9�	$	 ���������
 �� ���0��
� ������ ��*������
��: ������ *� ��
�������	

1���� #�
�� �� $����� ��� ���*� ��� ���� �������
$ ��� 7
��
$ ���� ����
������� ���%�*��

�����	 ������������ �� ������ *� �
�������
$ �� 7
� ���� ��"�� �
� ����� *��
�� �
 ���

"��# ��3�� ��������� 
��*��	

�� �3���
�� �
  ������ = ��� �����"�
$ ���*���� �
 �
 �
�������� $���� G = (V,E) "�
"�
� �� ����������,� � ��
���� ��� R �� ��$�� ��� "���� ��3���� ������
$� M ��
 *�

���
� "��� �����7� %����� �� p = |M ∩R|	 !
 $�
���� ��� ���*��� �������� ��� �������
����


�� � �������� �����
���
$ ����� "��� ������� �� ���� ��3���� ������
$ 9
�� $�%�
:	 8� ���

�� "� #
�" ��� ������3��� ������ �� ���� ���*��� �� ����� ���
	 ��� =-��$���� *�������� $�����

G = (X,Y,E) "��� |X| = |Y | = n ≥ 2(p − 1)� "���� p ≤ 4 �� �
 �
��$��� "� �������
�� �
��
���� ��� R "���� �� P-�����*�� ��� P = {0, 1, ..., p}	 1�� ��
��������
 ���� 
�� ���� ��

���� ��� p ≥ 5� ���� �� "���� *� �
�������
$ �� 7
� �
����� ��
��������
 �� �� ����� ��� 7���
�
�	 8��� ��� ���� �� $�
���� ��� ����� "���� *� �
�������
$ �� �
���,� ��
�� ����� $�����

��� �3����� ��� !�-������� $�����	

!
  ������� ;� > �
� ? "� �3���
�� ���� ������
$ 9����	 ��������
�
$: ���*���� "���� �����

���� �������� ����$�����	 1���� ���*���� ��� $�
�����,����
� �� %�������
� �� ��� *����

���$� ����
��������
 ���*���	
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�� ��
������� �
  ������ ; � $�
�����,����
 �� ��� %����3 ������
$ ���*��� ���������� "���

��� *���� ���$� ����
��������
 ���*���	 @��� ��� %������� �� ��� $���� ��� ��%���� *� ����
�

�
� ��� ���� ����
 ��� 
��*�� �� �������
��� �� ���� ����� �� $�%�
	 �� ���
 "�
� �� 7
�

��� "������ ����� �3���� � ������
$ �� ��� %����3 ��� ��������
$ ����� �������
���	 �� $�%�

��%���� ������3��� ������� ��� ��� ���� �� ��*������ ������
$� 9�"� ��0���
� %������� ��� ��%�

��� ���� �����: �� "��� �� ��� ��� ���� �� ������ ������
$�	

���� �� ��� ������� ��
���
�� $����� ��� "���� "� ��� ���� ���������%� ����������	 '� ������

��
������
$ ���� $�
���� ����� "���� *� �
�������
$ *�� ��� ������� ���" ���� ��� ���*����

*����� ��A���� �%�
 �
 %��� ������ �����	

!
����� �� ��
������
$ ����
�� "� ��
������� �
  ������ > ���� $�
�����,�� 
��$�*�������	

�� �*���
�� ��� ��� <-
��$�*������ � ����
����� ���� ��$������ ��� �������� 9�	�	 �����

"���� ��� �
���
�� %������� ��%� ��$��� �� ����� ;:	 !� ���� 
�� ���� ���� �� ����� ���

��$������ �� $�
���� �����	 (� �� "���� *� �
�������
$ �� ��� �
����� �������� �� ������

���� ���� ������� ����� �� ����� "���� ��� ����
������� ���%�*��	  �
������
$ ��������

����"�� �� �� �*���
 � �
���� �������
� �� �� �3�����	 !
 ��� ���� �� ������ 
��$�*������ ����

���� 
�� ���� �� *� ���� �
����� �
� ��
�� �� "��� *� ��A���� �� ����� ��� ��$������ ��

���� ���� �
 ����� �� �%�
 ��������	

�� ���� �3���
�� ��� *��
��� %�����
 �� ����� ���*����� �	�	� �
����� �� ��� �3��� 
��*��

�� �������
��� �� ���� ����� "� ��� $�%�
 ����� *��
�� �
 ����� �������
���	 (��� ���-

���3��� ������� "��� $�%�
 ��� ��� ���� �� ���
 
��$�*������ �
� ����� �� ���� ������	 !�

"���� *� �
�������
$ �� �
���,� ��� *��
��� %�����
 �
 ��� ���� �� ��� <-
��$�*������ ���

����� �� ��������	

��
���� �
  ������ ? "� ��
������� ��� ��$� ��������
�
$ %�����
 �� ��� *���� ���$� ����
-

��������
 ���*���	 �� �����
��� � 
�" ���%�*�� ���� ��� k = 3 ������	 1��
 "� �3���
��
���� %�������
� "���� ��� �
��
 �� ��� �"� ��*���� E1 �
� E2 ��%� �� ������� ���� ����-

���
�� ��
�����
��	 '
� ������ ��
����� ����� ����� "���� ���� �� ��� ���� Es ��� �������

�� ��%� � ������
 ��������� �� "���� ���� ���� � ������� $����	 '
� ��� ���� ��
����� ���

���� �� k ≥ 3 ������ "���� ��� �
��
 �� ���� ���
 �"� ��*���� ���� ���� � ������� $����	

8
 ���
 �������
 �� "������ ��� ����
��������
 ���*���� �
 �������� $����� �
� ��������

*�������� $����� ��� ����%���
� ���� � ����������
�� ������3��� ���
� �� %��"	 !
 �����

"����� ��
 "� ���
����� ��� ����
��������
 ���*��� �
 � �������� $���� �
�� �
 ����%���
�

����
��������
 ���*��� �
 � �������� *�������� $����Y

4��� �� ���
 �������
� �3��� �
� ������� �������� �� 
����� �� ������ ���� ���%�*�� ����� ��

�� ����
$���
 �3����
$ ������3��� ������� ��� ����� ���*����	 ���*�*�� ��� ���� �������
�

���
 �������
 "���� �����
� �� ��� ������3��� �� ��� *���� ���$� ����
��������
 ���*���

��� k = 3 ������	 (�
�� ����� �3��� �� ��� �
�� %��� ��" ����
����� ���%�*�� ����� ���

���� ���*���� ���� ����� ���� *� � ��������
 �� ������� ��������	  �
���
�
$ ��� ��3��
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S6T &	U	 8��0�� 1	4	 ��$
�
��� �
� �	 '���
	 2����	*� @���	 ���
����-@���� 6OO=	

S<T B	N	 8
����%� _	.	 (���#�%� �
� �	 ���
��	 ���
�� �
� *��
� ������ ��� ��3��

$���� ������
$ �
� ��������
$	 !
 �	��������� �� �
� 67�
 '���	�������
 �����	���� ��

��EF��B� D������� ��� .����	��� �� �
� .���	�� ��D+ ��� .:. 6 ,000� ��$�� 6^P	

1��
���� �
� 1�*�$�� <QQQ	

S=T �	 8��%���� �	�	 ������ �
� &	 1��0�
	 8 ��
���-���� ��$������ ��� �����
$ ��� ����� ��

������
 ���
��7�� *�����
 ��������	 '���	������ �	�������� �����	�� P�6<6^6<=� 6OMO	

S;T 8	(	 8������
� 1	�	�	 
�
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� &	 @`$$#%���	 ;���	���� �	��
� ��� �
��	 ���
����

�����	  ��*���$� \
�%������ ������  ��*���$�� 6OOP	

S>T �	(	 ��#�� �
� )	B	  ����
	 ������ �3������
 ��������
$	 $
��	�����
 �������	

+������� 6?<�<<>^<;=� 6OO?	

S?T  	 ��
�,� �	- 	  ����� 
	�� ������  	 ���������� �
� �	 &���	 '
 � $���� ������
$

���*��� �����
$ ���� �������� ����$�����	 2����	*�� �� ������	

SMT  	 ��
�,� �	- 	  ����� 
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�����
��

��$� ��������
�
$ �
 $����� �����
$ ���� �������� ����$�����	 1���
���� &����� '&��
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� )��4� <QQM	

SPT  	 ���$�	 �`�*�
$ %�
 B�����
� ����
 �`������� *,"	 ����
 �
$����� U����� �����

��
�	 $��
����
 D���	� 5���� G������ 661� B�	��� ���
�	 H����	����� &�

��5�������	��

6O?6	

SOT  	 ���$�	 A	��
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