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Premiére partie : Théorie de la mesure

1 Le probléme de Borel-Lebesgue

Dans l'introduction de sa thése intitulée Intégrale, Longueur, Aire et soutenue & Paris en
1902, Henri Lebesgue écrit : Dans [’étude des questions relatives a la théorie des fonctions de
variables réelles on reconnait souvent qu’il serait commode de pouvoir attacher aux ensembles
de points des nombres jouissants de certaines des propriétés des longueurs des segments ou
des aires des polygones. On a proposé différentes définitions de ces nombres que l’on appelle
les mesures des ensembles; celle qui a €té le plus souvent adoptée se trouve exposées dans le
livre de Mr Jordan'.

Dans le premier chapitre je définis, avec Mr Borel?, la mesure d’un ensemble par ses propriétés
essentielles. Aprés avoir complété les indications un peu rapides que donne Mr Borel, j’indique
quelles relations il y a, entre la mesure ainsi définie et la mesure de Mr Jordan. La définition
que j’adopte s’applique aux espaces a plusieurs dimensions.

Puis, au début du premier chapitre, il formule le probléme de la fagon suivante : Nous nous
proposons d’attacher a chaque ensemble borné un nombre positif ou nul que nous appellerons
sa mesure et satisfaisant auxr conditions suivantes :

1. 1l existe des ensembles dont la mesure n’est pas nulle.
2. Deux ensembles égauzx ont méme mesure.

3. La mesure d’une somme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles, sans
points communs, deux & deux, est la somme des mesures de ces ensembles.

Faisons quelques commentaires. Lebesgue ne le dit pas explicitement, mais les ensembles
considérés sont des parties de R™. Dans la condition (2.) le mot “égal" signifie congru (ou
isométrique), Lebesgue demande que la mesure soit invariante par translations et rotations.
Dans la condition (3), le mot “somme" signifie union, il est demandé que la mesure d’'une
réunion disjointe dénombrable de parties R™ de est la somme des mesures de ces parties. On
appelle cette condition la o-additivité de la mesure; c’est 'une des nouveauté introduite par
Borel (Jordan ne ne demandait 1’additivité que pour des réunions finies d’ensembles disjoints).

En termes modernes, nous énongons le probléme de Borel-Lebesgue de la facon suivante :

Probléme de Borel-Lebesgue.
A) Démontrer I'existence d’une fonction

A:P(R"™) — [0, 0]
ayant les propriétés suivantes :

(i.) Invariance par translation : Pour tout vecteur v € R” on a: A(A+ 7') = A(A);

(ii.) o-additivité : Si {A;};en C P(R™) est une suite d’ensembles deux a deux disjoints, alors

[ee] o0
MUA4A | =D M4
j=1 =1

(iii.) Normalisation : A([0,1]™) = 1.

B) Prouver 'unicité d’une telle fonction.

Lyoir [7]; un exposé moderne de la notion de volume au sens de Jordan peut se lire au début du chapitre
6 de [14].
2voir [2]



Remarque La condition de o-additivité entraine que A(()) = 0 et

A(AUB) = A(A) + A(B) — A(AN B).

Pour résoudre le probléme de Borel-Lebesgue, il faut une description de I'ensemble P(R™) des
parties de R".

Le cadre pour une telle description est 'axiomatique de Zermelo-Fraenkel de la théorie des
ensembles (1922). On a en particulier 'axiome du choix que nous énongons sous la forme
suivante :

Axiome du choix Soit {A;}ier C P(X) une collection de sous-ensembles non vides deux
a deux disjoints d’un ensemble X. Alors on peut former un nouveau sous-ensemble C C X tel
que pour tout i € I, A; N C est un singleton.

Vitali a démontré en 1905 en se basant sur 'axiome du choix que le probléme de Borel-
Lebesgue n’a pas de solution. Il faut donc affaiblir le probléme de Borel-Lebesgue. On propose
ici trois variantes :

Variante I : On laisse tomber la o-additivité
Le probléme devient alors : Construire une fonction A : P(R™) — [0, oo] telle que

(i.) A est invariante par translation;
(ii.) A est additive, i.e. A(AU B) = XN(A) + \(B) — A(AN B);
(iii.) A est normalisée, i.e. A([0;1]") = 1.

Hausdorff, Tarski et Banach ont démontré que ce probléme admet une solution si n = 1 ou
n = 2 et aucune si n > 3.



Variante II : On remplace la o-additivité par la o-sous-additivité
Le probléme devient alors : Construire \* : P(R"™) — [0, o] telle que

(i.) A* est invariante par translation ;

(ii.) A* est o-sous-additive, i.e. pour toute suite {A;};c; C P(R™), on a
(A <D0 a(4;
i=1 i=1

(iii.) A* est normalisée.
On montrera que ce probléme admet une solution unique A* qui s’appelle la mesure extérieure
de Lebesgue.

Variante III : On définit A\ non pas sur P(R") mais sur une famille plus petite

ACPR").

Plus précisément, il s’agit de se donner une collection d’ensembles A C P(X) vérifiant les
conditions suivantes 3 :

(a) 0, X e A
(b)) Ac A= A:=X\AC A

oo
() {Ahen c A= A=A €A
=1
(d.) A contient tous les n-rectangles compacts, i.e. tous les ensembles du type

R =[ay;b1] X ... X [an;by] C R™.

Le probléme est maintenant de construire \ : 4 — R telle que
(i.) A est invariante par translation

(ii.) A est o-additive : si {A4;}ieny C A et les A; sont deux & deux disjoints alors
AJ A0 =3 M4
i=1 =1

(iii.) A est normalisée.

On démontrera que ce probléme admet une solution unique. La mesure A : A — R est appelée
la mesure de Lebesgue ou de Borel-Lebesgue.

2 Présentation rapide de la mesure de Lebesgue sur R

La mesure extérieure de Lebesque d'un ensemble A C R est le nombre 0 < \*(A) < oo défini
par

A*(A) :=inf {Z(b’ —a;) ’ AcC U(az’, bz)}
i=1 i=1

3Une collection d’ensembles A C P(X) s’appelle une tribu ou o-algebre si elle vérifie les conditions (a),(b)

et (c).



Il est clair que A*(@) = 0, plus généralement, \*(A) = 0 pour tout ensemble A fini ou
dénombrable. Une autre propriété importante est la o-sous-additivité :

(A <D A
=1 i=1

On définit également la mesure intérieure de Lebesgue A« (A) d'un ensemble A C R : si A est
borné, on pose

A(A) 1= (b—a) — X" ((a,) \ 4)
ot (a, b) est un intervalle contenant A (cette définition est indépendante du choix de 'intervalle

(a,b) D A); dans le cas général, on pose Ai(A) := supgeny A(A N [k, k]).

Definition 2.1 L’ensemble A C R est mesurable au sens de Lebesque si A\ (A) = A*(A).

On note £L C P(R) la famille de toutes les parties mesurables de R; si A € L, on note
AA) == A (A4) = A\ (A).

Les propriétés principales de £ et A sont énoncées dans le théoréme ci-dessous :

Théoréme 2.1 1.) Tout intervalle de R est mesurable, tout ensemble ouvert ou fermé de R
est mesurable.

2.) SiAe L, alors A° € L. Si{Ai}tien C L, alors |72, A; € L et ;2] A; € L.

3.) Si I C R est un intervalle, alors A(I) est la longueur de I.

4.) A(A) = 0 pour tout ensemble A fini ou dénombrable.

5.) X est o-additif : si {A;}ien C L est une suite dont les éléments sont deuzx a deux disjoints,

alors /\(U Aj) = Z A(A)).
=1

=1

6.) Si{Aitien CL et Ay C Ay C -+, alors A(| ] Ai) = lim A(4y).

i1 1—00
7.) Si{Aitien CL et A1 D A2 D -+, et N(A1) < 00 alors )\(ﬂ A;) = lim A*(A;).
i=1 1— 00

8.) Si Ae L etsiA) < oo, alors pour tout € > 0, il existe un ouvert U C R et un fermé
F CR tels que
AMA) —e < AF) < AA) <ANU) < A(A) +e.

Les différentes assertions de ce théoréme seront démontrées dans les prochains paragraphes.
O

3 Familles d’ensembles

Si X est un ensemble on note P(X) (ou quelquefois 2%) I’ensemble de tous les sous-ensembles
de X ; une famille (ou une collection) de parties de X est simplement un sous-ensemble de
P(X) (et donc un élément de P(P(X))). Une collection C C P(X) est souvent indicée (par
un ensemble d’indices I quelconque), on note alors

C= {Ai}z’el
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chaque A; étant une partie de X.
L’ensemble P(X) est ordonné par l'inclusion, rappelons que

ACB & [reA=zxe€bB,

on a en particulier ) C A C X pour tout A € P(X).

L’ensemble P(X) est non seulement ordonné, mais il est aussi muni de plusieurs opérations
appelées opérations booléennes :

1) Le complémentaire d’un élément A € P(X) est I’ensemble A€ défini par
reA & x¢A
Observer que X¢ =10, (°= X et que A° = A pour tout 4 € P(X).

2) La réunion d’une collection C = {A;},.; C P(X) est I'ensemble

UC:UAi2:{$€X|3i€I:LE€Ai}.

el
Lorsque C est une collection finie : C := {A;1, As, ..., A, } on note la réunion
Uec=41u4,u..u4,.

3) Lintersection d’une collection C = {A;},c; C P(X) est I'ensemble

[WC:f]Aﬂ:{xeXﬂxeAﬁﬁeI}

el
Lorsque C est une collection finie : C := {41, Ag, ..., A, } on note l'intersection

mC:AﬂLbﬂmﬂAw

4) La différence de deux ensembles A, B € P(X) est 'ensemble
A\B:=AnB*={zecA|lxz¢ B}.
5) La différence symétrique de A et B € P(X) est 'ensemble
AAB:=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (BNA).

Observer que AAA =0, AAD=A et AAX = A°.

Lemme 3.1 (Lois de dualités de DeMorgan) La complémentation échange les opérations de
réunion et d’intersection :

(ﬂAZ)C:UAf ; (UA,)CZHAf

iel icl iel icl



Remarque : On admet par convention que si I = (), alors on a :

ﬂAi:X et UAz:®

icl iel
Ainsi les lois de De Morgan sont encore vraies si I = ().
Définitions Une suite de parties de X est simplement une collection de sous-ensembles
{Ai}iey € P(X) indicée par les entiers naturels. La suite est dite monotone si pour tout
entier 7 on a ou bien A; C A;41 (suite monotone croissante) ou bien 4; O A;11 (suite mono-

tone décroissante).
On dit que la suite est disjointe si ses éléments sont deux & deux disjoints

La limite d’une suite monotone est définie par

limA; := U A; st {Ai};cn est croissante,
ieN

limA; = ﬂ A; si {Aj};cn est décroissante.
€N

Pour une suite quelconque, on défini sa limite sup par

[e.e]

limsup 4; := ﬂ U A;
i=1 \j>i
et sa limite inf par
liminf A; := U ﬂ A;
i=1 \j>i

Définition La fonction caractéristique d’une partie A € P(X) est la fonction 14 : X — R
définie par Ia(z) =1siz € Aet ly(z) =0siz ¢ A.

Lemme 3.2 Les fonctions caractéristiques vérifient les propriétés suivantes :
i.) Tye =1—1y;

it.) si A C B, alors 14 < 1p;

ii.) si A =Ny Ai, alors 1y = minger (1a,) ;

w.) si A= ;cr Ai, alors 14 = max;er (14,) ;
v.) Iyap = (14 + 1) mod 2;

vi.) si A =limsup A4;, alors 14 = limsup (14,) ;

vii.) si A =liminf A;, alors 14 = liminf (14,).

11— 00 1—00

Exercices

3.1) Décider si les propriétés suivantes sont vraies ou fausses :
(a) AC B= P(A) C P(B);
(b) P(AUB) =P(A)UP(B);



(c) P(N) = UpZ P12, k}).
3.2) Que vaut X NP(X)?
3.3) Soit {A;};cy € P(X) une suite de parties de 'ensemble X. Montrer que

limsup 4; = {:c eX ’ x € A; pour un nombre infini d’indices i € N}
et
liminf A, = {x e X ‘ x € A; pour tous les indices i € N

a l'exception d’un nombre fini d’entre eux} .

3.4) Montrer que liminf (A{) = (limsup 4;)°“.
3.5) Prouver le lemme 3.2.

3.6) On dispose de trois corbeilles appelées S (source), T' (transit) et F' (destination finale).
Au temps t = 0, la corbeille S contient une infinité de billes alors que 1" et F sont vides.

Au temps t; = %, on prend deux billes dans S que l'on places dans T', puis au temps

ty = %, on prend une bille dans T" et on la met dans F'.
On répéte ensuite cette opération : au temps top_1 = 1 — 2'72%, on prend deux billes
dans S et on les places dans T et au temps to = 1 — 272%, on prend une bille dans T
pour la mettre dans F' (ceci pour tout k =1,2,3,---).

La question est combien y a-t-il de billes dans la corbeille T au temps t =17
Quelle est votre réponse :

i.) La corbeille T' contient une infinité de billes.
ii.) T ne contient aucune bille.

iii.) T peut contenir une nombre N quelconque de billes (N peut étre nul, infini ou un
entier naturel quelconque).

4 Anneaux et algébres d’ensembles

Lemme 4.1 Les opérations /\ et N vérifient les propriétés suivantes pour tous A, B,C €
P(X) :

a.) (AAB)AC = AA(BAC) ;

b.) AN =0DANA=A;

c.) ANA=10;

d.) AAB = BAA;

e.) (ANB)NC=ANn(BNC);

f) AnNB=BNA;

g.) AN(BAC)=(ANB)A(ANC);

h.) ANX=XNA=A.

En d’autres termes, (P(X), A, N) est un anneau commutatif unitaire.

Remarques 1) Observons que dans cet anneau, le zéro est 'ensemble vide () et 'unité est
I'ensemble X. De plus chaque élément est son propre opposé (AAA = () et le seul élément
inversible est I’ensemble X (AN A = X si et seulement si A = X).



2) Notons Zs l'anneau ayant deux éléments 0 et 1 (avec les opérations 0x0 =0x1=1x0 =0,
1x1=1,040=141=0et 1+0=0+1=1) et F(X,Z2) 'ensemble de toutes les fonctions
de X vers Zy. Alors F(X,Zs) est aussi un anneau commutatif unitaire et 'application

P(X) — F(X,Zs)
A — 1y

est un isomorphisme.

Definition 4.1 (Anneau) Une collection d’ensembles R C P(X) est un anneau d’ensembles
si c’est un sous-anneau de (P(X),AA,N), i.e. si R est non vide et

ABER = AAB,ANBeR.

Exemples :
1.) La collection des parties finies de X forme un anneau de P(X).
2.) La collection des parties bornées de R™ forme un anneau de P(R").

3.) La collection des réunions finies d’intervalles bornés de R est un anneau dans P(R).

Proposition 4.2 R C P(X) est un anneau si et seulement si
(i) DeR;

(i) Aet BE R=A\BeR;

(iii)) Aet BER=AUBEeR.

Nous laissons la preuve de cette proposition en exercices. 0

On utilise souvent cette proposition comme définition de la notion d’anneau d’ensembles.

Definition 4.2 (c-anneau) S est un o-anneau si S est un anneau fermé pour les réunions
dénombrables. Donc & C P(X) est un o-anneau s’il satisfait les trois propriétés suivantes :

(i) D esS;
(i) Aet Be S= A\B€eS;
(iii) si {A;}ieny € S alors [J;2, 4; € S.

Definition 4.3 (Algébre) A C P(X) est une algébre (booléenne) si
(i) Det X € A;

(ii) Ac A= A°c A;

(i) Aet Be A= AUBec A

Exemple : La collection A des parties de X qui sont finies ou "cofinies", i.e. de complé-
mentaire fini, (en clair : A € A < A fini ou A° fini) est une algébre.

Proposition 4.3 Un anneau R est une algébre si et seulement si X € R.

Preuve Puisque X € R et R est un anneau, on a par la proposition précédente A = X\ A €
R pour tout A € R. O
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Definition 4.4 (Tribu ou o-algébre) Une collection A C P(X) est une tribu si c’est une
algébre fermée pour les réunions dénombrables. Donc A est une tribu si et seulement si les
trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Vet X € A;
(ii) Ac A= A€ A;
(iii’) si {A;}ien C A, alors U2, 4; € A.

Exemple : La familles des parties dénombrables ou codénombrables forme une o-algébre.

Terminologie : On appelle espace mesurable* un ensemble X muni d'une tribu A.

Exercices

4.1) Prouver le lemme ??9lem.Panneau.

Montrer ensuite que cet anneau est isomorphe a ’anneau F (X, Zs) de toutes les fonctions
de X vers Zs.

4.2) Soit & C P(R) 'ensemble des singletons (= ensembles & 1 élément) de R. Décrire la
tribu engendrée par S.

4.3) Montrer que si A est une g-algébre sur X, et si {A;};.y C A, alors limsup 4; € A et
liminf A; € A.

4.4) Une collection A C P(X) de sous-ensembles de X est une algébre d’ensembles si elle
contient () et qu’elle est fermée par réunion finie et par passage au complémentaire (i.e.

feA, AcA=—= A°c A et ABce A= AUBcA):

Montrer que la collection F des sous-ensembles finis ou cofinis (= de complémentaire
fini) d’un ensemble X est une algebre.

Dans quel cas F est-elle une c—algébre ?

4.5) Soit R la collection de toutes les réunions finies de “rectangles” du plan du type R =
IxJCR? ot I,J C R sont des intervalles (bornés ou non).
Montrer que R est une algébre, mais n’est pas une o-algébre.

4.6) a.) Combien de tribus peut-on former sur un ensemble X ayant 2 éléments ?
b.) Et si X posséde 3 éléments ?

5 Autres types de familles d’ensembles

Definition 5.1 (Topologie) Une topologie sur X est une collection O C P(X) telle que
(i) Det X € O;

(ii)) siUet VeQalorsUNV €O,

(iii) si {Us}ier € O alors J,c; U; € O.

40n appelle aussi espace borélien un tel couple (X,.A), toutefois nous n’utiliserons pas cette terminologie
car elle nous semble pouvoir préter a confusion

11



Exemples :
1.) O ={0, X} est la topologie grossiére sur X.
2.) O =P(X) est la topologie discréte sur X.

3.) Si d est une métrique, alors X est un espace métrique, et on peut définir une topologie
sur X comme suit : U € O si et seulement si pour tout z € U il existe € > 0 tel que si
dlz,y) <e=yeU.

Terminologie : On appelle espace topologique un ensemble X muni d’une topologie O. Les
élements U € O s’appellent les ouverts de 1'espace topologique (X, O).

Definition 5.2 (Classe monotone) C C P(X) est une classe monotone si pour toute suite
{AitienCC,ona:

(i) Si Ay C Ay C A5 C ... alorsUfilAieC;
(ii) si A1 D Ap D A3 D ..., alors ()2, 4; € C.

Proposition 5.1 A est une o-algébre si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifices :
a.) A est une algébre :

b.) A est une classe monotone.

Preuve
Soit A une o-algébre . Alors A est une algebre, il suffit donc de vérifier (b). La condition

[e.e] [e.e]
(i) est claire et la condition (ii) découle des lois de DeMorgan : ﬂ A; = (U AS)C.
i=1 i=1
=] Soi une algébre qui est une classe monotone et soi itien C A une suite quel-
Soit A lgébre qui est | t t soit {A;}ic A ite quel

(o]
conque ; on doit montrer que U A; € A
i=1
oo
Si Ay C Ay C A3 C ---, alors U A; € A par hypothése (car A est une classe monotone).
i=1
Sinon, on pose récursivement By = Ay, By = AsUBy, -+ ,By = Ay UBk_1---

o0
On a donc By C By C B3 C - -, et par conséquent, U B; € A.

i=1

o0 o0 o0
Et comme U B; = U A; alors on a montré que U A; € A

i=1 i=1 i=1
Scholie 5.2 On a démontré en passant que dans une o-algébre A, on a toujours

{Aiene A = (i€ A

=1

12



6 Tribu engendrée par une famille d’ensembles

Lemme 6.1 (a) Une intersection quelconque d’algébres sur un ensemble X est encore une
algebre.
(b) Une intersection quelconque de tribus sur un ensemble X est encore une tribu.

Preuve (a) On doit montrer que si £ C P(P(X)) est une collection de parties de P(X) dont
chaque élément est une algébre, alors I'intersection NE = NyceA est encore une algébre.

Notons B = NE, alors

i) ;X eBcarhe Aet X € A pour tout A € &.

ii.) A€ B= A€ A pour tout A € £ donc A° € A pour tout A € £, d’ou A° € B.

iii.) Si A, B € B, alors AU B € A pour tout A € &, par conséquent AU B € B=n&.
(b) Pour démontrer que B est une tribu, il suffit maintenant de prouver que B est fermé pour
les réunions dénombrables : Soit {A;};en C B, alors {4;};eny C A pour tout A € € et donc
Uien 4i € A pour tout A € & par conséquent |J; A; € B.

|

Definition 6.1 Soit S C P(X) une famille d’ensembles. La plus petite tribu A contenant S
(i.e. I'intersection de toutes les tribus contenant S) s’appelle la tribu engendrée par S et se
note

A = Tribu(S) = o(S).

Exemples 6.2 (1) Si (X, ) est un espace topologique, alors la tribu o(Q) engendrée par
les ouverts s’appelle la tribu borélienne de (X, O) et se note B(X, O).

(2) Tribu produit : Soient A une tribu sur X et B une tribu sur Y. On note A ® B la tribu
engendrée par la famille d’ensembles suivante :

{AXxBCXxY telsque Ac Aet Be B}

On appelle A ® B la tribu produit (tensoriel) sur X x Y.

(3) L’espace des messages : Soit A un ensemble fini quelconque non-vide. (on dira que A est
un “alphabet”). Soit

My = AN = (I'ensemble des suites d’éléments deA) = {m = ajazas... | a; € A},

les éléments de M 4 sont les messages en A.

Soit w = cpcica. .. ¢ (avec ¢; € A) un mot (séquence) fini(e) en A et k € N. Alors le
cylindre associé & w et k est ’ensemble

Cr(w) :=={m = ajazas ... ’ak = C0,Akt1 = Cly .-, Ay = Cp } C My,

Notons C la o-algébre sur M4 engendrée par la famille de tous les cylindres {Cy(w) C
My}. On appelle C la tribu cylindrique sur M 4.

Exercices
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6.1) Soit X un espace métrique (ou topologique). La tribu borélienne sur X est la o-algébre
B(X) engendrée par la collection de tous les ouverts U C X.
Montrer que B(X) est également engendrée par la collection de tous les fermés F C X.
Montrer que B(R) est engendrée par la collection de tous les intervalles fermés [a, b] C R.

3) Montrer que B(R) est aussi engendrée par la collection de tous les intervalles du type
(—o0,b] CRoubeQ.

Définition : Soit (X,.A) un espace mesurable. On appelle atome de (X, .A) un élément
non vide de A qui est minimal. Ainsi £ C X est un atome si

- FeA;

- E#£0,

— pour tout F' € A tel que F' C E, on a ou bien F' = E ou bien F = ().

6.4) Montrer que les atomes forment une partition de X.
6.5) Soit C C P(X) une collection finie d’ensembles.
(a) Montrer que la tribu .4 engendrée par C contient un nombre fini d’éléments.
(b) Notons m le nombre d’atomes et n =Card(A). Quelle est la relation entre m et n.
(c) Comment décrire A a partir des atomes {E1, Es, ..., Ep, }.
(d) L’algebre Aj engendrée par C est elle différente de la tribu A engendrée par C?
6.6) Existe-t-il une tribu ayant 34 éléments ?
6.7) Quels sont les atomes de la tribu borélienne sur R ?
6.8) Soient X = {a,b,c} et O :={X,0,{a,b}} C P(X).
(a) Montrer que O est une topologie sur I'ensemble X.
(b) Décrire la tribu borélienne B(X; O).
(c) Quels sont les atomes de cette tribu?
)

(d) * Cette topologie dérive-t-elle d'une métrique ?

7 Espaces Mesurés
Soit (X, .A) un espace mesurable (i.e. un ensemble X muni d’une tribu A C P(X)).

Definition 7.1 Une mesure sur (X,.A) est une fonction u: A — R, = [0, +00], telle que :
(i) p(0)=0;

(i) Si {A;}jen C A est une suite disjointe, alors
p(lJA) =D w4,
i=1 i=1

Definition 7.2 Un espace mesuré est un triplet (X, A, 1) tel que (X,.A) est un espace me-
surable et p est une mesure.

Remarque 7.3 a.) La condition (ii) s’appelle la o-additivité de la mesure.
b.) On peut remplacer la condition (i) par :

(i") Il existe A € A tel que p(A) < oo.
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Exemples 7.4

(1)
(2)

p(A) = 0 pour tout A € A.

0 A=1
H(A):{ +oo A#(D

Masse de Dirac : Soit x € X. On pose 0,(A) = lx(z) = { 1 size A

siz¢ A
Card(A) si A est fini

Mesure de comptage : 7(A) = { oo <inon

Comptage pondéré : Soient X = N, A = P(N) et p; > 0, des poids (= nombres > 0).
Alors 7,(A) = > .c 4 Pk est une mesure.

On peut faire des combinaisons linéaires (méme infinies) a coefficients > 0. A titre d’illus-
tration, dans I’exemple (5), on a 7, = Zpkék. En effet, 7,(A) = Zpk = Zpkék(A)

keN keA keN
Restriction d’une mesure : Soit (X, A, 1) un espace mesuré et D € A; alors on définit
une nouvelle mesure v sur (X,.A4) en posant v(A) := u(AN D). Cette mesure se note
v = uLD et s’appelle la restriction de p a D.

D’autres mesures (Lebesgue, Hausdorff, Bernoulli, ...), plus importantes, seront introduites
plus tard.

Definition 7.5 Soit (X,.A) un espace mesurable et p une mesure sur (X,.4). Alors on dit

que

(i) p est finie si u(X) < oo.

(ii) p est une mesure de probabilité si u(X) = 1.

o0
(iii) p est o-finie si X = U A;, avec A; € A et u(A;) < oo pour tout i € N.

i=1

Exemples 7.6 La mesure de comptage 7 est o-finie sur N, mais pas sur R.

Proposition 7.1 (Propriétés élémentaires des espaces mesurés)

(a.) Si Ay, Ag, ..., Ay € A sont deuz a deuz disjoints, alors

(b.) Si B C A alors p(A\B) = pu(A) — n(B).
(c.) Monotonie : Si B C A alors u(B) < u(A).

(d.) (AU B) = u(A) + u(B) — (A B).
(e.) St {Aj}jen C A alors p (U2, Ai) < D2y u(A;) (rappelons qu’on a égalité si l'union est

disjointe).

Nous laissons la preuve en exercice. 0

Remarque 7.7 La condition (e.) s’appelle la o-sous-additivité.
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Théoréme 7.2 (Continuité des mesures) Soient (X, A, ) un espace mesuré et {A; }ien C
A une suite monotone.

(i) Si la suite est croissante (A; C Ag C -+ ), alors
0 e

(i1) Si la suite est décroissante (A; D Ag D -+ ) et inf p(A4;) < oo, alors
(39

Preuve (i) Posons By = A1, By = A2\A1,...,B, = A,\A,_1. Alors les B; sont disjoints,

donc . .
M (U Bi) => B
=1 =0
[e's) 00 k
Or, U B; = U Ajet p(Ag) =u(BiUBsU---UDByg) = Zu(Bi), donc
= = i—1
[ee] o0
g 0 = o 33050 = (U ) = (U )

(ii) L’hypothese inf pu(A;) < oo signifie qu’il existe i tel que p(A4;) < co. Comme la suite A4;
oo

est décroissante, on peut supposer p(A;) < oo. Notons A = m A; et C; = A1\A; (i € N),
i=1

alors U C; = A1\ A et donc

=1

" (U cl-) — u(A\A) = (A1) — p(A).

Remarquons que C7 C Cy C -- -, et donc par (i), on sait que u (U C’) = lim u(C;).

i—00
=1

D’autre part u(Cy) = p(A1\Ax) = (A1) — u(Ag), on a donc

1—00

p(A1) — p(A) = (U 0) = lim u(C) = Tim (u(A1) — pu(4p),

d’ou 'on déduit finalement que p(A) = lim u(A4;). 0

k—o00

Remarque 7.8 L’hypothése inf p(A4;) < oo dans lassertion (ii) est indispensable. Par
exemple, si X = N et 7 est la mesure de comptage, alors la suite

Ay={neN|n>k}=[ko0) NN

vérifie bien A1 D Ao D - -+, mais



Exercices

7.1) Soit (X,.A) un espace mesurable et z,y € X. Supposons que 0, = 0, ol 6,9, sont les
mesures de Dirac associées.
A-t-on nécessairement x = y 7
Donner des exemples. Donner une condition nécessaire et suffisante. Discuter le cas de
la tribu borélienne.

7.2) Soit p une mesure finie sur un espace mesurable (X, .4), posons pour A, B € A
p(A, B) .= u(AAB).
Montrer que p posséde presque les propriétés d’une distance :
(a) p(A, B) = 0;
(b) p(A,B) = p(B,A);
(c) p(A,B) < p(A,C) +p(C, B).
Montrer ensuite que A ~ B < p(A, B) = 0 est une relation d’équivalence sur A et que,

par conséquent, le quotient A/ ~ est un espace métrique.

7.3) Soit (X, A, 1) un espace mesuré. On dit qu'un ensemble N C X est pu-négligeable s'il
existe A€ A telque N C A et p(A) =0. On note N, la collection de tous les
ensembles p-négligeables de X.

a) Montrer que que N, est un anneau d’ensembles.

b) On note A la collection de tous les ensembles du type (AU N) avec A € A et
N € N,. Montrer que A est une tribu.

c) Montrer que la formule (AU N) := p(A) (pour A € Aet N € N,) définit une
mesure sur (X,.A).

Définition : On dit que I'espace mesuré (X, A, i) est le complété de (X, A, p).
7.4) Soit (X,.A) un espace mesurable quelconque, a € X un point et 0, la mesure de Dirac
associée. Décrire le complété de (X, A, ) dans les deux cas suivants :

a) Si A est la tribu grossiere A := {0, X}.
b) Si la tribu A contient I'ensemble {a}.

7.5) Soit p une mesure sur (R, B(R)) que 'on suppose localement finie (i.e. u(A4) < oo pour
tout ensemble borné¢ A € B(R)). Montrer que pour tout point a € R, les conditions
suivantes sont équivalentes :

i.) Pour tout € > 0, il existe A € B(R) tel que a € A et pu(A) < e.
ii.) Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que p(ja —6,a+6]) < e.
7.6) Soit (X, A, n) un espace mesuré et {A;};en C A, alors
i.) p(liminf A;) < liminf u(A;).
1—00 1—00

ii.) (Lemme de Borel-Canteli) : Si Z,U,(Ai) < 00, alors p(limsup 4;) = 0.
i=1

1—00
7.7) Soit p une mesure finie sur B(R). Soit F' la fonction définie par F(z) := u((—o0,z]) (F
s’appelle la fonction de répartition de ).
(a) Montrer que F' est croissante et semi-continue a droite.

(b) Montrer que F' est continue en x si et seulement si u({z}) = 0.
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8 Applications mesurables et mesures images

Rappelons que si f: X — Y est une application, alors 'application définie par

/1 PyY) — PX)
B — f'(B)={reX|f(x)€B)

est compatible avec les opérations booléennes :
a) FI0) =0 et FIY)=X
b) f71(A%) = (F71(4))"

o ! (U Ai> Uty o g (m Al-) SO

i€l el i€l i€l

Conséquence : Si B C P(Y) est une o-algébre, alors f~!(B) est encore une o-algébre sur
X (de méme, si B C P(Y) est un anneau ou une algébre, alors f~1(B) est encore un anneau,
respectivement une algébre sur X).

Definition 8.1 Si (X,.A) et (Y, B) sont deux espaces mesurables, alors une application f :
X — Y est dite (A-B)-mesurable si f~!(B) C A, en d’autres termes si pour tout B € B, on
a f~YB) € A.

Le lemme suivant donne un critére utile de mesurabilité d’une application :

Lemme 8.1 Soient (X, A) et (Y,B) deuz espaces mesurables. Supposons que la tribu B est
engendrée par une famille d’ensembles C C P(Y'). Alors une application f : (X, A) — (Y, B)
est (A-B)-mesurable si et seulement si f~1(C) C A.

Preuve Il est évident que si f : (X, A) — (Y,B) est (A-B)-mesurable, alors f~1(C) C A
(puisque C C B). Pour montrer la réciproque, on considére la famille d’ensembles

F={ECY|f'(E)e A} CP(Y).

On vérifie aisément que F est une tribu; or cette tribu contient C par hypothése. Donc elle
contient aussi B = o(C), puisque B est la plus petite tribu contenant C. Mais dire que B C F
signifie que f~(B) € A pour tout B € B, c’est a dire que f est (A-B)-mesurable.

O

Lemme 8.2 Si f : X — Y est une application (A-B)-mesurable et si o est une mesure sur
(X, A), alors la formule

v(B) == u(f~(B))
(pour tout B € B) définit une mesure sur (Y, B).

Definition 8.2 v se note f.u et s’appelle la mesure image par f de p.

Preuve (du lemme)

(1) v(0) = u(f~1(0)) = n(®) =0
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(ii) Si {Bi}ien C B est une suite disjointe alors {f~(B;)}ien C A est une suite disjointe et

donc
v (U Bi) = (fl (U Bz)) = (U fl(Bi)> =Y u(f N (B) =D _v(Bi)
i=1 i=1 i=1 =0 i=0
car {f~1(B;)} est une suite disjointe. 0

Exemple 8.3 Soient X et Y deux ensembles quelconques, et soient A = P(X) et B C P(Y)
une o-algebre quelconque sur Y. Alors toute application f : X — Y est (LA-B)-mesurable et
v = f,7 est la mesure qui compte le nombre de préimages :

v(B) = fur(B) = 7(f(B)) = Card{z € X | f(z) € B}.

Exercices

8.1) Trouver un exemple d’application non mesurable f : X — Y entre deux espaces mesu-
rables (X, A) et (Y, B).

8.2) Soient (X, d) et (Y,d') deux espaces métriques. Montrer que toute application continue
f: X =Y est B(X)-B(Y) mesurable.

9 Mesure extérieure et théoréme de Carathéodory

But : Construire la mesure de Lebesgue (et d’autres mesures) au moyen des mesures exté-
rieures. Pour ce faire, on utilisera la méthode de Constantin Carathéodory (1914).

Definition 9.1 Une mesure extérieure sur un ensemble X est une application
p* i P(X) — Ry =0,0q]

telle que
(i) w*(0) =0;
(ii) (monotonicité) A C B = p*(A) < u*(B);
(iii) (o-sous-additivité) Pour toute suite d’ensembles {A;};eny C P(X) on a

w* (U Ai) < ZM (Ay)
=1 =1

Exemple 9.2 a) p*(A) =0 pour tout A C X est une mesure extérieure.

. 0 A=0
0w ={ S A7

Card(A) A fini

+00 sinon

o wria) = {

d) La mesure extérieure de Lebesgue sur R qui est la fonction A* : P(R) — R, définie par la

formule
= inf { Z AcC U ai, b }
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Lemme 9.1 Si u* une mesure extérieure sur X, alors
k
pr(A1 U UA) < Z’U’*(AZ)
i=1

Preuve Il suffit de compléter la suite finie A; en une suite infinie d’ensembles en posant
Aj=0pour j=k+1,..,00. 0

Definition 9.3 Soit p* une mesure extérieure sur X. Un ensemble A C X est p*-mesurable
(au sens de Carathéodory) si pour tout @@ C X on a

Q) = pH(QNA) + u'(Q N AY).

Remarque 9.4 L’inégalité opposée p*(Q) < p*(QNA)+ p*(Q N A€) est toujours vérifiée par
le lemme précédent. En particulier, un ensemble A est p*-mesurable si et seulement si

p(Q) = p (QNA)+p*(QNAY)

pour tout @ C X.

Théoréme 9.2 (de Carathéodory) Soit p* une mesure extérieure sur X ; notons M« C
P(X) lensemble des parties p*-mesurables, alors

1.) M~ est une o-algébre.
2.) w=p*|m,. est une mesure sur (X, M,z-).

3.) L’espace mesuré (X, M=, ) est complet, i.e. si E € My« et p(E) =0, alors tout sous-
ensemble A C E appartient a M.

Ce théoréme est donc une machine qui fait correspondre a tout ensemble X muni d’une mesure
extérieure un espace mesuré

(Xa/"‘*) - (XaMu*a/‘L)'
—— ——

mesure extrieure espace mesur

Preuve Montrons d’abord que M« est une o-algébre.

Observons premiérement qu'il est évident a partir de la définition que () et X € M. Il est
tout aussi clair que si A € M+, alors A° € M.

On doit donc seulement prouver que si {A4;} C M« est une suite d’ensembles p*-mesurables,
alors la réunion A := U2, A; est encore p*-mesurable.

Notons By =0, By = Aj et Bj=Bj_1UAj_; = Ug;llAi pour j > 2.

Observons que Bj est monotone : B; C Bjy1, A=U2,A; =lim B;

et que pour tout ensemble Q C X, on a

QmA:G(QmBjﬂAj). (9.1)

J=1
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Considérons la condition (Pj) suivante :

k

pH(Q) = p QN Byy) + > p QN BfN Ay) (Py)
j=1

La condition (P;) dit simplement que

p(Q) = p (@ N A7) + p*(Q N Ar);
elle est donc vérifiée puisque A est p*-mesurable.
Observons en outre que, par la mesurabilité de Ag41, on a
p(@NBryy) = p(QNBi NALL) + 1 (Q@N By N Agqr)
= p(QNBijo) + 1 (QN By N Aky1)
car Bi | MAf | = (Bry1 U Ap1)° = Bi .
En supposant que (Py) est vérifiée, on a donc

k+1
pH(Q) = w QN Bi ) + > pH(QN BN Ay),

j=1

qui n’est autre que la condition (Pg41). On a ainsi montré que (FPj) entraine (Pyy;), par
induction, cette condition est donc vraie pour tout k£ € N.
Comme By C A,ona@QNBg ; DQNASet donc

P QN Biiy) = p(QN A9
La condition (Py) entraine donc que

k
H(Q) = QN AT + Y p QN Bf N 4y)

Jj=1
pour tout k£ et donc

wQ) Z W (QNAY+ Y p QN BjNA). (92)
Jj=1

En utilisant (9.1) et (9.2), on a donc

QA+t (QNA) = @A)+ | (@nB5nay)

—

1

J

PHQNAY)+)  p*(QN BSN Aj)
j=1

IN

< 1 Q)
ce qui montre que A := U2, A; est y*-mesurable.

Nous devons maintenant prouver que la restriction p = p*| M, est une mesure. La condition
p(0) = 0 est vraie par définition ; nous devons donc seulement montrer que si {A;}jeny C M
est une suite disjointe, alors

pl U4 | =D u4y).
j=1 j=1
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Choisissons Q = A = U2, A;, alors QN A =0 et QN BS N Aj = Aj pour tout j (car {4;}
est une suite disjointe) ; 'équation (9.2) entraine donc

HQ = 3w (4))

et par conséquent pu(A) = u(Q) = 372, p(4;).

Finalement, le fait que (X, M«, ) est complet est trivial.

Le théoréme précédent nous dit que M« est une o-algebre, mais nous ne savons pas a priori si
elle contient beaucoup d’ensembles. Le critére suivant est a cet égard d’une grande importance.

Definition 9.5 Soit u* une mesure extérieure sur un espace métrique (X, d) :
a) On dit que p* une mesure extérieure borélienne si tout borélien est p*-mesurable, i.e.

B(X) C M.

b) Une mesure extérieure p* est de type métrique si pour tous A, B C X vérifiant
dist(A, B) = inf {d(z,y) |z € Aet y € B} >0,

on a pu*(AUB) = u*(A) + pu*(B).

Proposition 9.3 (Critére de Carathéodory) Soit u* une mesure extérieure sur un espace
métrique (X,d). Si p* est de type métrique, alors p* est borélienne.

Preuve Il suffit de prouver que tout fermé F' C X est p*-mesurable, i.e. vérifie

p(QNOE)+p (Q\F) < p™(Q)

pour tout @ C X. On peut supposer u*(Q) < oo.
Posons Qg := {:p € Q|d(:):,F) > 1} et

Qi = {er\kisd@,F)g;}

Il est clair que dist(Qg, Qx12) > 0, pour tout k, par conséquent
m
D (@) = pH(UFoQa)) < 1*(Q) < oo,
j=0

. A . . s . o0 * A o0 *
ce qui entraine en particulier que la série Z]’:o ©*(Q25) converge. De méme ijo ¥ (Q2j+41)
converge.

Notons

P = U Qp = (UTL0Q25) U (UT0Q2j41)
Observons que Q\ F = P, U (U, »Qk) puisque F est fermé, donc p*(Q\ F) < p*(Pn) +
> heomia 1 (Qk), et comme Y- p*(Qy) converge, on a

pH(Q\F) < lim p*(Pp).

m—00
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D’autre part, comme dist(P,,, QN F) >0 on a
W(QNF) + ' (Py) = 1" (QN F) U Py) < 1(Q).

Ces deux inégalités entrainent

WQNF)+ i (@Q\F) < p*(QNF) + lim p*(By) < 1*(Q).

Exercices
9.1) Pour A C N, on note
sp(A) =Card{k € A : k<n}
et
(4)

n(A) := limsup s

n—00 n

A) S’agit-il d’une mesure sur N (muni de la tribu P(N)) ?
B) S’agit-il d’une mesure extérieure ?
9.2) On définit v*: P(R") — R par

VH(A) = { 0 si A est borné

oo sinon
s’agit-il d’'une mesure extérieure ?

9.3) On définit p* : P(R") - R par
()= {

a) Montrer que p* est une mesure extérieure.

0 si A est dénombrable
o0 sinon

b) Quels sont les ensembles p*-mesurables ?

9.4) Soit p* une mesure extérieure sur un ensemble X. Montrer que tout ensemble A C X tel
que p*(A) =0 est p*-mesurable.

9.5) On définit p*:P(X) — R par
N - 0 siA=0;
piA) = { 1 sinon.

a) Montrer que p* est une mesure extérieure.
b) Quels sont les ensembles p*-mesurables ?
c) Vérifier le théoréme de Carathéodory sur cet exemple.

9.6) Soient X un ensemble et {y; : P(X) — [0,00]},o; une famille quelconque de mesures
extérieures sur X. Montrer que i := sup,cy ft; est une mesure extérieure sur X.

Qu’en est-il de v :=inf;cr p; ?

9.7) On définit la mesure extérieure de Lebesgue sur R X* : P(R) — R par la formule

A*(A) = inf { Z(bz —a;)| AC U(az‘,bz’)}
i=1 i=1

Montrer qu’il s’agit en effet d’'une mesure extérieure.
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10 Constructions de mesures extérieures

Les résultats du paragraphe précédents ne sont utiles que si 'on dispose d’une mesure ex-
térieure. Le but de ce paragraphe est de donner des méthodes générales de constructions de
mesures extérieures.

Donnons-nous une collection d’ensembles ¥V C P(X) telle que () € V et contenant une famille
dénombrable {V;}ien C V telle que X = U2, V;. Donnons-nous également une fonction 7 :
YV — [0, 00] telle que

a.) n(0) =0;
b.) si {V,V'} c Vet VC V' alors n(V) <n(V’).

On dit alors que 7 est une proto-mesure sur (X, V).

Théoréme 10.1 Soient V et n : V — [0,00] comme plus haut. Définissons py = P(X) —

[0, o0] par
f(A) 1nf{(27] ) |{‘/i}i€N CV et ACUfﬁlVi}.

Alors
1.) py(A) est une mesure extérieure sur X ;

2.) de plus piy(A) est la plus grande mesure extérieure sur X vérifiant

(V) < (V') pour tout Ve V.

Definition 10.1 On dit qu'une mesure extérieure est construite par la méthode I si elle est
obtenue en appliquant ce théoréme.

Preuve (1.) Ilest clair que p;(0) =0et quesi AC B C X, alors yi;,(A) < py(B), il faut
donc uniquement démontrer que f, est o-sous-additive.

Soit donc {4, }nen C P(X) une suite quelconque de parties de X, fixons € > 0 et notons A =
U A,. Pour tout n € N, on peut trouver une suite {V;,;}tieny C V telle que A4,, C U2, V,, ;
et

277 nl_ A)+27

Comme A C |, ,, Vn,i; on a

piA) < Y Ve =3 0(Vas)
n,i n=1i=1

On a donc la o-sous-additivité pu;(A) < 372, i (Ay,) puisque € est arbitraire.

(2.) I est clair que g (V') < (V) pour tout V € V (prendre le recouvrement Vi =V et V; = ()
pour i > 1). Pour montrer que u:; est maximale avec cette propriété, on se donne une autre
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mesure extérieure v* sur X telle que v*(V) < n(V) pour tout V' € V. Pour tout A C X et
tout € > 0, on peut trouver {V;}ien C V telle que A C U2,V et

Zn ) < pn(A) +e.

Mais alors

v (A) < vHUR V) < Zu*(%) < Zn(Vi) < pp(A) +e,

et donc v*(A) < py(A) puisque € est arbitraire.

Remarque En général une mesure extérieure j; construite par la méthode I n’est pas bo-
rélienne. Nous allons donc maintenant étudier un raffinement de cette méthode qui nous
garantira que les ensembles boréliens sont mesurables.

Soient (X, d) un espace métrique et V C P(X) une famille de sous-ensembles de X.

Definition 10.2 On dit que V vérifie la condition de Vitali si ) € V et si pour tout § > 0 il
existe une suite {V;}ieny C V telle que diam(V;) < § pour tout ¢ et X = U2, V;.

Exemples 1) La famille de tous les sous-ensembles bornés de X,
2) La famille de toutes les boules (ouvertes ou fermées) de X,
3) La famille de tous les cubes dans R™,

vérifient la condition de Vitali.

Soit V un systéme de Vitali sur X et 1 : VV — R une proto-mesure.
Notons V° = {V eV ‘ diam(V') < 5}, puis notons

fiy 5(A) == inf { <Z n(V; ) | {Vi}ien est une suite d’éléments de V2 recouvrant A} .

Comme on a V2 ¢ V¥ si § < &, on a clairement py 5(A) = py 5(A) pour tout A C X, on
pose alors

fin(A) = lim iy 5(A) = Sup fin5(A).

Théoréme 10.2 i, est une mesure extérieure borélienne sur X.

On obtient donc une “vraie” mesure g, en restreignant fi,, & B(X). On dit que cette mesure
est construite par la méthode I1.

Preuve Vérifions d’abord que i, = supsg [, 5 st une mesure extérieure sur X. II est
clair que fi,(0) = 0, puisque ,u;;ﬁ((l)) = 0 pour tout 6 > 0. D’autre part, si A C B, alors
1y 5(A) < py 5(B) pour tout § > 0 et donc

fin(A) = sup iy s(A) < sup py 5(B) = fiy(B).
6>0 6>0
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Le méme raisonnement montre que pour toute suite {A4;};eny C P(X)
(| A4i) <D (A
ieN ieN

Ce qui prouve donc que ji, est une mesure extérieure. Pour montrer qu’elle est borélienne, on
utilise la proposition 9.3. On doit donc montrer que si A, B C X vérifient dist(A4, B) > 0, alors
fin(AUB) = f1,(A) + iy (B). Fixons 6 tel que 0 < § < dist(A, B) et € > 0 arbitraire. On peut
alors trouver une suite {V; }iey C V9 recouvrant AUB et telle que >, n1(V;) < fip s(AUB)+e.
Définissons 14, I C N par

In:={ieN|VinA#0} et Ig:={ieN|V;nB#0}.

Il est clair que A C [U;¢; Viet BC Uic 1 Vi- D’autre part comme chaque ensemble V; est de
diameétre au plus 0 < dist(A, B), on a Iy N Ip = () (car un ensemble de diamétre inférieur a
la distance entre A et B ne peut rencontrer que I'un de ces deux ensembles) ; on a donc

fiy 5(A) + iy 5(B) < Z )+ Z <Z77 ) <y s(AUB) +

i€l 4 j€lp €N

et comme £ > 0 est arbitraire, on a ) 5(A) + uy 5(B) < py 5(A U B). L'inégalité inverse
fins(A) + fin5(B) > fiys(AU B) est vrale pour toute mesure extérieure. On a donc montré
que pour tout 0 < § < dist(A, B), on a

fins(A) + fin s(B) = fins(AU B).

En faisant tendre 6 — 0, on a donc fi,(AUB) = ji,,(A) + i, (B) et la preuve est ainsi compléte.
[l

11 La mesure de Lebesgue

11.1 Construction

Definition 11.1 Un cube (axiparalléle) de coté a > 0 dans R™ est un ensemble du type
Q=L xI,x...xI,CR"

ot I, C R est un intervalle (ouvert, fermé ou semi-ouvert) de longueur a. Le n-volume d’un

tel cube est défini par
Vol,,(Q) = a".

Notons C C P(R"™) la collection de tous les cubes axiparalléles et observons que C vérifie
la condition de Vitali, i.e. C contient ’ensemble vide et pour tout € > 0 il existe une suite
{Qi}ien C C telle que diam(Q;) < € pour tout i et R™ = US°, Q;. Observons aussi que la notion
de volume d’un cube est une proto-mesure, puisque Vol,(0)) = 0 et Vol,,(Q) < Vol,,(Q’) deés

que Q C Q.

Définition La mesure de Lebesgue A sur R™ est la mesure construite par la méthode T (cf.
théoréme 10.1), a partir de la collection des cubes C et de la proto-mesure Vol,.

La mesure de Lebesgue est donc concrétement obtenue par la construction suivante :
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e On définit d’abord A* : P(R™) — [0, 00|, par la formule

N (A) := inf { (Z Voln(Qi)) | {Qi}ien C C recouvre A} .
i=1

Par le théoréme 10.1, on sait que A\* est une mesure extérieure et que \*(Q) < Vol,,(Q)
pour tout @ € C.

e On introduit ensuite la collection £ des ensembles qui sont A*-mesurables, i.e. A € L si et
seulement si pour tout S C R” on a

N(S) = M (SN A) + X (S A).

Le théoréme de Carathéodory 9.2 entraine alors que £ est une tribu et que A := \*|¢
est une mesure.

Définition On appelle £ C P(R") la tribu de Lebesque ; les éléments de £ sont les parties
mesurables au sens de Lebesgue de R"™.

Proposition 11.1 Pour tout cube @ € C, on a A*(Q) = Vol,(Q).

Lemme 11.2 Si P,Q1,Q2,...,Qm € C sont des cubes tels que P C U/, Q, alors

Vol (P) <> Vol (Qs).
=1

kkk

Preuve de la proposition On sait déja que \*(Q) < Vol,,(Q), il faut simplement montrer
I'inégalité inverse. Pour tout € > 0, on sait qu’il existe une suite de cubes {Q;}ien C C
recouvrant () et telle que

D Vol (Qi) < A (Q) +¢/2.
i=1
On peut d’autre part trouver un cube fermé P € C tel que P C Q et Vol,,(Q) < Vol,,(P)+¢/2.

Comme P est compact, il existe un entier m tel que P C U2, ();. Par le lemme précédent, on
a

Vol (P) <)~ Vol (Qi) <) Vol (Qi) < A (Q) +¢/2.
i=1 i=1
Ainsi Vol,,(Q) < Vol,,(P)4+¢/2 < X*(Q) + ¢ et on a donc Vol,,(Q) < A*(Q) puisque € > 0 est
arbitraire. 0

Proposition 11.3 Tout borélien est mesurable au sens de Lebesgue (i.e. £ D B(R™)).

Preuve Un cube de coté a peut-étre subdivisé en 2" cubes de cotés 5. Le diametre des petits
cubes est la moitié du diamétre du cube original et le volume du grand cube est la somme des
volumes des petits cubes. Par conséquent la définition de la mesure extérieure de Lebesgue
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est indépendante d’une éventuelle restriction sur les diamétres des cubes. Plus précisément,
si on note C° C C 'ensemble des cubes de diamétre au plus § et si l'on pose

A5(A) := inf { <Z Voln(Qi)> |{Qi}ien C €% recouvre A} ,
=1

alors Ay = A\* pour tout ¢ > 0. En particulier \* = %in(l) A; et le théoréme 10.2 entraine donc

que A* est borélienne. 0O

Proposition 11.4 i) La mesure extérieure de Lebesque est invariante par translation : \*(A) =
N(A+ ) pour tout A C R" et tout v € R™.

i) Si A C R™ est Lebesque mesurable, alors A+ U aussi et \(A) = N(A + ¥) pour tout v
€ R™.

Preuve Observons d’abord que si Q € C, alors le translaté Q + v € C et Vol,(Q + 7)) =
Vol,,(Q) pour tout v € R™. Il est donc clair que A*(A) = A*(A + ¥') pour tout A C R" et
tout v € R™. On en déduit également que A est Lebesgue mesurable si et seulement si A+ ¥
est Lebesgue mesurable et que A\(A) = A(A + @) pour tout A € L et tout v € R™. 0

11.2 Un ensemble non-mesurable

Proposition 11.5 [l existe des ensembles M C R non mesurables au sens de Lebesgue,

autrement dit, L # P(R).

Preuve Pour tout x € R, notons S(z) := z +Q = {x+ q ‘ q € Q} C R. Posons ensuite
Y = {S(z)}zer C P(R) et remarquons que X est une partition de R (c’est la partition
associée a la relation d’équivalence : = ~y < (x —y) € Q).

Notons aussi ¥’ := {S(z) N [0,1)] x € R} C P(]0,1)); Paxiome du choix nous dit qu’il existe
un ensemble M C [0,1) tel que M contient un unique élément m(z) € S(x)N[0,1) pour tout
x € R.

Notons a := A*(M) et remarquons que, comme M C [0,1), on a a = \*(M) < X*([0,1)] = 1.
Introduisons encore I’ensemble A C R défini par

A= U (M—l—q)z{x:m+q|m€Metq€Qﬂ[O,1)}.
qGQﬂ[O,l)

Affirmation 1 : Ona [0,1) C A C[0,2) .

En effet, tout élément de A s’écrit x = m + ¢q avec 0 < m,q < 1, par conséquent A C [0, 2).
Inversement, par définition de M, tout nombre x € [0,1) s’écrit (de fagon unique) sous la
forme x = m+ q avec m € M et ¢ € QN [0, 1), ce qui signifie que [0,1) C A.

Affirmation 2 : On a a > 0.

En effet, si on avait o = 0, alors on aurait A*(M + ¢) = A*(M) = a pour tout ¢ par la
proposition précédente. La o-sous additivité de \* entrainerait alors que

YA Y N+ =0,
q€QN(o,1)

ce qui est impossible puisque [0,1) C A.
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Affirmation 3 : L’ensemble M n’est pas mesurable au sens de Lebesgue.

En effet, si on avait M € L, on aurait aussi (M + q) € L et A\(M + q) = A(M) = a > 0 pour
tout ¢. Comme les ensembles (M + ¢) sont deux a deux disjoint, la o-additivité de A = A*|
entrainerait alors que

AA)= Y MM +q) = oo;

qEQm[O71) =«

ce qui est impossible puisque A C [0, 2).

Exercices

11.1) Montrer que Q € B(R) et que A\}(Q) = 0.
11.2) Montrer qu’il existe un ouvert dense dans R de mesure arbitrairement petite.
11.3) Montrer que tout ensemble E C R™ de mesure de Lebesgue nulle est d’intérieur vide.

11.4) Montrer que pour tout ensemble A C R”™ il existe un ensemble borélien B C R™ tel
que A C B et \*(B) = A*(A).

12 Unicité selon Dynkin

Pour prouver 1'unicité de le mesure de Lebesgue, il est commode d’introduire les notions de
A-systéme et de w-systéme.

Definition 12.1 Un w-systéme sur 'ensemble X est une collection d’ensembles II C P(X)
qui est fermée pour les intersections finies : A, B € II alors AN B € 1I.

Definition 12.2 Un A-systéme sur 'ensemble X est une collection A C P(X) telle que

a.) X,0 e A;
b.) si A, BeAet AC B alors B\ A€ A;

oo
c.) si {A;} C A est une suite monotone croissante, alors U A; € A

i=1
Une collection d’ensembles A C P(X) qui est & la fois un A-systéme et un 7-systéme s’appelle
un Ar-systéme.

Il est clair que toute o-algébre est un Am-systéme, nous allons montrer que, réciproquement,

tout Am-systéme est une o-algebre.

Lemme 12.1 Un A-systéme A C P(X) est une o-algébre si et seulement si elle est fermée
pour les réunions finies : A, B € A= AUB € A.

Preuve Il suffit de montrer que si A est un A-systéme qui est fermé pour les réunions finie,
alors c¢’est une o-algébre.
Il est clair que A contient X et ), de plus, si A € A, alors A°= X \ A € A.
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Il reste & montrer que A contient toute réunion dénombrable d’éléments de A. Soit {4;} C A
une suite quelconque et définissons B; := U%_; A;; alors B; € A pour tout ¢ € N et {B;} CA
est une suite monotone croissante ; par conséquent

GA,‘ = D B; € A
=1 =1

puisque A est un A-systéme. 0

Corollaire 12.2 Tout Aw-systéme est une o-algébre.

Preuve Soit A C P(X) un Ar-systéme. Alors A est fermée pour la complémentation; de
plus, si A, B € A, alors
AUB = (A°N B°)° € A.

Le corollaire est maintenant une conséquence du lemme. 0O

Lemme 12.3 Soient A C P(X) un A-systéme et II C P(X) un m-systéme sur l’ensemble
X. Si A DTI, alors A contient la o-algébre engendrée par II.

Preuve Soit A C P(X) l'intersection de tous les A-systémes contenant II. Il est facile de
vérifier que A est un A-systéme. D’autre part, on a clairement II C A C A.
Vérifions que A est également un 7-systéme : pour un ensemble A € A, notons

Sy ={CeA|CnAcA}CA

Alors on vérifie aisément les propriétés suivantes
i) SaC A;
ii.) Sa est un A-systéme (facile a vérifier) ;
iii.) si A, B €11, alors B € S4 (car IT est un m-systéme).

La condition (iii) dit que si A € II, alors II C Sa. Par minimalité de A, les conditions (i) et
(ii) entrainent alors que Sy = A pour tout A € II.

Mais dire que S4 = A pour tout A € II signifie que si A € Il et C € A, alors CNA € A; par
conséquent si C' € A alors Il C S¢. Comme A est le plus petit A-systéme contenant II, on a
donc A C S¢.
On a ainsi montré que si A,C € A, alors A € A C S¢, i.e. CNA € A; cela signifie que A est
un m-systéme.

Par le corollaire précédent, A est donc une o-algébre. Comme IT C A, on a o(II) C A et on a
finalement montré que

IICo(ll)c ACA.

Théoréme 12.4 (Théoréme d’unicité de Dynkin) Soient II un w-systéme sur l’ensemble
X et A= o(Il) la o-algébre engendrée par 11. Si p et v sont deux mesures sur (X, A) telles
que p(P) = v(P) pour tout P € 11 et u(X) = v(X) < 00, alors u(A) = v(A) pour tout A € A.

30



Preuve Notons A C A, 'ensemble des A € A tels que u(A) = v(A). On sait par hypothése
que X € A et il est trivial que ) € A. Si A,B € A avec A C B, alors u(A) = v(A) et
w(B) = v(B) par conséquent

p(B\A) = pu(B) — u(A) = v(B) —v(A) = v(B\ A)

et donc B\ A € A. De méme si {A4;} C A est une suite monotone croissante, alors U, A; € A
car
p(UZ1Ai) = lim p(4y) = lim v(4;) = o(UZ, 45).

71— 00

On a donc montré que A est un A-systéme. Comme A D II par hypothése, la proposition
précédente entraine que A contient o(II) = A. Ainsi A C A ce qui signifie que p(A) = v(A)
pour tout A € A.

O

Voyons quelques applications du théoréme précédent :

Corollaire 12.5 Soient u et v deux mesures de probabilité sur (R, B) telles que p((—o0,z]) =
v((—o0,xz]) pour tout x € R, alors u(B) = v(B) pour tout borélien B € B(R).

Preuve La collection des intervalles (—oo, z] est un m-systéme engendrant la tribu borélienne
de R. Comme p(R) = v(R) = 1, le théoréme précédent entraine que p = v sur B(R).

O

Corollaire 12.6 Soient pu et v deux mesures boréliennes finies sur un espace topologique X .
Alors p(B) = v(B) pour tout borélien B € B(X) si et seulement si u(U) = v(U) pour tout
ouvert U C X.

Preuve La collection des ouverts de X est un 7-systéme engendrant la tribu borélienne.

13 Unicité de la mesure de Lebesgue

Définitions Un intervalle diadique d’ordre r € N est un intervalle du type I =[5,
m € 7.
Un cube diadique de dimension n et d’ordre r est un cube du type

Q=L x---xI,CR"

ot chaque I; est un intervalle diadique.

Propriétés 13.1 1.) Si Q est un cube diadique de dimension n et d’ordre r, alors diam Q =

‘Q/Tﬁ et Vol, Q = 27",
2.) Les cubes diadiques d’ordre v forment une partition de R™ (i.e. R™ est réunion disjointe
des cubes diadiques d’ordre r).

3.) Sir <1, alors tout cube diadique d’ordre ' est contenu dans un unique cube diadique

d’ordre r.
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4.) 51 Q et Q' sont deux cubes diadiques d’ordres r < r' respectivement, alors ou bien QNQ" = ()
ou bien Q' C Q.
5.) 1l existe un nombre dénombrables de cubes diadiques dans R™.

La vérification de ces propriétés est élémentaire.

Proposition 13.2 Pour tout ouvert U C R™ et tout k € N, il existe une suite {Q;} de cubes
diadiques deux a deux disjoints tels que

a.) Chaque Q; est d’ordre r; > k.
b.) U= U;')ile'
c.) AM(U) = 2521 A"(Qy)-

Preuve Rappelons que les cubes diadiques d’ordre r forment une partition de R"”, i.e. tout
point z € R™ appartient & un et un seul cube diadique d’ordre 7.

Soit U C R™ un ouvert quelconque. Alors pour tout « € U, il existe € > 0 tel que B(z,e) C U,
par conséquent, si g < ¢, alors tout cube diadique d’ordre r contenant x est contenu U (car
le diametre d’un tel cube est égale a \2/,5)

Notons Qu(z) le plus grand cube diadique d’ordre r > k tel que

z € Qu(z) C Qulz) CU.

Pour deux points z, 2’ € U, les cubes Qu(x) et Qu(x’) sont ou bien disjoints ou bien égaux
et il est d’autre part clair que

U=|]JQu).

zelU
Comme les cubes diadiques forment une famille dénombrable, il en est de méme pour les

Qu(x) et on peut donc numéroter ces cubes Q1 = Qu(x1), Q2 = Qu(x2), .... La suite {Q;}jen
vérifie clairement les conditions (a), (b) et (c) du lemme.

O

L’écriture U = U2, Q; s’appelle la décomposition de Whitney d’ordre > k de I'ouvert U.

Théoréme 13.3 La mesure de Lebesque A" est ['unique mesure borélienne sur R™ telle que
A"(Q) = Voln(Q) pour tout cube axiparalléle.
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(Rappelons que cette mesure a été construite plus haut).

Preuve Notons IT C P(R™) I'ensemble des cubes diadiques. Le lemme précédent entraine que
IT est un w-systéme qui engendre la tribu borélienne B(R™).

Soit v une mesure borélienne quelconque sur R” telle que v(Q) = Vol,(Q) = \"(Q) pour
tout @ € II, on va montrer que v(B) = \"*(B) pour tout B € B(R").

Il est clair que Py := [—2F 2%)" est une réunion finie de cubes diadiques, et donc v(P;) =
A"(Py) pour tout k € N. Notons vg(A) := v(AN Pg) et A\p(A) := A" (AN Pg); le théoréme
12.4 entraine alors que vg(B) = A\i(B) pour tout B € B(R™). On a donc par le théoréme 7.2

v(B) = lim vx(B) = lim M\y(B) = \*(B)

k—o00 - k—o00

pour tout B € B(R"). 0

Exercices

13.1) Montrer que si g est une mesure borélienne invariante par translation sur R™ alors il
existe ¢ > 0 tel que p = cA\™.

13.2) Montrer que la mesure de Lebesgue est invariante par rotation.
13.3) Montrer que si D C R™ est une droite et n > 2, alors D C B(R") et A"(D) = 0.

14 Reégularité des mesures

Le but de ce paragraphe est de montrer qu'une mesure borélienne est (dans les bons cas)
déterminée par sa valeur sur les ouverts ou sur les compacts.

Proposition 14.1 Soit (X,d) un espace métrique et u une mesure borélienne finie sur X.
Pour tout borélien B C X et toute >0 :

il existe un fermé F' et un ouwvert U C X tels que FC BCU et W(U\F)<e  (14.1)
Rappelons qu’une mesure est borélienne si elle est définie sur une tribu contenant la tribu
borélienne B = B(X) (tout borélien est donc mesurable). La mesure y est finie si p(X) < oo.

Preuve La démonstration est un exemple typique d’argumentation sur les g-algébres. On
pose d’abord

S :={B C X | pour tout £ > 0, la condition (14.1) est vérifiée } .

Nous allons montrer que § D B(X).

a) Tout ouvert de X appartient & S. En effet, supposons que B C X est ouvert et posons

1
F = {xex\d(x,BC) > k}

Il est clair que Fj est fermé et Fj, C Fipy 1 C B et UpFy = B. Par continuité de la mesure
(proposition 7.2), on sait que limy_,oo p(F)) = p(B). 1l existe donc k assez grand pour que
w(B) — p(Fy) <e.Posons U =Bet FF=Fy,ona pU\F)=uwuB)—pulFy) <e.
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b) Si B € S, alors B¢ € S. En effet, si B € S, alors pour tout € > 0, il existe un fermé F' et un
ouvert U C X telsque FC BCU et uy(U\F) <e. Ainsi U¢ C B C Feet FC\U*=U\F,
donc u(F€\ U°) < e; comme F€ est ouvert et U est fermé, on a montré que B¢ € S.

o0

c) Si {Bj}jen C S, alors U Bj € S. En effet, fixons ¢ > 0, il existe pour tout j un fermé
j=1

Fj et un ouvert U; C X tels que F; C B;j C U; et u(U;\ Fy) <270+e,

Notons B = U B;, U= U Ujet F = U Fj. Alors U est ouvert, mais (attention) F' n’est

Jj=1 j=1 j=1
en général pas fermé. Cela dit nous avons F C B C U et

oo [e.9]

o0 o0

; 1

U\F)= —| R | < —F) <) 270t = Z¢,

p(U\F)=p UUJ U J _ZN(UJ ])—Z € 25
7j=1 7j=1 7j=1 7=1

Notons 1?’] = Uzlei, alors F' = U2 Fj = U?’;lﬁ}. Comme {ﬁj} est une suite monotone, nous

avons lim;_ M(U\ﬁj) = U\ F) < 5. Il existe donc n assez grand pour que w(U\F,) <e

On a donc trouvé un ouvert U et un fermé F, vérifiant (14.1).

d) Nous pouvons maintenant conclure la démonstration. Comme il est clair que () € S, les
propriétés (a),(b) et (c) entrainent que S est une o-algébre contenant les ouverts. Par défi-
nition de la tribu borélienne, on a donc S O B(X), ce qui signifie que tout borélien vérifie

(14.1). -

Corollaire 14.2 Soit u une mesure borélienne sur un espace métrique (X, d). Supposons qu’il
existe une suite croissante de compacts K1 C Ko C -+ C X tels que U, K, = X et u(K,) < 00
pour tout n. Alors pour tout borélien B C X, on a

w(B) = sup{u(K)|K est compact et K C B}
= inf {u(U)|U est ouvert et BC U} .

On dit alors que le mesure p sur (X, d) est réguliére. En particulier la mesure de Lebesgue A"
sur R™ est réguliére.

O

15 La mesure de Hausdorff

La mesure de Hausdorff en dimension s sur un espace métrique (X, d) est la mesure construite
par le méthode II avec V = P(X) et la fonction (proto-mesure)

n(V) = diam(V)*.

De maniére plus spécifique, on définit pour tout s >0, 6 > 0 et tout A C X

H5(A 1nf{z (diam E;)® |AC UEi,diamEigé}

=1
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Par le théoréme 10.1, H§ est une mesure extérieure sur X (c’est une mesure extérieure obtenue
par la méthode I). Par ailleurs, si 6 < ¢', alors H3(A) > Hj (A).

Définition La mesure de Hausdorff de dimension s est définie par

H*(A) := lim H3(A) = sup H5(A).
6—0 §>0

Le théoréme 10.2 implique que H® est une mesure extérieure borélienne sur X. (i.e. tout
borélien de X est H®-mesurable) en particulier la restriction de H® a la tribu borélienne de
X est une mesure.

Nous listons quelques propriétés élémentaires de la mesure de Hausdorff dans la proposition
suivante :

Proposition

1.) H° est la mesure de comptage ;

2.) sur X =R, ona H' = \';

3.) H® est invariante par translation sur R™ ;

4.) H*(kA) = k*H*(A) pour tout ensemble A C R™ et tout k > 0.

Remarques La mesure de Hausdorff n’est en général pas o-finie.
Lemme 15.1 Pour tout A C R™ et tout § > 0, on a

ﬁlx « (A) < HP(A) < n2X*(A)

n

ot (B, est le volume de la boule unité dans R™. En particulier H™(U) # 0 pour tout ouvert
U cCR"™

Preuve Pour tous €, > 0 on peut trouver une suite de cubes {Q;} de diamétre < § telle que
A CUQ; et ZZ VOl(Ql) < )\*(A) + €.

Comme @); est un cube, on a Vol(Q;) = <%\/ﬁQl)n On a donc

o0

HE(A) < 3 (diam Q)" = n™* 3" Vol(Q) < n™/2 (A(A) +¢).
=1 =1

d'ott HP(A) < n"/2X\*(A).

Pour montrer I'autre inégalité, on se donne un recouvrement quelconque de A par une suite
d’ensembles F; de diamétre < §. Chaque E; est contenu dans une boule B; de rayon < diam E;.
En particulier, \"(E;) < (,(diam E;)" ou 3, est le volume de la boule unité dans R". Par

conséquent
o0

A"(A) < B, Y _(diam E;)".
i=1
En prenant 'infimum sur tous les recouvrements, on a \"(A4) < 3, H}(A).
|

Notons ¢, := H™([0, 1]"), le lemme précédent entraine que 0 < ¢, < co. La mesure p” := ~H"

Cn
est une mesure borélienne sur R”, invariante par translation et telle que p([0,1]") = 1. Par
unicité de la mesure de Lebesgue, on a donc p™ = A", c’est a dire A" = ¢, H".
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Théoréme 15.2 Nous avons en fait ¢, = ’g—z et donc H™ = 2—:/\” sur R™.

La preuve fait intervenir la théoréme de recouvrement de Vitali et I'inégalité isodiamétrique

2

N'(A) < By <diamA)”.

Proposition 15.3 a) Si H¥(A) < co et t > s, alors H!(A) = 0.
b) Si H¥(A) >0 et t < s, alors H'(A) = oo.

Preuve Si s < t, alors pour tout § > 0 et pour tout ensemble E de diamétre < §, on a
(diam E)! = (diam E)'"*(diam E)* < §'*(diam E)°.

On en déduit que
H5(A) < 6" H3(A)

ce qui prouve (a). L’assertion (b) se prouve de la méme maniére.

Cette proposition justifie la définition suivante :

Définition La dimension de Hausdorff d’un ensemble A C X est définie par

dimpy(A) = inf{s|H*(4) =0}
= sup {t|H'(A) = o0}.

Il est clair que si 0 < H*(A) < oo, alors dimpg(A) = s. La réciproque est fausse, il existe des
ensembles de dimension de Hausdorff s tels que H*(A) = 0 ou H*(A4) = oo.

Exemple On a dimg(R™) = n. En effet, nous avons H"(A) < oo pour tout ensemble A C R"
borné. Par conséquent, pour tout ¢ > n on a H'(A) = 0. Donnons-nous maintenant une suite
d’ensembles bornés A; telle que R"™ = U, A;, alors pour tout ¢ > n, H(R") < Y, H'(4;) = 0.
Il s’ensuit que dimg (R™) < n.

Réciproquement, H"(R™) = co et donc dimg(R™) > n.

Exercices

15.1) On note H* la mesure de Hausdorff; montrer que

a.) H° est la mesure de comptage ;

b.) si s > 0, alors H*(A) = 0 pour tout ensemble A fini ou dénombrable.
c.) H® est invariante par translation sur R";
d.)

H?(kA) = k5H*(A) pour tout ensemble A C R"™ et tout x > 0.
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16 Fonctions et applications mesurables

Rappelons qu'une application f : (X, A) — (Y,B) entre deux espaces mesurables est dite
(A-B)-mesurable si f~}(B) C A.

Definition 16.1 Une application f : R™ — R™ est dite mesurable si elle est (£-B)-mesurable
ot B = B(R™) est la tribu borélienne et £ = L(R"™) est la tribu de Lebesgue. L’application f
est donc mesurable si f~1(B) est Lebesgue-mesurable pour tout borélien B C R™.

Definition 16.2 L’application f : R™ — R™ est dite borélienne si elle est (B-B)-mesurable,
i.e. si f~1(B) € B pour tout borélien B C R™.

Exemples : Toute application continue est borélienne. Toute application borélienne est me-
surable.

Remarquons que, d’une maniére générale, si (X, .A) ER (Y, B) est (A-B)-mesurable et (Y, B) %
(Z,C) est (B-C)-mesurable, alors go f : (X, A) — (Z,C) est (A-C)-mesurable. On a les cas
particuliers suivants :

Soient f: R™ — R™ et g : R™ — RP deux applications ; alors

1.) Si f et g sont boréliennes, alors g o f : R™ — RP est encore borélienne ;

2.) Si f est mesurable et g est borélienne, alors g o f est mesurable;

3.) Attention : si f est borélienne et g est mesurable, alors go f n’est pas forcément me-
surable! En particulier la composition de deux applications mesurables n’est pas toujours
mesurable.

Definition 16.3 Une fonction mesurable sur (X, .A) est une application mesurable a valeurs
dans (R, B).

Lemme 16.1 Soit f une fonction définie sur l’espace mesurable (X, A). Alors f: (X, A) —
(R, B) est mesurable si et seulement si

fH(=o0,a)) ={z| f(z) <a} € A

pour tout a € R.

Remarque 16.4 Pour alléger les notations, on écrit {f < a} pour 'ensemble f~1(]—o0,a]) =
{z | f(z) <a} € A (et de méme pour les autres ensembles {f < a} etc.)

Preuve Immédiat a partir du lemme 8.1 et du fait que la famille ({f < a}) engendre la tribu
borélienne B(R). 0

Le lemme précédent se généralise :
Lemme 16.2 Soit f une fonction définie sur l’espace mesurable (X, .A). Alors les propriétés
susvantes sont équivalentes :

i.) f: (X, A) — (R, B) est mesurable
ii.) {f <a} € A pour tout a € R
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ii.) {f <a} € A pour tout a € R
w.) {f <q} €A pour tout ¢ € Q
v.) {f < q} € A pour tout g € Q
vi.) {f > a} € A pour tout a € R
vii.) {f > a} € A pour tout a € R
viti.) {f > q} € A pour tout g € Q
ir.) {f > q} € A pour tout g € Q

Définition : On dit qu’une propriété (P) qui est définie sur un espace mesuré (X, A, p)
est vérifiée presque partout si elle est vérifiée sur le complémentaire d’un ensemble qui est
mesurable et de mesure nulle.

On peut naturellement identifier la propriété (P) avec I'ensemble des points P C X qui la
vérifient.

Ainsi, dire que (P) est vérifiée presque partout signifie que P € A et que

1(P°) = p({x € X | ne vérifie pas (P)}) = 0.

On remarque que cette notion suppose qu’une mesure a été choisie. On précise parfois cette
mesure en disant que (P) est vérifiée p-presque partout (p-p.p. en abrégé).

Lemme 16.3 Si une fonction f : R — R coincide presque partout avec une fonction mesu-
rable g:R — R, alors f est elle-méme mesurable.

Nous laissons la preuve en exercice. 0

Théoréme 16.4 Soient f,g: R — R deux fonctions mesurables et a € R, alors :

L) f+g, f% a-f, f-g, |fl, min(f,g) et max(f,g) sont mesurables.

I1.) Si g ne s’annule pas alors 5 est mesurable.

Preuve Montrons d’abord les assertions de (I.).

a.) f -+ g est mesurable : Soit h := f + g, alors pour tout a € Q, on a °.

{(h<a}=  |J {r<onfo<aqh
p,q €Q
p+qg=<a

C’est un ensemble mesurable (puisque c’est une réunion dénombrable d’ensembles mesu-
rables) ; il s’ensuit que h est une fonction mesurable.

50n rappelle la remarque (16.4)
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b.) f? est mesurable car f est mesurable et

sia<0

{fQS“}:{{ Va<[<ya} sia>0

c.) «- f mesurable : cela est clair.

d.) f-g mesurable : Cela découle de (a), (b), (c) et de 'identité

)
o= ((F+9)? = ).

e.) |f| mesurable car f est mesurable et

0 sia<O0

{\fléa}Z{ {-a<f<a} sia>0 "

f.) max(f,g) mesurable : Cela découle de (a),(c), (e) et de I'identité
1
max(f,g) = 5(f +g+|f = g)).

g.) min(f,g) mesurable : idem en utilisant I'identité min(f,g) =(f+g—1|f—gl).

I1.) Pour voir que X est mesurable si g ne s’annule pas, on remarque simplement que
g

I ET TINS5t LA Ve

g L<g<o0} sia<0
Finalement 5 est mesurable si g ne s’annule pas car g =f- (%) 0

Théoréme 16.5 Si {f;} est une suite de fonctions mesurables de R dans R, alors
inf(f;), sup(fi), liminf(f;), et limsup(f;)
=00 1—00

sont mesurables.
En particulier, si la suite {f;} converge presque partout, alors f := lim f; est mesura