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Résune
Dans le cadre de la construction en bois, nous nous intéresa la modélisation de maillages surfa-
cigues3D basés sur un modele itératif inspiré du modeéle IF8réted Function System). Les formes
modélisées doivent satisfaire certaines propriétls d'assurer leur constructibilité physique. Nous
nous intéressons ici aux contraintes géométriques degié des faces d’'un maillage quadrangu-
laire, permettant la construction d’assemblages de paoreaie bois découpés. Nous décrivons dans
un premier temps un modele permettant de représenteainsrtypes de maillages a faces planes.
Nous présentons ensuite quelques propriétés élainesntdu modéle itératif que nous utilisons, inspiré
du modele IFS. Le modele défini est un IFS généré parpémadeur de combinaison entre deux IFS
décrivant chacun une certaine courbe.
Ce modele est défini comme une certaine somme de deux s@upides générées par des IFS. Nous
montrons qu'il peut également étre considéré commeaunreau a poles généré par un produit d'IFS.

Mots-clés : mockle iteratif, IFS, scbma de subdivision, surfaces, contraintesiggtriques, coplana#t

1 Introduction

1.1 Contexte

Dans le cadre de la construction en bois de forme complexes, mous irressons la moctlisation
geonetrique bage sur la gonetrie fractale, et plus particéliement, sur le made IFS. Ce moéle
permet de refsenter une grande divessile formes, avec relativement peu de parmes. Ce mogle
itératif peut @rérer des formes lisses ou fractales, @téagalise les sabmas de subdivision classiques
[TBSG*06].

1.2 Contraintes lieesa la construction

Le fait que les formes madistes soient appligesa la construction entfae geréralement un certain
nombre de contraintegnetriques. Nous souhaitons notammeialiser des structures surfaciques par
assemblage de panneaux de bois. Cétznsite de mdadiser des maillages compesde faces planes.

Nous nous iréressons ick la moctlisation de maillages quadrangulaires. La triangulad@maillages
pour obtenir des faces planes est une solution que @arsons. Ceci provient des contraintéea la
construction, et plus particéliement de la complext realiser des assemblages autour de sommets de
valenceéleée.

Les maillages quadrangulairasfaces planes, ont ietes& un certain nombre de chercheurs dans le
domaine de la CAO en architecture. Les travaesents sont ceux de Pottman et Wallner, en collabo-
ration avec d'autres chercheurs [POTO07] [LIU0O6] [POTO06]AMGO6]. lIs utilisent des maillages
coniques et des surfaceswtlopables. Dans I'approche couramment @gipour ce type de praiahe,

on gérere un maillage qui cherclgeapproximer une certaine surface éeten paragtre. Ces rathodes
utilisent des proedes de gonetrie ditérentielle disagte, et font I'hypotBse de certaines propfés sur

les surfaces approximer, dont le fait 8tre lisses.



1.3 Meéthode

Nous avons d'abord essayne néthode d’ajustement de maillage quadrangulairiaces gauches
gérérée par subdivision. Nous proposons une autéthede, base sur un mogle iteratif qui gerére
directement des maillages quadrangulaifaces planes.

Nous partons d’'une somme vectorielle de deux courbes. Bmmlons les possibiis de ceation de
formes en travaillant dans un espace hoérrth4 et en projetant les figures obtenues dans I'espace

de molisationR. Lutilisation de la dgonetrie projective permet étendre la rathode par des pa-
rametres sup@mentaires comme le poids de certains points.

Pour cefinir les courbes, nous utilisons le nédel IFS. Nous obtenons ainsi un nabelittratif de surface,
qui repond aux contraintes tout effrant une grande richesse dans leation de formes.

Nous avons frcedemment @velopg@ un outil qui permet de@rérer et manipuler des formes fractales
[TBSS'07] avec une interface graphique. L'utilisateur peut agind part sur un ensemble de points
de contble, a la manére des formea pdles classiques, et d’autre part sur un ensemble de points de
subdivision, permettant de moduler I'aspect lisse ou &ladEn nous basant sur ceci, hous mettons en
ceuvre un pragde permettant de saisir automatiquement des maillages apgaairesa faces planes.

2 Deéfinition de surfaces par somme de courbes

2.1 Somme centee

Soit E% un espace vectoriel, etun élement deEf. On cfinit un oerateurx de la manére suivante :

*: E'xEf — Eb

pixpP2 = C+Cpi+CP.

On noteraégalement :

pixp; = C+Cp+Cpo,

= pi+Cp,
= p2+CpL

= Pi1+p2-C

Nous utilisons cet agrateur afin de&rérer une surfaca I'aide de deux courbes.

2.2 Interprétation en geonétrie affine
2.2.1 Maillages (cas disctret)

On consi@re deux listes de poins' et p? définis dan<€Ef. En composant ces deux listes par Bogteur
*, On obtient un tableau de poinps; :

Pi.j pf* P'j’,

pR+pd-c.

Les listesp? et pE’ repesentent des lignes béiss, dont les &tes sont les couplepd p, ;) (resp.
(pﬁ’ p?+l)). Ces agtes sont comb@es pour former les faces quadrangulaires d’'un maillage fijgare

Chacune de ces faces est un patatiramme. Enféet, les bords hauts et bas de chaque face sont tous
les deux images par translation d'unétardep?, de néme que les bords droits et gauches sont images
par translation d’une ate depP.



Fic. 1 — Construction d’'un maillage par somme de lignesaass

En dfet, de margére grérale, on a :
pi1,j2+pi2,j1_pi1,j1 = (pﬁ_+plj32_c)+(pg+ p?l_c)_(pﬁ"-p?l_c)’
i, + P, ¢

Piz.j2-

En particulier, pour la face j , pi+1.j, Pij+1» Pi+1j+1)

Pi+1j+1 = Pi+1j+ Pij+1— Pij>
= Pi,j+Pij Pi+sj+ Bij Pi,j+1-

Les points du bord haus; -1 sont images par translation des points du bordghas

_—
Pin-1 = Pi,o+ Poo Pon-1-

2.2.2 Carreaux (cas continu)

On consi@reG? et G? comme des courbes paratiees.
G?:[0,1] - Ef,
G°:[0,1] - E-.
L'opérateurx applique aG2 etGP gérére alors une surface paranee (voir figure 2) :

G(st)

G3(s) » G2(t),
G¥(9) +G°(t)-c.

Notons que la surface ainseggrée correspond alors au balayage d’'une courbe par une antpart-
culier, les bords hauts et bas de la surface sont tous lesinages par translation de la cour@g, de
méme que les bords droits et gauches sont images par trangatia courb&” :

G(s0) = G¥(9+cC(0),
G(s1) = G¥9+G°(0)G"(1),
GO = GP(s+cGHO),
GLY = GP(s)+GA0)GAD).



T T~

Fic. 2 — Construction d’'une surface par somme de courbes.

De manere analogue au cas discret, on a :

G(s2.t2) = G(s1.t2) +G(s2,11) — G(s1,11).

2.3 Interprétation en geométrie projective

Le pro@&ck cecrit piecedemment permet deefinir un ensemble de surfaces comme la somme de deux
courbes. Les maillage€gerés ont la propéte d'etre uniquement compes de paradllogrammes. Ceci
constitue une limitation importante sur les maillages queut obtenir avec ce mekk.

Notre but est d’obtenir des maillagasaces planes, mais il n’est negessaire ni souhaitable que ces
faces soient des paralbgrammes. L'utilisation des coorddges homognes pesente I'inéret suivant :
'image d'un parakélogramme par une transformation projective, est un glzégie plan, qui n'est pas
forcément un paradllogramme.

Nous gereralisons le moéle pecedent, de maerrea gerérer des maillages dont les faces ne sont plus
y 3 . , N 4

des paraBlogrammes dans I'espacgiae R° mais des paralogrammes dans I'espace hordogR".

Le passage en coordozes homognes W, X, y,z) permet de gréraliser la combinaison de courbes.

2.3.1 Espace homagne

On identifie I'espaceféine R3 a I'hyperplan déquatorw = 1 dans I'espace vectori®* = (W, X,Y,2).

La projection central&l, qui a chaque vectewr € R* associe le vecteur engekdparv appartenana
I'hyperplanw = 1, est @finie par :

M:(w, x,y,dTeRYw#0, — {(L.x,y.2T/(x,y, 2" eR,
Ow, x,y,2)" = (1v_)\(/v_)\//v5v)T

L'opérateurx défini precédemment peut s’appliquérdeux courbeséfinies danR? et efectue leur
somme dans ce @me espace. La surface nédidée est obtenue par projection centrale de cette surface
sur I'hyperplarnw = 1.

Notons que la projection centrale ne commute pas avée pro@ce que nous avonsdini n’est donc
paséquivalenta la somme des projections centrales des deux courbes.



2.3.2 Projection de la somme cenée

En posant? = I1(p?), ¢° = II(pP) et = I1(c), la projection de la somme cea#q = [1(p? » pP) vérifie :

q = H(pP*p?),
_ 1 a b_
= AP PO
_ wA a+ Wb b+ we c
T e P s weowe D s weiwe

En prenant© = 1, eten posant? = 1+r, W0 =1+r’, on aw? +WP —we = 1+r+r’ et :

_ 1+r o 141" 1 c
97 T Terrrd T Tiran D
a r’ a b r b C r+r C
= —_ =+ — —_ + s
q 1+r+r’q d 1+r+r'q q 1+r+r’
o3 ro<®
— a*b_ C~a_ C oP.
(@ xa) 1+r+r’q q 1+r+r’q q

Pourw?=1etw’=1,onar =r’ =0 etil y a conservation de la somme cét
NP+ p°) = o xq
Pourw? # 1 etw® = 1, on ar # 0 etr’ = 0 et la somme cerée subit une translation sugphentaire dans
—>
la directiongqP :
—_

r
(PP p?) = (qa*qb)—quQb.

Pourw? # 1 etw® # 1, on ar # 0 etr’ # 0 et la somme cerée subit deux translations suppientaires
—_—
dans les directionchz‘ etocoP :

’

(PP p°) = (@**d°)- T

2.3.3 Projection de paralelogrammes

Le paralElogramme oo, P10, Po1, P11) €St cEfini par quatre points dR* tels que :

P11 = P1o+ Po1— Poo.
Sa projection dan®? est un quadrila@tre de sommetsydo, 10, do1,g11) avecqx = I(px) pourk,l €
{0,1}.
Les points projets sont coplanaires :

P11
qll = ]
W11

_ i( + — )
= wo P10+ Po1— Poo),

1
= ——(W10010+ Wo1001 — Woo%loo)
W11

w W W
aveco | Woi _ Woo _
W11 - Wi Wi



2.3.4 Projection de maillages

Tout maillage deR* proje€ qj = I(pij) avecp;j = p x pﬁ’ est compos de facettes quadrangulaires
planes € j, di+1.j, i j+1, Gi+1,j+1) Car :
Wi+1,j Wi, j+1 Wi, j

S+ s
Gi+1,j+1 = Oi+1,j + Oi,j+1— 0i,j-
Wit1i+1 Wit j+1 Wit j+1

Wit1,j Wi j+1 Wi j

avec -
Witdi+1  Witlj+1  Witlj+1

2.3.5 Influence des poids

Sur les nceuds,(j) ouw? =1, w'f =1, il y a conservation de la somme cdrar.
Gj = oqxc.

Siwg = 1+ry, la colonnek du maillage est modie

Mk

.- b b
Okj = (qﬁ‘*qj)—1+rk(qj—q°).

Siwg =1+rg et\/\/lD =1+1/, la colonnek et la lignel sont modifees (Voir figure 3)

A a, by _Tk (b c
Oj = (d*ap) 1+rk(qJ a@),
r
Gi = (q?*qf’)—m(q?—qc),
O = (qa*qb)—r—',(qa—tf)—L(qb—qC)-
. k™ L+r+r! k L+r+r! '
W<1—>
t 1
w > 1 w > 1

Fic. 3 — Maillages surfaciques obtenus par somme de lignesdsrigfinies en coordorres homognes.
Effets dusa 'augmentation ou la diminution d’un poids sur un bord.

2.3.6 Projection de carreaux

Le carreau para#tré est @fini par projection de la somme cegdrd’arcs paragtrés :

H(sot) = TI(G3(s)*G(t)).



Il vérifie la propréte de plagité locale suivante. Pour tout quadruplets de nombres@< s; et 0<
to <ty <1, le quadrilaére dont les sommets sont les poigts= H(sk,t)) pourk,| € {0, 1} est plan, car :

H(sot) = TIG(s) * G (1))

3 Modeélisation itérative

Le mockle IFS permet de repsenter des courbes ou des surfaces par subdivisions simeseselon un
certain niveau d'ération don@. Cependant, contrairement aux &cetas de subdivision classiques, les
formes limites obtenues peuvent ne pa lisses mais fractales [TBSG5].

La méthode de construction de surfaces par somme de courbegté@demment, permet deegerer
automatiquement des maillages quadrangulardsces planes, quelles que soient les deux courbes
pas€es en enée. Dans cette partie, nous appliquons cetéhwde, en utilisant comme paratres des
courbes éfinies par IFS.

3.1 Rappels surlesIFS
3.1.1 CEfinition d’'un IFS

Un IFS est une famille finie d’dgrateurs contractants sur un espace atrique complek.

A un IFS est assogiun attracteus, unique compact non videtvifiant [BAR88] :

A:UTiA.
i

Les operateursT; étant indiés dans I'ensembile fildi = {0,...,N — 1}, chaque point dé est index par
une fonction d’adressage : X“ — E. Le calcul de cette fonction fkectue en appliquant des produits
infinis deT; sur un point arbitraire deE :

(D(O') = r‘!mo T(Tl e To—nK.

3.1.2 Formesa podles

En distinguant espace de n@igationE? et espace d'érationE, et en introduisant un @ateur de
projection P qui permet de passer de laifautre, nous avons pu régsenter les formes pdles avec le
mockle IFS [ZT96].

En prenanEf = R* etE = R’ avecJ ensemble fini d’indices? est une matrice & J dont les colonnes
sont assimilablea des points de coritie d'une formea ples :

PO(0) = ) @i(0)p;,
j

avecP = (pj)jes famille de points de condite, etd = (¥;);c; famille de fonctions de &lange corres-
pondante.

Les formesa pdles ieratives constituent des famillésdeux types de paratres : les coordoraes

des points de coriife p; et les cofficients des matrices de subdivisibn Comme dans I'approche
CAO classique, la manipulation des points de dilistpermet d’&ectuer des &formations globales. La
manipulation des matrices de subdivisirpermet en plus de moduler I'aspect local, passer du lisse au
rugueux. Les valeurs des dheients de rdlange®;(c) sont des fonctions analytiques des ficgents

des matrices de subdivisidn [GTO05].



3.2 Modele iteratif des courbes et des surfaces

Nous cefinissons les arcs par@tresG2(s) etGP(t) & partir desb? et ®P fonctions d’adressage assess
adeslIFS:

G¥ = P*O¥0),

Gt) = PP0O().

avec .

—Za=1{0,...,Na—1}, X ={0,...,Np— 1};

- (T ia)ieza, (Tib)iezb, deux IFS erifiant certaines conditions de raccord poangyer des courbes (voir
3.4.3);

— o développement en badé dese[0,1];

— 7 développement en badk det € [0,1];

— Ja8={0,...,my} etJ? ={0,...,mp} indices des polygones de cobit.

Nous cefinissons les carreaux paramés comme somme de de ces deux arp3les :
G(st) = P20?(c)* PPoP(r).

3.3 Calcul iteratif des maillages

Les lignes briges qui approximent les arcs sont dees par :

P = G¥(s),
PAT, kS

01...0n

avec : _
— 01...070“ développement dg = ng en basd\,,

— K& = 1S point initial deR”".

De méme :
b
P = Ghet).
b—b b
P T‘rl..‘rnKO'
avec :

- 71...770” développement df = N]{j en base\,,

— B = 113" point initial deR”".

Les maillages qui approximent les carreaux sont ésrpar :

p7 = Guls.y),
Gi(s) * Gn(t),

0 g2,

3.4 Interprétation en geonétrie affine
3.4.1 Somme d’arcs

Le mockle iteratif dfine peut scrire comme un carreau poles dont les points de cobte sont les
b .
p?, p; etc:

PAD3(or) * PPOP(7),
D of(o)pr+ ) bE)bd -c.
i ]

G(st)

avecy; ®3(o) + 3| (D?(‘r) -1=1.



3.4.2 Produit d’arcs

On c&finit un ogerateure permettant d’adresser w@ement de la surface en fonction des adresses as-
socées dans chacune des deux courbes :

kel mMaK+1,

oeT = (01T7T1...0n®Tn.

Le mockle iteratif d@fine peutegalement €crire comme un carreaupdles &fini par un IFS :
(P2 x P?)D(o o 7),

Z pi,j(Di,j(O'OT).

i

G(st)

C’est un carreaa poles avec :
— lagrille de conttble Pax PP = (i), jyeaaxap Obtenue par somme des polygones de @deides arcs :

Pi,j = p, * pb’
— les fonctions de &lange sont obtenues par prodbitj(c-e 7) = (Df‘(a)d)'j’(r).
En efet, comme}; ®(0) = 1 et} CDE)(T) =1 nous avons la propé suivante :

20+ BOf@I) = D8+ B-g0f)of)
) 4

Z D3(0) (7 pf + Z (o) (7 p° Z 03(0)0(7)c,

[Z@a«r)] RGN [Zcb?(o-))[zjcb?(r)]b?—(Zcbﬁ(cr)]

Z Do) p2 + Z PP’ -c.
j

De plus le produit tensorigb(o- e 7) = (") ® °(r) est une fonction d’adressage engé&mdpar le
produit tensoriel d’IFS'(ia®T}3)i.jeza.zb [ZT96].

3.4.3 Saisie interactive

Les parardtres de cette famille de careaux sont les points de @enties arcs de courbé? = (pa) et
= (pj) ainsi que les matrices de subdivisitf etTib vérifiant desquations de raccords :
TG = TR,

L3TS = TR,

s = TS
Nous avons feedemment @velopg@ une néthode traitant de magrie formelle ce type de contraintes
[TBSS07]. Les pararatres in@pendants du sy&ne sont saisis de manme interactive dans une in-
terface graphique. La saisie fectue en éplagant un ensemble de points de étmet de points de

subdivision dans I'espace de n@idation. Le @placement de ces points efii@ la misea jour de
codlicients dans les matrices, tout en conservant les contsaieteaccord.

Les points de confile correspondent aux colonnes de la matAggou P°) :
m = P
Les points de subdivision correspondent aux colonnes de&esPT? (ou Pbe’) :

pz,i _ PaTiaeK_

PHOIE
]

]



En raison degquations de raccord,chacun des points de subdivision peu\gnt assoées plusieurs
colonnes dans les matrices de subdivision. fEate

Tie« = Tie
= PTle PATY.

Dans le casfiine, ce sont des points homaes tels ques = 1 etvvﬁ"i =1. Pour cela, la somme des
coordoniées de chaque colonne des matrices de subdivigt@stégalea 1.

3.5 Interprétation en geonétrie projective

3.5.1 Projection de somme

Le mockle iteratif projeé de carreau &trit comme une somme :

H(s.t) I (P20%(c) * PPaP(7)),

Il Z Do) p? + ZCD‘J?(T) P —cl.
i j

Z (i)ia(O', T)qia + Z (i)?(cr, ‘1')q5-J + &)C(O', 7)pC.
i j

' P ; N _ b _ b _
C est_ un carrea@ poles dont les pomts de cobte sontg® = II(p?), aj = I(pY), etq® = II(c) et les
fonctions de relange sont les fractions :

- D (o)w
(Dia(o' ,T) = W
b o)W
CjlonT) = w(o, 1)’
oD = o

avecw(o,7) = 3 DX (0)WA + 3 CD?(T)V\)J? -1

3.5.2 Projection de produit
Le mockle iteratif projeé peutegalement €crire comme un carreaupdles cfini par un IFS :
H(st) = M((P*xP")d(ce7)),
H{Z pi,jCDi,j((T”)],
ihj

(P2 x P°)D(0 e 7).

C’est un carreaa poles dont les points de cobte sontg; j = I1(p? * p‘J?‘) et les fonctions de glange
sont les fractions :
Oi(TeT)W j(0®T)

Bijlren) = Woer)

avecw(o e 1) = 3; | Wi j(o e 7).

Etant une projection de somme, la grille de cotiI(P? x P°) est compose de faces planes.



3.5.3 Saisie interactive

Linterface de saisie interactive permet depthcer les points de cobte et les points de subdivision, et
en plus de moduler leur poids. La modification d’'un poidseat@ multiplier les colonnes de matrices
correspondantes par un certain facteur.
Les points de conble homognesp? et p';’ sont cefinis par la donee de points de coritle dandR® a?
etq*j’ et celle de poids? etvv*j’ carona:

pro= wia

o= wid

La multiplication des poidwﬁ*i par un certain facteur revieatmultiplier par le r@me facteur les points

de subdivisior]o‘;Li ainsi que les colonnes des matridéscorrespondantes. Ceci permetftiéetuer des
déformations homographiques (voir figure 4).
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Fic. 4 — Malllages surfaciques obtenus pd@fatmation homographique d’'une somme de courbes
gérérées par des IFSines.

Les points de subdivision homeges correspondent toujours aux colonnes des maRfdeou FbTJb) :
pﬁ“' = P3T &, mais les coordorées de ces colonnes ne sont plasigalement de somnégalea 1. La

modulation des poidef' des points de subdivision par un certain factpfir revienta multiplier par
le méme facteur la colonne d&? correspondante. On passe d'un IHSre a un IFS projectif. Ceci
permetégalement de changer I'aspect de la surface. Les maifftésu T}O) étant modifees, I'aspect
des courbe est modi(voir figure 5).

4 Application a la construction

La méthode de surface propaspermet lagrération d’'une gamme de figures nouvelles, tougrondant
aux crieres de pla@ite. Ainsi, elle difre aux concepteurs architectes un outil de &lisation de formes
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Fic. 5 — Maillages surfaciques obtenus en combinant deux ceug@rées par des IFSfines (en
haut), puis en combinant un IF&iae avec un IFS projectif (en bas).

libres, permettant la éation de structurea priori constructibles. Lim@mentation du magle sous
forme d’'unlogiciel CAO permei I'architecte la manipulation simple et intuitive des figsigeonetriques,

al'aide d'une interface graphique d'utilisateur. La figémmontre quelques exemples de figures que I'on
peut obtenir par la @thode propa=e.
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Fic. 6 — Essai du magle de surface pour I'architecture.

Dans le cadre plus large de cette recherche interdisci@inarchitecte peut alors @sent se servir
de ces figures@pnétriques gpaissir ses faces et traiter léstalls d’assemblage le long deg&#as pour
obtenir de€léments de construction : des panneaux quadraaix chanfreias (voir figure 7). Dans le



cas greral, celements constructifs sont tous deme type mais gonétriquement diérents. Cette
propriéte permet d’automatiser laégeration de plans d’écution, qui sont dans le casgsent des
fichiers machine pour la fabrication nénique. La fonction d’adressage, introduit sous le poibt13.
peut servira I'organisation degléements de construction au niveau logistique. L'adressagessaire
pour optimiser les dits de production et pougaliser le montage de ce genre de constructions est
directement propd@spar le modle IFS.

Fic. 7 — Structure d’un maillage volumique en vue d’ugealisation en panneaux de bois. Chaque face
de la figure gonetrique initiale esépaissie et chanfreg® pour former un ensembleé&Ements de
construction coérent.

5 Conclusion et perspectives

Le mockle ittratif que nous proposons ne se limite pates surfacesweloppables, ni @me diféerentiables,
localement assimilables un plan. Si les maillages obtenus st bien des faces planes, le&tas
peuventtre vives (voir figure 6).

Le concepteur peutddinir des familles de maillagerifiant la contrainte de pl&ité des faces, puis en
moduler la forme et I'aspect avec une saisie interactivepdesngtres.

Le nombre de ces parastres est relativement lingf la surfacettant enerement étermirée par la
donree de deux courbespdles dandR®. Une anglioration possible de ce melkk permettrait notam-
ment de confiler directement les quatre courbes de bords de cette sudaqui permettrait une plus
grande souplesse dans le cofgrde la surface.

Enfin, ce moéle permet uniquement deégerer des maillages quadrangulaires. Nous avons comme
perspective de mettre en ceuvre un padicplus @réral, permettant @tablir des contraintes de copla-
narite pour des IFS surfaciques dont les maillages sont de topaloglconque. Ce préck n'utiliserait
donc pas d’'oprateur de combinaison. Il s'agit&tablir des contraintes sur les pakgtnes d’un IFS sur-
facique, de sorte que la suite des maillageieges soita faces planes.
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